Nouvelles applications des fractions continues,
Par

Awpre Margorr & St. Pétersbourg.

Dans ma thése ,,Sur quelques applications des fractions continues
algébriques®, publiée en russe (année 1884), je m’occupais & la déter-
mination des valeurs limites des certaines intégrales dépendantes d’une
fonction /(y), laquelle n’est assujeftie qua des conditions suivantes:

1) fly) >0 pour a<y<b;

2) les intégrales

j.f(y) dy, fy f(y)ay, .. f éy""‘ fy)dy

doivent avoir des valeurs donndes,

La question sur, ces valeurs limites est soulevée par Tchebychef
dans sa note™) ,,Sur les valeurs limites des intégrales.¢

Nous devons aussi & Tchebychef les inégalités importantes, qui
demontrées et généralisées**) par moi sont la base des recherches sur
les questions de ce genre,

Maintenant nous allons considérer les questions semblables aux
précédentes, en remplagant seulement 'inégalité

>0
par les deux suivantes:
L>7(y) > 0.

*) Journal de Licuville, 2 série. XIX.
%) Mathematische Annalen, Band XXIV, p. 172. Voir aussi: C. Possé, Sur
quelques applications des fractions contipmes algébriques, St. Pétersbourg, 1886.
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§ 1.
Commencons par la guestion suivante:
Etant données les valewrs des intégrales

)] f;(?/)dys“o;jyf(y)dy=“1)--‘; f;"—‘f(y)dy=a,-_l,

il Sagit de trowver les valeurs extrémes de Uintégrale

b
J&ﬂw@
é la condition ¢
(2) L > f(y) > 0.

En abordant la solution de notre question, posons, que f(y) est
une fonection quelconque satisfaisante aux conditions (1) et (2).
Entre @ et b nous prenons ¢ 4+ 1 nombres

gl) 227 ¢ e gi; gi-{—l

et dans le voisinage de ces nombre les éléments d'une méme longueur
¢ infiniment petite,

Or sur ces éléments nous donnerons a la fonetion f(y) les aecroisse-
ments (positifs ou négatifs) constants

8y, 0y, -0, 07, Oigy,

qui ne contreviennent pas aux conditions (1) et (2).

En supposant les éléments ¢ infiniment petits, nous supposerons
en méme temps, que sur chacun d’eux, séparément, la fonction f(y)
ne peut atteindre que l'une de ses valeurs exirémes O et L. -

Si sur quelque élément 6 la fonction n’atteint aucune de ses valeurs
extrémes O et L, Vaccroissement § correspondant peut &tre anssi bien
positif comme négatif, pourvue qu’il soit assez petit numériquement.

Cet accroissement § doit &tre negatif, si sar I'élément ¢ corre-
spondant la fonction f(y) a la valeur extréme L, et au contraire 0
doit &tre positif, si sur I'élément 6 correspondant la fonetion f(y) a la
valeur 0. Ainsi les valeurs & sont bornées par la condition (2)

Quant & la condition (1) elle nous donne les équations suivantes

b A8 e =0,
88 40,8 + -+ 0ipabi =0,

SET BB+ -+ k=0,
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d’ott on trouve

& &

i Sy ==
61 == @'@1—): 62 TGy ) 0\14—-1 9'(§i+1) ]
en posant
e(?/) = (Y — E;) (y - gz\ bo e (Y — gi-i—l);
& étant un nombre arbitraire.
Or les valears trouvées de
61, 82, sy a,_!._#
ont les mémes signes que les produits
(”‘ l)i‘?» ("_ 1>i—1‘99 vy &
nous Supposons
§1<52<"'<§1+l-
Done la variation eonsidérée de la fonetion f(y) est possible toutes les
fois, que les signes de
(—1¥e, (—1¥le, ... ¢
sont conformes aux remarques précédentes sur les signes de 4.
L’accroissement correspondant de Vintégrale
J
J v ay

[+
est égale &

o £ ) _§i g:
6 (0181 + skt - - F 6'i+1§:+1)=0'5{(:)"‘é’—)+ S é—‘(;—l } == G &.

et par conséquent il a le méme signe que s.
De tout ceci on peut tirer les conclusion suivantes.
1. L'intégrale

f;‘f@ dy

r’atteint aucune de ses valeurs extrémes, si dans une partie de linter-
valle, de y=a jusqud y = b, la fonction /(y) watteint ancune de
ses valeurs extrémes O et L.

II. L'intégrale

& .
f ¥ () dy
%

n’atteint pas son maximum, si Pon peut indiguer entre o et b, dans
Pordre des valenrs ecroissantes de p, les 74 1 intervalles, ou la
fonction f(y) est égale alternativement O et L, étant

fly)=0

dans le dernier de ces intervalles.
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III. L'intégrale ,
[rraay

n'attient pas son minimum, si Pon peut indiquer entre o et b, dans
Pordre des valeurs croissantes de g, les i1 intervalles, ou la fonction
f(y) est égale alternativement O et L, étant

=1L

dans le dernier de ces Intervalles
Donc les valeurs extrémes de Uintégrale

f V) dy

correspondent aux telles fonction F(y), pour lesquelles Vintervalle de y=—=a
Jusqu'a y = b se divise en -1 perties, dans lesquelles alfernativement
f)=0 et f(y) = L, an moins- que les divisions semblables en plus
petit nombre des porties sotent impossibles.

Or dans la derniére des i -1 parties précédenies on doit avoir
fly) = L pour le mazimum et f(y) == 0 pour le mintmum de Vintégrale

jy"f(y) dy.

§ 2.

Supposons maintenant, que par les valeurs de f(y) intervalle de
y=a jusqua y =>b se divise effectivemment en ¢ - 1 parties de
sorte quon a

f(y)ml_i‘_(_z_'f_Q_L oun 1::—%1&14 pour o <Y < Yy,

— 1y e yyE—L
="t r o =V L pour g <y < m,
flyy=0 ou L pour ¥y <y < Y,
fy)=1L on 0 pour y; <y <b.

Soit de méme F(y) une autre fonction, satisfaisante aussi anx con-
ditions (1) et (2):

b b ]
Jrway=c, [yP@)ay=cy, ..., [y-PEay=acs,
L> F(y) > 0.
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Ceci posé, nous aurons

fQ(y) fy)dy =f9(y) Fly)dy

pour chaque fonction enfitre Q(y) de degré inférieur & <.
Or la différence
¥ —(Y—9) —9) - (Y—9)
est une fonction entiére de y de degré inférievr 3 1.
Il en résulte que la différence

f v 1) dy — j’y*' Fy) dy

est égale a

f(y —y) ... (Y—y) @) dy — j @~ .. y—y) Fly) dy,

ce qui revient & lintégrale ,
b
j(y—%) -y {fy) — F(0)} dy,
dont tous les éléments sont positifs ou négatifs, selon que
f) =L ou O, pour y;<<y<bh.
Par conséquent la différence

. / f?/"f (v)dy — ﬁf’f’(y) ay

est assurément positive dans le cas de

fly) =L pour y, <y<b,
et négative dans le cas de

f(9) =0 powr y<y<b.

583

De cette manidre nous vérifions notre solution e démontrons sa unieité,
en excluant seulement les cas, ol par les valeurs uniques O et L d’une
fonction f{y), satisfaisante aux conditions (1) et (2), tout l'intervalle
de y = a jusqua y =% se divise en nombre des parties plus petit

que ¢ -+ 1.

Mais il est facile de se convaingre, que ces cas exclusifs sont
impossibles, si les nombres «;, &, . . ., &;—1 sont donnés par les égalités

13

[ b
) ao=fF(y)dy, ay= [ yF(y) dy,. .., tia= | ¥ Fly) dy,
& -3 [



584 A, Margorr.

F(y) étant une fonction donnée, dont les valeurs satisfont & la condition

L>F(y)>0 (pour a <y <b)
et ne sont pas toutes égales & O et L.

§ 3.

f min et f max

0N

les fonctions f(y) satisfaisantes 3 nos conditions et correspondantes
anx maximum et minimum de Pintégrale

Désignons par

b
S ay.
Soient encore i
B, &7, 1
ces valeurs de y, pour lesquelles les fonctions fuim €t fumax changent
leurs valeurs 0 et L, de sorte qu'on aura:
fumin = 0 pour y= & — &  fowm =L pour y=E& + ¢,
Jmax==0 pour ¢y == £ — &  fuax= L pour 4y = "4 ¢,
fom =Lpour y =195 — &  fuux=0 pour y =1y + &,
foax =1L pour ¥y = %" — &, fmex =0 Pour?/aﬂ"+8)
& étant infiniment petit et positif.
Enfin nous désignerons par
Vi) (z) le produit de tous les facteurs z — £,
(H) (z) » 7 » o» ] ” Z— gua
U () ,, ” » oo » 7 s — 19,
i(h)(z) » ” ET R ) 2 z—q'.

Apres ces désignations la condition (1) pour les fonctions fium et
[/max Se raméne aux équations

f217' __25' —da= P =b +2 Zgl — ua,
S s

—2§ - ldi = '—1— b —{—Z’ 2’5’ i—udt,

1—(—1) 1 (—1)

@ 4

Z étant le signe d’'une somme.
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Quant aux minimum et maximum de lintégrale

. f;"f(y) dy

ils seront

f?ffmm dy = L { h _Sﬁé’_*j‘_l "‘iﬁij‘_‘}:

1.—}—-1 el T+ 1 1+ 1

pitl __ gt i gt
.ﬁ’"m‘”"” A 2T 2
Dans le cas de ¢ pair = 2%, nous avons les 4% Inconnys

B o<y <E <y < <E <,
771” < ‘51” < "hl‘ < %2” < - - 71: < g'r:'

et nous pouvons remplacer les équations (4) par ces formules

3)

L @ za, 2Nt | (2n-+1)hin
;_“_“n—"‘ z—é—h + = T + JErS +---
L a 200 ndg, 1
z-—f Z—a Ej?m?ﬁpi‘?_ et s
@n+1)hin
- 4
d’ot, en intégrant par rapport & #, on tire
% @, ‘2213—1
V—Q(;‘)—(gz _ eLz+Lz‘+ Io% + h2” +
U;;‘) (2) 2.21;—*-1
@, @2 pi
(Z’—'a) V2(;,, (a) Lz_{. LG'1 + Lzz" hu +
e = €
(5—b) Uy (2) L™
et par conséquent
b
7O @) Fly) dy
3 L iy 4 o
m( =€« e LT
Uza 9 LA™t
® )
7O 1 fFdy
2n (8) —p LJ l—w by, — o
- =iTlen + 2t
02” (z) Z—a Lzeﬂ"s‘l

si 'on détermine tous les nombres « par les égalités (3).
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De méme maniére on trouvera

b
o Flipdy
(Zma) V2n--1 (&) el’a =Y Mo W, g +
2n-~1 (Z} Lzen ’
b
o CRiy) d2
(z”‘b}Vzn-q (Z) z2—b L -y h‘.::n— &2 pi
Ugn...l (Z) z ——a Lzzn + Y
D
( A
1 fFady
VZ(”) {£) - eLa =7 + hgn—-l— 9 mnt +
(=~ BT, () L2 ’
5
1 fFndy
i (o) _g—b S =y k§n~1“°‘2nu1_{_
le—a)Tf) () 2—¢ L#"
Nous parvenons ainsi au théoréme suivant:
Théoréme I.
Si la fonction F(y) satisfait d la condition
L > Fy) >0,
les développements suivants®)
b
1 (R ay
L -y 1
(8) e 4 = _ 4 ¢ ’
Z—a— €
{ -
B @ -
F (y)d 3
L f ¥t
©) =l ’
Lty gl 78
14,
b
1 fF{y dy
z2—b 2 Y 31
10y —ge =1Nz—a-—i§f—_~w“§__“ 2 ’
2—g—

1T—-,

*) Ce genre des fractions continues était employé déja par Stielijes dans
ses ,Recherches sur les fractions continmes®.
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"F(y)dy
£—b, LJ

1
any =R T o

31

Js
BF-.

%
e

sont possibles, les nombres ¢, y, 8, 0 dant positis,
Or ces développements sont lids avec nos fonetions U et V par les
formules

()
(12) V” © = 4 ’
: Ui 1~ = — &
- _ c?rr—l
E—a—ty,
) e—a) ¥, et (2) 1
(13) — = ’
Uy oy (@) e — c
2n—2 cﬁ_ﬂ
R
v @ B
(14) U—(n) (,) = 1 - z_——-—J: l’a“‘i 82 . ?
F—a— Oy,
15) Vs () U
=00 ,@ Foa— _Bmag [
Z—a
79 ()
]_6 Z:n — Y1
(16) Usn (2 +Z“b+1lg'- ’
2a + ..+~ Y251
B b yo,
|2
17 3 2 —1 Yi_
an (z—v U0, (5) +'z_b+".+72””2 ¥ -1’
14 zib‘
v @ 1
(18) U(n) (,) 1 + ab + %2 ’
=3 U =
z2—b- 0y,
(8 —b) sz,i_z ) 1
19 et = e
UG TFimiy. s
.'+ 202 6271——1

iy
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D’aprés les propriétés connues des fractions continues on a

([ a=n=1 6 =8 —b—a—"2,
' €1 6.6 =o~‘i~:l—%}::j, 10y... 0 ,»;—’EJ:L%*WM,
20 , )
- R
7172+ V2a =75?-——‘~}53’f—‘ 8,0,...00, a":w_—%ﬁ%;g

Il est important aussi de remarquer la proposition suivante:

La fraction ordinaire irréductible g% étant égale a
BRI,
. N
- ¢
BT
2
&€

et les nombres ¢, ¢,, €, . .., ¢ étant positifs, toutes les racines des
équations
p(x)=0 et vE)=0

sont réelles positives et distinctes; de plus les racines de l'équation
@(x) = 0 séparent celles de I'équation ¢ (z)==0.

Ayant égard & cette proposition et aux formules trouvées, il est
facile de vérifier en ordre inverse nos conclusions, fondées sur Pexistence
de maximum et de minimum de Vintégrale

f: 4.

§ 5.

Nous allons éfablir maintenant, que les fonctions frouvées fumm
et fmax donnent aussi la solution de eefte question générale.
Etant donnés

& b )
ff<y) dy = &, fyf(y) dy = ay,,. -,fy“if(y) Ay = ;1

et la condition )
L>7y) >0,

i Sagit de frowver les valeurs exirémes de Vintégrale
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]
Jow rway
pour chaque fonction O(y) donnde, dont la derivée

Fo) _ o
i ®),
de Vordre i, ne change pas son signe entre y = a et y = b.
A cet effet en conservant les désignations de § 2 et en posant

( 2) —¥Y; \ 1, i1
Qy) = ) y—, (y,_”’y)"r Ol = - ((?; 5

nous relevons les égalités

Jow Fa) ay— o 1) ay = [ 19) —20)1 {Fw) — )} ay
a @ 4

et

Y—y) =) --- (y—w) .
(b(y) __Q(y)z 411.2_3.“7;( )"b’(ya)’

d'ot l'on tire

& ] b
@) fou) Pwdy=[owf iy + v [ G @leway

en posant

o) =UY—9)Y—u) ... ¥—y),

Y, et § étant quelques nombres intermédiaires entre a et b.
La formule (21) s’applique & chaque fonction ®(y).
Or dans le cas, ot Yon a constamment

Gi(y) > 0 pour a <y < b,
il en résultent les inégalités

4 b b
f ) fain dy < f @) Fy) dy < J O () frmax Ay,

quelque soit la fonction F(y) satisfaisante 3 nos conditions.
De méme dans le cas, ot l'on a constamment

Oi(y) <0 powr a <<y <b,
la formule (21) doune

] 3 b
_[ S (Y) fruin dy > f O(y) Fy)dy > f OY) fnsx Ay

Mathematische Annalep. XLVIIL 38
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En appliquant ce résnltat & la fonction

1
2=y

®(y) =
et en posant pour fixer les idées

2>b
on obtient le théoréme suivant:

Théoréme II.

Si lon a
L>Fy) >0 e z2>0b

et st Von développe les expressions

4 13
1 (Fydy _1 [Fy dy
L s—y o L -y
e @ Z2-—a

en [ractions continues

1 1
e et 3,
i— Cs
Z—a—-——i—;— C3 2—“—1—: 33
&— G —- 22— @

toutes les fractions réduites de ces développements seromt plus petites que
les expressions correspondantes.
Or si aux conditions précedentes

L>Fy)>0 e 2>0

on développe les mémes expressions

3 ‘b

1 LF(pdy 1 [Fway

L Ze—y L z—y
z—a

e et

en fractions comtinues

71 & s
Z2—b+4 - 2—b-4 -,

les fractions réduites de ces developpements serowt alternativement plus
petites et plus grandes que les expressions correspondantes.
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§ 6.

En conservant nos conditions (1), (2) et (3), passons aux valeurs
extrémes de lintégrale

J;"(y) dy,

z étant un pombre donné compris entre a et b.
Or préalablement nous devons établir cette proposition simple.
Etant
g] <i§2<g3<"'<§x<§n~§-l<"'<§z‘<gi+l

OFE)=(e—&) (z—E&) ... (2—E) (g—Euw),

et

la, somme
VLS D S S
O T O 0'(&,)
a le méme signe () que son terme dernier
1
&(E)
En effet pour chaque fonction entiere Q(y), de degré plus petit que 4,

on a
o) , o6 | 2w _
(&) + o' (&) + + 9755»{«1) =0

et par conséquent

1 1,1 R(Ear)
vE Teem T teg e,y

si les coefficients de la fonction Q(y) sont déterminées par les équations

QE) =) ==& =1,

QErye) = QEnps) = - -+ = Q(Eia) = 0.
D'autre part il est facile de voir, que la dérivée Q'(y) doit &ire con-
stamment négative dans Vintervalle de y =y, jusqu'as y=1y,4, la
fonction Q(y) étant déterminde par les conditions que nous venons
d'établir.

1l en résultent les inégalités
0 < QEep) < 1.
Done la somme
1 1 1
ve Tew T TeEy

étant comprise entre
1

0 et 00—
, * 8 (Exgr)’
a le méme signe que o

38°%
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Rappelons maintenant la variation & laquelle était socumise la

fonetion f(y) en § 1, en posant &, < z < Eupq.
D’aprés les résultats précédentes cette variation de f(y) augmentera
ou diminuera la valeur de Vintégrale

J ;(y)dy,

O,

selon que

&
» ) Y
sera positif ou negatif.

Céla étant, il w'est pas difficile d'établir pour la fonetion f(y),
correspondante au maximum ou au minimum de Vintégrale

St a,
les conditions suivantes: )

1) f() w’a pas d'autres valeurs que O et L;

2) lintervalle, de y==a jusqu'a y=>=, se divise en i-}-2 parties,
dans lesquelles f(y) est alternativement égale a 0 et & L;

N flz—&)=0L et flx+&)=0 dans le cas maximum de

Yintégrale
&
f 7{y)ay,

fla—&)=0 et f(w+ &)= L dans le cas de minimum de
Pintégrale

ff(y)dy,

& étant infiniment petit positif.

Or ces conditions déterminent tout a fait la fonction cherchée f(y),
ce que nous allons démontrer:

Soient

YL Y < o LY <8< Yy < Y2 <+ < Y < Ys
les valeurs de y, qui séparent les valeurs O et L de la fonction f(y).

Soit encore F(y) une autre fonction satisfaisante aussi aux con-
ditions (1) et (2).

En posant
. Y—9) Y—9) .- - (y—9) = 0()
€ .

o) o) . 8y

Q) = ¥ — )0 (y) + Y — %) @' @) Tt gTye —9,)9 )’
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on aura

Qyy) =) =---=Q)=1,

o QYntr) = QYuge) =« - - = Qy) =0

St — Pyt ey ay =o.

3

Or on peut éerire

Jrw iy —[7w) ay = [ 116) - 7)) asda,

en déterminant o(y) par les égalités

o(y)=1 pour a<y<g
et .
a(y) =0 pour x<y<b.

Ii en résulte que la différence

ﬁ(wdzf mfF(y)dy

est, égale & Dlintégrale

b

[ i) —Fw11a6) — 20)}ay,

dont tous les éléments ont un méme signe, car fes différences

) — Fly) et oly) —2y)
changent de sigue simultanément,

Donc notre fonetion f(y) donne le maximum ou le minimum de

Vintégrale

ff(y) ay.

Enfin pour s'assurer que le maximum et le minimum de lintégrale

ff(y)dy

correspondent respectivement au cas de f(o—¢) ==L et au cas de
flz—¢€) == 0, & étant infiniment petit et positif, il reste & remarquer,
que pour ¥ < y < # la différence

a(y) — Q)

est positive.
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§ 7.

Nous nous bornerons ici & examiner en détail la solution de la
question sur le minimum de l'intégrale

af o) dy

dans le cas de ¢ pair, ¢ = 2n.

I1 faut pour cette recherche de distinguer deux hypothéses par
rapport aux valeurs de y, qui séparent les valeurs O et L de la

fonetion f(y).

Dans la premiére hypothése nous avons

f)=0powra <y<§ ,
ﬂw—O,,m <y<%,
f(?/) =0 , m@ae<y< §x-—1,
f(y)sO w Ml y<z ,
f(y)=0 Mz <y<§x 3
=0 , n <y<& ,

et dans la seconde hypothése

ﬂwamea <y<m ,
f(y) nw & <Y< ,
f(y) » 1 < Y <M
f(?/) = w & <Y< Yutr,
f(y) = » gu—l < ¥ < Y,

En considérant séparément ces hypothéses

désignations de § 3 celles ci

P(z) ==
Q(Z) =n » ]

i 4 » »

ﬂw=wa& <yg<my
f@ w B <y<m ,
f(y) ” gz—l < Y < Np—1,
f('!/) = » B <Y< N
f (?/) ” gz <y < N1
ﬂw » & <y<b
f) =0powr n, <y<§,
f(y)"‘o 2 N2 <y<§2;
ﬂw~0n nw <y<az,
f(?/)—o ”» ﬂ%+1<y<§x;

f(y)'—o %) nn+1<y<b

et en ajoutant aux

le produit de tous les facteurs z — £,

g—1,

on trouvera, par des calculs semblables & ceux de § 3, les formules
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(2—~z) P(2)

Y '*'z-b+j; e
+__"
1+z~—b
b~a) Py, (@)
TV @
(z——m)P(z) —_ 1 . ai a
(z2— a) @(2) z~—a-i_3: , y
: 2n
- B
1~ s

_ a—a)V (@)
Vﬁn 1 ($>
Ly1?% « o ?gny + La,a,_ [P a‘Zna akgn - h"i’n

2

dans la premidre hypothdse, et les formales

(g—a){z—a)P(z) 1

9B T it ’
lw—'» Con
—i—_—:bia
VU($)
TV @
(=) z—x) PE) __ 1 8
3
Q@ 1+z_b+_- \
2n
RN LI
1+z—-b
(,,, z
PO m (z}
Vor_i (@)’

Lee,... conc+ L8,0,...00,0 = hyn— h3n

dans la seconde hypothese.
De ces formules il est facile de conclure que nous devons nous
arréter 4 la premiere hypothese dans le cas de
I') (,Z‘} (">{Q:} ~ 0
et 3 la seconde dans le cas de
(')(x) (')(x) < 0.

Quant au minimum cherché de I'intégrale, il s’exprime par

Ly, +’72+"'+"?x—1’"gn”“§2"'"' — Ee}
dans la premiere hypothése, et par
L(’?z+ﬂa+"'+m-"’5';——%2——'”-—5;:—1——0},

si la seconde hypothése a lieu.
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§ 8
En terminant nous allons remarquer une méthode de caleul ap-
proximatif des intégrales, qui découle des recherches précédentes.
Cette méthode est basée sur ce qu'on remplace I'intégrale proposée

y

j%@FWWy
par l'intégrale : \

f DY) fun dy
ou o

J o) fuss ty,

qui se réduit & la somme des intégrales de ces formes

n 7]‘ b
LJ¢<y>dy, LJ¢(y)dy, Lj¢(y>dy.

Nous retenons ici les désignations du § 3, en réunissant seulement
£, £” en un signe &, et %, 4 en un signe 7.
Or en posant

Oy) =9 et Fy) =901
et ayant égard & I'égalité

S0 0w)dy = F6) 9 0) — F(@) 9(a) — [Flo o) dy,

on transformera la formule, que nous venons d'indiquer, en celle ci

f 9o @) dy=Lob) —L ¢(a)+ LEp(E) — L Z¢(n)+ Ko+ (2)

K étant un nombre constant, { un nombre compris entre a et b,
L'=F@®) ou F(b)— L,
L'= F(a) ou F(a)—
On ne doit pas oublier, que notre formule suppose
L > F(y) > 0.
Les nombres L' et L”, en général, sont différents de O et de - L.

En examinant les conditions aux quelles ' et L” deviennent égales
4 0 ou & + L, on parviendra & ces deux cas:
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1. cas:
&
Joway=o,
%
Fy) = [ gy > o5
2. cas: ‘

.3 ¥,
mey(y)dyzl”w) —*—Jg(y)dygo
a a

Dans ces deux cas et dans les cas, qui n'en différent, que par le signe
de g (y), notre formule sera conforme i celle, que Tchebychef a traité
dans les derniers paragraphes de son mémoire®) ,Sur les quadratures
La différence consiste seulement dans la valeur du facteur L.

Pourtant grace au changement de ce factear nous pouvons
assurer, que tous les nombres de nos calculs seront réels, et ensuite
nous pouvons donuer ls formule approchée avec son terme com-
plémentaire.

*) Journal de Liouville, 2 sdrie, XIX.



