
Nouvelles applications des fractions c~)ntinues, 

Par 

AWDm~ MAn,OFF ~ St. P6~ersMurg. 

Dans ma th~se .Snr  quelques applications des fractions continues 
alggbriques", publige en russe (annie 1884), je m'occupais ~ la dgter- 
ruination des valeurs limites des certaines iaf~grales dgpendan~es d'une 
fonction/'(y), laquelle n'est assuje~tie qu'~ des conditions suivantes: 

1 ) [ ( y ) > 0  pour a < y < b ;  

2) les intggrales 

b b b 

doivent avoir des valeurs donnges. 
La question sur: ces valeurs limites est soulevge par Tchebychef 

clans sa note*) ,,Sur les valeurs limites des int6grales." 
Nous devons aussi ~ Tchebychef les inggalitgs importantes, qui 

demontrges et g~ngralisges**) par moi sonf la base des recherches sur 
les questions de ce genre~ 

Maintenant nous allons considgrer les questions semblables aux 
prdcgdentes, en remplagant seulement l'indg~lit6 

f (y) > 0 
par les deux suivan~es: 

L > f(y) > O. 

*) Journal de Liouville, 2 sgrie. XIX. 
**) Mathemat~sche Annalen~ Band XXIV, p. 172. Voir aussi: C. Possg, Sur 

quelques applications des fracgons continues alggbriques, St. P~tersbourg~ 1886. 
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w  

Commengons pax 1~ question suivante: 
~tant donndes les valeurs des intdgrales 

b b b 

(1) f f ( y ) d y - ~  no, f y f ( y ) d y ~ - a , , . . . ,  f y i - l f ( y ) d y ~ - a , _ l ,  

il gagit de ixouver l~s valeurs extremes de l'intdgra!e 

5 

a 

d la condition 
(2) L > f(y) > O. 

En abordant la solution de notre question, posons, que f(y) est 
une fonction quelconque satisfaisante aux conditions (1) et (2). 

Entre  a e t  b nous prenons i ~- 1 nombres 

f l ,  f . ~ , . . . ,  f , ,  f~+~ 

e~ clans le voisinage de ces nombre les dldments d'une m~me longueur 
a infiniment petite. 

Or sur ces dlgments nous donnerons h la ~bnefion f(y) les aecroisse- 
ments (positifs ou ndgatifs) eonstanb 

qui ne contreviennent pas aux conditions (1) et (2). 
En supposan~ les 616menr a infiniment petits, nous sut0poserons 

en m6me temps, que sur ehaeun d'en3r, sgpargment, ]a fonction f(y) 
ne peat atteLudre clue l'une de ses valeurs extr6mes 0 et Z. �9 

Si sur quelque 616menf a Ia fonetion n'atteint aucune de ses valeurs 
extremes 0 et Z ,  l'aecroissement (~ correspondant peut ~tre aussi bien 
positif comme nggatif, pourvue qu'il soit assez petit numgriquement. 

Ce~ aecroissement ~ dolt 6~re negatif, si sur l'616ment a eorre- 
spondan~ la fonction f(y) a la valeur extr6me L, et au contraire 
doit ~tre positif, si sur l'616ment a eorrespondant la fonetion f(y) a la 
valeur 0. Ainsi les valeurs a' sent borndes par la condition (2) 

Quant ~ la conditrion (1) elle nous donne les gquafions suivantes 

~'i "4- ~2 ~ " �9 �9 + ~+i ~- O, 
, ~  + , ~  + . .  �9 + ,~+~f,+~ =- o, 

, . �9 . o . o , ~  . . . ~ . . 

�9 �9 �9 ~ _ ~  - ~  0 ,  
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d'o~ on ~rouve 

en posant 

&an~ un hombre arbi~raire, 
Or les valears ~rouvges de 

~ 1 ,  ( ~ ,  �9 �9 �9 ~ ~ i §  

ont les m~mes signes que les produits 

( -  1)'~, <-  l y - ~  . . . .  , ,~; 
nous supposons 

~t < ~ < " "" < ~+~. 
Done lu variation eQnsiddrde de la fonetion f(y)est possible routes les 
lois, que les signes de 

( -  1)'~, (-  :ty-~,..., 
son~ eonformes uux ~emarques lor~.eddentes sur les signes de ~. 

L'aceroissement correspondant de l'int6grale 
b 

Y 

est dgale 

ef par eonsdquent il a l e  m~me signe que ~. 
De tout ceei on peug tirer les conclusion suivan~es. 
I. L'intdgrale 

b 

/ y '  f(~) d y 

n'atteint aueune de ses valeurs extremes, si dans une pattie de l'inter- 
valle, de y = a jusqu'g y = b, Ia fonction f(y) n'atteint aucune de 
ses valeurs extremes 0 et Z. 

II. L'int6grale 
b . 

~fr f(y) dy 

n'atteint pas son maximum, si l'on peut indiquer entre a e t  b, dans 
l'ordre des vaIeurs eroissantes de y,  les i - l - 1  inServalles~ o~ la 
fonetion ]'(y) est dgale al~ernativemen~ 0 e~ Z ,  g~ant 

/ ' ( y )  = o 

dans le dernier de ces intervalles. 
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III. L'intdgrale 
b 

f y, f (y) dy 
n'a~tient loas son minimum ~ si I'on peut indiquer entre a eL b, dans 
l'ordre des valeurs croissantes de y, les i + 1  intervalles, off la fonction 
f(y) esl ggale alternalivement 0 et Z ,  gtan~ 

[ (y) ---- L 

dans le dernier de ces in~erval]es 
.Donc les valeurs extremes de ~'inte'grale 

5 

f y, f(y) ay 
a 

correspondent aux ~les  fonction f (y), 2~our l~s~udles t'inter~alle de y = a 
jusqu'5 y ~ 5 se divise en i-{-1 par~ies, dans lesquelles alternativement 
f ( y ) ~ O  et f (y ) -~ .  L ,  au moins, que Zes divisions semblab~es en plus 
petit ~ombre des parkies soient impossibles. 

Or clans la derni~re des i -~- 1 parties Wdcddentes on dolt avoir 
f (y)  = L pour le maximum et f (y)  ~-- 0 pour le minimum de l~in~e'grale 

b 

y' f (y)  dy .  

w  

Supposons mainlenant, que par les valeurs de [(y)  l'intervalle de 
y ~ a jusqu'~ y ~ b se divise effectivemmen~ en i--}-1 par~ies de 
sort~ qu'on a 

1--(--1)~ L f ( y )  ~ x + (--2 I)4 L ou 2 pour a < y < Yl, 

1 - -  ( - -  1) i - I  
f (y )  l + ( - - 1 ) ~ - x Z  ou L pour Yl < Y < Y~, 2 2 
. ~ ~ ~ . �9 ~ �9 . . . . . .  �9 ~ ~ . , �9 ~ ~ 

f ( y )  = 0 ou L pour y~_~ < y < y~, 

f ( y ) = Z  ou 0 poury~ < y < b .  

Soi~ de m~me 27'(y) une autre fonction, sa~isfaisanCe aussi aux con- 
di~ions (1) eL (2): 

b 5 5 

O~ a 

L > 2'(y) > o.  
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Ceci pos~ nous aurons 

b 

f (y)  (y)ey F(y)ey 
pour chaque fonction en~ibre • (y) de degrd infdrieur ~ i. 

Or la diffdrenc~ 

Y' - -  (Y - -YO (Y--Y~.) . . . ( Y - Y , )  
est une fonction entibre de y de degrg inf~rieur ~ i. 

I1 en rgsalte que la diffdrence 

b 

est ~gale 

b b 

f ( y - y o  �9 �9 ( y -  y~? f(y) dy - f ( y - y , ) . . .  (y-y,)F(y)~y, 
a 

ce qui revient ~ l'intggrale 
b 

j ( y - y O . . .  (v-v,)If(y) - ~(y)} ey, 

dont tous les 4tgments soar positifs oa ndgati2s, selon que 

f ( y ) = L  ou 0, ponr Y i < Y < b .  

Par cons4quen% la diffdrence 
b b 

est assur6ment positive duns le cas de 

[ ( y ) =  L pour y~ ~ y ~ b, 

et nggatiye dazas le cas de 

f ( y ) = O  pour y ~ y ~ b .  

De cette ma~i~ve nous vdrifions notre solution et dgmon~rons sa unieitd, 
en excluant seulement les cas, oh par les valeurs uniques 0 et L d'une 
fonction f ( y ) ,  satisfaisante aux conditions (1) et (2), tout rintervalle 
de y = a jusqu'~ y - : -  b se divise en hombre des parties plus petit 
que i + 1. 

Mais il est facile de se convaincre, clue ces cas exclusifs sont 
impossibles, si les nombres a 0, a 1 , �9 . . ,  r sont donngs par les 4galih~s 

5 b b 
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~'(y) giant une fonction donnge, dont les valeurs satisfont ~ la condition 

L > F ( y ) > O  (pour a < y < b )  

et ne sonr pas routes ggales h 0 et Z .  

w  
Dgsignons par 

fmi~ e t  f ~  

les fonctions f(y) satisfaisantes ~ nos conditions et correspondantes 
aux maximum et minimum de ]'intggrale 

b 

f ~ f ( y )  @ .  
a 

Soient encore 
G ~"~ ~', ~" 

ces valeurs de y, pour lesquelles les fonctions fm~ et fm~ changent 
leurs valeurs 0 et L ,  de sorte qu'on aura: 

f~n ~ 0 pour y ~ ~' - -  ~, fm~ = L pour y---~ ~' + e, 

[m~ = 0 pour y ~-- ~'"-- ~, f ~  ~- L pour y ~ ~ " +  e, 

f~in ~--~Zpour y ~ / '  - -  e, [ m ~ = O  pour y ~ - ~ l ' + ~ ,  

/max = L pour y = ~7" - -  e, f ~  =-- 0 pour y ~--- y" + e, 

e &ant infiniment petit  et positif. 
Enfin nous dgsignerons par 

Vf)(z) le produit de tous les  facteurs z -  ~', 

r , ( " )  (~)  ,, , ,  , ,  ,, ,, , ,  z - -  ~",  

UF)(z)  ,, ,, ,, ,, ,, ,, z - -  G 

V,(" ) (~ )  ,, ,, , ,  , ,  , ,  , ,  ~ - ~ " .  

Apr& ces dgsignations la condition (1) pour les fonctions /'~i~ e~ 
fm~= se ram~ne aux gquations 

(4) 

G O  

�9 , . . . .  . . . �9 �9 . �9 . o ~ �9 . . ~ . 

2 ' [ ~ - -  2 

giant le signe d'une somme�9 
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Quant aux minimum e~ maximum de l'intggrale 
b 

@ 

ils seront 
b 

(5) ~ 

=fr +2' h~" [ ~ :  dy---~ L ! i + i  ~ Y  ~ ' ~ " ~ - ~  " 
a 

Dans Ie cas de i pair - -  2 n ,  nous avons les 4~ ineonnus 

~' < , f f < ~ '  < ~ ' < . .  < ~ ;  <~,;, 
,1 o �9 t t  r 

~h < ~ ( ' < r t ~  < ~ 2  < : ' " < * } - < ~ '  

et nous pouvons remplaeer les 6quations (4) par ces formules 

~- ( ~ .-  ~-__--,-r z.~.+~ + ~.+.~ - + - - - ,  

d'ofi, en int6grant p~r rapport ~ z~ on tire 

% +  a~ .2- v e ' 2 ~ - - I  

( z - -a )  r a-%'* ~--- + ' " 4  a~n--~ 

(z--b) Ivl'~ (Z) v 2 ~ t  Lz~-z 

et par consdquen~ 

(6) 

b 

L F.~(u) au 
( ' )  t V~. ( z )  Z d  , - u  h ~ - - = 2 .  

~ e " "k L ? , , + ~  + .  � 9  
~ (z) 

b 

~ ( ' } . .  i d  ! , _ y  t ,  

I?~,, (z) z - -  a 

si ron dg~ermine tous les  hombres a par les dgatif~s (3). 
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De m~me mani~re on t rouvera  

(7) 

b 
I f F ( y ~  d y  

(z--a) V~._~ (z) - i v  7-----b 
~L Z~. , ~ " 

(q 

5 

~ e  a JV 

~4~-~ -?~,~-~ + . .  
L ~  " 

.~ W~ + � 9  

b 

V,(") rz~ ~ j  7--~ - 

Nous  parvenons  ainsi  au thgor~me su ivan t :  

Thdor~me I. 

Si la fonction E(y) satisfait ~ la condition 

L > F(y) > O, 

l~s d & d o ~ e m e n t s  suivants*) 

b 

Zj 7:--{ 1 
( 8 )  e a - -  1 - -  C---"2"--~ 

- C 2 

b 

L J  ~ - y  
(9) e 

z - - b + 1 + . "  

b 
! fv~ a y 

z - -  b z J  z - - y  ~ 
(10) z _ a  e ~' ~ 1 & 

1 ~4 

*) Ce genre des fractions continues &air employd ddj~ par Stiel~es dans 
S~S ~]~echerclle8 8ur les frac~ons continues". 
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h 

Z-- b ~d  z--v i 

(11)  z _ a e  ~-'i--+ z - -  +-f++ z - - ~ + . .  

sont lvossib~es, tes hombres c, 7 ,  O, ~ grant positifs. 
Or ces ddvelop~ements son~ lid, avec nos /bnctions U et V par  les 

farmules 
(,} 

(12)  V~y_ (z) = __~I, ~, , 

(g  - -  a )  It) 

( I 3 )  ,~(', - - = l - - -  ('~ 
~ ' 2 ~ - - 1  ( z )  ~ ~ a - -  �9 

�9 ~ -  C2~.~ 1 

05) (~-~) u~;?_~ <~) 
. .  _ ae~_~ ~s~-i 

(,) 

07) 

(is) 

(19) 

V•(") , - I  (z) 
( , , )  

V(") . ( z )  

z - -  b JF ~--iZ . " 
7 2  n - - 1  

" + - - f - - + z - ~  

1 

a~(~--~ <~--) = i~+ ~J- -  ~, 
- b + V ~  .. ~ _ ~  

(z - -b)  (') 

0 2,,_~ (z) z --  b + . .  

z ~ b  
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D'apr~s les propridtds connues des fracfAons continues on a 

(20) 

~i-i -- h;--i ~;'-~ - ~-~ 

Z 

- -  h '  

1l esr important aussi de remarquer la proposition suivante: 

La fraction ordinaire irrdduetible 9(x) 6tant ggale 

1 
e~ 

x--i--- ~ 
X-- " 

i --(--i) i 

2 
X 

et les hombres e I ~ e2, ea, . . . ,  e~ grant positifs, ba tes  les racines des 
6quations 

c p ( x ) ~ O  et I b ( x ) ~ O  

sont r&lles positives et distinctes; de plus les raciaes de l'gquation 
~o(x) ~ 0 sdparent celles de l'~quation ~p(x)~ O. 

hyani 6gard ~ cette proposition et aux formules trouvdes, il est 
facile de vgrifier en ordre inverse nos conclusions, fond6es sur ]'existence 
de maximum et de minimum de l'intdgrale 

b 

f C f(y) @. 
a$ 

w  

Nous allons ~tablir maintenant, clue les fonc~ions trouvdes f~m 
e~ f ~ ,  donnent aussi la solution de eette question ggndrale. 

Etant donnds 
5 

et la condition 

b 

a t , , . . , l y e - I f ( y )  dy r 

L > r(Y) > o, 
il gag'it de tro~ver Ies valeurs extrkmes de l'intdgra2e 
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b 

f v ( u )  t'(u) ~u 
a 

pour chaq~ee /onction r donnde, dont ta derivde 

,tr = *'(v), 

de l'ordre i ,  ne change ~as so~ signe enVe y = a et y = b. 
A cet effe~ en conservant les d~signations de w 2 et en posant 

r '} ( v - w ) . . .  ( v - v l )  _ . . . .  _ . @ .  , ~v -w . . . . ( v - v ,__ , )  
Q(v) = r -,- Cv,~(~:77;;..7(v,-~,~) 

nous relevons les ggalitds 
b * b b 

fr ~'(.).. -fr  !.)r(.).. :fi,(.)--~ (,)1 IF(.)- r(,) i<,. 
a a a 

et 
r (y) _ Q ( y ) =  (Y--V,) (V--Y,)--- (Y--YD (u~ 

d'ofi l'on tire 

b b b 

a a 

en posant 
~(Y) - -  ( v - v O  (~ -v~)  . . .  @--y , ) ,  

Yo et ~ 6f~nf quelques nombres intermddiaires enlre a e t  b. 
La formule (21) s'applJque ~ chaque fonction (b(y). 
Or dans le cas, oil l'on a constamment 

(b~(y) D 0 pour a < y . ~ b ,  

il en rgsultent les inggalitgs 
b b b 

f.c,)f==d~ <fr <j;c~,)ro.:<~,. 
a 

quelque soit la i~onction ~'(y) satisfaisante ~ ~os conditions. 
De m~me dans le cas, o~ lion a constamment 

( V ( y ) < 0  pour a < y < b ,  

la formule (21). donne 
b b b 

f r r~ <z,< > f r > f <i>o,) r.: <~,,. 
~la themal i scho  &mla le~  X L V I I .  38  
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En appliquant ce rdsul~at ?~ la fonetion 

1 
�9 (y)  = ~ _  u 

et en posant pour fixer les iddes 

on obtient te thdor~me suivant:  

Th6or~mo IL 

Si  l'on a 
L>F(y) > 0  et 

et si l'on ddveloppe les expressions 

b 

L J  z - - y  z - - a  

e " et z _ b  e 

en fractions continues 

b 
Z f F  {v) dv 
L,.I  z - - y  

et 1 O, 
1 ct ~ e3 1 32 ~ 

1 Z - - a - - 1  z - - a - - 1 .  
z - - a - - ,  z - - a - - .  

toutes les fractions rdduites de ces ddveloppements seront plus petites que 
les exl~ressions corres~ondantes. 

Or si aux  conditions prdcedentes 

L > . F ( y ) > O  et z : > b  

on ddveloppe lea m~mes expressions 

b ' b 

A FF(g)d~ s ['2~(v) av 
L J  z - - y  ~ - - a  L J  z - - y  

e a et T--__b e " 

en fractions continues 

1 +  ~ _ b +  7~ ~,~ 
~--+~ ~ - - b +  .. 

#t #2 1-{- z --  b + i-~+ 8~ 
z - - b +  .. 

les fractions ~'dduites de ces ddveloppements seront alternativement plus 
petites et ~lus grandes que lea expressions correspondantes. 
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w  

En conservant nos conditions (1), (2) et (3)~ passons au~: va~eurs 
extremes de l'intggra]e 

x 

f f ( y )  dy, 

x grant un hombre donng compris entre a et b. 
Or prdalablement nous devons dtablir eette pzoposition simple. 

Etanr 

et 
e (3) = ( 3 -  ~j) @ - ~ ) . .  ( ~ -  ~) (~-- ~,+~), 

la somme 
1 1 1 

a l e  m~me signe ( ! )  que son terme dernier 

I 

En effet pour ehaque fonction enti~re ~(y) ,  de degr~ plus petit clue i, 
o n  a 

e'~a + e ~  + " "  + ~(~-~) 
et par consgquent 

1 1 ~ (~k+0 _= 0 ,  
e'(~,) § ~-~)  + . . . .  ~ e'(~) § o'(~+ 0 

si les coefficients de ia foncgon f~ (y) sont d~terminges par les gquations 

(~+,) = ~ l~+~) . . . . .  f~ (~,+0 = o. 

D'autre part il est f~eile de voir, que la dgriv4e Q'(y) doit ~tre con- 
stamment nggative duns rintervalle de y ~ .  jusqu'~ y ~ y~,+~, la 
fonction ~(y) 6rant dgterminge par les conditions que nous venons 
d'gf~blir. 

I1 en rgsultent les in~ga~ifAs 

0 < ~ ( ~ + 0  < ~- 
Done la somme 

1 1 1 
e ' (~ , )  --t- -e,(~,) § �9 �9 �9 - F  e '  (~,,), 

~f~nt comprise enfxe 
0 et --~ 

e ' ( , ~ , , + O ,  
1. 

a l e  m~me signe que 0 ~ "  

38" 
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Rappelons maintenant la variation ~ laquelle gtait soumise la 
fonction f(y) en w 1, en posan~ ~x ~ x <: ~ + i .  

D'apr~s les rdsultats prgc6dentes cette variation de f(y) augmentera 
ou diminuera la valeur de l'intggrale 

t'(v) d V, 

selon que 

= o ' (~)  
sera positif ou negatif. 

CgI~ 4tan~, il n'es~ pas dif]icile d'6tablir pour la fonction f(y), 
correspondante au maximum ou au minimum de l'intggrale 

J'f(y) dy , 
o, 

tes condilions suivantes: 
1) f(y) n'a pus d'autres valeurs que 0 et L ;  
2) l'intervall% de y~=a jusqu'~ y~-:b, se divise en i + 2  parties, 

dans lesquelles f(y) est alternativement dgale h 0 et i Z ;  
3) f ( x - - g ) ~  Z et f(x-+-d).-~ 0 dalm l e c a s  maximum de 

l'intdgrale 

f(y)  d r ,  

f ( x - - d )  ~-- 0 et f (x  + d) --~ .L dans l e c a s  de minimum de 
l'intggrale 

x j)(,)e,, 
d gtan~ infinimen~ peLi~ positff. 

Or ces conditions ddterminent tout a fair la fonction cherchge f(y), 
ee que nous aUons dgmontrer: 

Soien~ 

Y ~ ' < Y 2 ~ ' ' ' < : Y ~ < x < Y ~ + ~ < Y ~ + ~ < " "  < y ~ - ~ < y ~  

les valeurs de y, qui s@aren~ les valeurs 0 et Z de la fonction f(y). 
Soit encore ~'(y) ann andre i~onction satisfaisan~e aussi aux con- 

ditions (1) et (2). 
En posa~t 

(Y--Yt) ( Y - - W ) . . .  ~- -Y , )  ---- O(v) 
et 

o(~) o(v) o(v) 
s - -  ( u -  ~ ,~e '~  + ( ~ - ~  e'(~) + "  '" + ( v -  y,,) e'(v~,), 
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on aura 

et 
b 

'{f ly) - -  F(y)} ft(y) dy ----. O. 

Or on peat gerire 
a: b 

en ddterminant to(y) par Ies dgalitgs 

~ ( y ) = l  pour a < y < x  
et 

co(y)-----0 pour x < y ' < b .  

11 en rgsulte que la diffgrence 

est dgale ~ l'intdgrale 
b 

f { f ( y )  - ~ ( u )  } { ~, (.v) - Ca) 1 ay, ~2 

dent tousles  dlgment~ ont un m~me signe, car tes diffgrences 

f (y)  - -  E(y )  et ea(y) - -  Q (y) 
changen~ de signe simuitandment. 

Done notre reaction f (y )  donne le maximum ou le minimum de 
l'int6grale 

fr ) ay. a 

Enfin pour s'assurer que le maximum et le minimum de l'int~grale 
ar 

re(y) dy 
corresponden~ respectivement au eas de f ( x - - d ) - ~  L et aa eas de 
f ( x - - d ) - ~ - 0 ~  ~' dtan~ infinimen~ peti~ et positif, il res~  ~ remarquer, 
que pour y~ < y < x la diffdrenee 

(y) - -  ~ ( y )  
est positive. 
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w  

Nous nous bornerons iei ~ examiner en dg~il la solution de la 
question sur le minimum de l'intggrale 

X 

f ( y )  d y  

dans le cas de i pair, i ~ 2n. 
I1 faut pour ceYce recherche de distinguer deux hypothbses par 

rapport anx valeurs de y,  qui sgparent les valeurs 0 et L de la 
fonction f(y).  

Dana la premibre hypoth~se nous avons 

f ( y ) . ~ O  pour a < y < ~ ,  , f ( y ) ~ L p o u r  ~t < Y < 7 ,  , 

f ( y ) = O  ,, 7, < Y < ~ , t(Y)-~- Z ,, ~2 < Y < V2 , 

f ( y ) - ~ O  ,, ~,,_~ < y < ~,_~, f ( y ) =  L ,, ~ . _ ~ < y < , / ~ _ x ,  

f ( y ) ~ O  ,, 7 , , _ + < y < x  , f ( y ) ~ - L  ,, vs < Y < 7 .  , 

f ( y ) = O  ,, ~ < y < ~ x  , f ( y ) ~ - L  ,, ~, < y < 7 . + t ,  
�9 �9 + �9 �9 * �9 �9 o . �9 �9 . �9 . �9 �9 �9 �9 �9 . . 

f ( y ) - .~O ,, 7,  < Y < ~ , ,  , f ( Y ) = Z  ,, ~. < y < b  

e~ dans la seconde h y p o ~ s e  

f ( y ) ~ L p o u r  a < Y < 7 ,  , f ( y ) ~ - - 0 p o u r  ~t <Y<~,, 

f(y)~--- L ,, ~, < Y < ~2 , f ( y ) = O  ,, 72 < Y < ~2, 
. �9 �9 o ~ �9 �9 �9 o �9 �9 �9 �9 �9 . �9 , �9 �9 o �9 �9 �9 

/ ( y ) = L  ,, f x - l < y < ~ x ,  f ( y ) = o  ,, 7~ < y < x ,  

f ( y ) ~  L ,, x < y < ~,+~, f ( y ) = O  ,, 7~,+I < Y < ~,,  
t �9 �9 �9 �9 �9 o �9 �9 �9 * �9 �9 �9 �9 ~ �9 . . . .  . �9 

f ( y ) ~  L , ~,,_~ < y < ~,,+~, f ( y ) = O  ,, 

En considdrant sgpargment ces hypotheses 
dgsigna~ons de w 3 celles ci 

/~(z) ~ le produit de ~us  lea facteurs z -  ~, 

Q ( ~ ) ~ , ,  , ,  ,, , ,  ,, ,, z - - 7 ,  

on trouvera, par des calculs semblables ~ ceux de w 3, lea formules 

7~1 < Y < b . 

et en ajoufant aux 
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(~--x)  t~(z) 

--b+V~, 
g - - b  

( ~ -  a) 9 (z) z - a - - -  

I -- ,. 

Z ~ t ~  
(,~- a) r~' 2 (~) 

dans la premiere hypoth~se, et les formales 

(z--a)(z--x).P(g)~_. 1 

C~n 
C 

Z - - a  

(~--b) ~z--x) P(s) I 

~ , , - 1  (x) 

82~ 8 

L c ~ c . z . . ,  c2,,c + L ~ 1 ~  ~ . . .  ~2~ ~ = h~',, - -  h'~,, 

dans la seeonde hypoth~se. 
De ces formules il est facile de conclure que nous devous nous 

arr~ter ~ la premiere hypoth~se dans le cas de 

et g la seeonde dans le eas de 

r~. (x) < o. 
Quan~ au minimum cherehg de l'intggrale~ il s'exprime par 

dans la premiere hypoth~se~ et par 

si la seconde hypoth~se a lieu. 



5 9 6  A. M~.:aKO~. 

w 
En terminant nous allons remarquer DUe m&hode de ealeul ap- 

proximatif des intdgrales, qui ddcoDle des recherches prgcddentes. 
Cer mdthode esl basde sur ce qu'on template l'intggrale proposge 

b 

r e ( y )  ~(y) ay 
par l'intggrale 

b 

yq)(y) fm~ dy 
6$ 

Oil 
b 

f O(y) f~,,~: dy, 

qui se rgduit ~ la somme des intdgrales de ees formes 
17 ~/ b 

zj'c(,)d,, Lfr 
Nous retenons ici les dgsignations du w 3,  en rdunissant seulement 

�9 P ~, ~" en un signe ~, et ~/, ~/" en un signe 7- 
Or en posant 

r  e~ P ' ( y ) = g ( y )  

et ayant dgard ~ l'6galitg 
b b 

.]g@) ~(y)ay = F@) ~@) - F@) ~@) - [ F @ ) , ( y )  a~, 
J q b  

a a 

on transformera la formDle, que nous venons d'fiadiquer, en celle ci 
b 

yg(y) cp (y) ay ~-- z ' ~  (b)- -  ~ (a) + 2~r (~) - -  ~ 01) -~- Kcp'+'  (r Z" L L 

K &ant un hombre constant, ~ tm aombre compris entre a e t  b, 

lD" = F ( b )  ou /~(b) --  L, 
Z " =  Y ( a )  ou ~ ' (a )  - -  Z .  

On ne doit pas oublier, que no~re formule suppose 

Z > F (y )  > 0. 

Les hombres L'  e~ L"~ en gdagral, sont_ diffgrents de 0 et de ~ L. 
En examinant les conditions aux quelles L'  et Z" deviennent dgales 

0 ou ~ + Z ,  on parviendra ~ ees deux cas: 
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n CaS~ 

~. CaS~ 

f3(y) ~y =o o, 

~(~) ~=jgcv)dy ~ o; 

b 

L =fg(y) dy > F(y) =jg(y) ~y ~o 
a 

Dans ees deux cas et dans les cu% qui n'en diffdren~ que par le signe 
de g (y), no~re formule sera conforme ~ celle, que Tchebychef a t~raitg 
dans les derniers paragraphes de son mdmoire*) ,Sur  les quadra~ures" 
La diffgrence consiste sealement dans la valeur du facteur L.  

Pourtant  ~Tace au changement de ce facteur nous pouvons 
assurer~ que tous les hombres de nos calculs seront rdels, et ensuite 
nous poavons donner la formule approchge avee son terme com- 
plgmentaire.. 

*) Journal de Liouvilte, 2 sdrie, XIX. 


