Ueber die Zerlegung der Ideale eines Zahlenkorpers in
Primideale.

Von

Davip HiLserT in Konigsberg i. Pr.

Die Grundlage fiir die Theorie der algebraischen Zahlen bildet
der Satz, dass jedes Ideal eines Zahlenkdrpers auf eine und nur auf
eine Weise in Primideale zerlegt werden kann. Dieser Satz ist zuerst
von R. Dedekind¥) allgemein ausgesprochen und bewiesen worden.
Einen zweiten wesentlich hiervon verschiedenen Beweis gab L. Kro-
necker**). Die vorliegende Abhandlung enthilt einen neuen Beweis*##)
dieses Satzes.

Es sei ein beliebiger Zahlenkdrper vom n'e® Grade vorgelegt; dann
stelle ich folgende Definitionen auf:

Ein unendliches System von ganzen algebraischenZahlen o, «,, ...
des Korpers, welches die Eigenschaft besitzt, dass eine jede lineare
Combination e, -} #,0, -} -+ derselben wiederum dem Systeme
angehort, heisst ein Ideal j des Korpers; dabei bedeuten x,, 2,,...
beliebige ganze algebraische Zahlen des Korpers. Sind «;,..., an
solche m Zahlen des Ideals i, durch deren lineare Combination unter
Benutzung ganzer algebraischer Coefficienten alle Zahlen des Ideals
erhalten werden konnen, so setze ich kurz

i=(0‘1:‘ <oy Om).
Wie leicht gezeigt werden kann, giebt es im Ideal j stets » Zahlen
a(l), ceey o) von der Art, dass eine jede Zahl des Ideals gleich einer
linearen Combination derselben von der Gestalt %o} + -+ + kol

ist, wo %,,...,k, ganze rationale Zahlen sind. Die Zahlen oc(l’,. . .,aﬁ
heissen eine Basis des Ideals i.

*) Vorlesungen {iber Zahlentheorie von Dirichlet, Supplement XI.
*¥) Grundzlige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen.
Crelle, Bd. 92,
#+%) Den Gedankengang dieses Bewelses habe ich in der Versammlung der
deutsehen Mathematiker- Vereinigung Miinchen 1893 vorgetragen.
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Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt x4
enthilt, wo x jede beliebige ganze Zahl des Korpers darstellt, heisst
ein Houptideal, und wird mit (1) oder auch kurz mit 4 bezeichnet.

Eine jede Zahl « des Ideals | = (a,,..., an) heisst congruent O nach
dem Ideal { oder in Zeichen:

e=0 (j).
Wenn alle Zahlen eines Ideals ¥ congruent O mpach j sind, so heisst
das Ideal f congruent O nach j oder in Zeichen

=0 ().
Offenbar ist jedes Ideal j congruent O nach dem Ideal 1 und nach dem
Ideal § selbst.

Ein von 1 verschiedenes Ideal p, welches nach keinem anderen
Ideal ausser nach 1 und nach sich selbst = O ist, heisst ein Primideal.

Wenn man jede Zahl eines Ideals | = («,, . . ., &) mit jeder Zahl
eines zweiten Ideals f = (f,, ..., §;) multiplicirt und die so erhaltenen
Zahlen linear mittelst beliebiger ganzer algebraischer Coefficienten com-
binirt, so wird das so entstehende neue Ideal das Product jener beiden
Ideale genannt d. h. in Zeichen

PE="(Bis.. .y amBis ..y B, ..., anf).
Ein Ideal v heisst durch das Ideal | theilbar, wenn ein Ideal ¥ existirt,
derart, dass v ==if ist. Ist v durch | theilbar, so ist vt = 0 nach dem
Ideal i.

1. Ein ldeal | kann nur nach einer endlichen Anzabl von
Idealen =0 sein,

Zum Beweise bilde man die Norm a einer beliebigen Zahl o des
Ideals j; ist dann etwa I ein Ideal, nach welchem {==0 ist, so muss
offenbar auch ¢ =0 nach ¥ sein. Die » Basiszahlen von ! seien von

der Gestalt
kn w1+k12 032+ +Llnwn)

7:1 @y + ku2w2 + + }'/nnwn;

WO @y, ..., @, eine Basis der ganzen Zahlen des Kbdrpers und wo
kyyy Bigy ..y kan ganze rationale Zahlen siud, Bedeuten ki, kiz, . . ., kia
beziiglich d1e kleinsten positiven Reste der Zahlen, %, %5, - . ., kan
nach dem Modul a, so wird

f= (knﬁ.‘)1+ cr +k1nmn, Tt knlml + Tt + knnmu)
=(kilwl+ e +7C;,,ﬁ?,,, Tty k;’;lml + c +k;umn;£

und diese Darstellung des Ideals f ldsst unmittelbar die Richtigkeit
der Behauptung erkennen. :
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2. FEin jedes von 1 verschiedene Ideal j ist = O nach mindestens
einem Primideal .

Denn falls | nicht schon selbst ein Primideal ist, so giebt es ein
von | und von 1 verschiedenes Ideal j, nach welchem j=0 ist. Es
sei ferner j, ein von 1 und von j; verschiedenes Ideal, nach welchem
i;==0 ist; j; ein von {, und 1 verschiedenes ldeal, nach welchem
jp=01ist u. s. £ In der Reihe §, j,, jo, {3, . . ist jedes Ideal =0
nach allen folgenden Idealen. Ueberdies sind simmtliche Ideale dieser
Reihe unter einander verschieden. Denn die Annahme j, =7j,, » > s
hitte j, = O nach j, und mithin auch naeh j,—; zur Folge; da jedoch
auch {,_; =0 mnach j, ist, so wire nothwendig j— = j, und dieser
Umstand widerspricht der Voraussetzung. Nach Satz 1 bricht die Reihe
dieser Ideale i, i, 1, i3, - - - ab. Das letzte Ideal ist ein Primideal.

Der eben bewiesene Satz kann auch, wie folgt ausgesprochen
werden.

Wenn ein Ideal nach keinem Primideal =0 ist, so ist es das
Ideal 1.

3. Wenn das Product jf zweier Ideale j und ¥ = O ist nach einem
Primideal p, so ist entweder j =0 oder £ = 0 nach dem Primideal yp.

Ist etwa j nicht = 0 nach p, so bestimme man eine Zahl « des
Ideals j, welche nicht =0 nach p ist. Ferner bilde man aus p=(=,...,7,)
durch Hinzufiigung der Zahl o« das Ideal (=, ..., @, «). Dieses
Ideal ist offenbar weder nach p noch nach irgend einem anderen Prim-
ideal = 0 und folglich nach Satz 2 gleich dem Ideal 1, d. h.

l=xe-t+x#n + .-+ %7,
WO %, %, ..., % geeigmet gewdhlte ganze algebraische Zahlen des
Korpers sind. Die erhaltene Gleichung lautet als Congruenz ge-
schrieben: 1== x& nach dem Primideal y. Bezeichnet nun 8 irgend
eine Zahl des Ideals f, so ist nach Voraussetzong «f =0 mnach p.
Und hieraus folgt nach Multiplication mit x die Congruenz =0
nach dem Primideal p.

4, Wenn ein Ideal 1_—_0 nach einem Hauptideal (%) ist, so ist
j durch () theilbar. Aus 7j = nf folgt nothwendig j==f. .

In der That, da alle Zahlen des Ideals j = (e,, ..., &) durch d1e
Zahl o theilbar sind, so kann man &, = 38, ..., an = nfn setzen
und hat dann i=(q) (B, .. ., Bm). Ist ferner 57 =0 nach %f, so
folgt nach Division durch die Zahl %, dass {=0 nach f ist. Da
wegen 7t =0 nach 5j in gleicher Weise auch ¥ = 0 nach i ist, so
folgt nothwendig j = ¥f.

5. In einem jeden Primideal p giebt es stets eine rationale Prim-

zahl p von der Art, dass eine jede andere ganze rationale Zahl des
Ideals p diese Primzahl p als Factor enthilt.

1*
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Zum Beweise nehme man die Norm @ einer Zahl von p und
zerlege @ in seine rationalen Primfactoren. Fasst man diese als Haupt-
ideale auf, so ist nach Satz 3 einer derselben etwa p =0 nach dem
Primideal . Gibe es nun in p noch eine ganze rationale Zahl b,
welche nicht durch p theilbar wire, so bestimme man zwei ganze rationale
Zahlen » und s derart, dass 1 ==#p - sb ist; hieraus wiirde 1 =0
nach p folgen, was nicht moglich ist,

Nunmehr nehmen wir zundchst an, dass der vorgelegte Zahlen-
korper ein Galois'scher*) Korper sei; dann wird aus jedem Ideal des
Korpers jedenfalls wieder ein Ideal des ndmlichen Korpers entstehen,
wenn wir in jenem Ideal statt einer jeden Zahl eine conjugirte Zahl
einsetzen. Sind insbesondere alle aus einem vorgelegten Ideal a auf
diese Weise entstehenden »—1 conjugirten Ideale mit dem vorgelegten
Ideal o identisch, so nenne ich das Ideal a ein ambiges Ideal. Dieser
Begriff des ambigen Ideals ist ein wesentliches Hilfsmittel meines Be-
weises, Von einem ambigen Ideal gilt der Satz:

I. Wenn ein ambiges Ideal a =0 nach einem Primideal p ist,
1

so sind alle Zahlen von o durch p* theilbar, wo p die zu y gehirige
Primzahl bedeutet.

In der That, wenn e eine Zahl des Ideals a ist, so gehéren auch
die zu « conjugirten Zahlen dem Ideal a an; dieselben sind folglich
simmtlich = 0 nach dem Primideal p. Nun sei

et + agert + guan 2o g, =0
die Gleichung n'*» Grades mit ganzen rationalen Coefficienten a,, a,,...,a,

welcher die Zahl « genligt. Diese Coefficienten sind als homogene
Functionen der Wurzeln der Gleichung ebenfalls = O nach dem Prim-

ideal p und mithin nach Satz 5 durch p theilbar. Die Zahl § = =

geniigt der Gleichung ?

—2

n—1 n
“n g~ “a s~ a,
Brtpp BT AT T+ =0

und da die Coefficienten dieser Gleichung simmtlich ganze algebraische
Zahlen sind, so ist auch § eine ganze algebraische Zahl,

*) Aach Kronecker beweist den Satz von der Zerlegung in Primideale zuerst
fiir einen Galois’schen Kérper; doch ist es bemerkenswerth, dass fiir die Kronecker’sche
Schlussweise dieser Gedanke keineswegs wesentlich ist, Vielmehr lasst sich das
Kronecker'sche Beweisverfahren durch eine geringfiigige Abanderung in der
Reihenfolge der Schliisse unmittelbar auf beliebige Korper anwenden. Der so
abgetinderte Eronecker’sche Beweis kommt somit ledjglich mit dem Hilfsmittel
der unbestimmten Coefficienten aus,
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Ferner lisst sich fiir ein ambiges Ideal leicht die Richtigkeit des
folgenden Satzes erkennen:

II. Wenn ein ambiges Ideal a =0 nach eimem Primideal p ist,
so giebt es immer eine rationale Zahl v von der Art, dass die Zahlen
des Ideals a durch p, aber wicht simmitlich durch eine hohere ganze
oder gebrochene Polenz von p theilbar sind.

Zum Beweise wihle man eine beliebige Zahl & des Ideals aj die-
selbe geniige der Gleichung nter Grades

-+ a,er 4 a0t a, =0,
wo allgemein a; eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche durch die

ganze Potenz p”, aber durch keine hohere Potenz von p theilbar ist.
Die kleinste der Zahlen %, %, . -,"—Inﬁ werde 7, genannt. In allen an-
deren Zahlen o', «”, ..., des Ideals a denmke man sich in gleicher
Weise die zugehdrigen rationalen Zahlen 7,7, r,v, ... bestimmt. Da
die Nenner dieser rationalen Zahlen die Zahl % nicht {ibersteigen, so
giebt es unter ihnen nothwendig eine kleinste Zahl; ist etwa r, diese
kleinste Zahl, dann erfiillt die Zahl » = r, die Bedingungen des Satzes.
Denn erstens sind offenbar simmtliche Zahlen des Ideals a durch p'«
theilbar, Zweitens nehmen wir an, es wiren simmtliche Zahlen des
Ideals a durch p® theilbar, wo R eine rationale Zahl bedeutet; es
miissten dann auch die Zahl @ und die zu w conjugirten Zahlen durch
p® theilbar sein, und dann wiren die Coefficienten a4, a,, . .., d, der
obigen Gleichung beztiglich durch p®, %, . .., p°® theilbar. Hieraus

folgt allgemein iR < g; oder B < '?7 und da r, selbst eine der Zahlen
g?.. ist, so ergiebt sich B < r,; d. h. die Zahlen des Ideals a sind nicht

simmtlich durch eine hohere als die 7y Potenz von p theilbar.

Wir beweisen nun fiir den Galois’schen Koérper der Reihe nach
die folgenden Sitze: ,

IIL. Zu jedem vorgelegten Primideal p ldsst sich stets ein Ideal ¥ so
bestimmen , dass das Product pt ein Hauptideal ist.

Zum Beweise bilde man die n — 1 zu p conjugirten Ideale
%, ..., @0, Wie man durch Uebergang zu den conjugirten Korpern
Jeicht einsieht, sind diese Ideale simmtlich ebenfalls Primideale und
allen gehort die nimliche Primzahl p zu. Das Product a==py’. .. pt-
ist offenbar ein ambiges Ideal*). Nach Satz I giebt es eine rationale

*) Bezeichoet man mit p, ¥, ., ., p* V) die » von einander verschiedenen
unter den n conjugirten Idealen, so ist auch bereits das Product dieser v Ideale
ein smbiges Ideal und daher gemiss der nachfolgenden Beweisfiihrang gleich
einer gebrochenen Potenz von p. :
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Zahl 7 = 1%, wo ¢ und u ganze Zahlen sind, von der Beschaffenheit,

dass die Zahlen von a durch p7, aber durch keine hihere Potenz von p
theilbar sind, Das Ideal a* wird folglich durch p* theilbar und der

Quotient b = ;-: ist offenbar wieder ein ambiges Ideal. Wir nehmen

nun an, es sei q ein Primideal, nach welchem =0 ist. Da dann
auch a*=0 nach q ist, so miisste nach Satz 3 entweder y = 0 oder
'=0,..., oder 9 =0 nach q sein. Es sei etwa p™ = 0 nach
4, so wirde da p™ ein Primideal ist, q == p folgen, d. h. =0

nach dem Primideal ™ und folglich miisste nach Satz I das Ideal b
1 1

durch p" theilbar sein, d. h. a* wire durch p‘ * und folglich wiren
die Zahlen von a simmtlich durch eine hohere als die 7t¢ Potenz von p
theilbar; dies widerspricht der Wahl des Exponenten r. Aus Satz 2
folgt somit b =1, d. h. a* =p* Setzen wir f=p ... pir=1 qu—1,
so folgt pf = .

Iv, E&n/’%ieal i kann nur auf eine einzige Weise als Product
von Primidealen dargestellt werden.

Zum Beweise nehmen wir an, es gebe zwei Zerlegungen des
Ideals j etwa:

i=paqr...L
j= p'q'r’. 1
WO p, 9, %, ..., Lund ¥, q,,..., " Primideale sind. Da wegen der
ersten Zerlegung das Ideal j == 0 nach p ist, so folgt aus der zweiten
Zerlegung nach Satz 3, dass eines der Primideale y’, ¢, 1, ..., {'=0
nach p ist. Es sei etwa p =0 nach p; dann wird, weil y ein Prim-
ideal ist, nothwendig ¥ =yp. Nun construire man nach Satz 1II ein
Tdeal £ von der Art, dass pf gleich einem Hauptideal % wird und
multiplicire die beiden obigen Darstellungen von i mit ¥. Wegen
p ==y folgt dann
nqr...[:—_nq'r'...['
und hieraus nach Satz 4:
j'=qr. I=gqt...I.

Auf diese doppelte Zerlegung des Ideals | wende man das eben ein-
geschlagene Verfahren von newem an: man erkennt so schliesslich die
Identitat der beiden vorgelegten Darstellungen des Ideals i

V. Ein jedes Ideal { lisst sich stets als Product von Primidealen
darstellen.

Istp ein Primideal, nach welchem j == 0 wird, so bestimme man
nach Satz I ein Ideal ¥ derart, dass p? gleich einem Hauptideal 7
wird. Durch Multiplication jener Congruenz mit ¥ folgt dann £{ =0
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nach dem Ideal pf und gemiss Satz 4 ist daher ffj = %j’. Nach
Multiplication dieser Gleichung mit p und Division dureh  ergiebt
sich { = pj’. Wenden wir auf das Ideal i’ das nimliche Verfahren
an, wie soeben auf i, so ergiebt sich " = qi”, wo g ein Primideal
bedeutet, nach welchem {"=0 ist. In gleicher Weise erhalten wir
i” = ri"; wo r ein Primideal bedeutet, nach welchem {” =0 ist u. s, f.
Die Einsetzung dieser Werthe von j’, {”, ... liefert fiir das Ideal | der
Reihe nach die Darstellungen § = 991", j=»qri”,.... Nun giebt
es nach Satz 1 nur eine endliche Anzahl von Idealen, nach denen
1=0 ist. Ist m diese Anzahl, so wird jedenfalls das eingeschlagene
Verfahren nach m-maliger Anwendung abbrechen, Dénn es ist j==0
aach den Idealen p, pq, pqr, ... und diese Ideale sind nach*IV
siimmtlich von einander verschieden. Nach Beendigung des Verfahrens
erhalten wir fiir das Ideal j die verlangte Zerlegung:

j=var---1l
wo P, q, ¥, ..., [ Primideale sind.
* Damit ist der Beweis des Satzes von der Zerlegung in Primideale
fiir einen Galois’schen Korper vollstindig gefiihrt.

Wir betrachten nun einen beliebigen Korper niederen als mter
Grades, dessen Zahlen simmtlich auch Zahlen des eben behandelten
Galois’schen Korpers sind und bezeichnen zur Unterscheidung die
Zahlen und Ideale dieses niederen Kborpers mit grossen Buchstaben.
Wir denken uns die Zahlen des Galois’schen Korpers als rationale
Functionen der Wurzel & einer irreduciblen Gleichung nt Grades dar-
gestellt und bezeichnen dann die tibrigen n — 1 Wurzeln dieser Glei-
chung mit &, 8", ..., #»-1. Diese Wurzeln sind dann rationffle
Functionen von & und die Einsetzung derselben an Stelle von & be-
wirkt den Uebergang zu den conjugirten Korpern. HEs giebt, wie die
Galoig’sche Theorie lehrt, eine gewisse Gruppe G- von v Substitutionen :
g ==, §=29', ..., &= 080-1D von der Eigenschaft, dass jede Zahl
des niederen Korpers bei einer Substitution dieser Gruppe ungedndert
bleibt und dass anch umgekehrt jede bei diesen Substitutionen ungetindert
kleibende Zahl des Galois’schen Korpers dem niederen Korper angehort.
Nun zerlege man ein Ideal § == (A, Ay, ..., A;) des niederen Korpers
im Galois’schen Korper in Primideale etwa § = p; . . . pn und bestimme
dann die Ideale f,,...,¥%, derart, dass die Producte p; & ,..., pntn
Hauptideale werden. Setzen wir f =¥ ...f,, so wird auch J ¢ gleich
einem Hauptideal % und es gilt daher eine Gleichung von der Gestalt

n=Ayx, 4+ Ay + - - - + A,
WO %, %y, .., % Zablen des Ideals f sind. Auf diese Gleichung wende

man die Substitutiohen & = ', ..., & = 8¢~ an; es ergeben sich
dann der Reihe nach » — 1 Gleichungen von der Gestalt
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’

7 == A| "1' + A‘.\"* + A:"l,

ot Ay At D A,
Die Multiplication aller v Gleichungen liefert

He= AJK, 4 AL 'A K + AT ATK - - - o AKy,

wo sowohl H =gy ...%q""" als auch die Coefficienten K, ..., Ky
bei Anwendung der Substitutionen der Gruppe G ungeandert bleiben
und daher Zahlen des niederen Korpers sind. Bezeichnen wir das
Ideal (K, ..., Ky) des niederen Korpers mit &, so gilt im niederen
Korper die Gleichung H= 3'®. In der That ist H in Folge der vorigen
Glefchung eineZahl des Ideals 3" & und es bedarf daher nur des Nachweises,
dass jede Zah! des Ideals 3's5t durch H theilbar ist. Nup ergiebt wegen
n==3 ! jede der Zahlen A,,..., A mit jeder der Zahlen x,,...,x, multiplicirt
ein durch 7 theilbares Product, ebenso ergiebt jede der Zahlen A,,..., A
nit jeder der Zahlen x,’, ..., % multiplicirt ein durch 5 theilbares
Product u, s. f. und hieraus folgt, dass das Product von irgend v Zahlen
A}, .-, A, multiplicirt mit einer der ZahlenK,,..,Ky durch 57’ .. 3™ Vem H
theilbar ist. Setzen wir J™'R == £, s0 wird I == H und diese Glei-
chung zeigt, dass zu jedem vorgelegten Ideal des niederen Kdrpers
stets ein Ideal @ des niedcren Kdrpers derart bestimmt werden kann,
dass das Product 3¢ ein Hauptideal H des niederen Kdrpers wird.
Aus diesem Satze kann der Satz von der eindeutigen Zerlegung eines
Ideals in Primideale fir den niederen Kdrper genau so geschlossen
werden, wie oben aus Satz IIl die Sitze IV und V abgeleitet worden
sigd. Da ferner ein jeder belicbige Korper als ein Korper aufyefusst
werden kann, welcher in einem Galois'schen Korper als niederer Kdrper
enthalten lst, so baben wir hiermit den Satz von der eindeutigen
Zerlegung eines Ideals allgemein als giltig erkannt.

Ostseebad Cranz, den 26. September 1893,



