
l~ber eine Eigenschaff der additiven Zerf~tllungen 
der Zahlen. 

Von S. B e r g m a n n  in Wien. 

Im Vorliegenden soll die Eigenschaft der Fnnktion B (n)~ die 
gleieh dem Untersehied der Anz~hlen ist~ welehe anzeigen~ wie oft 
die Zahl n aus elner geraden und wie oft aus einer ungeraden Anzahl 
verschiedener der Zahlen 1 ~ 2, 3 . . .  (p --- 2) additiv gcbildet werden 
kann~ untersueht werden. Wenn wit das Produkt  

f ( x )  ~ ( x - -  1) (x ~ -- 1) @z _ 1 ) . . . ( x v - ~ - -  1) 

(wobei jo eine Primzahl bedeutet) nach Potenzen yon x ordnen, 
ergibt sich die Reihe 

( p -  1) (p-- 2) 
2 

~t : =  1 

wo B (n) die augegebene Bedentung hat. Da es sieh um eine Kon- 
gruenz-Eigenschaft handelt und unter x in Folgendem stets ganze 
Zahl verstanden wird} so dtirfen wit 

a,<'-')+~ -___= x~ @)') 
setzen~ somit 

: (:.>~:.,,,, {i +.,,, .-~>+. (.,,-.>+...,[,:-~;-: ("-'>l} + 

+'"-' { "<'-'>+" ~.'"-'> + + " [%-' <"-;'>-'If + 
. . . .  . ' . . ~ �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . . 

rp .... 1 -J-x{ B (1)-}-]r (p) -~- 1J(2.1,---I)-~...-~ "I~-~- (p--3)~- I]}. 

1) Der Modnl 2)der Kongruenz ist im folgenden nieht mehr besonders 
angegeben. 
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D a r i n  ist jeder Klammerausdruck gleich der Summe der Werte 
der Funktion B ftir Argumente gleieh den Gliedern der arith- 
metisehen Progression 

s , s @ p - - l ,  . s q - ( ~ ) ( p - - 3 ) ,  wenn 
1" 

<,,_ ,) (:, w o n , ,  1 

Anderseits besltzt f(x)  die Eigensehaft~ dal~ sie kongruent 1 
ist, wenn x gleieh einer Primitivwurzel yon 1) ist (da kein 

x ' ~  1 

ist, so verwandelt sieh f(x)  in das Produkt 1.2 .3 . .  ( p - -2 ) ,  
welches nach W i 1 s o n sehem Satz kongruent 1 ist). Ist x gleich 
einer Niehtprimitivwurzel yon p~ so existiert mindestens ein x~ bei 
welehen 

( x " - -  1 ) ~ - 0  
und somit auch 

f ( x )  =-- o 

ist. Da fur jede f(x) die Beziehung gilt~ 

I ~':p-- 1 r =p -~ 1 

f(x)  ------ - -  x v - :  "~ f(,.) -4- x"--~ r f ( r )  -}-... 

r :.== p---1 ] 1) 

. . . @ x  ~ : "  2f(r)l ' 

so ist in unserem speziellen Falle 

. :(: , , )--  [so ..,, , + , s l  .,,,,-~ + . . .  + s ,  __ 2 . ] ,  

wobe, i unter & die Smnme der t; Potenzen aller Primitivwurzeln 
yon p gemeint wird. Es ist namlieh naeh dem Gesagten entwecler 
. f ( r ) ~  1 oder f(r)--~ 0 7 je nachdem~ ob r eine Primitivwurzel oder 
Nichtprimitivwnrzel is L und somit ist also 

r = p - - -  1 

, ' V ( , ' )  ~ &. 
' r ~ l  

Ist p - -  1 = m = m' P eine beliebige positive ganze Zahl~ -P das 
Produkt aus allen yon einander ver.sehiedenen in m aufgehenden 

~) Siehe iiber d ie  ,~uMytische Darstellung der LSsungon yon Kongruenzen".  
Monatshefte filr Mathematik und Physik, XXVI I I .  Jahrg .  1917, S. 121. 

13 ~ 
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Primzahlen und Sk die Summe der k Potenzen aller Primitiv- 
wurzeln yon p~ so ist Sk ~ 0 7 wenn k nicht durch m" teilbar ist; 
ist aber 

k ~ m '  K 

ferner Q der grSl~te gemeinschaftliehe Divisor yon K und P ( ~  Q 1~)~ 
und r die Anzabl der in R aufgehenden Primzahlen, so ist 

Sk ---- (--1)" ~,~'~ (Q) 1) 

T-E u le r sehe Funktion. Da schlieNieh die Koeffizienten bei gleichen 
Potenzen von x in beiden Eatwicklaugen der f (x)t f l )ereinst immen 
miissen, so ergibt sich, dal~ 

] 3 ( p - - s ) +  B ( 2 p -  s - - 1 ) + . . . @  B [ ( p - - s ) + ( p - - 1 ) ( / ~ 2 - - - 3 ) 1  

= & - , - - - - ( -  1)", :v(Q).  

Wenn p - - s  < p - -  1 = --2---  ~ und 

B ( p - -  s ) +  : B [ ( v - - s ) + ( ~ , - -  t ) ] + . . .  + 
[ / ~l p - - - 5  

-}- 33 [(p - - s ) ~ - ( 2 ' -  1)~---~--)] ~ -- S~--1 ~ -  (--1,'" m'q~(O), 

w e n I l  

2 
B e i s p i e l :  

p - = 7  
(x - -  1)(x ~ -  1) (x a -  1) (x t -- 1) @ 5  1) =:c  15 - -  x14--x 'a-q-xlO-@ 

+ x~' + . : - - . : -  x~ - x~ + . :  + x - -  1 ~ - , . . + , ,  + 
+ 'e . ~ - -  x~ - x - -  e (7) 

o, r~ �9 I3 (15) -~- B (9) @ B (3) = - -  S:, ~ T [~,r. ~,em. Iefler (6, 3)] ~--- qo (3) = 2 
1 5 =  1-~-2-~-3-~-4 + 5  9 ----- 2'@ 3-~- 4--- 1 @ 3  + 5  == 4 @ 5  

a = a = l + 2  
Also zwei Zerfitllungen in gerade und vier ZerfMlungen in unge- 
rade Anzahl yon Gliedern. 

Aul~erdem folgt noch aus dem Gesagten: 
Da 

is L so dtirfen wir, ohne das Resultat zu ver~mdern, das Produkt 
n ~t* -- 2 

f (x) ---~ H (x"-- 1) 
'~t~ 1 

x) D i r i e h l e t ,  Vor l e sungen  fiber Zah len theor i e ,  S u p p l e m e n t  7~ 2. A u f l ,  
S. 401 (Pnf lbemerkung) .  
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zu der k ~" Potenz erheben, d. h. : wenn wit die Unterschiede der 
Anzahlen, welche anzeigen, wie oft die Zahl n aus einer geraden 
und wie oft aus einer ungeraden Anzahl der Zahlen 

1, 2, 3 , . , . ( p - - 2 )  
r . O* additiv gebildet werden kann (wobei in jeder Zerfallun~, jede Zahl 

hSchstens k real vorkommen darf), berechnen und deren Summe 
fur die Werte n - -  

resp. s, s - ~ - ( p - - 1 ) , . . . s - } - ( p -  1) [(k - -1 )  (P ~ - - ~ ) + P 2  --3] 
s 

bilden, so ist sie 
. . . . . .  ( - 1)"m' ? (Q) 

Die erwahnte Zerfallung in die Zahlen der Reihe 

1, 2, 3 . . .  (p -- 2), 

wo jede hi)chstens k-real vorkommen kann, dtirfen wir auch auf- 
fassen, als Zerflallungen in die Form 

s -~- l x : - ~ - 2 x ~ - ~ - 3 x . ~ - - ~ - . . . - - { - ( p  - -  2 ) x p  ~, 

wo fiir x = 0 oder eine beliebige Zahl~ die < k ist~ genommen werden 
kann. Anstatt der frtihcr angegebenen Differenz der DarsteUungen 
mit geraden und ungeraden Anzahl der Glieder~ mtisscn wir den 
Unterschied der Anzahl der Zerfalluugen bilden, wo 

gerade oder ungerade Zahl ist. 
Die Beziehung 

dtirfen wir auch in der Form 

a ~ ~ ax~ aX.~ . .a~q ( p )  (a  Primitivwurzel) 

schreiben. Da alle 
; T I  ~ X 2  �9 . . 

ein vollstandiges Restsystem (p-=  1) ausgenommen, modulo ( p - -  1) 
bilden; so bilden die Werte 

a x l  ~ a x ~  , . . 

ein vollstandiges Restsystem, die 1 yon demselben ausgenommen, 
modulo p. Setzen wir a ~ ~--S, so ist nach frtlher Gesagtem die 
Summe der Differenzen der Darstellungen der Zahlen S-~, die- 
jenige, yon ( p + S ) +  diejenige yon ( S + 2 p ) - ~ u s w . ,  als 
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Prodnkt der geraden und ungeraden Anzahl voneinander versehie- 
denen Muhiplikatoren der Reihe 

2, 3, 4 . . . ( p  - -  1), 

kongruent -- (-- 1)"m'~(O), wo O der grSl3te gemeinsehaftliehe 
Teiler von p und km,, K =  ind. Sk ist. Die anderen Buehstaben 
behalten dis alte Bedeutung: p - - 1  = m 'P .  P das Produkt aus 
allen voneinander versehiedenen in ( p - - l )  aufgehenden Zahlen. 

Auf ganz ahnliehe Weise lal3t sieh die Darstellung der Funktion 

H 1) 

in der Form eines Potynomes ( p - - l )  Grades durchftihren und 
somit gewisse Sehltisse tiber die Anzahl der Zerfitllungen der Zahl n 
aufstellen. Da aber die Formeln ftir den allgemeinen Fall gewisse 
Komplikationen erleiden~ soll im  folgenden der FM1 durehgefiihrt 
werden, bei welehem 

1) - -  1 = 2 1 ) 1  

ist, wo 2h wieder eine Primzahl bedeutet. Wit  werden den Fall in 
anderer Hinsieht verallgemeinern I indem wit anstatt des frtiheren 
Produktes das Produkt 

J ( " : ) - H  ('  .... :') 
I ~ - -  1 

nehmen. Wir werden aueh hier dic frtihcr erwtthnte Darstellung 

g(z) . . . . . .  ~ ; ' -~N  9(,.)q-;~;, ~ '~  ; s / ( ; ) + .  - F z  ,';' ~,j(,) 
~' =~  1 I ' ~ :  1 r : : :  J 

anwenden. Um die 
r =-- / I  1 

2 
r - - - 1  

zu bereehnen~ mi|ssen wJr zuerst den Weft ,r (x) liar alle x auffinden. 
Dazu setzen wit" anstatt :,: ~,i,~(~.% anstatt y ~i,,<,/((t eine Primitiv- 
wurzel yon p) und erhalten dadnreh: 

n = l p  - -  1 

( + =  I I  
Da n a l l e  Wer~e 

1, 2~ . . . p - -  1 

annimmt, so versehwindet y (z), sobald die ,lelehung 

n ind. x - -  ind. y ~ 0 (p - -  1) (n variable) 
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eiue LSsung besitzt. Das ist nicht der Fall, nur dann, wenn ind. y 
durch den griifiten gemeinschaftlichen Teiler yon (p - -  1) und ind. x, 
nicht teilbar ist. Da (p - -  l) = 2 p~ ist, so kann der grSl~te gemein- 

schaftliche Teller entweder p - - 1  2 ~ P - -  [ oder 2 sein. In beidon 

ersten Fitllen ist 

resp. 

well 

g ( X )  = ( I  - -  aind .Y)  1 ' - 1  

p - - -  1 

r 7 ~ _  ~ 1~ a v - l ~  1 

i~t. Im letzten Falle verwandeln wir 

in 

Der Ausdruck 

n~p- - I  

It ~ p - -  I 

H (a"ina'x- i ~ a v _  1.) 

(6 nind, x. -. ind, y 

(ind. x gerad% ind. y tlngerade Zahl) ergibt ftir 

n ~ 1, 2 . . .  ( p - - 2 )  

eine Reih% di% yon der Reiheiolge der Glieder abgesohen, mit 
der zweilnal wiederholten Folge der quadratischen Nichtreste der 
Zahl p tibereinstimmt. Da nunmehr 

Ni-quadrat. Nichtrest 

"" 

ist. So ist auch 

g ( X )  {(~T 1 J~'~ J~F3 , , ,  ) - - - (~r l  N2"  , .Np . -12  - -  1 - ~ * * ' ) - ~  

+ . .  , + ( N 1 + ~ 2 + ~ 3 + . .  , ) - - 1 }  $ 

Nun ist 

- -  1 
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die anderen Summon dagogon (wio leicht aus dor Theorie der 
symmetrisehen Funktionon und aus dor Beziehung 

E N ~ - 0  
sobald 

1~- -1  
2 > s > 0  

nachzuwoisen ist) kongruont 0 sind, somit 

g (x) ~ -  ( - -  1 - -  1) '~ ~-  4. 

Nachdem die Borechnung der Werte yon g (x) for alle x erledigt 
ist, gehen wir zur Berechnung der 

r ~ p - - 1  

Jetzt mtlsson wir dem ind. y bestimmte Werte beilogen. 
I. Ist indl y ~ ( p  - -  1), so kommen wir zu dem trivialon Fall, 

daft g (x) ftlr jedes x gleich 0 ist und g (x) identisch ist ~ 0. Es sei 
noch erw~hnt, da~ dieser Fall elgentlich schon frtiher erSrtert wurde, 
mit dem Unterschiede, dal3 das Produkt  frtihor yon n ~  1 bis 
n -~- (p - -  2) jetzt yon n ---~ 1 bis n ~ (p -- 1) genommen worden 
ist, weshalb wir auch zu anderen Resultaten gokommen sind. 

II. Ist ind. y ~--- p - -  1 - ~ 2 - - ;  so haben wir den Fall, welchon wir 

eigontlich zu untersuchen haben, da 

p - -  1 

a ~ ~--- 1~ 
und 

( ?--1t (x" / =  -r 

Laut den frtiher Gesagten 

g (x) ~ 0, wenn ind. x - -  ungerade Zahl, 
4, wenn ind. x - -  eine gerade Zahl (nicht p -  1), 

.... ~ 1 ,  wenn ind. x - -  ( p - - l ) ,  
somit 

ist 

r-~p-- 1 

r = p - - 1  

2 +1=--6+1=--5 
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a ( p - - 1 ) s  _ _ a U s  

ftir alle anderen s = 1 + 4 a ~s-  1 
Somit erffibt schlieglich unsere Zerlegung: 

p--1 I-1 
g ( x ) =  5 xp-1 + 3 x ~ , - ~ +  3 x~,-~ + . . . +  3 x ~ + 

p - - 1  p - - 1  1 

+ S x  ~ + 3 x  ~ + . . . + 3 x  

I IL  Ist weiter ind. y eine andere gerade Zahl~ so ist 

r ~ p - - 1  27_ 1 

rSg(r)=( - 1 ) s ( l - - y  ~) : 4 1 . 

IV. Ist schlietllich ind. y eine ungerade Zahl und nicht 

 loioh( -si ) 
p--1 

r * g ( r ) ~ - - - 3 + ( - - 1 ) ~ ( l - - y ' 2 )  2 

ftir s ~ einer geraden Zahl inicht p -  1); 
p-- 1 

= 5 + ( - - 1 ) , ( 1 - y ~ )  

p - - - I  oder p - 1 ftir s - -  2 

p--I  

..... = 1 + (--  1~ ,~ (1 - -  y~) 

ftir s = einer anderen ungeraden Zahl. 

Aus der frtiher durchgeftihrton Zerlegung 

l I ( x , , , + l ) : ~ s x , , - ~  + 3 x ~ - "  + . . . + 3 . ;  ~ + 1 + 5 ~  ~ + 

I~ - -  1 1 

+ 3 x  ~ + . . . + 3 x  

kiinnen wir nun schlie[3en~ dal3 die Summe der Anzahlen der Zer- 
fMlungen tier Zahlen einer arithmetischen Progression 

k ,k+(p- -a) , . .  , k + ( p - - 1 ) ( 2 ~  -~) 

wenn k < P  - -  1 

k , k +(p - -  1) , .  k + ( p - - 1 ) ( ~ - - - ~ ) ,  
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p - - -  1 
wonn k > --~2-- 

entweder ~---5 ist, wenn k---  p - t  2 oder p - - 1  ist~ 

3 in allen tibrigen Fiillen~ 

wobei wir noch einmal hervorheben w o l l e n ( P ~ )  W0 P 
und Pl beide Primzahlen sein mtissen. 

B e i s p i e 1 : 2~ ~ 11 [A (s) - -  Anzahl der Zerfallungen yon s] 

A (5) -]- A (15) -]- A (25) -~- A (35) + A (45) -~- A (55) --~ 

= 3 -}- 20 2~_ 39 -}- 31 -~- 10 -~- 1 ~--- 104 ~ 5 (11) 

Nun dtirfen wir auch jetzt einige unsere iYtiheren Sehltisse bier 
wiederholen : 
Summe der Anzahlen der Zerfallungen tier Zahlen 

k~ k-~- l~- -  1 . . .  

in Summen~ wo jeder Summand hSehstens s-mal vorkommen darf~ ist 

: :~3 oder 5; 

auch die Summen der Darstellungen der Zahlen 

k~/~ -4-1J - l , . . .  
in der Form 

WO 

ist 

37 < S 

3 oder 5. 


