Uber eine Eigenschaft der additiven Zerfillungen
der Zahlen.

Von S. Bergmann in Wien.

Im Vorliegenden soll die Eigenschaft der Funktion B (1), die
gleich dem Unterschied der Anzahlen ist, welche anzeigen, wie oft
die Zahl » aus einer geraden und wie oft aus einer ungeraden Anzahl
verschiedener der Zahlen 1,2, 3...(p — 2) additiv gebildet werden
kann, untersucht werden. Wenn wir das Produkt

J@y=@@—1@*— 1)@ —1)...zr?—1)

(wobei p eine Primzahl bedeutet) nach Potenzen von 2 ordnen,
ergibt sich die Reihe

w222
2 B (n) it
=1

wo B (n) die angegebene Bedeutung hat. Da es sich um eine Kon-
gruenz-Eigenschaft handelt und unter # in Folgendem stets ganze
Zahl verstanden wird, so diirfen wir

S0 =Dtk = g (»)")
getzen, somit

f@y=ar- 114 B(p 1)+ B@p—2)+ ..B[.f’-;zi-l.(p—s,)]}—[—

o=t Bp—2) 4B @p—3) ...+ B [2{—2—1 (7,)¢:.3)_1]}+

...................................

-+ 7{ BU)A4-B(p)BEp—)+... B [i‘;;ji(p —38) 4 1}}

1y Der Modnl p der Kongruenz ist im folgenden nicht melir hesonders
angegeben.
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Darin ist jeder Klammerausdruck gleich der Summe der Werte
der Funktion B fiir Argumente gleich den Gliedern der arith-
metischen Progression

Sysp—1,...8 +(Zy—;—1»)"(g —3), wemn §<Sp—,
. »—5 P
s,S—}—;J—l,...S+(/)~1)—2—, wenn - § >T—g—.

Anderseits besitzt f(#) die Kigenschaft, dab sie kongruent 1
ist, wenn # gleich einer Primitivwurzel von p ist (da kein

=1

ist, so verwandelt sich f(#) in das Produkt 1.2.3...(p—2),
welches nach Wilsonschem Satz kongruent 1 ist). Ist 2 gleich
einer Nichtprimitivwurzel von p, so existiert mindestens ein 2, bei
welchen

(zm —1)=0
und somit auch

F@=0
ist. Da fiir jede f(x) die Beziehung gilt,

r=p-—1 r=p-~1
f@m=—lert B fortar=t B o fo)

vk N ) ),

=

so ist in unserem speziellen Falle

f(@) = — [SO xS a2 48, ‘27"],

wobei unter S; die Summe der & Potenzen aller Primitivwurzeln
von p gemeint wird. Fs ist nimlich nach dem Gesagten entweder
f(M==1 oder f(r)=0, je nachdem, ob # eine Primitivwurzel oder
Nichtprimitivwurzel ist, und somit ist also

y==p—1
2 rEf(r) = Sk.
r==1
Ist p— L =m=m'DP eine beliebige positive ganze Zahl, P das
Produkt aus allen von einander verschiedenen in m aufgehenden

1) Siehe itber die ,analytische Darstellung der Lisungen von Kongruenzen®.
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, XXVIIL. Jahrg. 1917, S, 121,

13%
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Primzahlen und 8 die Summe der % Potenzen aller Primitiv-
wurzeln von p, so ist Sy=0, wenn % nicht durch ' teilbar ist;

ist aber
k=wm K

ferner ¢ der grofite gemeinschaftliche Divisor von K und P(= ¢ L),
und » die Anzabl der in I aufgehenden Primzahlen, so ist

Se== (=1 W (@)Y

¢-Eulersche Funktion. Da schliefilich die Koeffizienten bei gleichen
Potenzen von # in beiden Kantwicklangen der f(2) ithereinstimmen
miissen, so ergibt sich, daf

Bl—9)+BEr—s—D4..4 5l —9+0—1[25E)| =
' =—S_1=—(—1ym¢(Q).

Wenn p —s < —72_—~, und

B(p—9+4B(p—s)+(p— D]+ -4
- [(P O+ - ”(L}Q) == Sa=—(=1w¢(Q),

wenn

p—s >1)—;~—}.
Beispiel:
p=7
(x— 1) (@ —1)(x°—1) (2t — 1) (25— D)=t — gt — g1 4 p10_ L
+atat—aT =2 — St b — = — g Lt
422 —22 —p—2 (7)
B(15)+ B(9) B (3)=— 8, =y [gr. gem. Teiler (6, 3)] = ¢ (3) = 2
15=1+42+43+44+5 9=24844=1F3+h=415
3=3=1-1}2
Also zwei Zerfillungen in gerade und vier Zerfillungen in unge-
rade Anzahl von Gliedern.
Aullerdem folgt noch aus dem Gesagten:

@] =@

ist, so diirfen wir, ohne das Resultat zu verindern, das Produkt

R=p -2

f@=T] @1

n=1

Da

) Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahleutheorie, Supplement 7, 2. Aufl,,
S, 401 (PuBbemerkung),
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zu der k*" Potenz erheben, d. h.: wenn wir die Unterschiede der
Anzahlen, welche anzeigen, wie oft die Zahl # aus einer geraden
und wie oft aus einer ungeraden Anzahl der Zablen

1,2 8,...(p—2)

additiv gebildet werden kann (wobei in jeder Zerfillung jede Zahl
hochstens & mal vorkommen darf), berechnen und deren Summe
fir die Werte n==

S, s4(p—1),...s+(p— 1)[(75 — D (11_5_1) —I—Zl—g—b}

p— 1 3
resp. S, s+ (p—1),...s4(p — 1)[(1;_1)(1_,T> +1L§_]
bilden, so ist sie ‘

-y ()
Die erwihnte Zerfillung in die Zahlen der Reihe
1,2,3...(p — 2),

wo jede hichstens k-mal vorkommen kann, diirfen wir auch auof-
fassen, als Zerfillungen in die Form

s=1z1+2x+32s-F...F(p—2)xp_y

wo fiir # == 0 oder eine beliebige Zahl, die <% ist, genommen werden
kann. Anstatt der frither angegebenen Differenz der Darstellungen
mit geraden und ungeraden Anzahl der Glieder, miissen wir den
Unterschied der Anzahl der Zerfillungen bilden, wo

A R N N
gerade oder ungerade Zahl ist.
Die Beziehung

s=x, +u,+...4x, (p—1
diirfen wir auch in der Form
as =a”a® ..a% (p) (o Primitivwurzel)

schreiben. Da alle

Ly Hygo o

ein vollstiindiges Restsystem (p — 1) ausgenommen, modulo (p -— 1)
bilden; so bilden die Werte

a, a's,.,
ein vollstiindiges Restsystem, die 1 von demselben ausgenommen,

modulo p. Setzen wir a®=2_, so ist nach frither Gesagtem die
Summe der Differenzen der -Darstellungen der Zahlen S - die-

jenige, von (p-+S)+ diejenige von (S--2p)+ usw, als
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Produkt der geraden und ungeraden Anzahl voneinander verschie-
denen Multiplikatoren der Rethe

2,3,4...(p—1),

kongruent -— (— 1)"m'¢(Q), wo ¢ der grofite gemeinschaftliche
Teiler von p und % m', K =ind.S; ist. Die anderen Buchstaben
behalten die alte Bedeutung: p— 1 —=m'P. P das Produkt ans
allen voneinander verschiedenen in (p — 1) aufgehenden Zahlen.

Auf ganz dhnliche Weise lifit sich die Darstellung der Funktion

n=p-—1

T @+

=1

in der Form eines Polynomes (p—1) Grades durchftihren und
somit gewisse Schliisse tiber die Anzahl der Zerfillungen der Zahl n
aufstellen. Da aber die Formeln fiir den allgemeinen Fall gewisse
Komplikationen erleiden, soll im folgenden der Fall durchgefiihrt
werden, bei welchem
p—1=2p,

ist, wo p wieder eine Primzahl bedeutet. Wir werden den Fall in
anderer Hinsicht verallgemeinern, indem wir anstatt des fritheren
Produktes das Produks

%= P - 1
gy =" —n
=1
nehmen. Wir werden auch hier dic friiher erwihnte Darstellung

Fe=p 1 rampe -1 yr=p--1

g@y= |2 S g o S gy S ey ()
Pre= 1 el Feoe ]

anwenden. Um die
Yemp -1

2

r=1

1G]

zu berechnen, miissen wir zuerst den Wert ¢ (z) fiir alle # auffinden.
Dazu setzen wir anstatt » ¢™%% anstatt 4 «™*¥ (¢ eine Primitiv-
wurzel von p) und erhalten dadurch:

R==j—1
g (x) — II (CL wind, z ___ @ ind. ]/)_
n=1
Da n alle Werte
L,2,...p—1

annimmt, so verschwindet ¢ (), sobald dic (Hleichung
nind.z—ind. y =0 (p-—1) (1 variable)
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eine Losung besitzt. Das ist nicht der Fall, nur dann, wenn ind. y
durch den groften gemeinschaftlichen Teiler von (p — 1) und ind. #,
nicht teilbar ist. Da (p — 1) =2, ist, so kann der grofite gemein-

£

schaftliche Teiler entweder 1)__—2-__, p— 1 oder 2 sein. In beiden

ersten Fillen ist
p—1

g (:,L’) = (1 - ““’.ill(l.y)T
resp.
g () = (1 — addyyr—1
weil
pl
w ? = 4 1)@1!—151

ist. Im letzten Falle verwandeln wir
n==p—1
g (a/) = II (an ind, % ___ aind.g/)
n=1
n
w=p—1
I l (anindw«iud.y —_— 1)

n=1

Der Ausdruck

a® ind,x-~ind.y

(ind. » gerade, ind.  ungerade Zahl) ergibt fiir
n=12... (p—2)

eine Reihe, die, von der Reihetolge der Glieder abgesehen, mit
der zweimal wiederholten Folge der quadratischen Nichtreste der
Zahl p ibereinstimmt, Da nunmehr

N;-quadrat. Nichtrest

g@=1[l&—np i—1,2.. 021

. g
ist, So ist auch

g (x) = {(N1 Ny N, o) =Ny Ny Ny — 1)
+. O NN )=

Nun ist
NN, Ny...=—1
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die anderen Summen dagegen (wie leicht aus der Theorie der
symmetrischen Funktionen und aus der Beziehung

X Ni=0
sobald
_ 2
nachzuweisen ist) kongruent O sind, somit
g@=(—1—1p=4.
Nachdem die Berechnung der Werte von g () fir alle z erledigt
ist, gehen wir zur Berechnung der
r=p—1
2 rEg(r).
r=1
Jetzt missen wir dem ind.y bestimmte Werte beilegen.
I. Istind. y = (p — 1), so kommen wir zu dem trivialen Fall,
dal} g (z) fiir jedes « gleich 0 ist und g () identisch ist = 0. Es sei
noch erwihnt, dafl dieser Fall eigentlich schon friiher erortert wurde,
mit dem Unterschiede, dafl das Produkt friither von %=1 bis

n={(p—2) jetzt von n=1 bis n==(p — 1) genommen worden
ist, weshalb wir auch zu anderen Resultaten gekommen sind.

IT. Ist ind.y:p*;—l; so haben wir den Fall, welchen wir

eigentlich zu untersuchen haben, da

und

Laut den frither Gesagten
g9(®) =0, wenn ind.z— ungerade Zahl,
=4, wenn ind. z— eine gerade Zahl (nicht p — 1),
=1, wemn ind.z— (p—1),
gomit
re=p—1

2 rgr)=4(@* fat. .. Fa@=95) |- gDy,

r=1

Fir s=(p—1) oder (p ;l)

r=p—1

: —3 |
ist Ersg(r)s4%—+1=-b+1:~5

r=1
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alp—1s __ g2
fiur alle anderen s =144 —n = 4-F1=—3.

Somit ergibt schlieflich unsere Zerlegung :
r2
gl@)y=Dbar— 4 3xr—>+f3ar-3-4. 43 + -+
p=1 =1,
+bx? 4322 J...43z
III, Ist weiter ind.y eine andere gerade Zahl, so ist

r=p-—1 p—1

g =(—10—y)* +L

r=1
IV. Ist schliefilich ind.y eine ungerade Zahl und nicht
gleich (tl)

2
N gy =—84(— ) —y) T

fir s== einer geraden Zahl (_nicht p—1);
p—1

=—b4 (=1 —y)°

fiir 5:£:1 aoder p — 1
2
p—l
=1 (-1 —y?) 2
fir s = einer anderen ungeraden Zahl.

Aus der frither durchgeftihrten Zerlegung

1 1

L

12:,’——1

_}:
T[] @+v=>5ur 43224 432"

n=1
¥—1

823 d...k3a

kénnen wir nun schliefen, dafi die Summe der Anzahlen der Zer-
fallungen der Zahlen einer arithmetischen Progression

76,7»'-}-(19-—1),'-'79+(p~1)(1p"2—1>

wenn ES p—1

b+ - 1, b+ —-D{EFD),



202 §. Bergmann.

wenn k> p—1
. ; p—1 .
entweder =) ist, wenn =y oder p—1 ist,
==3 in allen tibrigen Fillen,

wobel wir noch einmal hervorheben wollen (p g 1) =p, WO p

und p, beide Primzahlen sein mtissen.

Beispiel: p=11 [4 (s) — Anzahl der Zerfillungen von s]
A (5) 4 4 (15) 4- A (25) 4 4 (35) - 4 (45) + A4 (D) =
=84-20439+4314+10-}-1=104==5 (11)

Nun ditrfen wir auch jetzt einige unsere fritheren Schliisse hier
wiederholen :

Summe der Anzahlen der Zerfallingen der Zahlen

by k+p—1...
in Summen, wo jeder Summand hochstens s-mal vorkommen darf, ist

==3 oder b;
auch die Summen der Darstellungen der Zahlen

bylb4p—1,...
in der Form ,
Loy + 22— 1wy,

w0 £ <<s

5t =
3 oder B.



