Recherches sur les courbes planes du troisieme degré.

Par G. H. Haveuex i Paris.

Introduction.

Je me propose, dans le présent mémoire, de traiter, au sujet des
courbes planes du 3 éme degré ou cubiques, certaines questions générales,
dont je vais tout d’'abord expliquer sommairement l'origine.

Par (3m—1) points, arbitrairement choisis sur une cubique C,
passe une infinité de courbes M du degré m, sauf si m est égal &
1, 2, cas dans lesquels il n'existe quune seule de ces courbes. Mais
toujours le dermier point d'intersection de M et de C est déterminé
par le choix des autres. Cette conclusion subsiste si les (3m —1) points
sont choisis infiniment prés d’'un seul et méme point z. Conséquem-
ment, & chaque point z de la cubique C correspond, sur cette méme
courbe, un point 7, commun A toutes les courbes M, du degré m,
qui ont avec C, au point x, des contacts de Vordre (3m —2). 1l existe
certains points % jouissant de cette propriété de coincider avee leur
correspondant z,. Désignons ces points par la notation 2,. Ce sont,
comme on voit, les points en chacun desquels il existe des courbes du
degré m, ayant avec la cubique des contacts de Vordre (3m —1). Pour
m = 1, les points x,, sont les poinis dinflexion; pour m = 2 les points
sextactiques; pour m == 3, les points que j'al appelés de coincidence.

Les points x,, ont une définition trés-simple quand on emploie la
représentation des courbes du 3éme degré par les fonctions elliptiques,
introduite par M. Clebsch. Si Von a choisi I'argument de telle sorte
quiil soit nul pour un point d’inflexion, alors les points x, sont ceux
dont les arguments, multipliés par 3m, reproduisent les périodes.

Au sujet de ces points z,, je me suis tout d’abord posé la
question de trouver le covariant qui s'évanounit en chacun d’eux. Je
n'ai pas tardé & reconnaitre que ce covariant est un combinant pour
le faisceau des cubiques qui out neuf points d’inflexion communs. Cette
propriété était connue pour le cas le plus simple, m = 2. On sait,
en effet, que les 27 points sextactiques d’'une cubique C sont distribués
sur 9 droites, qui restent les mémes quand a la cubique C on en
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substitue une autre €’ ayant les mémes points d’inflexion que C. La
question se présentait dés lors sous une autre forme, et se posait ainsi:
On envisage le faisceaw des cubiques qui ont meuf points dinflexion
communs, et on demande le liew des points x,, de ces cubiques. Comme
je viens de le rappeler, ce lieu, pour m = 2, se déeompose en 9
droites. J'at trouvé enmsnite que, pour m = 3, il se décompose en 8
cubiques, et j'ai pu reconnaitre que cette décomposition est un fait
général :

Le liew des points x,, Se compose de 9 courbes distinctes quand m
west pas divisible par 3; de 8 courbes distinctes quand m est un nul-
tiple de 3.

Si m = 3%, chacune des 8 courbes est du degré 3%=—1,

Sim=23%, u wétant plus divisible par 3, ¢t o« pouwvant itre
zéro, et que p, p', p", - - - disignent les facteurs premiers du nombre g,
distincls entre eux, chacune des 8 courbes (pour « 2> 1) ou des 9 courbes
(pour & = 0) est d'un degré cgal &

32.;_1“2(1__512_) (1_#)(,_5}7) .

Telle est la proposition principale dont on trouvera la démonstration
dans ce mémoire.

Recherches preliminaires; lieux géométriques des points z, et z,.

1. Je rappelle tout d’abord quelques propriétés élémentaires. Une
cubique peut &tre transformée en elle-méme par trois groupes de sub-
stitutions homographiques, savoir:

19 Substitutions homologiques «. Le centre d’homologie est un
point d’inflexion J. Ces substitutions sont au nombre de newf. Chacune
d’elles, adjointe a4 un point d’inflexion oJ, laisse inaltéré, dans chaque
triangle d'inflexions, le coté qui passe par J, et permute entre eux
les deux autres.

20 Substitutions B, au nombre de huit. A chaque triangle d'in-
flexion deux d'entre elles sont adjointes. Une substitution A laisse
inaltérés les cotés du triangle auquel elle est adjointe, et permute
circulairement les ¢otés de ehacun des autres triangles. Une substitution
B est le produit de deux substitutions « successives. Les substitutions
B forment un groupe, c'est-a-dire que les 8 points, transformés dun
seul et méme point par ces huit substitutions, forment, avec ce point
méme, un groupe inaltérable par les substitutions j.

3% Substitutions y, qui permutent entre eux les triangles d'inflexion.
Dans les questions qui font I'chjet de ce mémoire, il est utile de con-
sidérer ces substitutions. Elles transforment en elles-mémes toutes les
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cubiques qui ont les m@mes points d'inflexion; et, par suite, elles
transforment en eux-mémes les lieux geométriques que nous aurons a
envisager.

Soit choisi pour triangle de référence un triangle d’inflexions,
rvelativement auquel l'équation

(1 # + 2% + 2 + baz 4,55 =0

représente une cubique € quelconque du faiscean. Celle des sub-
stitutions « qui est adjointe au point d'inflexion z, = 0, z, 4+ O, = (),
O étant une racine cubique de lunité, fail correspondre au point z
celui dont les coordonnées sont (Oz,, 0%z, z,). Celles des sub-
stitutions § qui sont adjointes au triangle de référence font correspondre
entre eux les trois points (z,, Ox,, ©%x;). Les six autres substitutions
B font correspondre & l'un quelconque de ces trois points ceux que
I'on obtient par la permutation circulaire des indices.

2. Je rappelle encore les propriétés connues des points sextacti-
ques. Chacun d’eux est lintersection de la cubique avec la polaire
d’zn point d'inflexion. Pour le point z, =0, z, 4+ Oz, =0, cette
polaire est z;, —Oxz,=0. Donc le lieu des points sextactiques des cubiques
ayant neuf points dinflexion conmuns se compose de neuf droifes; ce sont
les neuf axes d'homologie relatives aux substitutions «. Chacune des parties
du lien peut &tre considérée comme adjointe & un point d’inflexion.
L’ensemble du lieu est représenté par l'équation

(@2 (% — %) (2 —w®) = 0.
3. Jarrive maintenant aux points de eoincidence, gui sont aussi,

comme on le sait, les sommets des triangles inserits et ecirconserits
aux cubiques. La tangente de la courbe (1) au point x a pour équation

@2y + 2 + 27y + 2a(@ 0y, 223y, a2, 90) = 0.
Si lon y fait, © étant imaginaire,
Y =%, Y= Oy, Y= 0%ms,
I'équation sera verifiée pourva qu'on aif
&) A, = 2,3 4 Ox,3 + 0%z =0.

Done, si le point x est situé sur cette courbe A, son transformé z’
par l'une des substitutions S est situé sur la tangente de la cubique
C en z. Mais ce point 2° est aussi sur 4,. Donc la tangente de C
en z passe aussi au transformé z” de 2’ par la méme substitution; et
de méme la tangente en x” passe aussi au point transformé de 2”.
Mais ce dernier n’est autre que x. Donc le triangle z2'x” est inscrit
et circonscrit 3 la cubique €. Donc la cubique A4, coupe chaque

cubique C en neuf points qui sont les sommets de trois triangles in-
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scrits et circonscrits & ¢, cest-a-dire en neuf points z, ou de coinci-
dence. La seconde substitution §, adjointe au triangle de référence
fournit de méme une seconde cubique 4,
() A =2+ 02, + 02, =0,
qui fait également partie du lieu des points cherchés. On aura d'autres
parties du lieu en considérant les autres substitutions g. Par exemple,
si Pon fait, © étant réel ou imaginaire,
Y1 =Ly Y= 013, Y, =0z,

on obtient P'éguation

(@2, - O,y + O%23%2y) (1 +2a(0? + 0+ 1)]=0.
Il en résulte ces six autres parties du lien, © étant imaginaire:

Ay =22+ w24  xyx®, dy=ax,+ 222+ xlxy,
(4) 1Ay =2 2,240 zy22+ Oy 2,%, A;=2ux, +0%2,°2,+ 0 x,22,,

A =22 + O, 2* +0 wyx,?, A, =222, 40 2,224 0zx,.
Ou obtient ainsi, pour chaque cubique C, 24 triangles inscrits et
circonscrits. Cest précisément le nombre de ceux qui existent. On
a donc i le lieu total. Ces cubiques A4 jouissent de diverses propriétés
évidentes sur leurs équations, et que je résume dans l'énoncé suivant:

Pour le foisceau des cubigues ayant neuf poinis dinflexion com-
muns, le liew des points de coincidence se compose de huit cubiques
cquianharmoniques. Chacune d’elles a pour triangle d’inflecions un des
triangles d’inflexions du faisceau, et est inscrite et circonscrite aus
trois autres.

4. Les deux cubiques A, et 4, ont pour triangle d’inflexions
commun un triangle d’inflexions 7, du faisceau, et se coupent aux
neuf sommets des trois autres triangles.

Deux cubiques d’indices différents et accentuées de méme se touchent
aux trois sommets du triangle de référence T, et se coupent aux trois
sommets du triangle dont l'indice n’est ni l'unité, ni celui de l'une
on l'autre de ces cubiques. Ainsi 4, et 4; se coupent aux sommets
de 7T, De méme 4, et A;,. Au contraire, 4, et 4, se coupent aux
sommets de 7, et se touchent aux sommets de 7).

Ces considérations prouvent aisément que deux courbes quelconques
du réseau

Aazyxg A A + pdy Ay A+ v A A7 A =0,
qui sont du 9eme degré, ont 72 intersections fixes confondues six par
six aux sommets des quatre triangles 7. En conséquence, si Von
transforme le plan par la substitution

() oy =4,4,4,, oy,=4, 44/, oy, =umzzd4 4/,
a chaque point y correspondent neuf points z, Il est d'ailleurs visible
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que ces neuf points x constituent un groupe complet de points con-
jugués suivant les substitutions S.

Cette substitution (5) que je nommerai (4)jouera un rodle prépou-
dérant dans les recherches actuelles.

5. Je vais encore chercher directement le lieu des points z,, qui
sont les points de contact des tangentes menées des points sextactiques.
Je ferai usage de la proposition suivante:

Si, par rapport & toutes les cubiques C qui ont neuf points d'inflexion
communs, on prend les premiéres polaires dun point z, ces conigues
forment un faisceaw dont les pivots sont situés sur celle des cubiques qui
passe par le point z.

Cette proposition se démontre ainsi. Deux des polaires sont
représentées par les équations

2,20 + 2,22 + 2,22 =0,
5 2%y + 0,22 + 52,2, = 0.
Je tire de 13 les #z en fonction des z:
3 p — P 3
(6) T2 =z (22 —a3%), Toy = 2,(2*—23), vo = 23(x°—2,")
et ensuite

2+ 8t alf @ —al) + a2 4 2 (2 — )%

8y 292y Ty T i3 (4% — 4%) (2° — 243} (X3” — 2%
Mais, en vertu de l'identité
a(b—cP+ble—a)¥te(la—bpP=(a—b)(h--¢)c—a)(at+b+te),
la derniere équation se change en
@ttt | aitadtagd

218,25 Ty Tty ?

ce qui démontre la proposition annoncée. On a ainsi le moyen de
passer du lien des points z,, au lieu des points Za,. Il suffit, en effet,
de changer dans I'équation du premier, les x en 2z, puis de substituer
aux z les expressions (6). En particulier, & chacune des neuf droites
dont Y'ensemble constitue le lieu des points z, correspond une courbe
du 4éme degré B, lieu partiel des points z,. Les neuf courbes B
sont données par 1'équation

(7) B — x, (x23~x33) . @%(xsa_xi:f) =

et celles quon en déduit en remplagant © par une quelconque des
trois racines cubiques de l'unité, puis en permutant les indices. Ces
courbes jouissent, par rapport aux triangles d'inflexions, de nombreuses
propriétés dont ’énoncé suivant résume quelques-unes:

Pour le faisceau des cubiques qui ont neuf points d’inflexion com-
muns, le liew des points x, se compose de neuf courbes distinctes du
4éme degré. Chacune delles est adjointe d un point d'inflexion. L'ad-
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Jointe d'un point d'inflexion J a elle-méme quatre points d’inflexion
sur chacune des quatre droites d’inflexions passant en J et un contact
du 3éme ordre avec su tangente en chacun des sommets des triangles
d’inflexions opposés aux cotés qui contiennent J. Les tangentes en ces
quatres sommets passent en oJ.

Si l'on a égard a ce que le contact du 3&éme ordre avec une tan-
gente compte pour deux inflexions, on voit que cet énoncé fait connaitre
les 24 points d'inflexion de la courbe du 4eme degré /.

On ne manquera pas de remarquer que, par I'emploi continu de
la substitution (6), ou substitution (B), le théoréme général relatif
aux décompositions et au degré du lieu des points x,, est dés & présent
démontré pour m = 27,

Propriétés d'une certaine transformation du plan.

6. Je vais actuellement faire une étude spéciale de la substitution
(4), définie par les équations (5), et tout d’abord je vais montrer,
que cette substitution, comme celle que j'ai appelée (B}, transforme en
elles-méme toutes les cubiques € du faisceau (1).

Soit © une racine cubique imaginaire de l'unité, et considérons la
substitution composée suivante

}.xlf’:t&% +e-’t2'-'%-|-et"-’>', 8ud*t, =2ay,— Oy, —0O%,,
(8) ,{gc,_,?*:tﬁ_{_@ t‘z%'*‘ezt{'l: Brat,=2ay,— 0%y, —Oy,,
'15”33:53&-‘1!‘ t2£ + tx%; w(l4+3a®)i,=2ay,—y, — y,.

Transformons par cette substitution la cubique
) z,® + 2, + 2,* + baxyz,2, = 0.
Voici le détail du caleul:
<m13+x23+x33)3 + 66 u3xl3x23x33 == {} ,
ty + 8a? (t1’+’t2+t3 ‘“3tlé’/‘21}t3%) =0,
{8a%t 4+ 8a*f, 4 (148a)t,1° — 33220, t,t, = O,

Y* — ﬁl@ (8a*y3—y,* —y® —6ay, 9,y,) = 0,

¥+ 9" 4y’ 4 Baypy, = 0.
Ainsi la substitution (8) transforme en elle-méme la cubique (9).

7. Dans les formules (8), je peux substituer au parametre a son
expression tirée de (9), J'obtiendral ainsi une substitution applicable
a tout le plan, et qui transformera en elle-méme chaque cubique du
faisceau (9).

Tirons d’abord des formules (8) les expressions des y en fonction
des x, ce qui donne:
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(— 75 92— (14809 (&30, +84°0 23 + 022, 4 0,7)°
+80%62(s5* + 02,74 072,
— g s = (1486%) (@5 + 2,2, 80902 (a7 07,3 4- 0,
+8a°0(25° 4 0x,° 4- 0%z %)%,
s = (1486 (@ 4-w)5 ) 80 (2,*+ 020, 4 0,
+ S8ad (x33_|_ 91‘23—|— 6‘390,3)3.
Pour développer les seconds membres de ces équations, remarquons
qu'on a en général:

A (g + vy w4+ Buy + 024y + 0wy )34 C(u; + O u,-}-02u, )3
=4+ B+0) (“_1 ~+ty =~ 1)° + 3 (0—1)(C— 02 B) (uyuy -otyus®+uzu,*)
+3(0— 1)(B—020C) (uyu,>+ wyt,> 0%,

Au moyen de cette identité on reconnait que le second membre de la

premiére équation (10) se réduit &
(32,34 2,5)° + 3 - 2448 (232,54 2,5 2,5 -1 2,5 2,5).
En vertu de I'équation (9), on peut remplacer cette expression par
3 240®(z2) 20 4, 2P, S — B ) 2)%).
De méme, le second membre de la deuxitme équation (10) peut &tre
remplacé par une expression qui differe de la précédente par la per-
mutation de deux indices. Quant & la troisitme équation (10), son
second membre devient, par des transformations analogues
2403 (2t 2.+ 2% — 322,52,
=240a%(z* + > +25%) (2,2 + 02,° + ©° %) (22 + 0% 2, + O2,%) .

Ce qui peut encore s'écrire, eu égard a (9):
o)

(10)

— 6. 24a'z x, 2, (2,0 + 2,5 25 — a7, — w323 — P,

Si je pose maintenant ¢ = W—S:F’ les formules (10) se changent en
0y, = & 2,% + 3370 + zP2)° — Bz Px,b g,
(11) {6y, = 2,32,% + z32,% + 2,325 — 3x,32,°x,3,
0Yy = &) Ly @3 (2 2,0+ 28— 2,0 — 2,0 2% — 253 2,7)
et nous avons ce résultat: la substitution (11) transforme en elle-méme
toute cubique du faisceaw z3 + 2,° + 22 4 6ax, 2,2, = 0.

Si Pon observe maintenant gue les seconds membres des équations
(11) sont décomposables en facteurs, on reconnait que lo substitution
(11) coincide avec la substitution (A) du No. 4. Effectivement les
équations (11) peuvent s'écrire;
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OYy=(2, 227+ 22237 + 2, 2,%) (4, 2,° + O 2, 2,7 + O3 2 %) -
(22 + O’ w2 + O wyw, ") =4y 4 A/,
(12) Yoy, =@2+ 2,22+ 2, 2,%) (2, 2°+ O 2, 2,° + 0%, 237) -
’ (@2 + 02y 2,° + Oz, 25%) =4, 4, 4,
OYy =2, %o2y(%,° + 02" + 0%2,%) (7, °+- 0%, +- Oz = 2,2, 4, 4, .

L’origine actuelle de cette substitution (4), qui réside dans les formules
(8), met de nouveau en évidence qu'a chaque point y correspondent
neuf points z.

8. Pour avancer dans I'étude de la substitution (4), je vais chercher
comment elle transforme quelques-unes des lignes considerées pré-
cédemment,

Observons tout d’abord que le point d'inflexion z,==0, z,4-2,=0
a pour transformé y, = 0, y, + ¢, = 0, c'est-a-dire se transforme en
lui-méme. Désignons par J ce point d'inflexion. Il résulte de 1a que,
considéré dans la figure (y) il a pour transformés, dans la figure (z),
les neuf points d'inflexion.

La droite x, — 2, = 0 a évidemment pour transformée la droite
Yy, — Yy =0. Il en résulte, ce que d’ailleurs les formules (11) per-
mettent de vérifier aisément, que l'axe d’homologie y, — y, = 0, con-
jugué du point J, a pour transformée la figure composée des neuf
axes d’homologie. C’est ce quexprime l'équation
(13) (Y —4) = — (&P —2,%) (22— %) (5% —«.%).

9. Désignons par 4 le produit des 8§ quantités 4, --- A4, On
a, d’aprés les formules (12)

3y Yo ys = Az 2,24
et puisque toute cubique du faisceau est transformée en elle-méme, il

en résulte
Y+ 1.2 +4,%) = Az 42,7+ 25%).

(14) 63(1’/13+y23+?/33+6a?/1?/2?/3) = A(rP 2+ 22+ 6ax, zy75).
Au moyen de cette relation (14), nous pouvons trouver aisément la
transformée d’une droite d’inflexions quelconque, en observant qu’un
triangle d’inflexions est une cubique du faisceau. Considérons, par
exemple, le triangle T, dont les cotés 2", x,’, z," sont donnés par
(15) @/ =ua5+ 0,1+ O, 2y =uz3-+0%2,+02,, zy'=x+2,+ 7,
le coté z," passant par J. Posons de méme:

U=91+0%+0%, u'=:+0'%+0y, g'=yn+nty.
Comme conséquence de (14), on aura:

cy y ys = Axz)xy .

Il résulte de la que les trois expressions des ¢, qui sont chacune du
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9ieme degré, se partagent entre elles les facteurs du second membre
comme le font les expressions des y: deux d’entre elles contiennent
trois facteurs 4; la troisitme, les deux autres facteurs A et le produit
#, %y xy. La droite y," = O contenant le point J, c’est I'expression de
¥, qui contient le facteur z,’x, z,. La substitution ¢, adjointe & J,
permute y, et y, sans altérer y,, et, de méme, permute y,’, y," sans altérer
yy. Dantre part, on reconnait sans peine que les deux cubiques 4,
adjointes 4 un méme triangle, s'échangent entre elles par toute substitution
«. Done les deux facteurs A qui completent V'expression de y,” correspon-
dent & deux cubiques adjointes & un méme triangle. Je dis que ce
triangle est précisément celui dont nous transformons en ce moment
les ¢btés, le triangle T,. Observons, en effet, que les deux cubiques
A, adjointes & un triangle 7, ne passeut pas aux sommets de ce
triangle. 8i donec y," = «,"x,’ 2’ 4. 4., »n étant auire que 2, la courbe
composée qu'on obtient en égalant & zéro le second membre de cette
expression, ne passe pas aux sommets de 7,. Or cette conclusion
est impossible, puisque cette courbe composée fait partie du résean
envisagé an No. 4., et dont chaque courbe passe aux sommets des
quatre triangles. Donc % = 2, c'est-a-dive que: une droite d’inflexions
passant par le point J, et envisagée dans la figure (y), a pour trans-
formée, dans la figure (x), Uensemble des trois cités du triangle d'in-
flexions dont elle fait partie, et, en ouire, les deux cubiques A, qui
sont adjointes @ ce triangle. Les deux aufres cotés du triangle ont
ensemble, pour transformées, les six autres cubiques A.

Comme conséquenee, Vensemble des 8 droites d'inflexions qui ne
passent pas en J, se transforme en l'ensemble des 8 cubiques 4, pris
trois fois. Voici maintenant la conséquence algébrique, qui sera utile
plus loin.

Considérons les équations analogues & (15), et qui définissent les
autres triangles d’inflexions:

) =0 &+ Ttz z"=5+0a12, 2 =5+24+0az,
2" =0% +a,+ 73, #,"=,+0%+x;, 2" =2z +2,+0%;.
On aura:
(16) OSY Yy U 0 Y Yy = (A A Ay A A ASA AP,
égalité que le raisonnement précédent démontre, sauf un facteur
numérique. En faisant 2; =0, z, =x,, ce qui entraine y; =0,
¥, = y,; on reconnaitra que 1'égalité (16) est completement exacte.
10. Jai maintenant en vue d'obtenir la transformée de la
courbe B, lien partiel des points z,, A cet effet, je vais établir

une autre propriété de la substitution (4). Considérons les quatre
quantités :
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X =2+ 2,° + 2,

Y = 2.%z,%2;%,

Z = 2’2" + 2,° % 4 2,

U=z}2°+ 20, + x5
Si on les envisage pour un point z de la cubique
(17 C=ul+ 224+ 284 6az,2,2, =0,
elles sont lides par la relation linéaire:

X+3Y43Z24 (83a®+6) U=
Si done on considere une quelconque des courbes D représentées par
P'équation
D=1lX4uyY+vZ+4+oU=0,
on peut prendre arbitrairement deux points seulement de la cubique
C pour y faire passer la courbe D. Les autres points, an nombre de
25 sont par la déterminés. Je dis que les 27 points d’intersection de
la cubique C et d'une gquelconque des cowrbes D sont distribués sur 9
lignes droites, transformées les unes des autres par les substitutions
homographiyues f.
Pour le prouver, considérons une droite b,; prenons ses trans-

formées b,, b,” par les deux substitutions f qui sont conjuguées du
triangle de référence, et faisons le produit. Il vient:

bbb = b2 + b, + bPe® — 3b, b, byay 2y .

Ce qui, pour un point de la cubique C, peut s’écrire:
bbb, (b 3+babzba) 3+(b 3_+_btbzb3), °+(b R btbzba) 3

Pour obtenir le produit de b, et de ses huit transformées par les sub-
stitutions B, il suffit de permuter circulairement les indices dans cette
derniére formule. Il en résulte manifestement que le produit de ces
neuf facteurs est de la forme D, sauf des multiples de C. Dailleurs,
la droite b, peut, ainsi que la courbe D, &tre menée par deux points
arbitraires de €. Donc la proposition est démontrée.

11. Il résulte de 13 une conségquence immédiate pour la substitution
(4). On peut I'éerire:

6y, =2 —3Y, oy,=U—3Y, oyy=— - (X—3Y).

Donc la transformée par (A4) dune droite de la figure (y) eoupe une
cubique quelconque du faisceau dans les mémes points qu'une certaine
courbe 7). [D’ou cette conséquence: A trois points x en ligne droite,
el sur une méme cubigue C, correspondent par la substitution (4), trois
points y en ligne droite.

A deux points z infiniment voisins correspondent deux points y



Sur les courbes du troisitme degré. 369

infiniment voisins. Donc: si la tangente d’une cubique C aw point z
rencontre de nouwveau la cubique aw point «, et que y, y soient les
transformés de x, ' par la substitution (A), y est sur la tangente de
C en y. En d’autres termes, si Uon effectue successivement les sub-
stitutions (A), (B), on peut en intervertir Uordre sams changer le
résultat,

Pour plus de clarté, appelons substitution (A4) celle qui transforme
un point y en neuf points z, et substitution (4—1) celle qui transforme
un point z en un point y. La substitution (4—') change en elle-mé&me
la ¢roite E==z, —2,=0. La substitution (B) la change en la courbe
B, lien partiel des points #, (No. 5.). Transformer E par les sub-
stitutions successives (4—1), (B), (4) dans cet ordre, c’est donc trans-
former la courbe B par la substitution (4). Mais les deux derniéres
substitutions effectuées sur E peuvent &tre interverties, comme je viens
de le prouver. L'opération effectuée sur E est done la méme gue
celle-ci (A4~1) (4) (B). Mais I'opération (4—1) (4) change la droite E
en U'ensemble des 9 axes d’homologie analogues. Done la transformée
de la courbe B par la substitution (4) coincide avec l'ensemble des
transformées par (B) des 9 axes d’homologie, c'est-i-dire avec Yen-
semble des neuf courbes analogues & B. Cette propriété s’exprime
par I'égalité

(18) 9, (9.3 — ") — % (4:® — ¥ ¥ ) =[2* (0° — 5% — @,% (73— %)*] ><
- [w3 (@ — PP — a3 (2,2 — %)) [ (2, — %% — 2 (1% — 25°)°],
qui est prouvée, sanf un facteur numérique. Il suffira de faire z,=1,=0
pour achever la démonstration de cette formule (18).
Ici se termine la partie purement algébrique et géométrique de
ce mémoire, que je vais poursuivre en introduisant les fonetions elliptiques.

Solution des problémes proposés au moyen des fonctions elliptiques.

12, Le mode de représentation des points d'une courbe cubique
par les fonctions elliptiques, imaginé par M. Clebsch, peut étre,
comme on sait, varié de diverses maniéres. Ainsi que I'a fait voir’
M. Hermite*), le mode le plus général consiste & prendre les rap-
ports de deux des coordonnées & la troisieme, et & égaler séparément
ces deux rapports 3 deux fonctions doublement périodiques, ayant trois
infinis, les mémes pour toutes deux, dans le parallélogramme des
périodes communes @, &', et dépendant du méme argument ¢, & chaque
valeur duquel correspond ainsi un point de la courbe. Les équations
obtenues de la sorte définissent, de la maniére la plus générale, une
cubique plane.

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. LXXXIL
Mathematische Annalen. XV. 24
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Je rappelle sommairement les propositions suivantes:

L’argument t dtant choisi de maniére 4 étre nul pour un point
d'inflexion J, la somme des arguments des 3m points d’intersection de
la cubique avec une courbe de degré m ne différe de zéro que par des
multiples des périodes; et comme conséquences: les points wn, en chacun
desquels il existe des courbes de degré m ayant avec la cubique des com-
tacts de lordre (3m—1) sont ceuzx domt les arguments ont la forme

g et n' étant des mombres entiers;

les points 2, ou sectactiques sont les points de comtact des tangentes
mences des points dinflexion, les points xr; sont les points de contact des
tangentes mendes des points ,;
les points x; sont les sommets des lriangles inscrils el circonserils.
Car le triangle dont les sommets ont pour arguments
no+n o —2n0—2% @ ine 440"’
9 ’ .9 ’ 9

est inscrit et circonscrit, et ses sommets sont des points x,. Les points
. neo -7 o
xy Sont au nombre de 12; car lexpression —t—

no+no

a 81 valeurs, d'ont

il faut défalquer les 9 valeurs qui répondent aux points

d’inflexion.
Enfin, si le point x a pour argument t, les huit points transformés
ne-4no

FE— et les 9

points transformés de x par les substitions « ont powr arguments
nw n o

g noctne

13. Je rappelle maintenant quelques formules relatives & la multi-
plication de I'argument dans les fonctions elliptiques. Je vais reproduire
ces formules telles que je les ai employées dans un travail inséré aux
Comptes-Rendus de U'Académie des Sciences (3, 17, 31 Mars 1879), Je
rappelle toutefois que, sous une forme peu différente, elles ont déja
été mises en usage par M. Kiepert®) et par M. Max Simon*¥), et
bien antérieurement par M. Moutard®***).

Considérons la fonction H(f) de Jacobi. 8i l'on éerit H, au lieu
de H{at), cette fonction satisfait & la relation

(19) 5 P Ha+b H;> + H, ch+cHa2 + HC—GHC+G Hb2 =0.

Dans cette relation (19) existe une double homogénéité; homogénéité
par rapport & la lettre H, tous les termes étant du 4éme degré; homo-

de x par les substitutions B ont pour arguments ¢ -+

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. B. LXXVI,
*#) ibid. Bd. LXXXI.
#%¥) Poncelet, applications d'analyse et de Géométrie, T. I. p. 545.
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généité par rapport aux carrés des indices, tous les termes étant, a ce
point de vue, du poids 2(a*+b*+-¢?). Prenons la fonction

mP—4

¢ HmHH(@E) °
(20) gn() = HOOHO —

HEH §

qui est du degré et du poids zéro, et il est manifeste que la fonction
9. satisfait, elle aussi, & la relation (19). Les quantités ¢, et g, sont
toutes deux l'unité. Pour éviter les exposants fractionnaires, prenons
¢,® au lieu de g; et posons:
3/ 3 3

@ 50 = o' () = T 1) — g, () = 4R,

Nous avons alors cette proposition: la quantité g..(t) est un polynome
entier en E(1), n(t), quand Uentier m west pas divisible par 3. Quand
m est un multiple de 3, 9., (t) est le produit de E¥(t) par un tel polynome.
Effectiverment la formule (19) de Jacobi donne pour le calcul de g,

ces deux formules récurrentes

(22)  Gontt = Gnyadn — Gno1Gatts Grn = G (Gnt20it1 —Gn-29nts) -
On en tire g, en fonction entiére de 7, &, et l'on reconnait sans
peine que cette fonction entiere est composée en § comme l'indique
I'énoncé précédent.

14, Les fonctions g, sont paires et, pour les valeurs entitres

de m, doublement périodiques. Pour ¢==0, g, () se réduit a %

275

La fonction £(¢), dans un parallélogramme des périodes @, @', a 8

zéros triples fﬂj—;n—w, n et # n'étant pas nuls ensemble. Elle a 3
no+na

infinis octuples La fonction 5(¢¥) a 12 zéros simples
no 4+ n' o

4
quadruples, les mémes que ceux de £(%).

L’argument # correspondant au point z d’une cubique C, je vais
calculer les fonctions £(#) et 5 () au moyen des coordonnées du point z.

Soit z; =0, z, 4 2, =10 le point d'inflexion J pour lequel ¢
est nul,

Les points pour lesquels on a 2{==0 mais non £=0, sont les
trois points sextactiques situés sur la polaire de J, 2, — 2, = 0.

Les points pour lesquels on a 4¢ =0, mais non 2¢{=20, son: les
12 points #, situés sur la courbe du 4eme degré B (No. 5.)

2
%
, n et # n'étant pas pairs en méme temps, et 3 infinis

B =z, (2,3 —x,%) — 2, (2, —2)%) = 0
24*
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Considérons la fonction
;_ Ty(mt— %) — x (2 —ayd)
T (@ — ) ’
et envisageons-la le long de la cubique donnée C.

Il est manifeste gque cette fonction, ainsi envisagée, a les mémes
zéros et les mémes infinis que la fonetion %(f), et avec les mémes
ordres de multiplicité. Comme elle est homogéne et de degré zéro,
c’est aussi une fonction doublement périodique de #, aux mémes périodes
que 3(t). Clest donc %(¢) sauf un facteur numérique. Pour connaitre
ce facteur, observons qu'au point J, %" se réduit & — %, tandis que,
pour ¢ =0, 5(f) se réduit & §. Donc 5 et n(f) ne different que par
le signe.

Prenons maintenant, le long de C, la fonction

= Ly Ty @y w2y
(@) —2,) ’
dont le numérateur est composé du produit des huit droites d'inflexion
ne passant pas en J, et explicitement données au No. 9. Cette fonetion,
également homogéne et de degré zéro, est aussi doublement périodique,
et a les mémes périodes que E(¢). Mais elle a aussi, comme & (%), pour‘
no 47 o

3

fois, attendu que les huit droites qui figurent em son numérateur con-

tiennent chacune trois des huit points d'inflexion autres que J. La
fonction £ a aussi les mémes infinis que §(f), octuples aussi. Done
£ et £(t) ne different que par un facteur numérique. D’ailleurs, au

point J, & se réduit & — z—z et £(2) a 2—: Done & et £(7) ne different

que par le signe. Nous avons donc ces formules

zéros les 8 valeurs de , sauf la valeur zéro, et elle les a trois

- &y oy s 2y g
(23) s (&g — x> ’
plt) = — @y (2% — %) — o (28— 2) |
(Zy— ) -

Si I'on développe le numérateur de £(£), on a encore:

212y [ (2 + ) (4 25— &a) F 227] [(a - 5} (@ 005 — 2y) + 242] <
(24) E(t) = — [or® 4 22?25 — @y 205 — 203 @) — 23 2]

(&g —22)*

15. Les formules (23) permettent de caleuler la fonction g, (2),
exprimée par les coordonnées du point z. Mals, comme ce sont les
points 3mi=0 qui nous intéressent ici, je vais calculer directement
£(3%) et 4(3%), par un raisonnement tout semblable, Si nous faisons
¢ = 3¢, nous savons que:

les points 2¢ =0 sont les points sextactiques, situés sur le lien

(23— 2%) (2 — %) (2% — %) = 05
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les points 44 = 0 sont les points #,, dont le lieu complet se compose
des 9 courbes B, représentées par:
[20? (0g® ~ 25%)— 2 (233 — 2, 3)%] [023 (2% — 0,)% — 23 (2, > — 2,%)°]
(25 (2* — 2,%)* — 2,3(2,8 — 24°)*] = O3
les points 37 =0 sont les points z,, dont le lieu complet est Ven-

semble des 8 courbes 4, - - - 4,". En reproduisant alors le raisonnement
précédent, jobtiens ces nouvelles formules:

(444, A, A, 4; 45 A ALy

g (3 t) = — MS — xss)-(a;’az_—x_,s)_]’"’ s
(20) (203 (2°— 25" —29* (@5 — 2P ) [@® (0*— ) — 25 (2"~ 2% ] ><
72(3 t) = {25 (#p — 29 ~ 2,2 (1> — 25%)]

[(®—25%) (2® — 25°) (05* — %))
Ou en développant le numérateur de £(3¢):
T e < i RS TR C A M S SN R AR R KRS
(ad2S42l 0t 2224 — B2, Tes)’
{2 — 29®) (2° — 24°) (a0 — ()]

%) (36 = —

16. La comparaison des formules (23) et (25) va nous faire con-
naitre enfin la véritable nature de la substitution (A4), dont nous nous
sommes précédemment occupés. Mettons, par la pensée, dans les
seconds membres de (23), ¥ au lieu de z, et désignons par { Vargument
du point y. Les formules (23) donnent alors £(¢') et 5(¢). Substituons
maintenant aux y leurs expressions données par la substitution (4),
et rappelons-nous les formules (13), (16) et (18) qui nous fournissent
le résultat de cette substitution. La conclusion est celle-ci:

E(E) =§(B1), n@)=1(31.

L’étude que jai faite des fonctions &, 5 dans le travail précité,
conduit & cette conséquence, que ces deux fonctions étant données
numériquement, largument, & des multiples prés des périodes, est
déterminé sauf le signe. On a done ¢ = - 3¢, et nous n’avons plus
qu'a lever cette ambiguité de signe.

Soit z' le point de rencontre de la droite Jz avec la cubique C,
z le point de rencontre de la tangente en z avec C. Si on a ¢'=3{,
le point y est en ligne droite avec #” et z. Si Pon a, au contraire,
= — 3¢, 2’ et z sont en ligne droite avec le point y situé sur la
droite Jy. Examinons si ce second cas a lieu. Le point 2’ a pour
coordonnées %,, Z,, Z, et le point ¥ a pour coordonnées y,, ¥, ¥,
Il faut done examiner le déterminant:

Yo Y1 Ys
Ty, Xy I
2 & %



374 G. H. Harruen.

dans lequel les y sont données par (11), et les z par (6). Il est aisé
de vérifier que ce déterminant n’est pas nul; car le terme du plus
haut degré en z,, du 10&me degré, est unique et ne peut, par consé-
quent, se réduire. Au contraire, dans le déterminant que I'on obtient
par échange de y, et y,, il y a deux termes du 10&me degré en z,,
et qui se détruisent. Ainsi:

St le point x a Vargument ¢ sur lo cubique du faisceau qui y passe,
le point y qui lui correspond par la substitution (A), a Vargument 3t;
ou encore: Si Von inscrit & une cubique du faisceau un triangle xx'z
de maniére que le cité xzz soit tangent & la cubique en x, e que le cité
zx passe aw point dinflexion J, le troisiéme cité passe au point y,
correspondant aw sommet opposé x par la substitution (A4).

17. Arrivons maintenant & la solution définitive des problemes
qui nous occupent. Caleulons, au moyen des formules récurrentes (22),
¢u(3%), en mettant pour £, 5 les valeurs (25), et égalons le résultat
3 zéro. Nous obtenons ainsi l'équation d'une courbe qui coupe toute
" cubique du faiscean dans les points dont les arguments sont les zéros de
g (3%), et ne la coupe en aucun autre. Sim est un nombre composé,
gn se décompose en autant de facteurs que s a de diviseurs. On
prendra simplement le facteur qui répond & m lui-méme, et on aura
Yéquation d'une courbe coupant chaque cubique du faisceau, et la
coupant simplement, en tous les points x,, et ne la coupant en aucun
autre.

Mais nous pouvons aussi calculer g, (f) en mettant pour &, % les
valeurs (23), et nous obtenons de méme une courbe coupant simplement
chaque cubigue du faisceau en tous les points dont les arguments
vérifient mi= 0, sans vérifier m't =0, m' étant moindre que m.
Cette courbe est une partie du lien des points z,, si m est premier
avec 3. Nous pouvons ecalculer le degré de ce lieu partiel d'apres le
nombre des ,points oli il rencontre une cubique du faisceau. Or le
nombre des solutions, distinctes suivant les périodes, de l'éguation
mt= 0, et qui n'appartiennent & avcune autre équation m't = 0, o
m’ soit moindre que m, se calcule aisément. Cest

(= ) (=) (=)

st p, p, p°--- sont les facteurs premiers de m, distincts entre eux.
Le tiers de ce nombre est donc le degré de ce lieu partiel que nous
envisageons.

18. Pour connaitre le lieu complet, donnons aux deux entiers
n, % les valeurs 0, 1, 2 sans leur donner en méme temps la -valeur zéro.
La relation m¢=0 ne coincide avec aucune des relations

m(t—{-——”—‘—'f—;n'—d)zo.
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81 done on transforme le lieu partiel par les substitutions f#, on obtient
chaque fols un pouveau lieu paxtiel. i, au contraire, on change ¢ en
. —t, la relation m¢ == O n'est pas altérée, et les huit autres s'échangent
toutes entre elles. Donc: Quand le nombre m west pas diwisible par
3, le liew des points x,, se compose de O courbes distinctes, dont chacune
coupe une cubique quelconque du faisceau en des points z,, c¢f non en
d’autres points. Chacun des lieux partiels est adjoint @ un point d’in-
flexion; il reste inaltéré par la substitution homologique dont ce point
d’inflexion est le centre, et qui laisse inaltéries les cubiques du faisceau.
Cette substitution permute entre eux tous les autres Lewx particls. Si

i sont les factewrs premiers du mombre m, distincts entre

b, P', p. s
eux, le degré de chagque liew partiel est

Lo (1= ) (- (5

19. Au lieu d’effectuer sur le lieu partiel mf == O les substitutions
B, nous aurions pu passer de ¢,(f) & ¢gn(3¢) en remplacant les x par
les y, puis mettant au lieu des y les valeurs données par les formules
de la substitution (4). En d'autres termes, le lieu complet est le
transformé du lieu partiel par la substitution (4). Clest ce qui résulte
de la proposition établie au No. 16. On reconnaif ainsi, de nouvean,
que le lieu complet est d'un degré égal & celui du lieu partiel, multiplié
par 9. Mais on voit aussi que, le nombre m wéfant pas divisible par
3, le liew partiel des points Zn, adjoint aw point d’inflexion J se trans-
forme en lui-méme par la substitution (A—'). Clest ce que nous avons
reconnu précédemment pour le lien des points z, et z,.

Prenons maintenant le lieu complet des points ., et appliquons-
lui la substitution (4). Chacun des lieux partiels se transforme en
un lieu séparé, de degré neuf fois plus grand. Mais le lieu partiel
adjoint au point J se change en le lieu total des points z,. Le lien
complet des points 23, se compose douc senlement de 8 courbes. Le
degré de chacune d’elles est égal & neuf fois celni des précédentes. En
outre, chacun de ces lieux partiels reste inaltéré par les substitutions §.

Répétons encore la substitution (4) sur le lieu complet des points
£3,; chaque lien partiel donne un nouveau lieu partiel des points g,
de degré neuf fois plus grand, et ainsi de suite. Donec: Sim = 3og, ¢
étant premier avec 3, & que p, p, p” -+ - soient les facleurs premiers
de u, le liew des points x, se compose de huit courbes distinctes, dont

A%t t 1 1
chacune est du degré 32¢—1p? (1—?{)(1_??)(} ——-F;) <.
Méme raisonnement, appliqué au lieu des points z;, donne cette

conséquence: le liew des points &, se compose de 8 courbes, dont chacune
est du degré 3«1,
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Dans ces deux cas, chuque liew partiel reste inaltéré par les sub-
stitutions homographiques f; il est conjugué avec wn autre licu partiel,
de telle sorte que deux conjugués s'échangent enire eux par les sub-
stitutions «.

Introduction des covariants.

20. Je termine ce mémoire en montrant comment les résultats
précédents permettent de résoudre le probleéme que je m’étais primitive-
ment posé: pour une courbe du 3éme degré, trouver le covariant qui
s'cévanowit en chaque point x, de cefte courbe. On voit maintenaut gue
ce probleéme peut aussi s'énoncer ainsi: Soit f= 0 Udguation dune
cubique et A le hessien de f, exprimer en dgalant & 2éro un combinant
de la forme zf + LA, Uéquation du liew des points x,, pour les courbes
du faisceauw »f + AA =0,

Pour résoudre ce probléme, il suffira de mettre sous forme de
combinants les expressions (25) de E(3¢) et 5(8¢), ce qui sera facile
grice & I'étude approfondie qui a été faite des formes cubiques ternaires.

Jemploierai les notations mémes des Vorlesungen dber Geometrie
von Clebsch, publiées par M. Lindemann, et je poserai, en con-
sidérant la forme

f= azs:
A= {(abc)arb.c, = &b,
. oN
N= (““x)axlazg = Nz‘luﬂv i =277
i

wxﬁ = Nn’ an-Nstx’S;
Q= (““#})azz%"’%"’-

Je désignerai par B le discriminant, pris de maniére a ce qu'il soit
A Py 2 '3 w3 3 3
égal & 6* pour a;® = z,% + 2,° + x,3.

21. 11 est trés aisé d'obtenir l'expression de z(3¢). Considérons
effectivement I'expression

R(N— N) (N — N (N3 — Ny
Q1

7 =

Qu vérifie sans peine que, pour la forme a, 3, % se réduit & 5(3¢),
sauf un faeteur numérique. Mais 7 est aussi un combinant absolu,
c'est-a-dire qu’ il reste absolument invariable quand on remplace f par
zf 4+ 1A, BEffectivement, si I'on pose

4 1
(27) G (%, 4) = »* — Sx%4? — 3 Txi® — s S244,

T, S désignant les deux invariants de f, on sait que la substitution
de x4 AA & f a pour effet de multiplier B par G3, Q par G° et
N par G, en sorte que % nest pas altéré. Llexpression analytique
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de 1’ est donc la méme pour a, % et pour
a.® = z,* + 2,° + 2,® + Gax, x,2,.

Done, dans tous les cas, % ne differe de 5(3¢) que par un facteur
numérique, facile & déterminer.

22. Pour obtenir Vexpression de £(3¢), considérons les deux facteurs

4,, 4, de son numérateur.
4y ==z + 0z,® + 0%2,%, A4,/ =27+ 0z, 4 Oz°

Ces deux quantités sont précisément les deux covariants irrationels,
désignés dans les Vorlesungen (p. 572) par la notation M, N. Si l'on
prend lexpression qui est donnée pour ces deux covariants dans
Touvrage cité, en y faisant f==0, on voit, qua un facteur indépen-
dant des z pres, leur produit coincide avec (449 4- xA?), ou 4, %
satisfont & 1’équation G = 0. Les 4 couples de facteurs qui composent
le numérateur de £(3¢) s'obtiendront si I'on prend successivement pour -
A:x les quatre racines de G- =0. On peut donc écrire, pour ce
numératenr, & un facteur pres, le cube de

@Ta) GAP, — A% =Byt — 25y2A L 2 TypAs — 1§24,

En divisant le cube de cette expression par Q5, on aura, & un facteur
prés, une expression de £(3¢). Mais elle ne sera pas sous forme de
combinant. En ajoutant des multiples de f, on peut varier I'expression
trouvée; une de ces formes est un combinant absolu. Pour trouver
cette forme, envisageons les deux combinants Sy,_;, T4, s, Cest-a-dire,
comme dans Youvrage cité, les invariants S, 7', caleulés pour la forme
#f + A, et dans lesquels on fait, apres le calenl, x = A, 1= —f.
Les expressions de ces combinants sont données dans les Vorlesungen
(page 640). Si T'on y néglige les multiples de f, ces expressions se
réduisent &
SJ,_f = SA4, Td,__f = TA",

Je peux dés lors écrire au lieu de (27a) le combinant suivant
(@8) A=Y — B8y T T 2 (B4
et jal pour §(3¢) I'expression suivante:

(29) £(31) = 5

dans laquelle il est trés-facile de vérifier le facteur numérique, seul
inconnu jusqu'a présent. Effectivement, pour f= 0, A = 0, c'sst-a-
dire pour un point d'inflexion de la courbe f, 4 se réduit & 289, et

£(39) a,—';;(%;f;)‘ Or Videntité suivante, due 3 M. Brioschi
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242Q% == 38493 — 1298, + 2744
donne, pour f=A4A =0
3Q2 = 2643,

On voit done que l'expression précédente se réduit & ‘f‘: pour 3¢ == 0.
Eu égard & sa provenance, c¢’est donc bien £(3%). i

23. Le calcul direct de l'expression % pour la forme

0l = o) 4 5} 4 o5

donne facilement le facteur qui lui est relatif, et 'on a finalement
(30) gy = SRS NORNS B

En prenant les valeurs (29) et (30) de &, %, on exprimera au moyen
des trois combinants A4, B, Q les équations des lieux des ‘points z,.
Il suffira de faire usage des formules récurrentes (22). Voici, par
exemple, les premiéres équations:

g, =n—§, liew des points z;: BQ — A3 =0,

¥

g, = E¥(q—E—n?), liew des points zg: DU — A — B =0,
g, = (n—E)E — %3, liew des points z;: (BQ— A% 43 — B*Q! = 0,
gs = [(n—E)@E—n)—&x*],

liew des points xg: (BQ— A% (24% - BQ)—-A3B* =0,

et ainsi de suite.

24, 11 existe une autre classe de lieux géométriques dont les équa-
,tions peuvent se trouver aussi par 'emploi des fonctions &, 4. Pour
développer ce nouvel ordre d'idées, il me faudrait entrer ici dans trop
de détails sur les invariants différentiels, dont jal fondé la théorie dans
ma Thése*). Je me contente d’énoncer quelques résultats.

Appelons, en modifiant un peu un nom proposé par M. Fouret,
courbe amharmonique la courbe telle qu'en chacun de ses points la
tangente et les trois droites qui unissent ce point & trois poles fixes,
fassent un rapport anharmonique constant k. Pour chaque point d'une
courbe quelconque C, il existe une courbe anharmonique ayant, en ce
point, avec C un contact de lordre le plus élevé possible, le Teme
ordre, Disons-la osculatrice; et, quand, en un point particulier, V'ordre
de ce contact s'éleve encore, disons-la surosculairice. Ces définitions
posées, on a cette proposition:

Pour le faiscean des cubiques xf + AA = 0, le liew du point pour
lequel la courbe anharmonigque osculatrice de la cubique du faisceaw qui
passe en ce point, a le rapport anharmonique h, est représente par
Péquation:

*) Paris, Gauthiers-Villars, 1878,
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20 T3(h — 2 (A 12 (2h—1)? A3 — .52 (R —h 4+ 1)3Q5 = O.

Le Liew du point pour lequel il existe une courbe anharmonique sur-
osculatrice, est représenté par

8B — Qt=0.

Le liew du point pour leguel la cubique du fuisceou a un contact
du 8éme ordre avec ume courbe du 4éme degré et de la 3éme classe,
est représenté par )

[2¢B?-20BQ —T2Q3+43-27 432 — 21Q{(8B— Q)3 = 0.

Je pourrais multiplier de tels exemples qui sont des cas particuliers
de cette proposition générale: Le liew du point pour lequel, sur la
cubique du faisceau qui y passe, un tnvariant différentiel sévanoudt, se
représente par une équation dont le premier membre est une fonction
entiére des trois combinants A3, B, Q.

Paris, Mai 1879.



