
Recherches sur les courbes planes du troisibme degr6. 

Par G. H. HALt"HV.X ~ Paris. 

I n t r o d u c t i o n .  

Je me propose, duns le prgsent m6moire, de traiter, au suje~ des 
courbes planes du 3 ~me degr6 ou cubiques, certaines questions g~ngrales, 
dont je vais tout d'abord expliquer sommairement l'origine. 

Par (3-m w 1) points~ arbitrairement choisis sur une cubique (7, 
passe une infinitg de eourbes M du degrg m, saul si m est ggal "~ 
1, 2, cas duns lesquels il n'existe qu'une seule de ces courbes. Mais 
toujours le dernier point d'interseetion de M e t  de C eat dgterming 
par le choix des autres. Cette conclusion subsiste si lea (3m- -1 )  points 
sont choisis infiniment pros d'un seul et m~me point x. Consgquem- 
ment, ~ chaque point x de la cubique C correspond, sur cette re@me 
courbe, un point ~," commun "~ routes les courbes M,  du degrg m, 
qui out avec C, au polnt x, des contacts de l'ordre (3m--2) .  Ii existe 
certains points x iouissant de cette propri6td de co'/neider avec lear 
correspondant x~. Dgsignons ces points par la notation x~. Ce sont, 
comme on volt, les points en chacun desquels il existe des courbes du 
degrg m, ayaut avecla cubique des contacts de l'ordre ( 3 m - - l ) .  Pour 
m ~ l ,  les points x,~, sont les points" d'inflexion; pour m ~ 9 lea points 
sextactiques; pour m ~ 3, les points que j'ai appelgs de cdincidence. 

Les points x,, out une d6finition tr~s-simple quand on emploie la 
yeprgsentation des courbes du 3~me degrg par les tbnctions elliptiques, 
intcodui~e par M. Clebsch .  Si l'on a ehoisi l'argument de telle sorte 
qu'il soit nul pour un point d'inflexion, alors les points x~ sont ceux 
dont les arguments, multipligs par 3m,  reproduisent les p6riodes. 

Au sujet de ces points x~, je me suis tout d'abord pos6 la 
question de trouver le covariant qui s'gvanouit en chaeun d'eux. Je 
n'ai pus tardg ~ reconnaitre que ce covariant eat un combinant pour 
le faisceau des cubiques qui out neuf points d'inflexion communs. Cette 
propri6tg ~tait connue pour le eas le plus simple, n, ~ 2. On sait, 
en effet, que les 27 points sextactiques d'une cubique C sont distribugs 
sur 9 droites, qui restent les mSmes quand ~ la cubique C on eu 
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substitue une autre C' ayant les m~mes points d'inflexion que C. La 
question se pr6sentait d~s tors sous une autre forme, et se posait ainsi: 
On envisage le faiseeau des cubiques qui ont neuf points d'inflexion 
communs, et on demande le lieu des points x,, de ces cubiques. Comme 
je viens de le rappeler, ee lieu, pour m ~ 2, se d6compose en 9 
droites. J'ai trouv6 ensuite que, pour m ~ 3, il se dgcompose en 8 
cubiques, et j'ai pu reconnaitre que cette d6composition est un fair 
g6ndral: 

Le lieu des points x,,, se compose de 9 courbes distinctes quand m 
n'est pas divisible par 3; de 8 courbes distinctes quand m est un mul- 
ti2ole de 3. 

Si m----3 ~, chacune des 8 courbes est du degrd 3 2~-1. 
S i m  ~ 3~tL, ,a n'dtant plus divisible par 3, et ~ pouvant ~tre 

zero, et que 19, p', ~", �9 �9 �9 ddsignent les facteurs premiers du nombre ~, 
distincts entre eux, chacune des 8 courbes (pour a > 1) ou des 9 courbes 
(pour a ~ O) est d'un degrd dgal d 

3"~-1/s (1 -- ~-~ ) (1 --  p,~) (i -- ~ )  . . .  

Telle est la proposition principale dont on trouvera la ddmonstration 
dans ce m6moire. 

Recherches pr61iminaires; lieux g6om6triques des points x~ et x 4. 

1. Je rappelle tout d'abord quelques propri6t6s gl6mentaires. Une 
cubique peut ~tre transformde en elle-m~me par trois groupes de sub- 
stitutions homographiques, savoir: 

1 ~ Substitutions homologiques a. Le centre d'homologie est un 
point d'inflexion J. Ces substitutions sont au hombre de neut. Chaeune 
d'elles, adjointe ~ un point d'inflexion J ,  laisse inalt6r6, duns chaque 
triangle d'inflexions, le cStd qui passe par J ,  et permute entre eux 
les deux autres. 

2 0 Substitutions fl, au nombre de butt. A chaque triangle d'in, 
flexion deux d'entre elles sont adjointes. Une substitution fl ]aisse 
inaltdrds les cSt6s du triangle auquel elle est adjointe, et permute 
circulairement les cSt6s de ebaeun des autres triangles. Une substitution 
/~ est le produit de deux substitutions a successives. Les substitutions 
/J torment un groupe, c'est-~-dire que les 8 points, transform6s d'un 
seul et m6me point par ees huit substitutions, torment, avec ce point 
m6me, un groupe inaltdrable par les substitutions /~. 

3 0 Substitutions ~, qui pernmtent entre eux les triangles d'inflexion. 
Duns les questions qui font I'objet de ce mgmoire, il est utile de con- 
sid6rer ces substitutions. Elles transforment en elles-m6mes routes les 
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cubiques qui ont les m~mes points d'inflexion; et, par suite, elles 
transforment en eux-m~mes les lieux geomgtriques que nous aurons 
envisager. 

Soit choisi pour triangle de r~f6rence un triangle d'inflexions, 
relativement auquel l'gquatiou 

(1) xl ~ -~- x23 + x3 a -Jr- 6 a x t x 2 x  3 ~-- 0 

reprgsente une cubique C quelconque du faisceau. Celle des sub- 
stitutions ~ qui est adjointe au point d'inflexion x~ = 0, x~ -~- 0 x., ~- 0, 
0 dtant une racine cubique de l'unit6, fair correspondre au point x 
celui dont les coordonndes sont (@x2, 02xl ,  x~). Celles des sub- 
stitutions ~6 qui sont adjointes au triangle de r6fdrence font correspondre 
entre eux les trois points (xl,  Ox2~ 02x3). Les six autres substitutions 
fl font correspondre ~ Fun quelconque de ces trois points ceux que 
l'on obtient par la permutation eirculaire des indices. 

2. Je rappelle encore ]es propridtgs connues des points sextacti- 
ques. Chacun d'eux est l'intersection de la cubique avec la polaire 
d'un point d'inflexion. Pour le point x.~ ~ 0, x 1 - J - O x  2 = 0, cette 
polaire est xj - - O x e n 0 .  Donc/e lieu des_~oints sextactiques des cubiques 
ayant neuf ~)pints d'i~flexivn communs se compose de neuf droites; ce sont 
les neuf axes d'homologie relatives aux substitutions a. Chacune des parties 
du lieu peut ~tre considdrde comme adjointe ~ uu point d'inflexion. 
L'ensemble du lieu est reprdsentg par l'gquation 

(x~-x~?)  ( x ~ - x : ~ )  ( x 2 - - x ~ )  - o. 

3. J'arrive maintenant aux points de cdincidence, qui sont aussi, 
comme on le salt, les sommets des triangles iuscrits et circonscrits 
aux cubiques. La tangente de la courbe (1) au point x a pour (!quation 

xl~ + x.:~y~ + x.~2y3 -Jr 2a(xlx~y~+x2x.ayl-~-xaxly~_)= O. 

Si l'on y fait, 0 grant imaginaire, 

y~ = xl ,  Y~ = Ox2, y3 = O:x~, 

l'gquation sera verifige pourvu qu'on air 

(2) A 1 = xl ~ + Ox~ ~ + O~x~ ~ = 0. 

Donc, si le point x est situ6 sur cette courbe A~, son transformd x' 
par l'une des substitutions fl est situg sur la tangente de la cubique 
C en x. Mats ce point x" est aussi sur A~. Doric la tangente de C 
en x' passe aussi au transform6 x'" de x' par la raSme substitution; et 
de mSme ]a tangente en x'" passe aussi au point transformg de x". 
Mats ce dernier n'est autre clue x. Donc le triangle xx 'x"  est inscrit 
et circonscrit "~ la cubique (7. Donc la cubique A~ coupe chaque 
cubique C en neuf points qui sont les sommets de trois triangles in- 
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serifs et circonscrits ~ C, c'est-~-dire en neuf points x 3 ou de coYnci- 
dence. La seconde substitution fl, adjointe au triangle de rdfgrence 
fournit de m6me une seconde cubique AI" , 
(3) At" : xt 3 + 02x23 + Ox~ ---- 0 ,  
qui fair ggalement pattie du lieu des points cherchds. On aura d'autres 
parties du lieu en considdrant les autres substitutions ~. Par  exemple, 
si l'on fair, 0 6tant rgel ou imaginaire, 

Y l ~ X 2 ,  Y2-----0xa, y a - ~ 0 2 x l  
on obtient l'4quation 

(xl~-xs -{- Ox~2x3 --~ OSxa2xl) [1 -{- 2a (0 s -{- 0 -f- 1)] == 0. 

Il en rdsulte ces six autres parties du lieu, 0 6tant imaginaire: 

I A " ' : x l  x./'-4- XsX~"f - x~xl s, A~-=x,2Xs + xs2x3A - x / x .  
(4) I A.~'.-~x I xsS-[ - O xsx3 s + OSxaxl s, A 3 :x ; '~  x2 --~ O2 x2Sx3 -{- 0 x32xl, 

[A4"=xlx,,S..~_(:)2xsx3S..~(~. } XaXl 2, A4_.-.=._.xlSx2.,~_(: ) xs-x3..~_O,x,') " 2Xl" 

On obtient ainsi, pour chaque eubique C, 24 triangles inscrits et 
circonscrits. C'est prgcisgment le hombre de ceux qui existent. On 
a donc l-~ le lieu total. Ces cubiques A jouissent de divers~s proprigtds 
dvidentes sur leurs dquations, et que je rdsume dans l'6noncd suivant: 

-Pour le ['aisceau des eubiques ayant neuf points d'inflexion com- 
muns~ le lieu des points de co'incidence se compose de huit cubiques 
c'~quianharmoniques. Chac.une d'elles a pour triangle d'inflexions un des 
triangles d'infle~ions du faisceau, et est inscrite et circonscrite aux 
trois autres. 

4. Les deux cubiques A,  et A~' ont pour triangle d'inflexions 
commun un triangle d'inflexions T~ du faisceau, et se coupent aux 
neuf sommets des trois autres triangles. 

Deux cubiques d'indices diffdrents et accentudes de m~me se touchent 
aux trois sommets du triangle de rdfdrence T I , et se coupent aux trois 
sommets du triangle dont l'indice n~est ni l'unit6, ni celui de l'une 
on l'autre de ces cubiques. Ainsi A 2 et A s se coupent aux sommets 
de /'4. De m~me A s' et An'. Au contraire, A s et A 3' se coupent aux 
sommets de T 1 et se touchent aux sommets de T 4. 

Ces consid6rations prouvent aisgment que deux courbes quelconques 
du rdseau 

Zx l x2x3A lA  ~" + g A 2 A a A  4 + vA: 'A3"A 4" -~- O, 
qui sont du 9~me degrd, ont 72 intersections fixes confondues six par 
six aux sommets des quatre triangles 2'. En  cons6quence, si l'on 
transforme le plan par la substitution 

(5) ayI-~-A2A.~A4, ay~--~A2"A3"A~" , a y . ~ - x l x . : x a A I A , ' ,  

chaque point y correspondent neuf points x. I1 est d'ailleurs visible 
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que ces neuf points x constituent un groupe complet de points con~ 
juguds suivant les substitutions ft. 

Cette substitution (5) que je nommerai (A)jouera un r61e prdpon- 
dgrant dans les recherches actuelles. 

5. Je vais encore chereher directement le lieu des points x4, qui 
son~ les points de contact des tangentes mendes des points sextactiques. 
Je feral usage de la proposition suivante: 

Si, p a r  rapport d toutes les cubiques C qui ont neu f  points d'inflexion 
communs,  on prend les premieres polaires d'un point  z,  ces coniques 
[brment un faisceau dont les pivots sont situds sur celle des cubiques qui 
passe par  le point z. 

Cette proposition se dgmontre ainsi. Deux des polaires sont 
reprgsentges par les 6quations 

z l x ,  2 + zpx., 2 + z3x~2 = O, 

~ l xpx  3 + ~.pXaX , + z~x,x,_, - ~  O. 

Je tire de lk les z en fonction des x: 

(6) ~z, = x , ( x } - - x 3 3 ) ,  ~z2 = x .~(x33--x~) ,  ~z~ -~  x3(x ,3--xp~)  

et ensuite 

z, z~z 3 x, x~xa ( xt 3 -  x~ 3) ( xp~ - xa ~ ) (x3"-x, 3) 
Mais, en vertu de l'identitg 

a (b - -  c)3-[ - b ( c - -  a)a Py c( a - -  b)a~----(a--b) (b -- c) (c - -  a) ( a--~ b -J-c), 

la dernibre 6quation se change en 

z }  -4- z2 3 "4- z3 ~ x,~ + x~  -4- x~ 
z, z.. z~ x, x~ x a 

ce qui d6montre la proposition annoncge. On a ainsi le moyen de 
passer du lieu des points x,,, au lieu des points x~2~. I1 suffit~ en effet, 
de changer dans l'gquation du premier, les x en z~ puis de substituer 
aux z les expressions (6). En particulier, ~ chacune des neuf droites 
dont l'ensemble constitue le lieu des points x 2 correspond une courbe 
du 4hme degrd /~, lieu partiel des points x 4. Les neuf courbes J~ 
sont donnges par l'dquation 

(7) B = x, (x23--x~3)  - -  O x~(x3~-x~:~)  ---- o 

et celles qu'on en dgduit en remplagant 0 par tree quelconque des 
trois racines cubiques de l'unit6, puis en permutant les indices. Ces 
courbes jouissent, par rapport aux triangles d'inflexions, de nombrenses 
proprigtds dont Fgnoncg suivant rgsume quelques-unes: 

Pour  le faisceau des c'ubiques qui ont neu f  points d'inflexion com- 
muns ,  le lieu des points  x 4 se compose de neuf courbes distinctes du 
4~me degrd. Chacune d'elles est adjointe d un point  d'inflexion. L 'ad-  
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jointc d 'un point d'inflexion J a elle-m~me quatre points d'inflexion 
sur chacune des quatre droites d'inflexions 2assant en J et un contact 
du 3~me ordre avec sa tangente en chacun des sommets des triangles 
d'inflexions opposds aux cords qui contiennent J .  Les tangentes en cez 
quatres sommets passent en 3_. 

Si l'on a ggard -~ ee que le contact du 3~me ordre avec une tan- 
genre compte pour deux inflexions, on volt que cet dnoncg fair connaitre 
les 24 points d'inflexion de la courbe du 4~me degrd J;. 

On ne manquera pas de remarquer que, par l'emploi continu de 
la substitution (6), ou substitution (1~), le ~hdorbme ggndral relatif 
aux d@ompositions et au degrd du lieu des points x,,, est d~s "~ prdsent 
ddmontrd pour m ~ 2". 

Propri~t~s d'une certaine transformation du plan. 

6. Je vats actuellement faire une dtude spdciale de la substitution 
(A), dgfinie par les dquations (5), et tout d'abord je vats montrer, 
que cette substitution, comme celle que j'ai appelde (B), transforme en 
elles-m6me toutes les cubiques C du faisceau (1). 

Soit 0 une racine cubique imaginaire de l'unitd, et considdrons la 
substitution composge suivante 

[ ~X,'~=t~ ~ -~ O '- tfi--~- O t( ~- , 8 l~aat, = 2 a ya--  Oy.,_--O?y,, 

(8) t ,]Xx.:~t.f.~+ 0 t~.%-O.,t:~ ' ~ l ~ a 3 t . , = 2 a y 3 _ O . ~ y ~ _ O y , ,  

/ ~ x 3 3 = t ~ } +  t2'3 + t, �89 F ( l  + S a 3 ) t ~ = ? a y j - - y 2  - - y , .  

Transformons par cette substitution la cubique 

(9) x, 3 -}- x~ 3 -~- x33 -~- 6ax ,  x~x 3 ~-  O. 

Voici le ddtail du calcnl: 

(x,~ + x.~3 + x~3) "~ + 6~ a3z,3x.~3x33 ~- O, 

[8a'~t,-k-8a:~t2 %-(l %-8a3)t,] 3 -  3"~.29 a9tlt~t3 ~ O, 
1 

Y3~ 1 + Sa .~ (8a3Y33--Y~-3--Y"~--6ay' Y2Ys) -~- O, 

y,'J %- y~:' + y:~'~ %- 6ay ,  y2y 3 ~- O. 

Ainsi la substitution (8) transforme en elle-m6me la cubique (9). 
7. Dans les formules (8), je peux substituer au param~tre a son 

expression tirde de (9). J'obtiendrai ainsi une substitution applicable 
tout le plan, et qui transformera en e]le-m~me chaque cubique du 

faisceau (9). 
Tirons d'abord des formules (8) les expressions des y en fonction 

des x~ ce qui donne: 
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�9 3 4 
- -  Z - ~  Y'2 = ( 1 - - [ - S  a 3 ) ( xaa--[-x23--[-xl 3),~ ._[_ 8 a 3 0 ( x3 a --[- 0 2 x23 -}- 0 x ,  3) 

+ 8  a~O ~ (x33 -~- 0 x23 + 02 x~3) 3, 
34 

(10) - -  ~ y~ = ( 1 + 8 a 3 )  (x33§ 8a30-~(x33+ 0 2 x / +  Ox~3)'~ 
-[- 8 a "~ 0 (x~ 3 + Ox23 + 02x13) 3, 

�9 2 �9 3 4 a  
Y3 = ( I -~-8 a 3) (xaa-~-x23-~-xl a)s .~_ 8 a s (x33 -~- 0 2 x23 -~- 0 x13) 3 

+ 8 aS(xa:*-~ - Ox:3-~ - 0'x13) 3. 

Pour ddvelopper les seconds membres de ces gquations, remarquons 
qu'on a e n  ggngral: 

A (u s -~- u~ -~ ul) 3 -~ B (u~ + 0 ~ u 2 + 0 u 1)s _~ C (u s ~- 0 u 2 -~ 0 ~ u 1)3 

= (A + B + V) (u~ + u~ + us) 3 + 3 (0--  1) (C- -  0 ~- B) (u~u2~-+u~us~+u~u~ ~) 
+ 3:(0 - -  1) (:B-- 0 '~ C) (u2u~" + u .~u/+ u~us2). 

Au moyen de cette identitd on reconnait que le second membre de la 
premiere dquation (10) se rdduit 

(x13 + x23 + x33) ~ + 3 - 2 4 a  3 @,S x26-t- xi~ x36 + x33 x,~). 

En vertu de l'dquation (9),  on peut remplacer cet~e expression par 

3 �9 24a'~(x~ax.~+x:Sx3 ~ 

De m6me, le second membre de la deuxihme dquation (10) peut 6tre 
remplacg par une expression qui diff'ere de la prdcddente par la per- 
mutation de deux indices. Quant h la troisi~me gquation (10), son 
second membre devient, par des transformations analogues 

24 a ~ (x~ ~ + x~ '~ + x~ ~ - -  3 x, 3 x.,3 x~) 

= 24 a ~ (x~ :~ ~ x~ 3 ~ x 33) (x~ s_~ 0 x~ ~ + 0"-' x3 s) (x~3 ~_ 0 ~ x~ + 0 xs~). 

Ce qui peut encore s'gcrire, eu 6gard ~ (9): 

- -  6 .24a~x~x . , x s ( x ,  6 + x.~~ + x3~--x~Sx~--x2Sxs  3 -- xsSx, S). 

- -9  les formules (lO) se changent en Si je pose maintenant a sz~.~a ~, 

{ ay~ ~ x~'ax~ ~ -~- x~ax3 ~ 2v x33x~ ~ - -  3x~Sx2Sxs s, 

(11) ayl ~ x.~Sx~ ~ ~ x~ax.~ ~ ~ x~xa  ~ - 3x~Sx~Sx3 a, 

y.~ ~ x~ x2 x~ ( x~ ~ ~ x~ ~ + xs ~ -  x~3 x:a--x~ s xs "~ - -  xs~ x~ 3) 

et nous avons ce rgsultat: la substitution (l l)  transforme en elle-m~me 
route cubique du faisceau x~ ~ -~ x.~ ~ ~- xs s -~- 6ax~x~x.~ ~ O. 

Si l'on observe maintenant que les seconds membres des dquations 
(11) sont ddcomposables en faeteurs, on reconnait que /a substitution 
( l l )  cdincide a v e c l a  substitution (A) du No. 4. Effectivement les 
dquations (l l)  peuvent s'gcrlre; 
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[ ay~. ~-  (x I x22 --t- x2x32 --[-xax, ~') (xl x2 ~ + ~)x2 x32 + O~xa xl 2) �9 

/ (Xl x22 "31- 02 z2 x32 -~- 0 X 3 Xl 2) = A 2" A 3' .44 t , 

(12) iay,=(x~x,2+x~x3+x,x~2)(x~x/-+Ox3x~2+O~x, x3~). 
| " (x2xl~-+O~x3x2'~_4_Ox, x32)~__A.,AaA4, 
t a ya = xtxix.~ ( xl 3 + 0x23-4 - O'~x33) (xt'~-4-O2x23-4-Ox33)=x~x2xaAlA(. 

L'origine actuelle de cette substitution (A), qui rdside darts les formules 
(8), met de nouveau en gvidenee qu'~ chaque point y correspondent 
neuf points x. 

8. Pour avancer dans l'dtude de la substitution (A), je vais chercher 
comment elle transforme quelques-unes des lignes consider6es prd- 
eddemment. 

Observons tout d'abord que le point d'inflexion x~--~-0, x 1 - 4 - x ~ 0  
a pour transform6 Y3 ~ 0, Yl -4- Y._, ~ 0, c'est-~-dire se transforme en 
lui-m6me. Ddsig'nons par J c e  point d'inflexion. I1 rgsulte de 1s que, 
considdrd dans Ia figure (y) fl a pour transformds, darts la figure (x), 
les neuf points d'inflexion. 

La droite x 1 - - x  2 ~ 0 a gvidemment pour transformde la droite 
Y t -  Y2 ~--0. I1 en rgsulte, ee que d'ailleurs les formules (11)per- 
mettent de vgrifier aisdment, que l'axe d'homologie y ~ -  y~ ~ 0, ton- 
jugud du point J ,  a pour transformde la figure eomposde des neuf 
axes d'homologie. C'est ce qu'exprime l'gquation 

(13) ~ ( y , - y 9  = - (x?--x/) (x~'~--x3 ~) (x3~-x?). 
9. Ddsignons par A l e  produit des 8 quantitgs A 1 . . - A 4 " .  On 

a, d'apr~s les formules (12) 

63Y~ Y,.Y3 ~ Ax~x~x3 
et puisque route cubique du faisceau est transformge en elle-m6me, il 
en rgsulte 

~3 (yl 3 + y2S + y3 a) = A (x~ 3 + x23 + x3~). 
(14) a3 (y t3 -f- y~a -~ y33 -qT, 6 a y , y.~ y3 ) = A ( x~3 .-f- x23 --~ xa~ --~ 6 a x~ x~ x3) . 

Au moyen de cefite relation (14), nous pouvons trouver aisdment la 
transformde d'une droite d'inflexions quelconque, en observant qu'un 
triangle d'infiexions est une cubique du faisceau. Consid&ons, par 
exemple, le triangle T2 dont les cSt~s x / ,  x~', x a" sont donnds par 

(15) x(=x~-4-Ox~A-O~x~, x/=-xa+O~x~+Ox~, xa'~-x~+x,~A-x~, 
le cbtd xa' passant par J .  Posons de m6me: 

t 2 y~ =ya'4-Oy., .A-O y~, y~'=y3-4-O~y.~-4-~3y~, Y3 ~ Y a + Y ~ - f - Y , "  

Comme consgquenee de (14), on aura: 

a~y(y~'ya" -~- A x (  x /xa ' .  

I1 rgsulte de l~ que les ~ois expressions des y', qui sont ehacune du 
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9ibme degrd, se partagent entre elles les faeteurs du second membre 
comme le font les expressions des y: deux d'entre elles contiennent 
trois facteurs A;  la troisibme, les deux autres facteurs A et le produit 
x(x2"x~'. La droite y 3 " ~  0 contenant le point 5, c'est l'expression de 
Y3' qui contient le facteur xl'x.)'x~'. La substitution a, adjointe ~ J,  
permute Yl et y.) sans altgrer Y3, et, de m~me, permute y( ,  Y2" sans alf~rer 
Y3" D'autre part, on reconnait sans peine que les deux cubiques A, 
adjoiutes & un m~me triangle, s'~changent entre elles par route substitution 
a. Donc les deux facteurs A qui complbtent l'expression de Y3' correspon- 
dent ~ deux cubiques adjointes ~ un m~me triangle. Je dis que ce 
triangle est prgcisgment celul dont nous transformons en ce moment 
les c5tds, le triangle T e. 0bservons, en effet, que les deux cubiques 
A, adjointes ~ un triangle T~, ne passel~t pas aux sommets de ce 
triangle. Si donc y~' ~ x~'x2"x3'A~A~' , n ~tant autre que 2, la eourbe 
eomposge qu'on obtient en ggalant k zdro le second membre de cette 
expression, ne passe pas aux sommets de T~. Or cette conclusion 
est impossible, puisque cette courbe eomposde fair partie du r~seau 
envisagd au No. 4., et dont chaque courbe passe aux sommekq des 
quatre triangles. Donc n ~ 2, e'est-~-dire que: une droite d'inflexions 
passant par  le point J ,  et envisagde dana la figure (y),  a pour trans- 
formde, dana la figure (x), l'ensembl* des trois cdt~s du triangl* d'in- 
flexions dont ell, fair partie, et, en outre, l,s deux eubiques A ,  qui 
sont adjointes dz ce triangle. Les deux autres c6tds du triangle out 
ensemble, pour transformdes, lea six autres cubiques A.  

Comme consdquence, l'ensemble des 8 droites d'inflexions qui ne 
passent pas en J ,  se transforme en l'ensemble des 8 cubiques A,  pris 
trois lois. Voici maintenant la eonsdquence alggbriqu% qui sera utile 
plus loin. 

Considgrons les dquations analogues ~ (15), et qui d6finissent les 
autres triangles d'inflexions: 

x~" = 0  x~-Fx~-kx3, x2" =x~ +O x2+x3, x3" ~ x ~ + x : + O  x~, 
x("-~O2x~+x.~+x~, x2 ~xl-FO~'x~+x3, '" " x3 -~x~ -F x~ + O~x3. 

On aura: 

. . . . . . . . . . . .  ~_ A I A ~ A . , A a A ~ A ~ A , )  , (16) aSYlY~Yl Y2 Y~ Y~ Y~ Y~ (A, . . . .  3 

ggalitg que le raisonnement prgcddent dgmontre, sauf un facteur 
numgrique. En faisant x~ ~-- 0, x~ ~ x~, ee qui entraine Y3 ~ 0, 
y~-~-y~; on reconnaitra que l'6galitg (16) est compl~tement exacte. 

10. J'ai maintenant en rue d'obtenir la tzansformge de la 
courbe B ,  lieu partiel des points x a. A cet effet, je vais gtablir 
une autre proprigt~ de la substitution (A). Considdrons les quatre 
quantitgs : 
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X = x, 9 + x2 ~ + x39, 

Y ~ Xl3X23X33, 

Z = x13x~ 6 + x2:3x36 + x33xl 8, 

U ~- x2"~xt ~ -~- x:~3x26 + xj3x36 �9 

Si on les envisage pour un point x de la cubique 

(17) C ~ xt 3 -~- x23 -{- x3 ~ + 6 a x l x 2 x  a ~ O, 

elles sont liges par la relation lingaire: 
X + 3 t" + 3 Z  -f- (63a3-[-6) U----~ 0. 

Si donc on consid~re une quelconque des courbes D reprgsent~es par 
rgquation 

D - ~  ~ X +  ~ Y +  v Z +  ~ U = O ,  

on peut prendre arbitrairement deux points seulement de la cubique 
C pour y faire passer la courbe D. Les autres points, au nombre de 
25 sont par l~ dgterminds. Je dis que les 27 points d'intersection de 
la c~bique C et d'une quelconque des courbes D sont distribuds sur 9 
lignes droites, transformdes les unes des autres par les substitutions 
homogrophiques ft. 

Pour le prouver~ considgrons une droite b~; prenons ses trans- 
formges b~', b~" par Ies deux substitutions fl qui sont eonjugudes du 
triangle de rdfdrence, et i~isons le produit. I1 vient: 

b~b~'b~" ~ bl:*xl 3 + b./~x, '~ + b~'3x33 - -  3blb~b~xlx.~x 3. 

Ce qui, pour un point de la cubique C, peut s'gcrire: 

b~bx'b~"~( 01 ~--~a) x13-{-', . a  . \ "  2 a  ." 

Pour obtenir le produit de b~ et de ses huit transformges par les sub- 
stitutions fl, il suffit de permuter circulairement les indices dans cette 
derni~re formule, ll en rdsulte manifestement que le produit de ees 
neuf facteurs est de la forme 1), saul des multiples de C. D'ailleurs, 
la droite b= p~ut, ainsi que la courbe 1), 6tre mende par deux points 
arbitraires de C. Donc la proposition est ddmontrge. 

1 I. Il rgsulte de l~ une consdquence immgdiate pour la substitutaon 
(A). On peut l'dcrire: 

1 ( X - - 3  Y).  ~Yt ~-- Z -- 3 Y ,  ~Y2 ~ U ~ 3 Y ,  6 Y 3  ~ -  6 a  

Donc la transformge par (A) d'une droite de la figure (y) coupe une 
cubique quelconque du faisceau dans les m~mes points qu'une certaine 
eourbe D. D'ofi cette consgquence: A trois points x en ligne droite, 
et sur une m/2me cubique C, correslgo~dent 2 a t  la substitution (A), trois 
points y e n  ligne droite. 

A deux points x infiniment voisins correspondent deux points y 
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infiniment voisins. Donc: s/ /a tangente d'une cubique C au ~oint x 
rencontre de nouveau la cubique au ~oint x', et que y, y" soient les 
transform& de x, x' par la substitution (A) ,  y' est sur la tangente dc 
C en y. En d'autres termes, si l'on effectue successive~nt les sub- 
stitutions (A) ,  (B), on peut en intervertir l'ordre sans changer le 
rdsultat. 

Pour plus de clartg, appelons substitution (A) eeIle qui transforme 
un point yen  neuf points x, et substitution (A -~) celle qui transforme 
un point x en un point y. La substitution (A -~) change en elle-m~me 
la ~roite E ~ x  1 - - x 2 ~ 0 .  La substitution (B) la change en la courbe 
B ,  lieu par~iel des points x 4 (No. 5.). Trausformer E par les sub- 
stitutions successives (A-l) ,  (~),  (A) dans cet ordre, c'est donc trans- 
former la courbe /~ par la substitution (A). Mats les deux derni~res 
substitutions effectuges sur E peuvent ~tre interverties, comme je viens 
de le prouver. L'opgration effectuge sur E est donc ]a m~me que 
celle-ci (A-1) (A) (B). Mats l'opgration (A-~) (A) change la droite E 
en l'ensemble des 9 axes d'homologie analogues. Donc la transformge 
de la courbe :B par la substitution (A) coincide avec l'ensemble des 
transformges par (/~) des 9 axes d'homo]ogie, c'est-h-dire avec ren- 
semble des neuf courbes analogues ~ B. Ce~te propridt6 s'exprime 
par l'6galitg 

(18) y~(y.2--ya3)--y~(y3S--y~3)=[x~(x~3--x3a)~--x~a(xa~--x~a)a]x 

�9 [ x / ( x ~ 3 - - x / ) ~ - - x ~  ( x ~ - -  x~)3] Ix3 ~ (x~  - x ~ ) ~ - - x / ( x ~  3 -  x~ ) '~ ,  

qui est prouvge, saul un facteur numgrique. I1 suffira de faire xa~-y 3 ~---0 
pour achever la ddmonstration de cette formule (18). 

Ici se termine la pattie purement alg6brique et ggomdtrique de 
ce mgmoire, que je vats poursuivre en introduisant les fonctions elliptiques. 

Solution des probl~mes proposes au moyen des fonctions elliptiques. 

12. Le mode de representation des points d'une courbe cubique 
par les fonctions elliptiques, imagin6 par M. C l e b s c h ,  peut ~tre, 
comme on salt, vari~ de diverses mani~res. Ainsi que l'a fair voir 
M. H e r m i t e * ) ,  le mode le plus g6n~ral consiste ~ prendre les rap- 
ports de deux des coordonn~es ~ la troisi~me, et ~ 6galer s6pargment 
ees deux rapports ~ deux fonctions doublement pgriodiques, ayant trois 
infinis, les m~mes pour routes deux, dans le parallglogramme des 
p~riodes communes ~, ~', et d@endant du m~me argument t, ~ chaque 
valeur duquel correspond ainsi un point de la courbe. Les gquations 
obtenues de la sorte d~finissent, de la mani~re la plus g6n~rale, une 
cubique plane. 

*) Journal ffir die reine und angewandte Mathematik. Bd. LXXXII. 

Mathematische A.unalen. XV. 24 
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3e rappelle sommairement les propositions suivantes: 
L'argument t dtant choisi de mani~re d ~tre nul pour un point 

d'inflexion J ,  la somme des arguments des 3m points d'intersection de 
la cubique avec une courbe de degrd m n e  dif[~re de zdro ~ue mar des 
multiples des pdriodes; et comme cons6quences : les points x,,, en chacun 
desquels il existe des courbes de degrd m ayant avec la cubique des con- 
tacts de l'ordre ( 3 m - - l )  sont ceux dont les arguments ont la forme 
neo + n'eo" 

, n et n' dtant des hombres entiers; 3m 
les points .c. 2 ou se~'tacti~ues sont les points de contact des tan~entes 

menc:es des points d'inflexion, les points x 4 sont lea points de contact des 
tangentes men(es des points xp; 

les points x:~ sont les sommets des triangles inscrits et circonscrits. 
Car le triangle dont les sommets ont pour arguments 

na)+n'eo' --2nco--2n'eo' 4nr -J- 4n'eo' 
9 7 9 ~ 9 

est inscrit et circonscrii, et ses sommets sont des points x 3. Les points 

x a sont au nombre de 72; car l'expression neo-{-n'eo" 9 a 81 valeurs, d'oil 

il faut dgfalquer les 9 valeurs ~o+n 'o ,"  qui rgpondent aux points 3 
d'inflexion. 

Enfin,  si le point x apour  argument t, les huit points transform& 

de x par les substitutions fl ont pour arguments t + nco+n'o)" .~ ; et les 9 

points transformds de x par les substitions a ont pour arguments 

t + ~,o+,,',o'. 
3 

13. Je rappelle maintenant quelques formules relatives ~ la multi- 
plication de l 'argument dans les fonctions elliptiques. Je vais reproduire 
ees formules telles que je les ai employ6es dans un travail ins6rg aux 
Comptes-l~endus de l'Acaddmie des Sciences (3, 17, 31 Mars 1879). Je 
rappelle toutefois que, sous une forme peu diffgrente, elles ont d6j~ 
6td raises en usage par M. K i e p e r t * )  et par M. Max  Simon**)~ et 
bien antdrieurement par M. Moutard***) .  

Consid6rons la fonction H(t) de J a c o h i .  Si l'on 6crit H~ au lieu 
de H(at) ,  cette ibnction satisfait ~ la relation 

H (19) H~-bH~+bHr ~ + Hb r ~+r + Hr162 ~ ~ 0. 

Dans cette relation (19) existe une double homoggndit6; homogdn6it6 
par rapport ~ la lettre H, tous les  termes grant du 4brae degr4; homo- 

*) Journal ffir die reine und angewandte Mathematik. B. LXXVI. 
**) ibid. Bd. LXXXI. 

***) Poncele t ,  applications d'analyse et de G6omdtrie, T. I. p. 545. 
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gdndit4 par rapport aux carrgs des indites, tousles termes 6rant, s ee 
point de rue, du poids 2(a'~--Fb~--~ce). Prenons la fonctioa 

m ~ - - 4  

(20) g,,(t) ~ H(mt)H(t )  s 
r  

H(Ot) 3 

qui est du degr6 et du poids zgro, et il est manifeste que la fonction 
g~ satisfait, elle aussi, s la relation (19). Les quantitgs gl et g2 sont 
routes deux l'unit6. Pour 6vif~r les exposants fractionnaires, prenons 
g:a au lieu de ga et posons: 

H 3(3t) H 5 (t) H (4tl H~ (t) 
(21) ~(t) ~ qa3(t)--~- H~(2t) , ~( t ) -~-g~( t )  ~ H~(.2t ) �9 

Nous avons alors cette proposition: la quantitd g.,(t) est un polynome 
entier en ~ (t), ~ (t), quand l'cntier m n'est 1ms divisible par  3. Quand 

m est un multiple de 3,  g,. (t) est le produit de ~(t) par  un tel polynome. 
Eii~ctivement la formule (19) de J a c o b i  donne pour le calcul de g,. 
ces deux formules rdcurrentes 

3 2 2 (22) g2.+~ = g.+~g~ - -  g._~g.+~, g~. = g,, (g,,+~g.+~--g=_~g=+~). 

On en tire g,~ en fonction entibre de y,  ~ ,  et l'on reconnail sans 
peine que eette fonction enti~re est composde en ~ comme l'indique 
l'6nonc4 pr6c6dent. 

14. Les fonctions gm sont paires et, pour les valeurs enti~res 

de m, doublement pdriodiques. Pour t ~ O, g~(t) se rdduit s ~ .  
.9 3 

La fonction ~(t), dans an parallglogramme des pdriodes ca, co', a 8 

z@os triples n(~A-n%" n' ~ ,  n e t  n'gtant pas nuls ensemble. Elle a 3 

infinis octuples n a ) + n ' ~ ' .  La 
2 

4 , n e t  n" n'gtant pas 

quadruples, les m~mes que ceux 

L'argument t correspondant 
ealculer les fonctions ~( t )e t  ~/(t) 

Soit x 3 : = 0 ,  x l + x 2 ~ - - 0  
est nul. 

fonction ~(t) a 12 zdros simples 

pairs en m~me temps, et 3 infinis 

de ~(t). 
au point x d'une cubique C, je vats 
au moyen des coordonnges du point x. 

le point d'inflexion J pour lequel t 

Les points pour lesquels on a 2t-== 0 mats non t ___= 0, sont les 
trois points sextactiques situgs sur la polaire de J ,  x I - - x  2 ~ 0. 

Les points pour lesquels on a 4 t  ~ 0, mats non 2t  ~ O, son~ les 
12 points x 4 situds sur la courbe du 4hme degr4 B (No. 5.) 

B = x l  ( x2~- -x3  3) - -  z2(x3 ~ - - x l  3) = 0 .  
24* 



372 G.H. HALrn~. 

Considdrons la fonction 
x i  ( x ~  - -  x~ 3) - -  x~ (xa 3 -  x j  3) 

~' ~-- (x~ -- x~)4 
et envisageons-la le long de la cubique donnde C. 

]l est manifeste que cette fonction, ainsi envisagge, a l e s  m6mes 
zdros et les m6mes infinis quc la fonction ~(t), et avee los m~mes 
ordres de multiplicit6. Comme elle est homog~ne et de degrd zdro, 
c'est aussi une fonction doub]ement p6riodique de t, aux m6mes pdriodes 
que ~(t). C'es~ done ~(t) sauf un facteur numdrique. Pour connaitre 
ce facte.ur, observons qu'au point J ,  9' se rdduit ~ - - ~ ,  tandis que, 
pour t ~ 0, ~(t) se rdduit ~ -~. Done 9' et ~(t) ne cliff%rent que par 
le signe. 

Prenons maintenant, le long de C, la fonction 
�9 �9 ts ps s~t ~,t 

~ ~ X !  X 2 X !  2 2 ~1~! 2ff2 X t  X 2  

dont le numdrateur est composg du produit des huit droites d'inflexion 
ne passant pas en J~ et explicitement donndes au No. 9. Cette fonetion, 
&alement homog~ne et de degrg zgro, est aussi doublement pgriodique, 
e t a  les m6mes pdriodes que ~(t). Mais elle a aussi, comme ~(t), pour 

zgros ]es 8 valeurs de n~A-n'~" 3 , s a u i  ~ la valeur zgro, et elle les a trois 

fois~ attendu que les huit droites qui figurent en son numgrateur con- 
tiennent chacune trois des huit points d'inflexion autres que J .  La 
fonction ~" a aussi les m6mes infinis que ~(t)~ octuples aussi. Donc 
~" et ~(t) ne dii~rent que par un facteur numgrique. D'ailleurs~ au 

3 s 3 a 
point J ,  ~' se rdduit ~ - - V  e ta ( t )  ~ ~-.  Donc~ 'e t~ ( t )  nediff~rent 

que par le signe. Nous avons done ees formules 

[~ ( t )  ~ -  z,x~x[x;x,"x;'x,'"x;'" 

(23) (x~--x,)~ ' 

Si l'on ddveloppe le numdrateur de ~(t)~ on a encore: 

(24) f (t) ---- -- [ ~ ' ~ + ~ + x ' ~ - x ' ~ - x ~ x ' - z ' = ' ]  

15. Les formules (23) permetbent de calculer la fonction g~(t), 
exprim6e par les coordonn6es du point x. Mais, comme ce sont les 
points 3 m t - ~  0 qui nous int~ressent ici, je vais calculer directemen~ 
~(3t) et y(3t),  par un raisonnement tout semblable. Si nous faisons 
t" ~--3t, nous savons que: 

les points 2t'--= 0 soar les points sextactiques, situgs sur le lieu 

(XI3---X23) (X~3"--X33) (X33-- Xl 3) = 0 ;  
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les points 4t'=__ 0 sont les points x4, dont le lieu complet se compose 
des 9 courbes /~, reprgsentdes par: 

[x~3 (x2 ~ - x33) 3 -  x~ 3 (x33 - -  x~ 3)33 I x ,  3 ( x ~  - -  x1'~)3 _ x33 ( z ,  3 _ x 3 ) 3 j  

Ix33 (x,3--x23) s -  x~3(x23- x33) ~3 = -  0 ;  

les points 3 t ' ~_  0 sont les points x3, dont le lieu comp]et est l'en- 
semble des 8 courbes A l �9 �9 �9 A4". En reproduisant alors le raisonnement 
prgcddent, j 'obtiens ces nouvelles formules: 

(A,  A , ' A ~ A u ' A  a A a ' A  ~ .~.4') s 
(3 t) = - -  [(x, ~ _ x~) (xs _ x,~ (x- ~ -  x~)-] ~ , 

(25) [x ,~(x~-x~)~--~(z ,~-  x,~)~] [x~ ~ (x~--x,~)'-x~ ~ (x,~-x~) ~] x 
lx~ (x,~ -- x~) - x,~ (x~ ~ - z~)'~] 

Ou en dgveloppant le numgrateur de ~(3t): 

( x~-l-x~--F x,O- x~ ~ x ~ -  x~ ~a-x ,~  x~) ~ ( x~Z x~ A-x~ ~ x~ A-x~ ~ x,o-3 x~axa,~xa ~, ~ x 

[ (x,~ - x2 3) (x~ 3 -  xs ~) (xs ~ - -  x l ' ) ]  ~ 

16. La comparaison des formules (23) et (25) v a n o u s  faire con- 
naitre enfia la vdritable nature de la substitution (A), dont nous nous 
sommes prdcgdemment occupgs. Met-tons, par la pensde, dans les 
seconds membres de (23), y au lieu de x, eL ddsignons par t' l 'argument 
du point y. Les formules (23) donnenL alors ~(t') et y(t'). Substituons 
maintenant aux y leurs expressions donndes par la substitution (A), 
et rappelons-nous les formules (13), (16) et (18) qui nous fournissent 
le rgsultat de cette substitution. La conclusion cst celle-ci: 

~(t') = ~(3t),  ~(t ') = n(3t ) .  

L'gtude que j'ai faite des fonctions ~, ~ duns le travail prdcit6, 
conduit .~ cette consgquenee, que ces deux fonctions grant donndes 
numdriquement, lar~ument ,  ~ des multiples pros des pdriodes, est 
dgterming sauf le signe. On a doric t' z -~- 3t ,  et nous n'avons plus 
qu"~ lever cette ambigu~td de signe. 

Soit x' le point de rencontre de la droite J x  avec la cubique C, 
z le point de rencontre de la tangente en x avee (7. Si l'on a t ' ~ 3 t ,  
le point y est en ligne droite avec x' et z. Si l'on a, au contraire, 
f ~ - - 3 t ,  x' eL z sont en ligne droite avec le point y" situd sur la 
droite J y .  Examinons s i c e  second eas a lieu. Le point x ' a  pour 
coordonndes z2, xl ,  x3 et le point y" a pour coordonndes Y2, Yl~ Ya- 
Il faut done examiner le dgterminant: 

Y2 Y~ Y3 

X 2 X! X 3 
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duns lequel les y sont donn6es par (11), et les z par (6). I1 est ais6 
de v6rifier que ce ddterminant n'est pus nul; car le terme du plus 
haut degr6 en xl~ du 10~me degr6~'est unique et ne peut~ par cons6- 
quent~ se r6duire. Au contraire, dans le ddterminant que l'on obtient 
par 6change de Yl et Y2, il y a deux termes du 10~me degr6 en xl, 
et qui se d6truisent. Ainsi: 

Si le point x a l' argument t sur la c'ubique du faisceau qui y passe, 
le 2oint y qui lui correspond par la substitution (A),  a l'argument 3t; 
ou encore: Si Z'on inserit 5 une cubi~ue du faisceau un triangle xx ' z  
de manigre que le c6td x z  soit tangent d la cubique en x ,  et que le c6td 
xx" ~)asse au point d'inflexion J ,  le troisi~me c6td passe au point y~ 
correspondant au sommet opposd x par la substitution (A). 

17. Arrivons maintenant ~ la solution d6finitive des problbmes 
qui nous occupent. Calculons, au moyen des formules rdcurrentes (22), 
g,~(3t)~ en inerrant pour ~, ~ les valeurs (25), et ggalons le rdsultat 

zgro. Nous vbtenons ainsi l'dquation d'une eourbe qui coupe route 
�9 cubique du faisceau dans les points dont les arguments sont les z6ros de 

g,~(3t), et ne la coupe en aucun autre. S i m  est un nombre compos6~ 
g,~ se d6compose en autant de facteurs que ~h a de diviseurs. On 
prendra simplement le facteur qui r6pond ~ m lui-m6me, et l'on aura 
r6quation d'une courbe coupant chaque cubique du faisceau~ et la 
coupant simplement, en tous]es  points x,,~ et ne la coupant en aucun 
autre. 

Mais nous pouvons aussi calculer g,~(t) en mettant pour ~, ~ les 
valeurs (23), et nous obtenons de m~me une courbe coupant simplement 
chaque cubique du faisceau en tous l e s  points dont les arguments 
v6rifient mr----O~ sans vdrifier m't~___-O, m" grant moindre que m. 
Cette courbe est une pattie du lieu des points x,,~ s i m  est premier 
avec 3. Nous pouvons calculer le degr6 de ce lieu partiel d'apr~s le 
nombre des .points off il rencontre une cubique du faisceau. Or le 
nombre des solutions~ distinctes suivant les p6riodes, de l'6quation 
m t  ~ O, et qui n'appar~iennent .~ aucune autre 6quation m ' t ~  O, off 
m" soit moindre que m, se calcule aisgment. C'est 

m : ( 1 - -  ~ )  ( 1 - -  ~ )  ( l -  ~ ) . . . ,  

si p, p', p " . .  �9 sont les facteurs premiers de m,  distincts entre eux. 
Le tiers de ce nombre est donc le degr6 de ce lieu partiel que nous 
envisageons. 

18. Pour connaitre le lieu complet~ donnons aux deux entiers 
n, n' les valears O~ 1~ 2 sans leur donner en re&me temps la ,valeur z6ro. 
La relation mt~--O ne coincide avec aucune des relations 

3 
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8i done on transforme le lieu partiel par les substitutions t ,  on obtient 
ehaque lois un nouveau lieu pa~tiel. St, au contraire, on change t en 
~ t, la relation mt ~__ 0 n'est pas altdr6e, et les huit autres s'c;changent 
routes entre elles. Done: (2uand le hombre m n'est pas divisible par 
3, le lieu des points xm se compose de 9 eaurbes distinctes, dont ehacune 
coupe une cubique quelconque du faisceau en des points x,,,, et non err 
d'autres points. Chacun des lieux partiels est adjoint 5 un -point d'in- 
flexion; il reste inaltgrd par la substitution homologique dont ce point 
d'inflexion est le centre, et gut laisse inaltdrdes les eubiques du ['aisceau. 
Cette substitution permute entre eux tous les autres lieux partiels. Si 
p, p', # ' . . .  sont les facteurs premiers du hombre m, distincts entre 
eux, le "degrd de chaque lieu partiel est 

_ _  1 

3 

19. Au lieu d'effectuer sur le lieu pur~iel mt :=  0 les substitutions 
t ,  nous aurlons pu passer de g~,(t) "~ g~(3t) en remplagant les x par 
les y,  puts met~nt  au lieu des y |es valeurs donndes par les formules 
de la substitution (A). En d'autres refines, le lieu complet est le 
transform6 du lieu partiel par la substitution (A). C'est ce qui r~sulte 
de la proposition 6tablie au No. 16. On reeonnait ainsi, de nouveau, 
que le lieu eomplet est d'un degr(~ 6gal ~ celui du lieu partiel, multipli6 
par 9. Mats on voit aussi que, le hombre m n'dtant 1)as divisible par 
3, le lieu partiel des points x,~, adjoint au point d'infiexion J se tra~ts- 
forme en luPm~me par la substitution (A- l ) .  C'est ce que nous avons 
reconnu prgc6demment pour le lieu des points x 2 et x 4. 

Prenons maintenant le lieu complet des points x,,,,, et appllquons- 
lui la substitution (A). Chacun des lieux partiels se transforme en 
uu lieu sdpar6, de degrg neuf lois plus grand. Mais le lieu partiel 
adjoint au point J se change en le lieu total des points x,~. Le lieu 
complet des points x ~  se compose done seulement de 8 courbes. Le 
degr~ de chacune d'elles est 6gal ~ neuf lois celui des pr~cddentes. En 
outre, chaeun de ces lieux partiels reste inaltgr~ par les substitutions ft. 

Rgpgtons encore la substitution (A) sat le lieu eomplet des points 
x3,,,; chaque lieu partiel donne un nouveau lieu partiel des points xg,,. , 
de degrg neuf lois plus grand, et ainsi de suite. Done: S i m  ~ 3"~, 
dtant premier avec 3, et ~ue lo, p', p" �9 �9 - soient les /'acteurs l)remiers 
de ~, le lieu des points x~ se compose de huit eourbes distinctes, dont 

~ta~/eune 

M~me raisonnement, appliqu6 au lieu des points xa, donne cette 
consdquence: /e lieu des l~oints x.~ se comTose de 8 courbes~ dont chacune 
est du degrd 3~~-1. 
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Dans  cos deux cas~ chaque lieu partiel reste inaltdrd p a r  los sub- 
stitutions homographiques fl ; il est conjugud avec un  autre lieu partiel, 
de telle sorte que deux conjuguds s'dcl, angent entre eux y a r  los sub- 
stitutions a. 

Introduction dos r 

20. Je termine ce m6moire en montran~ comment les r6sultats 
prdcgdents permettent de rgsoudre le probl~me que je m'dtais primitive- 
merit posd: ~our une eourbe du 3~me degrd, trouver le covariant qui 
s'dvanouit en chaque 2oint  x,,  de cette courbe. On voit maintenant que 
ee probl~me pout aussi s'6noncer ainsi: Soit f ~  0 l'dquatio~ d'une 
cubique et A l e  hessien de f ,  ex~rimer en dgalant ~ zdro un combinant 
de la forme x f  + z h , l'e:quation du lieu des ~oints x,~ pour los courbes 
du faisceau 7.f + 2 A  ~ O. 

Pour rdsoudre ce probl~me, il suffira de mettre sous forme de 
combinants los expressions (25) de ~(3t) et ~(3t),  ee qui sera facile 
gr':tce ~ l'dtude approfondie qui a 6t6 faite des formes enbiques *ernaires. 

J'emploierai les notations mSmes des Vorlesungen iiber Geometrie 
yon "Clebsch,  publides par M. L i n d e m a n n ,  et je poserai, en con- 
siddrant la forme 

f = a2,  
A ~_ (abc)~-a~b~cx ~ ~z.3, 

~ ~ (aax)a~'2aZ " ~ ]~,'~u~, 

Q ~-  (aa~p)a:c2a:2~px .~. 

~N 
Ni - -  ~u~ 

Je d6signerai par /~ le diseriminant, pris de mani~re "X ce qu'il soit 
~gal s 6 ~- pour a~' ~ = x I ~ + x23 + x:~ 3 . 

21. I1 est tr~s aisd d'obtenir rexpression de ~(3t). Considdrons 
effeetivement l'expression 

. = /~ ( N I  ~ - -  N ,  ~ ) ~ N ,  ~ - -  N s  ~) ( N ~  - -  -~j~) 

On vdrifie sans peine que, pour la forme ax 'a, 7' se rdduit ~ W(3t), 
sauf un faeteur numdrique. Mais ~' est aussi un combinant absolu, 
c'est-~-dire qu' il reste absolument invariable quand on remplace f par 
:~f-}- irA. Effectivement, si l'on pose 

4 1 (27) G(x ,  Z) ---- x* ~ Sx21t 2 - -  ~ T u Z  a - -  ~ $2~ 4, 

T, S ddsignant les deux invariants de f ,  on suit que la substitution 
de x f - } -  ZA ~ f a pour effet de multiplier 2~ pax Ga~ Q par G a et 
iY par G,  en sorte clue ~" n'est p.as altdr6. L'expression analyticlue 
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'3 de */' est done la m~me pour a~ et pour 

a~3 ~_. xl"~ q- x.2 ~ 2 V x3 '~ -4- 6 a x l x 2 x  3. 

Done, clans t o u s l e s  cas, 7' ne diff'ere de ~(3t) que par un facteur 
numgrique, facile ~ ddterminer. 

22. Pour obtenir l'expression de ~(3 t ) ,  considgrons les deux facteurs 
AI ,  A l' de son numdrateur. 

A1 ~ xl ~ + 0x23 -4- 02x3 s, AI" ---- x (  ~ q-  O~'x.,. a q- Ox.j 3. 

Ces deux quantitgs sont prdcisgment les deux covariants irrationels, 
ddsignds dans les Vorlesungen (p. 572) par la notation M, N. Si l'on 
prend I'expression qui est donnge pour ces deux covariants dans 
rouvrage citg, en y faisant f~ - -0 ,  on volt, qu'?t un facteur inddpen- 
dant des x pros, leur produit coincide avec (4;~p q -xA~) ,  off 7% ~t 
satisfont ~ l'gquation G ~ 0. Les 4 couples de facteurs qui composent 
le numdrateur de ~(3t)s 'obtiendront si l'on prend successivement pour.  
~t:x les quatre racines de G ~-0 .  On peut donc 6crire, pour ce 
numgrateur, ~ un facteur pros, le cube de 

24 (27a) G(4!~, - -  A~) ~ 2s~b 4 - -  24S~2~ 4 -Jr" -~  T~2 A~ ~ ~-2 S~AS.  

En divisant le cube de cet~e expression par f~s, on aura, ~ un facteur 
prhs, une expression de ~(3t). Mais elle ne sera pas sous forme de 
combinant. En ajoutant des multiples de f ,  on peut varier l'expressioa 
trouvde; une de ces formes est un combinant absolu. Pour trouver 
cette forme, envisageons Ies deux combinants S,~,-/, T,j,_/, c'est-~-dire, 
comme dans rouvrage citd, les invariants S, T, calculgs pour la forme 
xf-~- XA, et dans lesquels on fair, apr~s le calcul, x ~ A,  X ~ --  f. 
Les expressions de ces combinants sont donndes dans les Vorlesungen 
(page 640). Si ron y ndglige les multiples d.e f ,  ees expressions se 
rdduisent ~. 

S,~ , - I  ~ S A 4, T,~, _ j  ~ T/x6.  

Je peux dbs lors dcrire au lieu de (27a) le combinant sui~ant 
I 

(28) A = 2 s ~4 __ 2~ ~02 S,~, - I  q- T ~ T~, _ / - -  -i~ 

et j'ai pour ~(3t) l'expression suivante: 

A a 
(29) ~(3t) = ~ ,  

dans laquelle il es~ trbs-faeile de vdrifier le fac~ur  num~rique, seul 
inconnu jusqu'~ prgsent. Effecfivement, pour f ~ - 0 ,  A ~--0, c'est-~- 
dire pour un point d'inflexion de la courbe f~ A se rgduit ~ 2s$ ~, et 

~(3t) "~ ~ - . \ - g ~  / . Or l'identitd suivante, due ~ M. B r i o s c h i  
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242 Q~ ~--- 384 ~,3 __ 12 ~p S~, _]  + 2 TA, -1 

donne, pour f =  A ~ 0 
3 Q2 ~_ 2 ~ q~3. 

33 
Oil voit donc que l'expression pr4c4dente se r4duit s ~ -pour  3 t -  0. 

Eu 4gard .~ sa provenance, c'est donc bien ~(3t). 

23. Le ealcul direct de l'expression ,/" pour la forme 

a~' = x,~ + x ~  + x3 ~ 
donne faeilement le facteur qui lui est relatif, et l'on a finalement 

(30) ~(3t) = 9R(~2~--iV~3)(lV~--N'~)(~V'~--N~) B 
2712 t ~-- ~ .  

En prenant les valeurs (29) et (30) de ~, ~, on exprimera au moyen 
des trois combinants A,  B ,  Q les 4quations des lieux des points x .... 
I1 suffira de faire usage des formules r4currentes (22). u par 
exemple, les premieres dquations: 

g5 ~-- ~ - -  ~, lieu des points xs : B Q  ~ - -  A 3 = O, 

g b = ~ } ( ~ - - ~ - - , / ~ ) ,  lieu des ~oints x~: B Q t - - A a - - 1 ; ~ - = O ,  

g: ~ ( ~ - - ~ ) ~  - -  ~'~, lieu des points xT: ( B Q ~ - - A ' 3 ) A  a - -  B,~Q ' ~ O, 

lieu des 2oints Xs: ( B Q 4 - -  A3) ( 2 A  :J - B Q  ~ ) -  A3 B ~ ~-  O, 

et ainsi de suite. 
24. I1 existe une autre classe de lieux g4om4triques dont les 4qua- 

tions peuvent se trouver aussi par l'emploi des fonctlons ~, ~. Pour 
ddvelopper ee nouvel ordre d'idges, il me faudrait entrer ici dans trop 
de dgtails sur les invariants  diffr dont j'ai fond4 la th4orie dans 
ma Th~se*). Je me contente d'dnoncer quelques r4sultats. 

Appelons, en modifiant un peu un nora propos4 par M. F o u r e t ,  
courbe anharmoni~ue la courbe telle qu'en ehacun de ses points la 
tangente et les trois droites qui unisseut ce point ~ trois poles fixes, 
fassent un rappor~ anharmon[que constant h. Pour chaque point d'une 
courbe quelconque C, il existe une courbe anharmonique ayant,  en ce 
point,  avec C u n  contact" de l'ordre ie plus 41ev6 possible, le 7~me 
ordre. Disons-la osculatriee; et,  quand, en un point particulier, l'ordre 
de ee contact s'gl~ve encore, d[sons-la surosculatrice. Ces d4finitions 
pos4es, on a cette proposition: 

-Pour le faisceau des cubiques x f  + z ix = O, le lieu du ~oint pour  
lequel la courbe anharmonique osculatrice de la cubique du faisceau ~ui 
passe en ce ~oint ,  a le rapport anharmonique h ,  est re~rdsentd ~ar  
l' dquation : 

*) Paris, Gauthiers-Villars, 1878. 
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24. 73(h - 2)'-' (h + 1)2(2h - 1)-~A 3 - -  32 .5~(h~--h + 1)3Q s ~-  0.  

Le lieu du point pour lequel il existe une courbe anharmoni~ue sur- 
osculatrice , est reprdsente" par 

8 B  - -  ~ 4 = 0 .  

Le liet~ du 2oint pour lequel ga cubique du faisceau a un contact 
du 8~me ordre avec une courbe du 4~me degrg et de la 3 ~me elasse, 
est repre'sentd par 

[24Bp-l-26BQ~--7~Qs+3.2:A3] ~ -- 2 t Q t ( S B - - ~ 4 )  3 ~-  0. 

Je  pourrais multiplier de tels exemples qui sont des cas particuliers 
de cette proposition grin&ale: Le lieu du ~oint pour lequel, sur la 
cubiquc du faisceau qui y passe, un invarielnt diffdrentiel s'dvanouit, se 
reprdsente par une dquation dont le premier membre est une fonction 
enti~re des trois combinants A 3, 1~ Q~. 

P a r i s ,  Mai 1879. 


