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SULLINTEGRAZIONE PER SERIE.

Memoria di G. Vitali (Genova).

Adunanza del 13 gennajo 1907.

Vari lavori recenti hanno messo in evidenza limportanza che nello studio delle
funzioni ha la trasformazione proposta dal signor Henri LeBesGue dei concetti noti
sotto il nome di misura di un gruppo di punti e di integrale di una funzione *).

I nuovi concetti si sono mostrati indispensabili per lo studio delle quistioni pit
fondamentali del Calcolo, da tanto tempo gid poste, come quelle che riguardano la
costruzione delle funzioni primitive e I'esistenza delle derivate.

Gli integrali di LEBESGUE si presentano come una naturale generalizzazione del-
I'integrale di Riemanx, non solo per la maggior vastitd del campo delle funzioni che
risultano integrabili **), ma anche per la maggior varietd dei campi a cui si pud esten-
dere una integrazione.

Invero lintegrazione di LEBESGUE estesa ad un segmento si pud considerare come
un caso specialissimo dell’integrazione estesa ad un gruppo misurabile di punti.

In particolare il problema dell'integrazione per serie non pud pili essere conside-
rato soltanto dal punto di vista speciale dell'integrazione estesa a dei segmenti, ma si
deve studiare da quello piu generale dell'integrazione estesa a qualunque gruppo misu-
rabile di punti.

*) Legons sur Pintégration et la recherche des fonctions primitives, par Henri LeBEsGUE [Paris,
Gauthier-Villars, 1904] e G. ViTaLi, Sui gruppi di punti [questi Rendicond, t. XVIII (1904), pp. 116-126].

™) Veramente una funzione illimitata pud avere un integrale nel senso comune della parola e
non un integrale di LEBESGUE. Ma la comune definizione degli integrali di tali funzioni illimitate non
¢ meno arbitraria di quel che sarebbe il definire la somma di una serie non convergente colla somma
della serie che si ottiene aggruppando in un modo stabilito una volta per sempre i termini della data.
Del resto potremmo in modo analogo estendere il significato di integrale di LEBESGUE prefissando una

successione di gruppi
G G

in cui la funzione ¢ sommabile, ciascuno contenuto nel successivo, e tendente al campo di integrazione,

v Gyl Gy el
ed assumere per valore dellintegrale il limite (quando esiste) dell'integrale esteso a G, per # = oo

Ma ¢id non sembra opportuno, perché dal punto di vista generale non ¢ preferibile una succes-
sione piuttosto che un’altra, e cambiando la scelta della successione pud venire a cambiare il valore
che si attribuisce all'integrale.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIII (1907). — Stampato il 5 febbrajo 1907. 18
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o
lo diro che una serie convergente » #,(x) di funzioni finite e integrabili in un
H=1

dato gruppo G di punti misurabile e a misura finita & integrabile completamente per
serie quando per ogni sottogruppo misurabile I' di G esistono e sono uguali

Zfrun(x)dx e fPZu,,(x)dx.

Per esprimere invece che cid avviene quando G ¢ un segmento (g, b) e I & uno

qualsiasi dei segmenti (2, x) (@ < x L b), dird che iun(x) & integrabile per serie
nel senso ordinario. -

Io dard una condizione necessaria e sufficiente per integrazione completa per serie.

Per esprimere questa condizione bisogna che io richiami la nozione di assoluta
continuitd di cui ho fatto uso in altra Nota *).

o chiamo gruppo di intervalli distinti un gruppo di intervalli presi sopra una
retta, tale che due qualsiansi intervalli di esso non abbiano punti interni comuni, ed
ampiezza di un gruppo di intervalli la somma delle lunghezze dei singoli intervalli del
gruppo.

Sia F(x) una funzione finita della variabile reale x in un intervallo (4, b) ed a <Cb.

Sia (, §) un intervallo parziale di (g, b)) ed e Lo < B Lb.

Io chiamo incremento di F(x) in (=, ) la differenza F() — F().

Chiamo poi incremento di F(x) in un gruppo di intervalli parziali distinti di (a, b)
la somma, se & determinata e finita, degli incrementi di F(x) nei singoli intervalli.

Ora, se per ogni numero ¢ < o esiste un numero p. > o tale che sia minore di
¢ il modulo dell'incremento di F(x) in ogni gruppo di ampiezza minore di g di in-
tervalli parziali di (g, b) distint, dico che F(x) & assolutamente continua.

Io ho dimostrato nella Nota citata che condizione necessaria e sufficiente perché una
Sfunzione F(x) sia un integrale & che essa sia assolutamente continua.

Consideriamo ora lintegrale di una funzione sommabile f(x). Esso ¢ una funzione
assolutamente continua e quindi, prefissato un numero 5> 0, esiste un numero w >0
tale che in ogni gruppo I' di ampiezza minore di p di intervalli parziali di (a, b) di-

X i
stinti, il modulo dell'incremento di [ f(x)dx & minore di o. E quindi / fx)ydxp < s
. r

Sia ora g un gruppo di punti & (a, b) di ampiezza minore di p.. Si possono tro-

vare infiniti gruppi di ampiezza minore di p di intervalli distint
r,, r,,...r
ciascuno contenuto nel precedente e rinchiudente g, tali che il limite infetiore delle loro

ampiezze sia la misura di g.
! f f(x)dx
T'n

Sard per ogni
Y G. Vriravt, Sulle fungioni integrali [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XL
(1904-905), pp. 1021-1034.

ny v

<6
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},iin '/l;f(x)dx:./gf(x)dx ).

fg f(x)dx

Si pud dunque dire che data una funzione sommabile f(x), esiste per ogni numero
6 > 0 un numero . > o tale che il modulo dell'integrale di f(x) esteso ad un qualsiasi

Quindi
Z o.

gruppo misurabile di misura minore di p. sia minore di 5.

Naturalmente, se la funzione f(x) invece di essere definita in un intervallo & de-
finita in un gruppo misurabile di misura finita, valgono le stesse conclusioni.

Queste proprieta degli integrali delle funzioni sommabili non sono in sostanza
altro che l'assoluta continuitd di cui ho parlato pit sopra.

Ora, data una varieta di funzioni sommabili, si dird che i loro integrali sono
equi-assolutamente continui in un gruppo misurabile G, se, per ogni numero ¢ > o,
esiste un numero p. > o tale che il modulo dellintegrale di una qualsiasi funzione
della varietd, esteso ad un qualsiasi gruppo misurabile di misura minore di g, sia mi-
nore di o.

In particolare adunque: le funzioni di una varietd saranno equi-assolutamente con-
tinue in un intervallo (g, b), se, per ogni numero &> o0, esiste un numero y. >0 tale
che sia minore di ¢ il modulo dell'incremento di qualsiasi funzione della varietd in ogni
gruppo di ampiezza minore di p di intervalli parziali di (a, &) distinti.

In questo lavoro io dimostrerd che: "

Condigione necessaria e sufficiente perché una serie D u (x) di funzioni finite ¢ som-
mabili in un gruppo misurabile a misura finita sia integrabile completamente per serie
&che essa converga e che gli integrali delle sue somme parziali **) siano equi-assoluta-
mente continui (§ 1, § 6 ¢ § 7).

Per lintegrazione per serie nel senso ordinario la predetta condizione sarebbe
soltanto sufficiente, come proverd con un esempio (§ 8).

Perd i casi piti comuni di integrazione per serie nel senso ordinario rientrano pie-
namente nel caso di integrazione completa.

Noi vedremo che, quando le somme parziali della serie data sono egualmente
limitate in un senso (cio¢ o tutte maggiori, o tutte minori di un medesimo numero),
le condizioni indicate sono necessarie e sufficienti anche per lintegrazione nel senso
ordinario (§ 9).-Anzi vedremo di piti che per tali serie la relazione

b, b o
lim/ de: de

porta Pintegrabilitd completa per serie in (a, b).
*) v. H. LEBESGUE, L c., pag. 116.

Y
*) Chiamo somme parziali le somme Zun r=1,23,..).

n=I
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Nella trattazione io mi valgo del teorema del signor LEBESGUE sulla integrazione
delle serie le cui somme parziali sono egualmente limitate *).

In fine espongo i risultati sull’integrabilitai delle serie a termini positivi ottenuti
recentemente da B. Levi ™) riducendo le condizioni che in essi figurano.

Il teorema principale di questo mio lavoro d4 origine immediatamente al seguente
sulla derivazione per setie.

Una serie di funzioni avente le somme parziali equi-assolutamente continue ¢ deri-
vabile termine a termine, fuorché in un gruppo di punti di misura nulla, se la serie delle
derivate converge.

Nell’ultimo § di questo lavoro mi occupo dell’integrabilitd per serie nel senso or-
dinario, e trovo una classe estesa di serie convergenti, che sono certamente integrabili
per serie, se la serie degli integrali converge verso una funzione assolutamente continua.

Questa classe di serie ¢, oltre quella precedentemente accennata, una nuova classe
di serie per cui si conosce una condizione necessaria e sufliciente per I'integrabilita per
serie nel senso ordinario.

o0
1. Consideriamo una serie ) #,(x) convergente di funzioni finite ed integrabili

=
in un gruppo di punti G misurabile ed a misura finita e supponiamo che gli integrali
delle sue somme parziali siano equi-assolutamente continui.

Sia K un numero maggiore di 1 ¢ G, il gruppo dei punti in cui qualche somma
parziale & in valore assoluto maggiore di K-

I gruppi
G, G, ... G, ...

sono certamente misurabili; ciascuno di essi & contenuto nel precedente; il gruppo dei
punti comuni a tutti & nullo. Dunque il limite della misura di G, per h = oo & uguale
a zero ™), '

Sia I', = G — G,. Sard

n n & ”

(0 G;u,(x)dx:frb;u,(x)dx —|—./G}J;U,(x)dx.

Per I'equi-assoluta continuitd degli integrali delle somme parziali posso, fissato un
pumero 6 > 0, trovare un numero p > o tale che lintegrale di qualsiasi di quelle
somme parziali, esteso a qualsiasi gruppo di misura minore di p., sia in valore assoluto
minore di 5. Ora io posso scegliere b cosi grande che la misura di G, sia minore di
.. Per un tale h & qualunque sia #,

@) j;h XROLL

r=1

<o

*} LEBESGUE, L c., pag. 114.
*) B. LEv1, Sopra Vintegragione delle serie [Rend. del R. Ist. Lombardo, s. II, vol. XXXIX (1906),

pp- 775-7801
**) LEBESGUE, 1. c., pag. 109.
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”
In £, le > u,(x) sono ugualmente limitate, e quindi

lim / Z'u, (x)dx = iur (x)dx *),
n=0 [‘ r=I Ph =1
e, per n abbastanza grande,

(3) /F 3, (x)d\—/;h S u (i <o

=t

Dalle (1), (2), (3) consegue, per n abbastanza grande,
@) [Sueds— [ 3 0@
Fh r=I

Si deduce, che da un certo # in poi gli integrali estesi a G delle iu, (x) diffe-

< 2a.

riscono fra loro a meno di 45. Ma ¢ & piccolo a piacere. Dunque esiste il

lim j Zu,(x)dx.
n=cw [ =1
Per la (4) allora, per qualunque ¢ e per b abbastanza grande,

lim }"‘_u,(x)dx_fg (x)dx

n=x fci=1

L 20.

Dunque esiste il

.

lim i u (x)dx,
Fh t=1

b=

che non ¢ altro che

[ Zwmedxm,

Iirn Zu (x)dx = /;Zu,(x)dx.

G r=1

e sara

Quello che ho detto per G lo avrei potuto ripetere per ogni sottogruppo misurabile
di G e quindi & dimostrato che:

La convergenza di una serie e Iequi-assoluta continuitd degli integrali delle sue somme
parziali sono condizions sufficienti per Pintegrabilita completa per serie.

2. Consideriamo una serie > ,(x) convergente in tutti i punti di un gruppo
l

misurabile G a misura finita, e 1ntegrab1le completamente per serie, le cui somme par-
ziali siano positive. Io voglio dimostrare che gli integrali delle somme parziali sono
equi-assolutamente continui.

Se cid non fosse, esisterebbe un numero 5 > o tale che, per ogni p. > o, esiste

n
un gruppo di misura minore di 1 e un # tale che Iintegrale di > u, (x) esteso a quel

r=1i

gruppo sia maggiore di .

*) LeBesGuE, L. c., pag. 114.
*) LEBESGUE, L c., pag. 116.
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Prefissiamo una serie convergente a termini positivi » w;. Si pud per ogni i de-
i=r1

terminare un gruppo G; di misura minore di ¢, e un numero n, tali che
Z (x)dx > .
Indico con I', il gruppo dei puntx che appartengono a qualcuno dei gruppi
G, G G

Certamante la misura di I', tende a zero col tendere all’infinito di s, ed &

) Aﬁ:@msz(max

s+12 s+23 "¢

=
per ogni i >\ 5.
Di qui si vede subito che non possono aversi infiniti #; uguali ad un medesimo
numero #, perche, se
Ty By cundyy onn
fossero i valori di 4 corrispondenti, si avrebbe per ogni b

/qimﬁﬂx>g
I‘ihr=l

7
e poiche il limite per h—=co della misura di r, ¢ uguale a zero, Uintegrale di » # (x)
r=1I
non sarebbe assolutamente continuo, contrariamente al risultato della mia Nota citata
Sulle funzioni integrali.
Allora & senz’altro
lim 5, = oo,

j=00

e quindi, per "ammessa integrabilitd completa per serie,

lim Z u (x)dx = i u,(x)dx,
J=co o/ [ 7=1 T, =1

e per la (1)
D u,(x)dx o
ryr=t

Cio ¢ impossibile, perche il limite della misura di T, per s == oo ¢ uguale a zero,

e lintegrale di ) u (x)dx deve essere assolutamente continuo.
r=1

Ne consegue che gli integrali delle somme parziali della serie data devono essere
equi-assolutamente continui. Cio¢:

Se una serie convergente e integrabile completamente per serie ha le somme parziali

positive, gl integrali delle somme parziali sono equi-assolutamente comtinus.

3. Ho gid nella prefazione alluso al seguente teorema di LEBESGUE:
Se le somme parziali di una serie Zu (%) convergente (in un gruppo misurabile G

di punti a misura finita) sono ugualmente limitate, la serie ¢ integrabile completamente
per serie.

La stessa dimostrazione di questo teorema serve manifestamente a provare che per
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ogni mumero ¢ > O esiste un numero intero positivo n, tale che, per ogni sottogruppo T
misurabile di G si abbia

‘/”ﬁh > u(x)dx — fZ u,(x)dx

4. Sia ora Z u#,(x) una serie convergente, in tutti i punti di un gruppo misura-

s (h=o0,1,2,...).

bile G a misura ﬁnlta verso limiti positivi non nulli e integrabile completamente per
serie. Sia K un numero maggiore di 1.
Indichiamo con G, il gruppo dei punti in cui tutte le somme parziali
n+h
; u,(x) (h X 0)
sono maggiori di zero e minori di K".

I gruppi
G, G G

sono tali che ciascuno ¢ contenuto nel successivo, ed ogni punto di G & contenuto in
qualcuno di essi.
Si ha subito che il limite della misura di G — G, per n = oo & uguale a zero.
Per quanto & detto al § 3, si pud, fissato un numero & > o, trovare un nu-
mero m, . tale che per ogni sottogruppo I, di G, si abbia

29 ny *ve

My o+-h

7S e — [ $uwis

w =1 o Ty =1

Ora indico con

una successione di numeri positivi decrescenti e tendente a zero.
Potremo trovare una successione di numeri interi crescenti

n[’ 7’[2, n;"")ni,

tali che per ogni sottogruppo I', di G, si abbia

n._H-o-h e ©
® u,(x)dx — / u,(x)dx| <
() [ S w@in— [ 5 @i <
Per ogni intero n > n, esisterd un ¢ tale che

xén<ni+2

Per un tale # chiamerd o, (x) una funzione uguale a

> u,(x)

in G, e nulla nei rimanenti punti di G.

l

Sia ora T un sottogruppo qualunque di G, e L, la sua intersezione con G, .
Sard b

£i=n°1°fc ()dx = lim Zu(x)dx—ﬁnzu,(x)dx.

n r=I
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/I:"icn(x)dx — ‘/Ft_r"(x)dx,

per ogni # che soddisfi alle disuguaglianze

mo o, Ln<n,,

Inoltre &

e quindi, per le (w),

lim [ o, (x)dx = lim /
r i JT

H=00

<)

u (x)dx :fi u,(x)dx = [lim o, (x)dx.
I I r=1 . Fﬂ=oo

=
i

Si vede quindi che la serie

0,(0) + 3 [8,.. () — 0, (3]

¢ integrabile completamente per serie, e poiché le sue somme parziali s (+) sono po-
sitive, gli integrali di queste somme parziali sono equi-assolutamente continui (v. § 2).
Poniamo

"
L) = 3 () — (3
La serie -
L)+ 2 [C () — L)
¢ integrabile completamente per serie. Se noi riusciamo a dimostrare che gli integrali
delle somme parziali £ (x) di questa serie sono equi-assolutamente continui, potremo
concludere che anche gli integrali delle somme parziali della serie data Y, (x) sono
equi-assolutamente continui.
Osserviamo subito che, se
My L1 <My
{,(x) & nulla in tutto G”;' Dunque in ogni punto &
lim Cﬂ (x) = o,

f==C0
e, se¢ © & un qualunque sottogruppo misurabile di G, ¢&

lim [ 7, (5)dx =o,
L3 Q

n—00

pel fatto dell’integrabilitd completa per serie.

Supponiamo che gli integrali delle { (x) non siano equi-assolutamente continui.
Esistera allora un numero ¢ > o tale che per ogni p. ~ o, e per ogni numero intero
N, si trova qualche sottogruppo I' di G di misura minore di p. per cui, almeno per
un valore di # > N, sia

./I:Z,,(x)dx > 6.

Prefisso dei numeri positivi

Nyy Mgy oo Ny ooo

. . . . 0
tali che la serie D », converga verso un numero minore di -
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Indico con T, un sottogruppo di G corrispondentemente al quale esista un intero

t tale che
f {, (x)dx > .
T,

Indicando con (H/K) lintersezione di due gruppi H, K, ho
lim f {, (x)dx = f Z, (x)dx,
=00 (G,,'./Fx) I,

e quindi posso trovare un i_tale che

M‘Gnilml)gI ()4

Esiste un numero p., > o tale che per ogni sottogruppo I' di G, avente misura

minore dip , &
[t@ax <o,
r

Indico con I', un gruppo di misura minore di ., corrispondentemente al quale
esista un intero 4, >, ., per cui

f L, (x)dx| > a.
Iz

Analogamente a quanto si & osservato prima, si troverd un i, tale che

/ 2, (x)dx
©, /T

Esiste un numero g, >> o tale che, per ogni sottogruppo I' di G avente misura

minore di p,, &
(fc’ (x)dx
r o

Indico con I', un gruppo di misura minore di ,, corrispondentemente al quale
2
esista un intero { N m, _ , per cui

ﬂ Cts(x)dx

f { (x)dx
G, vy °
3

Si pud trovare un numero g > o tale che, per ogni sottogruppo I' di G avente

misura minore di g, sia
AR
ecc. ecc.

Sia @; il gruppo di punti di (G, /T)) in cui {, Fo.
ll I

I gruppi £ sono a due a due perfettamente distinti.

>0'|

> .

> n, O‘ =1, 2).

> .

Esisterd un i, per cui

> e.

< 7)3 O‘ =12, 3):

Remd. Circ. Matem. Palermo, t. XXIII (1907). — Stampato il 5 febbrajo 1907 19
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Poniamo
Q= Z Q..
E
fl (x)dx——f{ (x)dx—]—z C J(®)dx.
Ma a
[ t,eix >0
0;
e
[ e <nw,
e quindi e
‘,,; -/f;j+,,z’i(x)dx <2 <
Dunque

fCt_(x)dx >i
a / 2

qualunque sia j. Cid ¢ impossibile, perché per lintegrabilitd completa per serie della

£ + 3 () — L)

&, come abbiam visto,
lim C (x)dx =o.

-

Dunque gli integrali delle somme parziali di questa serie, ¢ quindi della serie
2 u,(x) sono equi-assolutamente continui.

Concludendo :

Se una serie converge verso una fungione maggiore di zero in tutti punts di un ag-
gregato a misura finita G, e se in G & integrabile completamente per serie, gli integrali
delle somme parziali della serie sono equi-assolutamente continus.

5. Dal precedente teorema si ricava subito che:

e
Se una serie. Y u (x) converge verso una fungione minore di zero in tutti i punti
r=1I

di un aggregato a misura finita G, ¢ se in G ¢ integrabile completamente per serie, gl
integrali delle somme parziali delle serie sono equi-assolutamente continui.
Basta infatti osservare che la serie D [— u, (x)] si trova nel caso del teorema
precedente.
6. Supponiamo ora che i u,(x) sia una serie convergente qualunque in G e inte-
=

grabile completamente per serie.

Esisteranno dei valori che non sono assunti da

M

u,(x) che in un gruppo di

¥

I

I

punti di misura nulla. Sia tale il valore A.
La serie

—d+3 ()
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assume il valore zero in un gruppo di punti di misura nulla G_, assume valori mag-
giori di zero in un gruppo G, e valori minori di zero in un gruppo G,. In G, la
serie & integrabile completamente per serie e quindi (convergendo essa verso valori mag-
giori di zero) gli integrali delle sue somme parziali sono equi-assolutamente continui.
Si vede allo stesso modo che in G, gli integrali delle somme parziali di

— 4+ 50
sono equi-assolutamente continui. Dunque in G, - G, gli integrali delle somme parziali

d — 4+ 5_ u,(x) sono pure equi-assolutamente continui. G, & di misura nulla.
G,+ G,+ G, = G. Dunque — 4 }w: u (x) ha gli integrali delle somme parziali

equi-assolutamente continui in G. Lo stesso allora & evidentemente di Z u,(x). Percio:

Se una serie convergente & integrabile completamente per serie, gl 'inltegrali delle sue
somme pargiali sono equi-assolutamente continui.

7. 1 risultati dei §§ 1 e 6 si riassumono nel seguente

TeoreMA. — Condizione necessaria e sufficiente perché una serie di fumzioni finite e
sommabili in un gruppo misurabile a misura finita sia integrabile completamente per serie &
che essa_converga'e che gli integrali delle sue somme parziali siano equi-assolutamente continui.

" 8. La convergenza di una serie e equi-assoluta continuitd degli integrali delle sue
somme parziali, pel fatto che sono condizioni sufficienti per lintegrabilitd completa per
serie, sono anche sufficienti per lintegrabilitd per serie in senso ordinario.

Esse non sono perd necessarie per lintegrabilitd per serie nel senso ordinario, ossia
dall’integrabilitd per serie nel senso ordinario non consegue sempre I’integrabilitd com- -
pleta per serie. Basta a provar cid un esempio.

Sia (a, b) un segmento, € sia

Xy Xyy oer Xpy oo
una successione di numeri maggiori di 4 crescente e tendente a b.
Indichiamo con y, il punto di mezzo del segmento (x,, x,, ), e indichiamo con

. 2k . .
6, la funzione uguale a T, b (%5 ¥,), 2 — in (y,, x,,,) ¢ nulla

71 n

X

n-+1 ”

nei rimanenti punti.
La serie

® 5.(8) + 3 [0, (x) — 0,(x)]

converge verso zero in ogni punto di (a, &), ed &, per ogni x £ b,
X

im [ o (x)=o,

7=00

e quindi la serie (1) ¢ integrabile per serie in senso ordinario, ma nel gruppo G somma

degli intervalli (x,, y,) ¢
f 5,(¥) = K,
G
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per ogni n, e quindi

lim | o, (x)dx o.
¢

=00 .

La (1) non ¢ dunque integrabile completamente per serie.

Vi sono perd dei casi estesi, come proverd nel § seguente, in cui le due integra-
bilitd per serie si equivalgono.

9. Supponiamo che la serie

o
2 % (%)
=
sia convergente verso una funzione s(x) integrabile, ed abbia tutte le somme parziali
positive in un gruppo G di misura m.
Fissato un numero ¢ piccolo a piacere, esiste un numero 1 >> o tale che, per ogni

gruppo [' di misura minore di p, si abbia

'/l:s(x)dx

Sappiamo che se G, ¢ il gruppo dei punti in cui tutte le

<.

n+h
Zu'(x) (h=o0,1,2,...)
differiscono da s(x) per meno di ¢, il limite della misura di G, per # == oo & uguale
ad m.
Esiste adunque un #, tale che il complemento I, di G,, in G sia di misura mi-
nore di p.

E certamente

no-+h

S w@ax> jG [5(x) — e]dx
>/(;"os(x)dx——sm
>./G‘5(x)dx-—s—sm,

e, poiché ¢ & piccolo a piacere, ogni punto limite di

fi u (x)dx m=12..)
6

r=0

st(x)dx.

Cid premesso, consideriamo una serie

PRAC)

convergente verso una funzione s(x) ed avente tutte le somme parziali positive e sup-
poniamo che essa sia integrabile per serie in senso ordinario.

& maggiore o uguale ad
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Sia G un sottogruppo di (4, ), ¢ I il suo complemento.
Per quanto precede, ogni punto limite di

qiu"(x)dx n=r1,2 ...
GT:I

»

é uguale o maggiore di j s(x)dx, e ogni punto limite di
G

/i u, (x)dx n=1, 2, ..)

¢ uguale o maggiore di / s(x)dx.
r
E poiche

},13; (' GZI u (x)dx 4 ./1 ZI uﬂ(x)dx)
bs(x)dx:./Gs(x)dx+j;s(x)dx,

devono sussistere i limiti per n = oo di

i u,(x)dx e ﬁZu"(x)dx

Gr=I

‘/.Gs(x)dx e frs(x)dx,

PXAC)

e

Wy
:limj Zu"(x)dx:/

11==00

ed essere uguali ad

e percid la serie

& integrabile completamente per serie.
Si pud dunque dire che per una serie a somme parziali positive, Vintegrabilita per
serie nel senso ordinario porta Uintegrabilitd completa per serie.
Anzi si pud dire di piu che basta sapere che per una serie iu,(x) a somme par-
=

ziali positive vale la relagione

b oy b
lim Zu,(x)dx:f 3 u,(x)dx,

.
per concludere che essa & integrabile completamente per serie.

E manifesto che le stesse cose valgono per le serie le cui somme parziali sono
ugualmente limitate in un senso, cosicché si puo concludere che:

Per le serie le cui somme parziali sono egualmente limitate in un senso, la conver-
genza loro e Pequi-assoluta continuiti degli integrali delle somme parziali sono condizioni

necessarie e sufficienti per integrabilita per serie (sia che questa integrabilitd si voglia
intendere nel senso completo, sia che si voglia intendere nel senso ordinario, sia infine

b b,
che si riduca alla semplice uguaglianza j de = lim de).

OssERVAZIONE. — Gli stessi ragionamenti precedenti possono essere usati per pro-
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&
vare che se una seric » # (x) ha le sue somme parziali ugualmente limitate in un
r=1

P » 7
senso in un gruppo G e se / D u,(x)dx = lim f Y u, (x)dx, essa & integrabile
J G =1 == Jc =

completamente per serie, ¢ quindi la convergenza di essa e l'equi-assoluta continuitd
degli integrali delle sue somme parziali sono necessarie ¢ sufficienti anche perché sia

/iur(x)dx:liml/ iur(x)dx.
G r=1 = JGr=1

10. Le osservazioni del § precedente riducono lintegrazione completa delle serie
a somme parziali ugualmente limitate in un senso alla condizione

‘/‘iu,dleim/iurdx,
G =1 n=o [~ =%

dove G indica il gruppo totale.

E manifesto perd che in questi casi non pud bastare la sola convergenza di > u,

r=1I
e nemmanco la sua convergenza verso una funzione sommabile. Invero, se indichiamo

I

con s,(x) la funzione uguale ad (% - 1) nei punti del segmento (n—:i{_—T, 7) €

nulla nei rimanenti punti di (o, 1), vediamo subito che la serie
5,6+ 3 [ () — 5,60
ha le somme parziali positive e converge verso o in ogni punto di (o, 1), eppure non
X Al
¢ lim | s,(x)dx = o, poich¢ per ogni n ¢ / s,(x)dx = 1.
— Jo ;

11. Supponiamo che le # (x) siano positive, che

o0

2 (%)

r=1
converga in G, e che converga pure la serie

r=I

u,(x)dx.

o~

Si vede subito che
3 (%)
& integrabile, perche se K> 1 ¢ G, ¢ il gruppo in cui-
; u,(x) < K",

-

]

Z Gm”r(x)dx=Lmzuf(x)dxé:§'ﬁu,(x)dx.

r=1I

Ma il limite della misura di G,, per m = oo ¢ uguale alla misura di G, dunque

Su,(x)

r=I

m

¢ proprio integrabile.
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Ma per ¢ piccolo a piacere esiste un # per cui

)3 S dx s

r=n

b3 Gu,(x)dx<fGiu,(x)dx,

ed &

quindi
fur(x)dxé > u(x)dx ¢,
Te==1 G r=i

e, poich¢ ¢ & piccolo a piacere,

Z [ (dx £ fGZu,(x)dx,

Ma dal § 9 risulta

5 u,(x)dxéfgur(x)dx,

dunque & proprio _
i ur(x)dx’:"s_._‘fiu,(x)dx.
r=1I G G7=I

Ne consegue immediatamente che:

Una serie a termini positivi convergente & integrabile completamente per serie se la
serie degli integrali dei suoi termini & convergente.

E facile vedere che la convergenza di una serie a termini positivi & una conse-
guenza della convergenza della serie degli integrali dei suoi termini. Infatti se m > o
¢ la misura del gruppo di punti in cui la serie data diverge, si ha subito un gruppo

I' di misura maggiore di —m in ogni punto del quale
> u,(x)> H,

. . . I
per un medesimo 7, per cui [ > u (x)dx > —2—H m.
G 1=l

Ma H si pud prender grande a piacere ed allora non converge pill la serie
f_ a4, ()dx

Deve esser dunque m — o, e Z u,(x) converge dappertutto fuori che in un gruppo

di punti di misura nulla. Cosicche:

Se la serie degli integrali dei termini di una serie a termini positivi converge, con-
verge la serie stessa, fuori che in un aggregato di punti di misura nulla, ed & integrabile
completamente per serie.

Come ho gid osservato nella prefazione, I'integrazione delle serie a termini positivi
¢ stata gid studiata dal Levr il quale giunge appunto al 1° dei precedenti risultati. Da
tale risultato egli deduce che se una serie & convergente e converge la serie degli inte-
grali dei valori assoluti dei suoi termini essa & integrabile per serie.

In modo analogo noi possiamo arrivare a quest’altro risultato:
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Se la serie degli integrali dei valori assoluti dei termini di una serie converge, con-
verge la serie stessa fuori che in un aggregato di punti di misura nulla ed & integrabile
completamente per serie.

12. Noi abbiamo visto or ora che per le serie a termini positivi la convergenza
delle serie degli integrali porta la convergenza della serie stessa fuori che in un gruppo
di punti di misura nulla.

Cid non avviene necessariamente per serie di altra specie, ed in particolare nem-
meno per quelle le cui somme parziali sono positive.

Cosi per es., se si indica con s,(x) la funzione uguale ad 1 nei tratti

(22:’2_1’;—”_i\) (r=o,1,... 2" —1)
e nulla nei rimanenti punti del segmento (o, 1), si vede che la serie

/o‘xs, (x) + i /“"[S,,H(x) — s (¥)]dx

=1 ¢/

X . .
converge verso —;—, mentre per ogni n € per ogni P

]Sn (\) - Sn+[) (x)I =1

per un gruppo di punti di misura - e quindi la serie

o
)+ 2 [ (®) — 5,()]

non pud convergere che al massimo in un gruppo di punti di misura - .

13. Facciamo ora un’osservazione:

L’equi-assoluta continuitd & un caso particolare della equi-continuitd *). Dai teoremi
di ArzELA ricaviamo subito che, se le somme parziali di una serie convergente sono
ugualmente continue, la serie ¢ convergente in ugual grado.

Dunque l'equi-assoluta continuitd delle somme parziali di una serie convergente
porta alla convergenza in ugual grado della serie.

Cosicche, perché una serie sia integrabile completamente per serie ¢ necessaria la
convergenza in ugual grado della serie degli integrali.

o0
Ora noi abbiamo visto che per le serie convergenti > u (x) le cui somme par-
r=1

ziali sono ugualmente limitate in un senso in un gruppo G, basta che sussista la relazione

iu,(x)dx :chur(x)dx,

G r=1
perche si abbia Pintegrabilitd completa per serie. Noi abbiamo dunque questo risultato

£
curioso che, per le serie Y u (x) a somme parziali ugnalmente limitate in un senso,
r=1

la condizione
S 4, ()dx = Z/u,(x)dx
G r=I r=1I G
" Cfr. C. ArzeLA, Sulle serie di fungioni [Mem. Acc. Bologna, s. V, t. VIIT (1899-1900), pp. 3-58,
91-134] e G. ViTALy, Sepra le serie di fungioni analitiche [Annali di Matematica, s. III, t. X (1904),

pp. 65-821.
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trascina con sé la convergenza in ugual grado della serie

fZﬂ(x)dx

in tutto G, cosicché in particolare per tali serie avviene questo, che, se esse sono inte-
grabili termine a termine quando l'integrazione & definita, ossia estesa ad un segmento
fisso, allora la serie degli integrali ¢ uniformemente convergente in tutto il segmento;
di pit poi & valida l'integrazione indefinita per serie.

14. Per l'integrabilitd per serie nel senso ordinario di una serie convergente

=2
D u(x)
. r=I
si richiedono tre condizioni:
1° la serie

Z/ju,(x)dx

converge verso una funzione assolutamente continua;
2° la funzione

2 4, (%)
¢ integrabile;

3° xiur(x)dx:i xu,(x)dx.

a

Che la 1* condizione debba essere soddisfatta & evidente pensando al risultato di una
mia Nota piti volte citata: assoluta continuity & condizione necessaria e sufficiente perché
una funzione sia un integrale.

Dimostrerd che esiste un’ampia classe di serie per cui la 1* condizione trascina con
s¢ le altre due. Cosicche per tali serie Passoluta continuita della somma della serie degli
integrali & condizione necessaria e sufficiente percht sia lecita integrazione per serie nel
senso ordinario.

Poniamo

R,(x)= 'i u, (x).

=N+

Diremo che un punto x, & un punto di convergenza regolare per la serie data,
quando si pud trovare un numero m e un intorno di x, tale che sia finito il limite
superiore di |R,(x)| per n che varia da m ad o e per x che varia nell’intorno.

Un punto che non sia di convergenza regolare sard chiamato punto di convergenza
singolare.

I punti di convergenza singolare formano evidentemente un gruppo chiuso.

E precisamente quando questo gruppo ¢ di misura nulla che la prima delle con-
dizioni per I'integrabilitd per serie nel senso ordinario diventa una condizione sufficiente.

Supponiamo adunque che il gruppo dei punti di convergenza singolare sia di mi-
sura nulla e che sia verificata la prima condizione.

Poniamo

@ (x) = i ’ u,(x)dx.

r==1I a

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIII (1907). — Stampato il § febbrajo 1907. 20
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Se (=, £) ¢ un intervallo parzmle di (a, b), & certamente

)y ", dx = B(8) — D).

Se (a, ) ¢ un intervallo di punti tutti regolari, estremi compresi, pel teorema di
LesescUE sullintegrabilitd per serie delle serie a somme parziali ugualmente limitate, &

= B P

;/a zt’(x)dx:/1 ; u (x)d x,
poich¢ esiste certamente un numero m tale che sia finito il limite superiore di |R, (x)|
per n che varia da m ad o e per x che varia in (%, ) *).

Poich¢ @(x) ¢ assolutamente continua, prefissato un numero ¢ > 0, possiamo
trovare un numero ¢ > o tale che il modulo dellincremento di @ (x) in un gruppo di
intervalli distinti di ampiezza minore di ¢ sia minore di p.

Dividiamo (&, b) in un numero finito di parti di ampiezza cosi piccole che la
somma di quelle che contengono (magari come estremo) qualche punto di convergenza
singolare sia minore di ¢ **).

_ Indichiamo con 3 le parti che contengono punt di convergenza singolare e con
3 le rimanenti.
Sard
L %
P> u,(x)dx=f2?'=1 u,(x)dx+f u, (x)dx.

Essendo

lim [ > u(x)dx = f i u,(x)d x,

N=0 —r=I

per n abbastanza grande sard

Zu (x)dx—f:Z (x)dx < o.

= r=I

Poi, indicando con A<D lmcremento di @ in un tratto 3, abbiamo

lim Z (,x)dx__ZA(l)

n=00 7=

e quindi, per #n abbastanza grande,
/ i u,(x)dx — ZK@‘DI < o.
EE‘ r=I

2 8¢ <s

Ma

*) Difatti ogni punto di (%, 8), estremi compresi, si pud rinchiudere in un intorno per cui sia sod-
disfatta una tale condizione, e quindi esiste, per un teorema di BorEer-LEBesGUe (v. LEBESGUE, L c.,
pag. 104) un numero finito di tali intervalli che racchiudono ogni punto di («, B). Allora ¢ evidente
che, ecc. ecc.

*) Cid ¢ possibile perché i punti di convergenza singolare formano per ipotesi un gruppo di mi-
sura nulla, che, essendo chiuso, ¢ rinchiudibile.
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quindi, per # abbastanza grande,

e ~ e
!/ ; u,(x)dx—/ _; u,(x)dx < 35,
e poiche 2
b g
lim f 3 4, (x)dx = & (b),
si ha "
}d)(b)— S 1, ()dx| £ 30.
=55

Ma s & piccola a piacere € D 8 vicino a b — & quanto si vuole, dunque esiste

b o
f S u,(x)dx
.
e questo & proprio ®(b).

Dunque:

Se il gruppo dei punti di convergenza singolare di una serie convergente data ¥ di
misura nulla, Passoluta continuitd della somma della serie degli integrali & condigione
necessaria e sufficiente perché sia lecita I'integrazione per serie nel senso ordinario.

Questo risultato sotto forma meno generale io 'avevo gid dato nella mia Nota
Sopra Pintegrazione di serie di funzioni di variabile reale (Bollettino dell’Accademia
Gioenia di Scienze naturali in Catania, maggio 190%).

Ora viene naturale la domanda: Quando il gruppo dei punti di convergenza sin-
golare ha misura maggiore di zero, la precedente condizione & ancora sufficiente per
I'integrabilitd per serie nel senso ordinario?

La risposta & negativa.

K n'K- I)

Infatti, se si indica con s, (x) la funzione uguale ad n* nei tratti ( — 5
n n

[K=o, 1, 2, ... (n— 1)] e nulla nei rimanenti punti di (o, 1), la serie

(0 4 2[5 (9) — 5,(9)]

converge dappertutto fuori che in un gruppo di punti di misura nulla *) verso lo zero.

La serie degli integrali dei termini di questa, estesi al tratto (o, x), converge verso
%, € quindi verso una funzione assolutamente continua, ma non ¢é lecita 'integrabilitd
per serie nel senso ordinario.

Genova, 30 novembre 1906.

GiruseprpE VITALL

") Poiche il gruppo dei punti in cui s,(x) ¢ 720 ¢ di misura -n—xz— e la serie ZTI’— converge.
- il



