Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen.*)

Von

AvrFrep PringsHEIM in Miinchen.

In einer friither publicirten Arbeit iiber ,Elementare Theorie der un-
endlichen Doppelreihen®*) habe ich einige Hauptsitze iiber die Grenzwerthe
zwetfach unendlicher Zahlenfolgen zusammengestellt, soweit sie mir fiir den
damaligen Zweck erforderlich schienen. Nun scheint mir aber die, meines
Wissens, in der Literatur sonst nicht ausdriicklich behandelte Theorie
dieser Zahlenfolgen eine weit iiber die erwihnte specielle Anwendung
hinausreichende, principielle Bedeutung zu besitzen und darf insbesondere
fir die gesammte Lehre von den Functionen mehrerer Variablen als
fundemental gelten: bildet doch die Zuriickfilhrung sogenannter stetiger
Grenziiberginge auf Grenzwerthe abedhlbarer Zahlenmengen eine der
wesentlichsten Grundlagen fiir die moderne Verschérfung functionentheo-
retischer Definitionen und Beweise. Aus diesem Grunde dtirfte vielleicht
die folgende ausfiihrlichere Darstellung gewisser Grenzwerth-Eigenschaften
der zweifach-unendlichen Zahlenfolgen einiges Interesse beanspruchen,
zumal dieselbe verschiedene nicht unerhebliche Verallgemeinerungen und
Vervollstéindigungen der frither mitgetheillen Hauptsétze enthilt. Awuch
mdchte ich auf die hierbei sich ergebende methodisch consequente und

*) Der folgende Aufsatz ist im wesentlichen einem Abschnitte meiner fir den
Druck bestimmten Vorlesungen iiber unendliche Reihen und analytische Functionen
entnommen. Da es mir in Folge von Berufsgeschiften und anderen nothwendigen
Arbeiten bisher nicht mdglich war, das betreffende Buch druckfertig zu machen, und
ich andererseits von Herrn F. London erfahren habe, dass er, durch meine unten
citirte Arbeit iber Doppelreshen angeregt, eine Abhandlung iiber den vorliegenden
Gegenstand bei der Redaction der Mathematischen Annalen eingereicht habe, so bin
ich der letzteren zu Danke verpflichtet, dass sie auch mir Gelegenheit giebt, die
folgenden, in der Hatptsache aus dem Jahre 1896 stammenden Untersuchungen an
dieser Stelle zu verdffentlichen. Im iibrigén mdchte ich nur noch ausdriicklich hervor-
heben, dass die Arbeit des Herrn London, trotz ihres Zusammenhanges mit mginem
oben erwihnten friheren Aufsatze, villig wnabhdngig von den hier mitgetheilten all-.
gemeimeren Untersuchungen entstanden ist.

**) MﬁnChSIfrZ-BBT.Bd. 27 (1897), P 101,

Mathematische Annslen.: LIIL: 19
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didaktisch &usserst zweckmissige*®) Binfithrungsart der gleichmdssigen und
ungleichmdssigen Comvergenz einigen Werth legen. Der fragliche Funda-
mental-Begriff erscheint hier thatséichlich in seiner einfachsten Grundform,
und der Zusammenhang, in welchem er auftritt, fithrt zugleich zu einer,
soviel ich weiss, bisher nicht bemerkten niitzlichen FErweiterung, die sich
auch fiir gewisse functionentheoretische Untersuchungen als fruchtbar
erweisen diirfte. Auf Grund dieses erweiterten Begriffes lassen sich ins-
besondere die nothwendigen und hinreichender Bedingungen fiir die Existenz

von lim o) bei vorausgesetzter Existenz von lim Lim al oder lim Lim al})*¥)
H,y=0 Y= g=0 p=m r=o

in vollkommen priciser Weise formuliren.

8§ 1.

Grenzwerthe convergenter und eigentlich divergenter Doppelfolgen. —
Monotone Doppelfolgen.

1. Als Doppelfolge werde im folgenden jede zweifach unendliche Folge
recller Zablen o) (w=0,1,2,---v=0,1,2,...) bezeichnet. Wir denken
uns dieselbe allemal in der Form des Schema’s;

[ago) a(lo)...aﬁf)

1) ) ... g ...
(1) JR A AT
a(") a(’) e a,(") .
[ -
angeordnet; dabei markirt also der obere Index v die Zeile, der umtere
Index u die Colonne, welcher der Term a?) angehort. er sagen, die
Doppelfolge o) sei comvergent und besitze “fir lim =00, limy=o00
(ausfiihrlicher: wenn g, v unabhéngig von einander und glewhzeztzg ins Un-
endliche wachsen) den endlichen Grenzwerth A, in Zeichen:

(2) im a®) = 4

‘u,v=oo

wenn zu jedem (beliebig kleinen) &> 0 zwei natiirliche Zahlen 2, n,
existiren, sodass:

(2a) |60 —A4|<e fir: > n, v >0, )

¥ Mit Hiilfe sehr einfacher Zahlen-Schemata (vgl. § 8, Beisp. 1) und 8)) kann
man diesen, bei der sonst iblichen Einfihrangsart dem Anfdnger. meist Husserst
schwierig erscheinenden und dennoch, nach meinem Dafiirhalten, selbst in Elementar-
Vorlesungen kaum mehr z0 enthehrenden Begriff, formlich ad oculos demonstriren.
*¥¥) Ueber den Smn ‘dieger Bezeichnungsweise vgl. p. 302, Fussnote
*#) Ich gebe der Formulirung: la(”) -— A.i <& vor der. zumeist. Jdblichen:

la(' —4 I < ¢ den Vorzug, weil sie bei der Willkiirlichkeit von s schiiedslich gensu



Ueber zweifach unendliche Zahlenfolgen. 291

Diese Bedingung lisst sich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auch

durch die folgende ersetzen:

@b) a—4|<e fin Eloa

Denn die letztere ist einerseits als specieller Fall in (2a) enthalten, nim-
lich wenn #, = n,; andererseits kann man, wenn %, 2 ng, die Bedingung
(2a) in (2)) iiberfihren, indem es freisteht, die kleinere der beiden Zahlen

n,, n, durch die grissere zu ersetzen.
Die Doppelfolge heisst eigentlich divergent, ihr Grenswerth - oo bezw.:
— 00, in Zeichen:
3) lim al) = 4 o0 bezw.: = — o0,
My y=0®
wenn zu jedem (beliebig grossen) G > 0 zwei natiirliche Zahlen 7, 7,
existiren, sodass

(3a) o> G bezw. < — G fir: pSn,vSn,

Dabei ist es wiederum gestattet, diese Bedingung durch die folgende zu
ersetzen:

(8b) > G bezw. < — G fir: 1 >m.

Die beiden durch Gl (2) und (3) charakterisirten Fille der Convergenz
und eigentlichen Divergenz sollen gelegentlich auch durch dem Ausdruck
zusammengefasst werden, dass der Limes der Doppelfolge oder auch der
Doppel-Limes lim al» existire.

=00

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Comvergenz

der Doppelfolge kann auch so formulirt werden, dass sie nur die ),

nicht aber den betreffenden Grenzwerth A enthélt. Man kann ihr jede

der folgenden drei Formen geben, welche trotz ihrer dusseren Verschieden-
heit dieselbe Tragweite besitzen:

o) __ ) . Jp2zm =012,
(48) |t — a0 | <6 fur: {:w;gng e orls.

o) __ ) s, 0=012-
(4b) a0 — | <t {'v=>__n  ota.
(4¢) a” — o ga, fiir: “} >n.

fi n v

Man erkennt zunichst, dass (4b) und (4¢) durch successive Specialisirung
aus (4a) hervorgehen. Es geniigt daher, nachzuweisen, dass fiir die Con-

dieselbe Tragweite besitzt, wie diese letztere, withrend andererseits ihre (ans irgend-
welchen Voraussetzungen zu folgernde) Existenz gewdhnlich etwas kdrzer erwiesen
werden kann, als diejenig¥ von: |a)— 4 ! < s.

19*
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vergens der Doppelfolge (4a) eine nothwendige, (4¢) eine hinreichende Be-

dingung darstellt.
Ist nun zunichst die Folge convergent, A ihr Grenzwerth, so kanm man

nach (2a) n,, n, so fixiren, dass:
ag) —-—Alé-;— fir: u2>n, v>n

und somit auch:

Oa) __ & o fgzn 0=012"...
l“u+e A‘_é_g fiir: {,,,:>:n2 6=012-..

sodass durch Combination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar die
Bedingung (42) (und somit auch (4b), (4c)) als nothwendig fiir die Con-

vergenz resultirt.
Besteht andererseits die Bedingung (4c¢), so kann man zunichst m

so fixiren, dass:
()

und man hat daher speciell fir gy = »:

(6) o —af| << fir: v>m.

Die letztere Ungleichung besagt aber, dass die einfach umendliche Folge

(aﬁ”)) convergent und somit eine bestimmie Zahl
)

a® — g™

f13 m

A

£ fn ”};m,

4 =lima,
Y=o
existirt. Man kann daher ein % so fixiren, dass:
© o) —4|< 5 fir: vza,

wobei es von vornherein freisteht # > m anzunehmen. Sodann wird aber
) o ) (m) () ™\ 4 [,
a’—A =a —a, —{—(am —an”)—!—(an ——A),

u“
also:
4],

o — 4] <) 0] + [
d. h. schliesslich mit "B'enﬁtzung von Ungl. (5), (6), (7):
(”) A]<s fiir: - }_>_n,

)
w — Q

woraus :nach (2b) die Convergens der Doppelfolge gegen den Grenzwerth
A (-—- lim af ) resultirt.

V=0

3. Die Doppelfolge (ag)) heisst monoton und zwar riemals ab- bezw.
niemals zunehmend, wenn durchweg:

(8) iy —al 20 bezw. ol —a® <0
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(¢=0,1,2,..-, 6=0,1,2,--.). Fir solche Doppelfolgen gilt zunichst
der Satz:

Bleiben die [af:) unter emer Zahl g, so ist die monolone
Doppelfolge la”l allemal convergent.

Beweis*). Es sei etwa die fragliche Folge (af")) eine niemals ab-

nehmende, sodass also die ersfe der Ungleichungen (8) als giiltig voraus-
gesetzt wird. Angenommen nun, die Folge sei nicht convergent, so miisste

mit Riicksicht auf die Convergenzbedingung (4a), wie gross auch u, »

angenommen werden, zu dem Term a,f:) ein anderer a(’:*_*'e) existiren, sodass.

(»+0) (’)} a® ) (V) > &,

Pute Bt

wo ¢ eine moglicherweise sehr kleine, aber bestzmmte positive Zahl bedeutet.

Man kionnte darnach aus der Doppelfolge (a:)) eine unbegrenet fortsetzbare
Folge von Termen:

a®  qte) L grte) L
On s Tmtes """ Cmgy?

herausheben, sodass:

gt __ o

Cnter m > &

(n+-0,) (n-+-0,)
a’m+ea a’ﬂH-e > &

A7) _ b -1>
m+g: ’”+9 . > ¢

und daher fiir jedes noch so grosse w:
a("+"”) a” >xs d b a(”"'”") > a® 4 xe,

was der Voraussetzung la() | < g widersprechen wird. Somit muss die

niemals abmehmende Doppelfolge (a ( " ) unter der gemachten Voraussetzung

convergiren.
Das analoge Resultat ergiebt sich sodann ohne weiteres fiir eine

niemals sunehmende Doppelfolge (afu)), wenn ‘man beachtet, dass in diesem
Falle die Doppelfolge (—— S)) eine miemals abnehmende und

. V) . (v)
Iim (— a?) = —lim «
,“,V=°°( " ) pyyac

ist.
4. Bleiben die la l einer monotonen Doppelfolge nichf unter einer
festen Grenze, giebt es also, wi¢ gross man auch G > 0 annehmen moge,

stets- Terme a() fiir welche ]a( )j >.@, so existiren nur die folgenden
beiden Moghchkelten

# Vgl. auch p. 301, Fussnote.
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Entweder die Doppelfolge (af:)) ist eine miemals abnehmende. Dann

miissen die a( )

, wenn ihr absoluter Betrag schliesslich jedes beliebige G
iibersteigen soll fir hinlinglich grosse g, » durchweg positiv werden,

> (¥, sondern af:)> G wird, d. h. man hat

sodass also nicht nur [a::)
in diesem Falle:
lim ¢” = 4 oo.
pyy=1co "
Oder die Doppelfolge ( M) ist eine niemals zunehmende. Dann bilden

()

wiederum die Terme — eine niemals abnehmende Folge, fiir welche

I—— f:) beliebig gross erd Man hat daher zunichst:
lim ( ) + o

und daher schliesslich: o
lim 6% = — 00, —
Hy=® *

Da hiernach fiir monotone Doppelfolgen lim a ) als endlich oder unm~

My V=0

endlich gross stets existirt und somit auch durch lim a,(') ersetzt werden

kann, so gilt auch der folgende Satz:
Eine monotone Doppelfolge (af:)) st entweder convergent

oder eigentlich divergent sie convergirt oder divergirt,
je nachdem lim &l endlich oder umendlich ausfallt und man

yv=22

hat: lim a® = lim ay’

Hyy=® y=co

§ 2.
Uneigentlich divergente Doppelfolzen. — Unterer und oberer Limes
(Unbestimmtheitsgrenzen) .der Doppelfolge,
1. Jede Doppelfolge, welche weder convergirt, noch eigentlich divergirt,
soll als unezgentlwh divergent bezeichnet werden. Zur genaueren Cha.ra.kte—
risirung des Verhaltens, welches den Termen a() einer solchen Doppelfolge

fir lim g = o0, lim » = 00 zukommt, stellen wir die folgende Be-
trachtung an:

Es ‘sei a() (0=0,1,2,--, v=0,1,2,...) *das"’ angmeme Glied

einer behebzgen (d. ki eventuell auch convergenten' oder sigéntlich dlvergenten)
Doppelfolge.  Die: Gesammtheit der in dieser-'Doppélfolge enthaltenen

Terme werde (mlt Ricksicht auf das Anfangsglied o )) mit [ (’)] st
zeichnet; und analog bezeichne [a( )] die Gesammtheit derjenigen Terme,
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welche nach Weglassung der ersten m Colonmen und » Zeilen iibrig

bleiben, also:
N R

- a et o N
(1) (nt1) (n4-1)
a,. a’m—}—l e @

(nto)  (nto0) (n-0)
a. a,m_H ”'am-i—o

Diese Terme [af)]; besitzen allemal eine unfere Grenze A" und eine

obere Grenze A", wo AP, A entweder bestimmte Zahlen vorstellen oder

such 4% = — oo, A™ = 4 oo sein kann. Dabei hat man offenbar stets:
(iho) g0 Flato) - T e=0,1,2,--

(9) —4m+e z .fém ’ ‘A'm+e g A‘m (6 — O, 1’ 2, e

(10) 40 <40,

Von den beiden einfachen Zahlenfolgen:

(11a) _44()0), Ai", et é?)y .

(11b) AY, 4P,... 47, ..

ist also die erste niemals abnehmend, die zweite miemals sunchmend. Dabei:
kann der besondere Fall eintreten, dass die Folge (11a) aus lauter Termen

— oo besteht*), sodass also auch lim 4™ — — 00. In jedem anderen

Falle muss die Folge (11a) als wiemals abnehmend convergiren oder nach

4 oo divergiren. Man kann also schliesslich setzen:

(12a) lim A" = 4,

o A eine bestimmite Zakl oder ein oo mit bestimmiem Voraeichen vorstellt.
Analog kann die Folge (11b) aus lauter Termen -~ oo bestehen, in

welchem Falle dann auch lim 4™ = -4 co. wird. Andernfalls muss sie

y=m

als niemals zunehmend convergiren oder nach — oo divergiren, und man
hat schliesslich
(12b) lim 4” = 4,

y==00 -

*) Dieser Fall tritt ein, wenn die Doppelfolge (a‘(")) nach — oo divergirt, odex,
wenn zum mindesten zu jedem noch so grossen G und » immer negative Tel_'_mq
aﬁ’) vorhanden sind, die numerisch iber G liegen, wihrend zugleich g >n,.9. >,
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wo wiederam A eine bestimmte Zahl oder oo mit bestimmiem Vorzeichere
vorstellt. Zugleich folgt aus Ungl. (10), dass allemal:

(13) A< A,

Diese beiden fiir das Verhalten der ¢ bei lim g = oo, lim v = co als
charakteristisch sich erweisenden Zahlen 4, A sollen die Haupt-Limites (Un~
bestimmtheitsgrenzen) der Doppelfolge (a}f’)) oder kiirzer schlechthin die
Doppel-Limites der o fir lim p = co, lim » = co heissen, speciell 4 der
untere, A der obere Doppel-Limes in Zeichen:

(14) lim 6 =4, Tm o®=4.

Myy=00 Byy=2
Man bemerke zunichst noch, dass diese Zahlen 4, A auch zu Stande
kommen, wenn man statt der einfachen Folgen (11a), (11b) die Doppel-
folgen (47), (4Y) (e =0,1,2,--5 »=0,1,2,--) in Betracht zicht.
Denn da diese letzteren nach Ungl. (B) momoton sind, so erkennt man
unmittelbar mit Hilfe des Schluss-Satzes in § 1, dass¥):

(15) lim 4” =lm A%, lm 4AY =lim 4.

My ¥ y=om my=m Y=
Ferner sei noch hervorgehoben, dass wegen der Monofonic der Doppel-
folgen (_4(')) g (iﬁ”’) die Zahl A statt als lim _f_if") auch als obere Grenze

# pyy=0w0

der _4__4‘5’) und analog A als untere Grenze der A_:) definirt werden kann.

2. Es mgen nun zunichst 4 und 4 als endlich vorausgesetzt werden.
Auf Grund der Definitionsgleichungen (12a), (12b) muss sich dann zu
jedem beliebig kleinen ¢> 0 ein » so fixiren lassen, dass:

(16) A —e< AP <A+ Ad—e<AP<d+e fir v2n.

# Es thut der Anwendbarkeit jenes- Satzes keinen Eintrag, dass unter den
42’) bezw. Zg) beliebig oft der Term — oo bezw. + 0o vorkommen kann, wihrend

in § 1 die “'Ef) dur‘chweg ale bestimmte Zahlen anzusehen sind. Betrachtet man z.- B
die Folge der Ag’),fso ist die Moglichkeit 45,’:) =4 00 (wegén der ‘Bedeutung von
43:) ‘als wntere Grenzé dex fiir jedes endliche (i, v) als endlich zu denkenden Terme [ag)],’;)
definitiv ausgeschlossen. Ist nun aber etwa 4(()0) = — 00, 80 kann eatweder nur dex
fin Texté hervorgehobene Fall eintreten, dass alle AY = — 00 und folglich weg en,
der Monotonie der 4}:’) auch alle 42’) = — 00, sodass also schliesslich
#,;hn;mé(’:) =v1.=m; 47 = —co.

Oder: Es giebt einmal ein endliches A™. Dann bestelit aber die Doppelfolgre
[ 42)]: aus lauter endlwﬁen Termen und gestattet somit ohne weiteres die Anwendungr
des fraglichen Satzes. Das analoge gilt besiglich der 'Eﬁf’.
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Da nun andererseits wegen der Bedeutung der Zahlen 4%, A9
) 7(n .
17 A<a < A fur } >,

so folgt zunichst, wenn man in Ungl (16) v = n setzt, mit Beriick-
sichtigung von (17):

) i T
(18) Ad—s<a<d+s fur v}gn.

Diese Ungleichung enthilt die erste Haupteigemschaft der Limites
4, 4, némlich:
(I) Be: beliebig klein vorgeschriebenem &> 0 und
hinlinglich grossem n gehoren alle Terme der Doppelfolge
[af"’]: dem Zahlenintervalle (4 —e, A+ e) an
Des weiteren folgt aus der Bedeutung von A als untere Grenze der
mit a ® beginnenden Doppelfolge, dass mindestens ein Term 0’9 vorhanden
sein muss, sodass:

(19) 4 — <A< <A+ 5, wor Ll

Da man andererseits nach Ungl. (16) » von vornherein so gross annehmen
kann, dass:

e (9] &
(20) A—5<4°<44+ 5
8o ergiebt sich das Bestehen der Ungleichungen:
21) A—s<d?<A4e fur ‘;}gu

in dem folgenden Sinne: Wird &> O beliebig klein, v beliebig gross vor-
geschrieben, so existirt allemal mindestens ein Term a("), welcher den Be-

dingungen (21) gentigt.
Nun bedeute & (v==0,1,2, ..} eine unbegrenzte Folge positiver

Zahlen mit dem Grenzwerthe lim & = 0, und es sei a ) irgend ein be—

raw

stimmter (auf Grund von (21) sicher vorhamdener) Term, welcher der Be
dingung gentigt:

A—5<ay <A+
Wird alsdann die ganze Zabl r;:> m, und > n, angenommen, s resultirt
aus (21) die Existenz eines Terms 'af,'h“). von der Beschaffenheit, dass:

_ (m) _. : . ™y |y >y,
A e <a, <A+ e; wo: 0, }gro, also: {”1>”o'
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Daraus folgt in analoger Weise: .
(n,) . My > My,
Ad—5<a,’<A+g, wo: {"2 -y
und bei Fortsetzung dieser Schlussweise:
My > My_y S
Ny > Nyt #=1,23,-).
Da vollkommen analoge Beziehungen sich auch fiir 4 ergeben, so kann

man als zweite Haupteigenschaft von A, A im Anschlusse an Ungl (21),
(22) folgendes aussprechen:
(I) Zu jedem beliebig klein vorgeschriebenem & >0
giebt es umendlich viele, jede beliebig gross vorgeschriebene
Zahl tibersteigende Zahlenpaaire (u, v), sodass:

(23) A—e<a:")<4+§ beaw. ff—e<af:)<A_+s.-

Insbesondere existiren zu jeder positiven, nach O convergirenden
Zahlenfolge (&) monoton wn’s Unendliche wachsende Folgen
natiirlicher Zahlen m,, n, bezw. p,, ¢y, sodass:

(21) ‘_4—87<a$::)<z_1+e,, wo: {

(24) Ad—s < af;‘:) <A+ bew A—e < as’:) <A +e,.
3. Es soll jetzt der Fall betrachtet werden, dass lim' a,”) == A endlich,
uy=o
dagegen lim a() = 4 oo. Alle auf die Zahl .4 beziiglichen Ergebnisse

Myy=0
bleiben alsdann unverindert, wihrend an die Stelle der Ungleichung (18)
nunmehr die folgende tritt:
) N
(25) Ad—:e<a) <4 o0 fir I.v}gn,
d. h.: .
(Ia) Bei beliebig klein vorgeschriebemem &> 0 und
hinlinglich gross gewdihliem n gehdren alle TermederDoppeL
folge [ f’] dem Intervalle (4 — &, 0o).-am

Andererseits erheischt die An.nahme Tim a( )= 4 o0, d. h. schliesslich

. /‘:"::m

hm A()—— oo, wie in Nr. 1 bemerkt wurde, dass geradezu
AP = oo (»=0,1,2,...)

Aus' der Bedeutung von A als oberer Grense der mit a® beginnenden
Doppelfolge . ergiebt sich dann sber: wird '@ und. v belichig- gross wor:
geschrieben, 8o giebt es stets Terme ag’), sodass:

(26) .ag’) >.G und zugleich: zz} > .
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Bédeutet nun G, (v==0,1,2,-..) eine Folge positiver Zahlen mit dem
Grenzwerthe - 0o, 80 hat man zunéchst fiir irgend ein bestimmtes Zahlen-
paar p,, 9:

a:"’ > Gy,

und sodann, wenn 7, > p, und > g, angenommen wird, auf Grund von
Ungl. (26): '

aﬁ’:) > Gy, wo: p,} > 1o, also auch: [p,>p°,
. ‘ . & 4 > %
In dieser Weise weiter fortschliessénd gelangt man zu einer Beziehung

von der Form:
v Py > P
(27) o > G, wo: o >q....: (vo=1,2,3,-").
Somit tritt hier an die Stelle der Haupteigenschaft (II), soweit sie sich
auf lim af:) bezieht, die folgende (s. Ungl. (26), @D):

MYy =®
(Ila) Zu jedem beliebig gross vorgeschrichenem G >0
giebt es unendlich viele, jede beliebig gross vorgeschriebeme
Zahl ibersteigende Zahlenpaare (u, v), sodass:

(28) a;') >G@.

Insbesondere existiven su jeder positiven, nach - oo divergiren-
den Zahlenfolge (G,) monoton in’s Unendliche wachsends Folgen
nabirlicher Zahlen p,, ¢y, 80d688:

(29) ad) > G,.
Es ist ohne weiteres klar, wie dieses Resultat fir den Fall:
lim ¢ = — oo, lima( =4 (endlich) oder = oo,
My ¥=00 By
zu modificiren ist.
4 It 4=4 endlich, so geht Ungl. (18), wenn man 4 fiir 4 und
A schreibt, in die folgende {iber:

Ad—:<a¥<4+s A b |6 —4[e :}Z.n,

welche mit der Coawerg'erwBedin'g;nng (2s) zusammenfdllt. Die Doppel-
folge convergirt also in diesem Falle gegen den Grenzwerth 4, d. h. man hat:
(30) Lm o o= lim 68 == im a®.

"

Hyy== o py— M,y
Diese letztere Beziehung gilt auch noch, wenn - oo oder — oo an
die Stelle der ‘endlichen Zshl A tritt. Ist pdmlich

lim a = lim 4, = + o0

M8y y=ac0 ym=ao
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(in welchem Falle dann nach Ungl (13) eo dpso auch fim a = 4 ),

/“1"""‘m

so kann man zu beliebig grossem G ein % so fixiren, dass:
AY > @
und somit, da A.E:') die untere Grenze der Terme [a’f’)]::

a” > G fir: ”} >n
@ v =

d. b (s. Ungl. 3b)): Die Doppelfolge divergirt nach - oco.
Das entsprechende ergiebt sich dann im Falle lim ag) = — 00.

uy=ow
Die convergenten und eigentlich divergenten Doppelfolgen sind also
durch die Beziehung:

(31a) lim ¢ = Tim a®
H,¥==00 pyy= oo

die Meigenﬂz'ck divergenten durch:
(31D) lim ag) < Tim a%

My =00 Hy= “
charakterisirt.
5. Man kann den vorstehenden Resultaten noch eine andere, vielleicht
anschaulichere Fassung geben. Es bedeute m,, n, (v==0,1,2,-..) jo eine
Folge natiirlicher monoton in's Unendliche wachsender Zahlen. Alsdann

soll die aus der Doppelfolge (a ( ) herausgehobene einfache Folge
(am:) (rv=0,1, 2: ©)

eine dchte Theilfolge der ersteren heiss.en*). Dies vorausgeschickt lisst
sich der Inhalt der in Nr. 2 und 3 entwickelten Beziehungen auch folgender-
massen aussprechen:

* Z. B..(af) (»=0,1,2, --) = Folge der in der Haupt- Diagonale enthaltenen
Glieder: (a,(") )s (a("*'?)) = jede zur Haupt-Diagonsle parallele Folge. Ferner die be-

liebigen - ,gerndlinigent Folgen: (a.(” ) (a(””"'q)) » die ,,parabolischen” Folgen:
(a5%1g)> (a"’"‘*‘g) etc. . Die Bedeutung dieser letzteren Terminologie leuchtet ohne
weiteres ein, wenn man #ich in dem Schema (1) jeden einzelnen Term a(”) genau in
dem Punkte mit den rechtwinkligen Coordinaten (u, — ») concentrirt denkt Bedeutet

dann ¢ () irgend eine gaunzzshlige Function von », so epthalten die Folgen (ag'% ))

( ("" ») alle diejenigen Terme, deren zugeordnete . Punkte (q,Gztterpmkte“) von der

Curve

= @(—y) bezw. y = — @&
getroffen werden. 9(—9) y - 16)
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Ist lim o = 4, Tiiﬁa‘ﬁ=£ (wo A, A endlich oder oo

Y=« Y=
’ ’

mit bestimmiem Voreeichen), so existiren dchte Theilfolgen mil
den Grenzwerthen A und A (s. Ungl. 24), (29)); dagegen giebt
es keine dichte Theilfolge, welche einen kleineren Grenswerth als
A oder einen grosseren als A besitet (s. Ungl. (18), 25)).

Ferner folgt fiir den Fall 4 — 4:

Ist die Doppelfolge convergent oder eigentlich divergent,
so gilt das entsprechende von jeder Theilfolge, bei welcher beide
Indices in’s Unendliche wachsen (s. Ungl. (2a), (4a) und (3a)),
insbesondere also von jeder dchten Theilfolge.

Umgekehrt:

Weiss man nur, dass jede dchte Theilfolge convergirt besw.
eigentlich divergirt, so ¢ilt das entsprechende von der Doppel-
folge selbst*).

Wenn nimlich die ichten Theilfolgen convergiren, so kann nach dem
eben ausgesprochenen Satze die Doppelfolge zunéichst nichi eigentlich
divergiren . Sie kann aber auch nicht uneientlich divergiren, d.'h. ver-
schiedene Limites 4, A besitzen. Denn alsdann kénnte man zunichst aus
der Doppelfolge zwei dchte Theilfolgen mit den Limites 4 und A heraus-
heben und aus diesen durch Vereinigung passend ausgewilter Glieder eine
uneigentlich divergente dchte Theilfolge (mit den Limites 4, A) bilden, was
der Voraussetzung widerspricht. Somit muss in diesem Falle die Doppel-
folge convergiren. '

Das analoge gilt fiir den Fall, dass die #ichten Theilfolgen eigentlich
divergiren.

8 3.

Die Limites und iterirten Limites der Zeilen und Colonuen. —
Gleichmissige Convergenz, Divergenz, Begrenztheit und
Unbegrenztheit der Zeilen (Colonnen).

1. Wesentlich verschieden von den dchien Theilfolgen, als dem ein-
fachsten Typus von Theilfolgen, bei welchen beide Indices schliesslich in’s
Unendliche wachsen, sind diejenigen Theilfolgen, bei denen nur der eine
Index diese Eigenschsft: besitzt und als deren einfachster Typus die Zeilen

« ) g™
i o’ SR AERE v=0,1,2-)
und Colonnen: . ,
0 .
aL) a:‘) “ s e a:) o o @ (“ — O, 1, 2, .. .)

*) Hieraus konpte wan .auch ohne weiteres die Convergenz bezw.. efgonsiiche
Divergenz jeder monotonen Doppeifolge erschliessen.
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d:es Schema’s (1) erscheinen. Man bemerkt zunichst, dass das Verhalten
emer beliebigen endlichen Anzahl von Zeilen und Colonnen suf die in § 1, 2
niher entwickelten Limites der Doppelfolge keinerlei Einfluss iibt. Denn
die zur Charakterisirung dieser Limites dienenden Ungleichungen (2b),
(3b), (18), (21), (25), (26) verlangen ja gewisse Eigenschaften lediglich von
denjenigen a, . bei denen beide Indices gewisse Grenzen iiberschreiten.
Um im ubngen die Beziehungen zwischen den Limites der Zeilen (Colonnen)
und denjenigen der Doppelfolge des genaueren festzustellen (s. § 4), schicken
wir zuniichst die folgenden Betrachtungen voraus. Dabei gilt alles, was
beziiglich der Zeilen gesagt wird, mutatis mutandis auch fir die
Colonnen.

Die Terme a jeder einzelnen Zeile (also » beliebig, aber constant;
w==0,1,2, -..) besitzen stets einen unferen’ und einen oberen Limes:

lim aﬁt) a® bezw. = + o0,
(32) = (v==0,1,2,--))
“1_1-_11; ag) =a" bezw. = 4 oo,

welche beiden eventuell auch zusammenfallen kdnnen. Im letzteren Falle
Jexistirt lim a® ’, in Zeichen*):

‘u'—'@
(33) lim aL) = lim aL) =a” bezw. = 4 oo,
pH=0o
und die betreffende Zeile ist convergent bezw. eigentlich divergent.
Bildet man sodann die beiden Folgen:

hm a® hm a()

@) »
11m a# hm @, hm a,

(in -denen eventuell auch beliebig viele Terme + 0o, — 0o vorkommen
kénnen), so*gehort zu jeder ‘derselben wiederum ein wisterer und ein oberer
Limes, in Zeicheh'

@5)  lin lim'e?, lm lm e, lim lima?, lim Tma.

y==o M=® Y=, u==0 e TN TE 2 ‘v=moo u=sm,

®)
hma#,ou

(34)

Die. beiden dusseren diesex vier (eventuell auch simmtlich oder theilweise
unter einander gleichen) Zahlen will ich als den deririen umteren bezw.
oberen Zeilen~-Limes bezeichnen. Aus der unmittelbar :einlenchtenden Be-
ziehung:

(36) hma“< hma) (v=0,1,3,--)

“=Q *

*) Die Bezeichnung Tim wmolihgenerell die:Bedeutung haben, dass es in deér be-
treffonden Formel freisteht, lim oder Iim #u wihlen.
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folgt sodann:
lim lim o < lim lim ¢® < Tm Tim o2,
(37) y==0n = “ T y=wm H=0 “ _v=oo H=x ¢
lim lim af gl m o7 < Tm Iim 4 %).
Y=o p==00 y=0 pn=0® y=o u=om

Sind also jene beiden dusseren Limites einander gleich, so fallen auch
die beiden mattleren mit ihnen susammen, d. h. in diesem Falle existirt
ein eindeutig bestimmter

lim lim a() (als endlich bezw. 4 oo oder — o0),

y=o =
der dann als <terirter Zeilen-Limes schlechthin bezeichnet werden moge.
2. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass man den dferirfen
wnteren bezw. oberen Zeilen- Limes allemal auch durch einfache Limites
und zwar durch Grenswerthe dchier Theilfolgen ersetzen kann*¥). Es gilt
ndmlich der Satz:
Man kann aus der Doppelfolge (aﬁf)) stets dichte Theilfolgen
(as,’:’)) , (af')) so herausheben, dass:

(38) lim of° ")—— lim lim a®, lim ¢® = Iim lim .

y=0 Y=o u=o y=m Y y=0 u==w®

Beim Beweise dieses Satzes haben wir drei Fille zu unterscheiden, je

*) Dagegen kann sehr wohl:
Tm lim a‘f") > lim lim dfu’)
y=00 l(=0° y==00 p-=:oo

susfallen. Beispiel:

W= (42 (14 (),

algo:
aﬁ?ﬂ == (_— 1)# + 4,
a0 = (1,
und daher:
: @27 Tm oY =
fma? =s  EAD =
lim a®* D) wm — 1, Tim a®*+) =1
p==w prm

Daraus folgt weiter:
fim lim « =3,
y =0 H=00

lim Tim a® = 1,
. y=00 g==0w [
d. b, in der That:
Tim hmaﬁf)> lim lim a(”)
=00 p—m y==200 ‘“=®
~»#%) Anders atisgbdriickt: Man kann jeden successiven Grenziibergang such durd
einen speciellen simuliamen ersetzen.
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nachdem die in Frage kommenden Limites endlich oder unendlich mit noch

niher zu specificirendem Vorzeichen ausfallen.
Fall I. Es sei zunichst:

(39) lim lim ag) =ga (wo ¢ eine bestimmte Zahl).

Y= M=

Aus der Folge:

(40) 1_1_12 a'(O); l_l_I_Q a'(l)’ e 1.]_12 ag)’ e

H= m=m U=
muss sich dann eine unbegrenzte Folge endlicher Terme¥*)

lim af"'”) = Q(nv) (”' = O) 1) 2 )

M=
mit dem Grenswerthe a herausheben lassen, also:
(41) lim ¢™=a dh =Ilim lim ag).
y==0o P=® 4=

Da c_z("’) den wunteren Limes der Terme afj') (g=0,1,2,---) d. h. der

(n, 4 1)e= Zeile vorstellt, so muss es zu jedem &> 0 und zu jedem
“einzelnen n, wunendlich viele Terme af,’:’) geben, sodass:

(42) g(nv) —< aSw) < Q(ﬂv) +& (v=0,1,2--).

v

Nimmt man also eine Folge positiver & mit den Grenzwerthe lim &, =0,

y=_

so existirt zundchst eine ersfe Zahl mg, sodass:
i g < af::’ <a™ 45
sodann eine erste Zahl m,, welche gleichzeitig den beiden Bedingungen
geniigt:
m, >m, und: o™ —¢ < a,::) < a™ 4 g,

So fortfahrend erhilt man eine dchie Therlfolge (af::)) von der Beschaffen-
heit, dass:

(43) o — e <a <a™ 5 (@=01,2,.),

und man findet somit, da lim g,("’) nach Gl (41) existirt:

(44) lim of) = lim 6™ d h =lim lim o
Y =00 Y= y==0 y=oo

*) Die Voraussetzung (39) schliesst keineswegs aus, dass unter den Termen

lim a® =0,1,2,--.
"_:—..:_m 1 (‘V k] )
der Werth — o0 in endlicher Anzahl und der Werth 4 oo sogar wnendlich oft vor-
kommt. '
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Analog ergiebt sich:
(45) hm a( Y —lim fim a ), wenn: lim lim a =g (d. h. endlich),

Y=o y=owx Y=o y==w
am einfachsten, wenn man beachtet, dass (—lim Iim a” )) den entsprechenden
V=0 u=0m
unteren Limes fiir die aus den Termen (— L)) gebildete Doppelfolge
vorstellt.

Fall II. Es sei jetzt:
(46) lim lim a® = — oc.
y=m #=W K

Nimmt man eine Folge positiver Zablen G, mit dem Grenzwerthe
li_rg_ G, = + oo, 80 muss sich auf Grund der Voraussetzung (46) aus

der Folge (40) eine unbegrenzte Folge von Termen lim a( ? g0 heraus-

y—oo

heben lassen®), dass:
47) lim oM< — @, (»=0,1,2,-.)).

nR=
Aus der Bedeutung von lim af:") folgt dann weiter, dass zu jedem einzelnen
n, umendlich viele Terme aS':) existiren miissen, sodass:
(48) < — @, (»=0,1,2,--).

Man kann daher ganz analog iyie im Falle I zu n,, #, #n;, .- eine
steigende Folge natiirlicher Zahlen m,, m,, my, - - - 80 suswihlen, dass:

(49) afn,') <—G,  (my> My, Ny > Ne)
und somit schliesslioh:
(50) ,h_n:,, a( Y= — o0 d h g ,}‘i.% a:r’.

Entsprechend erglebt sich:
(61) hm —-—+oo, wenn: lLim hma = 4 oo.

Yy=200o g== ©

Fall III.  Ist:
(62) lim lLim a ) =4 0o bezw. lim li_r_ﬁa:')=——oo,
! y=o u=o =0 u=9o :
go folgt aus (37), dass auch:
(53) [m Im & =4 0o bezw. lim lim @) = — 0.
y==00 y==® Y=o =0

*) Diese Terme Im a,(:") kdnnen dabei fiir jedes einzelne »-endlich oder such

#=w
gimmtlich bezw, theilweise = — o0 sein.
Mathematisohe Annslen. LIIE 20
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Damit ist aber dieser Fall ohne weiteres auf Fall Il zuriickgefiihrt und
der oben ausgesprochene Satz jetzt vollstindig bewiesen.
3. Es erscheint fiir das folgende zweckmissig, in Bezug auf die

successive Anniherung der Zahlen aﬁf) an die betreffenden Zeilen-Limites
lim aff) gewisse Unterscheidungen zu treffen und die verschiedenen Még-

u=oo
lichkeiten durch geeignete Bezeichnungen zu charakterisiren.

Fasst man zunichst den einfachsten Fall in’s Auge, dass jede Zeile
convergirt, also etwa:
(54) lima? =a” (v=0,1,2,..),

u=0w

so besagt diese Voraussetzung lediglich folgendes: zu jedem (beliebig
kleinen) &> 0 und fiir jedes einzelne v existiren Zahlen m, und somit
speciell eine kleinste Zahl m,’, sodass:

®5) |4 —a®

Dabei werden diese Zahlen m,” (ausser mit ¢) im allgemeinen mit » ver-
anderlich sein, und es erscheint inshesondere nicht ausgeschlossen, dass
sie (simmtlich oder theilweise) zugleich mit v iber alle Grenzen wachsen.
Ebenso kénnen auch die [a®| zugleich mit v simmtlich oder theilweise
in’s Unendliche wachsen. Wir sagen in jedem dieser beiden Fille, die
Zeilen seien umgleichmdissig convergent.

Existirt dagegen fiir die Zahlen m,” ein bestimmies endliches Mazimum
m und bleiben die iami unter einer endlichen Schranke g, so kann man

<&, wenn: p>im, (»v=0,1,2,..).

die Bedingung (55) durch die folgende ersetzen:
(56)

wobei jetzt m eine (nur noch von & abhiingende) fiir alle v unverdnderliche
Zahl bedeutet und |a®| < g bleibt. In diesem Falle heissen die Zeilen
gleichmdssig convergent.

Sind alle Zetlen eigentlich divergent, also:

(57 limaf:)=+oo bezw. = — o0 (v=0,1,2,...,

U=

<& wemn: pu>m (»=0,1,2,...),

& __
a ' @

so besagt dies wiederum nur folgendes: zu jedem (beliebig grossen)
G >0 ubd fiir jedes einzelne v existiren Zahlen m, und speciell eine
kleinste Zahl m,’, sodass:

(58) “S)>G bezw. <— @G, wemn p>m, (v=10,1,2,...).

Haben alsdann die m, ein bestimmites endliches Maximum m, sodass die
Bedingung (58) durch die folgende ersetzt werden kann:

(69) a‘f:)>G bezw. <~—“'-'G, wemn u >m (v=0,1, 2,..),
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so mogen die Zeilen als gleichmdssig divergent bezeichnet werden; dagegen
als ungleichmdssig divergent, wenn ein solches Maximum nich¢ vorhanden

ist, sodass also die m,” gleichzeitig mit v simmtlich oder thellwelse n’s
Unendhche wachsen.

Beispiele. 1) Die Zeilen der Folge [“ e ] sind gleichmiissig con-
vergent. Denn man hat:

also:

Wird also &> 0 beliebig klein vorgeschrieben, darauf m so fixirt, dass

1 .
“,{é &, 80 wird:

— lim a(')
,l =00

2) Die Zeilen der Folge [u + v])y sind gleichmdissig divergent. Denn
man hat:

a::)=l‘+v; hma = + 00, “S)Zl‘ (v»=0,1,2,-.).

H=0o

< <s firr g2>m und »=1,2,3,....

Wird also G > O beliebig gross vorgeschrieben, sodann 7 > G an-
genommen, so hat man:

aﬁ?gm>G fir u>m uwd v=0,1,2,....

3) Die Zeilen der Folge 1—_(}%;—:);-)—,2 sind ungleichmdiisssg con-

a? = (e — %) lim a® =1

L=y Jma)

vergent. Aus:

folgt namlich:
T T (@ —=9)* 1
a’ —1lima l——l 1+(”__,,): 1+(p—w)’

Versteht man unter n eine beliebig grosse natiirhche Zahl und setzt v=mn
d. h. betrachtet man eine Zeile von beliebig hohem Ramge, so wird:
a” — lim a::') =1.

M=

u=c

Es ist somit nicht moglich, die fragliche Differenz durch Fixirung einer
endlichen Maximalgrenze u = m fiir alle v numerisch unter ein beliebig
kleines ¢ > 0 herabzudriicken. ‘Das Wesen dieser ungleichmiissigen C’D)iﬂ
vergeng tritt noch anschaulicher hervor, wenn man sich die Glieder der

betreffenden Doppelfolge in Form des Schemsa’s (1) angeschriebén- - donkdy
20%
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O 12 9% gt o yz

1417 1F2* 1F3¢% 1+
G LI N Tt
118 14 1° 1F 28 14 (p—1)°
I A R (=1 L
1428 110 1+41% 1+ (@—2)*
3? 2t 11 0 (u — 3)*
1438 142 141° T4 -3

Man erkennt, dass die Terme jeder einzelnen Zeile schliesslich bestindig
wachsend der Grenze 1 zustreben. Aber dieses Zunehmen der Glieder
beginnt erst jedesmal rechts von dem Diagonalgliede, welches in jeder
Zeile den Werth O hat: die successive Anniherung der Glieder an den
Grenzwerth 1 wird mit jeder Zeile um eine Stelle weiter hinausgeschoben.

4) Auch die Zeilen der Folge L—,—‘ETI sind ungleichmissig con-
vergeni. Man hat hier:

o __ wy 1 .
ICTE N il.r_nmaﬂ =0 (=123,
v [
also:
» : (%) ©y
¢’ —lma’'| =5+
i » p=0w K o+
und daber fiir jedes noch so grosse =:
®__ T a® =1
EEaA

Die Terme jeder einzelnen Zeile convergiren hier schliesslich bestéindig
abnehmend gegen O; aber das Abnehmen der Qlieder beginnt wieder jedes-
mal erst rechis von dem Diagonalgliede, welches durchweg den Werth

—%-. besitat. Bedeutet ferner p eine beliebige natiirliche Zahl, so hat man:
(V) b
Y T T

‘d. h. das Glied —F—; + —+—;, welches fiir v=1, d. h. in der ersten Zeile an der

p* Stelle steht, steht in der n**» Zeile erst an der pu**® Stelle: es findet

also mit jeder neuen Zeile zugleich auch eine Verlangsamung der Glieder-
a.bnahme statt '

[v + -;l zu gelten. Zwar hat man “hier:
63 1 ¥
a’,u) '='”+<;7 hma“ v

p=o
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also:

a® —lima® = L
“ 12 w

=00
und daher genau, wie bei dem Beispiele 1):

(v) R F ) 1
a, lim a, < - <e

B=o
. 1
fiir pgmg:— und »=1,2,3, ... .

Dagegen ist hier die Bedingung nicht erfiillt, dass die |a| unter
einer endlichen Schranke bleiben, denn man hat:

lim a® = lim v = + oo.

6) Die Zeilen der Folge [(u — »)Z]5 sind umgleichmiissig divergent.
Man hat:
a2)=(5"—”)2’ ii;nwag)=+oo, (v=0,1,2,--9).

Wird G > 0 beliebig vorgeschrieben, so lisst sich kein m so fixiren,
dass:
o' >G fir v=0,1,2,-- -

Denn man hat, wie gross auch » angenommen werden mdge:
a™ = 0%)
n

4. Die im vorstehenden eingefiihrten Begriffe der gleichmiissigen
Zeilen-Convergenz und -Divergenz gestatten noch eine fiir das folgende
niitzliche Verallgemeinerung.

Es werde zunichst angenommen, dass die Limites der Zeilen, zum
mindesten nach Ausschluss einer endlichen Anzahl, numerisch wnfer einer
festen Schranke bleiben (eine Annahme, die offenbar diejenige der Zeilen-
Comvergens gegen endlich bleibende Limites als speciellen Fall enthilt), etwa:

ST S B ool O N . %] o '
60y lma”=g¢”, lma =a”, wo: 13| <g fir: v>n.

"

Alsdann existirt zu jedem &>0 und fiir jedes einzelne »>># eine kleinste
Zghl m,’, sodass:

(61). o —eLal <av e fir: p2m, v2n

* Da die angefihrten Beispiele, ausser Nr. 5, in Bezug suf die beiden Indices
w, » vollig symmetrisch gebaut sind, so konnen sie auch dazu dienen, um die in
Rede stehenden Convergenz- und Divergenz-Eigenschaften der Zeilen auch fiir dig
Colommen -zu_ exemplificiren. An Stelle von Beispiel 5) hitte man dann lediglich’

1 .
[p. + -;—]1 zu substituiren.
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Haben dann wiederum die m,” ein endliches Maximum m, sodass also die
Bedingung (61) durch die folgende ersetzt werden kann:
»)

(62) g"’ —< af") < a +¢& fiir: p2>m, v>n ({’g(,)f} < 9),
so sollen die Zeilen fiir v > n gleichmdissig begrenzt heissen; dagegen un-
gleichmdissig begrenzt, wenn eine solche Zahl m nicht existirt oder wenn die
|a®)| und |G®| wicht unter einer endlichen Schranke bleiben. Da die
Bedingung (62) im Falle a® = &» mit derjenigen fiir die gleichmdssige
Convergens der Zeilen bei v > n zusammenfillt (s. Ungl. (56)), so erscheint
also diese letztere als specieller Fall der gleichmassigen Begrenzung.

Bestehen die fraglichen Bedingungen nur fiir einen der beiden Limites,
d. h. hat man nur:
(©3) " —e<a) fnopzm, w2 (a9 <)
| oder: &% 462 al fir: pm, y2n (@] <g),

so soll die Begrensung der Zeilen eine einseitig gleichmiissige heissen.

- Bleiben die |a®|, |a™| fiir v > % nicht unter einer endlichen Schranke
(woraus das analoge fiir die ‘aﬁf" bei gleichzeitig unbegrenzt wachsendem
u, v folgt), so soll speciell der Fall lim Lim aL') == - 00 bezw. — o0 be-

V=00 u=ow
trachtet werden. Auf Grund dieser Voraussetzung existirt zunichst zu
jedem (beliebig grossen) G > 0 eine kleinste natiirliche Zahl », sodass: *)

lim as) > @G, also auch: Iim aL') > G fir: v2>n,
64 = o=
(64 bezw. lim ag) >—G, also auch: Eg_l_ag)<-—~G fiir: v > n.

Daraus folgt wiederum nur soviel, dass fiir Jedes einzelne v > eine
- kleinste Zahl m,” existirt, sodass:

(65) a,:? > G bezw. <—G fir: p>m/, v>n.
Ist alsdann fiir die m, ein endliches Maximum m vorhanden, sodass also:
(66). ag')>G bezw. < — G fiir: p>m, v>n,

80 sollen die Zeilen der Doppelfolge als gleichmdissig unbegrenst ¥¥) be-

*) Dabei wird # im allgemeinen mit G verdnderlich sein (n#mlich mit wachsen-
den Werthen von G gleichfalls zunehmen). Dies wire nur dann nicht der Fall,
wenx: von giner bestimmten Zeile ab, etws fiir » > n, durchweg:

_ .@a}i’)—ama;=+oo bezw. = — oo
Déan gentigh ndimtich die Annahme n = »’ bei jedem beliebigen &.
*) Der Ausdruck bezieht sich wesentlich auf die Gesammtheit der Zeilen. Jode

einzelne Zeile kann dabei immerhin begrenzt (d. b. mit endlichen Limites versehen),
80gar convergent sein (s. Beispiel 9)).
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (66) mit der fiir gleich-
miissige Divergenz geltenden Bedingung (58) zeigt wiederum, dass diese
letztere Eigenschaft einen speciellen Fall der soeben definirten darstellt.

Beispiele. 7) Die Zeilen der Folge [( 1)*‘+’"'t"]1 sind gleich-
missig begrenzf. Man hat:

0) 1 1 Vo= — !
“L)=(— 1)u+v(_;+-;~), also: Q()_il_glma() P
) _ 0 3 1,
A =T
Da nun:
1 1 v 1 1
_.;-——v—ga,(‘)é—‘;-l--; v=12,8,--),
so folgt: .
g’v——%éas)éd"—{—% »v=1,2,3, )

und daber:

gy———e_ﬁ_af‘")gd,-{——e fiir: p;mg—}, v=1,2,3,.-- -

o L 2t =P e
8) Die Zeilen der Folge [(—— e+ T e = sind ungleichmdissig
begrenzi. Man hat:

2 — 9
aL)=(—1)u+vWIiEi_:§,, also: (_l( -—-il_r_nwa()————l,
a®” — hma,()===+1

=

Andererseits wird, fir jedes noch so grosse n:

" __ a® 8
@, =2, Q=7

d. h. fiir jede Zeile von beliebig hohem Range n liegen das n - 1* und
nt* Glied ausserhald des Intervalles (™ —e, a®™ 4 ¢&) = (1 —¢, 14 o).

9) Die Zeilen der Folge [v+ %]I welche oben (Beispiel 5)) als
ungleichmiissig convergent erksunt wurdén, sind andererseits gleichmdssig
unbegrenzt. Denn man bat

(V) =y + > v.
Wird also n > ! angenommen, 80 folgt.
W>n>G firr v2n, p21.

10)  Gleichindssig umbegrenst sind such die Zeilen der Folge
[v 4+ (1 +(—1¥) gl}. Man hat hier:

()—-'v, wenn u gerade,

:")=v+2y, wenn u ungerade
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und daher: (
. 3 o v
lim o) = », llma’(‘)=+oo;

Hp—=w p=x

im iibrigen fir n> G:
a:)Zn>G fir: v2>2n, u>0.
11) Setzt man:

o — lim =7 v(p=1,2,8-.-5 v=1,23..)
“—p__,_m p,p—}—v?y“ y 4y Y ’ = Lyerd ’
so folgt:
( p\r—1
. = (3) | ,
== lm ———r v =1, wenn: u > v,
e 1t (3)
) —
)
= lim Y. p=—upn, wenn: p<v
= (7) +1 :
| = 0, wenn: .y ==v
Folglich wird:
' : M T AW
lim ' =lima =,
M=o M=0®

d. b. die Zeilen sind convergent, aber umgleichmdssig, weil der Grenz-
werth » schliesslich in’s Unendliche wchst, iibrigens aber auch darum,
weil (fiir jed®s noch so grosse n) ai") =0, a” ,——(n—~4). Aus diesem
letzteren Grunde sind dann aber die Zeilen auch nicht einmal gleichmissig
unbegrenzt.*)

§ 4.

Bezieliingen zwischen den iterirten Limites der Zeilen (Colonnen)
und den Limites der Doppelfolge.

1. Mit Htlfe der im vorigen Paragraphen eingefithrteh Unterschei-
dungen lassen: sich die Beziehungen zwischen den tterirten (Zeilen- bezw.
Colonnen-) Limites und den in §§ 1, 2 betrachteten Doppel- Limites in
sehr allgemeiner Weise feststellen. Zuniichst ergiebt sich der folgende Satz:

(@) - Der iterirte untere beaw. obere Limes ist niemals kleiner
besw. grosser, als der entsprechende Doppel-Limes, d. h. man
hat stets:

¥ Die Beispiele: 7), B), 11) .gelten wiederum' sach unmittelbar fiir die ent-
sprechenden Erscheinungen bezliglich der Colonnen; die Beispiele 9), 10) nach Ver-
tauschung von p und ».
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< lim lim ) < Iim Tm o
(67) Im o) TTATT mekme U< Tim o

Beweis. Nach dem Satze in Nr. 2 des vorigen Paragraphen kann
man jeden der betreffenden iterirten Limites durch den Limes einer dchten
Theilfolge ersetzen. Nach § 2, Nr. b existirt aber keine achte Theilfolge,

deren Grenzwerth < lim a,::) oder > Iim a®: somit ist der fragliche

My ¥ = Ryy=

Satz bewiesen. —

Fasst man insbesondere den Fall in’s Auge, dass lim o = Iim aﬁf’,
, Y= u,y=®

so resultirt aus (I) wamittelbar der folgende Specia.ls;tz*):
(Ia) Man hat stets:

lim fim a®”
(68) e w (= im aj:') ,
lim lim a#) py=a

M=® Y=o
sobald der letztere Gremzwerth existirt.
Ist die Doppelfolge (“.Y)) monoton, so gilt das gleiche von den

Zeilen- und Colonnen-Folgen. ‘In diesem Falle existiren also auch Lim aﬁ? )

=

lim &, sodass fiir eine monotone Doppelfolge unter allen Umstinden -die
y—o “ b pp g

Beziehung besteht:

(69) lim lim o = lim lim a? = lim ¢ _

=0 Q= ‘H=® y=w ‘ p,v=oo

Aus (68) folgt des weiteren, dass die Ezistenz von lim ag) eine hin-

Hy¥=®

reichende Bedingung filr die Beziehung:

(70) lim m o) = lim lm a
y==0 U= M= y==90"
und diese letztere somit umgekehrt eine nothwendige Bedingung fiir die Existens
von lim a,L') bildet. Daraus ergiebt sich insbesondere, dass lim a:) sicher
vk wy=ewt -

nicht. ‘oxistirt, wenn die beiden Gremzwerthe (70) verschieden augfallen.

. . . 1 . "".": 1 | w 1 )
.(Belsp.l.ele: [m]l, [2 . ‘,‘]1’ ’[C:—?T)jl>
.Andererseits erscheint die Ewistens von lim o Feineswegs als noth-
pov=" .
wendig fiir .das Bestehen der Bezichung (70) (s. § 3, Beisp. 3), 4), 0),63
10), 1))y ‘diese letztere also nicht als hinreichend fir. die - Existens ¥on

¥ Vgl Miinch. Sitz.-Ber. a. a. 0. p. 106; desgl. Bd. 28 (1898), p.-83?
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lim a. Neben den eben citirten Beispielen mochte ich als besonders

,lv—-col

lehrreich noch das folgende anfiihren:
(1')
= (— 1)py+6 (0=1,2,3,-..; v=1,2,3,--°).
Man hat hier zun#chst:

Iim ag)=0, lim a;(:) =0,
also auch: “ T
Iim lim a =0, lim lim a®” = 0.
=0 p:{oo =0 y==0 “
Ferner ergiebt sich:
i ) =l (1) 5 =0
und sogar allgemein, fiir jedes ganzza.hhge p=>1, ¢=>0:
® 1 evke_(pv 4@t
lim dpy gy =lm (U g e — O
(py+9 _ ¢ A o
}I_ﬂa }En( by v+ (pv+9° 0.

Die Folge ( (’)) hat also die Eigenscﬁaft, dass nicht nur die dferirten

Limites und der Grenzwerth der Hauptdiagonale den Werth O haben,
sondern dass alle in ihr enthaltenen ,geradlinigen“*) Theilfolgen gegen O
convergiren. Nichts destoweniger hat man:

» 1
a,(,) = (-—- 1) —2—

also:
hm ©) — 4 o0, jenachdem v gerade oder ungerade,
und daher:
lim a¥ = — oo, hma“——-l-—oo
Hyv=10 V=

2. Ebénso wenig wie das Bestehen der Beziehung (70) die Ewistenz
vor' lim a?) wnd somit (nach Satz Ia) das Zusammenfallen der sterirten

By y=E

Limites mit dem Doppel-Limes verbiirgt, brauchen aJlgemem der dterirte
untere und obere. Limes mit dem wunteren bezw. oberen Doppel- Limes zu-
sammenzufallen Man bemerke zunachst dass ein solches Zusammenfallen

untere Lwnes den Werbh - &,vdel' obere den Werth _+ o0 hat Im ubngen

# Vgl p. 300,; Fassr.a.
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ergiebt sich fiir das Zusammenfallen der betreffenden Limites zuniichst
die folgende hinreichende Bedingung:

(II) Sind die Zeiden (Colomnen) der Doppelfolge nach even-

tuellem Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmdssig be-

grenzt oder umbegrenzt, im Falle lim Lim a::) = 4 o oder

lim lirga:"’-—— — 00 wenigstens einseitiy gleichmdissig be-
grenzt, so ist:
li_m_l_i_rgafr) = lim ¢, [im Iim a® = Bim a®,
(71) y=oop-=oo ﬂ,v:——.oo H=R Y=o F,V""Q “
(bezw. lim lim ¢ = lim ¢, Iim lim ¥ = Iim o* ))
=00 y==00 M, V=00 R==® V== "y=w

Beweis. Fall I. Sind die Zeilen zum mindesten fiir v > n" gleich-
mdsstg begrenzt, und setzt man:

(12) lim a® =4, Tim o™ = &%,
= " p=w

so liegen (s. § 3, Nr. 4) die a®, @ fiir v > » innerhalb endlicher
Schranken und zu jedem & > O ldsst sich m so fixiren, dass:

(73) a®” — —;— < a::) <&+ % fir: u>m, v2>2n.
Wird sodann gesetzt:

(14) l_u_n_o_o a = gq, ;u‘i,?;a(v) =a,

so kann man ein % > # so annehmen, dass:

(5) a— 5 <aW <av<Lat 5 fir v2m,

sodass sich durch Combination von (73) und (75) ergiebt:
(76) Q—%féag)§ﬁ+?§ fﬁr:‘pgm, v>n.

Da hiernach die af:) fir w>m, v>n innerhalb endlicher Schranken
bleiben, so hat man:

O N
(17) lim o’ =4, Lim aﬂ 4,

v=o ,¥==00
#,

wo A, A bestimmte Zahlen vorstellen. Wegen der Bedeutung dieser
Zahlen A, A (5. § 2, Ungl 24) giebt es alsdann dchte Theilfolgen

Ry Iy .
(amy) , (apr) , Bodass:

(78) ("V) __<- 4 + A’ g (9v)

m,, —'3—
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Da es hierbei freisteht, von vornherein m, > m, n, > »n anzunehmen und
andererseits die Ungleichungen (76) bestehen bleiben, wenn man die
beliebigen w, v durch die specielleren m,, n, bezw. p,, g, ersetzt, so resul-
tiren aus der Verbindung von (76) und (78) die folgenden Beziehungen:

2 = o, 2
‘l'_—;é*i—l’—:{; A— ”§‘§0+’3f’
anders geschrieben:
(79) a<d4+s a>A—e,
d. h, da ¢ jede moch so kleine positive Zahl vorstellen kann:
(80) a<4, ax4

und, da die Mdglichkeit ¢ << 4, @ > 4 durch Satz I (Ungl. (67)) defi-
nitiv ausgeschlossen erscheint, schliesslich:

(81) @ = _.A'_7 a=A4,

d h

(82) lim lim ¢ = lim ¢®, Iim Iim a® = Gim a¥. —
y==0a p=“ ,‘,v=m y=00 #—_—m # ,l Yy==00 "

Fall Il. Es seien jetzt die Zeilen fiir v > %' gleichmdissig unbegrenst,
also (s. Ungl. (66)) etwa:

(83) > G fir p2m, v2a2w.
Daraus ergiebt sich zunichst, dass auch:

lim o > G fir: »v2mn,

“und daher: e
(84) lim lim a = + oo, also a fortiori auch: lim lim a = 4 co.
V= g=0 ' Y=o (=0

Sodann’ folgt aber aus Ungl. (67) oder auch unmittelbar aus der Ver-
‘gleichung .der Bedingung (83) mit derjenigen fiir die eigentliche Divergens
der - Dopyelfolge. (§ 1, Ungl. 3a))*), dass auch:

(85) ﬂljgwag) = + o0 ’
sodass also schliesshich:

lim hma -—-hma = - oo,

y=a u=e Uy v=00

*) Die analytische Formulirung dérjenigen Eigenschaft, welche hier als ,,gleich-
méssige Unbegrenztheit” der Zeilen bezeichnet wird, ist in Walirkeit mit der noth:
wendigen und hinreicienden Bedingung fiir .die. eigentliche Divergenz der Doppel-
folge tdemtisch. :
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oder einfacher geschrieben:

(86a) lim Iim ¢ = lim a = + oo.

v=m =0 r=w

Analog ergiebt sich im Falle:
. a:")<— G fir: p>m, v2n>n

dass:
(861) lim lim 6" = lim a®” = — co.
Y=o ue=0 My =0 "
Fall III. Es sei:
lim lim a = 4 oo, dagegen lim lim = lim a®) =g (endlich)
V—wl.l—'@ "——-Q u==0a0 y=0

und die Zeilen fiir » >n" in Bezug auf die a® gleichmdssig begrenst,
sodass also:

(87) a” — —E— < aﬁf) firr w>m, »>n'
Alsdann lasst sich wiederum ein % > #’ so fixiren, dass:

(88) a— - <a¥ fir: v,

‘sodass also:
(89)

Da sodann: lim ¢” < lim lim a(') d. h. < @ und andererseits fir alle

My y=00 y=00 =00

af:) bei w > m, v > n nach Ungl. (89) aﬁ") 20— {-, so ist:

é ™ fir: w=>m, v=2n.

l@
w] g

(90) lim o — 4

Hy=®

eine bestimmte endliche Zahl.

Es existirt daher wiederum eine dchle Theilfolge (a ’)), sodass
(s. § 2, Ungl. 24)):
(91) <A+ %

Daraus folgt aber in Verbindung mit Ungl. (87), dass:
(92) a—2<A4+ L dbh oA+t
und schliesslich, genau wie im Falle I:

(933) g=4 dh limlmna? =lim o

Y= u==w i, y==w
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Ueberdies ergiebt sich aus der Voraussetzung: lim lim aﬂ) = -4 oo auf
Grund von Ungl. (67), dass auch:

y=w ‘l‘=®
(93D) lim aﬁ’:—_ + o0, also: = lim lim ag).

Uy, r=0o V=00 u==x

Das analoge gilt sodann im Falle: lim lim a::')——-— — o0, Iim Lim aﬁ:) —G.—

Y==oo y =00 Y=o pg==w
Da sich die vorstehenden Betrachtungen ohne weiteres auch auf die
Colonnen ibertragen lassen, 8o erscheint hiermit der oben ausgesprochene
Satz in allen seinen Theilen bewiesen.
3. Nimmt man im Falle I des vorigen Satzes lim lim a;:? und

Y=o M=

im Lim o als susammenfallend an, so gewinnt man wnmittelbar den

Y= ==

folgenden Specialsatz:
(la) Sind die Zeilen der Doppelfolge (a;’)) nach eventuellem
Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmdissig begrenzt
und existirt: |
lim Tim as) = q ¥),
Y=o u=n
so convergirt die Doppelfolge und man hat:
lim a” = g,
MY =0
Zugleich gestattet der Fall (II) des obigen Satzes die folgende
Formulirung:
(IIb) Sind die Zeilen der Doppelfolge (a (’)) nach eventuellem

“*

Ausschlusse emer endlichen Anzahl gleichmissig unbegrenzt,
S0 wstenicht nur: '

vh:; gag)r-—{—oo bezw., = — oo,
sondern die Doppelfolge selbst isteigentlich divergent, sodass
~also:

lim a::)=+oo bezw. = — o0,

Myy=c0
Das analoge gilt wiederum beziiglich der Colonnen.

Die Sitze (Ila), (I[b) zeigen insbesondere, dass fir die Convergens
bezw. eigentliche Divergens der Déppelfolge die Comvergenz bezw. eigentliche

*) Dass in diesem Falle lim Tim a'f:’) stets eine emdliche Zahl a ist, folgt un-

‘ ‘ Y= #’-—_—CD
mittelbar aus der Voraussetzung der gleichmidissigen Begrensung: denn diese -erheischt,
dass lim af("), Im ag) gum wmindesten filr » > m zwischen zwei endlichen Schranken
pu=c p=um =

bleiben (s. § 3, Nr.'),
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Divergenz kewner einzigen Zeile (Colonne) erforderlich ist. (Beispiel einer
convergenten Doppelfolge mit durchweg oscillirenden Zeilen s. § 3, Nr. 4,
Beisp. 7); eigentlich divergente Folge mit durchweg comvergenten Zeilen:
ebendas. Beisp. 9); eigentlich divergente Folge, deren Zeilen innerhalb
endlicher Grenzen oscilliren: [(2 -+ (— 1)#)v]}; eigentlich divergente Folge,
deren Zeilen einen endlichen unteren und unendlichen oberen Limes besitzen:
a. a. 0. Beisp. 10)).

3. Ich will nun untersuchen, in wieweit die in Satz (IT), (IIa), (ITb)
angegebenen, fiir das Zusammenfallen. der #erirten und der entsprechenden
Doppel-Limites hinreichenden Bedingungen sich zugleich auch als noth-
wendige erweisen, d. h. in wieweit die betreffenden Sétze wmkehrbar sind.

Dass dies fiir den allgemeinen Satz (II) nicht der Fall ist, sodass man
also aus den Beziehungen:

lim lim a” = lim a#), lim T a(

V== p==00 Uy y= v=00 Hyy=00

— »
Iim a N

nicht auf die gleichmdssige Begrenztheit oder Unbegrenztheit der Zeilen
schliessen darf, zeigt die folgende Ueberlegung. Es sei (b:")) eine Folge
mit gleichmdssig begrenzten Zeilen und:

(94) lim lim 5 = lim 5* = b, Im Iim 37 = Lim ) =5, b<b.

Y=0 u=m U y=w y=10 p==00 P ¥=2 K

Bedeutet sodann (c:" eine Folge mit wngleichmdssig begrensten Zeilen,
fiir welche: '

®) Jmdl—esimimel, Jmol=czmine
(96) b<e<LE <D,

so bilde man aus den Termen der beiden Doppelfolgen (bi’)) , (c}f”) eine
einzige (a‘i')) indem man setzt:

@01 a=3, &= @=0,1,2-,v=012.)

p M

(d. h. die Zeilen der Folge (a ) bestehen abwechselnd aus den Zeilen der
beiden Folgen (bf)) ( :")). Alsdann hat man offenbar:
(98) lim lim o = lim 62 =3, Iim Im o) =Im a =35,

y=00 U=c0 My, Y= - y=w u=—=w # MYy=x #“

obschon die Zeilen der Folge (af)) nicht mehr gleichmdssig begrenzt sind.
In analoger Weise kann man aus einer Folge mit einseitig gleichmdssig

begrenzten oder gleichmdssig unbegrensten Zeilen durch Einschaltung der
Zeilen einer anderen Folge eine solche bilden, welche jene Eigenschaft
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nicht mehr besitzt, wihrend die in Frage kommenden Limites unver-
dndert bleiben. ‘

Hiergegen lassen sich die specicllen Sitze (Ils), (IIb) in folgender
Weise umkehren:

(ITa) FEaxistirt lim a ) als endliche Zahl A, in welchem

fy V=0

Falle dann (nach Satz (Ia.) auch:
lim Lm a = lim lim a =4,

=00 p=°° u=& vy=m
so sind die Zeilen und Colommen mit eventuellem Ausschluss
einer endlichen Anzahl gleichmdissig begrengt.
Beweis. Aus der Voraussetzung lim a;:') = A folgt zunichst, dass

p,y:ao

za jedem &> 0 zwei natlirliche Zahlen m, »n’ fixirt werden konnen, dass:
2 6] 3 . ’
(99) A——1~2—_§ay §A+~§' fiir: pgm, vgn.

Da sodann auch::
lim Lim a = A

Y=o u=o

80 erkennt man, dass die lim a‘u , Iim a® zum mindesten von einem

p=cw p=o ®
bestimmten Index v ab endliche Zahlen sein mtissen, etwa:
(100) lim a® — g(*')’ Lim a() —(")’ '
H=x M==®

und dass sodann:

(101) i< {

a(")
a™

} <4+ —;— etwa flir: v > 2"
Man hat also in8besondere:

(102) o —eLd—-, A+ <aW+: fir: v 20"

und daher, wenn m eine Zahl bedeutet, die nicht kleiner als »" und n”,
durch Verbmdung der Ungleichungen (102) und (99):

103y e aN<a” +& fir: p2m, v2m
d. h. die Zeilen dé¢ Doppelolge sind gleichmdissig: begrenst. . Das analoge
gilt dann wiedernm. fiir. die Colonnen. —
'(IHB) Besteht eine der drei Begichungen:
Him- ma"*~—+m lim' im ¢ = 4'e0; ki 4 &= -4 oo,
Y=0 powe . p=o = , p,v—m
(beotgs, === 0Q);. in welchens. Falle (nach Sate () wd (da) dans
allemal - auch “dic.:beiden onderen erfillt sind, so sind die
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Zeilen und Colonnen mit eventuellem Awusschluss einer endlichen

Anzahl gleichmissig unbegrenst. '
Dieser letztere Satz bedarf keines weiteren Beweises. Da man nim-
lich, wie schon in seiner Fassung enthalten, allemal von vornherein

lim ai‘") = -+ 00 bezw. — 0o annehmen kann, so besteht die Divergens-

Hy V=00
Bedingung (38) (s. § 1), welche mit der Eigenschaft der ,gleichmdssigen
Unbegrenztheit* identisch ist (vgl. Fussn. 1), p. 316).

Durch Zusammenfagsung der Sitze (Ila), (Illa) bezw. (IIb), (IIIb)
und Beriicksichtigung von (la) gewinnt man schliesslich noch die folgen-
den allgemeinsten Satze dieser Art:

(IVa) Fiir die Convergenz der Doppelfolge (a ( ) 8t noth-

wendig und hinreichend, dass die Zeilen oder C’olonnen mit

eventuellem Ausschluss einer endlichen Anzahl gleichmdssig

begrenzt sind und dass lim Iim a® bezw. lim lim ai)

Y= ‘{L=® ‘u-—'w Yy ==

existert.

Ist diese Bedingung fiir die Zeilen und lim im a ) erfiillt, so

y=o L=

besteht sie auch fiir die Colonnen und lim lim ai), vice versa,

H=® Y=o
und man hat dann allemal:

lim a() = lim hm a hm l1m a()

y=c0 = v-.—ao Y= p==® “
’ H

(AVY) Fir die eigentliche Divetgent ‘dor Doppeifolge
ist mothwendig und hintveichend, dass die - Zedlen ode¥
Colonmen mit eventuellem Ausschlugs einier “endlichen Anzahl
glewhmasszg unbegrenzt sme? Ist diese Bedingung fiir die
Zeilen erfillt, so besteht sie auich fiir die Colonnen, vice versa;
und man hat dann allemal:

lim = lim lim o = lim HEm. a}‘ = -} oo beaw. = — 00,

Hyy=0 U=® =0 Vo=@ ==

Miinchen, December 1896 und Juni 1899.



