
Zur Theorie der zweifach unondlichen Zahlenfolgen.*) 

von 

.ALFRED PRrSeSHEr~ in Mlinchen. 

In einer friiher publicirten Arbeit tiber ,,E/ementare Theode d~r u,- 
e~u~ichen Doppdreil~n"**) habe ich einige Haup~siitze iiber die Grenzwerthe 
~veifach uner~dlicher Zahlenfolg~ zusammengestellt, soweit sie mir fttr den 
damaligen Zweck erforderlich schienen. Nun scheint mix aber die, meines 
Wissens, in der Literatur sonst nich~ ausdriicklieh behaudelte Theorie 
dieser Zahlenfolgen eine welt iiber die erwiihnte specielle Anwendung 
hinausreichende~ principielle Bedeutung zu besitzen und dart~ insbesondere 
far die gesammte Lehre yon den Functionen mehrerer Variablen als 
fundamental gelten: bildet doch die Zuriickftihrung sogenan~ter stet/#m" 
Grenziiberg'~tnge auf Grenzwerthe ab~/hZba~er Zahlenmengen eine der 
wesentlichsten Grundlagen far die moderne VQrsehrtrfimg functionentheo- 
retischer Definitionen und Beweise. Aus diesem Grunde dtlrfte vielleieht 
die folgende ausftihrlichere Darstellung gewisser GTenzwerth-Eigenschaften 
der zweifaeh-unendlichen Zahlenfolgen ei~iges Interesse beanspruehen~ 
zumal dieselbe versehiedene nicht unerhebliche Verallgemeinerungen und 
Vervollstiindigungen der friiher mitgetheilten Hauptsiitze enthiilt. Auch 
m~ichte ich auf die hierbei sieh ergebende methodisch consequente und 

*) Der folgende Aufsats ist im wesentlichen elnem Absehuitte meiner f6r den 
Druck bestimr-ten Vorlesungen fiber unendliehe Reihen und analytische Functionen 
entnommen. Da es m~r in Folge yon Be~esch~i~en und anderen not~wendigen 
Arbeiten bisher nicht m~glich war, das betretfende Buch druckfertig zu machen, und 
ieh andererseits yon Herrn F. London  erfahren habe, dass er, dutch meine unten 
citirte Arbeit ~ber 1)op_pel~;eihen angeregt, eine Abhandlung tiber den vorliegenden 
Gegenstand bei der Redaction der Msthematisehen Annalen eingereicht babe, so bin 
ich der letzteren zu Dsnke verp~iChtet, alms sie auch mir (~elegenheit giebt, die 
folgenden, in dot HaUptsache aus dem Jahre 1896 stammenden Untersuchung.en an 
dieser Stelle zu ver~ff0ntlichen. Im ~brigen m~chte ich nut noeh aus~-dicklieh herr.or: 
heben, dass die Arbei~ des Herrn London,  trots ihres Zusammenhanges mit mein~mi 
oben erwRhnten f ~ h e r ~  Aufsatze, v01lig ~bh$/ngig yon den h/er mitgetheilten aJ/-. 
gemeb~e~ .Untersuchnugen entstanden ist. 

**) ]Kfmch...Sitz.-B~r,'B~ 27 (1897), p. 101. 
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didaktisch ~usserst zweckm~issige*) Einfiihrungsart der gleichmiissigen und 
ungleichmSssigen Ca~vergenz einigen Werth legen. Der fragliche Funda- 
mental-Begriff erscheint bier thats~ichlich in seiner einfachsten Crrundform, 
und der Zusammenhang, in welchem er auftritt, fiihr~ zugleich zu einer, 
soviel ich weiss, bisher nicht bemerkten nfitzlichen ~rweiterung, die sich 
auch fiir gewisse functionentheoretische Untersuchungen als fruchtbar 
erweisen di]rfte. Auf Grand dieses erweiterten Begriffes lassen sich ins- 
besondere die nothwendigen u~d hi~reichenden Bedingungen fiir die Existenz 

(~) oder ]ira ~ a~ )**) yon ilm a! ")~ bei vorausgesetzter Existenz yon lira hm a~ 

in vo]lkommen pr~tciser Weise formuliren. 

w  

Grenzwerthe convergenter und eigentlich divergenter Doppelfolgen.: 
Monotone Doppelfolgen. 

1. Als Do~pdfolge werde im folgenden jede zweifanh tmendhche Folge 
red~r Zahlen a(') (~ ~ 0,1, 2, . . .  ~-~- 0,1, 2,. . .)  bezeiclmet. Wit denken 
uns dieselbe allemal in der Form des Schema's; 

. . .  

. . .  

(1) 

a(o') a~') . . .  a(*) . . .  

angeordnet; dabei marki~ also der obere Index v die Ze//e, der untere 
Index/~ die Colonne, welcher der Term a(') angeh~rL Wit  sagen, die 
D o~elfolge a(u') sei convergent und besltze ftir lira/~----r lira v ~---oo 
(aus~hrlicher: wenn/~, v unab]ffingig yon einander und gleichzeiti9 ins IT~- 
endliche wachsen) den endlichen Grenzwerth A, in Zeichen: 

wenn zu jedem (bellebig kleinen) e :> 0 zwei natfirliche 'ZaMen hi, n s 
existiren, sodass: 

*) Mit Hiilfe sehr einfacher Zahlen-Schemsta (vgl. w 8, Belsp. 1): und 8)) kann 
man diesen, bei der sonst fiblichen Einffihrungsart dem A~f6/ng~:~meist I~usserst 
schwierig erseheinenden und ~ennoch, nach meinem Daffirhslten,: selbsb in ~'Nementar- 
Vorlesungen kaum mehr zu entbehrenden Begriff, F6rmlich ad ocu/os r 

**) Ueber den S~un d/eser Bezeichnungsweise vgl. p. 302, Fussnv~e. 

I a~ ~')- A I ~ den Vorzug, weft sie bei der Willkfirl/chkeit yon ~ schiie~ich genau 



Ueber zweffach unendllche Zahlenfolgen. 291. 

Diese Bedingung liisst sich otme Beschr~inknng der Allgemeinheit auch 
durch die folgende ersetzen: 

(2b) l a C ' ) - - A ] < ~  ftir: gv} > n  

Denn die letztere ist einerseits als specieller Fall in (2a) enthalter~ niim- 

lieh wenn n 1 - -n~;  andererseits kann man, wenn n 1 ~ n2, die Bedingung 

(2a) in (2b) iiberfiihren, indem es freisteht, die kleinere der beiden Zahlen 
nl, n~ durch die grSssere zu ersetzen. 

Die Doppelfolge heisst eigentlich divergent, ihr Grenzwerth -~- ~ bezw.: 
- - o o ,  in Zeichen: 

(3) lira a ( ' ) ~  -~- oo bezw.: - - -  oo, 

wema zu jedem (beliebig grossen) G > 0 zwei natiirliche Zahlen nl ,  n 2 
existiren, sodass 

(3a) a ( ' ) > G  bezw. < - - G  f'tir: g ~ n ~ ,  v ~ n ~ .  /a 

Dabei ist es wiederum gestattet, diese Bedingung durch die folgende zu 
ersetzen: 

(3b) a(')>~, G bezw. < - - G  fiir: v g} _-->n. 

Die beiden durch G1. (2) und (3) ehara~erisirten FiiUe der Convergertz 
und eigentlichen Divergenz sollen gelegentlich auch dutch den husdruck 
zusammengefass~ werden, dass der /_z/mez der Dololaelfolge oder auch der 
Dol~el-Lime~ lira a(s') existire. 

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung flit die Oonverg~z  
tier Doppelfolge kann auch so formulir~ werden, dass sie nur die a~), 
nich~ aber den, betreffenden Orenzwerth A en~hiil~. Man kann ihr jede 
der folgenden drei Formen geben, welche ~ro~z ihrer iiusseren Verschieden- 
heir dieselbe Tragwei~e besitzen: 

l a --,+,. ]<+ m,.: 

(4b) l a '+a) ~ a (') [ < 8 

[a (') -(") I < e  ffir: g}  >_n. 

e -----" O, 1, 2, . . . 
a --" O~ 1, 2, . . . 

o-=o, 
a--- o, 1 , 2 , . . .  

Man erkennt z,m~chs~, dass (4b) und (4c) dutch successive Speciahsirung 
aus (4a) hervorgehen. Es geniig~ daher+ naehzuweisen, dass fiir die Uor~ 

dieselbe Tragwei~e besi~zt, wie diose le~z~ere, withrend andererseits ihre (aus irgOn~- 
welchen Vorausse~zungen zu folgerndo) Exis~z gew~Shnlich etwss k~ruer er~ieseu 
werden kann,, al~ dlejemgg Yon: I -- A I ~ s. 

19" 
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rergenz der Doppelfolge (4a) eine nothwendige, (4c) eine hinreichou~ Be- 
dingung darstellt. 

Ist nun zuniichst die Folge convergent, A ihr flrenzwer~h, so kann man 
nach (2a) n~, n2 so fixiren, dass: 

and s0mit aueh: 

I a('~-~ i < ~ ~'+e --__ --ff ftir: 
{ # > _ n ,  e =- O, 1, 2 , . . -  
v>=n~ ~ = 0 , 1 , 2 , . . . ,  

so(lass dutch Combination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar die 
Bedingang (4a) (und somit auch (4b), (4c)) als nothwendig fiir die Con- 
vergenz resultir~. 

Bes~oht; anderersd~s die Bedingung (4c), so kann man zuniichs~ m 
so fixiren, dass: 

(5) ) --a(m) ~ T fiir: > m, 
m w V 

and man hat 'daher Speciell ftir ~ ~ v: 

(6) a ( ' )  F a _~< -~ ffir: ~>m.~_ 

Die letzt.ere Ungleichtmg besagt abet, dass die einfach unendliche Folge 

a ')) couvergent und somit eine bestimmte Zahl 

A ~ lira a (0 
y 

existirt. Man kann daher ein n so fixiren, dass: 

, -  = ~ -  ftir: ~>n,_ 

wobei es yon vornherein freisteht n ~ m anztmehmen. Sod ann wird aber 

a ( ' ) -  A ---~ a (') - -  a~ '~) -l- ( a t ) -  a~') n t- ( a ~ ) -  A) 
also: 

, [ a ( ' ) -  "~I < [a ;  ) - -  a("Ol '1- I a( 'O- a~m)[ nu'l a~ ) - -  A I 

d. h. seMiesstich miti'Beniitztmg yon Ungl. (5), (6), (7): 

woraus naeh (2b) die Co~vergenz der Doppelfolge gegen den Grenzwer~h 

3. Die Doppelfolge (a~ ")) beisst monotan und zwar ~@ma/s aN bezw.. 
niemals ~unehmend, wean  durekweg : 

(8) a ('+~} - -  a ('} :> 0 bezw. a (~+~) - -  a (0 < 0 
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(~ ~ 0, 1, 2 , . . . ,  a-----0, 1, 2,-. .) .  Fiir solehe Doppelfolgen gil~ zuni~ehs~ 
der Satz: 

Ble~ben die Is(') unter ether Zah~ g, so ist die monotone 

B e wets*).  Es sei etwa die fragliche Folge (a (')~ eine n/ema2s ab- 

nd~mcnd~, sodsss also die e r ~  de~ Ungleichm2gen (8) als giiltig voraus- 
gesetz~ wird. Angenommen nun, die Folge set nich~ convergent, so mttss~e 
mi~ Rfieksieht auf die Convergenzbedingtmg (4a), wie gross such gt, v 

tmgenommen werden, zu dem Term a~ ) eta tmderer a(s~ ~) existirea, sodass. 

1 ~(~~ - ~') I - -  ~ ~  - "~*~ > ' ,  
we t eine m~glieherweise sehr ldeine, aber bes~imm~ positive ZaM bedeutei. 

aer (q)) ome 
Folge yon Termen: 

a (~) a(-+~,) . . .  a(~+~) . . .  

herausheben, sodass: 
a ('+~,) m a (') > ~, 

re+el m 

a(~+ ~x) -(~+ ~x-1) > 
m+r - -  ~m-t-r 

und daher fiir j ~  noch so crosse rt: 

a (~+~,) - -  -(~) > xs  d. h. a( "+'~ > a (~1 + ~ ,  
m'4"r t~m r,~4"r m 

was der Voraussetzung ]a( ') l<. g widersprechen wird. Somi~ muss die 

n/ema~s ab~kmem~ Doppelfolge [a (s) under der gemachten Voraussetzung 
\ e t  . . .  

c o n w ' g ~ .  
Das analoge Resui~at ergiebt sieh s0~un  ohne weiteres fiir eine 

niema~s zunehmotd, e Doppeffolge I (,)\ .... (a~ ], wenn man beachtet, dass in diesem 

Falle die Doppeffolge (--a(')~, eino. n/oma/,s abndvmende und 

lira ( - -  ar --- - -  lim,~ a r 

ist. 
4. Bleiben die [-(')I% ether monotonen Doppelfolge nieht unter elner 

festen (~renze~ gieb! es also, w@ ~os.s man auch G > 0 annehmen m6g.e, 

beiden Mtiglicl~l~slten:, 

*) Vgi such i~. Sol, lrussno/e. 
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E n t w ~  die Doppelfolge (a~)) ist eine niemals abnehmou~e. Dann 
miissen die a (') wenn ihr absolu~er Betrag schliesslich jedes beliebige 0 

iibersteigen soll, filr hinl~inglich grosse /% ~, durchweg positiv werden, 
sodass also nicht nur [a(~)l > ~  G, sondern d0:>~ G wird, d. h. man ha~; 
in diesem Falle: 

lira a(~)~ -I- ~ -  

0tier die Doppelfolge {a(')~ ist eine niemals zunehmende. Dann bilden 

wiederum die Terme - - a  (') eine niemals abnehme~le Folge, ffir welche 
I~aC*)l beliebig gross wird. Man hat daher zunllchst: 

- -  + 

und daher schllesslich: 
lim a (~)---oo. , ,  

~ , ~  �9 

Da hiernach fiir monotone Doppelfolgen llm a (') als endlich oder uac- 

endlich gross stets existi/rt und somi~ auch durch l i m a  (') ersetz~ werden 

k~n% so gilt auch der folgende Satz: 
~inc monotone Doppelfolge (a~')) ist entweder convergent  

oder eigentlich divergent; sie convergirt oder divergir t ,  
je nachdem lira a (0, endlich oder unendlich ausfgllt und man 

Y =  30 

hat: lira a (') ~ lira a r �9 * 

w 
Uneigentlicll divergente Doppelfolgen.- Unterer und oberer Limes 

CtTnbestimmtheitsgrenzen) der Doppelfolge. 
:!. Jed~ Dgppelfolge , welch~ weder convergirt, hOCk eigentlich divergir..~, 

soll als uneigen!~ich divergent bezeichnet werden. Zur genaueren Chara~te- 

risirung des Yeth~tens~ welches den Termen'a~ (') einer solchen Doppelfolge 

flit lira ~ ~- ~ ,  lira v ~-- ov zukommt, stellen wir die folgende Be-  
trachtung an: 

Es sei d~ )' (~:~ 0, I, 2,...} v --- 0, 1, 2, .: :) >4a~'~'al~geme~e Olied 

einer belie~iyea'(d. ~i. eventuell aueh convergenten:ddbr"digdii~Iieh ffivergent~H) 
Doppeffolge. Die:'. Gesa~imtheit der in diese~..~c~pp~Ifolge enthaltehett 
rerme werde (mit R, ficksicht auf das Anfangsglieda~~ m~ Eh~;):]~'~ 
zeiohnei; und analog bezeichne [~ ' ) J :  die Gesammfl~eit decenigeR Terme,  
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welche nach Weglassung der ersten m Colonnen und n Zeilen 
bleiben, also: 

a (n) ~ (n) �9 �9 " a (n) 
m r,,.+i .~.+-r " " " 

a~ +') a ~ 1 ) . . ,  a("+~) . . .  
"+r 

�9 o . . �9 

a(,,+o) a(n-4-o) . . .  a(n+ o) . . .  

295 
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Diese Terme Ea(')]: besitzen allemal eine untere Grenze A_~ ) trod eine 

obere Grenze A(~) wo A (~) _4(") entweder bestimmte Zahlen vorstellen oder 
~ - - - - - 4 n  3p f n  

auch A ('*) ~-  ~ cx), .~(n) ~ ~ co sein kann. Dabei hat  man offenbar stets: 
~ f / A  m 

A(.+o,> A(. ) _~r [ r  (9) 
- - m + e  ~ - - ~  ' '~+e -~ ~ \ a  O, 1, 2 ,  

(10) A(2) ~ A-(~ ") . 

Von den beiden einfachen Zahlenfolgen: 

(11a) _,,A(') . . .  

( l lb)  A~~ A~'),--- Z (') 
Y ~ * * ,  

ist also die erste niemals abnehr~nd, die zweit~ niemals zunehm~d. Dabe~ 
kann der besondere Fall eintre~en, dass die Folge ( l l s )  aus lau~or Termen 

- - o o  b e s ~ e h ~ * ) ,  sodass also auch lira A_~ ( 0 ~ - -  - - w .  �9 In jedem anderen 

FaUe muss die Folge ( l  1 a) als niemals abnehmend convergixen oder nach 
oo divergiren. Man k~nn also schliesslich setzen: 

(12 a) = 

V 

..... A eine besti~nmte Zahl oder  dn  ~ mit ~estimm~nn Vorzeichen vorstellt. 
Analog kann die Folge ( l l b )  aus lauter Termen -~-oo bes~ehen, in 

welchem Falle clan, a u c h l i m  A(') ----- 2 r- or .  wizd. AndernfaUs muss sie 
Y 

sis niemals zunehmend convergire~ oder nach - - o ~  divergiren, trod mall 

hat; sehliesslieh 
(12b) tim A-~ "1 = . ~  

~ �9 

~enn zum m.lndesten .zu jedean noch so .grossen G und n immex negative T-erme. 
a(~ ) vorhanden sind,, die numeri~ch iiber. G llegen, wi~hrend zugleich ~>3~,.;.~'~:n:. 
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wo wiederum ~ e/he bestimmte Zahl oder oo mit bestimmtem Vorzeiche~ 
vors~ell~. Zugleich folgt aus Ungl. (10), dass allemal: 

(13) _A < i. 

Diese beiden fib das Yerhalten der a (') bei lira g ~ oo, lira v - - - - ~  s~ls 
/1 

charakteristisch sich erweisenden Zahlen A,  A sollen die Ha~bLimites (U3a- 
bes~immf.heitsgrenzen) do" Doppdfdge (as(')) oder kfirzer sehleehthin d i e  
JDoloeg-l~mites der -(') t~g fiir llm g ~-- ~x~, lira v ---~ r heissen, speciell A t i e r  

untere~ A der obvre .Doplod-Y.~imes in Zeichen: 

(14) nm 

Man bemerke zun'~ehs~ noch, dass diese ZaMen _A, A auch zu S~ande  
k0mmen , wenn man slatt der eqnfaJ~m Folgen ( l l a ) ,  ( l l b )  die Doppe~- 
fo~gen [ A C')~ k--t, , '  ( i ( ' ) )  (g --=-- 0, 1, 2 , . - . ;  ~' ~--- 0, 1, 2 , - . . )  in Betrachl; zieht;.  
DCnn da diese leSz~eren nach Ungl. (5) monoton shad, so erkema~ m a r t  
nnrni~telbar mi~ Hiiffe des Schluss-Satzes in w 1, dass*): 

~ y  ? /x - ' - -  * 

Ferner  sei noch hervorgehoben, dass wegen der Monotonie der D o p p e l -  

folgen (_A(~)) , ( A  (',) die Zahl __A start5 als lira --s' A(', auch als obere Grer~;ze 

der ,4 (~) und analog A~ als untere Gren~e der A~ (*) definir~ werdela kann. 
- - r  / t  

2. Es miigen nun zaniichst __.4 and 
Auf  Grund der Defiaitionsgleichungen 
jedem beliebig kleinen ~ > 0 ein n so 

(16) A - - ~ 5 _  , s  - -  

als o~dIich vorausgesetzt werdon.  
(12a), (12b) muss sieh duma z u  
fixiren lassen, dass: 

far v > n .  

*) Es f~hu~ der Anwenclbarkeit jenes. Satzes keinen Ein~r~g, d~ss miter d e n  
A_~) bezw. A(~*) belieblg oft der Term - - ~  bezw. -~-or vorkommon kann, wlihrelad 

i/i' w :~ .die ~ )  durchweg als bestimmte Zahle~t anzusehen sind. Betrachtet man z . .B .  

(~) n 

de~ini~iv ausge~chlo,ssen. IBt nun aber etwa A c~ - - - - - -  c~ ,  so kama e~weder  aur  c l e ~  

Oder: Es giebt ein.mal:"ein endl/ches A~ (n). Dann besf~lit' abet die Doppeffolge 
[A(~)]" aus l~uter endlic~n Termen mid g e s ~ e t  somit ohne wei~eres die Anwendung 

==~u j r t  

des fragllehen Sa~es. D'as an~loge gil~ be~6glieh der ' ~ ) .  
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Da nun andererseits wegen der Bedeutung der Zahlen --~A ('), d,-(~)'. 

(17) A (~) < a (') < A~ (~) fiir: t~ } :> n ,  - - n  ----- # ~ (n) y - - -  

SO folgr zun~chst, wenn man in Ungl. (16) ~ = n seizt, mit Beriick- 
sichtigung yon (17): 

Diese Ungleichung enth~lt die erste Haupteigenschaft der Limites 
A, A, n~mlich: 

(I) Bei beZiebig k~ein vorgeschriebenem ~ > 0 und 
hin~iinglich grossem ~ gehiiren a~le Terme der .Doppdfolge 

Des weiteren folgr aus der Bedeu~ung yon __A (') als untere Crrenze der 

-(~) vorhanden mit a ('), begin~enden Doppelfolge, dass mindestens ein Term ~e 

sein m u s s ,  sodass:  

(19) --,A(') - -  ~ < A('), =< ~r ~(~) < - "  A(') + 2- '  wo: e ~_ v. 

Da man anderersei~s nach Ungl. (16) v yon v ornherein so gross a--ehmon 
kann, dass: 

(2o) A - -  T - -  + 

so ergiebt sich das Bostehen der Ungleichungen: 

A - - ~ < a ( ~ ) < A + ~  f~r: ~/>__,, 

in dem folgenden Sinne: Wird ~ > 0 bdieb~g klein, v bdi~ig gross vor- 

geschrieben, so existir~ aUemal 'm/ndestens dn  Term a (~) welcher den Be- e ~ 
dingungen (21) gentig~. 

Nun bedeute ~, ( v - - 0 , 1 , 2 , . . . )  ein~ unbegrenzte Folge positiver 

Zahlen mi~ dem Grenzwer~he lira ~, ~ 0, und es sei a (~) irgend eia be- 
ma 

stimmter (auf Ortmd yon (21) s/char v o r ~ )  Term, welcher der Be, 
dingung gentigt: 

A ~ ~0 < ~ . . <  ~ ~- ~o. 
Wird.. alsdann die gauze Zahl r.o '~> m o :und > n o angenommen, sd resulti~ 

aus (21) die Exis~enz eines Terms -(~) %~. y o n  der Bescha t f e~he i~ ,  d a s s :  

m, } { m~ :> mo, A - -  ~ < a(~ ) < A +~ ~ wo: :> to, also: 
- -  - -  n~ = nx > ~o- 
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Da~sus folg4 in ansloger Weise: 

- -~=<a(~) .<A+~,  we: { A 
- -  r / ~  - -  

and bei For~setzung dieser Sehlussweise: 

{ ~  > " - ~  (,,i-1, 2, 3,..). (21) ' A - -  E,,< a("') < A + ,,,, wo: 

Da vollkommen analoge Beziehungen sieh such fiir _~ ergeben, so kann 
mira als zweite Haulateigenschaft yon A, A i m  Ansehlusse an Ung]. (21), 
(22) folgendes ausspreehen: 

(II) Zu jedem beliebig klein vorgeschriebenem ~ ~ 0 
giebt es unendlich vide, jede beliebig gross vorgeschriebene 
Zahl iibersteigend2 Zahlen~aare (~, v), sodass: 

(23) A ~  ~ < a(~ < A + ~ bezw. 2i e<a(~  
- -  , u  ~ / z  

Insbesondere existixen ~u jeder positiven, nach 0 convergirenden 
ZaMenfolge (~,) monoton in's UnenaTiche wachsende Folgen 
natiixlicher Zahlen m,, n, bezw. p,~ q,, sodass: 

(24) A - -  ~, < a(') < A + ~, bezw. ., 'I-- ~, < a (~) < .A + e~. 
ray  ~ ~ y  

3. Es soil jetzt der Fall be~rsch~e~ werden, dabs lira a @) = A endl/ch, 
,~,*, -~-. oo ,u 

dagegen lira a ( ' )~ -+ -oo .  Alle suf die ZsM .A beztiglichen Ergebnisse 

bleiben alsda-n unvergndert, wiihrend an die Stelle der Ungleichung (18) 
nunmehr die folgende tritt: 

(25)  A - -  ~ < a (~) < + oo 

d. h.: 

Andererseits erheisch~ die Annahme ~ a'6).= :-{- oo, ;d. h. schliesslich 

lira ,~;)----0% wie in :Nr. 1 bemerl~ wurde, dass geradezu 

s = o~ @ =  o, 1, ~,. . .) .  

Aus" der Bedeutmng yon .4(*) als oberer Grenze dermit  a @) begianenden 
~ '  1 , '  . 

Dolopelfolge. ergiebt sich dana aber: wird !G. tmd...v bd/ie~ig, gross ,,tsor~. 

geschriebe~, so gieb~ .es s~e~s Terme ar sodass: 

~s) Bei beliebig klein vo~gesc.hr~eben'em :~ > 0 :und 
hinlgnglich gross gewghltem n g ~ e n  alle Termeder D ~  

rozg  [K"]: 
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Bedeute~ nun G, (v~-~-0, 1,2,...) eine Folge posi~iver Zahlen mit dem 
Grenzwerthe -~- or, so hat man z u n ~  fllr ~ d  ein be~Fdmmte~ Z~den- 
psar Po, qo: 

.~) > a,, 
weau ro ~ Po trod :> q~ aml~ommem wird, auf (h~md yon und sodann, 

Ungl. (26): 

a (g') > G~, 

In dieser Weise weiter 
yon der Form: 

(~7) ~(,,:) > a,, 

~o: ~' } > re, ~,o ,~h:  { P' > ~~ 
q~ q~ > qo. 

fortschliess~nd gelangt man ,.u eiaer Beziehung 

we: { p" > P ~  ( ~ - -  1, 2, 3, . . . ) .  
q, > q~l  

(~9) ,(,':) > a.. 
Es is~ oboe weiteres kl~,  wie d i u u  ~ t ~ t  flit den Fall: 

zu modificiren ist. 
4. Ist A -----//end//ch, so geht UngL (18), w~-n man A fltr A and 

,4 sehreibt, in die folgende tiber: 

welche mit  der C o ~ r g e n ~ B e ~  (2s) zus~ImenfK]lL Die Doppe]- 
folge convargi/ft also in diesem Falle gegea den ~r~zwerth A, d. h. man hat: 

�9 _~.)_ ~ . ~ ' ~ .  .~__-% (~o) ~ ~'~ ~,,--  ~ , , _ . ,  

Diese Ietztere Beziehung gilt such no~,  wenn + ov oder - - e o  all 
die Stelle tier endliehen Zahl A tritt, l i t  nKmlieh 

a~) . (v) 

~, bezieht, die folgende (s. Ungl. (26), (27)): 

(Ha) Zu jedem beliebig gross vorgesc.hricbvn~ G > 0 
gieb~ es unendlich vide, ~ede beliebig gross vorgescbrirbese 
Zahl i~ersteigende Zahlen~/re (~, v), sodass: 

a(') > G. 
la 

Insbeso,~e existiren ~ jeder ~ m , ,  ~ , h  + oo di~,girs,- 
den Zahlenfolge (G,) monoton in's U ~ i d ,  o ~ F d ~  
natiirlicher ZaN, en p,, q,~ sodass: 

Somit tritt hior an die Stelle der Haupteigenschafl (II), soweit ,fie sigh 

suf  ~ a (') 
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(in welehem Falle dalm nach Ungl. (13) eo ipso aueh lira a (0 ---~ + oo), 
#X, u  oo  

so kaun man zu beliebig grossem G ein n so fixiren, dass: 

A (") > G 
----"75 

und somit, da A~' die un~fe G-re~z~ der Terme Ea~o]:: 

a(,) ~z } >G flit: > n  

d. h: (s. Ungl. (3b)): Die Doppelfolge divergixt nazh -I- co. 
Des entsprechende ergiebt sich dann im FaUe lira a~ ) ~---~ oo. 

Die convergenten und eoentlich dixergenten Doppelfolgen sind also 
dutch die Beziehung: 

(31s) lira a(~') = tim a (') 

die tozdae,~ich dixerg~tea dutch: 

(31b) lira a (') < 'lid a (O 

charal~risirt. 
5. Man kann aen vorstehenaen l~sultaten noeh eine andere, vieneieht 

~n,ehauliehere Fassung geben. Es b~deute ~ , ,  n~ 0 ' - - 0 , 1 ,  2, . . . )  je eine 
Folge nat~irlieher monoton in's Unendliehe waehsender Zahlen. Alsdann 
soU die aus der Doppelfolge (~")) herausgehobene e~nfache F olge 

(~",~ (~ = o, ~, ~, : . . )  

eine ~cfite Thei~fo~ge tier ersteren heissen*). Dies vorausgeschickt l~sst 
sieh der Inhzlt  der in Nr. 2 und 3 entwiekelten Beziehungen aueh folgender- 
massen anssprec~en: 

*) z. B..(~)) ( , - -o ,  ~,~, . . . )=  Folg~ de, in de, m ~ - n ~ o ~  ~ , ~ l ~ , e ,  
Glieder: ( a (~ ) ,  (d(4~+~)) = jede zur Haupt-Diagonale pwra~lek Folge. Ferner die be- 

lieb!gen... ,,g~/~/ge~t!~ Folgen:. ~,f~(~)~+g),~ (~P~'~)), die ,,pwraboZi~chen" Folgen: 
( r  ,) ,. (a(,~"~'~),. . etc. . Die.: Bedeutung clieser le~zteren Terminologie. leuchtet otme 
w.ei~eres ein, wean man ~ich in dem Schema (I) jeden einzelaen Term a~) genau in 

dem P~e mit den recht~Ugen Ceordinaten (~, --~)'concenta-ir~ denkt. Bedeutet 

dsnn ~(~) irgend eine g~nzz~hlige Function yon ~,, so enthal~en die Folgen: fa(~) 

a (0) alle dlejenigen Terme, deren zugeordnete~ l~m~te (,G~/~r~nkte,,) yon der 
Curve 

~'~'-- ~(-- y) bezw: ~/=- --- ~ (~) 
ge~effen werden. 
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-( ') A, Jim a~ ) --- ~ (~,o ~ .~ e , ~  ~ Ist lira r -~--- 

mit bestimmtem Vorzeichen), so existiren dchte Theilfo!gen mit 
den Crrenzwerthen _4 und A (s. Ungl. (24), (29)); dagege~ giebt 
es keine ~hte 1he~folge, welche einen kleineren Crren~werth als 

A_ oder einen gr6sseren als A besitzt (s. Ungl. (18), (25)). 
Ferner folgt fiir den Fall A - - . ~ :  

Ist die DoFpelfolge convergent odor eigentlich divergent, 
so gilt das entsprechende van jeder Theilfolge, bei welcIu~r beide 
Indices in's Unend~iche wachsen (s. Ungl. (2a), (4a) and (3a)), 
insbesondere also yon jeder 5chten Th~folge. 

Umgekehrt: 
Weiss man nur, dass jede iichte Theilfolge convergirt be~. 

eigentlich divergirt, so gilt das entsFfechende van der Doppd- 
folge selbst*). 

Wenn niimlich die iichten Theilfolgen convergiren, so ]~p-nn nach dem 
eben ausgesprochenen Satze die Doppelfolge ztmiichst nicht eigentlich 
divergiren . Sie ]t'ann aber auch nieht uneigentlich divergiren, d. ~h. ver- 
schiedene Limites A, _4 besitzen. Denn alsd~nn kSnate man zuniichst aus 
der Doppelfolge zwei iichte Theilfolgen mit den Limites A trod .4 heraus- 
heben und aus diesen durch Vereinigung passend ausgew~lter Olieder eine 
uneigentlich divergente dchte Theilfolge (mit den Limites A, .4) bildea, was 
der Voraussetzung widerspricht. Somit .muss :in diesem Falle die Doppel, 
folge convergiren. 

Des analoge gilt ffir den Fall, dass die iichten Theilfolgen e/gent//ch 
divergiren. 

w  

Die Limites und iterirten Limites der Zeilen und Cotonnen. 
Gleichmitssige Convergenz~ Dlv#rgenz, Begrenztheit und 

Unbegrenztheit der Zeflen (Colonnen). 

1. Wesenflich verschieden yon den "dchten Theilfolgen, als dem ein, 
fachsten Typus yon Theilfolgen, bei welchen beide Indices schliesslich in's 
Unendli~he wachsan, sind diejenigen Theilfolgen, bei denen nut dot vine 
Index di'ese Eigenschsf~ besitz~ und als deren einfachster Typus die 

a~') -( ')  . a (') . (v ~ -  O, 1, 2 , . - . )  
0 ~ 1  " ~r " "  

und Colonnen: 
a (o) a(~) . . .  a t ' ) . . .  (~ ~ O, 1, 2 , - - - )  

Sz p /~ 

*) Kieraus kOn .rite man .~uch ohne weiteres die Converge~z bezw. d ~  
Divergenz jeder monotcnen Do~dfo~e erschliessen. 
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des Schema's (I) erscheinen. Man bemerkt zun~chst, dass das Verhalten 
einer beliebigen endlicI~ Anzahl yon Ze/len und Colonnen auf die in w I, 2 
n~her entwictrelten Limites der Doppelfolge keinerlel Einfluss iibt. Denn 
die zur Charakterisirung dieser Limites dienenden Ungleichungen (2b), 
(3b), (18), (el), (25), (26) ver~a, gen ja Ce~isse ~,igenscharten ledir yon 
denjenigen a~ ), bei denen beide Indices gewisse Crrenzen fiberschreiten. 
Um im fibrigen die Beziehungen zwischen den Limites der Zeilen (Colonnen) 
un.d denjenigen der Do~elfolge des genaueren festzustellen (s. w 4)~ schicken 
w~r zun~chs~ die folgenden Betrachtungen voraus. Dabei gilt alles, was 
be~iiglich tier Zeilen gesagt wird, mutatis mutandis auch f'~r die 
Colonnen. 

�9 D i e  T e r m e  a (') jeder  einzelnen Zefle (also u bel iebig,  abet  constant ;  
F ~  0 , 1 , 2 , . . . )  bes i tzen  stets einen unteren und einen oberen Limes:  

l i m a  (') ~-. a (') bezw. ---- ~___ or ,  

(3.2) ~'---| " - (v - -  O, 1, 2 , . . . )  
J im a (') 5(') bezw. ~-- -t- co,  

w e l c h e  b e i d e n  eventueU auch zusammenfaUen k~innen. Im 

,,e~is~'/~'  l i r a  a("~ in Zeichen*):  

(33) l i ra  a C') = lira a c') ~ a (') bezw. --- -4- co,  
P t~ 

und  d ie  b e t r e f f e n d e  Zeile ist convergent bezw. eigenflich divergent. 
B i l d e t  m a n  sod~mn die beiden Folgen:  

i m a  (~ lira a (~) . . .  l ira a (') . . .  

d ~ i i m  a . . .  i i m  d ") . . .  

letzteren FaUe 

(in denen e~e~ntde~l auch beli'ebig viele Terme ~: co, -: co v0rkommen 
k~nnen), so ~ geh~ zu jeder derselben wiederum ein unterer ~:nd ein oberer 
L/~es, in Zeicheh~ 

(35) lira, hti~" ''~.~(d, , lim lira a (') lira lima(') - lim~, lima ('). 
~ o ~  ,u~-r ~ o s  F~_ ~ F ~ ~--_~ ~ o o  " ~  p=~, 

Die, b e i d e n  ~h~sseren cliesez vier (even~uell aueh s~immttich ~ ode r  thei lwei~e 
unter einander gleichen)Zahlen will ieh Ms d~ i ~  ~teren bezw. 
oberen Ze//en,-/~/mes bezeich.nen. Aus der unmi t t e lb s r : e in l euch t enden  Be-  

z i e h u n g :  
(36)  lira a (') < lira a c') (v = O, 1 , . ~ , . . . )  

*) Die Bezeichnung .~ ~olt;~generell die ~Bed.eutung haben( class es hi der be- 

treffenden Formel  freisteht, ];m odor lira zu W~hle~. 



Ueber zweifach unendliche Zah!enfolgen. 303  

folgt sodann: 
I J_i_m lira a t.) < lira lira a 0̀ ) < lima lira ~ : ) ,  

( 3 7 )  - +'=0+ +' = ' = + +  + = +  +' = ' = 0 +  " = + +  

[lira lira a (+)<lira lira a ( ' )<l ira  lira a~ )*). 

Sind also jene beiden dusseren Limites einander gle~ch, so fallen auch 
die beiden mittleren rail ihnen zusammen, d. h. in diesem Falle existirt 
ein eindeutig bestimmter 

lira lira a (') (als endlich bezw.-~-c~ oder - - ~ ) ,  
i t  

der dann als iterirt~r Zeilen-Limes schlechthin bezeichnet werden m~ge. 
2. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass man den iter/rten 

u~teren bezw. oberen Zeilen-Limes allemal auch durch einfache Limites 
und zwar dutch Grenzwerthe ~ich~r Theilfolgen ersetzen kann**). Es gilt 
n~mlich der Satz: 

Man kann aus &or Dop~dfolge (a(')] stets ~hte Theilfolgen 

(a(~:)), (a(~:)) so herausheben, dass: 

(38) lira a ( "d - - l i r a  lira a (*) lira a ~ : ) -  lira lira a~ ) 

Beim Beweise diesos Satzes haben wit drei FRlle zu unterscheiden~ je  

*) Dagegen kann sehr wohh 

ausfallen. B e i s p i e l :  

also : 

und daher: 

Daraus folgt welter: 

a~) ~- (--I) p -~- 9(I -~- (-- 1)'), 

a ~ ' t  "1) == (-- 1) 'u, 

(s ' , , )  = , =  3, l im a~, 
pffi=oo 

/~ffi= oo 

d. h . ' in  tier TI~Lt: 

lira a,~") == 5, 

(g ~+1) 1. lira % = 

lira lira aJ? .= ,a,. 

llm li~l a (~) ~ 1, 

"**) Anders adsg~edrfick~: ,Man kann jeden sucees~en Grenzfibergang ~u~h. dur~ 
einen s~eeiellen s~uZta~n 6rse~en. 
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nachdem die in Frage kommenden Limites end//ch oder unendlich mi$ noch 
niiher zu specificirendem Vorzeichen ausfallen. 

F a l l  I. Es sei zun~ichs~: 

(39) lira lira a~ )---  a (wo a eine bestimmte Zahl). 

Aus der Folge: 

(40) lira a (~ lira a O) . . - l i r a  a (~) . - .  
�9 , ~ ~t~ tt ~ 

/~ao /a~oo /,t ~ oo 

muss sich dann eine tmbegrenzte Folge endlicher Terme*) 

lira a ( ' )  ~ a ( ' )  (v ~ O, 1, 2 . . - )  ~ - 

mit dem Gren~werthe a herausheben lassen, also: 

(41) lira a ( ' ) ~  a d .h .  = lira lira a ('). 

Da a (~') den unteren Zrimes der Terme a (n') (g-----0, 1, 2 , . . . )  d. h. dot - /u 
( n , ~ - 1 )  t~ Zeilo vorstellt, So muss es zu jedem ~ > 0  und zu jedem 

einzelnen n, unendlich vide T e m e  a ( ' )  geben, sodass: 

~("') a ( ' )  ( v - - O ,  1, 2 , . . ) .  ( 4 s )  a - =< + �9 

Nimmt man also eine Folge positiver ~, mi~ den flrenzwer~he lira ~, ~ 0, 

so existirt zuni~chs~ eine erste Zahl too, sodass: 

a(~~ - -  ~o < a(n~ < a(n~ -~ ~o; 

erste Zahl rex, welehe gleichzeitig den be/den Bedingungen sodann eine 
geniigt: 

m l > m  o und: _a r ) ~ a  (~')7 t-E,. 

So fortfahrend erhi~lt man sine iichte Theilfolge (a~(~)) yon der Beschaffen- 
heii ,  dass: 

(43)  _a (n') - -  ~, ~ a~n(n~ ~) ~ _a (n') + E, (~ ~-~'0,'i, 21 . . . ) ,  

und man finder somit, da llm a ( ' )  naeh ill. (41) exist&t: 

(44) lira ~ ' )  ~--- lira a (~') d. h ~ lira lira a t*j. 

*) Die Yoraussetzung (39) schliesst keineswegs aus, dass under den Termen 

lira a~') (~ ~= o, 1, 2,.. .) 

der Werth - -  ~ in endliel~r�9 A~.ahl und dor Werth -t- (3o sogar unendlich oft vor- 
kommt. 
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Analog ergiebt sich: 

(45) lira %,. = lim 

am einfachsten~ 

~nteren Limes 
vorstellt. 

l i m a  (')~, wenn: lira lira a (')s ----- a (d. h. endlieh), 

wean man beaehtet, dass (-- lim tim a (')3 den entspreehenden 
M/ 

ftir die aus den Termen ( - - a  (')) gebildete Doppeffolge 
M ~ 

F a l l  II. Es sei jetzt: 

(46) lira lira a (') - -  - -  ~ .  
M 

Nimmt  man eine Folge positiver Zahlen G, mit dem Grenzwer~he 
lira G, ~ - - + - o %  so muss sich auf Orund cler Voraussetzung (46) aus 

der Folge (40) ei~e m~begrenzte Folge yon Termen lira a ("0 so he~us-  ~u 

heben lassen*), dass: 

(47) l ima(" ' )  < - -  G, (v ----- 0, 1, 2 , . . . ) .  ,u 

Aus der Bedeutung yon lim a("d folgt dann weiter, dass zu jedem einzelnen 
jtt 

n,, u,nendlich vide Terms a("0 existiren mttssen, sodass: 

(4s) < - - a ,  o, l, 
Man kann daher ga~z analog wie im Falls I zu no, nl, r ~ , . . ,  elne 
ste/gende Folge nag~lieher Zahlen too, rot, m,~,. . ,  so auswi~Men, dass: 

a ( " )  < ~ Q, my (49) 

und somit sehliesslioh: 

(50) lira___ a ( " ' ) = -  so 

Enbprechend ergiebt sich: 
(~,) 

(51) lira a~,, - -  -~ oQ, 

Fal l  III. Ist: 

(52) lira lira a (') ~ ~- # 

so folg4 aus (37), dass such: 

(53) - -  + 

(m, > ~,--I, n,>m-l) 

d. h. lim lira a ('). 

worm: Jim lira a (0 --- "4- o~. # 

bezw. lira lim a(') ----- - -  c~ , # 

bezw. lira lira a ( ' ) ~  ~ ~ .  

eltmmtHeh bezw, .theflweise ~- - -  s o  

M'athemat isohe A.,=n~em. 

~!"~) k~rmen dabei ffir jede~ einzelne ~,-em~He/t oder a m ~  ~) Diese Teme run 
f f -  

sein. 
so 
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Dami~ is~ aber dieser Fall ohne wei~eres auf Fall I I  zurfickgeffihrt und 
der oben ausgesprochene Sa~z jetz~ volls~ilndig bewiesen. 

3. Es erschein~ fiir das folgende zweckmiissig, in Bezug auf die 

successive Anniiherung der Zahlen a (~) ~, an die betreffenden Zeilen-Limites 

lira a (r) gewisse Unterscheidungen zu treffen und die verschiedenen Mtig- 

lichkei~en durch geeignete Bezeichnuagen zu charakterisiren. 
Fass~ man zuntichst den einfachsten Fall in's Auge, dass jede Zeile 

convergirt, also e~wa: 

(54)  l~m a (') - -  a(r) (v - -  0,  2 ,  2 , . . . ) ,  
te 

~ a o  

so besagt diese Vorauss&zung lediglich folgendes: zu jedem (beliebig 
lkleinen) e :> 0 und fiir jedes e~-~.elne v existiren Zahlen mr und somit 
speciell eine kleinste Zahl m~, sodass: 

(55) I~  ) -  ~(~)] < ~, ~ e ~ .  ~ > m: ( ~ =  0, 1, ~,...). 

Dabei werden diese Zahlen mr' (ausser mit s) im allgemeinen mit ~ ver- 
iinderlich sein, trod es erscheing insbesondere nicht ausgeschlossen, class 
sie (siimmflich oder theflweise) zugleich mit ~ iiber alle Grenzen wachsen. 
Ebenso kS~nen auch die Ia(')l zugleich mit ~ siimmtlich oder theilwetse 
in's Unendliche wachsen. Wit  sagen in jedem dieser beiden Ftille, die 
Ze//en seien ungleichm~sig convergent. 

Existir~ dagegen fiir die Zahlen mr' ein bestimmtes endliches Maximum 

m trod bleiben die l a (')] under einer endlichen Schranke g, so kana man 

die BedLagtmg (55) dutch die folgende ersetzen: 

(56) [a (r)~ - -  a(r) I _--< e, wenn: ~ _--> m (v = 0, 2, 2 , . . - ) ,  

wobei jetzt m eine (nut noch yon e abhiingende) fiir alle v unver~nderliche 
Zahl bedeutet und ]a(r)! ~ g bleibt. In diesem Falle heissen die Zeilen 
gleichm~'ssig convergent. 

Bind alle Zeilen eigent~ich divergent, also: 

(57) tim a (') = + oo bezw. - -  - -  cx~ (v ~-- 0, 1, 2 , . . . ) ,  

so besag~ dies wiederum nut folgendes: zu jedem (beliebig grossen) 
G ~> 0 und fiir jedes einuelne v exisliren Zahlen mr und speciell eine 
kleinste Zahl mj, sodass: 

(58) a (') > O bezw. < - -  G, wenn t~ > m~' (v --~'0,.1, 2, �9 .) 
f ~  " o _ _  " , 

Haben alsdann die mr' eba bestimmtes endliches Maximum m, sodass die 
Bedingung (58) dutch die folgende ersetz~ werden kann: 

(59) a (')~ :> ~ bezw. < --~G, wenn ~ _--:> m (~ - -  0, 1, 2, �9 �9 .), 
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so m~igon die Zeilen als gleichmh'ssig divergent bezeichnet werden; dagegen 
als ungleichmgssig divergent, wenn ein solehos Maximum nicht vorhanden 
ist, sodass also die m," gleichzeitig mii v s~mmtlieh oder Lheilweise in's 
Unendliche wachsen. 

Beisp ie le .  1) Die Zeilen der Folge [gq-~]~ sind gleichmiissig con- 
L g~ J1 

vergent. Denn man hat: 

a(,  ) ~___ ~ . ~  1 l ira a (') 1 

a l s o :  

a ( ' ) -  lira a(~)-~ __1. 
# # - - Q ,  # g 

Wird also ~ > 0 beliebig klein vorgeschrieben, darauf m so fixirt, dass 

1 < ~ ,  so wird: 

l a '') - -  lira a (')] < 1 

2) Die Zeilen der Folge 
man hat: 

( , )  ~ +~,,  

Wird also G >  0 

flit: g ~ m  trod ~ - - 1 , 2 , 3 ,  . . . .  

[/z q- v]o ~ sind gleichmiissig divergent. Denn 

l ira a (*) --- -i- oo, a (*) > g # # ---~ 
/a~ae 

(v --- 0, 1, 2, . . . ) .  

beliebig gross vorgeschrieben, sodmm m > G an- 
g e n o m m e n ,  so ha t  m a n :  

a ( ' ) > m > G  fiir g ~ m  und v - - ~ 0 , 1 , 2 ,  . . . .  

3) Die Zeilen der Folge [1 ~ ' -  ]o sind ungleichn'~issig con- 
+ (g  - ~,) 'Jo 

vergent. Aus: 
a(, ) __ ~ -- v)' lirn a (') - -  1 

t -I- (v- -- ~)' ' 

fo184 n~mlich: 

{a~ - l i m a ( ' ) [ - - - I -  (~-- ~)' - -  1 . . . .  
/~=~ # I 1-I- ~ ' - - ~ ) ' - -  1-I- (F--v)'  

Versteh~ man unter ne ine  beZ~ig prosse nstttrliche Zahl und setzt v ~---n 

d. h. betraehtet man eine Zei~e yon b e l ~  hol~vn .Range, so wird: 

-(") lira a(")l 1 

Es ist somit nicht mSglieh, die fragliche Differenz dutch Fixirtmg einer 
endliehen Maximalgrenze t~-----m fftr alle v numefisch unter ein belieb~g 
kleines e > 0 herabzudriicken. ,Das Wesen dieser unfleiehratissigen : C ~  
vergenz tritt  noeh anschaulicher hervor, wean man sieh die Glieder d~i  
betreffenden DoppeffoIge in Form des .Scllema's (l)  angeschr ieben 'de~:  

20*  
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1 t 2~ 3 t  g t  
�9 �9 �9 

x + l ,  i + ~ '  l + a '  l + t , '  
11 . 12 2 t  (g - -  1) ~ 

o �9 �9 

l + t '  l + a '  1 + ~ ,  1 + ( ~ -  a)' 
2 ~ 1 ~ I' (g - -  2) ~ 

o �9 �9 

l + ~ ,  a + l ,  l + l ,  ~ + @ - ~ ) '  

3t  2 t  I t (g - -  3) I 
o �9 �9 

1 -3t- 3 '  1 -Jff 2 '  1 .qt- 1" 1 --I-- (g - -  3 ) ' 

Man erkennt, dass die Terme jeder einzelnen Zeile sebliesslieh besti~ndig 
wachsend der Grenze i zustreben. Aber dieses Zunehmen der Glieder 
beginnt erst jedesmal rechts yon dem Diagonalgliede, welches in jeder 
Zeile den Werth 0 hat: die successive Anniiherung der Glieder an den 
(~renzwerth i wird mit jeder Zeile um eine Stelle weiter hinausgeschoben. 

4) Auch die Zeilen der Folge [g'A-vtt~ s]'l sind ungleichmiissig con- 
vergent. M a n  hat hier: 

a(,) ~ 1 ~  ~__ 1 

~' t~' + "' _ S W L  
g 

also: 

, l i ra  a (') = =  0 p 

I ~ I ) - - l i r a  a~ ) =.gt-i--~--~.~ 

(v -~- 1, 2, 3 , . . . ) ,  

mid daher ftir jedes noch so posse n: 

[ a ( " ) -  lim a w l - -  - •  

Die Terme jeder ein~.elnen Zeile convergiren hior sehliesslich bes~ndig 
abnehmend gegen O; aber das Abnehmen der t~lieder beginnt wiecler jedes- 
real ers~rechts yon dem 1)iagonaJgliede, welches durchweg den Worth 
1 

"E' besitzt. Bedeutet ferner p eine beliebige natiirliehe ZaM, so hat man: 

(,)= p 
" 1 - t - p :  

�9 d~ h? das (Mied ~ welches fiir v-----1, d.h. in der ersten Zeile an der 1,~ p~' 
p ~  S~elle stleht, s~eht in der n ~n Zeile ers~ an der ion t~n Stelle: es finder 
also mit jeder neuen Zeile zugleich auch eine Verlangsamung der Glieder- 
abnahme sf~t. 

5) h]~ unglelc~mgs~ig qmvergen~ haben fomer die Zeflen der Folge: 

[ u + l ] i  zugelhtiL Zwar hat man.bier: 
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SlSO : 
a (') - -  lira a C') ----- 1__ 

und daher genau, wie bei dem Beispiele 1): 

]a~)--lima(')l<l,=| = - -  ~1 <~= 

ftir # > m >  1 und v ~ - 1 , 2 , 3 ,  . . . .  

Dagegen ist hier die Bedingung nicht erftilR, dass die l a (~)] under 
einer endlichen Schranke bleiben, denn man hat: 

lira a(') --- lim v --- ~t_ c~. 

6) Die Zeilen der Folge [ ( ~ -  v)2]o ~ si~d ungleichmiissig divergent. 
Man hal: 

a ( ' ) =  ( g - - v ) ' ,  lira a (') = + 0% (v ~-  0, 1, 2 , . . . ) .  
$t~cm 

Wird G > 0 beliebig vorgeschrieben, so liiss~ sich ke/n m so fixiren, 
daB8: 

a(~) > G fiir v - = O ,  1 ,2 ,  . . . .  

Denn man hat ,  wie gross auch n angenommen werden miige: 

a (') = 0 " ) .  
71 

4. Die im vorst~henden eingefiihrten Begriffe der gleichmgssigen 
Zeilen-Oonvergenz und -Divergenz ges~a~ten noeh eine fiir dab folgende 
nfitzliche VeraUgemeinerung. 

Es werde zun~hs~ angenommen~ dass die Limites der Ze~V~n, zum 
mindes~en nach Ausschluss einer endlichen Anzah l ,  numerisch unter e/her 
festen Schranke bleiben (eine Annahm% die offenbar diejenige der Ze//en- 
Convergenz gegen endlich bleibende Limites als speciellen Fall enihiiR), etwa: 

(60) lira a (~) ~ a_ (r), l=~ a (') -~ a (') wo: la(')l } < g fiir: v > n. " " ' l a ( ' ) l  = 

Alsdann existir t  zu jedem ~ > 0 und fiir jedes einzelne v > n e i n e  kleinste 

Zatrl m,~ sodass: 
# 

(61), a (*) - -  ~ < a (') <: a(') -t- ~ fttr: g > m , ,  v > n. 

*) Dtb die angeffihr~en Beispiele, ausser Nr. 5, in Bezug auf die beiden'Indice~ 
F, ~ v~llig.symrnet;risch gebaut sind, so kSnnen sie auch dt~zu dlenen, um die in 
Rede stehenden Convergenz- und Divergenz-Eigenschaften der Zeilen au,ch ffir .die 
Colarmcm ".~, ezempliticiren. An Stelle yon Beispiel 5) h~t~e msn dana ledigllch ~ 

E~,~]ll zu substituir6n. 
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Haben dann wiederum die m/ sin endliches Maximum m, sodass also die 
Bedlngtmg (61) durch die folgende ersetz~ werden kazm: 

(62) a('}--~<a(~)<a(')-~-s flit: i t > m ,  v > n \ l ~ ( , )  I < g  , 

so sollon die Zeilen fiir v ~ n gleichmiissig begrenzt heissen; dagegen un- 
gleidtm~sig begrenzt, wean sine solche Zahl m nicht exisgirt odor wean die 
Is_(')[ and [5(')[ nicht unter einer endlichen Sehranke bleiben. Da die 
Bedlnffmlg (62) im Falls a(') ~--- a(') mi~ derjenigen ~ r  die gleichmiissige 
Convergen~ der  Zeflen bei v > n zusammemC'~lR (s. Ungl. (56)), so erschei_at 
also diese letztere als specieller Fall der gleichmdssigen Begrenzu~g. 

Bestehen die fraglichen Bediagtmgen nur flit e/non der beiden Limites, 
d. h. hat man nut: 

( a(') - -  ~ < a(') ffir: I t e m ,  v ~ n ([a_(~), < g) 
(68)  - = - 

�9 odor: a (') ~ ~ > a (') fitr: It _> m, ~ n (la(')] < g) ,  

so sotl die ~egrenzung der Zeilen eine einseitig gleichmS~sige heissen. 
Bleiben die la(')I, l a(')l fiir v ~ n nicht uat~r eiaor endlichen Schranke 

(wora~s das ana!oge f'ttr die t a~ ) bei gleichzeitig unbegrenzt wachsendem 

~, v folg~), so soU speciell der Fall lira lira a (') - -  -~- oo bezw. cr be- 

trachte~ werden. Auf Grund dieser Vorausse~zung existir~ zunRchs~ zu 
jedem (beliebig grossen) G > 0 eine kleinste na~iirliche ZaM n, sodass:*) 

li.m d ")> G, also such: lira a~ ) >  G fiir: v > n ,  
(64)  

bezw. lira a (*) : > ~  (7, also auch" lira a~ ) < ~  G ftir: v > n.  

Daraus folgt wiederum nut soviel, class flit jedes eln~.elne v ~ n eine 
klelnRte Zahl m,' existirt, sodass: 

( 6 5 ) .  > a < -  fa : > > . .  

Is~ ~ d a n a .  flit die m" sin endliches Maximum m vorhanden, sodass also: 

So sollen die Zsilen der Doppeffolge als gleichn~ssig unbegrenet**) be- 

*) Dabet wird ~ im allgemeinen mi~ (7 ver&uf~rlich sein (nlivalieh mit wachsen- 
dha WetCh~n yon (~ gleichfalls zanehmen). Dies wltce nur dana nicht der Fall, 
Wt~: vO~ ~aer h~timm~on Zefle ab, etw~ ffir v ~ ~', durchweg: 

�9 llm ) " ~ at, ~ -{- co bezw. ~ -- ~x~. 
gon~gt ~l~tich die -~n~ah,~e n ~-- n' bei jedem beliebigen ~. 

~) De~ A~sdmck bezieht sich wesentlich auf die Gesamm~hei~ der Zeilen. Jede 
elazalne Zeile ka~m dabei immerhin begrenz$ (d. h. mit endlichen Limites ver~ehen), 
sogar convergent asia (s. Beispiel 9)). 
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (66) mit der fib" gleich- 
miissige 1)ivergenz geltenden Be~llngung (58) zeigr wiederum, dass diese 
letztere Eigenschaft einen speciellen Fall der soeben deflnir~en darstell~. 

Be isp ie le .  7) Die Zeilen der Folge E(--1)"+ "F + "]: sind g~ch- 

mSssig begrenzL Man hat: 

-(') 1)~+" ( a ~ )  also: ~. =( - -  -~+ , 

Da nun: 

so folgt: 

1 1 < a h ,  ).. < 1 .~_ t 

1 < a ( , ) < a  _{ - I 

and daher: 

s) 
begrenzt. 

a(O _ (__ 1).+" 

a(0 __ lima(0 --~ _ 
-- ~ ~t~ ~ 

1 5 ( ' )--  lira a (') = +. T .  /* 
/.t ~ oo 

(v . = .  1, 2, 3 , . . . ) ,  

(v = 1, 2, 3 , . . . )  

a t < a ( ' ) < a  + ,  far: g > m >  ~ . . . .  -T' v ----- 1, 2, 3, . . . .  

Die Zeilon der Folge [ ( - -  1) "+~ ~ + (g -v)tT~ 1 + (g - ~)Uo sind ungMchm/i, ssi9 
Man hat: 

+ ( ~ - v ) '  also:  a ( ' ) - - l i m a  (') - - 1  l + ( ~ - - v )  s' - .. ~, ----" , 

~(') = ]i'm' a (') === @ 1.  
M p ~ o  

A~dorerseits wird, fttr jedes noch so grosse n: 

a(") 2 ,  a (") s 

d. h. fiLr jede Zeile yon beliebig hohem Range n liegen dab n 4- 1 ~ und 
n** (]lied ausserha/b des Intervalles (9(")--~, a(") + s) - -  ( 1 - -  ~, 1 + ~.). 

~ n g ~ c h m ~  convergent erkA~-t Warden, sind 
~nbe~en~t. Dean msm hat 

- - - - ~ + - ~ > v .  

Wird also n ~ G angenommen'~ so folgt: 

a(")>n>G far: v ~ n ,  
10) G ~ e i c ~  unbegrenzt sind such 

[~, + (1 + (-- lY') ~]X. l~tm hat bier: 

o, 0') = v + 2 ~ ,  

anderersei~s g~ ]vm&s~  

die Zeflen der Fo lge  

wenn ~ gerade, 

wenn t~ ungerade 



und daher: 
lim a (') ~- v, 

# 

im iibrigen ffir ~ > G: 

a (') > n > G 
# - -  

11) Setzt man: 

a (') ---- l i r a  t a - ~  - ~ - ~  

so folgt: 

a(*) 

Folglich wird: 

iim a(')-~- + r162 

for: v ~ n,  ~t > O. 

�9 gv(g~- - -1 ,  2, 3 , ' . ' ;  v = 1 , 2 , 3 , - - . ) ,  

�9 ~, " v, wen-,: g > v ~  

�9 g - - - - g ,  wenn: g < v .  

_ ( •  

lira \ g /  

_ ,  

l im 

o . �9 �9 ~ 0 ~  wenn:  . g ~ v .  

lira a (') ~ l i m a  (') ~ v, 

d. h. die Zeilen sind cdnvergent, aber ungleichm~sig, weil der Grenz- 
werth v schliesslich in's Unendliche w~ichs~, tibrigens aber auch datum, 

---~ a (") = - - ( n - - ~ ) .  Aus diesem weil (fiir jed~s noch so grosse n) a 0) O, ._~ 

letzteren Orunde sind dann aber die Zeilen auch nicht einma~ gleichm2issig 
unbegrenzt.*) 

w 

Bezi~liungen zwischen den iterirten Limites der Zeiien (Colonnen) 
and den LimiteS der Doppelfolge. 

I. ~ i t  HElle der im vorigen Paragraphen e i n g e ~ i :  Un~erschei" 
dungen lassen sich die Beziehungen zwischen den i ~ ' i r ~  (Zeilen- bezw. 
Colo.nnen-) L/ndteS und den in w167 1, 2 betrachbeten .~Opl~-Limites in 
sehr allgemeiner Weise feststellen. Zun~hst  ergiebt sich der folgende Sa~z: 

(I) ~ :iterirte un~ere 'bazw. obere ~ ist niemals kleiner 
bez~w, ,#~ssd~,, a~ der entsprechende Do~el-Limes; d. h. man 
hat stetd: 

*) Die BeispieIe ~ ,  ~ ,  11).gel~en wiederum, auch , , ~ ! t ~ l b a r  fiir die ent- 
sprechenden Erscheinungea beziiglich tier C o / ~ ;  die Beispiele 9), 10) nach Ver- 
tauschung yon g mad ~. 
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I < lira lira a (') < lira lina a (') 
(67) lira a (') ----- "=| ~' ---- "=r ~' = 

~,,i=~ ~' I = < lim l i m a  ('1~, =_< lira lim %~. -(') <~,,,=~lim a (').t, 

Beweis .  Nach dem Satze in Nr. 2 des vorigen Paragraphen kann 
man jeden der be~reffenden i~erir~en Limiges durch den Limes einer & l / ~  
The//fo0e ersetzen. Naeh w 2, Nr. 5 existir~ aber keine iicht~e Theilfolge~ 

deren Grenzwer~h < lim a (') oder > lira a('): somit ist der fragliehe 

Satz bewiesen. - -  
Fasst man insbesondere den Fall in's Auge, dass lira a (') llm -(') 

so resultirg aus (I) unmittelbar der folgende Specialsatz*): 

(Ia) Man hat stets: 

lira lira a (') ] 

(68) " . ----- l l m  a (v) 

lira lira -(') ~,'=~' " ' , . t * g  

sobaM der let~tere Grenzwerth existirt .  

Ist5 die Doppelfolge (al:)) monoton, so gilt das gleiche yon den 

Zeilen- und Colonnen-Folgen. "In diesem Falle e.v/st/rert also auch lira a (') 

lira a (') sodass far eine monotone Doppelfolge starer tff/en U ~ . d i e  

Beziehtmg besteh~: 

lira ti,  l ira a (;) = :ira _ _  

Aus (68) folg~ des wei~eren~ dass die .Existenz yon lira a (')~ eino hi~ 

reichend~ Bedinguag far die Beziehung: 

(70) lira lim. a (')~, ----- lira ~ _  . a (')1, 

und diese letztere.somi~ umgekehr~ eine nothwe~d/geBedingung ftir die yExisten~ 
,. (~) yon u m a  bilde~. Daraus ergieb~ sich insbesondere., dass lira a (') .sieher 

r d ~ t  :6xistir~, wenn die beiden ffrenzw~a4he (70) verschiedert ausfa l l~  
t$ 1 * /~ 1 

�9 (Beisp i .e le :  [ ~ . ~ , ' ,  : [ 2 - ~ t  :, : [ ~ - ~ ) ~ ] , ) "  

.An derersei~s erschein~ die .Exlstecaz yon lira a (') keineswegs als r~oth: 

"wend'u3 :fiir-das Bestohen der Beziehtmg (70) (s. w 3, Beisp. 3), "4 h ~i),~6)~ 
10)s 1~1,)),r ~diei~e letzf~re also n/cht ~ls hinreichend far. die~_,x/Stbr~:qr 

~ "ggl. Mfmeh. 8it~.-Ber. a. a. O. p. 105; desgl. Bd. 28 (1898), ,p..g~3 
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lim a (')- 

lehrreich noch das folgende anfiihron: 

a (') - -  ( - -  1)~'. , , ,  (t~ ----- 1, 2, 3 , . . . ;  + 

Man hal; bier ~.tmiichsl;: 

Neben den eben citirten Beispielen mtichte ich als besonders 

v ~ 1 , 2 , 3 , . . ' ) .  

a~o auch: 

lira a (*) ~--- O, lira a (0 ~ O, 

l im lira a (0 -~- O, 

Fornor ergiobl; sic]a: 

lim -(~) 

lim l i m a  (~) ----- O. 

72 ! 

---- lira ( - -  1)' .  1 + ~,s ~ O, 

q2_O: 

---0~ 

- - - 0 .  

and sogar allgemein, ffir.jedes ganzzahllge p~_  1, 

lira a (') - -  lira ( - -  1) ~'+~. ( P " + q ) ' ~ '  

,,,(p~ q_ q), 
lim'a(~'+~) ---- lira ( - -  1)" �9 , ,  + (~,  _~ q), 

Die F olge (a~)) hat; also die Eigonscllaft, dass nichl; nur  die iteri/rten 
IMmites and der Orenzwerth der IIauptdiagonale den Worth  0 haben, 

�9 . ~ 
sondera dass alle in ihr enthaltenen ,,geradhmgen ) Theilfolgen gegen 0 
convergiren. Nichts destoweniger hat man: 

~ I S O :  

lira a (') 

und dahor: 

= ( -  1)". * 
,~ - f ly  

jonachdom v gerade .odor ungerade, 

lira a (0 - -  - -  oo, l i m a  (+) ~--- -4- c~. 
~ , ~  ~ ~,,~=,~, 

2. E ~ n s o - ~ e n i g  wie das Bestehon der Boziehung (70) die Existenz 

vo~..:_Hm-a(~ ) UXl~ SOmit (hath S a ~  Ia)  das Zusan/numfa/~m der iterirten 

L/mY~ mit dora Do$rpd-IXmes verbtirgt, brauchen allgemein der iter/rte 
untere .trod obere:Li~es m.[~ dem Unteren beT.W, oberen Doppd-Limes zu- 
samme~al lon!" ; -~fa~  be~ierko z tm~hs l ,  dass ein sblches ZusammenfaUen 
auf Grtmd~d~r ,B~iehung (67) allemal 'dann s~a~i~tin./dot,- we-n der iter~rte 
untere .Z/rues 4e~,Wel4h : -  c~,,dor obere den Wor th  ~ c~ ha~. Im tibrigen 

*) Vgl. 1~. 30Q.,i F~se~.~. 
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ergiebt sich fiir das ZusammenfaUen der beln'effenden Limites zun~hst 
die folgende hinreivhoufe Bedingung: 

(II) Sin~ die Zeilen (Cokmnen) d~ Doppelfolge nach eve~- 
tuellem Ausschlusse einer endlichen An~ahl gleichmdssig be- 

grenzt oder unbegre~, im la'a~ lira lira a (') ----- + oo oder 
lira lira a(')~ ~ o o  wenigstens einseitig gleichmiissig be- 

grenzt, so ist: 

lira lim a t ' ) - . -  ~m a (0 
( 7 1 )  " = |  ~' ~ " = : ~ '  ' 

lira lira a (') ---- lira a(')'~. 

Beweis .  Fall I. Sind die Zeilen zum mindesten filr v ~ # gleich- 
miissig begren#t, und setzt man: 

(72) lira a (') ~ a (') ~ a (') ~(') 

so liegen (s. w 3, l~r. 4) die a_(O, 8(') ftir v ~ n' innerhalb endlicher 
Schranken and zu jedem ~ ~ 0 l~ss~ sich m so fixiren, daas: 

(73) a (') ~ < a  ( ' ) < a  ( ' ) - ~ - $  ffir: g > m ,  v ~ n .  

lira lira a (') lim a tO 

(bezw. lira lira a 0') - -  lira a (') 

Wird sodann gesetzb: 

(74) l i m  a(') - -  a ,  lira' a(') ~ 5, 

so  k a n n  man ein n > n" so  a n n o h m e n ,  dass :  

$ 
< a ( ' ) < a ( ' ) < 5 ~ - T  fox: v > n ,  (75) a - - - r  = _  = = = 

sodass sich dutch Combination yon (73) und (75) ergiebt: 

Da hiernach die a (') /* 

bleiben, so hat man: 

fiir ~ ~ m, ~ ~ n i ,nerhalb endlicher Schrankea 

(77) lira a(')-----A, lira a ( ' ) - -  2], 

wo _A_A, 2] bestimmte Zahlen vorstellen. Wegen der Bedeutung dieser 

Zahlen A, 2] (s. w 2, Ungl. 24) giebt es alsdRnn 5zhte Theilfolgen 

(TS) < A + ' < d 
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Da es hierbei freisleht, yon vornherein m, ~ m, n, _~ n anzunehmen und 
andererseits die Ungleichungen (76) bes~ehen bleiben, wenn man die 
beliebigen i~, ~, dutch die specielleren m,,  m bezw. p,, ~/, ersetz~, so resul- 
tiren aus der Verbindung yon (76) und (78) die folgenden Beziehungen: 

a - - - ~ _ _ _ _  -~-, a -~ -a-' 

anders geschrieben: 

(79) 

( 8 0 )  

und, 
nifty 

d .h .  

a_<=A+~, a>=A--~, 
d. h., da ~ jede noch so kleine positive Zahl vorsiellen kann: 

a_<A, a>A 
da die Miiglichkei~ a ,~ A,  a > A dutch Satz I (Ungl. (67)) deft- 
susgeschl0ssen erscheint, sehliesslieh: 

a = A ,  a ~ A, 

lira l i m a  (') l i m a  (') lira lim a ( ' ) ~  ~ a~ ). 

F s l l  II. Es seien jetzt die Zeilen fiir ~ ~ n" g~eichm~sig un/begrenzt, 
also (s. Ungl. (66)) etwa: 

(83) a(;)>e r r: 
Daraus ergieb~ sich zun~chs~, dass such: 

l ima ( v ) ~ G  f~ir: ~,~n, 
t t  

und daher: 

(84) lira lira a (') ~- Jr- cx~, also a fortiori such: lira lim a (') - -  + ~ .  
t t  /~ 

Sod~n~' folg~.sb.or aus Ungl. (67) oder auch nnmit~elbar aus der Ver- 
gleichung:der Bedingung (83) mig derjenigen f'fir die eigent~iche I)ivergenz 
de~:2)ol~folae. (~" 1, Ungl. (3a))*), dass such: 

soda, s also schliosSlieh: 

lira lira a (') ---~ lira a (') ----- ~t. 0% 
t t  /* 

*) Die analytlsche'Formuliru~g d~rjenigen Eigenschsfb,.W.dche bier ~ls ,,gTdch: 
m~ssigr ~fr~egrenzthei~" der Zeilen bezeiohnet wird~ ist inW~lirlieit' ini~ d~r noth: 
wendigen und hinreioliende~a Bedingung fitr :die. eigen~liche Divergenz der Doppel~ 
folge idenffsch. 
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odor olnfacher geschrieben: 

(86a) lim lira a (') ----- lira a (') ~ -{- oo. 
P p 

Analog ergiobt sich im FaUe: 

d a b s  �9 

( 8 6 ~ )  

t a ( ' ) < - - O  fiir: ~ > m, ~, > n > n ,  

lim lira a (') lira -(') 

F a l l  lTlo Es sei: 

lim lim a (') ~, ----- -{- 0% dagegen lira lira = lira a(~) - -  a (endlich) 

und die Zeilen ffir v ~ n' in Bezug auf die a(') gleichmdssig begrenz~, 
sodass also: 

(87) _a(') 3~ < a (O~, fiir: t~ >_= m, v >_: n'. 

hl.dann liisst sich wiedemm ein n ~_ n' so fixiren, dass: 

e <a( , )  ftir: v > n ,  (88)  . _ - ~ = _  = 

sodass also: 

2 e < a (  0 ~r: ~ . ~ m ,  ~ , ~ n .  (89)  ~ -  ~ = ~ _ _ 

Da sodann: lira a (') < lira lira a ('1 d. h. < a trod aadererseits Far a~e 

2 5  
a 0') boi ~ > m ,  u > n  n ~ h U n g l . ( 8 9 )  a ( ' ) > a , - -  so ist: 

~u ~ - -  ~ ~ - -  3 ~ 

(90)  tim a ( ' ) - -  - A 

e'me besfimmte endlicho Zahl. 

Es exisfirt daher wiederum oine iichte Theilfolge (a(n")~ sodass 
\ mvl~ 

(s. w 2, Ungl. (24/): 

(91)  a <"') < .4  . +  T "  

Daraus folgt aber in Verbindung mit Ungl. (8!)), dass: 

(9~)  ~ _ - - ~  . . . . .  

und schliesslich, genau wie im Falle I: 

(93a) a--- Am d.h.  lira lira a(')-----lira a ('). 
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Ueberdies ergiebt sich aus der Voraussetzung: lim lim a (')--- Jr-oo auf 

Gruad yon Ungl. (67), dass auch: 

(93b) l i m a  ( ' ) - -  uL oo, also: ~--- lira lira a (0. 

Das anaIoge gilg sodann im Falle: lira lira a (*) , = | . -  | ~, ~-- ~ c ~ ,  l i r a  l i m  a ( ')  --- ~ . - -  

Da sich die vorstehenden Betraehtungen ohne weiteres auch auf die 
Colonnen fibertragen lassen, so erscheint hiermit de r  oben ausgesprochene 
Satz in allen seinen Theilen bewiesen. 

3. Nimmg man im Falle I des vorigen Satzes lira lira a (') und 

lira lira a (') als ~usammenfaEend an, so gewinng man unmittelbar den t~ 

�9 folgenden Speciahagz: 

(I/a) Sind die Zeilen der Dop~elfolge (a~ ")) nach eventudlem 
Aussch~usse einer earl lichen Anzahl gleiehm~issig begrenzt 
und existirt: 

lira iim a (') --- a *), 

so convergirt die DoFpelfolge und ma~ hat: 

lira a (*) ~ a. 
B , ~  t* 

Zugleich gestattet der Fall (II) des obigen Satzes die folgende 
Formu!irung: 

(II b) Sind die Zeilen der Doppelfolge (~))  nach eventudlem 
Ausschlusse einer endlichen Anzahl gleichmi~ssig unbegrenzt, 
so ist~ nicht nut: 

tim lira a (') -~- -[- oo bezw. - -  ~ 0% 
Y 00 / g  -~---~ 00 

s~. n die DolOelfolge selbst isteigentIich divergent, sodass 

li_m a (O--- -{- oo bezw. ~ - -  oo. /* 

Das aaaloge gilt wiederum beziiglieh der Colonnen. 
Die S~iCze (IIa) , i (IIb)  zeigen insbesondere, dass ftir die Convergenz 

bezw. eigentbiche s162 der.Dbppeffolg e die Canvergenz bezw. eigentliche 

*) Dass in diese~i/'. Falle lira l ~  a~)stets eine emdliche Zahl a ist, folgt un- 

mi~telbax aus der Vora~mset~ung der g~',ch~iA~ig~r~ Beg~enzu,ag: denn diese .erheischt, 

bleiben (s. w 3, l~l"r.~). 
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Divergenz keener einzigen Zeile (Colonne) erforderlich is~. (Beispiel einer 
convergenten Doppelfolge mit durehweg oscillirem~ Zeilen s. w 3, Nr. 4~ 
Beisp. 7); eigentlich divergente Folge mit durehweg convergenten Zeilen: 
ebendas. Beisp. 9); eigentlich divergente Folge, deren Zeilen innerhalb 
endlicher Gremen oscilliren: [(2 + (-- 1)~)v]~ eigentlich divergente Folge, 
deren Zeilen einen endlichen unteren and unendlichen oberen Limes besitzen: 
a .  a .  O. Beisp. 10)). 

3. Ich will nun untersuehen, in wieweit die in Satz (II), (Ha), ( IIb)  
aagegebenen, fiir das Zusammenfallen. der iter/rten mad der entsprechenden 
Jl)op~d-Limiies hinreichenden Bediagungen sich zugleich auch als ~oth- 
wendige erweisen, d. h. in wieweit die betreffenden Si~tze umkehrbar sind. 

Dass dies ffir den allgemeinen Satz (II) nicht der Fall ist, sodass man  
also aus den Beziehangen: 

lira lira a (~) lira a (~ lira lira a (') ----- lira a ;  ) 

nicht auf die g~.4chmgssige Begrenzthei~ oder Unbegrenzthei~ der Zeilen 
schliessen daft, zeigr die folgende Ueberlegang. Es sei (b~, ")) eine Folge 

mit gleichmdssig begrenzten Zeilen trod: 

(94) lira l imb  (') = lira b (~ -~-.  b, lira lira b (') ~-- lira b (') = b, b < b. 

Bedeutet sodann ( c  (')) eine Folge mi~ u/agleichm&sig begrem#en Zoilen, 
fiir welche: 

(95) lira c (') ---~-- s < lira lira c (') lira c~ )--- "~ > lira lira c (') 
/ ~ , ~ - . . ~ . ~  ~ - ~ - ~  ~ ix------co ix ~ 

(96) b < c < ~ < b, 

so bilde man aus den Termen der beiden Doppelfoigen (b~(')), (~')) eine 
einzige ( a  (')) indem man se~zt: 

(97) a~ ") --- b (O1, , a (''+~)~, --- c (')~, (~ ---- 0, 1, 2, . . . ,  v - -  0, 1, 2,...) 

(d. h. die Zeilen der F olge (a~ ~)) bes~ehen abwechselnd aus den Zeilen der 
boido~ Folgen (~;)), (~;)). A l sd ,=  hat man o ~ n b ~ :  

(98) lira lira a (~} ~ lira a (0 ----b, lira lira a (*} ~-~- 1-~ a~)-~ b, 
St - ~t - ix 

obschon die Zeilen der Folgo (a~ 1) nicht mehr g~eichmgssig begrenzt5 sind. 
In analoger Weise k~nn man aus einer Folge mi~ einseitig gleichmSzsgg 

begrenzten oder gleichmSzsig unbegrenzten Zeilen dutch Einschalttmg elect 
Zeilen einer anderen Folge  eine .solche bilden, welche jene E i g e n s e h ~  
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nioht mehr besitzt~ wlihrend die in Frage kommenden Limites unver- 
~der~ bleiben. 

Hiergegen la~sen sich die specieILm Siitze (Ha), (lib) in folgender 
Weise umkehren: 

(IT[a) .Existirt lira a 1") als endliche Zahl .4, in welchem # 

FaUe dann (naeh Satyr (Ia) aueh: 

l i~  fi"~ a (') = l i r a  ~ a(') ~ A ,  

so sind die Ze~Tz~n und Colonnen mit eventuellem Ausschluss 
ei~" ~uf l ie~ A~za~ gleichmgssig begrenzt. 

Beweis.  Aus dor Voraassebt~mg lira al~ ) - -  A folgt ztmiiehst, dass 

zu jedem a > 0 zwei natiirliehe Zahlon m, n' fixirt werclen kSnnen, dass: 

@ 

_ a ( ' ) < A + T  far: ~ > m , .  v > _ n '  (99) A ~ <  ~, = ___ _ . 

I )a  s o d ~ a  .aueh:: 
lira lira u (') --- .4 

so erkennt man~ dass die l i m a  (') lira a (') zum mindesten yon einem 

bestimmten Index ~ ab endl/che Zahlen sein miissen~ etwa: 

lira ~ ~(') --- _a t'), lira' a (0~ = 5('), (100) 

und dass s o d a - s :  

(101) A - -  - -  " < I a(') } , "v__ n". s = ( a('} g A + ~- etwa far: > 

Man h a t  also " * msbesondere: 

(I02) ~_(.~ : , g A  ~ ,  a + u  au: ~.>_." 

mad daher, wean m eine Zahl bedeu~t~ die nlcht klemer ala , '  mad n", 
d~eh  V e r h i . a i t ~  d~r U n g l e i e h ~  (102) mad (99): 

(lO3): a('~,--.~a(r) < a(') + .  ~ :  ~ > ~ ,, > .  

d. h. die Ze~en i t S  Db~peff()lge slnd gIeichm~ssig:'be~.e~.. Daa mmloge 
gilt dana .wiedmmm. )f-dz:: die Coloanem -- 

: l i m . . . ~ ! ~ : ~ . §  lira, ~ a (~ - -  + : , ~  ~ a ( ' ) -  4- ~ ,  

allemat.~.~:!"o~:beide,~ asd. ere~ er~aY2 s i~ ,  ;Jo si.~ d~e. 
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Zeilen und Colonnen mit eventueZlem Ausschluss einer encllichen 
Anzahl gleichm~issig unbegrenzt. 

Dieser letztere Satz bedarf keines weiteren Beweises. Da man n~im- 
lich, wie schon in seiner Fassung enthalten, ~llemal yon vornherein 

lira a ( 0 - -  -{-c~ bezw. --cx~ a;nehmen kann, so besteht die Divergenz- 

Bedingung (3a) (.s. {} 1), welche mi~ der Eigenscha~ der ,,gleichmiissigen 
Unbegrenztheit" identiseh is~ (vgl. Fussn. 1), p. 316). 

Durch Zusammenfassung der S~itze (Ha), (ILia) bezw. (IIb), (IIIb) 
und Berticksichtigung yon (Ia) gewin,t man schliesslich noeh die folgen- 
den allgemeinste- S~tze dieser Art: 

( I ra )  Fiir die Convergenz der Dv~elfolge (a/*,)) ist noth- 

wendig  und hinreichend,  dass die Zeilen oder Colonnen mit 
eventudlem Ausschluss einer endlichen An~ahl gleichmgssig 

begrenzt sind und dass lira lira a (~) bezw. lira lira a Cv) existirt .  

1st diese Bedingung flit die Zei len  und lira iim a (~ erfiillt, so 
oo I~ ~ co 

besteht sic auch fiir die Colonnen wnd lira li~-m a (') vice versa, 

und man l~t dann al~emal: 

A,)~___ lira 1 ~  a r  lira ~ a (') lira % ~ ~.. ~,. 

(IVb) Fiir die e igen t l i ehe .~ iveeg .e~  ~ffer. t)opp'dfo~e 
ist nothwendig und l~inrei:c~end,;dass d~,ZetT+~ ode'e 
Colonnen mit eventuellem A~schlues ~ e~41iehen Anzahl 
gleichmiissig : unbegrenz t  Sine~. ' Ist d~e~e Bedingung f'dr die 
Zei len erf'ullt~ so besteht sic auvh fiir. d~e Golonnen, viee versa i 
und man hat dann allvmal: 

,.-=--- a(~) 
_00 l i ra  a m  ~, ~ + c ~  bez, w. - - - - ~ .  lira --= lira ~ % ~- 

Mtinchen,  December 1896 und J u n i i 8 9 9 .  


