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1. Doppelbrechung in transversal schwingenden
Glasplatten; von W, Konig.
(Hierzau Taf. I, Figg. 1—11 und Taf. 1L)

Wenn eine lingliche Glasplatte oder ein vierkantiger Glas-
stab transversale Schwingungen mit freien Enden und zwei
oder mehr Knotenlinien ausfithrt, so wird in den Schwingungs-
bauchen, entsprechend den periodischen Verbiegungen, die
die Platte hier erfihrt, eine periodische Doppelbrechung von
der gleichen Art auftreten, wie sie dauernd durch eine statische
Durchbiegung der Platte hervorgebracht -verden kann. Man
kann die Frage aufwerfen, ob auch an den Knotenstellen eine
Beeinflussung der Lichtschwingungen durch die elastischen
Schwingungen der Platte oder die damit verkniipften elasti-
schen Verbiegungen der Platte vorhanden ist. Kinige orien-
tirende Versuche ergaben ohne Schwierigkeit, dass in den
Knotenstellen in der That eine Doppelbrechung von eigentiim-
licher Natur auftritt. Sie erinnert in ihrer Art an die Doppel-
brechung, welche Kundt in bewegten reibenden Fliissigkeiten
beobachtet hat, und schien mir einer genaueren Priifung ihrer
Gesetze und ihres Ursprunges wert zu sein. KEine- solche er-
forderte aber auch eine genaue Untersuchung der Erscheinungen
im Schwingungsbauche, um beide Vorginge quantitativ mit-
einander vergleichen zu kiénnen. So entstand die nachfolgende
Untersuchung. Ihr experimenteller Teil ist schon vor einer
Reihe von Jahren im Institut des Physikalischen Vereins zu
Frankfurt a. M. ausgefithrt worden; auch habe ich auf der
Litbecker Naturforscherversammlung iiber die experimentellen
Frgebnisse kurz berichtet.l) In der theoretischen Deutung
der Versuche stiess ich anfangs auf eine Schwierigkeit, die

1) W. K6nig, Verhandl. d. Gesellsch. d. Naturf. u. Aerzte, Liibeck
1895. II. Teil. 1. Hilfte. p. 54.
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2 W. Konig.

weitere experimentelle und theoretische Studien veranlasste
und dadurch zur Folge hatte, dass sich die ausfithriiche Mit-
teilung der Untersuchung bis jetzt verzégert hat.

1. Beschreibung der Apparate.

a) Die Glasplatte und ihre Aufstellung. Die untersuchte
Glasplatte hatte eine Lange { von 70 cm, eine Breite & von
7 cm und eine Dicke d von 7 mm. Die Beschaffung einer
Platte von dieser Grisse aus gut gekithltem, vollig spannungs-
freiem Glase hiitte enorme Kosten verursacht. Ich habe mich
daher bei diesen Versuchen, die eigentlich nur als vorlaufige
Versuche betrachtet wurden, mit einer Platte begniigt, die
aus gutem Spiegelglas geschnitten war. Die schmalen Lings-
flichen waren gut polirt, um eine gute Durchsicht in Richtung
der Breite 4 durch die Platte zu gestatten. Die Verwendung
einer derartigen Platte hatte natiwrlich den Uebelstand, dass
die Platte schon in unverbogenem Zustande eine gewisse
Doppelbrechung zeigte. Stellte man sie mit ihrer Fliche
senkrecht auf die lange, schmale Seitenfliche und blickte
zwichen gekreuzten Nicols, deren Polarisationsrichtungen mit
der Langsrichtung der Platte Winkel von 45° bildeten, senk-
recht durch die Platte in Richtung ihrer Breite hindurch, so
erschien sie nicht vollkommen dunkel, sondern zeigte, parallel
zu ihren Fliachen, helle und dunkle Streifen, entsprechend doppel-
brechenden und neutralen Schichten. Der Charakter der Doppel-
brechung stimmte durchaus mit den von Czapski an schnell
gekithlten Glasplatten gemachten Beobachtungen?) iberein; die
Glasmasse verhielt sich in der Niahe der Flichen wie gepresstes,
in der Mitte zwischen den Fliachen wie gedehntes Glas, wobei
Zug- und Druckrichtung parallel zu den Flichen zu denken
gind. ~ Diese Doppelbrechung war nicht stark. Trotz des 7 cm
langen Weges, den das Licht in der Platte zu durchlaufen
hatte, ging die Interferenzfarbe nicht iber das Grau der ersten
Ordnung hinaus; eine Glimmerplatte, die das Violett des
Ueberganges von der ersten zur zweiten Ordnung zeigte, gab
an den hellsten Stellen als Additionsfarbe Blau, als Subtrac-
tionsfarbe Rot; danach wirde die Gangdifferenz im Maximum

1) 8. Czapski, Wied. Ann. 42. p. 319—381. 1891.
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nicht iiber 4/7 betragen haben. Immerhin bildete diese Eigen-
schaft der Platte ein stérendes Moment, welches die (enauig-
keit der Messung der durch Verbiegung hervorgerufenen Doppel-
brechung bis zu einem gewissen (Grade beeintrichtigte. Kine
Beriicksichtigung dieses Umstandes in Form einer Correction
an den Messungen wire wohl mdglich, aber sehr umstindlich
gewesen. Bei zweckmissiger Combination verschiedener Mes-
sungen gleicht sich der Fehler einigermaassen aus.

Um die beabsichtigten Messungen der Doppelbrechung an
vollkommen frei schwingenden Plattenteilen auszufiithren, wurde
die Platte in solcher Weise zum Schwingen' erregt, dass sich
vier Knotenlinien auf ihr bildeten, die Platte also ihren dritten
Transversalton gab. Nach der Rechnung von Strehlke,
unter Beriicksichtigung der von Seebeck?) angegebenen Cor-
rection, wiirden diese Knotenlinien fiir die gegebene Platte
von 700 mm Linge folgende Abstinde von dem einen Hnde
der Platte haben: Nr.1 66,08, Nr.2 249,06, Nr. 3 450,94,
Nr. 4 633,92. Die Beobachtung, durch Aufstreuen von Sand
auf die Platte, ergab die Werte: 66,0, 247,0, 449,0, 633,0.
Zur Hervorbringung dieser Schwingungsform wurde die Platte
in dem ersten und vierten Knoten unterstiitzt und an dem
einen Ende mit dem Bogen angestrichen. = Die Beobachtungen
wurden dann in dem einen der vollkommen freien Knoten
Nr. 2 oder Nr.3 ausgefithrt. Die Erscheinungen im Schwin-
gungsbauch wurden im mittelsten Bauch, zwischen den Knoten 2
und 3, also in der Mitte der ganzen Platte beobachtet.

Wurde die Platte horizontal auf zwei Leisten gelegt, die
sie in den Knoten 1 und 4 unterstiitzten, so bog sie sich
durch ihr eigenes Gewicht ein wenig durch und zeigte eine
dementsprechende Doppelbrechung, mit neutraler Mittellinie
und beiderseits nach den Oberflichen hin zunehmender Stirke,
von pegativem Charakter auf der oberen, concaven, zusammen-
gedriickten Halfte, und von positivem Charakter auf der unteren,
convexen, gedehnten Hilfte. Diesem Uebelstande wurde da-
durch abgeholfen, dass die Platte nicht in horizontaler, sondern
in verticaler Lage befestigt wurde, und zwar so, dass die
langen, schmalen Seiten horizontal, die kurzen vertical standen,

1) A. Seebeck, Abhandl. d. K. Sichs. Gesellsch. d. Wissensch.,

Mathem.-phys. Klasse 1. p. 181—168. 1852.
1*



4 W. Kinig.

das Licht also in verticaler Richtung die Platte durchsetzen
musste (vgl. Fig. 2). Zu dieser Befestigung, die natiirlich nur
in den Knotenlinien 1 und 4 erfolgen durfte, waren besondere
Vorrichtungen erforderlich, die in Fig. 1 abgebildet sind. Sie
bestanden in zwei kleinen, aus starkem Holze gefigten Rahmen,
von denen 4 eine Seitenansicht, B eine Durchsicht darstellt.
Zwei gegeniiberliegende Seitenwinde des Rahmens enthielten
einen breiten Schlitz, der zwei Holzleisten @, ¢ als Fihrung
diente. Zwischen diese, die sich in zwei flachen Kanten
gegeniiberstanden, wurde die Glasplatte g so weit eingeschoben,
dass die Knotenlinie gerade zwischen den Kanten lag; mit
Hiilfe der Schraube s konnte dann die obere Leiste nieder-
gedriickt und die Platte festgeklemmt werden, wobei zum
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Schutze der Platte noch Lederstreifen zwischen die Holzkante
und das Glas gelegt wurden. Nachdem diese Einstellung und
Befestigung bei horizontaler Lage der Platte ausgefithrt war,
wurden die Rahmen mit der Platte auf die hohe Kante gestellt und
mit Schraubzwingen auf der Unterlage befestigt. In dieser Weise
konnte der Platte eine ganz feste Liage gegeben werden, ohne dass
ihre Schwingungsfihigkeit dadurch beeintrichtigt worden wére.

Der Vollstindigkeit halber erwihne ich noch, dass sich
fur den dritten Transversalton der Platte aus den weiter
unten besprochenen photographischen Aufnahmen und der Ge-
schwindigkeit des dabei benutzten Fallpendels (113 cm/sec) eine
Schwingungszahl von 411 ganzen Schwingungen in der Secunde
ergab. Eine genaue Bestimmung dieser Grosse wurde nicht aus-
gefiihrt, da sie fiir das Folgende nicht weiter in Betracht kam.

b) Die subjective Beobachtungsmethode. Die gesuchten Kr-
scheinungen wurden zunichst direct mit dem Auge beobachtet.
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Zur bequemeren Anordnung der Apparate wurde die Platte
dabei in horizontaler Liage belassen. Das Licht eines Auer-
brenners fiel durch ein grosses Nicol’sches Prisma senkrecht
auf die lange Schmalseite der Platte, ging in Richtung der
Breite durch die Platte und wurde durch.den Analysator hin-
durch vom Auge aufgefangen. Um aber die Erscheinungen
in ihrer zeitlichen Verinderlichkeit beobachten zu kénnen,
wurde durch einen verticalen Spalt, der zwischen Platte und
Analysator ganz dicht vor der Platte stand, ein schmales
Biindel des Lichtes ausgeblendet und in einem. rotirenden
Spiegel oder einfacher durch eine Linse betrachtet, die senk-
recht zur Richtung des Spaltes hin und her bewegt wurde.
Sehr zweckmissig erwies sich auch hierbei wieder die von
mir construirte rotirende Linsenscheibe, die schon von Hrn.
G. Klinkert in seiner Arbeit tiber die Saitenschwingungen?)
beschrieben worden ist. Es war mit diesen Hiilfsmitteln még-
lich, nicht bloss die Erscheinungen im Schwingungsbauch und
im Schwingungsknoten einzeln zu analysiren, sondern auch
beide wenigstens in ihrer Phasenbeziehung miteinander zu
vergleichen, indem mittels geeigneter Spiegelvorrichtungen zwei
Lichtbiindel gleichzeitig, das eine im Bauch, das andere im
Knoten durch die Platte hindurchgeschickt und dann iiber-
einander auf denselben Spalt projicirt wurden. Eine quantita-
tive Vergleichung aber war wegen der Fliichtigkeit der Wahr-
nehmungen bei dieser Methode ausgeschlossen. Zu diesem
Zweck mussten die Erscheinungen photographisch festgehalten
werden.

¢) Die photographische Aufnahme der Erscheinungen. Zur
dauvernden Fixirung der periodischen Vorginge wurde das
Bild des Spaltes auf eine bewegte photographische Platte pro-
jicirt. Hierfir wurde das grosse Fallpendel des Instituts be-
nutzt, das urspriinglich fiir die Untersuchung des Hrn. Klinkert
construirt worden war und inzwischen auch von Hrn. W. Hess
bei seiner Untersuchung elektrischer Schwingungen in Induc-
torien?) benutzt worden ist. Es ist von Hrn. Klinkert
genau beschrieben worden®), und ich kann mich daher be-

1) G. Klinkert, Wied. Ann. 65. p. 851. 1898.
2) W. Hess, Wied. Ann. 66. p. 980—998. 1898.
8) G. Klinkert, Wied. Ann. 65. p. 850. 1898.
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gniigen, zu erwihnen dass das Pendel 2 m lang ist, dass es
an seinem unteren Ende eine grissere, bleibeschwerte Platte
trigt, die mit einem Ausschnitt und einer Vorrichtung zum
Einschieben einer Mattscheibe oder einer photographischen
Cassette versehen ist, dass es seine Schwingungen in einem
von allen- Seiten lichtdicht abgeschlossenen Raume ausfithrt
und in diesem Raume in abgelenkter Lage arretirt und durch
eine Zugvorrichtung von aussen her im geeigneten Augenblick
losgelassen werden kann. Fig. 2 stellt die ganze Versuchs-
anordnung-in einem senkrechten Durchschnitt dar. Als Licht-
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Fig. 2.

quelle wurde die Sonne benutzt. Ein Uhrwerkheliostat lenkte
die Sonnenstrahlen auf den Spiegel m. Dieser reflectirte sie
senkrecht nach oben; sie durchsetzten den Polarisator p, die
senkrecht stehende Glasplatte g in Richtung ihrer Breite und
‘den Analysator @ und wurden dann von dem total reflectiren-
den Prisma ¢ wieder in horizontale Richtung tibergefithrt. Das
photographische Objectiv O, entwarf von der oberen Flache
der Glasplatte ein deutliches Bild aunf der Blende s; diese
trug einen senkrechten Spalt, der aus dem Bilde der Glas-
flache senkrecht zu deren Li#ngserstreckung eine feine Linie
herausschnitt. Diese Lichtlinie endlich wurde von dem Ob-
jectiv O, auf die photographische Platte projicirt oder richtiger
auf diejenige Stelle, welche die am unteren Teil des  Fall-
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pendels P angcbrachte photographische Platte bei der Schwin-
gung des Pendels passirte. A ist der untere, kastenartige
Teil des Dunkelraumes, der in seiner vorderen Wand das Ob-
jectiv O, trigt; O ist eine durch einen iiberfallenden Sack
lichtdicht verschliessbare Oeffnung in der hinteren Wand des
Dunkelraumes, die zur Bedienung des Pendels bestimmt ist.

Die Hauptschwierigkeit lag in der richtigen Fiihrung des
Lichtes, nicht bloss um die erforderliche Helligkeit, sondern
vor allem um die grosste Deutlichkeit der Interferenzerschei-
nungen in dem Bilde der Glasfliche am Ort des Spaltes s zu
erreichen. Die Bedingung hierfiir ist offenbar die, dass die
Lichtstrahlen die Glasplatte als ein Parallelstrahlenbiindel
parallel zu den beiden Plattenoberflichen durchsetzen. Die
mangelhafte Beschaffenheit der Glasplatte erschwerte die
Erfillung dieser Bedingung. Ks erwies sich als vorteilhaft,
die Sonnenstrabhlen nicht direct auf den Polarisator und die
Platte fallen zu lassen, sondern sie vorher durch eine grosse,
schwache Convexlinse zu concentriren und ihnen ,dann mittels
einer starken Concavlinse, die unmittelbar vor dem Spiegel m
stand, den erforderlichen Grad von Parallelitit wieder zu ver-
lethen. Durch Verschiebung dieser in Fig. 2 nicht mit ge-
zeichneten Linsen konnte die Lichtfithrung so geregelt werden,
dass im Bilde der Glasfliche auf dem Spalt s der Querschnitt
der Platte gleichmissig erhellt erschien und die Interferenz-
streifen bei Verbiegung der Platte zwischen gekreuzten Nicols
in voller Schirfe hervortraten.

Indem man die Glasplatte in ihrer eigenen KEbene ver-
schob, konnte man nach Belieben die Erscheinungen im Schwin-
gungsbauch oder im Schwingungsknoten aufnehmen. Schwieriger
war das Problem, beide Erscheinungen gleichzeitig, unmittelbar
tibereinander auf den Spalt s zu projiciren, um ihre Phasen-
und Grissenbeziehung ausmessen zu kénnen. In diesem Falle
wurde die Platte so verschoben, dass die Verticalebene der
ganzen Aufstellung die Platte genau in der Mitte zwischen
Bauch und Knoten schnitt. Das einfallende Lichtbiindel wurde
durch Spiegel in zwei Teile geteilt und auf getrennten Wegen
weiter geleitet, der eine Teil durch den Knoten, der andere
durch den Bauch; jedes der beiden Biindel passirte unter und
iiber der Glasplatte seinen eigenen Polarisator und Analysator.
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Ueber den Analysatoren befanden sich total reflectirende
Prismen, welche die beiden Lichtbiindel wieder auf horizontale
Richtung brachten, -sie aber senkrecht zur Verticalebene der
Aufstellung aufeinander zu reflectirten. In der Mitte zwischen
diesen Prismen befanden sich zwei weitere total reflectirende
Prismen, mit gekreuzten Hypotenusenflichen unmittelbar neben-
einander liegend und so angeordnet, dass jedes von ihnen eines
der beiden Strahlenbiindel wieder senkrecht nach oben re-
flectirte. Hier wurden dann endlich beide Biindel von einem
fiinften, total reflectirenden Prisma aufgefangen, das sie wieder
in horizontale Richtung iiberfihrte und auf das Objectiv O,
warf. Bei richtiger Einstellung der fiinf Prismen entstanden
dann auf dem Spalt s zwei unmittelbar iibereinander gelegene
Bilder der Glasfliche, von denen das eine vom Schwingungs-
bauch, das andere vom Schwingungsknoten herrithrte. Die
gleichmissige, richtige Erhellung der beiden Bilder hatte aber
in diesem Falle grosse Schwierigkeiten.

Nachdem die richtige Einstellung des ganzen optischen
Apparates erreicht war, wurden die Aufnahmen in folgender
Weise ausgefiihrt: Bei geschlossenem Objectiv O, wurde die
Cassette in den Rahmen am Fallpendel eingeschoben,. das
Fallpendel in die Ausldsungsvorrichtung eingehakt und die
Cassette dann gedffnet. Darauf wurde das Objectiv O, ge-
Offnet; ein Gehiilfe strich die Glasplatte mit dem Bogen an
und zugleich wurde das Pendel ausgelést. Unmittelbar darauf
wurde das Objectiv O, wieder verdeckt, damit beim Riick-
schwingen des Pendels das Licht die photographische Platte
nicht ein zweites Mal traf Kine Auswahl der auf diesem
Wege erzielten Aufnahmen ist auf Taf. I vereinigt.

Bevor ich auf die Discussion der Versuchsergebnisse
eingehe, wird es niitzlich sein, die wichtigsten Formeln tiber
den Schwingungszustand der Glasplatte, von denen ich im
Folgenden (Gebrauch zu machen habe, zusammenzustellen.

2. Theorie der Transversalschwingungen der Platte.

Die Lingsrichtung der Platte werde als x-Axe, die Rich-
tung ihrer Dicke als y-Axe angenommen. Macht man die
Voraussetzung, dass die Dicke klein ist gegen die Linge, und
beschrinkt man sich auf kleine Deformationen, so kann man
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die eintretenden Verschiebungen in erster Annsherung als
rein transversal, d. h. nur in Richtung der y-Axe erfolgend,
und daher fiir alle Punkte desselben Querschnittes der Platte
als gleich betrachten. Die Bewegungsgleichung der Platte
lasst sich dann in der Form ansetzen:?)

2
M R
wenn unter g die Dichte des Glases, unter P die im Quer-
schnitt wirkende tangentiale Kraft, bezogen auf die Flichen-
einheit, verstanden wird. Mit den Verbiegungen der Platte
steht diese Kraft im Zusammenhang durch die Beziehung:

E.d* o®
@) P==5"3 xy”
wobei d die Dicke, Z den Klasticitiitscoefficienten des Glases
bedeutet. Unter Benutzung dieser Gleichung geht die Bewe-
gungsgleichung der Platte itber in die Form:

8? E.d> 8%y
(3) ﬂ% T rm/:‘

Wenn der Stab einen einfachen Ton von der Schwingungs-
zahl n giebt, so lisst sich seine Bewegung darstellen durch
die Gleichung:

4) y=u.sin2xnt,

worin die Amplitude = eine Function von =z ist und der
Differentialgleichung:

dtu  (2an).12.
6) dzt ”E).dz £.
zu geniigen hat. Um die Liosung in einfacherer Form schreiben
zu konnen, setze ich mit Kirchhoff? den Factor:

@mnPiz.u _ (p\
(6) E. & = (1) )
Dann lautet das allgemeine Integral der Gleichung (5):
u=A cos%—m-l- B.siingg
© P N S
‘e’ +e e’ —e
+ C 5 + 2 5

1) J. Violle, Lehrbuch der Physik, deutsche Ausgabe 2. (1) p. 199.
2) G. Kirchhoff, Mechanik, 4. Aufl. p. 440. 1897.
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DiefGrenzbedingungen, dass beide Enden der Platte z=0
und z=1 frei schwingende Enden sein sollen, ergeben folgende
Gleichungen:

C=4, D=8,

—-r -
A(ff’ize_ _ cosp) + B (_6?3_ Efﬁfi _ sin,,) ~0,
e? — e~ ? . eP L o P
A(—Q—'— + SlnP) + B (—? - - COSp) = 0.
Daraus folgt fiir p die Gleichung:
(8) cos p..ﬁigﬁf’_ -1
oder
: P _ TP
_e.*éf__ =Ftgp,

wobei das obere oder das untere Zeichen abwechselnd fiir die
aufeinander folgenden Wurzeln p,, p,, p;, p, etc. der Glei-
chung zu nehmen ist. Diese Wurzeln haben die Werte

Py =3011 2, p,=500072, py=7,0007, p,= 9,000 %

und entsprechen Schwingungen der Platte mit 2, 3, 4, 5 Knoten.
Uns interessirt im vorliegenden Falle ausschliesslich die Wurzel

P3=7121"

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen fiir p lasst sich
das Verhsltnis 4/B auf eine einfache Form bringen. Denn
es ist:

+ ctg% fur p,, p3, ...
©) 5=
— tg g far p,, py, - -
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Daraus folgt, unter Beriicksichtigung der oben angegebenen
Werte der Wurzeln p,, p, etc., dass fiir alle Tone des Stabes
sehr angenshert die Bedingung erfiillt ist:

B=— 4.
Dann hat die Amplitude den angeniherten Wert:

v —p,w
(10) u = A{cos ‘3;5 — sinp—f +e ! }

und demgemiss haben die Verriickungen selbst und ihre Ab-
leitungen die Niherungswerte:

~]"‘

(1) y= A {cosp——sm——+e

] sin2ant,

&y p[ pr =
(18) 5 =—4d% 1cos——sm*—e !

{

_br=
}sm?nnz‘,

(14) 63&3—_— A%{cos%—l—sm%—e 7}s1n2nnt.
Fir die nachfolgenden Anwendungen interessiren uns aus-
schliesslich die Vorginge im mittleren Schwingungsbauch und
im n#ichstgelegenen Schwingungsknoten fiir den Fall des dritten
Tones, d. h. fir p = Tn/2.
a) Fir die Mitte der Platte ist = = [/2, folglich ganz
allgemein fiir alle Werte von p:

»  _» »  _ P
2 3 2 2
u=A[c0s%+g—2€f—}+B[sin%+e e_#].

Aus Gleichung (8) lassen sich leicht die Beziehungen her-
leiten:

» _2 20052 {-|—fi’1r Pss Pys Prs Ps -
3 CI ..
¢” +e —i—yzgp "furPquPs,Ps-
» 3 2 sin 2 j+fiirp1,p4,p5,ps...
82 -— 8 2 = + 2 f

* ey | — fiir Poy Pas Pes Pr - -+
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Setzt man diese Ausdriicke ein, und beriicksichtigt die
Gleichung (9), so erhalt man
fir py; Py Per P+ - u=0,

d. h. in der Mitte einen Knoten,

fiur p,, pg, Psy Py - - -
v Ap [1¢V@] {-—fi’u‘pl,p5...
cos - + fur p,, p, . ..
Fir den dritten Ton der Platte wire also der genaue
Wert von « fiir die Mitte:

(15) y =

[1 4 Yeos pg].
cos?8

Da die Wurzeln der Gleichung (8) sehr nahe gleich den
ungeraden Vielfachen von #/2 sind, so ist cosp sehr nahe =0,
cos p/2 sehr nahe = + J}. Bezeichnet man die Amplitude
fir den Mittelpunkt der Platte mit a, so ist die Bewegung
des mittleren Qnerschnittes gegeben durch:

(16) y=a.sin2ant
und « in erster Annsherung bestimmt durch die Gleichung:
@an a=4.72.

Fiir die im Schwingungsbauche auftretende Doppelbrechung
ist die Kriitmmung der Platte maassgebend. Der reciproke
Wert des Kriitmmungsradius 1/¢ ist gleich

g?z=§£'sin2nnt.
Berechnet man d?u/dz? in derselben Weise wie oben u aus
dem vollstindigen Ausdrucke fiir u, setzt = = //2 und bertick-
sichtigt dieselben Beziehungen, wie bei der Berechnung von ,
so erhélt man fiir p = p,

dtu A P32 —
da® T ps [T3(1 - VCOS]J3),

p; 11— ]/cosps
2 14 Vcosp,

2
=— 1y, %,3—(1 — 27cosp,),

= 0 y
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wenn man die hoheren Potenzen von J/cosp vernachlissigt.
Lasst man das ganze Correctionsglied fort, wie bei den nach-
folgenden Anwendungen erlaubt ist, so hat man die einfache
Beziehung:
2 2

(18) %=%&%=—a(‘;ﬂ—)-sin2nnt.

Man erhalt die Formeln (16) und (18) auch unmittelbar
aus den Formeln (11) und (18), wenn man in diesen

l 7
T =< und p=7§

setzt, und den letzten Summanden e ~#/2 als kleine Grosse ver-
nachlissigt.

b) Die Lage der Schwingungsknoten ist bestimmt durch
die Bedingung = 0. Von Interesse fiir das Folgende ist die
Grosse der tangentialen Kraft im Knoten, die durch Glei-
chung (2) als Function von 0%y/02® definirt war. Die voll-
stindige Durchrechnung des Ausdruckes d®u/dz?® fihrt in
diesem Falle, wegen der complicirteren Bedingung fiir den
Wert von z, auf keine in dem Grdssenverhiltnis ihrer Glieder
leicht zu iiberblickende Endformel. Wir begniigen uns daher
von vornherein mit dem den Formeln (11) bis (14) zu Grunde
liegenden Grade der Anndherung. Die Bedingung y = 0 er-
giebt aus (11) die Gleichung:

-5 P pw

= 8In —-= — o8
{ {

e ’

und dies in Gleichung (14) eingesetzt, ergiebt:

0%y
0 &

3
= 2/1% cos%ﬁ-sin?nnt.

Setzt man fir p den Wert 7 a/2 ein, so ist fiir die beiden
mittleren Knoten nach den Rechnungen von Strehlke 'und
Seebeck

%”E =1,2453 7 bez. = 2,2547a,
cos px/l also sehr nahe gleich T J/1. Daraus folgt:

(19) Py _ ., <_;~7‘)3sin 2ant,
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Nach Feststellung dieser Grossenbeziehungen gehe ich
dazu tiber, die durch die Schwingungen der Platte hervor-
gerufene Doppelbrechung an der Hand der photographischen
Aufnahmen zu besprechen.

3. Die Erscheinungen im Schwingungsbauch.

a) Allgemeiner Charakter der Erscheinung. Die im Schwin-
gungsbauch auftretende Doppelbrechung ist von derselben Axt,
wie sie durch eine statische Durchbiegung der Platte hervor-
gebracht werden kann. Von der unverindert bleibenden Mitte
der Platte aus gerechnet wird das Glas auf der concaven
Seite der gebogenen Platte zusammengedriickt, auf der con-
vexen gedehnt. Zug- und Druckrichtung fallen in die Liéngs-
erstreckung der Platte. Die Hauptaxen der entstehenden
Doppelbrechung liegen daher parailel und senkrecht zur Platten-
oberfliche, und die Nicol’schen Prismen miissen mit ihren
Polarisationsebenen unter 45° zur Liangsrichtung der Platte
eingestellt werden, um die Interferenzen in ihrer grossten
Deutlichkeit hervortreten zu lassen.

Die Starke der Doppelbrechung wichst von der neutralen
Mittellinie an nach den Oberflichen der Platten zu, und ist
dem Abstand von der Mittellinie proportional. Im parallelen
Lichte beobachtet man daher eine von der dunklen Mittel-
linie aus nach beiden Seiten stetig wachsende Phasendifferenz.
Die Linien gleicher Phasendifferenz sind, wenigstens in der
Nahe des Schwingungsbauches, Linien, die der neutralen Mittel-
linie parallel laufen. Thr Abstand von der Mittellinie wird
um so kleiner, je starker die Platte gekriimmt wird. Schwingt
der mittlere Querschnitt der Platte nach dem Gesetz der
Gleichung (16), so ist die Doppelbrechung in ihm gleich Null
in den Augenblicken, in denen die Platte durch ihre Rube-
lage geht; mit wachsender Elongation nihern sich die Linien
gleicher Phasendifferenz der Mittellinie, erreichen ihren kleinsten
Abstand im Awugenblick der grissten Ausweichung, und ent-
fernen sich dann wieder; sie schwingen also wihrend einer
halben Schwingung der Platte einmal hin und zuriick.

Diese Schwingungen der isochromatischen Curven sind
in der im Abschnitte 1 beschriebenen Weise zeitlich analysirt
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und photographisch aufgenommen. Figg.1—4 der Taf. I geben
diese Aufnahmen fiir vier verschieden starke Schwingungs-
zustinde der Platte wieder. Die Amplitude a der Platten-
schwingungen ist an den Aufnahmen unmittelbar aus den
Sinuslinien zu entnehmen, welche die beiden Plattenréinder
gezeichnet haben. Dieselbe Sinuscurve beschreibt natiirlich
auch die neutrale Mittellinie, wie namentlich an den Aufnahmen
mit grosser Amplitude ersichtlich ist. Die mneutrale Mittel-
linie wird in gleichm#ssigen Abstinden von senkrecht zu ihr
verlaufenden dunklen Linien gekreuzt. Diese treffen die Platten-
rénder genau in der Mitte zwischen Berg und Thal der Sinus-
curven; sie entsprechen denjenigen Augenblicken, in denen die
Platte durch die Ruhelage ging und ohne Doppelbrechung
war. Innerhalb jeder der so gebildeten Abteilungen sieht
man die Punkte gleicher Phasendifferenz, indem sie an die
neutrale Zone heran und wieder fortschwingen, eine eigen-
timliche Curve beschreiben. Die dunklen Curven in den
Figuren entsprechen den Gangdifferenzen 4, 2 4, 3 4, die Mitten
der hellen Zwischenriume zwischen ihnen den Gangdifferenzen
2]2, 84/2, 52/2. Dabei ist unter A die mittlere Wellen-
lange des photographisch wirksamen Lichtes verstanden; sie
ist in einer fritheren Arbeit zu 0,000428 mm ermittelt worden.)
Es soll nun zunichst das Gesetz dieser eigentiimlichen, iso-
chromatischen Curven entwickelt werden.

b) Die Gleichung der isochromatischen Curven. Wir konnen
die Starke der Doppelbrechung der Grosse der elastischen
Deformation proportional setzen. Ks sei s die Linge eines
Elementes der Platte in Richtung ihrer Lingserstreckung;
durch Verbiegung der Platte geht s tither in s+ Js. Dann
kénnen wir die Phasendifferenz A4 ansetzen in der Form:

)

s
9
8

(20) 4=C.

eine Gleichung, die auch dem Vorzeichen nach richtig sein
soll, indem wir die bei einer Verlangerung auftretende Doppel-
brechung als positiv, die bei einer Verkiirzung auftretende
als negativ bezeichnen. Bedeutet » den Abstand des be-

i) W. Kénig, Wied. Ann. 69. p. 1—11. 1899,
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treffenden Elementes von der neutralen Mittellinie, in der das
Element bei der Verbiegung seine Linge s unverandert bei-
behalten wiirde, und bezeichnet ¢ den Kriimmungsradius der
Mittellinie, so besteht die Beziehung:
s+ds ¢—7
§ ¢

oder
(21) —_— = —

wobei der Kriimmungsradius negativ zu rechnen ist, wenn er
auf Seite der negativen y-Werte liegt. Fiir die Phasendifferenz
folgt dann:

und unter Benutzung von (18)

Tnr\* .
%) { A=Ca-(-2%)-n-sm2nnt,
=0D.p.sin2ant,
wenn man
T\
_D= C.a.(ﬁ)

'setzt. Der Abstand der Punkte gleicher Phasendifferenz von
der Mittellinie variirt also nach dem Gesetze:

4

= D.sm2nrnt

Fir die aufgenommenen Curven sind die Abscissen der
Zeit proportional; unter passender Wahl des Maassstabes kann

man setzen
T = 273’Ilt.

Die Ordinaten der Curven aber sind nicht einfach = #;
es ist vielmehr zu beriicksichtigen, dass die Mittellinie selber
eine auf- und abschwingende Bewegung nach (leichung (16)
ausfithrt. Daher sind die Ordinaten der Curve

y=1n+ a.sin2wnt,

und die vollstandige Gleichung der isochromatischen Curven ist:

(28) + a.sinz.

y= D .sinx
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Dabei ist a die Amplitude der Plattenschwingung, D eine
von a abhingige Grosse; beides also sind fiir eine gegebene
Plattenschwingung Constante. A ist fiir jede Curve eine be-
stimmte Constante. Indem man diesem Parameter alle moglichen
positiven oder negativen Werte erteilt, erhilt man die ganze
Schaar der isochromatischen Curven. Fiir die Mitte der
dunklen Curven auf den Aufnahmen hat 4 ganzzahlige Werte,
fir die Mitte der hellen ist A gleich ungeraden Vielfachen
von }; 4 =0 ergiebt die neutrale Mittellinie und die zu ihr
senkrechten, dem Fehlen aller Doppelbrechung entsprechenden
Geraden r =0, n, 27 etc.

Diese Geraden sind zugleich die Asymptoten fiir samtliche
isochromatischen Curven; denn fir z=0, =, 27z etc. wird
y = oo fiir alle endlichen Werte von 4. Sie teilen das ganze
Gebiet in lauter gleiche Abteilungen. Fiir ein bestimmtes 4
wechselt das Vorzeichen von y von einer Abteilung zur néichsten.
Die isochromatischen Curven bestehen daher aus lauter ge-
trennten Aesten, die innerhalb jeder Abteilung asymptotisch zu
den beiden Grenzlinien verlaufen und abwechselnd iiber und
unter der Nulllinie liegen, mit symmetrischem Verlauf zu dieser.

Um ein besseres Bild von der Beschaffenheit dieser Curven
zu geben, habe ich von einer der Aufnahmen nach dem Ori-
ginalnegative ein etwa 20 mal vergrossertes Diapositiv her-
gestellt, das in Taf. IT wiedergegeben ist. Leider ist die Re-
production nicht in der wiinschenswerten Deutlichkeit aus-
gefallen, wie auch die Lichtdruckbilder der Taf. I die grosse
Scharfe der Originalaufnahmen nur unvollkommen wieder-
geben. Fir diese vergrosserten Curven wurden die Con-
stanten der Formel durch folgende Messungen festgelegt.

1. Die Breite jeder Abteilung von z =0 bis z= n betrigt
25,5 mm.

2. Die Ordinatendifferenz zwischen Berg und Thal der
vom Rande der Glasplatte beschriebenen Sinuscurve, also die
doppelte Amplitude der Schwingung, 2, betrigt 6,5 mm.

8. Der kleinste Abstand der Curven 4d=-+41 und 4=—1
voneinander, d. h. die Grosse 2/D, betrigt 37 mm.

Folglich ist die Gleichung der Curven:

18,5. 4 .
= m + 3,25 sin 7,059 xr,

Annalen der Physik. IV. Folge. 4. 2
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wobel z und y in mm zu messen sind und das Argument des
sin in Graden ausgedriickt ist. Nach dieser Gleichung sind
die Curven fir 4=0, 41, 1, 1}, 2, 2} und 8 berechnet
und auf Millimeterpapier eingezeichnet worden. Diese Zeichnung
ist dann in richtiger Liage auf das Diapositiv gelegt und mit
diesem zugleich abcopirt worden. Man sieht auf der Taf. It die
hellen feinen Linien der Zeichnung auf den helleren oder
dunkleren Partien der photographischen Aufnahme verlaufen
und iberzeugt sich leicht, dass Form und Lage der isochro-
matischen Curven durch die obige Gleichung im wesentlichen
richtig dargestellt wird. Wenn in einigen Fillen die berechneten
Curven nicht genau in der Mitte der hellen und dunklen Curven
der Aufnahme verlaufen, so kann diese Abweichung durch die
im ersten Abschnitt besprochene Doppelbrechung, welche die
Platte schon im natiirlichen Zustande aufweist, bedingt sein.
Ausserdem ist die richtige Uebereinanderlagerung bei der
Lichtdruck-Wiedergabe nicht vollkommen gelungen.

¢) Das Vorzeichen der Doppelbrechung. Schwingt die Platte
nach oben im Sinne der Bilder, so ist die Doppelbrechung in
der oberen Halfte positiv, in der unteren negativ, umgekehrt
wenn sie nach unten schwingt. Benachbarte Abteilungen haben
daher, ebenso wie die beiden Hilften einer jeden Abteilung,
entgegengesetztes Vorzeichen der Doppelbrechung. Man kann
dieses Verhalten dadurch sichtbar machen, dass man eine
Viertelundulations-Glimmerplatte  zwischen Glasplatte und
Analysator einschaltet in solcher Lage, dass ihre Hauptaxen
nmit den Hauptaxen der Doppelbrechung in der Glasplatte
zusammenfallen. Die Fig. 5 und 6 auf Taf. I sind in dieser
Weise gewonnen, und zwar hat bei Aufnahme 5 die Glimmer-
platte so gelegen, dass sich ihre Wirkung auf die Phasen-
differenz zu der der negativen Doppelbrechung addirte, von der
der positiven subtrahirte; bei Aufnahme 6 war die Glimmer-
platte um 90° gedreht und ihre Wirkung subtrahirte sich fiir
die negative und addirte sich fiir die positive Doppelbrechung. Die
Gleichung der isochromatischen Curven fiir diese beiden Fille
lasst sich aus Gleichung (23) dadurch herleiten, dass man fiir
4 einfithrt 4 4+ 1, wobei das Pluszeichen fiir Aufnahme 5,
das Minuszeichen fir Aufnahme 6 gelten wiirde. Die beiden
Aufnahmen sind gewissermaassen zu einander complementir,
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indem die Gangdifferenzen in ihnen fiir gleiche Punkte sich
um eine halbe Wellenldnge unterscheiden; hell und dunkel ist
daher in Aufnahme 5 gegen Aufnahme 6 vertauscht. Fiir die
neutrale Mittellinie und die zu ibr senkrechten Linien z = 0,
7, 27 etc. wiirde in beiden Aufnahmen die Gangdifferenz
1 betragen, also eine mittlere Helligkeit fiir diese Stelle be-
dingen. Gleichwohl erscheinen diese Stellen in Aufnahme 5
ziemlich dunkel — die Curven 4 = 0 sind noch durch dunklere
Stellen miteinander verbunden — wihrend sie in Aufnahme 6
fast von gleicher Helligkeit wie die hellen Maxima ersaheinen.
Diese Abweichung hat offenbar ihren Grund in der urspriing-
lichen Doppelbrechung der Platte, die, wie ich im 1. Abschnitt
erwiahnt habe, in der Mitte der Platte positiv ist. Die Gang-
differenz ist daher in der Nihe der neutralen Mittellinie
bei Aufnahme 5 nicht A/,, sondern etwas kleiner, und bei Auf-
nahme 6 nicht 1/,, sondern etwas grosser.

d) Der DBetrag der specifischen Doppelbrechung. Aus den
Aufnahmen ldsst sich endlich das Verhiltnis der Phasen-
differenz zur elastischen Deformation, d. h. die Constante ¢
der Formel (20), ermifteln. Allein die Phasendifferenz ist
nur ein relatives Maass der Doppelbrechung. Sie ist ausserdem
abhéngig von dem Verh#ltnis der Dicke der durchstrahlten
Schicht zur Wellenlinge. Um auf Zahlen zu kommen, die
fiir das benutzte Glas unabhiingig von seinen Dimensionen
gelten, fithre ich als Maass der Doppelbrechung die durch die
Verbiegung erzeugte Differenz der Brechungsexponenten der
beiden Strahlen im Glase ein:

Dann ist
vb 0s
und folglich
CLr ds ds
(24) ”=T'?=G'T'

Die hier neu eingefithrte Grosse G ist das Verhsitnis der
Doppelbrechung zur Deformation oder das ,,Maass der speci-
fischen Doppelbrechung* fiir den hier vorliegenden Fall einer
Dehnung oder Zusammendriickung in einer Richtung. Sie ist
eine charakteristische Constante des Glases, vorausgesetzt, dass

2*



20 W. Konig.

strenge Proportionalitit zwischen der Doppelbrechung und der
Deformation besteht. Ich berechne G aus der maximalen
Doppelbrechung, die im Schwingungsbauche bei der grossten
Ausweichung der Platte stattfindet. Fiir diese ist nach (22):

i} =G.i-a-(7n)2-n.

) 27
also:

40102 4
(25) = b an

Dér die Versinderlichen eines jeden Versuches enthaltende
Factor A/ay ist aus einer Reihe verschiedener Aufnahmen
in der Weise abgeleitet worden, dass an den Originalnega-
tiven mit Hiilfe eines Quincke’schen Kathetometermikroskopes
mit Ocularmikrometer folgende Grossen gemessen wurden:
1. die Ordinatendifferenz von Berg und Thal der Sinuscurven
des Plattenrandes, also die doppelte Amplitude 2« und 2,
der kiirzeste Abstand 29 zweier Curven derselben Abteilung
von entgegengesetzt gleicher Phasendifferenz, und zwar fiir
A= +1, 4+ 2, +8. Die nachfolgende Tabelle enthalt die
gemessenen Werte von 2a und 24 in Teilen der Ocularscala
und die daraus berechneten Werte von A/a7. Sie hat den
Zweck zu zeigen, bis zu welchem Grade sich 4/a 7 als Constante
aus diesen Messungen ergiebt. Wenn man von der letzten

Tabelle 1.
Ausmessung der Interferenzen im Schwingungsbauch.
- 27 dlan

4= 4=2 4=3 4=1 4=2 4=
85 | 175 35,5 53,0 0,0653 | 0,0644 | 0,0647
3,5 16,0 32,5 — 714 703 -
3,4 11,5 35,0 — 672 672 -
3,2 17,5 35,5 - T14 704 —
8,1 19,0 39,0 — 679 662 —
3,0 21,0 42,5 — 635 628 —
3,0 20,0 40,5 — 667 658 —
2,25 27,5 56,0 — 6417 635 —
2,2 27,5 55,0 — 661 661 —
2,0 33,0 - — 606 — —
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Zahl absieht, die offenbar zu klein ausgefallen ist, gruppiren
sich die Zahlen unregelmissig um den Mittelwert 0,06683.
Dass die Schwankungen betrachtlich sind, rtihrt wesentlich von
der Unsicherheit der Messung der kleinen Grisse 2a her; der
Plattenrand erscheint in der Vergrosserung des Mikroskopes
nicht hinreichend scharf, um eine ganz exacte Messung der
Schwingungsamplitude zu gestatten. Leider ist fiir diese Zahlen
eine Umrechnung auf Millimetermaass nicht mdglich, weil ich
es seinerzeit verabsiumt hatte, das Grossenverhiltnis zwischen
dem Bild auf der Platte und dem Object durch besondere
Messungen fiir diese Aufnahmen festzustellen. Derartige
Messungen liegen aber fiir andere Aufnahmen vor, die unter
etwas anderen Verhiltnissen angestellt waren, sodass der fiir
sie gefundene Reductionsfactor auf die obigen Aufnahmen
nicht iibertragen werden konnte. Ich komme auf diese Auf-
nahmen, die im besonderen zum Zweck quantitativer Ver-
gleichungen der Vorgéinge im Bauch und im Knoten gemacht
wurden, und von denen einige in Fig. 10 und 11 der Taf I
wiedergegeben sind, weiter unten ausfithrlicher zu sprechen.
Hier will ich nur die Zahlen angeben, die sich fiir die Grossen
a und 7 aus den Interferenzcurven des Schwingungsbauches
ergeben haben. Ich driicke sie in diesem Falle gleich in mm
aus. Aufnahme 10 ergiebt mit ihrer sebr kleinen Amplitude
sehr unsichere Werte. Aus Aufnahme 11 ergiebt sich im
Mittel aus drei Messungen:

a=0,13mm, 7 = 1,14mm fir 4 =1, alsoa—";] — 6,75.
Zwel andere Aufnahmen, die auf der Tafel nicht wieder-

gegeben sind, ergeben:

a=0,18 mm, 5 = 0,95 mm fir 4 = 1, also 57_] = 5,85

a=0,23mm, = 0,62mm fiir 4 =1, alsof;] = 7,01.

Im Mittel folgt daraus fir 4d/ay:6,53. Der constante
Pactor in Formel (25) ergiebt sich mit 4 = 0,000428, [ = 700,
b = 70 mm zu 0,0248, und danach

G = 0,162.
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TIch vergleiche schliesslich dieses Ergebnis mit dem
Resultat von Messungen, die an derselben Platte bei statischer
Durchbiegung angestellt wurden.

e) Bestimmung von G auf statischem Wege. Die Platte
wurde in der Weise verbogen, dass sie in der Nahe ihrer Enden
unterstiitzt, in der Mitte belastet wurde. Um dabei die Grosse
der Durchbiegung unabhiingig von einem Nachgeben der Auf-
lager bestimmen zu konnen, wurde der Kunstgriff benutzt, den
schon F, Neumann bei seinen Messungen iiber die Doppel-
brechung in gebogenen Glasplatten benutzt hat.l) Es wurde
eine zweite Glasplatte von genau gleichen Dimensionen be-
schafft; beide wurden, in der Nahe ihrer Enden durch Messing-
stibe getrennt, ibereinander gelegt und nun in der Mitte
zusammengepresst, indem bei wagerechter Lage die untere Platte
in der Mitte unterstiitzt, die obere in der Mitte mit Hiilfe eines
iibergelegten Stabes mit angehingten Gewichten belastet wurde.
Bei dieser Anordnung biegen sich beide Platten durch die
angehingten Gewichte in gleichem Maasse durch. Die mit dem
Kathetometermikroskop gemessene Verminderung ihres Ab-
standes war gleich der doppelten Durchbiegung jeder einzelnen
Platte. Bei einem Abstand ! der Auflager von 568,5 mm
ergaben sich im Mittel aus 4 verschiedenen Messungsreihen
fir die Abstandsinderung der beiden Platten folgende Werte:

fir 1 2 3 kg Belastung
0,47 0,99 1,47 mm

also im Mittel fiir je ein Kilo Belastung 0,488 mm. Die
Durchbiegung jeder einzelnen Platte oder die Senkung e ihrer
Mitte gegen die Liage im unbelasteten Zustande wiirde demnach
fiir jedes Kilo Belastung 0,244 mm betragen.

Um die Interferenzen fiir genau die gleichen Wellenlingen
zu erhalten, wie oben bei den Schwingungsversuchen, wurde
die Doppelbrechung auch bei diesen statischen Versuchen
nicht direct beobachtet, sondern photographisch aufgenommen,
und zwar sowohl bei gekreuzten, wie bei parallelen Nicols fiir
die Belastungen 0, 1, 2 und 8 kg. An den Platten wurden

1) F. Neumann, Abhandlungen d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
1841, IL Teil. p. 45.
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wieder mit einem Kathetometermikroskop folgende Gréossen
ausgemessen: 1. die Abstinde der isochromatischen Linien
von der Mittellinie fir 4 =11, 2,3 und 2. die Abstinde der
Platten voneinander. Ich gebe in der Tab. 2 die aus diesen
Messungen gewonnenen Mittelwerte, und zwar bedeutet # (7,
bis #, fir die Belastungen 0—3 kg) den Abstand des Inter-
ferenzstreifens(4=1) von der neutralen Mittellinie, und a(a,, a,,a,)
die durch die Belastung hervorgebrachte Durchbiegung der
Platten, beide Grossen in Scalenteilen des Ocularmikrometers
ausgedriickt. Fir die Berechnung ist aber zu berticksichtigen,
dass die Grossen a;, bis a, nicht die vollstindigen Durch-
biegungen der Platten angeben, da die Platten schon bei der
Belastung Null infolge der gewihlten Versuchsanordnung eine
gewisse Durchbiegung erfahren. Bezeichnet man diese mit «,,
so sind die wahren Durchbiegungen der Platten bei den Be-
lastungen 1, 2 und 8 kg

o, =y + a, o =0y 1 ay, oy = 0y + a,.

Die Platten zeigen daher auch schon bei der Belastung Null
eine gewisse Doppelbrechung und geben einen messharen Wert
7, fir 7. Wenn man beriicksichtigt, dass # X e constant sein
muss, so ldsst sich @, aus den Beobachtungen berechnen, in-
dem man die Gleichungen ansetzt:

Ny ¢ty = 1y (02 + @) = 1, (0 + @) = 75 (et + @)

Den aus diesen Beziehungen im Mittel sich ergebenden Wert
von e, und die daraus berechneten Betrige der wahren Durch-
biegungen e, e, ¢, enthilt die vierte Columne der Tabelle;
die fiinfte giebt die Producte # X ¢, um zu zeigen, wie weit
dieselben constant sind.

Tabelle 2.
Ausmessung der Interferenzen bei statischer Biegung.
|
Belastung 7 17 o a.y
0 kg 7,20 se. — 8C. 1,71 sc. 12,31
1 4,76 0,88 2,59 12,38
2 3,54 1,75 3,46 12,25
3 2,90 2,54 4,25 12,32
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Um auf Millimeter umzurechnen, beriicksichtigt man, dass
die mittlere Durchbiegung fiir je 1 kg Belastung 0,862 Sct.
betragt. Fir diese Grisse batte die directe Beobachtung
0,244 mm bei einem Werte von #==568,5 mm ergeben. Bei den
Versuchen iber die Doppelbrechung war I’ etwas kleiner,
566,5 mm, demgemiiss wiirden 0,862 Sct. gleich 0,242 mm sein,
oder 1 Sct. gleich 0,280 mm. Multiplicirt man den Mittelwert
von e X 7 (12,30) mit dem Quadrat dieses Reductionsfactors,
so erhilt man in Millimetermaass « X 7 = 0,969.

Um daraus G zu berechnen, muss der Kriimmungsradius
der Platte aus der Gleichung ermittelt werden, welche die
Gestalt des durchgebogenen Stabes bestimmt. Liegt der Stab
auf den beiden Liagern im Abstande ! auf und wird in der
Mitte mit dem Gewicht P belastet, so ist seine Gestalt durch
die Gleichung gegeben:

y = _T%ﬁg;;hl'h31’(4x2—1'2)},

wobei der Nullpunkt der Abscissen in der Mitte des Stabes
liegt und das obere Zeichen im ersten Klammergliede fiir die
positiven, das untere fiir die negativen Abscissen giiltig ist.
Fur die Mitte ergiebt sich daraus die Senkung:
R

4 Ebd?
und der Kriimmungsradius

1 &y  3PU  12a

da* ~ Ebd® — 17

Daraus folgt
Al 4
(26) G=12.b'a.n’
worin A wieder = 0,000428, "= 566,5, 6="70 mm zu setzen

ist. Dann giebt der obige Wert von «.q
G = (0,169.

Eine andere Beobachtungsreihe, bei der die Interferenzen
sowohl in der oberen, als in der unteren Platte ausgemessen
wurden, ergab fiir die obere Platte G = 0,174, fiir die untere
G =0,170. Die sehr nahe Uebereinstimmung dieser drei Werte
diirfte wohl auf einem Zufall beruhen; denn die Hinzelwerte
der Messungen zeigen relativ grosse Schwankungen, besonders
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in den kleinen Werten der Durchbiegung. Der kleinen Ab-
weichung, welche die aus den Schwingungsbeobachtungen ab-
geleitete Zahl fir &, 0,162, von den hier gefundenen Werten
— im Mittel 0,170 — zeigt, diirfte daher eine bestimmte
Bedeutung nicht beizulegen sein. Vielmehr glaube ich aus der
nahen Uebereinstimmung der Zahlen den Schluss ziehen zu
diirfen, dass die bei den Schwingungen im Bauche auftretende
Doppelbrechung sich auch quantitativ aus der jeweiligen Ver-
biegung der Platte vollstindig erkliren lasst.

Der gefundene Wert von G steht iibrigens in guter Ueber-
einstimmung mit den Werten, die von anderen Beobachtern
fir Glas gefunden worden sind. Die Doppelbrechung des
Glases ist seit den ersten Beobachtungen, die Brewster?)
dariiber angestellt hat, mehrfach gemessen worden, so von
F. Neumann in der schon genannten Arbeit, von Wertheim?),
Mach?) und Pockels*) Die von mir im Obigen eingefiihrte
Grosse G entspricht dabei folgenden Gréssen in der Bezeich-
nungsweise der verschiedenen Autoren:

bei F. Neumann und Mach G = 5 10(';—2’1 ,

|

bei Wertheim . . . . . @G

It

Qly *

T

r—q

bei Pockels. . . . . . & 1+V)‘mT"

il

n

~

Berechnet man hiernach die Grosse G aus den Angaben
der verschiedenen Autoren, so findet man folgende Werte:

bei Brewster (nach der Berechnung von F. Neumann® G = 0,168

bei F. Neumann . . . . .« . . . . . G = 0,157
bei Wertheim fiir gewdhnliches Kronglas . . . . . & = 0,179
(bei anderen Glassorten liegen die Werte zwischen 0,1633 und 0,2182)
beiMach . . . . . . . . . . . . . .. . G=0,168
bei Pockels . . . . . . . . . . . . . . . G=0,174.

1) D. Brewster, Phil. Trans. Jahrgang 1816 (1. Teil) p. 156—178;
Edinb. Trans. 8. p. 369. 1818.

2) W. Wertheim, Ann. chim. phys. (38) 40. p. 156—221. 1854.

3) E. Mach, Optisch-akustische Versuche. p. 16. Prag 1873.

4) F. Pockels, Wied. Ann. 37. p. 390—3891. 1889.

5) F. Neumann, L c. p. 49.
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Danach liegt also @ fiir gewohnliches Glas zwischen 0,16
und 0,18 und zwischen diese Grenzen fallen auch die von mir
gefundenen Werte.

4. Die Erscheinungen im Schwingungsknoten.

a) Allgemeiner Charakter der Erscheinung. Im freien
Schwingungsknoten der Glasplatte tritt zwischen gekreuzten
Nicols eine einfache Aufhellung ein, die sich ziemlich gleich-
missig itber die ganze Dicke der Platte zu erstrecken scheint.
Sie ist am grossten, wenn die Schwingungsrichtungen der Nicols
senkrecht und parallel zur Lingserstreckung der Glasplatte
liegen. Wahrend also im Schwingungsbauche die Doppelbrechung
von der neutralen Mitte aus nach den Réndern hin zunimmt
und ihre Axen in die Lingsrichtung der Platte und senkrecht
zu ihr fallen, ist im Knoten die Doppelbrechung sehr nahe
constant in der Dickenerstreckung der Platte und ihre Axen
bilden mit der Langsrichtung der Platte Winkel von 45° Die
Grosse der Doppelbrechung ist gering; die Aufhellung geht
auch bei den stirksten Schwingungen nicht iiber das Weiss
der ersten Ordnung hinaus. Zerlegt man daher die Er-
scheinungen mit der Linsenscheibe, oder photographirt sie mit
dem Fallpendel, wobei natiirlich die Nicols auf die Lage der
grossten Aufhellung eingestellt werden, so erhdlt man eine
einfache Folge von hellen und dunklen Streifen (Fig. 7 der
Taf. I). Die Abstinde der Mitten der hellen oder der dunklen
Streifen voneinander sind genau gleich der Breite der ein-
zelnen Abteilungen der Bauchbilder; sie entsprechen also
einer halben Schwingungsdauer der Platte, oder wihrend einer
ganzen Schwingung der Platte tritt zweimal Aufhellung und
Wiederverdunkelung ein.

In zwei benachbarten Perioden dieser Erscheinung bhat
die Doppelbrechung entgegengesetzten Charakter. Man erkennt
dies am besten, wenn man zwischen die Glasplatte und den
Analysator noch einen Gypskeil einschiebt, der so geschnitten
ist, dass seine Kante mit den .Schwingungsrichtungen des
Lichtes in der Gypsplatte Winkel von 45¢ bildet. Legt man
einen solchen Gypskeil auf die Glasplatte im Knoten derart,
dass die Interferenzstreifen des Keiles der Léngsrichtung der
Platte parallel laufen, so fallen die Axen der Doppelbrechung
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im Gyps mit denen in der Glasplatte zusammen und es tritt
je nach dem Vorzeichen der Doppelbrechung in der Glasplatte
Addition oder Subtraction der Wirkung, also Verschiebung
der Interferenzstreifen nach der einen oder der anderen Rich-
tung ein. Bei der Aufnahme dieser Krscheinungen mit dem
Fallpendel projicirt sich das Bild der Interferenzstreifen im
Gypskeil zugleich mit dem Bilde der Glasplatte auf den Spalt s
(Fig. 2) und zwar so, dass die Streifen senkrecht zum Spalt
verlaufen. Macht man eine Aufnahme, ohne dass ‘die Platte
schwingt, so erhilt man das Bild des ruhenden, unverschobenen
Streifens (Fig. 8 auf Taf. I). Bei schwingender Platte aber
verwandelt sich der geradlinige Streifen in eine Wellenlinie
(Fig. 9 auf Taf. I), deren Periode der ganzen Periode der
Plattenschwingung entspricht, indem der Streifen bei der einen
Aufhellungsperiode nach oben, hei der n#ichsten nach unten
verschoben wird.

Aufnahmen dieser Art geben zugleich ein Mittel an die
Hand, um die Stirke der maximalen Doppelbrechung im Knoten
zu messen. Die Amplitude der Wellencurve des Interferenz-
streifens — die halbe Ordinatendifferenz von Berg und Thal
der Curve — giebt die maximale Verschiebung des Streifens
aus seiner Ruhelage. Misst man ausserdem auf den Aufnahmen
den Abstand zweier benachbarter Streifen des Gypskeiles,
deren Phasendifferenz eine ganze Schwingungsdauer betrigt, so
bedeutet das Verhaltnis beider Grissen die von der Glasplatte be-
wirkte maximale Phasendifferenz in Bruchteilen der Schwingungs-
dauer des Lichtes. Doch haben diese Messungen kein Interesse,
wenn nicht zugleich die Amplitude der Plattenschwingung oder
die gleichzeitige Stirke der Doppelbrechung im Schwingungs-
bauche festgestellt werden kann. Xs war daher notig, gleich-
zeitige Aufnahmen der Vorginge im Bauch und im Knoten aus-
zufithren. Die Anordnung dieser Versuche ist bereits auf
p- 7 u. 8 beschrieben. Zwei Beispiele derartiger Aufnahmen
enthélt Taf I unter Figg. 10 u. 11. Bevor ich jedoch auf die
quantitative Vergleichung der beiden Arten von Doppelbrechung
eingehe, empfiehlt es sich, die Beziehungen festzustellen, die in
Bezug auf die Phasen und die Vorzeichen zwischen ihnen bestehen.

b) Die Phase der Periode. Die Doppelaufnahmen lassen
ohne weiteres erkennen, dass die Maxima der Doppelbrechung
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in den Knoten gleichzeitig mit denen in den Béuchen eintreten.
Die Doppelbrechung in den Knoten ist gleich Null in den-
jenigen Zeitpunkten, in denen auch die Doppelbrechung in
den Bauchen gleich Null ist, d.h. in denjenigen Zeitpunkten,
in denen die Platte durch ihre Ruhelage hindurchgeht und
ihre Deformation gleich Null ist. Die Doppelbrechung in den
Knoten hat also nichts mit der Bewegung der Platte als solcher
zu thun —, ein Gedanke, auf den vielleicht der Vergleich mit
der gleichartigen Doppelbrechung in reibenden Fliissigkeiten
filhren konnte — sondern sie ist wie diejenige in den Béuchen
bedingt durch die in jedem Augenblicke vorhandene Defor-
mation der Platte. Diese Deformation ist in den Bauchen
eine Biegung mit Dehnung und Zusammendriickung, wie sie
oben genauer formulirt worden ist; in den Knoten ist die
Deformation eine Scheerung. Die scheerende Kraft steht senk-
recht auf der Langserstreckung der Platten und ist in erster
Annsherung die gleiche fiir den ganzen Querschnitt. Bei einer
solchen Deformation liegen die Axen der grdssten Dehnung
und der grossten Zusammendriickung unter 45° zur Richtung
der scheerenden Kraft. Mit diesem Charakter der elastischen
Deformation stimmt der Charakter der Doppelbrechung nach
den obigen Darlegungen durchaus iiberein. Es eriibrigt, diese
Uebereinstimmung auch fiir das Vorzeichen der Doppelbrechung
nachzuweisen.

¢) Das Vorzeichen der Doppelbrechung. Ich habe die
Doppelbrechung im Schwingungsbauche als positiv bezeichnet
fiir. die gedehnten, als negativ fiir die zusammengedriickten
Teile des Glases. Die neutrale Mittellinie trennt das Gebiet
der positiven von dem der negativen Doppelbrechung. Geht
man vom Schwingungshauche nach dem Knoten zu, so nimmt
die Starke der Doppelbrechung auf beiden Seiten der Mittel-
linie ab, wird im Knoten Null und wechselt bei weiterem
Fortschreiten iiber den Knoten hinaus ihr Vorzeichen. Die
Umgebung des Knotens wird also durch die Knotenlinie und
die neutrale Mittellinie in vier Quadranten geteilt, von denen
je zwei benachbarte entgegengesetztes Vorzeichen der durch
Biegung der Platte entstehenden Doppelbrechung haben (vgl.
Fig. 4). Fir die scheerende Deformation im Knoten fallt
dann, wie ohne weiteres ersichtlich ist, die Richtung der
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grossten Dehnung in die positiven, die der grissten Zusammen-
driickung in die negativen Quadranten. Mit diesen Richtungen
fallen die Axen der Doppelbrechung zusammen, und zwar hat
im Glase derjenige Strahl die griossere Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit, der in der Richtung der grossten Dehnung polarisirt
ist, dessen Schwingungen also senkrecht zu dieser Richtung
sich vollziehen. Die Polarisationsrichtung dieses Strahles will
ich als die ,,positive Axe der Doppelbrechung bezeichnen.
Im Schwingungsbauche fallt diese positive Axe im gedehnten
Teile in die Liangsrichtung der Platte, im zusammengedriickten
Teile steht sie senkrecht dazu. Fiir den Schwingungsknoten
ist der Charakter der Doppelbrechung dann immer durch die
einfache Regel bestimmt, dass die positive Axe der Doppel-
brechung die positiven Quadranten halbirt.

Die Richtigkeit dieser Feststellung liesse sich an den
Doppelaufnahmen priifen; doch wiirde dieses Verfahren bei
den complicirten riumlichen Beziehungen sehr uniibersichtlich
sein. Ich ziehe es vor, einige Krscheinungen zu beschreiben,
die in der Nahe des Knotens auftreten, und deren Erklirung
sich aus der obigen Feststellung iiber den Charakter der
Doppelbrechung ohne Schwierigkeit gewinnen lisst. Man nimmt
sie wahr, wenn man die schwingende Platte in der Knoten-
gegend zwischen gekreuzten Nicols direct, ohne Spalt und
Linsenscheibe, untersucht, sodass man nicht bloss die Knoten-
linie selbst, sondern auch die benachbarten Teile der Platte
zu iberblicken vermag. Stehen die Nicols mit ihren Schwin-
gungsebenen parallel und senkrecht zur L#ngsrichtung der
Platte, so tritt wihrend der Schwingung nur eine gleichméssige
Aufhellung ein, die im Knoten am stirksten ist und nach den
Biuchen zu allm#hlich abnimmt. Stehen die Nicolebenen
unter 45° zur Langsrichtung der Platte, so bleiben Knoten-
und Mittellinie dunkel, die vier Quadranten aber hellen sich
auf, und die Stirke der Aufhellung wichst mit der Entfernung
vom Knoten und von der Mittellinie. Dreht man die Nicols
aus dieser 45°-Stellung heraus in eine mittlere Stellung, so
treten beide Aufhellungen gleichzeitig ein; die dunkle Mittel-
linie aber teilt sich in zwei getrennte und nach entgegen-
gesetzten Seiten gebogene Aeste, die, je nachdem das Nicol-
system nach rechts oder nach links herumgedreht ist, die in
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Fig. 8a oder in Fig. 8b skizzirte Liage haben. Der Vorgang
erklirt sich aus dem Zusammenwirken der beiden verschiedernen
Arten von Doppelbrechung, die einerseits aus der Scheerungs-,
andererseits aus der Biegungsdeformation der Platte hervor-
gehen, Ich will mir eine genauere Erorterung dieser Er-
scheinungen fiir eine spitere Gelegenheit vorbehalten und mich
an dieser Stelle damit begniigen, das Resultat des Zusammen-

\

X
%

Fig. 3.

wirkens der beiden elastischen Deformationen durch eine
Skizze zu erliutern, um an dieser die Entstehung der in Fig. 3
dargestellten Erscheinung und ihren Zusammenhang mit dem
Vorzeichen der Doppelbrechung demonstriren zu kdnnen.

Die kurzen Striche in Fig. 4 bedeuten die Richtung der
positiven Axe der Doppelbrechung; die gestrichelten Linien

— a + + __
VA SR — N
______ % PR A A, Nl e
- - C’ff 7// 1 | § ~ —
T - — -

Fig. 4.

stellen die Knotenlinie einerseits, die neutrale Mittellinie
andererseits dar. Es sind die beiden entgegengesetzten Fille
gezeichnet, dass die aus der Biegung hervorgehende Doppel-
brechung, vom Knoten aus gerechnet, einmal im rechten oberen
und linken unteren, das andere Mal im linken oberen und
rechten unteren Quadranten positives Vorzeichen hat. Die
Richtung der positiven Axe im Knoten ist den obigen Ueber-
legungen gemiss jedesmal parallel zur Halbirungslinie der
positiven Quadranten eingezeichnet. Die Figuren veranschau-
lichen, in welcher Weise die Richtung der positiven Axe sich
aus der dem einen Schwingungsbauche zukommenden Lage
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beim Durchgang durch den Knoten in die um 90° verschiedene
Lage im anderen Schwingungsbauche allmihlich herumdreht.
Denkt man sich nun das Nicolsystem aus der 45°-Stellung
heraus nach rechts gedreht, so lehrt die Betrachtung der
Figuren unmittelbar, dass in den beiden gezeichneten Fillen
Ausldschung an bestimmten Stellen des rechten oberen und des
linken unteren Quadranten eintreten muss; umgekehrt bei
Drehung nach links. Diesen Folgerungen aus den Zeichrungen
entsprechen die in Fig. 3 dargestellten Thatsachen. Sie konnen
also als Beweis fiir die Richtigkeit der Behauptungen angesehen
werden, die ich oben hinsichtlich des Vorzeichens der Doppel-
brechung im Knoten aufgestellt habe.

Ich fiige in Bezug auf die beschriebenen Erscheinungen
noch die folgenden Bemerkungen hinzu: Aus der obigen Dar-
legung folgt, dass fiir die beiden gezeichneten Fille die Curven
bei derselben Nicolstellung die gleiche Lage haben. Sie dndern
also die Lage nicht, wihrend die Platte aus einer Verbiegung
in die entgegengesetzte hiniiberschwingt, und sind daher auch
wihrend der Schwingung deutlich sichtbar. Die Form der
Curven aber, wie sie in Fig. 3 dargestellt ist, entspricht nicht
ganz den Beobachtungen. Die Curven machten zwar den Kin-
druck von Hyperbeln, doch war die Knotenlinie augenschein-
lich nicht die eine Asymptote. Auch machten sich Verzerrungen
der Curven bemerklich, indem in diesem Bereich geringer kiinst-
licher Doppelbrechung die urspriingliche Doppelbrechung der
Glasplatte stirkere Stérungen verursachte. Der in Fig. 3 ge-
zeichnete Fall wiirde verwirklicht sein, wenn die Platte voll-
kommen homogen und die durch Scheerung hervorgerufene
Doppelbrechung durch die ganze Plattendicke constant wire.
Wie weit die Abweichungen durch die Nichterfillung dieser
letzteren Bedingung oder durch die Inhomogenitit der Platte
verursacht sind, soll hier nicht weiter untersucht werden. Ich
werde spiter auf diesen Punkt zuriickkommen.

d) Die Grisse der Doppelbrechung. Die Doppelaufuahmen
wurden mit dem Kathetometermikroskop ausgemessen und
zwar wurden folgende Grossen festgestellt: 1. an dem Knoten-
bilde die Amplitude der Wellencurve des Interferenzstreifens
und der Abstand zweier Interferenzstreifen voneinander — das
Verhiltnis beider Zahlen giebt die Phasendifferenz 4, im
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Knoten —; 2. an dem Bauchbilde die Amplitude a der Platten-
schwingung und der kiirzeste Abstand 5 einer Curve von be-
stimmter Phasendifferenz 4, von der Mittellinie. Ferner wurden
auf Glas geritzte Millimeterscalen am Ort des Knotens und
am Ort des Bauches auf die Glasplatte gelegt und die Grosse
ihres Bildes auf der Matischeibe des Fallpendels mit dem-
selben Mikroskop ausgemessen. Diese Messung ergab un-
mittelbar den Factor, mit dem die Ausmessungen an den
Negativplatten zu multipliciren waren, um sie auf die wirk-
liche Grisse des Objectes in Millimetern zu reduciren. Die
beiden am besten gelungenen Aufnahmen ergaben auf diese
Weise folgende Zahlen:

fir a = 0,18 mm, 4, =0,26, 4,ja= 1,444,
fir @ = 0,23 mm, 4, =0,33, 4 /a=1,435.

Die Phasendifferenz ist also der Amplitude der Schwingung
proportional und wird, wenn die letztere in Millimetern ge-
messen wird, durch die Formel
Ak = 1,44 X a

ausgedriickt. Anstatt das Verhaltnis von 4, zur Amplitude e
zu bilden, kann man das Verbéltnis zur Doppelbrechung im
Bauche bilden, die ja ebenfalls mit a proportional ist. Die
Resultate der Messung von 4,, a und % habe ich oben bereits
angefithrt (vgl. p. 21). Danach ist:

4, =653 X a X1,
folglich:
@7) 4 _ 022

Es bleibt nun schliesslich die Frage zu erdrtern, ob sich
diese empirisch gefundene Grossenbeziehung zwischen den
beiden optischen Erscheinungen aus der Grossenbeziehung der
elastischen Vorginge im Knoten und im Bauch ausreichend
erkliaren lasst.

5. Theorie der optischen Erscheinungen.

Die beiden an der schwingenden Glasplatte beobachteten
Doppelbrechungen sind nicht ohne weiteres miteinander ver-
gleichbar, weil sie von zwei ganz verschiedenen elastischen
Deformationen herriihren. Um die Beziehungen zu entwickeln,
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bediene ich mich der von F. Neumann aufgestellten Glei-
chungen.!) Es seien ¢, £, y drei zu einander senkrechte ,relative
Dilatationen*; v, v, v, seien die Fortpflanzungsgeschwindig-
keiten des Lichtes fiir Strahlen, deren Schwingungen sich im
deformirten Korper parallel zu e, §, y vollziehen, die also
mit ihrer Fortpflanzungsrichtung und ihrer Polarisationsrichtung
senkrecht zu den genannten Richtungen liegen. Endlich sei v
die Geschwindigkeit des Lichtes im mnicht deformirten (flase.
Dann kann man ganz allgemein ansetzen:

=Vt q.e+pf+py,

v, =v+p.at+qf+py,

v,=v+p.at+pf+qy.
Ich denke mir im Folgenden die z-Axe stets in die Rich-
tung der grossten Dehnung gelegt; die z-Axe in die Richtung
des durchfallenden Lichtes. Dann ist die beobachtete Phasen-

differenz bestimmt durch die Differenz der beiden Geschwindig-
keiten v, und v, nach der Formel:

4= Z; (n, — n,)
bt 2y e

Ao vy,
in der v, die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume bedeutet.
Im Product des Nenners kann bei kleinen Deformationen der
Unterschied der Grossen v, und v, von v vernachlissigt werden.

Setzt man dann noch den Brechungsexponenten des Glases
v, [v = N, so ist:

A=%%ﬂp—mw~m.

Im Knoten hat die Deformation den Charakter einer
Schiebung. Die Richtungen der grossten Dehnung und Zu-
sammendriickung liegen unter 45° zur Richtung der scheeren-
den Kraft; die Zusammendriickung hat dieselbe Grosse wie
die Dehnung, und in der dritten Richtung ist die Deformation
gleich Null, also = —¢, y=0:

b.N?
4, = N (P—9-2¢,

wenn o,

die Dehnung im Knoten bedeutet.

1) F. Neumann, 1 ¢
Annalen der Physik, IV. Folge. 4. 3
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Im Bauche hat die Deformation den Charakter einer
Dehnung (oder Zusammendriickung) in einer Richtung wund
einer Contraction (oder Dilatation) in allen dazu senkrechten
Richtungen. Das Verhiltnis der Quercontraction zur Langs-
dilatation werde mit p bezeichnet. Dann ist zu setzen:

f=r=—pea,
also

b.N?
dy= = =P = L+ 1) e

Streng genommen wire noch zu beriicksichtigen, dass bei
der Dehnung der Platte die durchstrahlte Dicke & sich verkiirzt
um pecd; doch ist das davon herrithrende Correctionsglied von der
zweiten Ordnung der Kleinheit und deshalb zu vernachlissigen.

Danach ist also:

Ay 2 o
4T Ttu e

Es handelt sich jetzt also darum, das Verhiltnis der
Dehnungen ¢, und ¢, im Knoten und im Bauch aus den Ge-
setzen fitr die elastische Verbiegung der Platte bei der Schwin-
gung zu bestimmen. Die Grosse ¢, ist unmittelbar auns der
Kriimmung der Platte zu berechnen:

U 0%y

ab=?=ﬂ.—ﬁé.

Nicht so einfach ist die Frage nach der Grosse von .
Die elastische Deformation im Knoten besteht in einer Schiebung
des Querschnittes in der Schwingungsebene der Platte. Ist o,
die Grosse dieser Schiebung, so ist nach bekannten Sitzen
der Elasticitatslehre die unter 45° zur Richtung der Schiebung
liegende grosste Dehnung halb so gross wie die Schiebung, also:

—_ 1
O = 5 0.

Es bleibt also die Frage zu beantworten, wie o, zu be-
rechnen ist. Wiirden sich die Querschnitte parallel mit sich
selbst verschieben, um Jy fiir zwei Querschnitte, die um Jdx
entfernt sind, so whre
9y
dz

Mit dieser Annahme wiirde man fiir die Constante der
Formel (27) 51 statt 0,22 erhalten, also einen ganz falschen

G'k:



Doppelbrechung in transversal schwingenden Glasplatten. 35

Wert. Die Querschnitte verschieben sich eben nicht parallel
mit sich selbst, sondern neigen sich gegeneinander in dem
Maasse, als sich die Axe des Stabes kriimmt; die Schiebungen
der Querschnitte gegeneinander aber sind bedingt durch die
Aenderungen der Kriimmung und sind diesen nach Gleichung(2)
proportional. Ist P die durch diese Gleichung definirte tangentiale
Kraft, » der Starrheitscoefficient des Glases, so -ist:

- P

* =
folglich:

E & dy

“=Tgn 12 T8
Zwischen dem Elasticititsmodul # und dem Starrheits-
coefficienten n besteht aber die Beziehung:
E

" Rirw

Daraus folgt:
d* g®
o, =1+ y)ﬁ-~~—l

0 z®
und
03y
A, d: Ba®
4T e N ey
0 x?

Unter Beriicksichtigung der Formeln (18) und (19) ergiebt
sich daraus fiir die schwingende Platte:

4 _ p-a 1 _ Tma 1
4y, 6.1 7 12l 7
und wenn man die Dimensionen der Platte einsetzt:
i 1
= 0,128 x v

Nach dieser Theorie wiirde also der empirisch bestimmte
Wert der Constante nicht ganz doppelt so gross sein (0,22
gegen 0,18) wie der theoretische.

Doch auch diese Theorie entspricht der Wirklichkeit nur
in sehr geringer Anngherung. Eine strenge Theorie der Biegung
eines Stabes ist von de Saint-Venant!) entwickelt worden.
Nach dieser sind die tangentialen Krifte im Querschnitt des
gebogenen Stabes nicht constant, sondern von Punkt zu Punkt

1) de Saint-Venant, Liouville’s Journal (2) 1. p. 89—-189. 1836.
3*
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verinderlich, und zwar sind scheerende Krifte an jedem Elemente
wirksam nicht bloss in der Ebene der Biegung (der z y-Ebene
in der obigen Bezeichnungsweise), sondern auch in der durch
die Axe des Stabes hindurchgehenden, auf der Biegungsebene
senkrechten Ebene (zz-Ebene).

Die letzteren mdgen mit p,, die ersteren mit p  be-
zeichnet werden. Beide sind an den Ausseren Begrenzungs-
flichen der Platte Null und im iibrigen complicirte Functionen
von y und z, die von de Saint-Venant fiir einen rechteckigen
Stabquerschnitt berechnet worden sind. Die Krifte p_, kommen
fiir uns nicht in Betracht, um so weniger, als ihr Mittelwert
in Richtung der Breite 4, die in unserer Bezeichnungsweise
in die z-Axe fallt, d. h.

ist. Die Krifte p, bedingen die beschriebene Doppelbrechung
im Knoten. Da die Differenz der Brechungsexponenten an
jeder Stelle dem Werte dieser Kraft oder der durch sie be-
dingten elastischen Deformation proportional sein wird, so wird
die ganze Phasendifferenz, die man durch die ganze Breite &
der Platte in einer bestimmten, zur z-Axe parallelen Richtung
hindurch wahrnimmt, der Summe jener Krifte fiir die ganze

Breite 4, d. h. der Grosse:
b/2

fpmydz

—32
proportional sein. Fiir diese Grosse giebt die de Saint-
Venant’sche Formel den einfachen Ausdruck:

+5p2

fpwydz = %—{;— (1 - 4d:;/2) .
— b2
Integrirt man diesen noch #ber dy von —d/2 bis +d/2, so
erhilt man als Summe aller auf den Querschnitt 5 x 4 in
Richtung der y-Axe wirkenden scheerenden Krifte:
+d/2  +b)2

fdyfdszy=P

—d2 -2
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Bezeichnet man mit P den Mittelwert dieser Kraft, be-
zogen auf die Flicheneinheit, so wiirde:
P/

P= g

sein. Dieser Wert wiirde dem P in Formel (2) entsprechen.
Aber nach der de Saint-Venant’schen Theorie wiirde sich
dieses P nicht gleichmissig ttber den Querschnitt in Richtung
der Dicke der Platte verteilen, sondern sein fiir die Doppel-
brechung maassgebender Mittelwert, genommen in Richtung
der Breite & der Platte, wiirde nach der Formel:

(28) pP(1- 2.
variiren. Die Kraft wiirde am Rande fiir y = 4 /2 Null sein,
in der Mitte fir y=0 das Maximum £ P haben.?) Den
gleichen Verlauf miisste dann die Doppelbrechung zeigen.

Wenn es gestattet wire, dieses Ergebnis des de Saint-
Venant’schen Problems auf die Deformation eines schwin-
genden Stabes im Knoten zu iibertragen, so wiirde auch hier
die scheerende Wirkung in der Mitte der Platte anderthalb-
mal grosser anzunehmen sein, als sie oben aus dem Mittel-
wert der Schubkraft fiur den ganzen Querschnitt berechnet
worden ist. Demgemiss witrde auch die Constante der Formel (27)
anderthalbmal grosser sein, also gleich 0,192, womit eine
ziemliche Anndherung an den empirischen Wert 0,22 er-
reicht wire. '

Allerdings wiirde in diesem Falle die Berechnung des 4,
aus den in Taf I, Figg. 10 und 11 abgebildeten Aufnahmen
nicht mehr streng richtig sein, denn diese Berechnung beruht auf
der Annahme, dass die Doppelbrechung im Knoten gleichmissig
iiber den Querschnitt verteilt sei. Nimmt sie nach den Randern
hin ab, so wird offenbar die Amplitude der Wellenlinie, welche
der in der Mitte der Platte gelegene Interferenzstreifen des
Gypskeiles beschreibt, kleiner ausfallen, als der maximalen

1) Auch die Technik verwendet die gleiche Formel zur Berechnung
der Schubspannungen in gebogenen, prismatischen Trigern. Vgl C. Bach,
Elasticitiit und Festigkeit, p. 414. 3. Auflage. Berlin 1898.
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Doppelbrechung in der Mitte entsprechen wiirde. Auch ist
es dann erforderlich, den Streifenabstand des Gypskeiles nicht
aus der Aufnahme der schwingenden, sondern aus der der
ruhenden Platte zu entnehmen. Man kann unter Zugrunde-
legung des durch Formel (28) ausgedriickten Gesetzes die Cor-
rectionen berechnen, die man an den auf p. 32 mitgeteilten
Zahlen anbringen muss, um den wirklichen Betrag der maxi-
malen Doppelbrechung in der Mitte der Platte daraus zu er-
halten. Ich begniige mich, das Resultat dieser Corrections-
rechnung anzugeben. An Stelle der Werte 0,26 und 0,33
wiirde sich ergeben:
4, = 0,24 bez. 0,30,

daher:

4,/a = 1,33 bez. 1,30,

also im Mittel

4, =1315 X a
und

4 0,20

4 n

Damit wire eine noch weitere Anniherung zwischen dem
beobachteten und dem berechneten Werte (0,19) erzielt.

Diese Ueberlegungen beruhen auf der Voraussetzung, dass
die Doppelbrechung im Knoten nach dem durch Gleichung (28)
ausgedriickten Gesetz innerhalb der Dicke der Platte ver-
anderlich ist, und fithren zu der Frage, ob sich diese Ver-
inderlichkeit denn nicht unmittelbar in den Beobachtungen
kundgegeben hat. Ich habe die Erscheinungen oben so be-
schrieben, wie sie sich mir ohne jede Voreingenommenbeit
dargestellt haben, und dabei war der Eindruck zun#chst der,
dass die Doppelbrechung im Knoten im wesentlichen constant
wire. Sieht man schirfer zu, so bemerkt man wohl einige
Besonderheiten, welche darauf hindeuten, dass die von der
Theorie geforderte Abnahme der Doppelbrechung nach den
Randern der Platte zu in der That vorhanden ist. So fallt
es bei Aufnahmen wie Figg. 7 und 9 der Taf I offenbar auf,
dass die Rander der Platte nicht als scharfe Begrenzungs-
linien des Bildes sichtbar sind, wie bei den Aufnahmen im
Schwingungsbauche, nur natiirlich in Form gerader Linien;
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die hellen Streifen in Fig. 7 erscheinen vielmehr nach oben und
unten - hin verengt und verwaschen; ebenso erscheinen die
Wellenlinien der hellen Interferenzstreifen in Fig. 9 nach den
Riandern hin eigentiimlich flach gedriickt. Entnimmt man
endlich der Fig. 9 den Abstand der hellen Streifen und ver-
gleicht ihn mit dem Abstand der ruhenden Streifen in Fig. 8,
go findet man den letzteren grisser, um ungefihr soviel, wie
die Theorie nach der angegebenen Gesetzmissigkeit veriangen
wiirde.

Eine genauere Untersuchung dieses Punktes aber ist auf
Grund des vorhandenen Beobachtungsmateriales nicht moglich.
Die strenge Priifung des durch Gleichung (28) ausgedriickten
Gesetzes diirfte auch bei schwingenden Platten einige Schwierig-
keiten bereiten wegen der sowieso schon recht verwickelten
Versuchsanordnung. Dagegen treten Erscheinungen der gleichen
Art auch bei statischer Verbiegung der Platte auf und lassen
sich hier bequemer und mit aller wiinschenswerten Genauig-
keit verfolgen. Da eine Untersuchung iiber die durch scheerende
Kriifte hervorgerufene Doppelbrechung in gekriimmten Glas-
platten noch nicht vorzuliegen scheint, so werde ich in einer
zweiten Abhandlung ausfithrlich auf die Verhiltnisse bei stati-
scher Verbiegung der Platten eingehen.

Die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung aber fasse
ich folgendermaassen zusammen:

In transversal schwingenden Glasplatten treten zwei Arten
von Doppelbrechung auf. In den B#uchen ist nur die eine,
in den Knoten nur die andere Art vorhanden; an den dazwischen
liegenden Stellen sind beide gleichzeitig vorhanden.

Die in den Biuchen auftretende Doppelbrechung entsteht
durch die Kriimmung der Platte und ist von der gleichen Art,
wie die in bekannter Weise durch statische Verbiegung her-
vorgerufene. Ihre Axen liegen in der Lingsrichtung der Platte
und senkrecht dazu; ihre Stirke nimmt von der neutralen
Mittellinie nach den Ré#ndern hin, proportional dem Abstand
von der Mittellinie, zu und die Grosse der specifischen Doppel-
brechung des Glases ergiebt sich. aus diesen Beobachtungen
ebenso gross wie aus Beobachtungen statisch verbogener
Platten.
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Die in den Knoten auftretende Doppelbrechung rithrt von
den in der Platte bei ihrer Verbiegung entstehenden scheerenden
Kriften her. Jhre Axen liegen unter 45° zur Lingsrichtung
der Platte; ihre Grosse ist gering; sie scheint, entsprechend
der Theorie, in der Mitte der Platte am grossten zu sein und
nach den Riandern hin abzunehmen. IThr Verhiltnis zur Schwin-
gungsamplitude der Platte stimmt sehr nahe #iberein mit dem-
jenigen Wert, der sich theoretisch dafiir berechnen lasst, wenn
man die von de Saint-Venant fiir die scheerenden Krifte bei
statischer Verbiegung gegebenen Ausdriicke auf die Verbiegung
der schwingenden Platte tibertragt.

Greifswald, October 1900.
(Eingegangen 26. October 1900.)





