Uber Gitterpunkte in der Ebene.
Von

J. G. van der Corput in Utrecht.

Wenn man die elementaren Gitterpunktabzihlungen auller Betracht
laBt, so waren bis vor kurzem von nur wenigen ebenen Bereichen Gitter-
punktabschétzungen bekannt, und zwar:

1. beim Bereiche uv» <&, =1 und v2>1 durch Voronoi') 1903

mit einem Fehler der GroBenordnung 0(13/5 logz), mittels einer eigenen
ganz im Gebiete der reellen Analysis verlaufenden Methode;

2. beim Kreise u*- v® < 2 durch Herrn Sierpiriski®) 1906 mit der
Fehlerabschétzung 0(1875), mittels der Voronoischen Methode;
3. durch Herrn Landau?®) 1812 und 1915 mittels einer eigenen kom-

1} G. Voronoi, Sur un probléme du oaloul des fonctions asymptotiques, Journsl
fir die reine und angewandte Mathematik, 126 (1903), S. 241--282,

) W. Bierpifiski, O pewnem zagednienin z rachunku funkeyj asymptotyoznych,
Prace matematyozno-fizyczne, 17 (1906), 8. 77—118. (8.1156~118: Sur un probléme
du calenl des fonctions asymptotiques (résumé)).

%) E.Landau. a} Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, Naoh-
richten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe-
matisch - physikalische Klasse.

Erste Abhandlung, Jahrgang 1912, 8. 687~771.

Zweite Abbandlung, Jahrgang 1915, §. 209243,

Dritte Abhandlung, Jabrgang 1917, S. 86—101.

b) Uber einen Satz des Herrn Sierpifiski, Giornale di Matematiche di Battaglini,
51 (1918), 8. 73-81.

¢) Zur analytischen Zahlentheorio der definiten quadratischen Formen (Uber die
Gitterpunkte in einem mehrdimensionalen Ellipeoid), Sitzungsberichte der Koniglich
PreuBischen Akademie der Wissenschaften, physikalisoh- mathematisohe Klasse, (1915),
S. 458476,

d) Uber eine Aufgabe aus der Theorie der quadratischen Formen, Sitzungsberichte
der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, mathem. -naturw, Klasse, 124,
Abt. IIa (1915), S. 445—468.
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plex-funktionentheoretischen Methode, bei dem in 1. erwihnten Bereiche
it dem Restgliede O (Vz logz) und bei der Ellipse

(1) au® + 2buv4cv® +2du+2ev <z

mit dem Restgliede O (\8/5); Herr Landau hat auch mehrdimensionale Gitter
mit beliebigem Ausgangspunkte und beliebigen Weiten betrachtet, doch
bleiben solche in dieser Abhandlung auBer Betracht;

4. durch Herrn Landau?) 1912 und 1915 bei den in 1. und 3. ge-
nannten Bereicken mit denselben Restgliedern mittels einer ganz im Ge-
biete der reellen Analysis verlaufenden Methode, welche ihrem Grund-
gedanken nach von Pleiffer®) herrithrt, aber von Herrn Landau nach ge-
nauer Begrindung fiir die Zablentheorie in weitestgehender Weise nutzbar
gemacht worden ist;

5. bei dem im Klassenzahlproblem auftretenden Bereiche
. -
wZu vzp wv<h s

fir 1 <u<2y? durch Herm Landan®) 1912 mistels der Pleiffetschen

o) Uber Dirichlets Teilerproblem, Sitzungsherichte der Kéonigl. Bayerischen
Aksademio’ der Wissenschaften, mathematisch-physikalische Klasse, (1915), S. 3179328,

f) Uber die Heckesche Funktionalgleichung, Nachrichten von der Kanighichen
Glesellachaft der Wissenschaften zu Gdttingen, mathematiseh - physikalische Klasse,
(1917}, 8.162—111.

g} Einfihrung in die olementare und analytische Theorie der algebraiechen
Zahlen und der Ideale (Leipzig und Berlin (Teubner)-1918) (143 8J, 8. 181

h) Uber Ideale und Primidesle in Idealklagsen, Mathematische Zeitschrift,
2 (1918) (8. 52--15¢), 8. 53 und 158,

%) K/ Landau. a) Die Bedeutung.der Pfeifferschert Methode fiir die analytische
Zahlentheorie, Sitzungsberiokte dor Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien,
mathem. -naturw.:Klasse, 121, Abt: I1a (1912), S. 2195—2832.

b) Uber die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate, Annali di Mstematica pura
ed applicata, 111, 20 (1913), 8.1-28.

o) Uber die Gitterpunkte 4n einem Kreiss, Nachrichten von der Koniglichen Ge-
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisoh-physikalische Klasse.

Erste Mitteilung, Jdhrgang 1915, 5. 148-160;

Zweite Mitteilung, Jahrgang 1915, 8. 161171,

d) Neue Untersuchungen iber die Pfeiffersche Methode zur’ Abschitzung von
Giitterpunktanzahlen, Sitzungsberichte der Kaiserl. Akademie der Wissenschaften in
Wien, mathem.-naturw. Klasse, 124, Abt. IIa (1915), 8. 469~-505.

5) E. Pfeiffer, Uber die Periodizitiit in der Teilbarkeit der Zahlen und iber die
Verteilung der Klassen positiver quadratischer Formen anf jhre Determinanten,
Jahresbericht der Pfeifferschen Lehr- und Erziehungsanstalt zu Jena iiber das Schul-
jabr von Ostern 1885 bis Ostern 1886, (1886), S.1-21.

# E. Landan, FaBnote 1)a) 1. c., S. 2198-2202; 2246—2283; 8. 2252.
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Methode mit einem Febler, der, und zwar gleichmiBig in x, von der

3 )
tirsBenordnung O (Va loga) ist;
. beim Gebiete %'"--(v;" Za fir n > 2 durch Cauer’) 1914 mit
214@:_— 1_2‘

der Fehlerabschitzung O (cc’“‘" ”““) mittels der Pfeifferschen Methode;
. 7. beim Bereiche
@y w|"4 @, ul" v+ +a, v"<a,
wobei die Koeffizienten &, @, , ..., @, verschiedenen Bedingungen geniigen,

durch Cauer®) 1914 mit dem Restgliede O (x?“), wiederum mittels der
Pteifferschen Methode;

8. bei dem Hyperbelsektor o < v < Pu und qu® — fuv+rv?<2
(e, B, y, pund g sind positive ganze Zahlen) durch Herrn Hammerstein?)
1919 mit eimem Fehler der GréBenordnung 0(13/:;), ebenfalls mittels der
Pieifferschen Abschitzungsmethode.

In meiner Dissertation'®) habe ich die Voronoische*?) und die
Pfeiffersche Methode vereinfacht und angewandt auf eine Klasse von Be-
reichen, welche die sechs oben erwihnten Bereiche enthilt; diese Bereiche
werde ich Voronoi-Pfeiffersche Bereiche'?) nennen und suf folgende Weise
definieren: Bin VP.-Bereich ist eine im Endlichen gelegene Punktmenge,
welehe. begrenzt wird von einer aus n Strecken 4, (n 2> 0; »=1,2,...,n)
und m kenvexen'®) Jordanbogen o, (m > 0; #=1,2,..., m) susammen-

) D. Cauver, Nene Anwendungen der Pfeifferschen Methode zur Abschiétzung
zahlentheoretischer Funktionen, Inauguraldissertation, 55 8., Gisttingen (W. Fr. Kaestner)
1914,

% D. Caner, Uber die Pfeiffersche Methode, Mathematische Abbandiungen,
Hermann Amandus Schwearz zu seinem finfzigjihrigen Doktorjubilium am 6. August
1914 gewidmet, Berlin (Julius Springer) 1914, 8. 432447,

) A. Hammerstein, Zwei Beitriige zur Zahlentheorie, Inauguraldissertation, 76 S.;
8. 359, Géttingen (W, Fr. Kaestner) 1919,

v *) J.G.van der Corput. a) Over roosterpunten in het platte ¥lak (De beteekenis
van de methoden van Vorono? en Pieiffer), 128 8., Leiden ( P, Noordhoff, Groningen ) 1919,

b) In der Abhandlung: Over definiete kwadratische vormen, Nieuw Archief voor
Wiskonde, 18, (1919) S. 125—140 wird die. Pfeifferasche Msthode auf ein beliehiges
mehrdimensionales Ellipsoid angewandt.

¥y Hiermit ist das von Herrn Landan [ FuBinote ¢ a)1. c., S.2205] ausgesprochene
Desideratum erfiillt: »Natiirlich wiirde ich mich sehr freuen, wenn von anderer Seite
such die Anwendbarkeit der Voronoischen Methode auf meine oder andere Probleme
smtersucht wiirde, «

« **) Abgekiirzt: VP.-Bergiche.

*) Ein Jordanbogen (d.h. das umkehrbar eindentig stetige Bild einer Strecke) heiBe

konvex, falls er mit jeder Geraden hichstens zwei verschiedene Punkte gemeinsam hat.
1*
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gesetzten einfachen geschlossenen Kurve, wobei die nachstehenden Be-
dingungen A und B erfiillt sind:

A. Jede Strecke 1, sei entweder senkrecht zur u-Achse oder bilde
mit dieser einen Winkel von rationaler Tangente. Die Gleichung
a,% - b,v == ¢, der Strecke 1, werde dann, was eindeutig méglich isf, so
geschrieben, dall die Koeffizienten a, und &, ganzzahlig und teilerfremd**)
sind, und daB a,u - b,v < ¢, ist fiir alle Innenpunkte des Bereiches in
der Nihe eines beliebigen Innenpunktes der Strecke Z,.

B. Jeder Jordanbogen o, habe einen gegebenen Richtungssinn und
in jedem Punkte P eine, jedoch nicht mehr als eine Tangente (d. h., daB
in jedem Punkte P des Jordanbogens, mit Ausschluf seiner Endpunkte,
die vordere und hintere Tangente zusammenfallen), wobei der Winkel =,
den diese Tangente mit der positiven u-Achse hildet, sich monoton und
stetig #ndert, wenn P sich monoton und stetig iiber o, bewegt, und die
Koordinaten von P seien eindeutige differentiierbare?®) Funktionen u(v)
und v(7) von v (in dem von r durchlaufenen Intervall) mit stetigen

d———; it) und d——; (:); infolgedessen besitzt der Bogen o eine Linge s,

die wir positiv rechnen im Sinne von o, negativ im entgegengesetaten.

In der Voraussetzung B ist r nur modulo 2z bestimmt, weil negative
Werte und Werte > 2z nicht ausgeschlossen sind; aus der Konvexitit
von ¢, geht aber hervor, dafl die Linge des von z durchlaufenen Intervalls
< 2n ist. Der Punkt P durchlaufe nun den konvexen Jordanbogen o,
stetig und monoton. Die monotone und stetige Veriinderliche z ist dann
bei dem gegebenen Richtungssinne der Kurve in allen Punkten von o,
bestimmt, sobald sie in einem Punkte gegeben ist, so daB es geniigt, den
Wert von 7 in einem Punkte von o,, z. B. in einem der Endpunkte, fest-
zulegen. Weil die Koordinaten von P eindeutige Funktionen von z sein
sollen, ist streckenweises Konstantbleiben von 7 ausgeschlossen; r nimmt
also bei der Bewegung von P bestéindig zu oder bestindig ab.

Es sei jetzt in jedem Punkte P von g, der Kriimmungsradius ¢(7)

definiert durch gi;
T

u' (7)== (%) cos 1, v’ (r) =g(r)sinz

Derivierten

wegen Voraussetzung B und

ist o(v) eine stetige Funktion von v in dem von v durchlaufenen Intervall.

In meiner Dissertation beweise ich einen sehr allgemeinen Satz iiber
VP.-Bereiche, sowchl mit der Vororoischen als mit der Pfeifferschen
Methode, und leite dann aus diesem Satze alle bisher bekannten und viele

19y Hierbei heifie 0 teilerfremd zu 1 und —1, aber nicht teilerfremd zu irgend-

einer anderen ganzen Zahl
15) In den Endpunkten nur eingeitig.
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neue tiitterpunktabschatzungen ebener Bereiche ab.  Auf Rat des Herm
Landau gebe ich hier den Bewels dieses Satzes nach der Voronoischen
Methode, werl diese Methode bisher nur anf die unter 1. und 2. ge-
nannten Gebiete angewandt wurde, um diesen Beweis zu verstehen, braucht
der Leser jedoch weder die Voronowsche Methode noch meine Dissertation
u kennen.  Weil der Formuherung des Satzes emige Definitionen voran-
vehen mussen. nenne ach hier vorlaufiy schon ein ecinfaches Korollar, das
wwar viel weniger tiet liege, aber trotzlem die o 2., 7. und B, er-
wihnton Ergebnisse wnd anch die in 3. genaunte Gitterpunktabschitaung
Jder Ellipse « 1) als Npezialfalle enthilt, namlich,

Es < GG vin Element viney Menge von VP.- Bereichen, welche man
conandeutiq den positiven Zahlen guordnen kann, und es sei & die dem
Eloment (7 entsprechende Znhl.  Falls dani die in obenstehender Defi-
wition genannten Zahlew wm, n, a, und b, beschrinkt gind (d. k. abeolut
qenommen wnterhall einer pesten, von x unabhingigen Schranke licgen)
wnd bei jedem Jordanbogen o, der absolut grofite Wert des Kriimmungs-
radius OV x) bei wachsendem r ist. dann ist die Anzall der Gitlerpunkte
im Innern nnd anf dow Ruande des Bereiches (4

.3
\? yied,
TValoy?

JiG ()a\l/x;.

In dieser Formel bezeichnet J(G) den Flicheninkalt von G, 1, die Linge
der Strecke ., und awir haben gesetet

'}'lcr) cv"’—[c'] —_;'

Bevor ich dicse Kinleitung schliele, méchte ich noch' Herrn Landau
danken fiir die grolie Freundlichkeit, daB er 1918 ein Manuskript von
meiner Hand gelesen und mit vielen wertvollen fi-dernden Winken und
ausfithrlichen Literaturangaben verschen hat.  Diese von mir sehr ge-
schitzten Bemerkungen brachten mich dazu, meine Dissortation und die
vorliegende Note giinzlich umzuarbeiten. Auch bin ich Herrn Landau sehr
verpflichtet fiir eine Reihe von Verbesserungen, die er vor der Druck-
legung bei diesem Artikel angebracht hat.

Ehe wir nunmebr den hier zu beweisenden Hauptests formulieren,
seien einige Erklirungen vorausgeschickt:

Es sei G ein beliebiger VP.-Bereich und P ein beliebiger Punkt.
Falls P nicht einen Eckpunkt von G bildet, setzen wir 6(@, P)==1, 0
oder 1, je nachdem P innerhalb, auBerhalb oder anf dem Rande von G
liegt; bildet P einen Eckpunkt von G und swar den gemeinschaftlichen
Punkt zweier geraden Randstrecken, dann verstehen wir unter 2x8(Q, P)
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den zwischen 0 und 27 enthaltenen Winkel, welcher von diesen Rand-
strecken eingeschlossen wird und in der Umgebung von P an derselben
Seite dieser Strecken liegt wie G selbst; bildet P schliefllich einen anderen
Eckpunkt von @, so definieren wir 6(@, P) suf shnliche Weise, mit der
MaBigabe, daf ein Jordanbogen o,, der in P endet, durch die Tangente
in P ersetzt wird. Aus dieser Definition von @ (@, P) geht unmittelbar
hervor

(2) 0(G, P)=0(G,, P)+ 6(G,, P),
wenn G in zwei VP.-Bereiche G, und G, zerlegt wird.

Es bezeichne 4(@) die SummeZ’ O(@, P), ausgedehnt iiber alle
Gitterpunkte P der Ebene, d. h. es sei A (@) die Anzahl der Gitterpunkte
im Innern und auf dem Rande des Gebietes @, falls Eckpunkte mit einem

bestimmten Betrage und andere Randpunkte mit 1 in Anschlag gebracht
werden. Wegen (2) ist

A(Q)=A(G,) -+ A(G,).

Wird nun g, (c,) = 0 oder y(¢,) gesetzt, je nachdem ¢, ganz oder nicht
ganz ist, und setzen wir weiter

so ist ebenfalls

L(G@)-=L(Gy)-F L(G,).
Denn beide Seiten enthalten ja dieselben Glieder aufler den rechts auf-
tretenden Beitrigen der im gemeinschaftlichen Rande von @, und G, vor-
kommenden Strecken, und die Beitrige solch einer Strecke au 4 bv==¢
zu L(G,) und' L(G,) sind (von der Reihenfolge abgesehen) bzw.

L COLIIY: QR X ./
Va2 +5® V(=a)® +(—b)°
weil G, und G, an verschiedenen Seiten der Strecke liegen, und wegen

g, (— €)= —g, (¢) verschwindet der Beitrag dieser Strecke zu L (G)+L(G,).
Wenn wir schlieflich

T(6)=A4(6)—J@)+ L(G)

T(G)=T(6,)+ T(G,),
und hieraus folgt, falls G die algebraische Summe der endlich vielen
VP.-Bereiche @, G, ... ist, daf 7T'(G) die algebraische Summe von
T(G), T(G,),... it
Das Ziel dieser Note ist nun, mittels der Voronoischen Methode
folgenden Satz zu beweisen:

setzen, so ist auch
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Es sev der VP.-Bereich G'%) begrenzt von einer Sirecke parallel zur
u-Achse, von zwei Strecken parallel zur v-Achse und von einem Jordan-
bogen o, welcher der Voraussetzung B geniigt, und wobet = das Intervall

(e, 8) (—Z— >f>a> O> durchlduft'). Wenn dann r eine Zohl bezeich-

net, die gréfer als (cotg a - 1)° und gréfer als der absolute Betrag des
Kriimmungsradius in jedem Punkte von o ist, so ist die Anzahl der

Gitterpunkte auf o kleiner als 167° tg f und
T(G) < 10677 tg §1%).
Wir zerlegen den Bewels in mehrere Teile.

I. Es sei ( zundchst ein beliebiger VP.-Bereich. Es ist klar, daB
G durch die lineare Substitution

U=0cu- 9, v==y 84 07,
wo ¢, f, 7, ganz sind und ¢d — fiy = == 1 ist, in einen VP.-Bereich @
transformiert wird, und dafl man die Gitterpunkte P vor der Transformation
eineindentig den Gitterpunkten P nach der Transformation zuordnen kann.
Nach der Definition von O(@, P) ist dann ©(G, P)= O(G, P), mit
etwaiger Ausnahme der Eckpunkte; aber jedenfalls ist 1 > ©(G, P)= 0
und 1> @(G, P)> 0, so daB die Differenz zwischen 4 (@) und 4 (@)
absolut genommen hdchstens gleich der Anzahl der Eckpunkte von G ist.
Die Strecke 4, mit der Gleichung a,% - b,v = ¢, wird durch die Substitu-
tion transformiert in die Strecke 1, mit der Gleichung

(a,a+b,9)T+(a, B-+b,8)v=c¢,.
Nach der Voraussetzung A sind die Koeffizienten @, und b, ganzzahlig und
teilerfremd, wahrend fiir jeden Innenpunkt w«,, v, von ¢, der in der Um-
gebung eines inneren Punktes der Strecke 1, liegt, a,u, b, ¥, < ¢, ist.

Die Koeffizienten a,& b,y und a,8 - 5,8 sind auch ganz und teiler-
fremd; denn ein gemeinsamer Teiler wiirde ebenfalls in

d(a,a+b,9)—y(a,f4b,8)=*a,
~plae+by)t+a(ap+b06)==10,

aufgehen. Wenn weiter #,, ¥, den transformierten Punkt zu wu,, v, be-
zeichnet, so ist

(@40, y) Ty + (@ B+ b, 6) 9y =t uy + by vy < ¢y,

1) In den Figuren 1 und 3 stellt BCDE den Bereich G dar.

19y Die Ordinaten und die Abszissen der Punkte von o sind also eindeutige
Funktionen voneinander. ’

%) Man kamm leicht die Koeffizienten 16 und 106 verkleinern; doch hat dies
keinen Zweck.

und
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L T 0 (61, )
@= JyGirarny
worin I, die Lange der Randstrecke %, von G darstellt.
Weil der Flicheninhalt des Dreieckes, welches den Koordinaten-
ursprung sals Spitze und 1, als Basis hat, durch unsere Substitution wegen
@8 — By =+ 1 nicht verindert wird, ist

el - e l,

Vartd! Ve atb, ) +(af+5,8)°

also L(@)= L(&), und mit Rijeksicht suf J (@)= J(G) geht aus der
Definitionsgleichung fiir T'(G) hervor, dafl der Unterschied zwischen 7' (@)
und 7' (@) gleich dem Unterschiede zwi-
v schen 4 (@) und A (@), also absolut ge-
p nommen hdchstens gleich der Anzahl
der Eckpunkte von G ist.

s . IL Es bezeiche G jetzt einex VP.-
€ Bereich, der begrenzt ‘wird von eifiér
Strecke parallel Zur u-Achse, von zwei
Strecken parallel zur ¢-Achse und von
einem Jordanbogen o, welcher der Vor-
aussetzung B geniigt und wobei v >0
0 7 und g—% ist; es stelle in Fig. 1 BCDE

Fig. 1. den Bereich & dar. Falls(u,, ), (u,; v,),

(uy, v;) und (w,, v,) die Koordinaten-

paare bzw. von B,C, D und E bezeichnen, und u, > u,, v, > v, > v, ist,
wird & begrenzt von dem Jordsnbogen ED und von den Strecken

BC...—v=—w,, CD. . u=u, BE .. —u==—u;

diese Gleichungen haben die Eigenschaft, daB fiir die Punkte innerhalb G
die linke Seite kleiner als die rechte Seite ist; also ist

L) =280 0.() 0D | gi(w) BE
Vols 1 Vi+0® | Vinto
=—¢,(%)- BC +¢;(%)-CD ~ g, (u,) BE,

wo BC,CD und BE die Lingen der entsprechenden Strecken bezeichnen.
Die Festsetzung u, > u, und v > > o, ist im vorstehenden nur der
Bequemlichkeit halber getroffen, und die hier gegebene Beweisanordnung
lst mutatis mutandis auch in den enderen Fillen giiltig,

Léngs des Jordanbogens DE andert sich v monoton und ist

-
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>0 und g;;, so daB die Linie w -— % (% ganz; v, 2 ¥ > %,) BC und
DE in zwei Punkten @ und S mit Ordinaten v, und ¥ schneidet. Wir
ersetzen nun zZ und ¥ der Einfachheit halber durch 4 und », so dafi «
und » die Koordinaten des Punktes S bezeichnen und also eindeutige
Funktionen voneinander sind. Falls die etwaigen Gitterpunkte @ und S
mit } in Anschlag gebracht werden, ist die Anzahl der Gitterpunkte auf

der Strecke Q8

ro= 2 1=Q8 L g,(n)—g,v)"),

W=y
wo @8 die Linge der Strecke bedeutet.
Wenn die obere Grenze von z kleiner als % ist, so ist die Ordinate v
von § und also auch die Lénge der Strecke @8 fiir uy < u < u, eine
eindeutige beschrinkte differentiierbare Funktion der Abszisse » von § mit

einer stetigen Derivierten %v_— tgr = 0; falls aber 7 im Punkte D, bzw.

E den Wertg- hat, so ist die Linge von @8 zwar eine eindeutige be-
schriinkte Funktion von %, aber die Funktion hat dann nur fiir , < v < %,,
bzw. fiir u, < u £ u, eine stetige Derivierte.

Nach der Eulerschen Summenformel ist nun

33

Uy w
_?:7’ QS=fQSdu -~ g (u) - CD + g, (u,)- BE—}~fg1 (u)g—%du
U " %o

(@)~ L(@) — g, (w) BO+ [ g, (w)do

Yo

und
g, (9) 3 1=y, (v,)- BC — g, (9:){g. (w,) — g, (%)},
also U=t
37t = @) = L(©) + | 0,00 — g, (w) {0, () — 0,00} — 2 )
¥ =us %o “ =

Der Beitrag zn Y, ’ru und zu A (@) von einem nicht einen Hokpunkt

U=y . -
von G bildenden Gitterpunkte innerhalb, auBerhalb oder auf dem "Rande
von @ ist bzw. 1, 0 oder 3; der Beitrag eines etwaigen Qifterptinktes
1) In dieser Abhandlung werden fiir u, oder w, ganz {w; > 1,y Qie Glieder in
Uy
Z,f (), worin % = u, oder u, ist, nur }mal gezihlt.
¥t
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B,C,D oder E mn Y v, ist 1 und zu A(G) respektive §, 1, ©(@, D) und
U=

6(G, E). Hiersus folgt, mit dem Zusatz, daB die rechten Seiten um
6(@, D) —1 oder (und) 6(G, E)— zu vermehren smd wenn D oder

(and) E mit cinem Gitterpunkte zusammenfalls, 4 (G) = 2 7, und

U=Up

3). 7@)= f gy ()0 — g, (0.) {01 () = 0 (w0)} = 3 ,(0).
Deshalb, und wegen |g, (%)} <3, 2€(G, D)=20und ; = 6@, E) =0,
- geht aus (B) schlieBlich hervor )

(TG = fgl('w dv +%+221+ +3
U=
(4) T(G}:s w)dy ’+%f¢zu+1;;..

Diese Bezichung bleibt giiltig, wenn @ ersetzt wird durch den Be-
reich @,, der begrenzt wird vom Jordanbogen DF und von den zwei
Strecken durch Z und D parallel baw. zur w- und v-Achse; denn fiir
ganzzahliges B E verschwindet, wie man sofort iibersicht, die 7'-Grofe des
Rechteckes, von welchem drei Eckpunkte respektive mit B, C und F
zusammenfallen, so daB dann 7'(G,) = T(BCDE) ist.

HI. Ereetzt man in II den Jordan-
v bogen ¢ durch die Strecke DE mit der
0 Gleichung au <+ bv == ¢, wobei @ und b ganz-
zahlig und teilerfremd sind, und au -+ &2
£ fiir die Punkte im Innern des Bereiches
< ¢ ist, so stellt @ das in Fig. 2 ge-
- zeichnete rechtwinklige Trapez BCDE dar,
8 r dessen parallele Seiten parallel zur »- Achse
£ sind,

ot 7 Wir setzen nun zungichst b > 0 vor-
Fig. 2. aus. Dann bleibt die Beweisanordnung die-
selbe wie oben; mit der -Ausnahme, daB

nun L(G) und deshalb auch 7'(G) ein Glied, nimlich

g{c)- DE' 2~ U
;/a J—b b g, (¢)
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wmehr enthilt; wegen v = »;—qf and dv == — ; du mufl in diesem Falle
die rechte Seite von (3) ersetzt werden durch

4y

— ] g g0 00) 0w} + {57 00— X o (52}

2o %= Uy

Da nun, wie man leicht nachweist,

Uy |
) \ 1
(5) {Jw%(udduiéég
£
und
|y - u, o e—auny|
l! ‘b 09’1(0)“.29'1( 7,“”>i§b'

A
° =Yy

so ergibt sich wegen b >1
1 1 1
(6) T@)| <5 +5Fb+5<glal+20,

und diese Ungleichung gilt auch fiir b < 0, wenn man b durch 5| ersetzt.

Sie bleibt auch giiltig, wenn das Trapez in das Dreieck BCD' ent-
aﬁf%ﬁ falls BD' und ED parallel sind; denn fiir ganzzahliges BE findet
man leicht die Beziehung 7'(BD'DE) =0, also

T(BCD') =T (BCDE).

"Auf dieselbe Art tibersieht man, daB (6) auch gilt, wenn das Trapez
in die Differenz der Dreiecke #FOD” und BFE” entartet, falls B D"
und ED parallel sind; denn fiir ganzes B” E ist T(E” D" DE) = 0, weshalb

T(FCD"y—~ T(BFE")= T (BCDE).

Ungleichung (6) ist ferner leicht zu iibertragen auf ein (vielleicht in

ein Dreieck oder in die Differenz von zwei Dreiecken entartetes) Trapez G,
dessen Seiten

YN A TR W (»==1,2,8,4)

- (@, und b, ganzzahlig und teilerfremd) die Eigenschaft haben, daB 1, und 4,
parallel sind und a,b, — a,b, = 1 ist. Denn durch die lineate -Sub-.
stitution

#=a,u -+ b,v, “ma1u+b v,

WQ. Gy by, a5, b, ganz sind und a,b, — —a, by = +1 ist, wird @, trans-
foz:mxert in ein Trapez G,, von welchem eine Seite parallel zur u-Achse ist,
und zwei Seiten parallel zur »-Achse sind, withrend die vierte Seite die
Heichung
' (8,65 — @, 5) % — (ay by — a5b, )7 = L ¢
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hat. Nach dem Vorhergehenden ist
"T(G) < 3@y by — ayd, 1 2] ayb, — agb, i,
also wegen I
T@)|<|T(G,) +4=3laby —agh |+ 61ab; —a;b,;

denn, weil 1, und 1, nicht parallel sind, ist |a,b; — a,b,| 2 1.
Es bezeichne nun weiter G, ein Vieleck®®), das begrenzt wird von
den einander folgenden Seiten

i ...out+bv=ec (n22;v=0,1,...,m)
(@, und b, ganzzahlig und teilerfremd), mit der Eigenschaft
ta,by— agb,i==|a,b, —ay by = = apbpo1— @y 1 by | =1%).

Zieht man durch den Schnittpunkt von A, und i, die geraden Linien
b U W parallel bzw. zu 4,, ,, ..., 4,_q, dann kann das Gebiet G?
zerlegt werden in die algebraische Summe der durch A4, 2, A1, 4_1 4y 4,41 4,
(2<»<n—2) und Ay-34s-14n begrenzten Trapeze, von denen einige in
ein Dreieck oder in die Differenz von zwei Dreiecken entarten konnen
(wie z. B. mit dem letsten Trapez stets der Fall ist). Nach dem Vorher-

gehenden ist jedenfalls
IT(1011192;)l§6.'%61_“1172]+2§|a‘_’bo_a’0b2l= B+ 31a.bp— ayb, ),
T (Ayer by )| L 6(@y 1Dy — @byt |+ 3@ s1bomt — ay1by 41
=064 % I a’v+1bv-1 —Qy1b,4y
und
T('z:u—szn—xln)f L6 (anbp-1— An-1bs| + %[a,,b,,_g - an—abnl

=6+ ;| @nbps — ay_2b,',

also
n—1

(7) IT(GQ)‘E<67?/+éZ{av+1b,-_1—a,-~1by+1:.
r=1

IV. Es sei der VP.-Bereich G begrenzt von™ den zwei Strecken
—~au-+byv=c und —a'u++b"v=2c’, deren Koeffizienten a,b,a’, b’
positiv? ganze Zahlen sind mit der Eigenschaft a’d —ab' = +1-
(alsog-,zg),_und von einem Jordanbogen o, welcher der Bedingung B

geniigt, und bei welchem tgr in dem Intervalle %.. .%:— (inkl. Grenzen)

4

20) Unter Vieleck verstehe ich hier den Bereich, der begremzt wird von eiffiem
geschlossenen, doppelpunktlosen Streckenzug (mit endlich vielen Seiten).
%) | ayb, —~ a, b, | braucht also nicht 1 zu sein.
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liegt, und der absolute Betrag des Kriimmungsradius in jedem Punkte
kleiner als eine bestimmte Konstante r ist.

Durch die lineare Substitution

— !
= —au-+bv, T=a'u—buo,

’ . ’ . . .
wo @, b,a’, b’ ganz sind und a'b — ab = F 1 ist, transformieren wir G
in einen VP.-Bereich (7, der begrenzt wird von zwei Strecken parallel
zu den Koordinatenachsen und von einem Jordanbogen &; wir bezeichnen
die Werte von v, w, v, @, v in einem der Endpunkte von ¢ durch
Toy Ugs Yy, Uy, Uy und in dem anderen durch z,, u,, v,, @, v,.

. . .a’ a .
Beim Beweise werden wir 7 > 5 voraussetzen, da wir den anderen

Fall b nach derselben Methode behandeln konnen. Weiter setzen

wir bequemhchkeltshalber 7, > 74, W, > W, und v, > v, voraus. Nach I
und (4) ist dann

|
T(@) <iT @)+ §ifgl "d'v,+ fdu+42,
I %o i o
und mit Ricksicht auf °
(8) dﬁzz~adu+bdv:bg(r)cosr(tgr-— %)dr,
di a\ dr rdv r
2ig: <07 (3 f)ﬂg—fz";;g%?

findet man

(9) fdu<~~fdtg1— —(tgr, — tg'fo)é—"'— .‘l:_ﬂ =1
CA LAV T4
also

_IT(G)]<]

(a)daj bty
| 250

Wegen w — b - b'@ ist
bdv=du—b'di =g (r)coszdr — b'd,

weshalb

1 B B b' w1 _ _
(10) [a@av=w-"Y g @ar,
wo To Ug

= %fyl('ﬁ)e(f)cosrdf
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gesetzt ist. ‘Wie schon in (5) bemerkt wurde, ist das letzt: Integral in
(10) absolut < 3, also '

’

’ : b 1
11 T@E) < w3 +--~~ + 4.
(11 T < el el
Wir fithren nun 7, ein durch die Definition
1
T, = Tg 1+ 17y
2b° ¥

Fir r, > 1, ist

Ta L
: 1 1 (1, —Tp) r?
w}é‘b"J‘Tz‘Td‘t:—— 2‘1)—4’*:4122'

Falls 7, < 7, ist, nennen wir %, den zu 7, gehdrenden Wert von #; dann
ist w = w’ J- w”, wobei

f.‘h #)o(r)costdr

wieder absolut < - ist, wihrend
452
w” = ;Igl(u)g(r) costd t
nach (8) den Wert ’ )
1 f g, (W) d
2
b @2 tg‘(—%
hat. Da fiir 7, > 72>, die monotone positive Funktion — nicht
grofer als tgr—3
ELISE S B GLINY S §3
tgr, —tgr, 2 — r
d;— fdt
cos 1t

ist,  erhdlt man nach dem zweiten Mittelwertsatz

2ot b 3
‘w :é T T T g
8b 4b?

3
so daB |w| in jedem Falle g?:ﬁ ist. Nach (11) ist also schlieBlich

(12) T(G) <- ng 8b+2bb,,+42,
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und die Anzahl der Gitterpunkte auf ¢ ist gleich der Anzahl der Gitter-
punkte auf &, also nach (9) hochstens
(13) S fda+1< a1

V. Bs bezeichne G jetzt wieder den in dem Hauptsatze genannten
Bereich, der z. B. die in den Figuren 1 und 3 fir BODE angegebene
Form haben kann.

Ordnet man die redugierten Briiche, deren Nenner kleiner als r¥
sind, mit Zuziehung der uneigentlichen Briiche ¢, § in eine steigende

b
folgende Glieder derselben, so hat man stets
b+-b'>rt und a’d—ba=1 ).

Unter diesen Briichen ist mindestens einer > tg 8, némlich

Reihe und bezeichnet mit = und I% irgend zwei unmittelbar aufeinander-

“’Sﬂ‘*_’l} und
1 3

wegen r¥ > cotg « 4+ 1 mindestens ein von ¢ verschiedener < tg «, niém-

lfchm}&-_—*_—-ﬂ, so daB wir aus der von diesen Briichen gebildeten Reihe
einen Teil

Bppoe 2
herausgreifen kénnen, fiir den S tga < B und ' tgf L 2 T 1st und

diese Briiche geniigen fiir 1 g msn den Bezxehungen

Aoy — Qg bm=1 UDQ Byt Dy, = 74,
Wegen

Ii/\

B _,1 %
.  beb by
18t
o 1 “x
*5'2 5" > thC,

und auf dieselbe Art beweist man Eﬁ < 2tgf. Aus

1
tgﬂ>tg¢x>ootga+l>r i

und r > 1 folgt
b, <rt< rf‘l tgp
und

Sb—" b,,<2tgﬁ'r*<2ritgf.

) Vgl 2 B. P. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, érster Teil (1902), 8. 121—-124;
Teubner (Leipzig).
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Fithren wir die Zahlen aj, = @y, + 0 Wnd by, = by, + b, fir 1< m L2
ein, so ist bm2r5

(14) apbn_y— G- xb = (Gmey =+ Om) Om—y — Ay (b - O} 1
und

(15) amb, ~—a,’,.bm=a,,.(bm 1+ om )“‘(am-1+am)bm:=1-

Sei zunichst tga<; und tg,3> o ; setzen wir tg v, = Z' und

tgt&:i(§>'(’l>0; '§>t,’,,>0>, 30 erhalten wir

ey << o <oy KTy < B 10,

v Wir nennen (siehe -Fig. 3} die Punkte

auf o, in denen v die Werte 7/, 7;, ..., 7o
hat, baw. S;, Sy, ..., S»; weiter ziehen
wir durch E die Linie — aq,u + b v=
Konstante und durch D die Linie
~a,u-b,v == Konstante und ziehen die
Tangenben in den Punkten 8y, S;, ..., Sn.
Auf diese Weise ist @ dargestellt als
die algebraische Summe von zwei Poly-
gonen und einer Anzahl Segmente; bis-
weilen, z, B. falls G den in Fig. 3 ge-
zeichneten Bereich BC DE bezeichnet,
darf men den Ausdruck ,algebraische
Fig: 5. Summe* schlechthin durch ,Summe*
ersetzen. Durch eine Linie parallel zur
v-Achse zerteile man eins der Polygone, némlich BCDHE in zwei
Trapeze; dann ist wegen (6)

|T(BCDHE)} < ;0,4 2b,+ 3a,+2b,
<(}+2+3i+2)rigs < oritgs.
Aus (14) und (15) folgt, daB das andere Polygon, das wir G, nennen

wollen, und das begrenzt wird von XH, DH und den Tangenten, die
in III vorausgesetzten Bedingungen erfiillt, so dal nach (7)

T(aG,)| <6'2h+%{(a by — a,b, )+(azb1 *albz)+ = (@nby - 1—~a,, 2 b

f—-1

=12n {‘ 2 anbp-1 — - 1bm)+ 2(“ﬂ+1bm"'“mbm+1)

m_

wegen ) )
Ambm—1 = Cn-1bn =1, a,',,.,.,b ambm+1—2+ =t +"%ﬁ‘“
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ist also
3 ] ﬂ—lb 1 11—1b
! 197 pliiet s — Tt 1
T(G,) <12gm g i 5 it
m—1 m=1
und weil sowohl 1 als —’;) B 23’”:;-137" und ebenso auch ’;“ kleiner als
m b'f’n m

Pt . . :
3 ist, so erhdlt man die Ungleichung
bm

T(G) <1257 Z

35::

Es bleiben nun noch die SBegmente zwischen der Kurve ¢ und den
Paaren aufeinanderfolgender Seiten des Vieleckes G, zu beriicksichtigen.
Man kann dieselben in zwei Gruppen einteilen, derart, daBl jedes Segment
der ersten Gruppe von o und von den geraden Linien —a,u -+ b,v
= Konstante und — a4, % + bmﬂ'v = Konstante (n — 1>=>m =>0) und
jedes Segment der zweiten Gruppe von ¢ und von den geraden Linien
— a4+ by = Konstante und — @, % - b v = Konstante (nzm=1)
begrenzt wird. Bei jedem Segment der ersten Gruppe ist 7.y =7 2 T,
so daB die zu diesern Segmente ' gehtrige 7-GroBe nach (12} absolut
kleiner ist als

b by L2 1, et 8
2b3+ 8b +26mb"+1+42 §—<2+§+2+42>ba—54b
m m

1.

3

und da man dies fiir die Segmente der zweiten Gruppe auf dieselbe Art
beweist, findet man somit

|T(6)| < 9oritgs 4 (1231534 52)r1 3

—=9etgp + 247 Z L

m=0 b ,,,,

Wegen g—"‘ < 2tgf und b, < ri ist nun weiter

2btgh

Zbg_Z Zl<2tgﬂ2' < dritgp,

b-—
also schlieBlich
|T(@)] < (9 +.243<4)rttgp & 106 rtgh.

Mathematische Annalen, LXXXI. 2
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Diege Ungleichung ist nun erst bewiesen fiir den Fall ¢ < 7] und 8 > 7/,
aber. die Beweisanordnung bleibt dieselbe fiir dié anderen Fille; diese sind
‘a<r und BT a > und ﬂ>z,,, a7 und 8 <. Im letaten
Falle z. B. fallen die Punkte SI und S, weg. Ziehen wir dann durch ¥
und D die Linien — a]w + b, v = Konstante und — a’u - b, v — Kon-
stante, s ist nach (6)
{T(BCDHE)| <}af+ yai+ 25, + 2b,
= §(@o+ 0y -+ Oy + @n) + 2 (8o + by + bay + Ba) < 97 15,

wahrend die Ungleichungen fiir das zweite Polygon und fiir die Segmente
(die zwei verschwundenen Segmente natiirlich auBer Betracht gelassen)
a fortiori gelten. Hiermit ist die Ungleichung in vollem Umfang bewiesen.

Nach der SchluBformel von IV (Formel 13) ist die Anzahl der Gitter-
punkte auf einem zur ersten Gruppe gehdrenden Segment von ¢ hichstens

9r}
+ 1 < i
bmb::-l-z b:
mit demselben Ergebnis bei dem zu den Segmenten zweiter Gruppe ge-
- horigen Segment, so daB die Anzahl aller Gitterpunkte auf dem in 27,
27 —1 oder 2n — 2 Teile zerlegten Jordanbogen o, kleiner ist als

4r2 < 1675tgp.

mo,,,

Da jetzt der Satz in allen Teilen bewiesen ist, bleibt uns nur
noch iibrig, das in der Einleitung erwihnte Korollar aus diesem Satze
abzuleiten. Es bezeichne dsher G den in dem Korollar genannten Bereich.
Wenn man die Anzahl der Gitterpunkte, welche auf den Randsegmenten A,
und ¢, von G liegen, jedoch nicht einen Eckpunkt von @ bilden, bzw.
B(4,) und B(o,) nennt, kommt es nur darauf an zu beweisen, daB

(16) T(¢)=0(Vz) und B(o,)=0(Vz) fir u=1,2,...,m
Es ist ja
+22 (h) 432 B(o)

did Anzahl der Gitterpunkte im Innern und auf dem Rande des Bereiches @,
falls die einen Eckpunkt bildenden Gitterpunkte mit einem bestimmten -
Betrage = 0 und <1 in Anschlag gebracht werden; die Anzahl der Eck-
punkte von @ ist beschrinkt, so daB, wenn die Beziehungen (16) gelten,
die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rande und innerhalb @
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r=1 _1 (L 1

ist. Fiir nicht -ganzes ¢, ist B(4,)=0 und 'tp(c,,)=g1(cv), und fiir

AG)—+

Nln—l

— hdchstens 1 und
+b

w(c,)==g,(¢)— %, so dafl dann die Anzahl der Gltterpunkte im Innern
und auf dem Rande des Bereiches

ganzes ¢, ist der Unterschied zwischen B(4,) und

J(@) — _):’ '”<°_)l_+0(v )

=1 V@, +bv
ist.

Beim Beweise der Beziehungen (16) diirfen wir noch voraussetzen,
da @ die in den Figuren 1 und 3 fiir BODE angegebene Form hat,
d.h. daB @ begrenzt wird von zwei Strecken parallel zur V-Achse, von

einer Strecke parallel zur U-Achse und von einem Jordanbogen o, welcher
der Bedingung B geniigt, und wobei = das Intervall («, §) (;-‘ 2pf>a> 0)

durchléanft; sonst kann man ja den Bereich mittels einer beschrinkten
Anzahl Strecken parallel zu den Koordinatenachsen zerlegen in eine be-
schrinkte Anzahl VP.-Bereiche, welche nach etwaiger Umkehrung oder
(bzw. und) Vertauschung der Koordinatenachsen diesen Bedingungen ge-
niigen und in eine beschrinkte Anzahl rechtwinkliger Trapeze, der Art, daf
von jedem Trapeze drei Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind und
die vierte Seite eine der Strecken i, ist, so daB die zu diesem Trapeze
gehorige T-Grole nach (6) einen beschrinkten Wert hat.

Auflerdem diirfen wir uns noch beschrinken auf die Fille cotga < Va

und cotg g\%?; denn, falls cotge >Va > cotg # ist, konnen wir G in
zwei VP.-Bereiche zerteilen, indem wir parallel zur V-Achse eine Strecke

zichen durch den Punkt auf 6, in welchem cotgz ={/; ist, und jeder
dieser Bereiche geniigt der ersten oder der zweiten Bedingung.

Ist cotgf =V#, und bezeichnen %o, ¥, und %, v, die Koordinaten-
paare der Endpunkte von o, so ist fiir %, > u, die Anzahl B{o) der von
den beiden Endpunkten des Bogens o verschiedenen Gitterpunkte suf o
kleiner als

% J4 8
Jadu+1=[o(z)cosrdr+1=O(Vz)dz+1
Uy « «

~ 0(Vz) +1=0(tgVa) +1=0(Va),
2*
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und nach (4) ist dann

o U, . ¥y
T(6) <1fg (widv +3fdut1i=0Va = [g,(u)dol,
P S

Wy

worin das Schluiglied héchstens

.f‘gdﬂ =-,_3f@(z) sin—;dz=gfo(v5)dv = 0(Vz)
ist. " ) "

Ist jedoch cotge g\"/{c", also (cotgc:—‘rl)azO(VE), so folgen die
Beziehungen (16) unmittelbar aus dem oben bewiesenen Satze, wenn man
darin 7 = O (Vz) und tgp < 1 setzt.

(Angenommen Dezember 1919.)



