
('lber Gitterpmlkte in der Ebene. 
Von 

J. G. van der Corput in Utrecht. 

Wenn man die elementaren Gitterpunktabziihlungen aul~er Betracht 
l~i~t, so waren bis vor kurzem von nur wenigen ebenen Bereichen Gitter- 
punktabsch~tzungen bekannt, und zwar: 

1. beim Bereiche uv=<x, u : > l  und v ~ l  dutch Vorono~ 1) 1903 

mit  einem Fehler der GrSl~enordnung 0 ( ~/~ logx),  mittels einer eigenen 
gtm~. im Gebiete der reellen Analysis verlaufenden Methode; 

2. Imim Kreise u ~ +  v ~ <  x durch Herrn Sierpifiski 2) 1906 mit der 

Fehlerabsch~tzung O(~/~), mittels dot Voronoischen Methode; 

3. durch Herrn Landau a) 1912 und 1915 mittels einer eigenen kom- 

~) G. Vorom~i. Sur uu probl~me du oaloul dos fonotions asymptotiquos, Journal 
ill# die reine und angewandte Mathematik, 126 (1903}, S. 241--282. 

t~ W. Sierpifiski, 0 pewnem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych, 
Praoe matematyczno-fizyczne, 17 (1906), S. 77--118. (S. 115-118: Sur un probl~me 
du o&leul des fonotions asymptotiques (r6sum6)). 

s) E. Landau. a) Uber die Anzahl dot Gitterpunkte in gowissen Bereichen, Naoh- 
richten yon dot K6nigliehen Oesollsohaft der Wissenschaften zu G6ttingoa, mathe- 
matiseh - phy~lr~lisohe Kla~se. 

Erste Abhandlung, Jahrgang 1912, S. 687--771. 
Zweite Abhandlung, Jahrgang 1915, S. 209-248. 
Dritte Abbandlung, Jahrgang 1917, S. 96--101. 
b) Uber einen Satz dos Herrn Sierpifiski, Giornale di Matematiohe di Battaglini, 

51 (191s), s. 7~81.  
c) Zur analytischen Zahlentheorio der definiten quadratischen Formen (Uber die 

Oitterpunkte in einem mehrdimensionalen Ellipsoid), Sitzungsberiohte der K~Sniglioh 
Preutlischen Akademie der Wissenschaften, physikaliseh-mathematisohe Khmse, (1915), 
S. 458-476. 

d) 13bet eineAufgabe aus der Theorio der quadratischen Formen, Sitzungsberichte 
der Kaiserl. Akadomie der Wissenschaften in Wien, mathem.-naturw, Klasse, 124, 
Abt. IIa (1915), S. 445-463. 
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plex-funktionentheoretischen Methode, bei dem in 1. erw/ihnten Bereiehe 

r~i~ dem Restgliede 0 (~xx log x) u~ct bei der Ellipse 

( 1 )  au  ~ -!- 2 b u v  ~ cv  "~" ~- 2 d u  -k 2 ev  ~- f _~ x 
8 - -  

mi~ dem Restg]iede 0 (~/x); Herr Landau hat  auch mehrdimensionale Gitter 
~ i t  beliebigem Ausgangspunkte und be]iebigen Weit~n betrachte~, doch 
bleiben solche in dieser hbhandlung aut]er Be~racht; 

4. dutch I-[erra Landau ~) 1912 und t915 bei den ia ~. und 3. ge- 
nann t e n  Bere~chen mit  denseIben Restgliedern mittels einer ganz im Ge- 
bie~h der reellen Analysis verlaufenden Methode, welehe ihrem Grand- 
gedanken naeh yon Pfeiffer ~) herriibxt, aber von Herr~ I~andau naeh ge- 
naue r  Beg~ndung flit die Zahlentheorie in weitestgehender Weise nutzbar 
gemacht  worden i~t; 

5. bei dem im Klassenzahlproblem auftretenden Bereiohe 

f i i r  1 ~ / ~  ~ 2 ~/~ dureh Her r .  Lanclau ~) 1912 der  Pfeiffeischen 

~) t?ber Diriehlets Teflerproblom, Sitzungsberichte dot KSnigl. B~yerischen 
_Ak~demie~ der Wissensehaften, mathematisch- physik~lische Klasse, (! 9151, S. 317-328. 

f) ~3ber die Heekesche Funktionalgleiehuag, Naehriehten yon der KSniglioh~m 
Ge~elt~haft der Wissonschaften zu Gft~ingon, ma~hematisch.physikal~ehe Kla, e~, 
(1917), S. I02--I II. 

~) Eiafiihrung in die element~re und analytische Th~rie tier a|g~hrda~hea 
Zahlen und der Ideale (Leipzig und Berlin (Teuhner)~19~t81 (143 S,~, S. I$I. 

h) 0her IdeMe und Primideale in Idealklassen, Mathem~tisehe Zeitsehrift, 
(4918) ~S..5P~-154), S. 53 and 158. 

4) E: ]mndau. a ) Die Bedvutuag~der Pfei~ersehon bIethode fiir die anMytisehe 
~hlenthe~rie~ Sitzungsberiehte der K~iserlichan Akademie dot Wi~sensohaft6n m Wien, 
~them.-nat~rw.:,Klaase, 121, Abt:.IIa (I9121, S. 2195--2832. 

b) Uber die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate, Annali di Matematie$ puts 
ed applica.ta, III, 20 (t913), S. 1--28. 

c) ~ber die Gittvrpunkte .in ~inem Kreiss, Nachrichten yon dar KSnigliehen Ge- 
sellsohaft der Wissensch~f~en zu GSttingen, mathematiseh-physikalische Klasse, 

Erste Mitteilung, ~J~r~hrgang 1915, S, 148-160 
Zwe/te Mitte//ung~ Jahrgang I915, S. 161~Z7L 
d) Neue Untersuehungen fiber die Pfeiffersche Methode zur' Abseh~tzung yon 

(~itterpunktanzahlon, Sitzungsberiehte der Kaiserl. Akademiv der Wissenscha~ten in 
Wien, mathem.-naturw. Klasse, 12~, Abt. IIa (1915), S. 469-505. 

5) E, Pfeiffor, Uber die Periodizit~t in der Teilb~rkoit dvr Zahlen and fiber die 
Ver~eilung dot Klassen posi~i~rer quadra~ischer Formen auf ihre Determinan~en, 
J~hresberieh~ der Pfeiffersohen Lehr- und Erziehungsans~M~ zu Jer~a fiber das Sehul- 
jahr yon 0stem 1885 bis 0stern 1886, (18~6), S. t--21. 

e) E. Landau, Fal]no~e '~)~) I. c., S. 2198-2202; "2246~228~; S. 2~52. 
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Methode mit einem Fehler, der, und zwar gleichm~ig in p,  von der 

~r O(Vw logx)  ist; 

6. beim Gebiete u '  -,- Iv i < x fiir n ~ 2 durch Cauer ~) 1914 rait 

der Fehlerabsch~tzung O ~ ' ~  '~- ~)J mittels der Pfeiffersehen Ylethode; 
7. beim Bereiehe 

a o u I ~ a~ u ,  v ~ - . . . + a , ,  v _--<x, 

wobei die K o e f f i z i e n t e n  ct o, a~, . . . ,  a,, verschiedenen Bedingunge~a geniigen, 

dutch Cauer s) 1914 m i t  dem Restgliede 0 x ~-;~ , wieclerum mit te lsder  
Pfeifferschen Methode;  

8. bei dem Hyperbelsektor  o ~ v <i -Pu und a u  ~ - -  f l u v  ~-  ? v  ~ ~__ x 

(ez, fl, y, p und q sind positive ganze Zahlen) dutch Herrn I-Iammersteia ~) 

1919 mit  einem Fehler  der GrS~enorclnung 0(~/~-), ebenfalls mittels der 
Pfeiffersohen A b s c h ~ t s ~ n g s m e t h o d e .  

In meiner Dissertat ion x~ babe ieh die u 11) und die 
PfeifIe~sohe Methode vereinfach$ und angewand~ auf eine Klasse yon Be- 
reiohen, welohe die seohs oben erw~hnten Bereiche enth~lt;  diese Bereiehe 
werde ioh Voronoi-Pfeiffersohe Bereiehe ~) nennen und auf folgende Weise 
clsfmieren: Ein  VP.-Bereieh ist eine im Endliehen gelegene. Ptfnktmenge, 
wele2ae~ b % ~ n z t  wird y o n  einer aus n Streeken ~,, (n  ~ 0; ~ ----- 1, 2 . . . .  , n)  
und m kenvexen ~s) dordanbogen q,, (m ~ 0; f f -~  1, 2 , . . . ,  m) zusammen- 

~) D. Cauer, Neue Anwendungen der Pfeifferschen Methode zur Absoh~tzung 
zahlentheoretischcr Funktionen, Ino, uguraldisserta~ion, 55 S., G6ttingen (W. Ft. Kaestner) 
1914. 

s) D. Caner, Uber die ~feifferaehe Me,bode, ~[~th~ma~isehe Abha0a~lttmgea~, 
H~mann Amandos Sehwarz zu seinem fiinfzigji~hrigen Doktorjnbil~um am 6. August 
1914 gewidmet, Berlin (Julius Springer) 1914, S. 482-447. 

~) A. Hammerstein, Zwei Beitr~ge zur Zahlentheorie, In~,ugur~ldissert~tion, 76 S.; 
S. 3-4i9, G6ttingen (W. Ft.  JKaestner) 1919. 

~) J. G. van der Corput. a) Over roosterpun~en in he~ platte ~lak (De beteekenis 
van d~ methodex~ van Vorono~ en Pfeiffer), 128 S., Leiden (P,Noordhoff, Groningen) 1919. 

b) In der Abhandlung: Over definiete kwadratisohe vormen, Nieuw Arehief veer 
Wiskunde, 18, (1919) 8. 125--140 wird die. Pfeiffersehe M~hode ~.uf ein beliebiges 
mehrclimensionaIes Ellipsoid angewandt. 

:~) ~iermit is~ das yon Herrn Landa~ [Ful]note ~)a)1. % 8. 2205] ausgesproohene 
D~ideratnm erffillt: ,,Natiir]ieh wfirde ieh reich sehr freuen, wenn yon anderer Sei~e 
aueh die Anw~ndbsrkeit der Voronoi~e]xen Methode auf melne oder aaadere Probteme 
~tersueh~ wiirde." 

, ~) Abgekfirzt: VP.-Bereiehe. 
~s) Ein Jordsmbogen (.d~h. das.umkehrbar eindeutig ,~e~ig~ Bild ~ner Strecke) heiBe 

konvex, fMls er mit jeder Geraden hSehstens zwei versehledene Punkte gemeins~m hs~t. 
1" 
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gesetzten einfachen gesehlossenen Kurve, wobei die nachstehenden Be- 
dingungen A und B erfiillt sind: 

A. Jede Strecke 2~ sei entweder senkrecht zur u-Achse oder bilde 
mit dieser einen Winkel yon rationaler Tangerine. Die Gleichuug 
a,,u-{-b,v ~-c,, der Streeke ),~ werde dann, was eindeutig mSglich ist, so 
gesehrieben, dal~ die Koeffizienten a, und b,. ganzzahlig und teilerfremd 14) 
sind, und dal~ a~u ~ b~v < e,, ist fiir alle Innenpunkte des Bereiches in 
der Niihe eines beliebigen Innenpunktes der Streeke 2,.. 

]3. Jeder Jordanbogen o, babe einen gegebenen Richtungssinn und 
in iedem Punkte P eine, jedoeh nieht mehr als eine Tangente (d. h., dal~ 
in jedem Punkte P des Jordanbogens, mit Ausschlul~ seiner Endpunkte, 
die vordere und hintere Tangente zusammenfallen), wobei der Winkel ~, 
den diese Tangente mit der positiven u-Aehse bildet, sieh monoton uad 
stetig ~indert, wenn P sieh monotpn und stetig tiber o~ bewegt, und die 
Koordinaten yon P seien eindeutige differentiierbare 15) Funktionen u(v) 
und v(z) yon ~ (in dem yon z durcMaufenen Intervall) mit stetigen 

du(~) dv(~). 
Derivierten ~ und --~---, iniolgedessen besit~t der Bogen o eine L~inge s, 

die wit positiv reehnen im Sinne yon g, negativ im entgegengesetzten. 
In der Voraussetzung B ist v nut modulo 2 :~ bestimmt, weil negative 

Werte und Werte ~ 2 z nicht ausgeschlossen sind; aus der Konvexitii~t 
yon o~, geht aber hervor, dal~ die L~iaage des yon z durchlaufenen Interwdls 

2 ~ ist. Der Punkt P durehlaufe nnn den konvexen Jordanbogen a r, 
stetig und monoton. Die monotone und stetige Veriinderliche v ist dann 
bei dem gegebenen Richtungssinne der Kurve in allen PunkCen yon ~,, 
bestimmt, sobald sie in einem Punktr gegeben ist, so dab es geniigt, den 
Weft  yon z in einem Punkte von %, z.B. in einem der Endpunkte, fest- 
zulegen. Well die Koordinaten yon P eiadeutige Funktionen yon z sein 
sollen, ist streckenweises Konstantbleiben yon v ausgeschlossen; v nimrnt 
also bei der Bewegung yon P bestKndig zu oder bestiindig ab. 

Es sei jetzt in jedem Punkte _P yon a~ der Kriimmungsradius ~(r) 
ds.  definier~ dureh d-;' wegen Voraussetzung /3 und 

u'(~) = ~(z) cos ~, v'(~) = e(~) sin v 

ist p (~) eiae stetige Funktion yon �9 in dem yon �9 durehlaufenen Intervall. 
In meiner Dissertation beweise ieh einen sehr allgemeinen Satz fiber 

VP.-Bereiche, sowohl mit der Voror~o~schen als mit der Pfeit~erschen 
Methode, und leite dana aus diesem Satze alle bisher bekannten und viele 

14) Hierbei heille 0 teilerfremd zu 1 und -- i, abet nieht teilerfremd zu irgend- 
einer anderen ganzen Zahl. 

1~) In den Endpunkten nur einseitig. 
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| i f ' t iC I ; l i ' l~ , rp l | l l k l , l i } ) ' ; I  h.i l.. ': l l l l l~.,l l e l . , n e r  Btwl ,  i l 'ht .  &|L AIIJ |{f i l l  t|r } [e r l r l l  

l.and.m ~z.'l~' wh }m'r de. ]h.w~.is (lleses .qatze~ nach der Vonmoisebon 
%h,~i..I... wed die~e .Methode hi~her nut au( die unter 1. u.d '2. ge- 
n , i n u t , , n  (;eblete a.gewan,  h ++ urde. um dit.sel~ Beweis zu verstt-hen, braucht 
,l,'r l.++m.r j,.<l,m-h w~.,h.r d,,, V,~ro.,..~,'h,..~h'thtMe noch meine Di..~,rtation 
t.u kenr..n. Wed dec F<~rmuherun~ des Satzes ,.mige l)etinitionen voran. 
~,'t.'n mtu~e. ,  he. . ,"  . 'h  h . ' r  vorlaulig .~'h,)u ,'in ,.infa('h~.s Korollar. da .  
zwar vwl ~-,.niger tlel li,,~:t, a|a.r trotz.tem di,, m :2.. 7. u .d  8. er- 
wahnt, . .  Ergehniss," u,.l  auch ,lie iu :1. g,.ualmte Ilitt,.rpunkla|~schiitaun~ 
,I,.r glhl~se i l ,  al~ ,qpoziall,dl,. ,..thiill, . aml ich .  

E~ .~, G rh, ~:tem,.nt , ' i . , r  3[eny; t o .  l ' l~ . -Bere idw. ,  .reld, a man 
,,n, o~d,..ti.q den po~itir,'n X~zhh'n ~tord., 'n kann. m . l  es sei J" die dem 
b:l.me.t G ent.~l.'eche.de ZM, I. Falh dram die i .  obeustrl, ender De/i. 
. i / i ,m gena:mh,n Zahl,,n m. n. a. und b. beschrditkt aind ~d. h. al~col.t 
q e n o m m e n  mih.rhalb eim,r Hsten, c,m x u.abhfi.!ligen Schranke lieg~m ) 
,rod l, ei j,'d~n ,lord,~b,~,,n ,~,, der ahqolut 9rliffte Wert des Kriimm~mgs- 
radius O~ I z) bei .'achse.de., ," i4. da . .  i.~t die Anr der Gittertnudde 
im fim~'rn und ,m f  d,'m R, md,' d,'s ll,,reich~s 6t 

I,, dies,'r l~brmrl bezeichnet J ( G )  den bTd'rheninhall t,'o. G, i. die [.cling,# 
,t,,r ,~'trerke L .  m~d wir hat~n ge~ettt 

, r , c ~ t  ~ ,  - [ ~ , ]  - :,. 
Bev,,r ich dws~' gmh,itung sehliefle, mfeh te  ieh n o e h ' a e r r n  Landau 

danken fiir di~, grotl,. Fr~,uudlichkeit. dab er 1918 oin Manuskript yon 
meiner l land gelesen und .f i t  vt~.le,a wertvollen fll.d~m~den Winken und 
ausfiihrlichen l . i teraturant~al. , ,  v,.r~.hen hat. Diese yon mir sehr gs- 
~ h i t z t e n  Bemerkunge,~ bracht~,n reich dazu, meine Dissertation und die 
vorliege.de Xote giinzlich umzuarbeiten. Aueh bin ich Herin Landau sdu' 
verpflichtet flit eine Reihe yon Verbesserungen, die sr vor der Druak- 
ie~ng bei diesem Artikel angebmeht hat. 

Ehe wit nunmehr de. bier zu beweise.den Hauptssts tormuli~rtm, 
.,-i~.n ~.inig~ grkliirungen vorausgeschickt: 

Es sei O ein beliebiger VP.-Bercich and P ein bdiebiller Punkt. 
Fall,, P nioht einen gckpunkt yon O bildet, aetzea wit ~ ( G ,  P)== 1 , 0  
oder 1, je nachdem P innerhalb, auflerhalb oder aa~f dem Rande yon O 
liegt; bildet p einen Eckpunkt yon O and awar den 8~aein~ehaftlichen 
Pankt gweier geraden Randstrecken, dann VerlP~aen wit unter 2:~F)(G, P) 
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den zwischen 0 und 2:z enthaltenen Winkel, welcher yon diesen Rand- 
streeken eingeschlossen wird und in der Umgebung von P an derselben 
Seite dieser Strecken ]iegt wie G selbst; bildet P sehlieBlich einen anderen 
Eekpunkt yon G, so definieren wit O(G, P) auf iihnliche Weise, mit der 
Matlgabe, dat~ ein Jordanbogen a.,  der in Pende t ,  dutch die Tangente 
in B ersetzt wird. i u s  dieser Definition yon 0 (G, P) geht unmittelbar 
horror 

(2) o(G, P) = o(G1, P) + o(~_, p), 
wenn G in zwei VP.-Bereiehe G 1 und G~ zerlegt wird. 

Es bezeiehne A ( a )  die S u m m e Z  O (G, P) ,  ausgedehnt iiber alle 
Gitterptmkte P der Ebene, d. h. es sei A (G) die Anzahl der Gitterpunkte 
im Inhere and auf dem Reade des Gebietes G, falls Eclrpunkte mit einem 
bestimmten Betrage und andere Randpunkte mit �89 in Anschlag gebracht 
werden. Wegen (2) ist 

A (G) -= A ( G1) -t- A ( G~). 

Wird nun gl (c,,)-~ 0 odor y~(c,) gesetzt, je naehdem c,. ganz odor nieht 
ganz ist, and setzen wit welter 

L (a) - ' ~ '  U 5~) ~" 
*,=1 ~a v +b,, 

SO ist ebenfalls 
L( G)-:  L(Q1) + L(a.,). 

Denn beide Seiten enthalten ja dieselben Glieder aul3er den reohts auf- 
tretenden Beitrigen der im gemeinsehaftlichen Rande yon Q~ und G~ vor- 
kommenden Strecken, und die Beitrige soleh einer Streeke au + by ~ c 
zu L(G~) und'L(G~) sind (yon der Reihenfolge abgesehen) bzw. 

g~ (c) l und g~ ( -  c) l 
e j + b  = r  

weil G 1 and Ge an versehiedenen Seitea der Strecke liegen, und wegan 
gi (--  c) =- -- !71 (c) versehwindet der Beitrag dieser Streeke zu L (G~) -~L ( G. ). 

Wenn wit sehlielllich 

T(G)  = A (G) -- J'(G) + L(G) 
setzen, so ist auch 

T(G)--= T ( E ) +  T(G~), 

und hieraus folgt, falls G die algebraisehe Summe der endlieh vielen 
VP.-Bereiche G~, G~, . . .  ist, da~ T((7) die algebraisehe Summe yon 
~'(o,), ~(a~) . . . .  ist. 

Das Ziel dieser Note ist nun, mittels der Voronoisehen Methode 

folgenden Satz zu beweisen: 
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Es sei der VP.-Bereich G ~6) begrenzt yon einer Strecke parallel zur 
u-Aehse, yon zwei Strecken parallel zur v-Achse und yon einem Jordan- 
bogen ~, welcher der Voraussetzung B geni~gt, und wobei z das IntervaU 

(c'~, fl) ( ~  > fi > a ~ 0 )  durchldu]tl~). Wenn dann r eine Zahl bezeich- 
$ % 

net, die gr6fier ale (cotg a + 1) ~ und gr6]3er al8 der absolute Betray des 
Kri~mmungsradius ir~ ]edem Punkte yon a ist, so ist die Anzahl der 

Gitterpunkte au/ o kleiner ale 16r ~ tgfl  und 

T(G)  <106r~tgfl~s). 
Wit zerlegea den Beweis ia mehrere Teile. 

I. Es sei (7 zun~chs~ eia beliebiger VP.-Bereich. Es ist klar, dal~ 
G dutch die lineare Substitution 

wo e~,/7, 7, 0 ganz sind und a~ -- fir = =t= 1 ist, in einen VP.-Be~eieh 
transformiert wird, und da~ man die Gitterpunkte P vor der Transformation 
eineindeutig den Gitterpunkten 1 ~ naeh der Transformation zuordnea kann, 
Naeh der Definition yon O(G, P) ist damn O(G, P ) - ~  0((7, 2 ) ,  mit 
e~waiger Ausnahme der Eckpunk~e; aber jeden~alls ist 1 ~ O(G, P):>__O 
und 1 ~ O(G, P ) ~  0, so da] die Differenz zwlschen A ((7) und A (G) 
absolut genommen h6chstens gleich der Anzahl der Eel~punk~e yon Gis t .  
Die Streeke ~ mi~ der Gleizhung a,.u + b,.v ~- c~ wird durch die Substitu- 
tion transformier~ in die Strecke ),, mit der Gleichung 

Nach der Voraussetzung A sind die Koeffizienten a~ und b~ ganzzahlig und 
teilerfremd, whhrend fiir jeden Innenpunkt uo, v o yon G, der in der Um- 
gebung eines inneren Punktes der Strecke )~ ]iegt, a~ u o + b~ v o < c~ ist. 
Die Koeffizienten a~ a + b, y und a,, fl -~- b,, ~ sind aueh ganz und teiler- 
fremd; dean ein gemeinsamer Teller wiirde ebenfalls in 

~(a ,a  + b~ ~,) - ?(a~fl + b,,5)= • a~, 
und 

- - f l ( a , a  + b ~ , ) + a ( a , . f i  + b ~ ) =  •  

aufgehen. Wenn welter Uo, vo den trans{ormiertea ]Pankt zu uo, vo be- 
zeiehnet, so isr 

(a~a + b ~ ) ~  o + (a~fl + b,,~)~ o ::= a,.uo + b~ v o < e,,, 

x~) In den Figuren 1 und 3 stell* BCDE den Bereich G dar. 
x~) Die Ordinat~a'a und die Abszissen' der Pankte yon a slnd also eindea~ige 

Funktionen voneinander. 
~s) Man kann loicht die Koeffizienten 16 und 106 .~erkloinorn; dooh h~t dies 

keinen Zweok, 
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also 

, 

worln ~, die L~nge der Randstrecke ~. von (~ darstellt. 
Weil den Fl~eheninhalt des Dreieckes, welches den Koordinaten- 

ursprun$ Ms ~tpit~e und l, als Basis hat, durch unsere Substitution wegeu 
r -- fir = + 1 nicht veriindert wird, ist 

Va~+b~ ,z+b,,r) +(a.~+b ~)'~' 

also L ( G ) =  L(G), und mit Riicksieht auf J(G)= J(G) geht aus der 
Definition~gleichung Iiir T (6~) herren, daI~ der Unterschied zwisehen T (G) 

uud T (G-) gleich 4em Unterschiede zwi- 

D 

@ 

/] 
Fig. 1. 

schen A (G) und A (G), also absolut ge- 
nommen h6chstens gleieh der Anzahl 
den Eekpunl~ yon G [st. 

I[. Es bezdche G' jetz~ einen" V~.- 
B ereieh, den begrenzt "wlrcl yon e~ 
8~recke l~arallel ~.ur u-Aehse, yon zwei 
8trecken parallel zur v-Achse und yon 
einem Jordanbogen o, welcher der Vor- 
aussetzung B geniigt und wobei r > 0 

und < ~ ist; es stelle in Fig. 1 BCDE 
den Bereieh G dar. Falls (u o, ~s ), (~,, v~ ), 
(ul, v,) und (~o, re) die Koordinaten- 

paare bzw. yon B, O, D und E bezeichnen, und u 1 > no, v~ > v o > % ist, , 
wind (~ begrenzt yon dem Jordanbogen ED und yon den Strecken 

BO...--v=--%, OD... u=%, BE... --u=:-- uo; 

diese Gleichungen haben die Eigenschaft, dab fiir die Punkte innerhalb G 
d{e linke Seite kieiner ~Is die ~echte ~eit~ ist; also ist 

91(-v,).BO + g,(~,). OD 9, (--no). BE L(o)  

-- - gl (n). Be+ g;(%).oD - gl (no). BE, 

we BG, CD und BE die L~gen dez entsprechenden Strecken bezeichnen. 
Die Festsetzung ul > Uo and v~ > v~ > V s ist im vorstehenden nun der 
Be~uemliekkeit halber getrofs und die bier gegebene Beweisanordnung 
ist mutatis mutandis auch in den audezen Fs giiltig, 

L~ings des Jordanbogens DE ~ndert sich z monoton und ist 
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-f 
~ 0  und < : ~ ,  so dab die Linie u = - u  (u g a n z ; u ~ u o )  BC uad 

DE in zwei Punkten Q und S mit Ordinaten % und 9 schneider. Wit 
ersetzen nun ~ und ~ der Einfacbheit halber dutch u und v, so dai3 u 
und v die Koordinaten des Punktes S bezeiehnen und also eindeutige 
Faaktionen voneinander sind. Falls die etwaigen Gitterpunkte Q and 5' 
mit .~ in Anschlag gebracht werden, ist die Anzahl der Gitterpunkte auf 
der Strecke QS 

Vt  

r,~- Z 1 :QS-~-g~(v. ,)--g,  Lv)'"), 

wo QS die Lhnge der Strezke bedeutet. 

Wenn die obere Grenze yon v kleiner als ~ ist, so ist die Ordinate v 

yon S und also auch die Lhnge der Strecke Q S fiir u o ~ u ~ u  I eine 
eindeutige beschr~nkte differentiierbare Fuaktion der Abszisse u yon S mit 

dv einer stetigen Derivierten ~-~--~ tg~ ::> 0; falls aber v i m  Punkte D, bzw. 

E den Wert-~ hat, so ist die Lhnge yon Q S  zwar eine eindeutige be- 

schr~nkte Funktion yon u, aber die Funktion hat dann nur fiir u o ~ u <2 u~, 
bzw. ~ u o <: u ~ uz eine stetige ]:)erivierbe. 

Nach der Eulerschen Summenformel ist nun 

f f - 
t~ 2 

- J(G) -- L(G) -- g, (v~).BC,.-~-}g~ (u)dv 
?JO 

and 

~, ( ~ . ) ~ "  ~ ~ (v..,). ~ c  - ~, (~.,)(~, (~,)  - ~ ( n ) ) ,  
&]SO u = uo 

~:1 '~1 'V,a $ 

UI 

Der Beitrag zu~, 'r~ und zu A (G) yon einem nicht einen Eol~t/akt 
~----Y,O 

yon (7 bildenden Oitte~punkte innerhalb, auBerhalb oder a ~  dem "Rande 
yon (7 ist bzw. 1, 0 oder {; der Be.itrag eines etwaigen ~ti{~Ar~kakt~s 

~) In diesor Abhandlung werden fiir uo odor u~' 8a~ (u~ > d~iqi~ Oliedor in 
Yq 

__.~"f(u),  worin u = u~ odor ut i ~ ,  nur  ~mal 
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r 

(8). f q,(u)dv-a,(v: 

DeshaIb, und wegen ]9~ (u)l <: ~ 
"g  o ht  aus (8) sohliel~lioh hervor 

tg 1 

B,C,, D oder 1~ za.~'~',, ist{ und zu A(q )  respektive ~, ~ ~, ~ O(O, D) und 

O(O, B). H i ~ s ~  tolgt~, mit dem Zusatz, dal~ die reehten 8eiten um 
0 ( 0 ,  D ) -  �88 oder (und) 0(6/, E ) -  1 zu vermehren sind, wenn D oder 

f$1 

(and) E m i t  einem Gitterpunk~e zusammenfiiltt, A (G) = ~ , '  r~ und 

(4) 

t/ 
T(O)I <: ~, (u)d~ 

2s 

U ~ 0  

Dieae Beziehung bleibg giiltig, wenn G ersetzt wird durch den Be- 
reich 6r 1, der begrenz~ wird vom ffordanbogen D ~  und yon den zwei 
8treeken dutch E und D parallel bzw. zur u- und v-Achse; denn fiir 
ganzza/~iges B E  verschwindet, wio man sofort iibersieh~, die T-GrSBe des 
RechSeckes, yon welohem drei Eekpankte respektive mit  B,  C und E 
mxsammenfallen, so dab dana T(G~)=: T(BCD]~) ist. 

0 

Fig. 2. 

III. Ersetzt man ia II  den Jordan- 
bogon o duroh die Streoke D E  mi~ dez 
Oleichung au + bv~  e, wobei a und b ganz- 
zaMig und teilerfremd sind, .und a u  + b~ 
iiir die Punkte im Inne~n des Bereiches 
< c  ist, so stellt ,O das in Fig. 2 ge- 
zeiolmete rec:htw/nklige Trapez BODE dsr, 
dessen parallele Seitea parallel zur v-Achse 
sind. 

Wit setzen n~ln zun/iohst b ~ 0 vor- 
aus. Dana bleibt die Be~v~isanor~iaung die- 
selbe wie oben~ mit dot .Ausnahme, dal~ 

nan /,((7) und deshalb aueh T(G) ein Glied, n~imlieh 
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g 
mehr enth~lt; wegen v == e--au und dv  := -- ~ d u  mu~ in diesem Falle b 
die rechte Seite yon (3) erse$zt werden durch 

~ f ~(~)e~ ~ - ~(~.){ ~ (~) -- ~, (,~o)~ + {-~-/'~~ ~(~) -~'~'~, ~-~.~-~ 

Da nun, wie man leicht nachweist, 

und 

, - - - v -  g~ (c) - ~ - '  g, ~ ~ - - j  I = 

so ergibt sioh wegen b :> 1 

~ b  ~ 1 1<:1 (6) IT(G)I  <: + ~ - - } - b + ~ _ _ ~ l a l + 2 b ,  

und diese Ungleichung gilt auch f i i rb  < 0, welm man b durch t b I erset~t, 

Sie bieibg auch giiltig, wenn das Trapez in das Dreieck .BGD' ent- 
a i l ;  ~ falls B D '  uad E D  parallel sind; denn fiir ganzzahliges B E  finder 
man leioht die Beziehung T ( B D ' D E ) =  O, also 

T (BED') = T ( B e D  E). 

"Auf dieselbeAr~ iibersieht man, dal~ (6) aueh gilt, wean das Trapez 
in die Ditterenz der Dreiecke FG.D" und B F E "  en~artet, falls E " D "  
und B D  parallel sind; dean flit ganzes B " E  ist T (:E"D"DE) ~ O, weshalb 

T ( r C D " )  -- T ( B F E " )  = T ( B C D E ) .  

Ungleichung (6) ist ferner leioht zu iibe~tragen auf ein (vielleicht in 
ein Dreieck oder in die Differenz Yon zwei Dreieoken entartetes) Trapez G1, 
dessert Seiten 

2 . . . .  a~u+b~,v=-: c,, (~, -~ 1, 2, 3,4)  

(a, trod b~ ganzzahlig und teilerfremd) die Eigenschaft haben, dal~ i~ and ~ 
parallel sind und a~b~-  a~b~ ~ + 1 ist. Denn durch die linea~e-~ub-. 
stitution 

~=:a~uq--b~v,  ~ : - - - a l u + b l v ,  

wo~a~,b~,al,  b 1 gan~ sind und a.,.bl alb~-----=t=l ist, wir d Q1 t;rans- 
iomaiert in ein Trapez Gt, yon welchem eine Seite parallel zur u-Achse ist, 

zwei Seiten pax~Ilel zttr v-Aohse sind, wiihrend d~e vierte Seite die 
~l~iehmag 

(alb 8 -- a~b~)~a -- (a~b8 = asb~)~ ----- • ca 
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hat. Nach dem Vorhergehenden ist 

' T((~I) '  ~ ~ ~ l a ,  bs --  % b ,  j - 5  2 ]a~.b.%- asb., " 1, 

also wegen I 

l T (G,) [ <~ t T (d~) 1 -t- 4 =- ~ [ a, b a -- a s b, 1 -{- 6 1 ao 5 3 -- a.~ b e ]; 

denn, weil ~.~ und ~ nicht parallel sind, ist [ a s b ~ -  a ~ b 2 i ~  1. 

Es bezeichne nun weiter G,. ein Vieleck~-~ das begrenzt w~rd von 
den einander folgenden Seiten 

,~ . . . . .  a ~ u + b , v = c ~  ( n ~ 2 ;  ~ =  0, 1 , . . . , n )  

(a,. und b, ganzzahlig und teilerfremd), mit der Eigenschaft 

] a ,b  o - -  aob ~ ]--- [a~ b, - -  a~ b~ I - -  . . . .  ~a~b~_~ - -  an-~ b~ ] ----- 1 ~ ) .  

Zieht man durch den Schnittpunkt yon 2o and 2, die geraden Linien 
I P I " 

~ ,  ~ . . . .  , ~ - ~ ,  parallel bzw. zu ~ ,  ~.~, . . . ,  ~_~,  dann kann das Gebmt (7~ 
zerlegt @erden in die algebraische Summe der dureh ~)~z ~ 2'1, )~_l)., ~,+12~ 
(2 -~ ~, _~ n -- 2) und ) ~ _ s ~ - i  n begrenzten Trapeze, yon denen ei/)igs in 
ein Dreieck oder in die Differenz yon zwei Dreiecken entarten kSnnen 
(wie z. B. mit dem letzten Trapez stets der Fall ist). Nach dem Vorher- 
gehenden ist jedenfalls 

/ T i',)1 < oia b - a, I + i a:bo-- aob  I= + la..bo-- aob  1, 
i t a  b - .  [ T(2;-12~,L,+~,i '~)J~6ta,+~b,--a, .b~+~l--b~il  ,,+~ ,-~ a , _ l b , + ,  I 

und 

T ( ~ - ~ . - x ~ . ) I  ~_ 6 ia , ,b , , - ,  - -  a,~_, b,  1 q- i [ a . b . _ ~  - -  a , _ , b , ,  i 

---- 6 + ][anb,,_o. - -  a~_~b,  I, 
a l s o  

r t -1  
1 

(7) ] T (G~.). i .~ 6 n  + -~ ~ i a~+ib,._l --  a,._~b.+, :. 

IV. Es sei der VP.-Bereich G begrenzt vou" den zwei Streeken 
- a u ~ - b v - - - -  c und - -  a ' u - { - b ' v  = c', deren Koeffizienten a , b , a ' ,  b '  
positive ganze Zahlen sind mit der Eigenschafr a ' b - - a b ' ~ = f = l .  ( o' 

a l s o ~  ,. und yon einem Jordanbogen o, weleher der Bedingung B 
a a ~ 

geniigt, und bei welchem tgz in dem Intervalle ~ . . . ~  (inkl. Grenzen) 

ao) Unter Vieleck verstehe ich hier den Bereich, tier begrenzb wird yon eidem 
gesehlossenen, doppelpunktlosen Streckenzug (mit end[ich vielen Seiten). 

~z) [a 0b. --a ,  bo] braucht also nicht 1 zu sein. 
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liegt, und der absolute Betrag des Kriimmungsradius in jedem Punkte 
kleiner als eine bestimmte Konstante r ist. 

Durch die lineare Substitution 

: - : - - b '  a u  4- by, ~ a' u v, 

P b p _ ~ wo a, b, a ,  ganz sind und a'b  ab'  __+ 1 ist, transformieren wir G 
in einen VP.-Bereieh G, der begrerLzt wird von zwei Streeken parallel 
zu den Koordinatenachsen und yon einem Jordanbogen 8; wir bezeiehnen 
die Werte yon v, u, v, @, ~ in einem der Endpunkte yon o durch 
To, Uo, vo, uo, vo und in dem anderen dutch ~1, ul,  vl, ul, vl. 

a '  a 
Beim Beweise werden wit ~ >~-  voraussetzen, da wir den anderen 
a t a 

F a l l ~  < ~ nach derselben Methode behandeln k6nnen. Weiter setzen 

wit bequemlichkeitshalber T~ ~-To, @~ > i~ o und ~ > T o voraus. Nach I 
und (4) ist dann 

= , ,T (G)  i + 3 E ]  9 , ( '~ )d i ) ]+  d ~ + 4  2, 

und mit Riicksicht auf 

(8) d ~ : = - - a d u - l - b d v = b Q ( T ) c o s T ( t g T - - b ) d T  , 

findet man 

(9) < dtg  < = ' , - -  - -  
_ ~ -  b '  ~ b '  b b  '~ ' 
~ o  ro 

also 

weshalb 

(10) 

w o  

I T ( G ) ] <  gl + r -~ - - -~4~  �9 
_ 2bb '2 
~o 

Wegen u = bY ,-}- b ' g  ist 

b d v =  d u - -  b' d g  = 0(T) COST d~ -- b' dg ,  

b p 

r l  

i- 0 
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gesetzt ist. 

(10 )  absolut  =~,< a also 

. b '  1 
11)  I T ( G ) '  -< : w] + gb + __r___+_4 ~2 " 

2bb 'z 

Wit  fiihren nun 7. ein durch die Definit ion 

1 
r,, =: r o • :,. 

2b" r "~ 

.Wie sehon in ( 5 )  b e m e r k t  wurde, ist das letzt~ In tegra l  in 

r ( , ~ - ~ , )  r �89 
2b 4b ~" 

Fiir r~ > zl ist 
r, 2 

iWl < b- r d z =  

Fal ls  3, < r 1 ist, nennen wir ~ den zu r~_ gehSrenden W e r t  von ~; dann 
is t  w - -  w ' +  w",  wobei 

~2 

1 
w ' =  ~ f g l  ( ~ ) e  (z) c o s ~ d z  

ro 
1. 

wieder absolu t  ~ r'-'~ ist, wiihrend 
4b ~ 

w "  1 f = eos d  
r 2 

n a c h  (8)  den W e r t  
}$1 

1 rg  1 (~) da E 

b J  a 

hat. Da fiir zl ~ ~ > r,, die monotone positive Funktion 1 nieht 
-- -- " a 

grfBer als tg t -- ~- 
1 1 1 _--_ . . . .  1 < '1 = 2b..~r. 

t g r ~ - - t g t  o "2 = "2 

ro to 

i s t ,  erh~lt  m a  n naeh dem zwei ten Mit te lwer tsa tz  

2 b �89 r~ r �89 

8b 'a 4 b ~ '  

so daft i wl  in jedem ~ a l l e  <: r~) 
. -----2b ~ 

ist. Na~h (II) ist also sehlieBlieh 

( 1 2 )  
r } b '  1 
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und die Anzahl der Gitterpunkte auf a ist gleich der Anzahl der Gitter- 
punkte auf ~, also nach (9) hSchstens 

(13) Z 1  ~ f d~ +1 ~ '~b,:_,"~-1. 
~ u o  ~r 

V. Es bezeiehne G jetzt wiecler den in dem Hauptsatze genannten 
Bereieh, der z. B. die in den Figuren 1 und 3 ffir BGDE angegebene 
Form haben kann. 

Ordnet man die reduzierten Briiche, deren lqenner kleiner als r l  
sind, mit Zuziehung der uneigentliehen Briiche o, ~ in eine steigende 

t~ ~s  
Reihe und bezeichnet mit ~ und ~ irgend zwei unmittelbar aufeinander- 

folgende Glieder derselben, so hat man stets 

b:bb'>rl und a'b--b'a=l ~). 
Unter diesen Briiehen ist mindestens einer ~ tg fl, niimlieh [tg/~ + 1 } und 

wegen r~ > cotg a -% 1 mindestem ein yon o verschiedener ~ tg ~, niim- 

"eh 1 ~ .  :~eata~4_]], so daI~ wit aus der yon diesen Briichen gebildeten Reihe 

eineh Teil 
_~, a~, a~, . .  a~ ( n > l )  

~0 a t O,n - t am herausgreifen k6nnen, fiir den ~o --<: tga < ~ und ~ < tgfl < ~ ist, und 

diase Briiche geniigen fiir 1 < m <: n den Beziehungen 

amb~-l -a , , - lbm----1  und b m + b , a - l > r ~ .  
Wegen 

a t % ~ I ~0 

b, bo 
ist 

ao > 1 a~ 1 

a r  
und auf dieselbe Art beweist man ~ < 2 tgfl. Aus 

1 r- �89 tg fl > tg a > eotg a +~ > 
uud r > 1 folgt 

b~ < r l  < r~ tgfl 
und 

a = ~ - b , ~ < :  2 t g f l . r ~ <  2ritgfl. 

it) Vgl. z. B. P. Baohmann, Niedero Zahlenthoorio, 0raOer Tell (1902), S, 121--124; 
Teubner (Leipzig). 
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~'iihren wit die Zah|en a '  ' = ., = a , ~ _ i + a , .  und b,,,=b~_~-~b~, ftir 1 <:m ~ n  
ein, so ist b~ > r t ,  

? / (~4) 
und 

a~ und t g f l ~ - ~  setzen wit tgr,~--- 
b~ 

~'(" ) 
tg ~ = ~-  \~ > ~,~ > O; -~ > ~ > 0 , so erhalten wir 

b.  
I 

'to < cc ~ T ~  . < ~  < . . .  < r,,_~ <: r .  <: fl <:~. .  

und  

j D 

~ '  , 

F~..~. 
/] 

Wit nennen (siehe-Fig, 3 ) d i e  Puakte  
? ? 

auf o, in denen z die Werte ~1, v~ , . . . ,  z ,  
hat, bzw. S~, St  . . . . .  S ' ; 'we i te r  zieheu 
wit durcl~ E die Linie -- a o u -~ b o v-~ 
Koastaate und durch D die Linie 
-- a ,  u -~- b, v = Konstan~e und ziehen die 

�9 ? �9 

Tangen~en m den Punkten SI, S~ . . . .  , S , .  
Aus diese Weise ist G dargestellt als 
die algebraisehe Summe yon zwei Poly- 
gonen und einer Anzahl Segmente; bis- 
weilen, z. B. falls G den in Fig. 3 ge- 
zeielmeten Bereich B C D E  bezeiehnet, 
darf m~n den Ausdruck ,,algebraische 
Summe" schlechthiu dutch , ,Summe" 
ersetzen, Dutch eine Linie parallel zur  

v.Aohse zerteile man eins der PoIygone, n~mlich B C D t t E  in zwei 
Trapeze; dann is~ wegen (6)  

J T ( B C D H E ) t  < ~a o -~ 2b o ~ ~a~ ~- 2b .  

Aus (14) und ( 1 5 ) i o l g t ,  daft das andere Potygon, das wir G 1 nennen 
woIIen, uud das begrenzt wird yon ,~H,  D t t  uud den Tangenten, die  
in I I I  vorausgesetzten Bedingungen erFitnt, so da~ nach (7) 

- -  % b~ ) ~ ( a~ bl - -  a l  b ,  ) + -~  ( a, ,  b,, _ ~ a ,  b J T ( G , ) } < 6 . 2 n + ~ { ( a ~ b o  ' ' ' ' ' . . . .  - -  _ ,  

n ~ - - 1  , 
1 ?~ I ? J 

l ~ ( a ~ b ~ -  - -am l b m ) ~ - ~ ( a ~ §  ~ 1 2 n  -~-~ 1 - 
~J~t= 1 Yr,-----1 

wegen 
, , , , ~ b._~ bm+~ 

a,,,b,,,-1 -- a,~-~b,n ~ I, a~+~b,,, - -  a,~b,~+l --'-- 2 b,,, ~ b. 
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ist also 
n - - i  ~t--I  

' f ( a , ) '  z ~ 2  a ' ~ V  ~ .... ' ~ X ' % -  +'  . '  g n = - g  z-~ -~;.; 8 b., ' 

und weiI sowohl 1 ale b,.,_, __ b .. . .  ~ b~. and ebenso auch - ~ -  kleiner als 
b., b~ 

r�89 b~ ist, so erh~ilt man die Ungleiehung 

?/ 

5 t 
, T ( G . )  < 1 2 ~ r ' ~  I. 

Es bleiben nun noeh die 8egmente zwiscMn der Kurve o und den 
Paaren aufeinanderfolgender Seiten des Vieleckes G~ zu beriieksiehtigen. 
Man kann dieselben in zwei Gruppen einteilen, derart, dab jedes Segment 
der ersten Gruppe von a und yon den geraden Linien - -a , , ,u  ~ b,,,v 

= Konstante und -- a,~+lu  ~ b,~+lv ~- Kons~ante (n -- I ~ m ~ O) und 
jedes Segment der zweiten Gruppe yon v und yon den geraden Linien 

- -  a ~  u ~ b,, v ---- Konstante und - -  a~  u q-  b~ v = Konstante (n ~> m ~_~ 1 ). 
begren~t wird. Bei jedem Segment der ersten Gruppe ist ,~+x ___ v :> v~, 
so ds die zu diesem Segmente'gehSrige T-Gr61]e nach (12) absolut 
kleiner ist als 

r ~ bm+bm+l r " 1 (1 2 1 1 ) r  ~ 3 r  ~ 

mad da man dies fiir die Segmente der zweiten Gruppe auf dieselbe ArC 
beweist, finder man somit 

n 
5 ~.8 8 1 1 I r(G)f < + o4+S ) 

n 
1 ~ 1 ----- 9r~tg/~ ~- 2 4 ~ r ~ - - .  

m=0 b~ 
d~ m 

Wegen ~ < 2 tgfl und b ,  < r~ ist nun welter 

also schlieB]ieh 

I T ( G )  I <: (9 + . 2 4 ~ x l ) r t t g f l  ~ 106 r i t g ~ .  
Mathematilche A ~ n a l e n .  L X X X . L  

2 1  < 2 tgp Z - 
a ~ l  b = l  

2, 
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Diese Ungleichung is~ nun erst bewiesen fiir den Fall a < ~ and fl ~ v~, 
abet, die Beweisanordntmg bleibt dieselbe flit die anderen Fiille; diese sind 

' ? ,  P t a < ~' und /~ . . . .  K ~., a ~ ~I und ~ > ~;  a > ~ und /~ < T.. Im letzten 
f r 

Falle z. B. fallen die Punkte ~ und S~ weg. Ziehen wit dann durch E 
f ! 

-- ' u  + bl v =~ Konstante und -- a ' u  4- b, v = Kon- mad D die Linien a~ 
stante, s6 ist nach (6) 

1 , ~ t I T(BODHE){ < ~a~ + ~a,, + .bl  + 2b'n 

= ~ (ao -k- a, -k- a._x + a.) -~ 2 (bo + b~ + bn-t + b.) < 9 r k tg~, 

w~duend die Ungleichungen ~ alas zweite Polygon und fiir die Segmente 
(die zwei verschwundenen Segmente natiirlich aul~er Betracht gelassen) 
a foztiori gelten. Hiermit ist die Ungleichung in vollem Umfang bewiesen. 

Nach der Sehlul~formel yon IV (For~nel 13) ist die Anzahl der Gitter- 
punkte auf einem zur ersten Gruppe geh6renden Segment yon ~ h~chstens 

. _ _ ~  2r { + _  1< 

mi~ demselben Ergebnis bei dem zu den Segmenten zweiter Gmppe ge- 
�9 hSrlgen Segment, so da/~ die Anzahl aller Gitterpunkte auf dem in 2 n ,  

2 ~ -  1 oder 2n  -- 2 Teile zerlegten Jordaabogen a, kleiner is~ Ms 

4 r157A ~=~b~ <: 1 6 r '  tg/L 

Da ]~t~t der 8atz in alien Teilen bewiesen ist, bleibt uns a u r  
noch iibrig, das in. der Einleitung erw~ihnte Korollar aus diesem Satze 
abzuleiten. Es bezeiclme daher G den in dem Korollar genannten Bereich. 
Wenn man die AnzaM der Gitterpunkte, welche auf den Randsegmenten 2~ 
und o~ yon G liegen, jedoch nicht einen Eclrpunkt yon G bilden, bzw. 
B(L,) mad B(at, ) nennt, kommt es nur darauf an zu beweisen, da~ 

Es ist ja 

A(G) §  ~ ( , ) +  ~ B ( o . )  
v=l p=l 

di~ Anzahl der Gitterpunk~e im Innern und auf dem Rande des Berdches G, 
lal|~ die einen Eckpun~ bfldenden Gitterpunk~ mit dnem best~mmi~en 
Betrage ~ 0 und <: l in Anschlag gebracht werden; die Anzahl der Eck- 
p,m~-~e yon G ist beschr~n~,, so da~, wenn die Beziehungen (16) gelten, 
die Anzahl de~ Git~erpunkte auf dem Rande und innerhalb G 
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~t ~b 

ist. Fiir nieht .ganzes c, ist B(~)-----O und W(c,,)=g~(c~), m~d fiir 

ganz~s c,. is~ der Untersehied zwisehen B(2,,) und Va: + b~ hSehstens 1 und 

~, so dal~ dann die Anzahl der Gitterpunkte im Innern 
und auf dem Rande des Bereiches 

a(a)-Z 
ist. 

Beim Beweise der Beziehungen (16) diirfen wir noch voraussetzen, 
dai~ G die in den Figuren 1 mud 3 tiir .BCDE angegebene Form hat, 
d.h.  dag G begrenzt wird yon zwei Streeken parallel zur V-Achse, yon 
einer Strecke parallel zur U-Achse und von einem Jordanbogen o, welcher 

der Bedingung B geniigt, und wobei v das Intervall (a, fl) (4 > fl > a ~> O) 

durehliiuft; sonst kann man ja den Bereich mittels einer besehr~nl~en 
Anzahl Streeken. paralle! zu den Koordinatenachsen zerlegen in eine be- 
sehri~nkte hnzahl VP.-Bereiche, welche nach etwaiger Umkehrung oder 
(bzw. und) Vertauschung der Koordinatenachsen diesen Bedingungeu ge- 
niigen und in eine beschrhnkte Anzahl rechtwinldiger Trapeze, der Art, da~ 
yon jedem Trapeze drei Seiten parallel zu den Koordinatenaehsen sind und 
die vierte Seite eine der Strecken Jl, ist, so daI~ die zu diesem Trapeze 
gehSrige T-Griil~e nach (6) einen beschr~inkten Weft hat. 

Aul3erdem diirfen wit uns noch besehr~nken auf die F~lle cotg a ~ ~/~ 

und cotgfl ~ ~'x; denn, falls cotga > ~ x  > cotgfl ist, kSnnen wir G in 
zwei VP.-Bereiehe zerteilen, indem wit parallel zur V-Aehse eine Streeke 

ziehen dutch den Punkt auf o, in welehem cotg~-----l~x ist, undjeder 
dieser Bereiche geniigt der ersten ode r  der zweiten Bedingung. 

Ist  cotgfl _~/~-, und bezeielmen uo, v o und ul ,  % die Koordinaten- 
paare der Endpunkte yon o, so ist flit u~ > u o die hnzahl B~a) der yon 
den beiden Endpunkten des Bogens a verschiedenen Gi~terpunlr~ a u f a  
kleiner als 

fdu+ 1 = fe (~ )  cos~d, + 1 = f o ( v ~ ) d ~ +  1 
a a 

- -  o ( + 1 = o ( tg + o ( , 
2* 
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und nach (4) ist dsnn 

worin das Sehlailglied hSchstens 

ist. 

Is~ jedoeh co tga<~/~ ,  also (cotga+l)'~O(i/x), so folgen die 
Beziehungen (16) unmittelbar aus dem oSen bewiesenen Sa.tze, wenn man 
darin r = O ( 1 / x )  and tgf l=<l  setzt. 

( Angenommen Dezember 1919.) 


