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A. Einleitung.

A,I. Historisches iiber das Unifgrmisierungsproblem , insbesondere
die Methode der Uberlagerungsfliche.

Unter dem Problem der Uniformisierung einer durch eine beliebige
analytische Funktion y(z) definierten analytischen Kurve (x, y) versteht
man das Problem der Auffindung einer von z oder, was auf dasselbe
hinauskorimt, von y abhingenden analytisch zu erklarenden Hilfsver-
dnderlichen ¢, welche so beschaffen ist, daB #(¢) und y(¢) eindeutige ana-
lytische Funktionen sind, wihrend y(z) selbst, allgemein zu reden, eine
unendlich-vieldeutige Funktion von z ist.

Die Idee der Uniformisierung entwickelte sich in organischem Zu-
sammenhang mit der Theorie der automorphen Funktionen, welche, vor-
bereitet durch klassische Untersuchungen von Riemann, Schwarz, Her-
mite, Schottky, Klein, Fuchs, zu Anfang der achtziger Jahre des
verflossenen Jahrhunderts durch Klein*) und Poincaré*¥) ihre syste-
matische Begriindung fand. *¥¥)

Mit Riicksicht auf die zentrale Stellung der Uniformisierungstheoreme
innerhalb der Klein-Poincaréschen Theorie wurden dieselben von Herrn
Kleint) als , Fundamentaltheoreme“ bezeichnet.

Was die verschiedenen Methoden anbetrifft, deren man sich zum Be-

* F. Klein: ,Uber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in
gich“. Math, Annalen Bd. 19, 1882, pag. 565—568.

Derselbe: ,,Zweite Mitteilung'*. Math. Annalen Bd. 20, 1882, pag. 48—51.

Derselbe: ,,Neue Beitrige zur Riemannschen Funktionentheorie. Math. Annalen
Bd. 21, 1883 p. 141—218. Erschienen 15. I. 1883, datiert vom 2. X. 1882.

*) H. Poincaré: Comptes Rendus de I’Académie des Sciences t. 92 (1881, I)
pag. 333, 895, 551, 859, 957, 1198, 1274, 1335, 1484, t. 93 (1881, II) pag. 44, 188, 301,
581, £. 94 (1882, I) pag. 163, 840, 1038, 1166, 1402.

Derselbe: Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions
linéaires. Math. Ann. Bd. 19, pag. 5658—564.

Derselbe: ,,Theorie des groupes fuchsiens®. Acta Math. t. I, 1882, p.1—62,

Derselbe: , Mémoire sur les fonctions fuchsiennes*. Acta Math. t. I, 1882,
pag. 193—294. ‘

Derselbe: ,,Mémoire sur les groupes kleinéens. Acta Math. t. IIT, 1883, p. 49—92.

Derselbe: ,Sur les groupes des équations lindaires. Aecta Math. t. IV, 1884,
pag. 201—312.

Derselbe: ,Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes“. Acta Math. t. V, 1884,
pag. 209—278.

#&%) Ich verweise auch auf die groBziigige Darstellung in Fricke-Klein: ,Vor-
lesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen Leipzig, Teubner, 1897
und 1901. Die zweite Lieferung des zweiten Bandes steht noch aus.

1) Math. Annalen Bd. 21, L ec.
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weise der Uniformisierungstheoreme in mehr oder weniger weitem Um-
fange bedient hat, so wiirde ein niheres kritisches Eingehen auf dieselben
uns hier zu weit fiilhren. Ich begntige mich vielmehr an dieser Stelle mit
einigen Bemerkungen iiber die im folgenden anzuwendende Methode, welche
ich kurz als Methode der Uberlagerungsfliche bezeichnen will. Durch diese
Methode werden im Prinzip tatsichlich alle iiberhaupt méglichen Uni-
formisierungstheoreme umfaft.

Soviel mir bekannt ist, geht die Idee dieser Methode urspriinglich
auf miindliche AuBerungen von Schwarz zurtick. In der Literatur findet
sie sich zuerst bei Poincaré®), welcher im Zusammenhang mit dieser
Methode das Uniformisierungsproblem in bedeutsamer Weise generalisierte,
indem er an Stelle einer algebraischen Kurve eine beliebige analytische
Kurve treten lieB, allerdings ohne die betreffenden Fragen damals zum
AbschluB bringen zu konnen.**) Die vollstindige Klirung und Erledigung
dieses allgemeinen Problems ist erst in neuester Zeit gelungen, woriiber
sogleich berichtet werden wird.

Bei der Methode der Uberlagerungsfliche wird das Uniformisierungs-
problem in zwei Probleme zerlegt, ein Problem der Analysis situs, nimlich
das Problem der Konstruktion der zu der gesuchten Uniformisierungs-
transzendenten £(z, y) gehdrenden Riemannschen Fliche ®, und ein Problem
der konformen Abbildung, nimlich das der umkehrbar eindeutigen kon-
formen Abbildung der Fliche & auf ein einblittriges im allgemeinsten
Falle unendlich-vielfach susammenhingendes Gebiet.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall einer eimfach cusammen-
hiingenden Fliche ®, welcher tibrigens fiir die zu uniformisierende Kurve
(x, y) selbst keine Beschrinkung voraussetzt. In diesem Falle handelt
es sich um den Nachweis des folgenden Abbildungssatzes: Jede einfach
zusammenhingende endlich- oder wnendlich-vielbliitirige nur vom inneren
Punkten gebildet zu denkende Riemamnsche Fliche™*¥) 1aft sich wmkehrbor
eindeutig und konform entweder auf die schlichte (d. ¢. enbldtirig vorsu-
stellende) Fliiche eines endlichen Kreises oder auf die schlichte ganze Ebene

* Poincaré: ,Sur un théoréme de la théorie générale des fonctions". Bulletin
de la société mathématique de France, t. XI, 1883.

*) 8. auch Hilberts Pariser Vortrag, 1900: ,,Mathematische Probleme®. Gott.
Nachr. 1900, pag. 258 ff. oder Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd.1. Man
lese insbesondere den Abschnitt: ,Uniformisierung analytischer Beziehungen mittelst
automorpher Funktionen®.

*) Die Fliche kann auch als Fliche im Raume oder tiberhaupt als eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben gedacht werden. Wesentlich ist nur, daB
allein die imneren Punkte als zur Mannigfaltigkeit gehorig betrachtet werden, das
gind die Punkte, um welche herum eine zweidimensionale konform auf eine Kreis-
fliche iibertragbare Umgebung angegeben werden kann.

10*
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exkl. des unendlich fernen Punktes (d. 1. eine Kreisfliche mit unendlich
groPem Radius) oder auf die schlichte ganze Ebene inkl. des umendlich
fernen Punkies abbilden.

Der letzte in dem Satze erwihnte Fall, in welchem die gegebene
Fliche speziell eine geschlossene Fliche vom Geschlecht Nwll sein mubB,
wurde bereits 1870 durch Schwarz¥) erledigt. Was die viel allgemeinere
Frage mach der konformen Abbildung beliebiger ungeschlossener einfach
zusammenbingender Flichen anbetrifft, so dienten auch fiir diese Frage
die Riemann-Schwarzschen Entwickelungen betreffend die Abbildung
ungeschlossener einfach zusammenhingender Flichen mit geschlossener
Begrenzungslinie als Grundlage. Poincaré bewies 1883 (Bull. t. XIL ¢),
daf jede einfach zusammenhingende endlich- oder unendlich-vielblattrige
Riemannsche Fliche, welche mindestens drei voneinander verschiedene
Punkte der Ebene unbedeckt 1iBt, auf ein schlichtes Gebiet innerhalb
des Einheitskreises abgebildet werden kann. Nachdem weiterhin, doch
erst in neuerer Zeit Osgood*¥), Brodén***), Johanssont) das Ab-
bildungsproblem in speziellen Fallen gefordert hatten, wurde im Jahre 1907
die vollstindige Erledigung desselben gegeben durch Herrn Poincaré+y)
und durch den Verfasser der vorliegenden Abhandlung+) nach verschie-
denen Methoden. Weitere vollstindige Beweise des allgemeinen Abbildungs-

- B’H. A. Schwarz: ,Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung
% %

g-a—;—,-+ 5-?-/—5= 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen“. Berl.
Monatsber. 1870. Ges. Abh. Bd. IL

*) Osgood: On the existence of the Greens fonction for the most general
simply connected plane region.*. Am. Trans. 1900.

***) Brodén: ,Bemerkungen {iber die Uniformisierung analytischer Funktionen®.
Lund, Berlingsche Druckerei, 1905.

+) Johansson: ,Uber die Uniformisierung Riemannscher Flichen mit endlicher
Anzahl Windungspunkte®. Act. Soc. Fenn., t. 33, 1906.

Derselbe: ,Ein Satz iiber die konforme Abbildung einfach zusammenhingender
Flichen auf den Einheitskreis®. Math. Ann. Bd. 62, 1906.

Derselbe: ,Beweis der Existenz linear polymorpher Funktionen vom Grenzkreis-
typus auf Riemannschen Flichen*. Math. Ann. Bd. 62, 1906.

Die zuletzt erwihnte Abhandlung ist jedoch nur zum Teil einwandfrei; denn
die auf pag.191 des Bandes sich findende fiir Johansson zur Erlangung des von ihm
in dieser Arbeit angestrebten Hauptresultats wesentliche Behauptung ,Jede auf ¢(p, 0)
unverzweigte Funktion ist nun ersichtlich auch auf o (p-1, 0) unverzweigt ist un-
richtig, ein Einwand, zu welchem auch Herr Johansson seine Zustimmung gegeben hat.

+1) Poincaré: ,Sur l'uniformisation des fonctions analytiques. Acta Math.
t. XXXI, pag. 163, insbesondere pag. 46—63. Die bereits im Mirz 1907 gedruckte
Arbeit erschien erst im November 1907,

+41) Koebe: ,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven®, Goté.
Nachr,, 12. Mai 1907, pag. 191—210.

Eine Darstellung dieses meines ersten Beweises findet man auch bei Fubini
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satzes enthalten die auf dieser Seite unter {+1) zitierten Arbeiten VI und IX,
sowie implizite die vorliegende Abhandlung. Letzterer Beweis stellt eine
namentlich durch die vollstindige Vermeidung des Harnackschen Satzes
iber positive Potentiale charakterisierte Vervellkommnung, wenn auch
vielleicht nicht gedankliche Vereinfachung meines ersten in III gegebenen
Beweises dar. In IX ist die Ausdehnung auf den oben erwihnten allge-
meinsten Fall des Uniformisierungsproblems gegeben, wobei die auf einen
schlichten Bereich abzubildende Fliche unendlich-vielfach susammenhingend
ist. Fiir diesen allgemeinen Beweis ist namentlich die Heranziehung ge-
wisser von Herrn Hilbert in seiner Abhandlung ,Uber das Dirichletsche
Prinzip“ und in seiner vierten Mitteilung zur Theorie der Integralglei-
chungen beniitzter Gedankengiinge charakteristisch.

nlntroduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe“ (Pisa,
Spoerri, 1908).

Tch beniitze diese Gelegenheit, um meine siimtlichen bisherigen Publikationen
iiber Uniformisierung bezw. konforme Abbildung zusammenzustellen. Ich numeriere
dieselben, ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge entsprechend, um im Laufe der vorliegen-
den Abhandlung kiirzer zitieren zu konnen.

I ,Uber konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender ebener Bereiche,
insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisen gebildet wird*. Vortrag,
gehalten auf der Naturforscherversammlung in Meran, September 1905. Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1906, pag. 142—153.

II. ,,Uber konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender ebener Bereiche‘.
Vortrag, gehalten auf der Naturforscherversammlung in Stuttgart, September 1908.
Jahresbericht der D. M.-V. 1907, pag. 116—130.

II. ,Uber die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven'. Gbott. Nachr.,
9. Miirz 1907, pag 177—190.

IV. ,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“. (Erste Mit-
teilung.) Gott. Nachr,, 12. Mai 1907, pag. 191—210.

V. ,,Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven‘. Gott. Nachr., 6. Juli 1907,
pag. 410—414.

VI. ,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Zweite Mit-
teilung.)* Gott. Nachr., 23. November 1907, pag. 633—669.

VII. ,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. (Imaginire Sub-
stitutionsgruppen.) (Voranzeige.) Mitteilung eines Grenziibergangs durch iterierendes
Verfabhren.* Gott. Nachr., 22. Februar 1908, pag. 112—1186.

VI ,Uber ein allgemeines Uniformisierungsprinzip*. Vortrag, gehalten auf
dem internationalen Mathematikerkongref in Rom, April 1908. (Noch nicht erschienen.)

IX. ,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Dritte Mit-
teilung.)* Gott., Nachr., 11. Juli 1908, pag. 337—858.

X. ,JKonforme Abbildung der Oberfliche einer von endlich vielen reguliiren ana-
lytischen Flichenstiicken gebildeten kdrperlichen Ecke auf die schlichte ebene Fliéiche
eines Kreises*. Gott. Nachr., 19. Dezember 1908, pag. 359—360.

XI. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funk-
tionen mit imaginiirer Substitutionsgruppet’. Gott. Nachr., 20. Febr. 1909, pag. 68 folg.

XII. ,Sur un principe général d'uniformisation. Comptes Rendus, 29. mars 1909.
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A,Il. Inhalt der vorliegenden Abhandlung.

In der vorliegenden Abhandlung ist das Streben nach einer moglichst
allseitig independenten Darstellung maBgebend gewesen.

Wir schlieBen die folgenden Bemerkungen iiber den Inhalt derselben
an das Verzeichnis pag. 145 an.

In B wird der allgemeine Begriff der zu einer algebraischen Kurve
(z,y) gehtrenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen ¢ defi-
niert und die Natur der moglichen relativen Verzweigungssingularititen
der Funktion t(z, y), relativ zur Riemannschen Fliche F' der Funktion
y(x), untersucht.

In C werden alle diejenigen zu algebraischen Kurven gehérenden
linear polymorphen uniformisierenden Variablen bestimmit, bei welchen
das Wertegebiet der Variablen { entweder durch die ganze Ebene inkl
oder durch die ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes gebildet
wird. Die uniformisierenden Funktionen z(¢) und y(¢) sind im Falle der
ganzen Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes rationale Funktionen
von ¢, im Falle der ganzen Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes
rationale Funktionen einer und derselben Exponentialfunktion von ¢ oder
einer und derselben elliptischen @-Funktion und deren Ableitung.

Die Untersuchungen des Abschnitts C werden in D und E (pag. 180
bezw. 222) vorausgesetzt und bilden iiberhaupt eine organische Erghinzung
der in D und E gegebenen Hauptuntersuchung.

In dem Abschnitte D (erster (analytischer) Hauptteil) wird das Problem
in Angriff genommen, alle zu einer gegebenen algebraischen Kurve (z, y)
gehdrenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen ¢ zu bestimmen,
fir welche die Substitutionsgruppe reell ist oder, anders ausgedriickt, fiir
welche jede einzelne zwischen zwei relativen Zweigen der Funktion ¢(z, y)
bestehende lineare Substitution eine Substitution mit lauter reellen Koef-
fizienten ist, wobei die Koeffizientendeterminante positiv oder negativ sein
kann. Der Abschnitt D gibt eine Analyse, als deren Resultat die Indi-
vidualisierung der einzelnen zur gesuchten Klasse gehorenden Transzen-
denten #(#, y) erscheint. In D,I wird zunichst bewiesen, daB das Werte-
gebiet einer ‘einzelnen Variablen ¢ der Klasse entweder die ganze obere
Halbebene®) und nur diese (erster Typus) oder die ganze Ebene exkl.,
allgemein zu reden, unendlich viele Punkte der Achse des Reellen (zeweiter
Typus) ausfillt. In D,II wird dann gezeigt, dab eine GroBe ¢ des ersten
Typus als GroBe der gesuchten Klasse vollstindig individualisiert wird
durch die Angabe der relativen Verzweigungspunkte der Funktion t(z, y)

*) Halbebene oberbalb der Achse des Reellen.
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mit den zugehtrenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung, daf
ferner eine Grife ¢ des zweiten Typus als GroBe der Klasse vollstindig
individualisiert wird durch Angabe derjenigen teils geschlossenen, teils
ungeschlossenen Linienziige auf ' (Riemannsche Fliche der Funktion y(x)),
lings welchen die Funktion ¢(z, y) reell ist, (Realititsziige), sowie die
Angabe aller relativen Verzweigungsstellen der Funktion ¢(z, y) mit den
zugehdrenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung. Die Gesamtheit
der eine einzelne GréBe ¢ charakterisierenden Bestimmungsstiicke bildet
die charakteristische Signatur der betreffenden uniformisierenden Variablen.

Die in der Signatur vorkommenden Bestimmungsstiicke kénnen nicht
willkiirlich gegeben werden.

Im Falle einer GroBe # des ersten Typus existieren gewisse Aus-
nahmesignaturen, welche durch die in B und C angestellten Untersuchungen
geliefert werden, indem nimlich jede der dort gefundenen Funktionen (z, )
eine gewisse relative Verzweigung besitzt. Diesen Ausnahmesignaturen
kann sicher keine linear polymorphe uniformisierende Variable des ersten
Typus entsprechen.

Im Falle einer GrofBe ¢ des zweiten Typus ergeben sich fiir die ein-
zelnen Bestimmungsstiicke der Signatur folgende Bedingungen. Die Kurve
(z, y) selbst muB sich birational in eine reelle Kurve transformieren lassen,
welche auch wirklich reelle Ziige besitzt. Das System der in der Signatur
vorkommenden oben definierten Realitiitsziige muB dabei in das System
der reellen Ziige transformiert werden, ohne jedoch dieselben vollstindig
erschopfen zu miissen. Ein einzelner Realititszug wird vielmehr nach der
Transformation entweder einen vollstindigen reellen Zug liefern oder nur
ein Stiick eines solchen reellen Zuges. Die Realitétsziige sind jedenfalls nur
in endlicher Anzahl vorhanden. Was die in der Sigmatur vorkommenden
relativen Verzweigungspunkte und Ordnungszahlen der Verzweigung der
Funktion f(x, y) anbetrifft, so erscheinen dieselben nach der Transforma-
tion konjugiert symmetrisch angeordnet, wobei ein solcher Verzweigungs-
punkt auch sich selbst symmetrisch entsprechen kann, in welch letzterem
Falle er eben auf einem reellen Zuge liegt. Niemals liegt jedoch ein
relativer Verzweigungspunkt innerhalb eines Realititszuges. Ist anderer-
seits ein Realititszug ungeschlossen, so sind stets die beiden Endpunkte
desselben relative Verzweigungspunkte und zwar von der ersten Ordnung.

Man iibersieht jetzt, wie im Falle einer uniformisierenden Variablen
des zweiten Typus die Signatur zu geben ist. Man hat dabei von vorn-
herein eine solche Kurve (z, y) anzunehmen, welche sich durch birationale
Transformation in eine reelle Gestalt (mit reellen Ziigen) setzen 1aBt,
wobei, beiliufig erwiihnt, bekanntlich der Fall eintreten kann, daf eine
und dieselbe Kurve (x, y) mehrere wesentlich verschiedene reelle Gestalten
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besitzt, d. s. solche reelle Gestalten, deren keine zwei durch eine reelle
birationale Transformation zusammenhingen. Bei der Betrachtung einer
einzelnen uniformisierenden Variablen des zweiten Typus werden wir dem-
entsprechend zweckmiBig direkt eine reelle algebraische Kurve mit reellen
Zigen zugrunde legen.

In X (zweiter (synthetischer) Hauptteil) handelt es sich nun weiter
darum, die Existenz der zu einer gegebenen Signatur gehorenden uniformi-
sierenden Variablen des ersten bezw. zweiten Typus wirklich darzutun.
Die einzelne Signatur muf dabei den in D gefundenen notwendigen Be-
dingungen geniigen, die eben durch die Untersuchungen des Abschnitts B
auch als hinreichend erkannt werden.

Wir bedienen uns zum Existenzbeweise der Methode der Uberlagerungs-
fléiche.

Nachdem in E,1 dem Grundgedanken der Methode der Uberlagerungs-
fiiche entsprechend jedes einzelne Problem in ein Problem der Analysis
gitus und ein Problem der konformen Abbildung zerlegt ist, werden in
E, II die Analysis-situs-Probleme und in E, III die Abbildungsprobleme
behandelt.

Die in E,II zu konstruierende, unendlich-vielblittrige Riemannsche
Fliche einer gesuchten Einzeltranszendenten #¢(z, y) ist, je nachdem die
gesuchte Grofe ¢ dem ersten oder zweiten Typus angehdrt, eine einfach
zusammenhingende oder eine aus zwei zueinander symmetrischen einfach
zusammenhingenden Hilften gebildete i a. wmendlich- vielfach-zusammen-
héangende Fliche. Im letzteren Falle konnen wir wegen der Symmetrie die
Betrachtung auf eine der einfach zusammenhingenden Hilften beschrinken.

Was die explizite Konstruktion der erwéhnten einfach zusammen-
hingenden Uberlagerungsfliichen anbetrifft, so habe ich darauf Gewicht
gelegt, diese Analysis-gitus-Probleme streng als solche zu behandeln, wobei
zugleich gewisse am Schlusse von E, III anzuwendende Abschitzungsformeln
hergeleitet werden.

Bei der Behandlung der Abbildungsprobleme in E, III, welche die
konforme Abbildung der in E,II gefundenen einfach zusammenhingenden
Uberlagerungsfiichen auf die schlichte Fliche einer Halbebene fordern,
ist die Idee folgende. Es wird die zu der betreffonden Uberlagerungs-
fliche gehtrende in einem Punkte logarithmisch unendlich werdende
Greensche Funktion als Grenzfunktion der zu den N#herungsflichen ge-
horenden Greenschen Funktionen konstruiert. Wir erledigen zunichst die
Fille, in welchen die uniformisierende Variable eine Variable des zweiten
Typus wird. In diesen Fillen gelingt es eine Majorante aufzustellen,
welche ich bereits in einer friheren Note (III) angegeben habe. In den
Fillen hingegen, in welchen die uniformisierende Variable eine solche vom
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ersten Typus wird, verfahren wir indirekt, indem wir den Durchgang
durch den allgemeinen pag. 147 unten genannten Abbildungssatz tiber
einfach zusammenhingende Bereiche nehmen; (beziiglich des hier gegebenen
Beweises dieses allgemeinen Satzes verweise ich auf die betreffenden Be-
merkungen oben pag. 149). Es handelt sich dann schlieBlich darum den
Fall der ganzen Ebene auszuschlieBen, was auf pag. 222—223 nach zwei
Methoden geschieht, deren eine sich auf die Ergebnisse des Abschnitts C
stiitzt, wihrend die andere die erwihnten in E, II bei der Behandlung
der Analysis-situs-Probleme gefundenen Abschitzungsformeln beniitzt,
wobei sich der Unterschied zwischen der Euklidischen und der Nicht-
euklidischen Ebene in charakteristischer Weise ausprigt.*)

Die in dieser Abbandlung behandelten Uniformisierungsprobleme er-
scheinen nach zwei Seiten von fumdamentaler Bedeutung, namentlich im
Gegensatz zu den spiter zu behandelnden Uniformisierungsproblemen, bei
welchen die Substitutionsgruppen im allgemeinen Fall imaginir sind und
sich auch nicht in reelle Form setzen lassen. Finerseits nimlich lassen
sich alle andern zur gegebenen Kurve (v, y) gehorenden linear-polymorphen
uniformisierenden Variablen als eindeutige Funktionen der hier konstruierten
darstellen, eine Eigenschaft, fiir welche ich in den Noten IIT und IV in
den daselbst formulierten Theoremen den umfassendsten und prignantesten
Ausdruck gegeben habe, andererseits liefern die hier behandelten unifor-
misierenden Variablen in den zugehorenden Gruppen wirklich invariante
Normalgebilde der durch die gegebene Kurve definierten Riemannschen
Klasse von Kurven (s. die SchluBbemerkungen in III und IV).

Gerade im Hinblick auf die erwihnte zentrale Bedeutung der hier
bebandelten Klasse von uniformisierenden Variablen erschien es mir als
eine organische Notwendigkeit, in D und E diejenigen reellen Substitu-
tionen, deren Koeffizientendeterminante negativ ist, von vornherein gleich-
berechtigt mit denen positiver Determinante zuzulassen, im Unterschiede
von Poincaré (Acta Math.) und Fricke-Klein (,Vorlesungen iiber die
Theorie der automorphen Funktionen“). Auf diese Weise ergab sich

*) Man kann versuchen, such die den uniformisierenden Variablen des ersten
Typus entsprechenden Abbildungsprobleme durch Majorantenbildung zu erledigen.
In diesem Sinne gerade versuchte Herr Johansson (I ¢) in direkter Anknpiipfung an
Poincaré (Bull. t. XI) und Osgood (Am. Tr. L ¢.) eine Lésung der betreffenden
Probleme. Diesen Gedanken habe ich in der Note V weiter verfolgt. Eine vollstindige

Zuendefiihrang oder auch nur Férderung dieses Gedankens scheint mir auch Jetzt noch
ein Interesse darzubieten.
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namentlich eine naturgem#Be und vollstindige Beziehung zu Kleins all-
gemeiner Einteilung der symmetrischen Riemannschen Flichen mit Sym-
metrielinien bzw. reellen algebraischen Kurven mit reellen Ziigen, eine Be-
zichung, die sich auch auf beliebige analytische Kurven iibertrigt (vgl
Note IV).

Sowohl Poincaré (Acta I) als auch Fricke-Klein (Vorlesungen
iber die Theorie der automorphen Funktionen) geben bereits eine syste-
matische Behandlung der eigentlich diskontinuierlichen Gruppen reeller Sub-
stitutionen mit positiver Determinante.*) Die dabei resultierende Einteilung
dieser Gruppen und damit der zugeordneten Uniformisierungsprobleme flieft
bei den genannten Autoren aus einer geometrischen Analyse dieser Gruppen
bzw. der zugehdrenden Fundamentalpolygone oder ,Normalpolygone“
(Fricke). Demgegeniiber gehe ich hier wie iiberhaupt von der zu uni-
formisierenden Kurve aus und gelange durch eine die Idee des Fundamental-
polygons nur unwesentlich benutzende Methode zu einer vollstindigen
systematischen Durchdringung. Ohne -die besonderen Vorteile jeder ein-
zelnen der beiden Methoden vergleichend abwigen zu wollen, méchte ich
nur bemerken, daf die meinige einer fiir die uniformisierenden Variablen
mit reeller Substitutionsgruppe geltenden charakteristischen Bemerkung
Rechnung trigt, daB nimlich dieselben von der Wahl eines einzelnen
Fundamentalpolygons bzw. einereinzelnen kanonischen Zerschneidung usn-
abhdngig sind.

*) Die betreffenden Gruppen werden bei Poincaré als ,,groupes fuchsiens“, bei
Fricke-Klein als ,Hauptkreisgruppen* bezeichnet. Bei letzteren werden auch die
die obere Halbebene in sich dberfithrenden Transformationen mit Umlegung der Winkel
(,Substitutionen zweiter Art") neben denen obne Umlegung der Winkel (,Substitu-
tionen erster Art“, eigentliche reelle lineare Substitutionen positiver Determinante) be-
riicksichtigt, allerdings nur in untergeordneter Weise. Bei der expliziten Durch-
fihrung der Klassifikation der Gruppen und der damit zusammenhingenden Auf-
stellung der Uniformisierungstheoreme werden die ,Substitutionen zweiter Art®
tberhaupt beiseite gelassen, wodurch die im Texte (pag. 154 oben) erwihnte (vgl. auch
pag. 189) Unvollkommenheit zum Vorschein kommt, welche bei voller Berticksichtigung
der Substitutionen zweiter Art wegfallen wiirde. Man wirde dadurch in der Tat
dieselbe Vollsténdigkeit erzielen, welche ich durch die Zulassung der reellen linearen
Substitutionen mit negativer Determinante erzielt habe. Geometrisch driickt sich der
Unterschied zwischen den reellen linearen Substitutionen Dositiver und negativer
Determinante bekanntlich dadurch aus, daB erstere die beiden durch die Achse des

Reellen voneinander getrennten Halbebenen (obere und untere Halbebene) eingeln in
sich {iberfithren, wihrend letztere diese beiden Halbebenen miteinander vertauschen.
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B. Vorbemerkungen.

Allgemeiner Begriff der zu einer algebraischen Kurve gehorenden
linear-polymorphen uniformisierenden Yariablen.

Wird mit y(z) eine algebraische Funktion von z, mit F die zu dieser
Funktion gehorende, tiber der z-Ebene ausgebreitet zu denkende Riemann-
sche Fliche bezeichnet, so kann man bei moglichst weiter Auffassung
der Bedeutung des Wortes , Uniformisieren’ als eine zu der algebraischen
Kurve (x, y) gehorende uniformisierende Variable jede GroBe ¢ bezeichnen, die
durch eine endlich- oder unendlich-vieldeutige analytische Funktion des Ortes
auf der Fliche F' erklirt ist und die Eigenschaft hat, daB die analytischen
Funktionen 2(¢) und y(f) in dem Bereiche der von der GroBe ¢ ihrer De-
finition gem#B angenommenen Werte eindeutig sind. Die tiefe Bedeutung
des Begriffs der uniformisierenden Variablen tritt jedoch in ihrem ganzen
Umfange erst bei einer gewissen Verengerung dieses Begriffs hervor, welche
in der Hauptsache darauf hinausliuft, den Funktionen die Bedingung des
linearen Automorphismus auvfzuerlegen. Prézise definieren wir den Begriff
in der fiir uns hier in Betracht kommenden Form folgendermafen.

Definition der 2u einer algebraischen Kurve gehdrenden linear polymorphen
uniformisierenden Variablen: Eine GrioBe ¢ heille eine zu der algebraischen
Kurve (2, y) bezw. zu der Riemannschen Fliche F' der Funktion y(x) ge-
horende linear polymorphe uniformisierende Variable, wenn die zu ihrer
Erklirung dienende, allgemein zu reden, unendlich-vieldeutige analytische
Funktion #(z,y) des Ortes auf der Fliche F folgende Eigenschaften hat:

1. Die Funktion #(z, y) ist entweder auf der ganzen Fliche F' in
allen ihren Zweigen (— ,Zweig” relativ zur Fliche F' verstanden —) aus-
nahmslos mit dem Charakter rationaler Funktionen von z und y erklart,
oder es gibt endlich viele voneinander verschiedene Stellen auf F, an
welchen die Funktion #(%, y) relativ verzweigt ist.

2. Sind #, und ¢, irgend zwei relative Zweige der Funktion #(z, y), so
ist ¢, eine ganze oder gebrochene lineare Funktion mit konstanten Koeffi-
zienten von /.

3. Die Funktion #(z,y) ist eine einwertige Funktion des Ortes auf
der Riemannschen Fliche F d. h. priiziser: es gibt auf F keine zwei
voneinander verschiedenen Punkte, an welchen die Funktion ¢ einen und
denselben Wert annimmt. Auch kann die Funktion ¢ an einer und der-
selben, von einem der genannten relativen Verzweigungspunkte verschie-
denen, Stelle nicht in zwei voneinander verschiedenen Zweigen einen und
denselben Wert annehmen. —

Charakter der bei Umlaufung eines relativen Veraweigungspunktes sich
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ergebenden linearen Substitution.®) Wir fassen einen einmaligen Umlauf in
positivem Sinne um einen der relativen Verzweigungspunkte ins Auge.
Ist der Verzweigungspuunkt ein Verzweigungspunkt von endlicher Ordnung,
so ist klar, daB die lineare Substitution, welche die Funktion ¢ bei Aus-
fithrung dieses Umlaufs erfihrt, eine elliptische Substitution ist. HEs 1aft
sich in diesem Falle eine lineare Funktion ¢ von # bestimmen, welche
sich bei Ausfiihrung des Umlaufs gemif der Gleichung

2nid
[t]=er t
andert, wobei mit [¢"] der Wert der Funktion ¢" nach Ausfiihrung des Um-
laufs, mit » die Anzahl der um den betreffenden Punkt herum zusammen-
hingenden Zweige der Funktion ¢ bezeichnet ist.

Ist der befrachtete Verzweigungspunkt ein Verzweigungspunkt von
unendlich hober Ordnung, so ist die lineare Umlaufssubstitution, wie wir
jetzt beweisen wollen, parabolisch, so daB es also eine lineare Funktion #
von ¢ gibt, welche sich gem#B einer G(leichung der Form

[t') =1+ 2x1,
indert.

Beweis. Den Beweis fiihren wir indirekt. Gesetzt, unsere Behauptung
sei nicht richtig; dann kOnnte man jedenfalls eine lineare Funktion ¢’
von ¢ bestimmen, deren Verhalten gegeniiber einem Umlaufe um den
Verzweigungspunkt durch eine Gleichung

1) [£7] = %t”

dargestellt wird, wobei mit x eine passend zu wahlende von Null ver-
schiedene Komstante bezeichnet ist. Der absolute Betrag der GroBe x
kann nicht gleich eins sein. Denn einerseits kann » keine Wurzel der
Einbeit sein, weil der betrachtete Verzweigungspunkt nach Voraussetzung
von unendlich hoher Ordnung ist, andererseits kann % auch nicht eine
von jeder Einheitswurzel verschiedeme Zahl des absoluten Betrages eins
sein, weil dies offenbar dem Charakter der Funktion £, also auch der
Funktion ¢, als einwertiger Funktion widersprechen wiirde. Somit muB
(%] S 1 sein.

Nunmehr denken wir uns um den betrachteten Verzweigungspunks
eine einfach geschlossene Linie L gezogen. Mit G bezeichnen wir das
von L und dem Verzweigungspunkte begrenzte zweifach zusammenhéngende
Gebiet, indem wir den Verzweigungspunkt selbst nicht mehr als zu &

*) Es ist wns an dieser Stelle, wie ich des richtigen Verstédndnisses halber be-
merken will, noch nicht bekannt, daB die Funktion t(@,y) in dem Verzweigungs-
punkte selbst einen bestimmien Wert annimmt. Vgl die FuBnote pag. 160.
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gehOrig betrachten. Um in G einen einzelnen Zweig der Funktion ¢ zu
isolieren, denken wir uns von einem Punkte P auf L eine durch G hin-
durchlaufende Linie ! nach dem Verzweigungspunkte gezogen. Dadurch
geht der zweifach zusammenhéingende Bereich G in einen einfach zusam-
menhingenden Bereich G, iiber, wobei wiederum der Verzweigungspunkt
selbst nicht mehr als zu G, gehérig betrachtet werden mdge, wihrend
die Punkte der Linie I doppelt vorgestellt werden sollen, je nachdem sie
dem einen oder andern an / anschliefenden Teile des Bereichs &, zu-
gerechnet gedacht werden. Dieser doppelten Auffassung entsprechend
werde die Linie ! genauer einmal mit I, das andere Mal mit ) be-
zeichnet, indem die Verteilung der Vorzeichen so gewihlt zu denken ist,
daB der Ubergang von I-) nach I*) durch G, hindurch die Ausiibung
eines positiven Umlaufs um den Verzweigungspunkt erfordert. Ebenso
wird zweckmaBigerweise der erwihnte Punkt P entsprechend einmal mit
P™), das andere Mal mit P() bezeichnet.

Wir betrachten nun einen einzelnen Zweig #,” der Funktion ¢”. Die
Funktion #,” nimmt in @,, in welchem Gebiete sie fiir alle Punkte ein-
deutig erklért ist, keinen ihrer Werte mehr als einmal an. Sie nimmt
ferner den Wert Null und den Wert umendlich sicher nicht an. Fiihrt
man nidmlich ausgehend vom Punkte P unendlich viele Umliufe einmal
im positiven, das andere Mal im negativen Sinne um den Verzweigungs-
punkt aus, immer die Linie L verfolgend, so néhern sich die Werte der
Funktion ¢” wegen (1) sicher unbegrenzt Null bezw. unendlich, wenn
|%] < 1, unendlich bezw. Null, wenn |%|> 1 ist; demnach wiirde, wenn
t,” einen der Werte Null oder wumendlich anndhme, der Charakter der
Funktion ¢” als einwertige Funktion ausgeschlossen sein. Die Funktion #,”
besitzt schlieBlich noch folgende Eigenschaft: sie nimmt niemals an zwei
voneinander verschiedenen Stellen von G, Werte mit dem Quotienten x»
an, es sei denn, daB der eine der beiden Punkte auf I(-) liegt, der andere
der mit ersterem koinzidierende Punkt auf I(+) ist; anderenfalls konnte
man pimlich den zweiten Wert aus dem ersten auch dadurch erhalten,
daf man ausgehend vom ersten Punkte genau einen vollstindigen Umlauf
um den Verzweigungspunkt ausfiihrt, so daB also eine Verletzung des
Charakters der Funktion ¢ als einwertiger Funktion unvermeidlich wiirde.

Wir bilden nun die Funktion

9724 273
_— t1” log ,

wobei mit log » genauer derjenige Wert bezeichnet ist, welcher den Zu-
wachs der Funktion log ¢,” oder, was auf dasselbe hinauskommt, der
Funktion log#” bei Ausfilhrung eines positiven Umlaufs um den Ver-
zweigungspunkt darstellt. Aus den vorhin gemachten Angaben iiber die
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Funktion #,” komnen wir schliefen, daf die Funktion t” eine in dem
zweifach zusammenhingenden Gebiete G eindeutige und einwertige Funk-
tion ist, welche in diesem Gebiete weder den Wert Null noch den Wert
unendlich annimmt. Demnach vermittelt die Funktion 7" eine umkehrbar
eindeutige konforme Abbildung von G auf ein anderes zweifach zusam-
menhsingendes Gebiet G, welches die Ebene nirgends mehrfach bedeckt.
Der Linie L entspricht bei der konformen Abbildung eine ganz'im End-
lichen liegende einfach geschlossene Linie L’. Da die vollstindige Anderung,
welche die Funktion log z” bei einmaliger Durchlaufung der Linie L im
positiven Sinne erfahrt, wie aus der Definition von 7" sofort ersichtlich
ist, gleich 2w ist, so ergibt sich, daf, die Linie L' den Nullpunkt ein-
fach und zwar im positiven Sinne umschlingt. Aus dem letzteren Um-
stande folgern wir, dafl das Gebiet ' ganz im Innern der Linie L’ liegen
muB, so zwar, daB dabei der Nullpunkt sicher auBlerhalb G’ befindlich
bleibt. Da somit die Funktion ¢” im ganzen Gebiete G unterhalb einer
endlichen Grenze bleibt, muB sie sich auch im Verzweigungspunkte selbst
bestimmt verhalten, und wir kGnnen fiir v eine Potenzreihenentwicklung
in der Form ansetzen

@) v = Ale—ay) + (@ —a0)* Blo—),

wobel mit z, der Wert der zu dem Verzweigungspunkte gehorenden
z-Koordinate der Kurve (2, y), mit 4 eine von Null verschiedene endliche
Zahl und mit P(z—z,) eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende
regulire Potenzreihe bezeichnet ist. Ist #z, ein Windungspunkt fiir die
Flache F' oder der unendlich ferne Punkt, welcher seinerseits wieder
Windungspunkt der Fliche F' sein kann, so tritt an Stelle der GroBe

1 1
(x —x,) eine GréBe (x—ux,)? beaw. % oder (%)v

Das Gebiet G’ stellt somit eine bestimmte einblittrig zu denkende
log»

wlrollstﬁndige Umgebung des Nullpunktes dar. Nun ist ¢' = 7”27 und
og %

o7 Ist sicher nicht reell. Daraus folgt, daB ¢” als Funktion von z”

und folglich wegen (2) auch als Funktion von # keine einwertige Funktion
ist, entgegen der Voraussetzung.

Die Annahme, daB die bei einmaliger Umlaufung des betrachteten
Verzweigungspunktes fiir die Funktion ¢ sich ergebende lineare Umlaufs-
substitution nicht parabolisch sei, hat sich also als widerspruchsvoll er-
wiesen. D. h. die betreffende Umlaufssubstitution ist parabolisch. q. e. d.

Doas diberall bestimmie Verhalten der Funktion t(z,y). Einfiihrung des
Schwarzschen Differentialausdrucks dritter Ordnung. Die Funktion i(x, y)
verhillt sich auf der Fliche F an allen Punkten.bestimmt. Ist (2, y,)
ein Punkt der Fliche F, welcher fiir die Funktion #(x, ) nicht die Rolle
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eines Verzweigungspunktes spielt, so versteht sich diese Bemerkung von
selbst. An einer solchen Stelle 148t sich stets eine lineare Funktion von ¢
bestimmen, welche sich, je nachdem der Punkt (), y,) fir die Flache F
ein gewdhnlicher endlicher Punkt oder ein endlicher Windungspunks
(v — 1) Ordnung oder ein gewohnlicher unendlich ferner Punkt oder ein
unendlich ferner Windungspunkt (» — 1)** Ordnung ist, in der Form ent-

wickeln 148t
i (@—ap) + (@ — ) P(x—,)

bezw. (x — 370)%4" (.’I) - %)% ng ((x - xo\’_:) ’
.+ G RE)

1 2

1\7 1\7 1\7
@)+ &) 53((‘5) )
wobei mit 8 jedesmal eine nach ganzen positiven Potenzen des Arguments
fortschreitende Potenzreihe bezeichnet ist.

Ist (,, y,) ein relativer Verzweigungspunkt (» — 1)** Ordnung fiir die
Funktion #(z,y), so kann man auf der Fliche ¥ um den Punkt (%, y,)
herum stets ein kleines Gebiet so abgrenzen, daB die Funktion ¢ in keinem

Punkte dieses Gebietes (exkl. z, selbst) den Wert unendlich annimmt. Die
Funktion ¢ 148t sich daher fiir dieses Gebiet in eine nach ganzen Potenzen

1 1 1 1
von (z—g,)" bezw. (x—a,)*", (*%)7, (—01;)”7 fortschreitende Laurent-
sche Reihe entwickeln. Die Anzahl der in dieser Reihe vorkommenden
Glieder mit negativem Exponenten muB endlich sein, da anderenfalls in
der Nihe des Punktes (z,,y,) Stellen angegeben werden kdnnten, in denen
die Funktion ¢ einen und denselben Wert annimmt. Aus demselben
Grunde kann tiberhaupt nur die erste negative Potenz wirklich vor-
kommen. In jedem Falle gibt es eine lineare Funktion von ¢, welche

sich in der Form

(0 — ) + (0= )" B (@ — ™)

1 1
entwickeln 14Bt, wobei eventuell die Grofe (x—=,)" durch (2 —2p)*"
1 1
bezw. (31;)” , (;10—) "" zu ersetzen ist.

Ist der betrachtete Punkt (z,,y,) ein Verzweigungspunkt unendlich
hoher Ordnung fiir die Funktion f(z, ), so existiert, wie wir bereits
wissen, eine lineare Funktion von ¢, welche sich bei einem positiven Um-
laufe des. Punktes (z,y) um den erwihnten Verzweigungspunkt um die
GroBe 2mi vermehrt. Die Exponentialfunktion dieser Funktfion vermitielt,
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wie durch eine der pag. 158 angestellten analoge Uberlegung erkannt
wird, eine umkehrbar eindeutige und konforme Abbildung der Umgebung
des Punktes (%, %,) auf ein schlichtes, ganz im Endlichen liegendes, zwei-
fach zusammenh#ingendes Gebiet, dessen innere Begrenzung sich aus all-
gemeinen funktionentheoretischen Griinden (vergl. pag. 158) auf einen Punkt

reduzieren muB. Die erwihnte Abbildungsfunktion liB8t sich daher in

1

der Form einer reguliren Potenzreihe der GriBe (z— x,) bezw. (x— )7,
1

‘;}‘: (—;«)v entwickeln, welche im Punkte (z,, y,) in bezug auf die Ent-
wicklungsgroBe genau von der ersten Ordnung verschwindet. Die be-
trachtete lineare Funktion von ¢ 1aB8t sich dementsprechend in der Form

log (¢ —2) + Blo—2,) 1

entwickeln, wobei eventuell die GroBe (z —a,) durch (z—wa,)* bezw,
1
; , (%), zu ersebzen ist.

Wir konnen jetzt den SchluB ziehen, daB die Funktion ¢(z, y) einer
Differentialgleichung dritter Ordnung folgender Form geniigt

(3) D(t),= Rz, y),
wobei mit D(¢), der durch die Gleichung
dé d¥ (ﬁ)’
_ dida® dx?
dx
definierte Schwarssche Differentialausdruck dritter Ordnung, mit R(z, y)
eine rationale Funktion von x und y bezeichnet ist.*)

*) Durch unsere Betrachtungen ist iiberhaupt folgender Satz bewiesen: Wenn ¢n
der Umgebung einer Stelle x, der x-Ebene eine nur tn dem Punkie x, miglicherweise
wesentlich singulire einwertige analytische Funktton t(x) erklirt ist, welche bei esnem Um-
laufe des Punkies 2 um den Punkt x, eine lineare Substitution erfdhrt, so ist diese Sub-
stitution, je nachdem der Verzweigungspunkt x, von endlicher oder unendlich hoher Ord-
nung 1ist, elliptisch oder parabolisch, und es gibt im ersten Falle eine lineare Funktion von. £,

1 2 1
welche sich in der Form (x — )" + (@ —x,)" SE((x-— wo)") entwickeln lift, wober
mst n die Anzahl der Zweige bezeichnet ist, die um den Punkt x, herum zusammen-
hingen, im zweiten Fualle eine limeare Funktion von t, welche sich in der Form
log (x — ) + P& — x,) entwickeln Uipt; mit P ist in beiden Fillen eine reguldire
Potenzreihe bezeichmet. Fiir die Funktion ¢(x) besteht daher eine Differentialgleichung
D), = @(x), wobei mit p(x) eine fir die Umgebung des Pumktes x, in der Form



Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. I, 161

Denken wir uns umgekehrt eine Funktion #(z, y) durch eine Dif-
ferentialgleichung der obigen Form definiert, indem wir die rationale
Funktion R(z, y) willkiirlich geben, so hingen die verschiedenen relativen
Zweige dieser Funktion #(w, y) durch lineare Substitutionen zusammen und
die Anzahl der verschiedenen relativen Verzweigungspunkte der Funktion
t(z,y) ist endlich. Darans ergibt sich, daB wir unseren Begriff der zur
Kurve (z,y) gehorenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen
auch folgendermaflen fassen konnen:

Andere Definition der zu einer algebraischen Kurve gehirenden linear-
polymorphen uniformisierenden Variablen: Eine GroBe ¢ heifit eine zur alge-
braischen Kurve (7, y) gehorende linear-polymorphe uniformisierende Va-
riable, wenn die zu ihrer Erkldrung dienende analytische Funktion ¢(z, y)
eine einwertige Funktion ist, welche einer Differentialgleichung der Form
(3) geniigt.

Wertegebiet der uniformisierenden Variablen wnd Existenszbereich des
uniformisierenden Funktionenpaars. Die Gesamtheit derjenigen Werte,
welche die Funktion ¢(z,y) annimmt, soweit sie den Charakter algebraischer
Funktionen besitzt, bezeichnen wir als das Wertegebiet T' der Funktion
¢(z, y). Diejenigen IFunktionswerte, welche den etwa vorhandenen Ver-
zweigungspunkten unendlich hoher Ordnung entsprechen, sollen also nicht
mehr als zum Wertegebiet 7' gehorig betrachtet werden. Das Werte-
gebiet T' besteht daher lediglich aus inneren Punkten. Bei Zugrundelegung
dieser prizisen Definition des Wertegebiets gilt offenbar die Bemerkung,
daB die Funktionen z(¢) und y(¢), die wir als die uniformisierenden Funk-
tionen bezeichnen wollen, zwei im ganzen Gebiete 7' eindeutig und mit
dem Charakter rationaler Funktion von ¢ definierte analytische Funktionen
sind, deren keine iiber die Begrenzung von T’ hinaus analytisch fortgesetzt
werden kann: ist ¢@ irgend ein Punkt auf der Grenze des Gebietes T,
50 besitzt keine der Funktionen z(¢), y(¢) in diesem Punkte den Charakter
einer algebraischen Funktion von ¢ Wir driicken dies kurz so aus: Das
Wertegebiet 7' ist mit dem Existenzbereiche jeder einzelnen der uniformi-
sierenden Funktionen z(¢), y(¢) identisch.

Der Umstand, daB je zwei Zweige der Funktionen #(z, y) durch eine

(1= ) ) g + Gy ol b, inder Form g b o o)

darstellbare Funktion bezeichnet ist.

Der Satz kann auch fiir lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit wesentlich singulidren Koeffizienten interpretiert werden. Das Neue an dem
Satze gegentiber analogen bekannten Sitzen besteht gerade in der erwihnten Allge-
meinheit der Voraussetzung, welche iber das Verhalten der Funktion ¢(x) im Punke z,
selbst nichts aussagt.

Mathematische Annalen. LXV1I. 11
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lineare Substitution verkniipft sind, bedingt die Existenz einer, allgemein
zu reden, aus unendlich vielen Substitutionen bestehenden Gruppe linearer
Substitutionen, deren jede einzelne eine umkehrbar eindeutige konfox:me
Abbildung des Gebiets 7' auf sich selbst vermittelt. Bei den Substitu-
tionen dieser Gruppe bleiben die Funktionen z(¢) und y(¢) ungeéndert,
d. h.: Die Funktionen z(¢) und y(¢) sind linear-automorphe Funktionen.

C. Vorbereitende Untersuchung.

Die Uniformisierung algebraischer Kurven durch rationale
Funktionen, rationale Funktionen einer Exponentialfunktion,
elliptische Funktionen.

Bestimmung aller 2u algebraischen Kurven (z, y) gehirenden linear-poly-
morphen uniformisierenden Variablen, deren Wertegebiet durch die gamee
Ebene inkl. des umendlich fernen Punkies dargestellt wird. Wird mit ¢
die uniformisierende Variable bezeichnet, so setzen wir erstens eine Glei-

chung der Form
D(t), = R(z, y)

voraus, zweitens machen wir die Voraussetzung, daB x() und y(¢) in der
ganzen f-Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes den Charakber ratio-
naler Funktionen von ¢ haben. Daraus folgt, daB die Funktionen x(t)
und y(¢) rationale Funktionen von ¢ sind. Die Funktion t(x,y) ist nun
jedenfalls eine endlich-vieldeutige Funktion des Ortes auf der Riemannschen
Fliche F' der Funktion y(z). Diese Funktion besitzt die Eigenschaft, an
einer und nur einer Stelle der Fliche F' und zwar nur in einem einzigen
Zweige unendlich groB zu werden von der ersten Ordnung. Bilden wir

daher die Funktion Zt"" indem wir iiber alle m relativen Zweige der
a=1

Funktion ¢ summieren, so erhalten wir eine eindeutige Funktion des Ortes
auf der Fliche F, welche nur an einer einzigen Stelle und zwar von der
ersten Ordnung unendlich wird. Diese Funktion nimmt folglich auf F
nach einem bekannten Satze jeden reellen oder komplexen Wert einmal
und nur einmal an und vermittelt mithin eine umkehrbay eindeutige kon-
forme Abbildung der Fliche F auf die Fliche einer Vollkugel. Das heiBt
aber: die Fliche F, bzw. die algebraische Kurve (7, 4) ist vom Ge-
schlecht null.*)

Das soeben auf funktionentheoretischem Wege gefundene Resultat,
daB die Kurve (z,y) vom Geschlecht null sein muB, kann auch durch

*) Vgl Liiroths Satz tiber rationale Kurven. Math. Ann. B4, 9, pag. 163—165,
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folgende wesentlich auf Betrachtungen der Analysis situs beruhende Uber-
legung hergeleitet werden.

Zu der Funktion #(x, y) gehort, sofern dieselbe als endlich-vieldeutige
Funktion des Ortes auf der Fliche F erklirt ist, eine bestimmte iiber F'
ausgebreitet zu denkende Riemannsche Fliche ®. Nehmen wir an, das
Geschlecht p der Fliche F sei > 1. Dann ist es auf Grund der Analysis-
situs-Definition des Geschlechts méglich, auf der Fliche F einen die
Fliche nicht zerstiickelnden einfach geschlossenen Riickkehrschnitt 4 zu
ziehen. Wir konnen uns nun vorstellen, daB wir diesen Schnitt durch
simtliche relativen Blitter der Fliche ¢ ausfithren. Da die Fliche ® vom
Gteschlecht null ist, so wird sie nach Ausfithrung dieses durch alle Blitter
gefiihrten Schnitts notwendig in endlich viele Stiicke zerfallen. Ist &,
irgend eines dieser Stiicke, so erkennt man sofort, daf die Anzahl der
getrennten Begrenzungslinien, welche dieses Stiick aufweist, mindestens
gleich 2 ist, darum nimlich, weil man auf F eine Linie ziehen kannm,
welche von einem Ufer des Riickkehrschnitts 4 nach dem anderen fiihrt,
ohne 4, also auch ohne eine Begrenzungslinie von @, zu treffen. Nun
ist es aber offenbar unméglich, eine geschlossene einfach zusammenhéngende
Fliche, was doch die Fliche ® tatsichlich ist, in endlich viele Teilgebiete
zu zerlegen, deren jedes mehr als eine geschlossene Begrenzungslinie auf-
weist. Damit ist die Annahme p_>1 als unzulissig erkannt und das
obige Resultat wieder gefunden, néimlich, daB p = O ist.

Gehen wir nun davon aus, daB p = 0 ist. Es ist dann zweckmafig,
die Riemannsche Fliche F als einblittrige 2-Ebene (inkl. oo) zu wihlen,
was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Untersuchung statthaft ist.
Die linear-polymorphe uniformisierende Variable {(z, y) werden wir dann
entsprechend mit ¢(x) bezeichnen. Die Riemannsche Fliche & der Funktion
¢(x) ist relativ zur z-Ebene ,regulir versweigt’, d. h.: zieht man auf dieser
Fliiche von einem ihrer Punkte aus irgend eine auf derselben Fliche ge-
schlossene Linie, so bleibt diese Linie auf der Fliche @ geschlossen, wenn
man den Ausgangspunkt in irgend eins der andern Blitter der Fliche ®
verlegt, ohne seine Lage in der x-Ebene zu #&ndern. Wir bezeichnen mit
m die Anzahl der Blitter der Fliche &, mit % die Anzahl derjenigen
z-Stellen, an welchen die Fliche ® Windungspunkte hat, mit 1,15, - -+, 1,
die Anzahlen der an den genannten z-Stellen jedesmal zusammenhingen-
den Blétter.

Nach Riemann besteht fiir irgend eine geschlossene Riemannsche
¥lache F die Formel

w—2m=2p — 2,
dabei ist w die Anzahl der Verzweigungspunkte, m die Blitterzahl, p das

Geschlecht. Fiir unsere Fliche ® haben wir
11*
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71,
w = 2 wlal ,
a=1
das gibt die Gleichung:

m<2(1 -%)—2>=—2,

=1

oder

1 2
5 RS

Nun ist

=1
also ergibt sich
n 2
5 S2—,
mithin
nw<4.

Der Fall » =1 ist von vorherein als topologisch unmoglich aus-
geschlossen. Der Fall #» = 2 ist mdglich, doch offenbar nur, wenn gleich-
zeitig I, = I, ist. Nehmen wir #» =3 an, so haben wir wegen der Glei-
chung (¥) noch zu berticksichtigen

O 1
2>
a=1
Wir erhalten also die bekannten Schwarzschen®) Vollkugel-Fille:
il =2,2,n22;2,38,3; 2,8, 4 2,3, 5

Bestimmung aller 2u  algebraischen Kurven gehirenden linear- poly-
morphen uniformisierenden Variablen, deren Wertegebiet durch die ganze
Ebene exkl. des wumendlich fernen Punkies dargestellt wird. Ist ¢ eine
linear-polymorphe uniformisierende Variable, welche zur algebraischen
Kurve (z, y) gehort und deren Wertegebiet 7' von der ganzen Kbene
exkl. des unendlich fernen Punktes gebildet wird, so ist die Funktion
t(z,y) eine relativ zur Riemannschen Fliche F' der algebraischen Funktion
y(z) notwendig wnendlich-vieldeutige analytische Funktion. Sind ¢ und 4
zwel verschiedene relative Zweige der Funktion #(x,y), so hat die zwischen #,
und #, bestehende lineare Beziehung, da sie eine umkehrbar eindeutige
Abbildung der ganzen Ebene (exkl. oo) auf sich selbst vermittelt,

die Form t = at, + b,

*) Schwarz, Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe. Crelles Journal,
Bd. 75. — Vgl. ferner Kleins Methode der Bestimmung aller endlichen Gruppen
linearer Substitutionen in ,Vorlesungen iiber das Ikosaeder", pag. 1156—120.
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wobei a und b Konstanten sind. Aus dem Umstande, daB jeder endliche
Punkt der ¢-Ebene innerer Punkt des Wertegebiets 7' der Variablen ¢ ist
und folglich nicht Haufungspunkt dquivalenter Punkte sein kann, schlieBen
wir, daB a entweder den Wert Fins hat oder eine Einheitswurzel ¢ ist.
Im ersten Falle haben wir es mit einer parabolischen Substitution zu
tun, im zweiten Falle mit einer elliptischen Substitution endlicher Ordnung.
Boetrachten wir nun die ganze Gruppe der zwischen den unendlich-vielen
Zweigen der Funktion ¢(z,y) geltenden linearen Suhstitutionen, so liefert
uns dieselbe eine in der ganzen ¢-Ebene (exkl. oo) eigentlich diskontinuier-
liche Gruppe euklidischer Bewegungen. Wir unterscheiden zwei Fille:

Erster Fall: Die Gruppe enthélt keine elliptischen Substitutionen.

Zweiter Fall: Die Gruppe enthdlt elliptische Substitutionen.

Sind keine elliptischen Substitutionen vorhanden (erster Fall), so schlieBen
wir in bekannter Weise, daB die gesamte Gruppe entweder in der Form

) b=t +2mo  [m=0, £1, £2,.-]
oder in der Form

(2) t2==t1+2moo+2m'co' D::'=O; Ztl) i2)":; '3{%-{‘0]

erhalten werden kann. Im ersteren Falle ergibt sich ein Parallelstreifen,
im letzteren ein Parallelogramm als Fundamentalbereich (siche Fig. 1 u.2).

//////////////////////

Fig. 1. Fig. 2.

tni
Der Periodenstreifen wird durch Vermittling der Funktion X(f)=e®
auf die zweifach punktierte Vollkugel, das Parallelogramm duich Ver-
mittlong der WeierstraBschen Funktion X ()= (¢) auf eine geschlossene
Riemannsche Fliche vom Geschlecht p =1 abgebildet.

Sind elliptische Substitubionen vorhanden (zwe1ter Fall), so gelangen
wir mit Benutzung bekannter Gedankenelemente in folgender Weise zur
expliziten Aufstellung der Gruppe.*) Wir schliefen zunschst, daB stets
auch parabolische Substitutionen vorhanden sein miissen. Denn, wenn
alle Substitutionen elliptisch wiren, so konnten jedenfalls nicht alle
diese Substitutionen einen und denselben endlichen Fixpunkt haben.

*) Vgl. z. B. Fricke-Klein, ,Vorlesungen {iber automorphe Funktiomen“,
Bd. I, pag. 222—224,
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S, und S; seien daher zwei in der Gruppe vorkommende elliptische Sub-
stitutionen, deren Fixpunkte von einander verschieden sind. Bildet man
dann die Substitution S;1 S, S, 851, so ist dieselbe, wie leicht zu sehen,
eine von der identischen Substitution sicher verschiedene parabolische
Substitution.

Die Gesamtheit aller in der betrachteten Gruppe vorkommenden

Substitutionen der Form

t, =1t +b
bildet eine Untergruppe, welche entweder in der Form (1) oder (2) voll-
stindig dargestellt wird. Um nun die zu dieser Gruppe hinzutretenden
elliptischen Substitutionen zu finden, schicken wir folgende drei Be-
merkungen voraus.

Zwei elliptische Substitutionen der ‘Gruppe, welche einen und den-
selben Koeffizienten von #, aufweisen, unterscheiden sich in den hinzua-
tretenden additiven Konstanten um eine in der Gruppe vorkommende
Periode.

Sind ¢, und ¢, zwei Einheitswurzeln, welche als Koeffizienten vor-
kommen, so kommt auch g, - g, und g, : ¢, als Koeffizient vor.

Ist 2@ eine in der Gruppe vorkommende Periode, ¢ eine in der
Gruppe vorkommende Einheitswurzel, so kommen auch die durch folgenden
Ausdruck dargestellten GroBen als Perioden vor:

2 (¢* — (£ 1)) [¥=0,1,2,..].

Die letzte (dritte) Bemerkung gestattet, aus jeder vorkommenden
Periode sofort eine absolut noch kieinere Periode herzuleiten, sofern nicht
angenommen wird, daf der Exponent, zu welchem die Einheitswurzel ¢
gehort, einen der Werte 2, 3, 4, 6 hat. Da es nun eine absolut kleinste
Periode sicher gibt, schlieBen wir, daB der Exponent, zu welchem ¢ ge-
hort, einen der genannten Werte haben muB.

Die zweite Bemerkung in Verbindung mit” dem soeben gefundenen
Resultat gestattet uns folgenden weiteren SchluB zu ziehen: wenn g, eine
solche in der Gruppe vorkommende Einheitswurzel ist, welche zu einem
moglichst hohen Exponenten gehdrt, so liefern die Potenzen von g, alle
in der Gruppe als Koeffizienten vorkommenden Einheitswurzeln.

SchlieBlich fiihrt uns die erste Bemerkung in Verbindung mit dem
jetzt feststehenden Resultat zur expliziten Aufstellung der Gruppe selbst
in der Form
*) fy= 0t + by + 2@ [#=0,1,.-, e—1],

wobel mit e der Exponent bezeichnet ist, zu welchem die Einheitswurzel o,
gehort, also eine der Zahlen 2, 3, 4, 6; die GroBe 2% durchliuft das
vollstindige System der Perioden.
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Die Bemerkung, daB aus jeder Periode 2 eine Periode ¢~ 2% her-
geleitet werden kann, fihrt noch zu einer genaueren Bestimmung des
Periodensystems selbst in den Fillen, in welchen der Eponent ¢ einen der
Werte 3, 4, 6 hat. Man erhilt ndmlich in den Fillen ¢ =3 und ¢= 6
ein primitives Periodenpaar in der Gestalt eines aus zwei gleichseitigen
Dreiecken zusammengesetzten Rhombus, im Falle ¢ =4 ein primitives
Periodenparallelogramm in Gestalt eines Quadrats.

Die Einordnung der elliptischen Fixpunkte in das jeweilige Perioden-
gitter wird aus dem Ansatze sofort klar. Man erhilt némlich als all-
gemeinen Ausdruck fiir die Fixpunkte der elliptischen Substitutionen

Es geniigt, die Lage derselben mit den zugehtrenden Ordnungszahlen inner-
halb eines einzelnen primitiven Periodenstreifens bzw. Periodenparallelo-
gramms anzugeben. Das geschieht in folgenden Figuren (Fig. 3—7), in

¥ig. 5. (e=8) Fig. 6. (¢e=4) Fig. 7. (e=6)

welchen die schraffierten Gebiete je einen Fundamentalbereich der be-
treffenden Gruppe darstellen. Der Flicheninhalt des Fundamentalbereichs
ist jedesmal gleich ein e von dem Flicheninhalte des gezeichneten
fundamentalen Periodenparallelogramms bezw. Periodenstreifens.

Analog wie in den Fillen der Figur 1 und 2 konnen wir auch von
den vorliegenden Fundamentalbereichen (Fig. 3—7) durch Vermittelung
susdrucksm#Big angebbarer Funktionen den Ubergang zu geschlossenen
Riemannschen Flichen machen. Im Falle der Fig. 3 vermittelt die Funktion

X = cos?%i eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Fundamental-
bereichs (soweit er durch endliche Punkte dargestellt ist) auf die schlichte
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z-Ebene mit Ausschluf des unendlich fernen Punktes. Im Falle der
Figur 4 vermittelt die Funktion X(f) = @ (f) eine umkehrbar eindeutige
konforme Abbildung des Fundamentalbereichs auf die schlichte x-Ebene
inkl. des unendlich fernen Punktes; dasselbe leistet im Falle der Fig. 5
die Funktion ('(¢f) (Ableitung der Funktion @(f)), im Falle der Figur 6
die Funktion @3(f), im Falle der Fig. 7 die Funktion '%(¢).%)

Durch Vermittelung der Funktion X(#(z,4)) wird nach dem Vorher-
gehenden die Riemannsche Fliche F' umkehrbar eindeutig und konform
auf eine Fliche F’ bezogen, welche im Falle der Figur 2 vom Geschlecht
eims, in allen anderen Fillen (Fig. 1, 3—7) vom Geschlecht null ist. Die
Fliche F selbst mufl daher vom Geschlecht eins bzw. null sein. Im Falle
der Fig. 2 ist dann ¢(2, y) offenbar nichts anderes als das zu dieser Fliche
gohorende elliptische Integral erster Art. In den anderen Fillen, in
welchen wir an Stelle der Fliche F' eine schlichte x-Ebene treten lassen
diirfen, erhalten wir, da die schlichte z-Ebene (= F) auf die schlichte
X-Ebene (= F) umkehrbar eindeutig und konform bezogen ist, das Resul-
tat, da X(z) eine lineare Funktion ist, so dafl also die Funktion ¢(z, y),
die wir zweckentsprechend jetzt mit #(x) bezeichnen werden, wesentlich
mit der Umkehrungsfunktion der Funktion X(¢) identisch ist. Daraus
ergibt sich nun auch sofort die relative Verzweigung der linear-poly-
morphen Funktion #(x). Wir haben nimlich entweder nur zwei relative
Verzweigungspunkte, beide von unendlich hoher Ordnung, oder drei Ver-
zweigungspunkte mit den' zugehdrenden Verzweigungszahlen 2, 2, oo,
bezw. 3, 3, 3, bezw. 2, 4, 4, bezw. 2, 3, 6, oder schlieBlich vier Ver-
zweigungspunkte mit den Verzweigungszahlen 2, 2, 2, 2. Die Funktionen
t(x) lassen sich durch bekannte von Herrn Schwarz aufgestellte Integral-
ausdriicke darstellen. *¥)

D. Erster (analytischer) Hauptteil.

Formulierung des Problems der Bestimmung aller zu einer beliebig
gegebenen algebraischen Kurve gehorenden linear-polymorphen uni-
formisierenden Variablen mit reeller Substitutionsgruppe.
Wertegebiet und charakteristische Signatur der einzelnen
uniformisierenden Variablen.

Das Problem, dessen Behandlung den Hauptgegenstand dieser Ab-
handlung bilden soll, formulieren wir folgendermaBen:

*) Von der Richtigkeit dieser Behauptungen wird sich der Leser leicht Rechen-
schaft geben kinnen. Es ist dabei angenommen worden, daf der Nullpunkt der
t-Ebene als ein elliptischer Fixpunkt moglichst hoher Ordnung gewiihlt ist.

*) H. A, Schwarz: ,,Uber einige Abbildungsaufgaben*. (Crelles Journal, Bd. 70).
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Es sollen, wenn mit (x, y) eine beliebig gegebene algebraische Kurve und
mat F die iber der z-FEbene ausgebreitet zu denkende Riemannsche Fliche der
algebraischen Funktion y(x) bezeichnet wird, alle zu dieser Kurve besw. zu
der algebraischen Funktion y(x) oder der Riemamnschen Fliche F' gehirenden
uniformisierenden Variablen t bestimmt werden, fiir welche die zwischen den
einzelnen relativen Zweigen der Funktion t(xz,y) bestehenden linearen Sub-
stitutionen siamitlich reell sind, so daf also, wenn t, und ty irgend zwei dieser
Zweige sind, L _ et 4
2 vt + 9
tst, unter «, B, v, 0 reelle Konstanten verstanden, deren Determinante o6 — By
von Null verschieden ist, im iibrigen aber positiv oder negativ sein kann.

Je nachdem die Determinante A=«d —fy positiv oder negativ ist, be-
sitzt die betreffende lineare Substitution die Eigenschaft, die beiden Halb-
ebenen, in welche die ¢-Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird,
einzeln in sich zu transformieren oder miteinander zu vertauschen, wobei
die Achse des Reellen selbst im ersten Fall mit Beibehaltung des Durch-
laufungssinnes, im zweiten Falle mit Wechsel des Durchlaufungssinnes in
sich transformiert wird.

Die Substitutionen mit A > 0 bestehen aus elliptischen, parabolischen
und hyperbolischen Substitutionen, die mit A <0 aus Ayperbolischen und

einer speziellen «elliptischen Substitution der Periode swes. Ist ¢, = oh +8

vt + 90
irgend eine reelle Substitution, welche in der ¢{-Ebene ausgefiihrt wird,
go 1Bt sich diese Substitution, je nachdem welchem der fiinf aufgefithrten

Typen sie angehdrt, durch eine passende reelle lineare Transformation

der ¢-Ebene in eine z-Ebene 7= Z:i: (ue—ov>0) auf eine der

Formen bringen

1o, 22t [lo]=1]

Ty, — ¢ T, —
1b. =1 +c¢ [¢ reell und von Null verschieden]
le. to=%-7" [% reell positiv und von 1 verschieden]
2a. 7T, =x7, [* reell negativ und von — 1 verschieden] *)
2b. 1 =—r1,.

.
D, 1. Die Gestalt des Wertegebiets 7.

Fiir die folgende Untersuchung ist die Unterscheidung zweier charakte-
ristisch unterschiedener Fille fundamental:

*) Der von uns ebenso wie 1c als hyperbolisch bezeichnete Typus 2a wird ge-
wohnlich als lozodromisch bezeichnet.
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Erster Fall. Der Wertebereich T' der uniformisierenden Variablen ¢
(welcher gem#B der von uns in den ,, Vorbemerkungen (B) gegebenen prizisen
Definition nur aus inneren Punkten bestebt), enthélt keinen Punkt der
Achse des Reellen in seinem Innern.

Zweiter Fall. Der Wertebereich 7' enthélt einen Punkt der Achse
des Reellen und folglich auch ganze Stiicke der Achse des Reellen in
seinem Innern.

Wir beweisen jetzt folgenden, das Wertegebiet T' betreffenden Satz.

Satz: Je nachdem das Wertegebiet T der Variablen t die Achse des
Reellen nicht trifft (s. erster Fall) oder trifft (s. sweiter Fall), ist das Ge-
biet T mit der ganzen oberen Halbebene (exkl. alle Punkte der Achse des
Reellen) oder mit der gamsen Ebene (exkl. gewisse, im allgemeinen in un-
endlich grofler Zahl vorhamdene Punkte der Achse des Reellen) identisch.

Beweis des ersten Teiles der in dem Satee aufgestellien Behauptung.
Im ersten Falle, welcher dadurch charakterisiert ist, daB das Gebiet T
sich vollstindig in einer der beiden Halbebenen befindet, in welche die
t-Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, stellt es offenbar keine
wesentliche Beschrinkung des Grades der Allgemeinheit der Untersuchung
dar, wenn das Gebiet T vollstindig in der oberen Halbebene liegend vor-
gestellt wird.

Wir beweisen die in dem Satze aufgestellte Behauptung tiber das
Gebiet T indirekt, indem wir annehmen, das Gebiet 7T erfiille nicht
die ganze obere Halbebene, und aus dieser Annahme einen Widerspruch
herleiten.

Es sei @ ein innerer Punkt des Gebiets 7. Wir fassen die Schar
derjenigen Kreise in der oberen #Halbebene ins Auge, welche von allen
durch den Punkt ¢ hindurchgehenden Orthogonalkreisen der Achse des
Reellen senkrecht geschnitten werden. Da unserer Annahme gemiB das
Gebiet T nicht die ganze obere Halbebene ausfiillt, so gibt es unter den
Kreisen der Schar einen ganz bestimmten endlichen Kreis, K, von der
Beschaffenheit, daB alle inneren Punkte desselben dem Gebiete I' angehoren,
wihrend auf der Peripherie desselben mindestens ein Punkt der Grenze
des Gebiets T' Liegt. Ein solcher Grenzpunkt auf der Peripherie von X,
sei £*. Vom Punkte ¢ aus denken wir uns nach dem Punkte {* den-
jenigen Kreishogen 4 gezogen, dessengnatiirliche Fortsetzung iiber #* hinaus
die Achse des Reellen unter rechtem Winkel treffen wiirde.

Wenn wir uns mit ¢ auf dem Kreisbogen 4 von @ nach ¢* bewegen,
wird der Kreis K, welcher in bezug auf den Punkt ¢ ebenso definiert zu
denken ist wie der Kreis K, in bezug auf den Punkt a, letzteren Kreis
bestindig im Punkte ¢* beriihren und sich offenbar schlieflich auf den
Punkt ¢* reduzieren. Das Verhdltnis des Durchmessers von K, dutch
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den kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen wird
sich infolgedessen dem Werte Null unbegrenzt nihern.

Andererseits werden wir nunmehr zeigen, dafl, wenn ¢ irgend ein
Punkt des Bereichs T' ist, das Verhiltnis des Durchmessers von K, durch
den kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen einen
oberhalb einer gewissen fiir alle { gleichmiBig geltenden, positiven, von
Null verschiedenen Grofe liegenden Wert besitzt; darin lige dann ein
Widerspruch gegen das unmittelbar vorher gewonnene Resultat.

Zu dem Zwecke denken wir uns die Riemannsche Fliche F' der
algebraischen Funktion y(x) durch 2p von einem Punkte der Fliche aus-
gehende und in demselben Punkte endigende Riickkehrschnitte und gewisse
weitere von demselben Punkte auslaufende und in den relativen Verzwei-
gungspunkten der Funktion ¢(x, y) endigende Einschnifte in eine einfach
zusammenhingende Fliche F verwandelt. Mit (2, y) werde ein beliebig
gewihlter Zweig der Funktion #(z,y) bezeichnet; derselbe ist in der ein-
fach zusammenhéingenden Fliche F eindeutig erklirt. Dem Werte £, ent-
spricht in der ¢-Ebene ein bestimmter endlicher Kreis K, (vgl. die Defi-
finition von K, und K,) und folglich auch ein bestimmter positiver, von
Null verschiedener Wert des Quotienten: Durchmesser von K, durch
kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen. Dieser Ver-
héltniswert ¢ kann mithin als eine Funktion des Ortes der Fliche F
aufgefaBt werden. Die Funktion ¢ ist nur fiir diejenigen Punkte der
Fliche F' nicht erkliart, welche Verzweigungspunkte unendlich hoher
Ordnung fiir die Funktion ¢(z,y) sind. An allen andern Stellen der
Fliche F' ist @ offenbar eine stetige Funktion des Ortes. (Die unendlich
fernen Punkte von F hat man sich dabei mittels einer Hilfsabbildung
durch reziproke Radien ins Endliche transformiert zu denken.)

Von besonderer Wichtigkeit ist jetzt die Bemerkung, daB die Funk-
tion @, deren Definition an die Auswahl eines Zweiges ¢, der Funktion ¢
gekniipft wurde, von der Auswahl dieses Zweiges wnabhdngig ist. Die
Richtigkeit dieser Bemerkung ergibt sich sofort aus dem Umstande, daB
dem Ubergange von dem Zweige #, zu einem beliebigen anderen Zweige
Jedesmal eine reelle lineare Substitution entspricht, durch deren Vermittelung
eine umkehrbare eindeutige Transformation des Giebiets T in sich bewirkt
wird. Gegeniiber solchen Transformationen ist nun aber die Definition
der GroBe @ invariant, wie man sich sofort iiberzeugt, wenn man bertick-
sichtigt, daB ¢ im wesentlichen mit derjenigen Doppelverhélinisinvariante
identisch ist, welche dem von K, und der Achse des Reellen gebildeten
Kreispaare als Modul zugeordnet ist. Demnach ist die Funktion @, welche
urspriinglich fiir die Fliche F erklirt worden ist, auch in der unauf-
geschnittenen Fliche I’ selbst unter AusschluB der Verzweigungsstellen
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unendlich hoher Ordnung eine endliche, positive, eindeutige und stetige
Funktion des Ortes, welche nirgends den Wert Null annimmt.

Wie verhilt sich die Funktion ¢ an den Versweigungsstellen unend-
lich hoher Ordmung? Ich behaupte, sie wird bei stetiger Annéherung an
einen solchen Punkt bestimmt unendlich: es gibt, wenn mit M eine be-
liebig groBe positive Zahl bezeichnet wird, eine gewisse durch eine den
Verzweigungspunkt nicht treffende Kreislinie abgrenzbare Umgebung dieses
Punktes, so daB fiir alle Punkte dieser Umgebung ¢ > M ist. Was den
Nachweis dieser Behauptung anbetrifft, so konnen wir uns auf Grund des
invarianten Charakters der Definition der GroBe @ auf die Betrachtung
der durch eine passend gewdhlte reelle lineare Funktion von #(z, y) ver-
mittelten konformen Abbildung beschrinken. Wir wihlen zu dem Zwecke
diejenige reelle lineare Funktion ¢" von ¢, welche in dem betrachteten
Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung sich in der Form

"= —1ilog (x—uz,) + P(xr—x,)

entwickeln 1aBt, wobei mit z, der Verzweigungspunkt, den wir uns etwa
als einen gewihnlichen Punkt der Fliche I’ vorstellen wollen, und mit
B(x—x,) eine regulire Potenzreihe von (z —xz,) bezeichmnet ist. Der
Charakter der durch die Funktion ¢’ vermittelten konformen Abbildung
der Umgebung des Punktes z; wird wesentlich durch das Anfangsglied

— ¢ log (2 — @,)

bestimmt. Wir erkennen daraus, daB, wenn mit 7’ das vollstindige
Wertegebiet der uniformisierenden Variablen #” bezeichnet wird, 7' alle
Punkte der oberen Halbebene enthilt, deren imaginire Koordinate ober-
halb einer gewissen endlichen positiven Grifie g liegt. Es wird der
imagindre Teil von ¢’ sicher dadurch unendlich, daB man sich auf der
Flache F' stetig dem Verzweigungspunkte z, nihert; priziser ausgedriickt:
es gibt nach Angabe einer beliebig groBen positiven ganzen Zahl % eine
positive von Null verschiedene GroBe ¢ so, daf fiir alle x, die der Un-
gleichheitsbedingung
x— x| < &

gentigen, der imagindre Teil von ¢' groBer ist als #-g. Hieraus ergibt
sich sofort die Richtigkeit unserer Behauptung, daf @ bei der Anniherung
an den Punkt z, bestimmt unendlich wird. Denn es ist der Durchmesser
des Kreises K, welcher in bezug auf ¢’ und 7" ebenso definiert zu denken ist
wie K, in bezug auf £ und T, sicher groBer als der Abstand des Punktes ¢’
von dem nichsten Begrenzungspunkte des Gebiets 7', also auch griBer
als die kiirzeste Entfernung des Punktes ¢” bis zu der im Abstande g von
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der Achse des Reellen zu letzterer parallelen Geraden, also groBer als
(n—1) g. Andererseits ist die kiirzeste Entfernung des Kreises K, von
der Achse des Reellen ersichtlich kleiner als g.

Von der Funktion ¢ wissen wir jetzt, daB dieselpe eine fiir die ganze
Fliche F mit AusschluB der, wenn iiberhaupt vorhandenen, so jedenfalls
nur in endlicher Zahl vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich hoher
Ordnung der Funktion ¢ endliche, positive, eindeutige und stetige Funk-
tion ist, welche nirgends verschwindet und in den Verzweigungspunkten
unendlich hoher Ordnung bestimmt unendlich wird. (Man vergesse nicht,
daB es sich hier lediglich um eine hypothetisch konstruierte Funktion
handelt, deren Bildung die zu widerlegende Annahme, daB das Gebiet T
nicht die ganze obere Halbebene ausfiille, zur Voraussetzung hatte.) Nach
WeierstraBschen Prinzipien kann daher geschlossen werden, daf die Werte
der Funktion @ alle oberhalb einer gewissen positiven, von Null verschie-
denen Grofe liegen.

Damit ist der oben (pag. 170) angekiindigte Widerspruch hergeleitet
und also der erste Teil der in dem Satze (pag. 170) aufgestellten Be-
hauptung vollstindig bewiesen.

Beweis des zweiten Teiles der in dem Satze (pag. 170) aufgestellten
Behauptung. Fiir den zweiten nunmehr zu untersuchenden Fall (vgl. pag. 170)
war es charakteristisch, daB das Gebiet 7' der uniformisierenden Variablen ¢
sich iiber die Achse des Reellen hinwegerstreckte, so dafl es also, allge-
mein zu reden, unendlich viele voneinander getrennte Stiicke der Achse
des Reellen gibt, deren Punkte dem Gebiete T' angehdren. (Es sei hier
daran erinnert, daf gem#B der Definition des Gebiets 7' dieses nur von
inmeren Punkten gebildet wird) Es soll bewiesen werden, daB das Ge-
biet T alle Punkte der oberen Halbebene sowie alle Punkte der unteren
Halbebene in seinem Innern enthilt. Darin liegt u. a. auch, daB das Ge-
biet T in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmelrisch ist,
eine Eigenschaft, die uns an dieser Stelle noch nicht bekannt ist.

Dem Umstande entsprechend, da die Funktion #(x,y) reeller Werte
fihig ist, konnen wir eine Einteilung der Punkte der Riemannschen
Fliche F' vornehmen.

Wir bemerken zuvor, daf, wenn die Funktion #(z,y) an einer Stelle
der Fliche F reell wird, sie notwendig an der betreffonden Stelle in allen
ihren Zweigen reell wird, da ja der Ubergang von einem Zweige zum
andern stets durch eine reelle lineare Substitution vermittelt wird.

Fassen wir irgend einen Punkt der Fliche F ins Auge, so sind
folgende zwei Fille zu unterscheiden:

a) Es ist moglich, um den betreffenden Punkt eine ihn selbst nicht
treffende einfach geschlossene Linie auf der Fliche F' zu ziehen, welche
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eine Umgebung des Punktes abgrenzt, innerhalb deren die Funktion ¢(z, y)
keinen reellen Wert annimmt.

b) Es ist nicht moglich, um den betreffenden Punkt eine Umgebung
der genannten Beschaffenheit abzugrenzen; vielmehr gibt es in jeder noch
so kleinen Nachbarschaft des betrachteten Punktes Stellen, an welchen
die Funktion ¢ reell wird.

Der Klasse a) gehoren zuvrderst alle diejenigen Punkte der Fliche F
an, an welchen die Funktion ¢ sich nicht relativ verzweigt und auBerdem
nicht reell ist. (Der Wert oo ist als reell aunzusehen, da er ja durch
reelle lineare Transformation in einen endlichen Punkt der Achse des
Reellen transformiert werden kann.) Weiter gehdren zur Klasse a) alle
diejenigen Punkte der Fliche F, an welchen die Funktion sich in der
Weise verzweigt, daB die Anzahl der in dem betreffenden Punkte jedesmal
zusammenhingenden Zweige der Funktion ¢ groBer als zwei ist. Ist der
betreffende Punkt ein Verzweigungspunkt von endlicher Ordnung, so ist
die einem Umlaufe um den Punkt entsprechende lineare Substitution
elliptisch mit einer Periode, welche grdfer als zwe: ist, und der Wert,
welchen die Funktion ¢ in dem Verzweigungspunkte selbst annimmt, be-
stimmt gerade die Lage eines Fixpunktes der Substitution, welch letzterer
nicht reell sein kann. Ist jedoch der betreffende Punkt ein Verzweigungs-
punkt unendlich hoher Ordnung, so kann eine reelle lineare Funktion ¢’
von ¢ aufgestellt werden, die sich, wenn z, der etwa als allgemeiner Punkt
der Fliche F' vorgestellte Verzweigungspunkt ist, in der Form

t'=—ilog (x— =) + Bz —x,)

entwickeln 188t; hierbei ist mit P(x —z,) eine regulire Potenzreihe von
(x —=,) bezeichnet. Die Darstellung der Funktion ¢’ 148t erkennen, daB
diese Funktion fiir alle Punkte einer hinreichend kleinen Umgebung von 2,
Werte mit von Null verschiedenem imaginirem Bestandteil, also nichéreelle
Werte annimmt. Fiir die Funktion ¢ ergibt sich daraus die entsprechende
Bemerkung. Der Verzweigungspunkt selbst macht dabei allerdings insofern
eine Ausnahme, als demselben ein wohldefinierter reeller Grenzwert ent-
spricht, welcher aber gemif unserer Definition dem Wertebereich 7' nicht
zugerechnet wird. Zur Klasse a) gehoren schlieBlich noch alle diejenigen
Punkte, an welchen sich die Funktion in der Weise verzweigt, daB die
Anzahl der jedesmal zusammenhingenden Blitter gleich zwei ist und da8
die Umlaufssubstitution eine elliptische Substitution mit positiver Deter-
minante ist, d. i. eine elliptische Substitution mit zwei in bezug auf die
Achse des Reellen zueinander symmetrischen Fixpunkten.

Zur Klasse b) gehoren alle unter a) nicht aufgefihrten Punkte der
Fliche F. Also erstens diejenigen Punkte, an welchen die Funktion {(z,y)
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relativ unverzweigt ist und reelle Werte annimmt, ferner diejenigen Punkte,
welche Verzweigungspunkte erster Ordnung fiir die Funktion {(z, y) sind,
wobei aulerdem die einem Umlaufe um den betreffenden Punkt ent-
sprechende elliptische Substitution der Periode 2 reelle Fixpunkte hat.

Betrachten wir einen Punkt der ersten der genannten beiden zu b)
gehorenden Kategorien, so bemerken wir, da durch Vermittelung der Funk-
tion ¢(x, y) die Umgebung des Punktes umkehrbar eindeutig auf ein gewisses
einblittriges Stiick der f-Ebene abgebildet wird, welches einen Teil der
Achse des Reellen in seinem Innern enthilt. Wir erkennen so, da durch
den betrachteten Punkt ein bestimmtes regulires analytisches Linienstiick
geht, welches fiir eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes alle und
nur die Stellen der Fliche F enthilt, an welchen die Funktion ¢ reelle
Werte annimmt. Durch dieses regulire Linienstiick wird die genannte
Umgebung in zwei zueinander im analytischen Sinne spiegelbildlich sym-
metrische Hilften zerlegt.

Betrachten wir hingegen einen zur zweiten Kategorie geh&renden
Punkt der Fliche F), so wird durch Vermittelung der Funktion ¢ die Um-
gebung des Punktes zweideutig auf ein einblittriges #-Flichenstiick abge-
bildet, welches ein Stiick der Achse des Reellen in seinem Innern emt-
balt. Die Zweideutigkeit der Abbildung findet, wenn wir uns die Funk-
tion ¢ durch eine passende im betrachteten Punkte verschwindende reelle
lineare Funktion #" von ¢ ersetzt denken, in der Weise statt, daB die
Gleichung #,"= —¢,” die Zuordnung derjenigen Punkte der Nachbarschaft
des Punktes ¢'= 0 bestimmt, welchen ein und derselbe Punkt der Fliche ¥
entspricht. Insbesondere werden die beiden vom Nullpunkte ausgehenden
Stiicke der Achse der reellen oder rein imagindren ¢-Werte durch die
genannte Substitution aufeinander bezogen. Wir erkennen, daf es im
vorliegenden Falle ein bestimmtes, durch den zu untersuchenden Punkt
der Fliche F hindurchgehendes, reguléres analytisches Linienstiick™®) gibt,
dessen eine vom genannten Punkte ausgehende Halfte fiir eine hinreichend
kleine Nachbarschaft des Punktes alle und nur die Stellen der Fliche F
enthilt, in welchen ¢ reelle Werte annimmt. Das Bild der zweiten Hilfte
des erwihnten reguliiren Linienstiicks erstreckt sich in der ¢-Ebene lings
der Achse der rein imaginiren #-Werte.

Nachdem wir in der angegebenen Weise den Charakter jedes einselnen
Punktes der Fliche ¥ im Hinblick auf die Realitit der Funktion ¢ fest-

*) Der Begriff ,reguléires analytisches Linienstiick wird dabei relativ zur
Fliche F' verstanden, insofern als man sich die Umgebung eines Windungspunktes
vorher in eine schlichte Fliche transformiert zu denken hat. Kin durch einen
Windungspunkt hindurchgehendes regulires Linienstiick geht dadurch in ein ge-
wohnliches regulires Linienstiick mit regulirer Fortschreitungsrichtung iber.



176 Paur Koese.

gestellt haben, ist es uns jetzt leicht zu erkenmnen, daB die Gesamtheit
aller derjenigen Punkte, an welchen die Funktion ¢ reell ist, auf einer
endlichen Anzahl voneinander getrennter teils geschlossener teils unge-
schlossener reguldrer analytischer Linienziige angeordnet ist, welch letztere
je zwel voneinander verschiedene Punkte der Fliche F' verbinden und
tibrigens, sofern es sich lediglich um den Charakter dieser Linien als
analytischer Linien handelt, tiber jeden dieser beiden Punkte hinaus regulir
fortgesetzt werden konnen. In der Tat wiirde die Annahme des Gegenteils
nach WeierstraBschen Prinzipien die Existenz eines Punktes P auf der
Fliache F' zur Folge haben, in dessen beliebig kleiner Nachbarschaft die
Funktion ¢ reell wird, ohne daf§ die betreffenden Punkte, in welchen ¢ reell
wird, in ihrer Gesamtheit ein durch den Punkt P hindurchgehendes
reguliires analytisches Linienstiick ganz oder zur einen Hailfte ausfiillen.
Der Punkt P wiirde demnach keinem der von uns oben aufgefithrten, auf
F allein moglichen Typen angehdren konnen.

Jeden einzelnen der genannten voneinander getrennten reguliren Linien-
ziige, lings welchen die Funktion ¢ nur reelle Werte annimmt, wollen
wir als einen wvollstindigen Realititseug bezeichnen.

Unsere Absicht ist nachzuweisen, dafl das Wertegebiet 7' der
Variablen ¢ die Halbebenen zu beiden Seiten der Achse des Reellen voll-
stindig ausfiillt. Der Gedanke, dessen wir uns zu diesem Nachweise
bedienen wollen, ist im wesentlichen derselbe wie der beim Beweise des
ersten Teiles unseres Satzes (pag. 170) von uns zur Anwendung gebrachte.

Durch das System der Realititsziige wird die Fliche F entweder
gar nicht in getrennte Gebiete zerlegt oder, wenn sie in mehrere Gebiete
zerlegt wird, so jedenfalls nur in endlich viele voneinander verschiedene.

Wir betrachten eines dieser Gebiete, welches wir mit f bezeichnen,
und untersuchen die konforme Abbildung, welche die Funktion ¢ von
diesem Gebiete entwirft, indem wir uns vorstellen, daB wir die Funktion ¢,
ausgehend von einem gewissen beliebig wihlbaren Zweige, durch ana-
Iytische Fortsetzung, wihrend welcher die Begrenzung von f nicht iiber-
schritten werden darf, weiter erkliren. Dabei wird das von den Werten
dieser Funktion erfiillle Gebiet I, vollstéindig einer and derselben Halb-
ebene angehdren, die wir uns etwa als die obere Halbebene vorstellen
wollen; denn die Funktion wird ja nur auf den Realititsziigen reell,
und diese befinden sich gem#f der Definition von f nicht im Innern des
Gebietes f-

Nehmen wir an, das Gebiet T, erfillle nicht die ganze obere Halb-
ebene, so konnen wir, wie frither, die Existenz eines nichtreellen Punktes #*
auf der Grenze von T, nachweisen und zeigen, daB die der Funktion ¢
fiir das Gebiet f entsprechende hypothetische @-Funktion innerhalb f be-
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liebig kleiner Werte fihig ist. Andererseits werden wir jetzt beweisen,
daB die Werte, welche die @-Funktion im Gebiete f annimmt, alle ober-
halb emmer von Null verschiedenen positiven GréBe liegen.

Die Funktion @ ist fiir alle inneren Punkte des Gebietes f unter
Ausschlufl der etwa im Innern vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich
hoher Ordnung endlich, positiv, von Null verschieden, eindeutig und
stetig erklirt. An den ausgeschlossenen Verzweigungspunkten wird sie
- der frither (pag. 172) prizisierten Weise bestimmt positiv unendlich.
Es fragt sich noch, wie sie sich auf der Grenze von f verhilt, d.i. bei
der Anniéherung an einen der die Begrenzung bildenden Realitéitsziige.

Fassen wir einen dieser Realititsziige niher ins Auge. Wir denken
uns dicht neben demselben herlaufend auf f eine geschlossene Linie !
gezogen, welche zusammen mit dem Realititszuge einen zweifach zusam-
menhiingenden Flichenstreifen ¢ begrenzt. Indem wir von irgend einem
Punkte auf ! nach einem gegeniiberliegenden Punkte des Realititszuges
eine Verbindungslinie konstruieren, entsteht aus ¢ ein einfach zusam-
menhingendes Flichenstiick ¢,. Durch Vermittelung eines Zweiges der
Funktion ¢, den wir beliebig gewihlt denken, wird ¢, umkehrbar ein-
deutig und konform auf -ein gewisses ebenfalls einfach zusammenhingen-
des Flichenstick ¢,” in der ¢-Ebene abgebildet, welches ein Stiick s
der Achse des Reellen als Begrenzung hat. Die tibrige Begrenzung von
@, zerfillt in drei Stiicke s, I, s,, von welchen s, und s, durch eine
reelle lineare Substitution aufeinander bezogen sind und ! der Linie I
entspricht. Das Gebiet @,” konnen wir uns ganz im Endlichen liegend
vorstellen, da es gem#dB der der Funktion @ zukommenden Invarianz-
eigenschaft keinen Unterschied macht, ob man die Funktion ¢ selbst
oder irgend eine reelle lineare Funktion derselben betrachtet. Nunmehr
denken wir umns, daB sich eine in dem zweifach zusammenhingenden
Fléchenstreifen ¢ befindliche bewegliche geschlossene Linie A, welche,
ebenso wie [, dicht neben dem Realititszuge hinlduft, mit allen ihren
Punkten gleichmdifig stetig dem betrachteten Realititszuge nihere. Inner-
halb @, bildet sich die Linie 1 als eine Linie 4’ ab, welche zwei ein-
ander korrespondierende Punkte von s, und sy verbindet und sich offenbar
mit allen ibren Punkten gleichmiBig stetig der Linie s nshert. Denken
wir uns fiir jeden Punkt ¢ auf 1 das Verhéltnis @ des Durchmessers
von K, (vgl. wegen der Definition von K, pag. 170) durch den Abstand
dieses Kreises von der Achse des Reellen gebildet, so ist klar, daB einer-
seits die AbstandsgroBe fiir alle Punkte der Linie 4’ gleichmiBig gegen
Null konvergiert, wihrend andererseits ebenfalls sofort einleuchtet , daB
der Durchmesser von K, oberhalb einer endlichen von Null verschiedenen
positiven GriBe bleibt; (man beachte, daB das Gebiet @, insbesondere
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tiber ¢, und s, hinaus, ein Stiick erweitert werden kann durch Anfiigung
von Gebietsteilen, die ihrerseits noch vollstéindig im Innern von I' liegen).
Daraus folgt, daB zugleich mit dem gleichmifig stetigen Ubergange der
Linie 1 in den erwihnten Realititszug die Werte der Funktion @ gleich-
mibig gegen unendlich konvergieren.

Unsere Kenntnis der Funktion @ reicht jetzt aus, um nach Weier-
straBschen Prinzipien schlieBen zu konnen, daB die Funktion ¢ an einer
gewissen Stelle im Innern von f ihren kleinsten Wert annimmt, welcher
demnach positiv und von Null verschieden sein mufi. Damit ist der
pag. 177 oben angekiindigte Widerspruch hergeleitet.

Die Funktion #, wie wir sie unter Beschrinkung der analytischen
Fortsetzung auf das Gebiet f erklirt haben, erfiillt demnach mit ihren
den Bereich 7', bildenden Werten die obere Halbebene vollstindig.

Uberschreiten wir auf der Fliche F, aus dem Innern von f kommend,
einen ‘der [ begrenzenden Realititsziige, so sind zwei Fille moglich: ent-
weder wir treten dabei wieder in f ein oder wir betreten ein neues der
Gebiete, in welche ¥ durch das System der Realititsziige zerlegt wird;
dies neue Gebiet heifie ;. In beiden Fillen tritt die Variable ¢ in die
untere Halbebene ein und wir schlieBen auf Grund einer der vorangehenden
analogen Uberlegung, daB die Funktion ¢ in dem Gebiete f bezw. f, jetat
notwendig alle Werte der unieren Halbebene annehmen mufl. Daraus folgt
einerseits, daB das Gebiet T, wie der Satz (pag. 170) in seinem zweiten
Teile behauptet, seine samtlichen Grenzpunkte auf der Achse des Reellen
hat, andererseits daB die Anzahl der verschiedenen Gebiete, in welche die
Fliche F' durch das System der Realitdtsztige zerlegt wird, mnicht groBer
als swei sein kann. D. h. die Fliche F' wird durch die Realititsziige
entweder gar nicht in getrennte Gebiete zerlegt, bleibt also ein einziges
zusammenhingendes Gebiet, in welchem je zwei Punkte durch eine
keinen Realititszug schneidende Linie verbunden werden konnen, oder
sie wird genau in zwei getrennte Gebiete f/ und f; zerlegt, zwischen
welchen nur tber die Realititsztige hinweg ein Zusammenhang hergestellt
werden kann.

D, II. Die charakteristische Signatur der einzelnen uniformisierenden
Yariablen.

Jenachdem das Gebiet 7' der uniformisierenden Variablen ¢ nur eine
der beiden Halbebenen oder beide Halbebenen ausfiillt, in - welche die
i-Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, wollen wir sagen,
die uniformisierende Variable ¢ gehore dem ersten oder dem zweiten
~Typus an.
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Ist ¢ eine uniformisierende Variable vom ersten Typus, so kinnen
wir versuchen, dieselbe durch charakteristische Bestimmungsstiicke zu
individualisieren.

Zunichst werden wir naturgemif das algebraische Gebilde (x, y) bezw.
die zu der algebraischen Funktion y(z) gehorende Riemannsche Fliche
F, welche mit Hilfe der GroBe ¢ uniformisiert wird, als Bestimmungs-
stiick nennen. Sodann markieren wir auf F alle diejenigen Punkte,
welche relative Verzweigungspunkte fiir die Funktion ¢(z, y) sind. Die
Anzahl dieser Punkte ist endlich; wir bezeichnen sie in irgend einer
Reihenfolge mit a,, a,,- - -, @,. Jedem dieser Punkte ordnen wir diejenige
positive ganze Zahl (eventuell co) zu, welche angibt, nach wieviel Um-
laufen um den betreffenden Punkt die Funktion ¢(z,y) sich reproduziert;
wir bezeichnen sie der Reihenfolge der Verzweigungspunkte entsprechend
mit [,,l,, -+, 7,. Dann gilt folgender Satz.

Satz: FEs gibt aufer der 1. p. uniformisierenden Variabler t keine andere
l. p. uniformisierende Variable des ersten Typus, welche zur Fldche F' beaw.
zu der algebraischen Funktion y(x) gehirt und, als Funktion des Ortes auf
dieser Fliche betrachiet, dieselben Verzweigungsstellen wie ¢(x, y) besitst
und in jedem dieser Verzweigungspunkte von derselben Ordmung wie t ver-
zwesgt ist. (Hierbei werden zwei Funktionen, welche reelle lineare
Funktionen voneinander sind, als nicht verschieden betrachtet).

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort, wenn man folgendes
beachtet. Ist 7 irgend eine den im Satze aufgezdhlten Bedingungen
geniigende uniformisierende Variable des ersten Typus, so ist einerseits
7(t) eine in der ¢-Halbebene iiberall regulire und folglich eindeutige
analytische Funktion, andererseits #(v) eine in der z-Halbebene iiberall
regulire und folglich eindeutige analytische Funktion, so daB also durch
Vermittelung der genannten Funktionen die ¢-Halbebene und die z-Halb-
ebene umkehrbar eindeutig konform aufeinander bezogen werden, wobei
die Abbildungsbeziehung zun#ichst nur zwischen den innerem, nicht auf
der Grenze befindlichen Punkten der beiden Halbebenen erkl&irt ist. Dies
geniigt, um auf Grund eines bekannten Satzes tiber die konforme Abbildung
einer Kreisfliche auf eine andere zu schlieBen, daB die Funktion v (¢) eine
reelle lineare Funkfion ist. q.e. d.

Damit ist gezeigt, daf die oben angegebenen Stiicke

F; ay,aq, -+, a,; by b, "‘:Zn

die GréBe ¢ vollstindig charakterisieren, sofern dieselbe eine 1. p. uniformi-

sierende Variable des ersten Typus ist. Wir wollen daher die Gesamtheit

dieser Stiicke, in Klammer gesetzt, als die charakteristische Signatur der

uniformisierenden Variablen ¢ bezeichnen. Hat die Funktion #(z, y) keine
12*
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relativen Verzweigungspunkte, so wollen wir (F; 0;0) als Signatur der
GroBe ¢ bezeichnen.

Die Signatur kann nicht vollig willkiirlich gegeben werden. Es sind
jedenfalls folgende und, wie sich im zweiten Hauptteile zeigen wird, nur
folgende Zusammenstellungen ausgeschlossen :

1) F vom Geschlecht Null; »=0,1, 2.

2) F vom Geschlecht Null; » = 3; 11 + 71_ + -ZL > 1.
1 2 3
3) F vom Geschlecht Null; # = 3; 71 -+ —zl— + -Zl— =
1 2 8
4) F vom Geschlecht Null; n=4; ||, =L =0l =1 =2

5) F vom Geschlecht Eins; # = 0.

Die Félle: ,F vom Geschlecht Null, n = 1% sowie ,F vom Ge-
schlecht Null, » =2, I, 2 1, sind illusorisch, weil das Vorhandensein
eines Verzweigungspunktes bei Zugrundelegung einer Fliche F' vom Ge-
schlecht Null, die wir in der Gestalt der einblittrigen z-Ebene gegeben
annehmen diirfen, aus Griinden der Analysis situs die Existenz mindestens
noch eines weiteren Verzweigungspunktes notwendig macht, welcher,
sofern er der einzige zum ersten hinzukommende Verzweigungspunkt
1st, von derselben Ordnung wie der erste sein muB. In allen andern der auf-
gezihlten Fille existiert (vgl. C) eine als Funktion des Ortes auf der Fliche F
endlich- oder unendlich-vieldeutig erklirte einwertige analytische Funktion
t(x, y), welche die betreffenden Verzweigungspunkte und nur diese Ver-
zweigungspunkte besitzt, an denselben die vorgeschriebene Ordnung der
Verzweigung hat und eine konforme Abbildung der Fliche F ent-
weder auf die vollstindige #-Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes
oder auf die vollstindige ¢-Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes
vermittelt, zwei (lebiete, deren keines mit einer Halbebene in eine um-
kehrbar eindeutige konforme Beziehung gesetzt werden kann, was moglich
sein miifte, wenn es eine l. p. uniformisierende Variable vom ersten Typus
mit der betreffenden Signatur gibe.

Wir wollen jetzt die Frage nach einem vollstindigen System charak-
teristischer Bestimmungsstiicke fiir die uniformisierenden Variablen vom
zweiten Typus zu beantworten suchen.

Ist ¢ eine uniformisierende Variable vom zweiten Typus, so ziehen
wir als Bestimmungsstiick fiir dieselbe zunichst wieder die Fliche F'
heran, zu welcher die Grofe / als uniformisierende Variable gehort.
Sodann denken wir uns, wie vorher im Falle des ersten Tpus, auf der
Fléache F alle relativen Verzweigungspunkte der Funktion #(x, y) mit den
zugeordneten Verzweigungszahlen markiert:

Byy Ggy ** oy Gy by By, e v oy 1

n? n*
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SchlieBlich markieren wir auf der Fliche F das System der Realitits-
ziige. Wie wir bereits wissen, wird die Fliche F durch die Realitits-
glige entweder gar nicht in verschiedene voneinander getrennte Gebiete
oder gerade in zwei getrennte (ebiete zerlegt. Ferner bemerken wir so-
gleich, daB auf einem geschlossenen Realititszuge sicher keiner der mar-
kierten Verzweigungspunkte liegt, desgleichen, daf auf einem unge-
schlossenen Realititszuge stets zwei und nur zwei der markierten Ver-
zweigungspunkte liegen, welche mit den Endpunkten des Realititszuges
zusammenfallen und als zugeordnete Verzweigungszahl die Zahl zwe:
haben. Es gilt nun folgender Satz.

Satz: Es gibt aufer der Variablen ¢ keine andere 1. p. uniformisierende
Variable vom zweiten Typus, welche ebenfalls zur Fliche I gehort, ferner,
als Funktion des Ortes auf der Fldche F betrachtet, dieselben und wur diese
Versweigungspunkte mit den gleichen Verzweigungszahlen wie die Funktion
t(x,y) besitet und schlieflich dieselben Realititssiige wie t(z, y) und nur
diese Realititsziige hat.

Der Beweis dieses Satzes wird auf analoge Weise gefithrt, wie der
Beweis des entsprechenden Satzes im Falle des ersten Typus. Wenn 7
irgend eine von f verschiedene uniformisierende Variable vom zweiten
Typus mit denselben erwihnten Bestimmungsstiicken ist, so wird die
Funktion z(z, y) ebenso wie #(2, ) in f (s. pag. 178) eine einwertige Funk-
tion sein, deren Wertegebiet, soweit es beli analytischer Fortsetzung der
Funktion unter Beschrinkung auf f erhalten wird, eine von der Achse
des Reellen begrenzte Halbebene vollstindig ausfiillt. Durch Vermittelung
der Funktion z(f) wird somit eine f-Halbebene auf eine z-Halbebene
umkehrbar eindeutig und konform abgebildet, woraus, wie oben, ge-
folgert wird, daB die Funktion ©(f) eine lineare Funktion mit reellen
Koeffizienten ist. q. e. d.

Die erwahnten charakteristischen Bestimmungsstiicke, bestehend aus
der Fliche F, den Verzweigungspunkten a,,"- -, @, mit den zugeordneten
Verzweigungszahlen 7,, .-, 7, und den Realititsziigen R,,.-., R, bilden
zusammen das, was wir die charakteristische Signatur der 1. p. uniformisie-
renden Variablen ¢ nennen wollen.

Die Bestimmungsstiicke, welche in der Signatur vorkommen, unter-
liegen gewissen in der Natur der Sache liegenden Beschrinkungen, die
wir jetzt feststellen werden.

Zunichst enthalten, wie bereits frither bemerkt worden ist, die Realitéts-
ziige, abgesehen von den Endpunkten der ungeschlossenen Realititsziige, welche
stets als Verzweigungspunkte erster Ordnung figurieren, keinen weiteren Ver-
zweigungspunkt. Von fundamental einschneidender Bedeutung ist jedoch eine
andere Bedingung, auf welche wir durch folgenden Satz gefithrt werden.
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Satz: Die Riemannsche Fliche F, zu welcher die l. p. uniformisierende
Variable t vom zweiten Typus gehirt, it eine symmetrische Umformung
. Sich selbst su, bei welcher jeder auf einem Realitiitszuge befindliche Punkt
sich selbst entspricht, waihrend ein Versweigungspunkt der Funktion t(x,y)
entweder sich selbst oder einem anderen Verzweigungspunkte derselben
Ordnung entspricht.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich hauptsichlich auf den pag. 173—178
bewiesenen Satz, daB das Wertegebiet 7 der Variablen ¢ die Halbebenen
zu beiden Seiten der Achse des Reellen beide vollstindig ausfiillt und
folglich in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist.

Ist P irgend ein Punkt der Fliche F, welcher fiir die Funktion ¢
nicht die Rolle eines Verzweigungspunktes unendlich hoher Ordnung
spielt, so wihlen wir irgend einen Wert aus, welchen die Funktion ¢ im
Punkte P annimmt, und suchen denjenigen Punkt P’ auf F aus, in welchem
die Funktion ¢ den zu ersterem Wert konjugiert imaginiiren Wert an-
nimmt. Dadurch wird eine bestimmte konforme Abbildung der Fliche F'
auf sich selbst mit Umlegung der Winkel den Prinzipien der analytischen
Fortsetzung gemiB definiert. Wir bemerken, daB die den Punkt P in
den Punkt P’ iberfilhrende Ortsfunktion P’(P) auf der Fliche F mnach
AusschluB derjenigen Punkte, welche fiir die Funktion ¢ die Rolle von
Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordoung spielen, iiberall ein-
deutig erklért ist. Kehrt man nimlich auf einem geschlossenen Wege
zu einem Ausgangspunkte P, zuriick, in welchem der urspriinglich ge-
wihlte Wert der Funktion ¢ gleich # sei, so erhilt man einen Wert ¢,
welcher aus # durch eine reelle lineare Substitution hervorgeht. Sucht
man andererseits zu # und 4 die konjugiert imaginiren Werte 7, und Z,
auf, so geht letzterer aus ersterem durch genau dieselbe reelle lineare
Substitution hervor, welche £, in ¢, iberfihrte. Daraus folgt aber, daB
die Werte ¢, und ¢, von der Funktion ¢ in einem und demselben Punkte
der Fliche F' angenommen werden.

Die Ortsfunktion P’(P) besitzt ferner folgende sofort erkennbare
Eigenschaft: sie ordnet dem Punkt P’ riickwirts den Punkt P zu. Sie
vermittelt demnach eine reziproke Paarung unter allen denjenigen Punkten
der Fléche F, welche nicht Windungspunkte unendlich hoher Ordnung
sind. Bei dieser Paarung entspricht jeder auf einem Realititszuge be-
findliche Punkt sich selbst. Einem Verzweigungspunkte endlicher Ordnung
der Funktion ¢, welcher nicht auf einem Realititszuge liegt, entspricht
ein Verzweigungspunkt derselben Ordnung, welcher eventuell mit ersterem
identisch ist (die Realititsziige brauchen nimlich nicht alle Punkte zu
enthalten, welche vermdge der betrachteten Symmetrie der Fliche F
sich selbst entsprechen); es folgt dies einfach daraus, daB die Fix-
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punkte einer elliptischen Substitution erster Art in bezug auf die Achse
des Reellen spiegelbildlich symmetrisch liegen.

Wie verhilt sich die Ortsfunktion P’(P), wenn sich der Punkt P
einem der ausgeschlossenen Punkte stetig néhert? Beachtet man, daB
jedem nicht ausgeschlossenen Punkte wieder ein nicht ausgeschlossener
Punkt entspricht, so erkennt man, daB dem betrachteten ausgeschlossenen
Punkte, in welchen P stetig einriickt, ein bestimmter anderer eventuell
mit ersterem zusammenfallender ausgeschlossener Punkt entspricht, in
welchen der Punkt P’ stetig einriickt. Die betrachtete reziproke Paarung
der Punkte der Fliche F' erstreckt sich also auf alle Punkte dieser Fliche
ausnahmslos. Aus allgemeinen funktionentheoretischen Griinden leuchtet
daher ein, daB die durch die Ortsfunktion P’(P) vermittelte konforme
Abbildung der Fliche F' auf sich selbst nicht nur durchweg stetig, sondern
auch durchweg veguldr ist. Diese Abbildungsbeziehung stellt also in der
Tat eine symmetrische Umformung der Fliche F in sich selbst dar und
zwar eine solche, bei welcher Punkt fiir Punkt sich selbst entsprechende
Linien (Symmetrielinien) auf der Fliche F existieren.

An dem algebraischen Gebilde (z, y) 1dBt sich diese symnfetrische
Umformung in der Gestalt ausdriicken:

z'=H,(z,9), ¥ =Hz,y),
z = H,(z,y), g = Hyy),

wobei mit (2", ") der dem Punkte (x,y) entsprechende Punkt, mit H, und
H, rationale Funktionen ihrer Argumente und mit Z, 7, Z', ¥’ die kon-
jugiert imaginiren Werte zu z, y, ', 4 bezeichnet sind.

Die tiefere Einsicht, welche wir damit in die spezielle Natur der Bestim-
mungsstiicke der uniformisierenden Variablen ¢ gewonnen haben, filhrt uns
dazu, die charakteristische Signatur derselben in einer zweckmiBigen Gtestalt
zu schreiben. Statt ' wollen wir in Riicksicht auf die symmetrische Natur
dieser Fliche F, schreiben. An der Schreibweise der Realititsziige wollen
wir nichts #ndern, uns jedoch merken, daB dieselben vollsténdig in die
Symmetrielinien der Fliche F, hineinfallen.*) Von den Verzweigungs-
punkten der Funktion ¢(z, y) brauchen die Endpunkte der etwa vor-
handenen ungeschlossenen Realititsztige nicht besonders notiert zu werden,
da deren Existenz durch das Vorkommen eines solchen Realititszuges
von selbst mitbedingt ist. Die anderen Verzweigungspunkte zerfallen in
solche, die sich vermdge der Symmetrie der Fliche F, selbst entsprechen:

*) Es kann sein, da die Fliche F, mehrere voneinander verschiedene sym-
metrische Umformungen gestattet. In jedem einzelnen Falle wird jedoch nur eine
dieser Symmetrieen ins Auge gefaBt.
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@y, - -+, @,%) mit den zugeordneten Verzweigungszablen I,,---,7,, und
solche, welche sich paarweise entsprechen: «,, a/, -- -, @, ¢, mit den zu-
geordneten Verzweigungszahlen 1,,..., -

Als charakteristische Signatur der uniformisierenden Variablen ¢ er-
halten wir so das Symbol:

4 7 .
(Fy; By~ By 0y, -0y Apy Cyy Oy =y Oy O3 by -+ lp? Ay ooy lq)‘

Das Nichtvorhandensein von Verzweigungspunkten driicken wir dadurch
aus, daB wir die betreffenden Stellen des Symbols durech O ersetzen, also

schreiben:
(F,; By, .-+, B, 05 0).

Die Tatsache der Symmetrie der Fliche ¥, wird auch durch folgenden
Satz ausgedriickt.

Satz. Die algebraische Kurve, zu welcher die 1. p. uniformisierende
Variable t des zweiten Typus gehirt, kann durch birationale Tramsfor-
mation derart in eine reelle algebraische Kurve®*) transformiert werden,
daf} die Realititsziige nach der Tramsformation in die reellen Ziige der
transformierten Kurve hineinfallen.*¥¥)

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich folgendermaBen.

Es sel u(z,y) irgend eine rationale Funktion von z und y. Bilden
wir die rationale Funktion w(z,y)=#(z,y), welche in dem Punkte
(',y"), der vermdge der Symmetrie des betrachteten algebraischen Ge-
bildes dem Punkte (z, y) entspricht, den zu dem Werte u(z, y) kon-
jugiert imaginiren Wert besitzt, so ist die Funktion U(z, ¥), welche
durch die Gleichung

Uz,y) =u(z,y) + u, (z,v)

*) » als Index und p als Geschlecht der Fliche F' sind verschiedene Zahlen.

**) Unter einer recllen algebraischen Kurve verstehen wir in dieser Abhandlung
stets eine algebraische Kurve, welche nicht nur durch eine irreduzible algebraische
Gleichung mit reellen Koeffizienten definiert ist, sondern auch wirklich reelle Kurven-
zlige besitzt.

**) Wir gewinnen an dieser Stelle den AnschluB an die von Herrn Klein her-
rihrende Einteilung der symmetrischen Riemannschen Flichen bezw. reellen alge-
braischen Kurven. Die hier von uns gebrauchten Tatsachen versehe ich mit Beweisen,
die man mit den entsprechenden Entwicklungen bei Klein vergleichen wolle.

F. Klein: ,Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer
Integrale*, pag. 72 (Leipzig, 1882). ,Uber konforme Abbildung von Flichen“, Math.
Ann., Bd. 19 (1881). ,Uber die Realititsverhiltnisse bei der einem beliebigen
Geschlechte zugehorigen Normalkurve der ¢, Math. Ann., Bd. 42 (1892). , Riemann-
sche Flichen“, autographierte Vorlesung, Leipzig, Teubner,

S. auch G Weichold, ,Uber symmetrische Riemannsche Flichen und die
Periodizititsmoduln der Abelschen N ormalintegrale erster Gattung“., Zeitschrift fiir
Math. u. Phys., Bd. 28 (1883),
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erklirt wird, eine bei passender Wahl von w von einer Konstanten sicher
verschiedene rationale Funktion von z und g, fiir welche

Uz, y)=U,9y)
ist. Die Funktion U(,y) nimmt daher in jedem Punkte unseres alge-
braischen Gebildes, welcher vermdge der Symmetrie sich selbst entspricht,
einen reellen Wert an.

Wir suchen jetzt eine zweite rationale Funktion V(z, y) zu bestim-
men, welche beim Ubergange vom Punkte (z, y) zum Punkte (', y') eben-
fzlls zum konjugiert-imaginiren Werte ibergeht und welche zusammen
mit U ein solches rationales Funktionenpaar darstellt, daB auch riickwirts
# und y sich rational durch U und V7 ausdriicken lassen. Eine solche
Funktion kann folgendermaBen bestimmt werden. Es sei p das Geschlecht
der algebraischen Kurve (#,y). Dann ist es moglich sukzessive p + 1
voneinander verschiedene Punkte des Gebildes, (#;,%,;)," (Zp415 Ypr1) 20 be-
stimmen, welche auch von ihren p+ 1 Bildpunkten (2,4, (Z5.11,¥04+1)
verschieden sind und der Bedingung geniigen, daB die Funktion U(z, y) in
den genannten 2p+ 2 Punkten 2p 4 2 voneinander verschiedene Werte
annimmt. Wir konstruieren eine rationale Funktion v(z, y), welche auBer
in den p+ 1 erstgenannten Punkten nirgends unendlich werden kann.
Fine solche Funktion liBt sich bekanntlich aus Abelschen Integralen
zweiter Art linear zusammensetzen und zwar so, daB die Funktion in
jedem der erwihnten p 4+ 1 Punkte entweder iiberhaupt nicht oder genau
von der ersten Ordnung unendlich wird. Bilden wir nun die Funktion

Viz, ?/) =v(2,y) + '01(977 ?/)5 v (2, y) = 6(93’; ?/,):
Vz,9)=V,y)

und es entspricht einem einzelnen Wertepaar (U V) des irreduziblen
algebraischen Gebildes (U, V) nur emn Wertepaar (2, y). Betrachten wir
nimlich das Wertepaar (U(x,, ¥, V@,, ¥,), indem wir mit %oy Y,
einen derjenigen Punkte bezeichnen, in welchem die Funktion V(z, y)
wirklich -unendlich wird, so kann dieses Wertepaar, weil V(z,,y,) =
ist, nur in einem der 2p -+ 2 oben betrachteten Punkte angenommen
werden. Von diesen 2p + 2 Punkten kann jedoch nur der Punkt (z,, ¥,)
wirklich in Betracht kommen; denn der Wert U(x,, y,) Wird in keinem
der anderen 2p + 1 Punkte von der Funktion U angenommen gemif der
Definition dieser Funktion. Da ferner die Funktion ¥ im Punkte (%05 Y2)
genau von der ersten Ordnung unendlich wird, konnen wir weiter schliefen,
daB nicht nur dem speziellen Wertepaare (U%,, ¥.); V®,,y,) der eine
bestimmte Punkt (2,, y,) entspricht, sondern daB auch das Wertepaar
Ulg,+ &, Yo+ 1), V(@+ & Yo+1), (anter & und % kleine veréinderliche

so 1st
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komplexe Grofen verstanden, die nur der Bedingung unterworfen sind,
daB (x,+¢, y,+ ) ein Punkt des algebraischen Gebildes (z, y) sein soll),
von dem Funktionenpaar U, V nur in dem einen Punkte (z,-+¢, ¥, %)
angenommen wird. Daraus folgt aber, daB z und y zwei in dem ganzen
Gebilde (U, V) mit dem Charakter rationaler Funktionen von U, V defi-
nierte GroBen sind, die zugleich in diesem ganzen Gebilde eindeutig erklirt
sind und folglich rational durch U und V ausgedriickt werden kénnen.

Da sowohl die Funktion U als auch die Funktion 7 auf den Reali-
titsziigen*®) des Gebildes (z, y) reelle Werte annimmt, haben wir in (U, V)
eine reelle algebraische Kurve, deren reelle Ziige die transformierten
Realititsztige vollstéindig auf sich enthalten.

Der pag. 184 formulierte Satz ist hiermit vollstindig bewiesen.

Wir bemerken noch, daB die Symmetrie des Gebildes (z,y) sich
offenbar auf das Gebilde (U, V) iibertrigt und fiir dieses Gebilde die
einfache Gestalt annimmt

U=0, V'=V.

Dieser Ausdruck fiir die Symmetrie der Riemannschen Fliche der alge-
braischen Funktion V(U) 1aBt leicht erkennen, daB die Gesamtheit aller
Punkte dieser Fliche, welche bei der betrachteten symmetrischen Um-
formung fest bleiben, eine endliche Anzahl voneinander getrennter, regu-
lirer, geschlossener analytischer Ziige bilden, welche mit dem System der
den reellen Ziigen der Kurve (U, V) auf der Riemannschen Fliche ent-
sprechenden Linien zusammenfallen.

Die Methode unserer Betrachtung 148t iiberhaupt ganz allgemein den
Satz erkennen:

Satz: Wenn F irgend eine Riemawnsche Fliche ist, welche die Ver-
sweigung einer algebraischen Funktion darstellt, und wenn auf dieser Fliche
ewne wmkehrbar eindeutige symmetrische Umformumg definiert ist, bei welcher
ein Punkt der Fliiche festbleibt, so gibt es stets unendlich viele festbleibende
Punkie, welche eine endliche Anzahl voneinander getrennter, regulirer, ge-
schlossener Ziige bilden, und es ist miglich, eine birationale Tramsformation
der betreffenden algebraischen Kurve in eine reelle algebraische Kurve ous-
gufiihren, bei welcher das vollstindige System der Symmetrielinien des ersteren
algebraischen Gebildes in das vollstindige System der reellen Ziige des
letzteren iibergeht.

Es fragt sich, ob die uns bisher bekannten Bedingungen, denen die
Fliche F, die Verzweigungspunkte, Verzweigungszahlen und Realitétsziige
unterworfen sein miissen, damit eine uniformisierende Variable vom Haupt-

*) Das sind, um es hier nochmals zu sagen, diejenigen teils geschlossenen,
teils ungeschlossenen Ziige, lings welcher die betrachtete Grofe ¢ reell ist.
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kreistypus mit den erwidhnten Bestimmungsstiicken existiere, auch gentigen,
um die Existenz einer solchen Variablen erschlieBen zu kénnen. Die voll-
stindige Beantwortung dieser Frage werden wir erst im folgenden Teile
dieser Abhandlung geben und zwar im bejahenden Sinne.

Eine Frage jedoch mdge bereits an dieser Stelle ihre Erledigung finden.

Wir wissen, daB, wenn es eine uniformisierende Variable vom Haupt-
kreistypus mit den erwahnten Bestimmungsstiicken gibt, die Fliche F,
durch die Realititsziige entweder gar micht in getrennte Flichengebiete
zerlegt wird oder aber genau in zwei getrennte Gebiete, die einander
symmetrisch entsprechen. Um also sicher zu sein, daB wir auf den Sym-
metrielinien der Riemannschen Fliche F, die Realititsziige willkiirlich
wihlen kénnen, so daB wir sie beispielsweise auch mit dem vollsténdigen
System der Symmetrielinien identisch wihlen kdnnten, ist es notwendig,
folgenden Hauptsatz iiber symmetrische Riemannsche Flichen algebraischer
Funktionen festzustellen:

Satz. FEine su einer algebraischen Fumktion gehorende symmetrische
Riemannsche Fliche F, mit Symmetriclinien zerfdllt dwrch das vollstindige
System dieser Symmetrielinien entweder garnicht in getrennte Flc‘ickengebiete
oder n genaw zwei zueinander symmetrische Gebiete.)

Beweis. Es sei f eines der Stiicke, in welche die Flache F, durch die
Symmetrielinien zerlegt wird, die wie erwihnt, vollig getrennt voneinander
verlaufen. Zieht man von einem Punkte in f aus irgend eine sich selbst nicht
schneidende Linie L nach einem beliebigen anderen Punkte der Fliche F,, so
kann es sein, daB man bei Durchlaufung dieser Linie einmal aus dem Gebiete f
heraustritt. Dies kann jedenfalls nur dann stattfinden, wenn eine der Sym-
metrielinien von F,, etwa die Linie S, iiberschritten wird. Dabei wird
man in ein anderes derjenigen Gebiete gelangen, in welche F, durch die
Symmetrielinien zerlegt wird. Das neue Gebiet heiBe f;. Dasselbe ent-
spricht offenbar dem Gebiete f umkehrbar eindeutig vermdge der betrachteten
Symmetrie der Fliche F,. Es kann nun sein, daf man bei Durchlaufung
der Linie L auch aus dem Gebiete f; einmal heraustritt. In diesem Falle,
behaupte ich, kehrt man notwendig in das Gebiet f zuriick. In der Tat
entspricht dem in f; befindlichen soeben durchlaufen gedachten Teile 4,
der Linie L symmetrisch ein in f befindliches Linienstlick 1. Die Linien
A und A, zusammen bilden eine auf F' sich selbst nicht schneidende Linie,
welche geschlossen ist, weil die beiden Endpunkte von 4, je auf einer

* Im ersten Falle wird die Riemannsche Fliche F, nach Herrn Klein diasym-
metrisch genannt, im zweiten Falle orthosymmetrisch. Der Satz liBt sich auch auf
unendlich-vielblattrige Riemannsche Flichen allgemeinster Art ausdehnen, eine Tat-
sache, welche fir die Uniformisierung reeller analytischer Kurven eine analoge
Wichtigkeit besitzt. Vgl. Note IV.
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Symmetrielinie liegen, Darin liegt ausgesprochen, da man bei Durch-
laufung der Linie Z aus f, kommend notwendig wieder nach f zuriick-
kehrt. Analog ergibt sich, daB, wenn man bei weiterer Verfolgung der
Linie L noch einmal aus f heraustritt, man wieder nach f, zuriick-
kehren muB. Da L auf F ganz beliebig gewihlt war, so heilit dies: Die
Fliche F zerfillt, sofern sie durch die Symmetrielinien tiberhaupt in ge-
trennte Gebiete zerlegt wird, genau in zwei Gebiete, die zueinander sym-
metrisch sind. q. e. d.

BE. Zweiter (synthetischer) Hauptteil.

Yollstiindige Losung des Problems der Bestimmung aller zu einer

beliebig gegebenen algebraischen Kurve gehiérenden linear-poly-

morphen uniformisierenden Variablen mit reeller Substitutions-

gruppe. Existenz der zu einer gegebemen Signatur gehdrenden
Variablen.

E, I Formulierung der zu losenden Einzelprobleme. Zerlegung
jedes Einzelproblems in ein Problem der Analysis situs und ein
Problem der konformen Abbildung.

Die Einzelprobleme, auf welche wir durch die Uberlegungen des
ersten Teiles dieser Abhandlung gefiihrt worden sind und deren Erledigung
die vollstindige Losung des Problems der Bestimmung aller zu einer be-
liebig gegebenen algebraischen Kurve gehdrenden uniformisierenden Va-
riablen mit reeller Substitutionsgruppe bedeuten wiirde, sind folgende:

Problem la: Gegeben sei eine Riemannsche Fliche F' vom Ge-
schlecht p > 2, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen
Funktion y(x) geometrisch darstellt. Es ist zu zeigen, daB zu dieser
Fliche eine relativ unverzweigte linear-polymorphe uniformisierende
Variable des ersten Typus mit der charakteristischen Signatur

(3 05 0)
gehort. *)

Problem 1b: Gegeben sei eine Riemannsche Fliche F vom Ge-
schlecht p > 0, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen
Funktion y(x) geometrisch darstellt. Auf dieser Fldche seien # Ver-
zweigungspunkte @, - - -, @, gewihlt mit den zugeordneten Verzweigungs-
zahlen [, - --, [, deren jede einzelne > 2 ist. Es ist zu zeigen, daB zu

*) Die uniformisierenden Variablen, deren Existenz in den Problemen 1a und 1b
postuliert wird, stimmen als solche mit gewissen von Herrn Klein in Math. Ann., Bd. 20
und 21 L c. postulierten GroBen iiberein. Vgl ferner Poincaré, Acta Math., ¢ IV
bezw. I, Fricke-Klein, ,Vorlesungen“ Bd. II, pag. 45: Fundamentalproblem 1.
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der Fliche F eine 1 p. uniformisierende Variable des ersten Typus mit der
charakteristischen Signatur

(F5 @y 05 a5 by, ooy L)
gehort. Im Falle p = O wird dabei angenommen, daf » > 4 ist und da8
fir » = 4 nicht alle Zahlen I gleich ‘swei sind.*)

Problem 2a: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge-
braischen Kurve gehorende Riemannsche Flache F,. Auf den Symmetrie-
linien dieser Fliche, welche den reellen Ziigen der Kurve entsprechen,
sei eine endliche Anzahl von Realititsziigen R,, ---, R, gewihlt, die ge-
schlossen oder ungeschlossen sein, auch mit dem vollstindigen System
der Symmetrielinien identisch sein konnen. Es ist zu zeigen, daB auf der
Fiache F, eine nur in den Endpunkten der etwa vorhandemen ungeschlos-
senen Realititszlige relativ verzweigte linear-polymorphe uniformisierende
Variable des zweiten Typus mit der charakteristischen Signatur

L (Fy; By, -+, BR,; 05 0)
existiert. *¥)

Problem 2b: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge-
braischen Kurve gehorende Riemannsche Fliche F,. Auf den Symmetrie-
linien derselben sei wieder eine endliche Anzahl von Realititsziigen
R, .-, R, gewihlt. Ferner seien auf F, auBerhalb der Realifitsztige
teils auf den Symmetrielinien teils auBerhalb derselben, im letzteren
Falle symmetrisch angeordnet, Verzweigungspunkte a,, ---, @,, &, ¢, -
-+ e, e mit den zugeordneten Verzweigungszahlen 1, --- 1, 4, -+ 4,
gewihlt. Es ist zu zeigen, daB es auf der Fliche F, eine uniformisierende
Variable vom zweiten Typus mit der charakteristischen Signatur

(Fy; By« By; a4,y @y 0y, oy s "‘q’i by lp) Ay ey Lq)
gibt, #F)

Wir kniipfen hieran eine Bemerkung, den Fall betreffend, in welchem
das Geschlecht der Fliche F, gleich Null ist. In diesem Falle konnen

wir die Fliche F, als einblittrige Ebene wihlen. Das System der Sym-

*) Der Fall p =0, n=23 wird durch die Schwarzsche s-Funktion erledigt.
S. Schwarz’ bereits mehrfach erwihnte Abhandlung iiber die hypergeometrische Reibe,

* Ist in Problem 2a und 2b die Fliche F, orthosymmetrisch und wird das voll-
stindige System der Symmetrielinien als System der Realititsziige gewihlt, wobei
dann in 2b die Verzweigungspunkte a, ,- - -, ap wegfallen, so stimmen die betreffenden
uniformisierenden Variablen als solche mit den von Fricke in Fricke-Klein, ,Vor-
lesungen* Bd. II, pag. 46 (Fundamentaltheorem II) postulierten GrtBen tiberein.

Die von uns in 2a und 2b postulierten weiteren uniformisierenden Variablen
sind gerade diejenigen und nur diejenigen, fiir welche die Gruppe reelle Substitutionen
mit negativer Koeffizientendeterminante enthilt. (Vgl die Bemerkungen pag. 154.)

#4, Vgl. die vorangehende FuBnote.
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metrielinien besteht dann nur aus einer einzigen Linie, nimlich der Achse
des Reellen, und die Realititsziige sind einfach getrennt liegende Stiicke
der Achse des Reellen, sofern nicht die ganze Achse des Reellen als
Realititszug gewihlt ist.

Es gilt namlich der

Satz: Jede symmetrische Umformung der x-Ebene (inkl. des unendlich
fernen Punktes) in sich selbst (das ist, um es mochmals besonders zu sagen,
eine solche umkehrbar eindeutige konforme Transformation dieser Ebene in
sich mit Umlegung der Winkel, welche bei einmaliger Wiederholung die
Identitat ergibt) stellt, sofern bei dieser Tramsformation auch nur ein einziger
Punkt fest bletbt, entweder eine Spiegelung am einem Kreise oder an einer
Geraden dar.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich wesentlich auf den anderen,
hier als bekannt vorausgesetzten Satz, daB jede umkehrbar eindeutige
konforme Abbildung einer z-Ebene auf sich selbst, bei welcher keine
Umlegung der Winkel stattfindet, durch eine lineare Funktion von z ver-
mittelt wird.

Indem wir die 2-Ebene durch eine passende lineare Transformation
in eine X-Ebene iiberfithren, wobei der in der z-Ebene definierten sym-
metrischen Umformung eine symmetrische Umformung der X-Ebene ent-
spricht, konnen wir erreichen, daB bei letzterer Umformung der unendlich
ferne Punkt fest bleibt. Ist X' der dem Punkte X bei der symmetrischen
Umformung entsprechende Punkt, so ist, wenn mit X~ der zu X’ konjugiert
imaginire Wert bezeichnet wird, die Funktion X’'(X) eine analytische
Funktion von X, welche eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung
der X-Ebene auf sich selbst vermittelt und zwar eine solche, bei welcher
der unendlich ferne Punkt fest bleibt, also eine lineare Funktion der Form

X'=aX<4b,
unter a und b Konstanten verstanden. Die Konstanten a und & sind jedoch
nicht willkiirlich wéhlbar. Denn, damit die durch die Gleichung definierte
konforme Transformation des Punktes X in den Punkt X’ eine sym-
metrische Umformung wird, miissen a und b so bestimmt werden, daB
bel der Transformation dem Punkte X' riickwarts der Punkt X entspl icht.
Das ergibt die Gleichungen
"a-@=1, ab+b=0

bei deren Beriicksichtigung man leicht erkennt, daf die bei der Trans-
formation fest bleibenden Punkte der X-Fbene eine bestimmte Gerade
erfilllen und daB die Transformation selbst mit der Spiegelung an dieser
Geraden identisch ist. In der urspriinglich betrachteten a-Ebene haben
wir es daher entweder mit einer Spiegelung an einem Kreise oder an
einer Geraden zu tun. q. e. d.



Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. I. 191

Die aufgefiibrten vier Probleme 1a, 1b, 2a, 2b lassen sich je auf
ein Problem der Analysis situs und ein Problem der kownformen Abbildung
reduzieren.

Ist ¢ diejenige, wie wir bereits wissen, bis auf eine reelle lineare Sub-
stitution vollstindig bestimmte GroBe, welche die Losung des Problems 1a
darstellt, so ist ¢(x,y) eine in der ganzen Fliche F' mit dem Charakter
rationaler Funktionen von x und y erklirte GroBe. Zu der Funktion
t(z, y) gehort eine bestimmte Riemannsche Fliche F,, welche wir uns
iber der Fliche F' ausgebreitet vorstellen konnen, so dall also jedem
relativen Zweige der Funktion #(x,y) ein bestimmtes relativ zu F zu
verstehendes Blatt der Fliche F, entspricht. Die Fliche F, besitzt in
jedem ihrer Blidtter an jeder einzelnen Stelle genau den topologischen
Charakter, welchen die Fliche F an der betreffenden Stelle darbietet.

Durch die Funktion #(z,y) wird eine umkehrbar eindeutige kon-
forme Abbildung der Fliche F, auf die Fliche einer schlichten Halbebene
(exkl. deren Begrenzung) vermittelt. Daraus folgt, daB die Fliche F,
eine einfach zusammenhdngende Fliche ist. Die Fliche F, ist ferner un-
endlich-vielblattrig; denn andernfalls miiBte sie zufolge ihrer erwihnten
topologischen Beschaffenheit, welche das Vorhandensein von Grenzpunkten
ausschlieBt, eine geschlossene Riemannsche Fliche sein; eine geschlossene
Riemannsche Fliche kann aber offenbar nicht umkehrbar eindeutig und
konform, nicht einmal umkehrbar eindeutig und stetig auf die Fliche
einer Halbebene abgebildet werden.

Die Eigenschaft der Fliche F,, eine iiber der Fliche F ausgebreitete
einfach zusammenhiingende Fliche zu sein, weiche an jeder Stelle von F
in jedem Blatte den topologischen Charakter von ¥ besitzt, ist fiir die
Flache F, vollstindig charakteristisch.

Denn wenn man zwei {iber F' ausgebreitet gedachte Flichen F) und
F, von der genannten Beschaffenheit hat, so kann man folgendermaBen
die Identitit dieser beiden Flichen erkennen. Man wihle irgend einen
Punkt P auf F aus, darauf einen Punkt P, auf F, und einen Punkt P,
auf F,, welch letztere beiden Punkte in unserer Vorstellung gerade iiber
der durch den Punkt P bezeichneten Stelle der Fliche ¥ liegen sollen; es ist
gleichgiiltig, in welchem der relativen Blitter von Fj bezw. F, die Punkte
P, und P, gewihlt sind. Man kann jetzt, ausgehend von der Zuordnung
der Punkte P, und P,, durch kontinuierliche Fortsetzung eine Punkte-
zuordnung zwischen ¥, und F, herstellen, bei welcher je zwei einander
entsprechende Punkte sich iiber einer und derselben Stelle der zugrunde
liegenden Fliche F' befinden. Beschreibt P, irgend eine geschlossene
Linie auf F,, so zeigt es sich, daB zugleich der korrespondierende Punkt
P, auf F, eine geschlossene Bahn beschreibt. Wird nimlich mit L, die
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vom Punkte P, beschriebene geschlossene Linie bezeichnet, mit L, die
korrespondierende vom Punkte P, beschriebene Linie, so ist es, weil F,
einfach zusammenhéngend ist, mdoglich, durch stetige Deformation gie
geschlossene Linie I, auf den Ausgangspunkt zusammenzuschniiren, wobe;
sich die Linie L, auf eine Linie reduzieren muB, welche in ihrer gangen
Ausdehnung die niichste Umgebung ihres Ausgangspunktes nicht verlagsen
kann und folglich ebenfalls geschlossen sein muB. Nun ist eg aber
offenbar nicht moglich, daB die Linie L, bei der erwihnten stetigen
Deformation in eine geschlossene Linie iibergeht, wenn sie nicht vop
vornherein auf F, geschlossen war. Es entspricht also der geschlossenen
Linie L, auf F, stets eine geschlossene Linie L, auf F,. Ebenso er-
kepnen wir, da auch umgekehrt jeder geschlossenen Linie L, auf F,
eine geschlossene Linie L, auf F; entspricht. Diese beiden Tatsachen
zusammen driicken die Identitit der beiden Flichen Fy und F; aus, die
wir beweisen wollten.

Das Wesentliche ist, daB die Riemannsche Fliche F, in einer von
dem Uniformisierungsprobleme véllig losgelosten Form rein durch Rigen-
schaften der Awalysis situs erklirt werden kann.

Wir konnen jetzt von dem Uniformisierungsprobleme 1a folgendes
topologische Problem als ein Problem fiir sich abtrennen.

Problem 1a®: Uber der Riemannschen Fliche F' soll eine andere
relativ zu F unverzweigte einfach zusammenhéngende Fliche ¢ kon-
struiert werden.

Nachdem dieses Problem geldst ist, bleibt nur noch der Nachweis
zu fiihren, daB es moglich ist, die Fliche ®r umkehrbar eindeutig und
konform auf die schlichte Fliche einer Halbebene (exkl. deren Begrenzung)
abzubilden; denn diese Eigenschaft besitzt die Funktion ¢(z,y) in bezug
auf die Fliche F,, und es ist diese Eigenschaft fiir die Funktion ¢(z,y)
vollig charakteristisch; es hingen nimlich je zwei Funktionen, welche
die Fliche F, umkehrbar eindeutig und konform auf eine Halbebene ab-
bilden, durch eine lineare Transformation zusammen, wie durch eine ein-
fache Uberlegung sofort erkannt wird. Vgl. pag. 181.

Wir formulieren also als zweités Problem das folgende:

Problem 1a®: Die einfach zusammenhingende Fliche ®7 soll um-
kebrbar eindeutig und konform auf die schlicht zu denkende Fliche einer
Halbebene abgebildet werden.

Das Problem 1b 148t sich auf Grund einer der vorangehenden ans-
logen Uberlegung folgendermafien in zwei Teilprobleme zerlegen.

Problem 1b®: Uber det Riemannschen Fliche F soll eine einfach
zusammenhingende Riemannsche Fliche ®; konstruiert werden, welche
abgesehen von den Punkten a,, - - -, a, an allen Punkten der Fliche F
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dieselbe topologische Beschaffenheit wie ¥ selbst hat, wihrend sie an den
ausgeschlossenen Stellen relative Windungspunkte hat, in welchen bezw.
immer je [,---, 1 Blitter zusammenhéngen. Jeder—dieser Windungs-
punkte ist dabei, wenn er von endlicher Ordnung ist, als innerer Punkt
der Fldche ¢7, wenn er von unendlich hoher Ordnung ist, als Grenz-
punkt der Fliche @/ zu betrachten.

Problem 1b®: Hs soll die Fliche ®5 (exkl. deren etwa vorhandene
von Windungspunkten unendlich hoher Ordnung gebildete Grenzpunkte)
nmkehrbar eindeutig und konform auf die Fléche einer schlichten Halb-
ebene (exkl. deren Begrenzung) abgebildet werden.

Wie steht es mit einer analogen Zerlegung des Problems 2a in
zwei Teilprobleme 2a® und 2a®? Zu der in Problem 2a gesuchten
Funktion #(z,y) gehdrt eine gewisse iiber der Fliche F. ausgebreitet zu
denkende Riemannsche Fliche, welche entsprechend der Form des Werte-
bereichs 7' in zwei zueinander symmetrische einfach zusammenhingende
Halften zerfallt. Die einzelne Hilfte @, ist folgenden charakteristischen
Bedingungen gem#f zu konstruieren.

Problem 2a®: Es soll tiber der Fliche [F] (das ist, je nachdem
die Fliche F, durch die Realititsziige in zwei zueinander symmetrische
Hilften zerlegt wird oder ein Ganzes bleibt, die eine Hilfte von F, oder
die durch die Realititsatige begrenzt zu denkende Fliche F, selbst)
eine relativ zu [F] unverzweigte, iiber die Begrenzung von [ F,] sich nicht
hinwegstreckende, einfach zusammenhingende Riemannsche Fliache ®;; kon-
struiert werden, welche an jeder Stelle von [F] in allen ihren Blittern
denselben topologischen Charakter wie [F] selbst besitzt.

Weiter handelt es sich um die Losung des folgenden Abbildungs-
problems.

Problem 2a®: s soll die Fliche ®z; umkehrbar eindeutig und
konform auf die Fliche einer schlichten Halbebene abgebildet werden
und gezeigt werden, daf bei dieser Abbildung jeder Begrenzungslinie
von ®p; in regulir-analytischer Weise ein Stiick der die Halbebene
begrenzenden Geraden entspricht.

Der zuletzt geforderte Nachweis ist wesentlich, damit geschlossen
werden kann, daB die Funktion, welche die konforme Abbildung der
Fliche ®rz) auf die Halbebene vermittelt, lber die Begrenzungslinien
von ®p; hinaus geméfl dem Symmetrieprinzip analytisch fortgesetzt
werden kann, eine Eigenschaft, die ja in der Tat der gesuchten Funk-
tion ¢(x,y) zukommen soll

Fiir das Problem 2b erhalten wir schlieBlich folgende beiden Teil-
probleme 2b®) und 2b®.

Problem 2b®: Es soll iiber der Fliche [F,] eine iiber die Be-
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grenzung von [F] sich nicht hinweg erstreckende einfach zusammen-
hingende Fliche ®(r; konstruiert werden, welche, abgesehen von den
Punkten a,, -, g, ¢, &, -+, &, &, soweit dieselben in [F.] liegen®), an
allen Punkten denselben topologischen Charakter wie [F] selbst besitzt.
An den erwihnten ausgeschlossenen Punkten soll die Fliche ®fr,; in
allen Blittern Windungspunkte haben, und zwar sollen an jeder dieser
Stellen immer so viel Blitter zusammenhingen, als die der betreffenden
Stelle zugeordnete Verzweigungszahl | bezw. i vorschreibt. Diejenigen
Punkte der Fliche ®F;, welche Windungspunkte endlicher Ordnung
sind, sind dabei als innere Punkte der Fliche zu betrachten, wihrend
die etwa vorhandenen Windungspunkte unendlich hoher Ordnung als
Grenzpunkte der Fliche anzusehen sind.

Problem 2b®: Es soll die Fliche & umkehrbar eindeutig und
konform auf die Fliche einer schlichten Halbebene abgebildet werden
und gezeigt werden, daB bei dieser Abbildung jeder Begrenzungslinie
von O in reguldr analytischer Weise ein bestimmtes Stiick der die
Halbebene begrenzenden Geraden entspricht.

E,1I. Losung der Analysis-situs-Probleme.

Nachdem wir im Vorhergehenden jedes der zu lésenden Einselprobleme
la, 1b, 2a, 2b in ein Problem der Analysis situs und ein Problem der
komformen Abbildung zerlegt haben, gehen wir nunmehr an die wirkliche
Erledigung der vier genannten Probleme und beginnen mit der Erledigung
der vier Analysis-situs-Probleme 1a® 1b®, 2a® 2b®, die wir der Reihe
nach behandeln.

Erledigung des Problems 1a™ (Komstruktion der einfach zusammen-
hiingenden Uberlagerungsfliche ®p). Wir haben bei diesem Problem p>2
vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 188). Auf der Riemannschen
Fliche F denken wir uns p die Fliche nicht zerstiickende Riickkehr-
schnittpaare gezogen in der Weise, wie man dies in der Theorie der
algebraischen Funktionen und ihrer Integrale zu tun pflegt. Darauf lassen
wir die p Riickkehrschnittpaare sich in der Weise deformieren, daB ihre
p Kreuzingspunkte schlieBlich nach einem und demselben Punkte O der
Fliche ¥ zusammenriicken. Auf diese Weise entsteht aus der Fliche F'

¥) Der Fall, dab die genannten Verzweigungspunkte nicht siimtlich in [F] liegen,
tritt dann und nur dann ein, wenn die Fliche [F,] orthosymmetrisch ist und wenn
das System der Realitdtsziige mit dem System der Symmetrielinien identisch ist, so
daB sich selbst entsprechende Verzweigungspunkte iiberhaupt nicht vorkommen, wih-
rend von den paarweise einander entsprechenden Verzweigungspunkten aus jedem Paar
einer der einen, der andere der anderen Hilfte von F, angehort.
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eine einfach zusammenhiingende Fliche F|, deren vollstindige Begrenzungs-
linie in 4p (> 8) Stiicke (Begrenzungsseiten) zerfallt, deren jedes einzelne
von O zu O liuft und genau einem vollstéindigen Rickkehrschnitt ent-
spricht. Die 4p Punkte O, zu welchen man bei Durchlaufung der voll.
stindigen Begrenzung von F, gelangt, werden wir zweckmifig als die
Eckpunkte der Begrenzung von I, bezeichnen. Den an einen Eckpunkt
von F, anstoBenden Flichenteil von I, wollen wir als einen Zipfel von
F, bezeichnen. Die Fliche F, hat demnach im ganzen 4p Zipfel.
Unsere Absicht ist, die Fliche &5 als Grenze

d)]v' = lim (D{,’)

zu konstruieren, wobei mit ®®) eine Fliche von folgenden Eigenschaften
bezeichnet wird:

Die Fliche &® ist eine einfach zusammenhingende Riemannsche
Fliche, welche wir uns iiber F' ausgebreitet vorzustellen haben. Diese
Fliche besitzt, relativ zu F, keine Windungspunkte und ist relativ zu F
endlich-vielblattrig. Durchliuft man die vollstindige Begrenzung von ®®)
so kann man wie bei F|, Seiten und Eckpunkte unterscheiden. Jeder
einzelne Eckpunkt koinzidiert der Lage nach mit dem Punkte O der
Fliche F. Jede einzelne Seite filhrt von einem KEckpunkte O zum
niichsten Eckpunkte und zwar koinzidiert sie nach Lage und Verlauf mit
einer vollstindigen Seite von F, (Riickkehrschnitt auf ¥'). Aus den ge-
nannten Eigenschaften der Fliche ®®) ergibt sich, daB man sich dieselbe
gewissermaBen durch Zusammenheftung von endlich vielen Exemplaren Fj
entstanden denken kann; die relative Blitterzahl der Fliche ®® ist gleich
der Anzahl der zur Bildung von ®® beniitzten Exemplare Fi.

Fassen wir einen einzelnen Eckpunkt O von ®0) ins Auge, so wird
der an diesen Eckpunkt anstoBende Flichenteil von ®® aus einer be-
stimmten endlichen Anzahl von Fj-Zipfeln gebildet sein. Wir konnen
dementsprechend emnzipfelige und mehrzipfelige Eckpunkte von &) unter-
scheiden. Wir wollen nun der Fliche ®® noch folgende weitere wesentliche
Figenschaft zuschreiben: die Fliche ®®) besitze auBer einzipfeligen Eek-
punkten nur noch zweizipfelige Eckpunkte, aber keinen Eckpunkt, der
aus mehr als zwei Fy-Zipfeln gebildet ist. Diese Bedingung wollen wir
die Eckpunkisbedingung nennen.

Die Flache F, ist eine Fliche, welche alle fiir die Flichen ®® an-
gegebenen Eigenschaften besitzt. Wir konnen daher

O = F,
wiahlen.

Die Haupteache ist jetzt, ein Rekursionsprinzip anzugeben, welches
lehrt, aus der Fliche ®® die Fliche ®®+Y zu finden.

18*
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Wir bezeichnen dazu mit s, die Anzahl der Seiten von ¢®. Man
hefte an jede der s, Seiten von ®® je ein Neuexemplar F,. Dadurch
geht die Fliche ®® iiber in eine Fliche ¢, deren Eckpunkte O, soweit
sie bereits Eckpunkte von &) waren, (kritische Eckpunkte von ¢®), in
dreizipfelige und viersipfelige Eckpunkte zerfallen. Die Fliche ¢ kann
daher noch nicht als Fliche ®*+1 genommen werden, weil die FEckpunkts-
bedingung verletzt ist. Man kann nun aber durch Anheftung noch weiterer
Exemplare F, von der Fliche ¢® zu einer Fliche ¢® iibergehen, fir
welche jeder kritische Eckpunkt von @) ein innerer Punkt ist. Um einen
einzelnen der kritischen Eckpunkte zu beseitigen, bendtigt man, je nach-
dem derselbe ein dreizipfeliger oder ein vierzipfeliger Eckpunkt ist, 4p —3
oder 4p — 4 Neuexemplare, deren jedes einzelne einen und nur einen
Zipfel hergibt, um aus dem betreffenden kritischen Eckpunkte einen
inneren Punkt O zu machen, an welchem sich die hernach entstandene
Flache ¢®' topologisch genau ebenso verhilt wie die Fliche F' im Punkte
0. Jedes der 4p — 3 bezw. 4p — 4 Zusatzexemplare ist mit zwei und
nur zwei aufeinander folgenden seiner Seiten geheftet. Die Fliche ¢®) ist
wieder eine einfach zusammenhingende Fliche, und, wie leicht zu sehen,
ist jetzt die Eckpunkisbedingung erfillt.

Wir kionnen daher die Fliche ¢ als Fliche ®”*Y nehmen.

Fiir spitere Zwecke ist es von Wichtigkeit, die Anzabhl E, der zur
Bildung der Fliche ®® beniitzten Exemplare F|, abzuschitzen. Hs kommt
uns dabei nicht darauf an, die Abschitzung moglichst genau zu geben.
Das Wesentliche fiir spiter ist vielmehr nur dieses, daf die GroBe E,,
als Funktion des Index » betrachtet, mit einer Exponentialfunktion ver-
glichen wird.

Aus der Art und Weise, wie die Fldche ®¢+1 aus O™ gebildet
worden ist, ergibt sich, daB die Anzahl der dabei neu hinzugekommenen
Exemplare F, groBer ist als s, + s,(4p—4)=s,(4p—3). Folglich ist auch

E,,,>s,(4p—3).

Nun bietet jedes der neu hinzugekommenen Exemplare entweder 4p — 3
oder 4p — 2 ungeheftete Seiten dar, welche mithin Begrenzungsseiten
von ®C+Y werden. D. h. fir die Anzahl s, ; der Begrenzungsseiten
von ®¢*1 ergibt sich

Syp1 > Sv(4p— 3)2 [7’=O’ 1,2, ']‘
Daraus folgt mit Riicksicht auf s, = 4p die Abschitzungsformel

s, > 4p (4p—3)*».

Nun war
Ea/+1 > S,,(4p - 3)7
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mithin ist
E, 1> 4p(4p—38)"+,
also
Ev>4.p(4p_3)2v—1 [7’:1’273)"‘]-

Erledigung des Problems 1b® (Konstruktion der einfach zusammen-
héiingenden Uberlagerungsfliche ®%). , Die zu konstruierende einfach zu-
sammenhingende Uberlagerungsfliche ®% soll relativ zu F Windungspunkte
haben, ndmlich die auf der Fliche F' mit a,, a,, - - -, @, bezeichneten Punkte.
Die Anzahl der im Punkte a, [¢=1,---,#] jedesmal zusammenhingenden
Blitter wird durch die Zahl 7, angegeben, welche endlich oder unendlich
sein kann,

Wir betrachten zunichst den Fall p = 0.

Konstruktion der Fliche ®% im Falle p = 0. In diesem Falle haben
wir vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 189), daB »>4 ist und
daB im Falle # =4 nicht alle Zablen I gleich swes sind. Auf der Fliche F
wihlen wir einen beliebigen Punkt O, welcher jedoch von den Punkten
@y, Gy, -, @, Verschieden ist. Wir ziehen von O aus n Linien G, G, -~ C,,
von welchen die Linie C, [¢=1,--, %] den Pupkt O mit g, verbindet.
Die Linien C sollen ferner so gew#hlt sein, daB keine zwei derselben
auBer dem Punkte O noch einen anderen Punkt gemeinschaftlich haben.
Die geschlossene Fliche F' ist dadurch in eine einfach zusammenhiingende
Fliche F, verwandelt, deren vollstindige Begrenzung 2# Seiten und eben-
soviel Eckpunkte unterscheiden 1i8t. Die einzelne Seite fallt der Lage
und dem Verlaufe nach mit einer vollstindigen Linie C zusammen. Die
Bckpunkte sind entweder O-Eckpunkfe oder a-Eckpunkte, je nachdem
sie der Lage nach mit dem Punkte O oder mit einem Punkte a, auf
F koinzidieren. Den an einen Eckpunkt der Fliche F anstofenden
Flichenteil von F, wollen wir, wie oben, als einen Zipfel bezeichnen,
wobei wir nun O-Zipfel und a-Zipfel zu unterscheiden haben.

Unsere Absicht ist, die Fliche ®% als Grenze

% = lim d®

herzustellen. )
Diesmal wird mit ®® eine Fliche von folgenden Eigenschaften be-

zeichnet:

Die Fliche &® ist eine endlich-vielblattrige einfach zusammenhingende
Riemannsche Fliche, welche wir uns tiber F' ausgebreitet zu denken haben.
An jedem von g, - - -, @, verschiedenen inneren Punkte der Fliche & be-
sitzt die Pliche ®® dieselbe topologische Beschaffenheit wie die zugrunde-
liegende Fliche F. An jedem inneren Punkte der Fliche ®® jedoch,
welcher mit einem Punkte a, (I, endlich) koinzidiert, besitzt die Fliche ®®
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einen relativen Windungspunkt der Ordnung ({,—1). Ein Punkt a,
schlieBlich, fir welchen [, unendlich ist, kommt tiberhaupt nicht als
innerer Punkt, sondern nur als Grenzpunkt der Fliche ¢® vor. Die
Begrenzung der Fliche ®®) zerfilllt in endlich viele Stiicke (Begrensungs-
seiten), deren einzelnes seinem Verlaufe nach mit einer vollstindigen
Linie C koinzidiert. Entsprechend unterscheiden wir auf der Begrenzung
der Fliche ®®) eine mit der Anzahl'der Seiten iibereinstimmende Anzahl
von Eckpunkten. Der einzelne Eckpunkt ist entweder ein O-Eckpunkt
oder ein a-Eckpunkt. Durchliuft man die vollstindige Begrenzung von &),
so begegnet man abwechselnd Eckpunkten O und a. Fassen wir einen
einzelnen Eckpunkt ins Auge, so konnen wir, gleichgiiltiz ob derselbe
ein O-Eckpunkt oder ein a-Eckpunkt ist, die Anzahl der in diesem
Eckpunkte zusammenstoBenden Fj-Zipfel zihlen (bei einem a-Eckpunkte
ist die Anzahl der zusammenstoBenden F-Zipfel offenbar gleich derjenigen
ganzen Zahl, mit welcher 2x zu multiplizieren ist, um den in dem be-
treffenden Eckpunkte von den zusammenstoBenden Begrenzungsseiten ge-
bildeten Winkel zu erhalten). Die Fliche ®® geniige nun folgender
weiteren Bedingung (Eckpunkisbedingung): jeder Eckpunkt O ist entweder
emzipfelig oder zweizipfelig; ebenso ist jeder Eckpunkt a,, fiir welchen
l, =3 und endlich ist, entweder einzipfelig ‘oder zweizipfelig; jeder Xck-
punkt @, hingegen, fiir welchen I, = 2 ist, ist einzipfelig; jeder Eckpunkt
a, schlieflich, fiir welchen [, = oo ist, ist endlich-vielzipfelig, im iibrigen
aber beliebig-vielzipfelig.

Die Fliche F| selbst besitzt alle Eigenschaften, welche die Fldchen
®®) besitzen sollen. Wir konnen daher

o0 = F
wihlen., Es ist nur noch erforderlich, ein Rekursionsprinzip zur Bildung
von ®F+1) aus &) anzugeben.

Jeden Eckpunkt a, von &), fiir welchen 7, endlich ist, verwandeln
wir, je nachdem dieser Eckpunkt ein- oder zwei-zipfelig ist, durch An-
fiigung von (I,—1) oder (I,—2) Exemplaren F, in einen inneren Hck-
punkt. Jeden Eckpunkt a,, fir welchen /, unendlich ist, verwandeln wir
durch Anfiigung je eines Exemplares F, an jede der beiden im Eckpunkte
zusammenstoBenden Begrenzungsseiten in einen neuen Eckpunkt @, mit
einer um #wei vermehrten Zahl der Zipfel. Die Ausfiihrung der genannten
Operationen bietet keine Schwierigkeiten dar, weil niemals zwei a-Eck-
punkte unmittelbar aufeinanderfolgen, sondern stets ein Eckpunkt O
dazwischen liegt. Nach Ausfithrupg der gemannten Operationen ist aus
der Fliche ®*) eine Fliche ¢ geworden, welche in simtlichen O-Eck-
punkten, die bereits Eckpunkte von &) waren, die Eckpunktsbedingung
verletzt, im ibrigen aber alle von der Fliche ®®+9 zu verlangenden
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Eigenschaften hat. Die erwihnten O-Eckpunkte, als Eckpunkte von ¢®
betrachtet, zerfallen in dreizipfelige und vierzipfelige Fickpunkte. Jeden
dieser Eckpunkte koénnen wir daher durch Hinzuftigung von » — 3 bezw.
n — 4 Neuexemplaren F;, in einen inneren Punkt O verwandeln. (Ist »
gerade gleich vier, also n —4 =0, so wiirde bei einem vierzipfeligen
Eckpunkt die Hinzufiigung eines neuen Exemplares F, tiberhaupt mnicht
erforderlich sein, sondern lediglich eine Zusammenheftung zweier Seiten
von ¢® vorzunehmen sein, um den betreffenden Eckpunkt O zu einem
inneren Punkte zu machen.)

Die Fliche ¢®, welche wir auf diese Weise aus ¢ gewonnen haben,
ist wieder einfach zusammenhingend und besitzt offenbar lauter ein- oder
zweizipfelige Eckpunkte O bezw. a, (mit endlichem [,)! Es braucht
jedoch die Eckpunkisbedingung fir die Fliche ¢® mnoch nicht vollstindig
erfiillt zu sein, insofern als ¢®' auch zweizipfelige Eckpunkte a,, fiir die
l, = 2 ist, haben kann. Man kann aber jeden derartigen Eckpunkt sofort
beseitigen, indem man die beiden in dem betreffenden Eckpunkte zusam-
menstoBenden Begrenzungsseiten von ¢®) einfach zusammenheftet, wodurch
der betreffende KEckpunkt in einen inneren Punkt a, verwandelt wird,
wihrend gleichzeitig die beiden durch @, getrennten O-Eckpunkte von
o' zu einem neuen und zwar zweizipfeligen Eckpunkte O zusammen-
treten; die beiden zusammentretenden Eckpunkte sind nédmlich, wie man
sich leicht iiberzeugt, sicher einzipfelige Eckpunkte von ¢

Die auf diese Weise aus ¢ durch den geschilderten (nur unter
Umstéinden vorzunehmenden) HeftungsprozeB ohne Hinzufiigung neuer
Exemplare F, entstandene Fliche konnen wir nun mit &+ bezeichnen,
da sie alle verlangten Eigenschaften besitzt.

Fir spiter ist es wiederum von Wichtigkeit eine Abschiteungsformel
fiur die Anzahl E, der zur Bildung von ®®) im ganzen beniitzten Exem-
plare F, zu haben. Die Abschitzung geschieht wieder durch eine B
ponentialfunktion von wv.

Aus dem Umstande, daB auf der Begrenzung von ®®*) Eckpunkte O
und a sich stets abwechselnd folgen, schlieBen wir, daB die Anzahl der

a-Eckpunkte gleich -';l ist. Beim Ubergange von ®® zu ¢® werden dem-
nach mindestens % N euexemplare F, gebraucht. Beim Ubergange von ¢
zu @) werden mindestens <* (n 4) Neuexemplare gebraucht Im ganzen
werden also zur Bildung von ®¢+3 aus ®¢) mindestens ~2~ (n—3) Neu-

exemplare F, bendtigt; d. h. es ist:
E, ., > 2 (n—3).
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Betrachten wir nur ein einzelnes dieser hinzugekommenen Exemplare,
80 erkennen wir bald, daB keines derselben, als Exemplar von d®+1) auf-
gefaBt, mit mehr als sechs Seiten geheftet ist (dabei sind auch die beim
Ubergange von ¢® zu ®¢+Y ey, vorzunehmenden Heftungen in Rechnung
gezogen). Demnach ergibt sich, weil jedes Exemplar F, 27 Seiten hat

801> 22 (0—8) (2n—6).
Daraus folgt durch Rekursion auf ¢© = F

5,> 2n (W2 20=0)

und demnach
E, ., >n(n—3)"+1,
mithin
E,>n(n—3)*-1
Wird » =4 angenommen, in welchem Falle wir zugleich voraus-
setzen, daB nicht alle I gleich 2 sind, so ist # —3 =1 und die vor-
stehende Abschitzungsformel wird fiir unsere Zwecke unbrauchbar. Wir
miissen also eine diesem Falle entsprechende schirfere Abschitzung vor-
nehmen, um eine Vergleichung der Funktion E mit einer Exponential-
funktion zu gewinnen. Der Nachweis muB sich dabei wesentlich auf die
Tatsache des Vorkommens mindestens eines Punktes a, mit einer Ver-
zweigungszahl [, > 2 griinden, weil im Falle {, =1, =1, =1, = 2 (elliptisches
Integral erster Art) die Anzahl E, bekanntlich wesentlich durch die
Funktion »? dargestellt wird, also sicher nicht mit einer Exponential-
funktion vergleichbar ist.
Wir bezeichnen mit v, , die Anzahl derjenigen a-Eckpunkte auf der
Begrenzung von &+ fiir welche die zugehorende Zahl ! griBer ist
als 2. Beim Ubergange von ®® zu ¢® werden, wie wir bereits oben

fes;:stellten, mindestens %’— Neuexemplare F benttigt. Ein einzelnes dieser

Exemplare kann, als Exemplar von ®®+! betrachtet, hochstens mit sechs
seiner acht im ganzen vorhandenen Begrenzungsseiten geheftet sein. Tritt
dies bei einem Exemplare wirklich ein, so liefert dasselbe Exemplar, wie
man sich sofort iiberzeugt, fiir die Fliche &+ notwendig einen ein-
zipfeligen a-Eckpunkt, fiir welchen { groBer als 2 ist. Es ergibt sich also

8
s’,+1+7,‘,+1>"21’“3.

Gehen wir nun zur Bildung von ®®+*? iiber, so kénnen wir jetat
die r,, ., vorhandenen einzipfeligen a-Eckpunkte mit von 2 verschie-
denem ! beriicksichtigen und finden, daB die Anzahl der beim Ubergange
von $C+D zu g+D, also auch zu ®C+? peuzubeniitzenden Exemplare F,
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groBer ist als i’izl*—‘—-i— 7,,1- von diesen Exemplaren liefert jedes sicher

mindestens 2% — 6 =2 Begrenzungsseiten von @+, Wir bekommen also

Syy2 > Sy+1 + 2""v+1 > Sy11 + Tyt > ‘821 ) 3:
mithin
3

81’+2 > Sy * ?;

also
3\

5, > 8- (5)"

Nun ist E,,, , groSer als die Anzahl der bei der Bildung von @@Gv+1

aus @) beniitzten Neuexemplare F,,, also ist Ey, ., > %1’ s folglich
3\
E21'+1 >4- (’5’) '
Wegen
E y > E, y—1 V-
ist daher ’ e =

Ey, > 4- (“Z*)v_l'

Konstruktion der Fliche &7 fir p>0. Die Erledigung dieser Auf-
gabe wird uns nach dem Vorhergehenden keine erhebliche Schwierigkeit
darbieten. Die Riemannsche Fliche F' denken wir uns wie im Falle des
Problems 1a® durch p Riickkehrschnittpaare kanonisch zerschnitten und
die p Kreuzungspunkte nach einem Punkte O zusammengezogen, der
von den Punkten a,,a,, - --, @, verschieden ist. Die Riickkehrschnitte sind
0 zu ziehen, daB keiner derselben einen der Punkte o trifft. Wir ver-
binden jetzt den Punkt O auch noch mit den Punkten a,a, -, a,
durch n Zige C,, C,,---, C,, deren jeder einzelne in O beginnt und
in dem betreffenden Punkte @ endigt. Die Ziige C sollen sich gegen-
seitig nicht treffen auBer im Punkte O, desgleichen sollen sie keinen
der vorher gezogenen Riickkehrschnitte treffen. Die auf diese Weise aus
F entstandene einfach zusammenhingende Fliche mit 4 p +2n Begrensungs-
seiten bezeichnen wir wiederum mit F,. Durchléiuft man die vollstindige
Begrenzung von F,, so liegt jeder Bckpunkt @ zwischen zwei Eck-
punkten 0. HEs kommt jedoch vor, daB zwei oder mehr Eckpunkte O auf-
einander folgen.

Wir setzen wieder in der Absicht, ®7 als Grenze

oF = lim ¢

=0

zu ’konstruieren,
(D(O) = F 0
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Die Flichen ®® werden rekurrent gefunden. Die zu verlangenden Eigen-
schaften der einzelnen Fliche ®®) sind im wesentlichen dieselben wie die
bei der Bildung von ®; im Falle p = O formulierten. Als Begrenzungs-
seiten von ¢0) treten jetzt selbstverstindlich nicht nur Seiten C, wie im
Falle p =0, auf, sondern auch Seiten, welche ihrem Verlaufe nach mit
einem Riickkehrschnitte koinzidieren. Auch gilt nicht mehr die im Falle
» = 0 gemachte Bemerkung, daB man bei Durchlaufung der vollsténdigen
Begrenzung von ®® abwechselnd Punkten ¢ und O begegnet. Es bleibt
Jedoch soviel richtig, daB jeder Eckpunkt a zwischen zwei Eckpunkten
O liegt. Das ist aber auch das fiir die Wiederanwendbarkeit des oben
im Falle p = O formulierten Rekursionsprinzips allein Wesentliche.

Die Vergleichung der Funktion E, mit einer Exponentialfunktion voll-
zieht sich jetzt folgendermaBen.

Da jeder a-Eckpunkt zwischen zwei O-Eckpunkten liegt, so ist

die Anzahl der O-Eckpunkte von ®® mindestens gleich '%1- Nun

werden beim Ubergange von ¢® zu @ an jedem einzelnen dieser O-
Eckpunkte von ®® mindestens (4p + » — 4) Neuexemplare F, bendtigt,
deren einzelnes, als Exemplar von ¢®' betrachtet, mit genau zwei Seiten
geheftet ist. Beim Ubergange von ¢® zu &+ kénnte es jedoch sein,
daB noch zwei weitere Seiten geheftet werden miissen (um die Eckpunkts-
bedingung zu erfiillen), sodaB nur (4p + 2% — 4) ungeheftete Seiten
bleiben. Es ergibt sich also fiir s, , folgende Abschétzungsformel '

8,01 > 2 (dp+n—4) (dp+ 20 —4) =s,(dp+n—4) @p +n—2),

eine Formel, welche im Falle p =1, n =1 fiir unsere Zwecke ungeeignet
wird. In diesem Ausnahmefalle ist jedoch zu bemerken, daB beim Uber-
gange von @® zu O¢+) unmiglich bei einem und demselben Exemplare
F, zwei Heftungen vorzunehmen sind, weil dies voraussetzt, daf das be-
treffende Exemplar mindestens zwei verschiedene a-Eckpunkte aufweist,
wihrend doch im betrachteten Falle das einzelne Exemplar F, nur einen
a-Eckpunkt besitzt. Wir finden also in dem Dbetrachteten Spezialfalle
folgende schirfere Abschitzungsformel

S,01> 2 (4p+n—4) (4p+ 20 —3) =23,
Hs ergibt sich nun durch Rekursion
§,>(4p+2n)[(4p+n—4)(4p + 20— 4)P
bezw. bei p=1, n=1
w6 (3

Daraus ergibt sich



Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. I. 203

E,>@p+n)@dp+n—4HCp+n—-2)pt
bezw.

E, >3- (%)“1-

Erledigung des Problems 2aM. (Konmstruktion der Fliche ®p, ;). Die
Fliiche [F] besitzt eine endliche Anzahl von Begrenzungslinien und eine be-
stimmte endliche Ordnung des Zusammenhanges. Ist @41 die Ordnungs-
zahl des Zusammenhanges, so lassen sich nach bekannten Prinzipien der
Analysis situs @ voneinander getrennte Querschnitte konstruieren, durch
deren Vermittlung die Fliche [F,] in eine einfach zusammenhingende
Fliiche [F,] verwandelt wird. Jeder einzelne der Querschnitte verbindet
zwei voneinander verschiedene Begrenzungspunkte von [F|] miteinander
und liefert fir die vollstindige Begrenzung von [F,] zwei verschiedene
der Lage nach koinzidierende Begrenzungsseiten (Querschuitiseiten). Durch-
15uft man die vollstindige Begrenzung von [F(], so begegnet man ab-
wechselnd Stiicken auf den Realititsziigen und Querschnittseiten.

Die gesuchte Fliche @, bauen wir nun aus lauter Exemplaren [F]
auf, indem wir sie als Grenze

d

trg = Hm [O0]

konstruieren. Wir wihlen
[¢©] = [Fo].

Die Fliche [¢®] lassen wir aus [®®] dadurch entstehen, daf wir an
jede Querschnittseite von [®®)] ein neues HExemplar [F;] ansetzen. Die
Fliche [®®] lassen wir aus [®®)] entstehen, indem wir an jede Quer-
schnittseite von [®P®] ein Neuexemplar [F|,] ansetzen und so fort in
infinitum. Es ist klar, daB das Verfahren wirklich ohne Ende fortsetzbar
ist, so daf die Fliche ®,, stets unendlich-vielblitirig wird, es sei denn,
da,B die Verwandlung der Flache [F,] in die einfach zusammenhangende
Fliache [F,] keinen einzigen Querschnitt erfordert. Das letztere tritt dann
und nur dann ein, wenn die Fliche [F,] selbst bereits einfach zusammen-
hiingend ist. Ist aber [F,] einfach zusammenhingend, so kann nur ein
einziger Realititszug vorhanden sein und es ergibt sich sofort, dafl die
Fliche ¥, vom Geschlecht Null ist.

Wird dann F, in der Form der schlichten xz-Ebene angenommen, so
haben wir entweder den Fall, in welchem die ganze Achse des Reellen
oder den Fall, in welchem nur ein Stiick #, - - - #, der Achse des Reellen,
welches ganz im Endlichen liegen oder sich durchs Unendliche hindurch
erstrecken kann, als Realititszug gegeben ist. Im ersten Falle ist die ge-
suchte Funktion ¢(x) eine reelle lineare Funktion von z selbst, im zweiten
Falle eine reelle lineare Funktion von /% ——zl bezw. il/g—_:-_—‘i-
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Erledigung des Problems 2b®M. (Konstruktion der Fliche ®fry). Wir
denken uns die vorher erwihnten ¢ Querschnitte so gezogen, daB sie
keinen der gegebenen relativen Windungspunkte a,,---,a,, ¢, ¢, -, &, e/
(soweit diese Punkte iiberhaupt innerhalb [F] liegen), trifft. Darauf
denken wir uns von diesen Windungspunkten aus, soweit sie innerhalb
[F.] liegen, je einen Einschnitt nach einem Punkte auf einem der Realitéits-
ziige (d. i auf der Begrenzung von [F)]) so gezogen, daB keiner dieser
Einschnitte einen anderen oder einen der vorher gezogenen @ Querschnitte
trifft. Die Flache [F,] ist dadurch wieder in eine einfach zusammen-
hingende Fliche verwandelt, welche wir mit [¥,] bezeichnen. Die voll-
stindige Begrenzung weist 2Q Querschnittseiten und 2 Q' Einschmittseiten
auf, wenn mit Q" die Anzahl der im Innern von [F,] liegenden gegebenen
relativen Windungspunkte bezeichnet wird.

Wir setzen

(O] = [F)
und konstruieren @y, als Grenze
GF, = lim [OO)].

Die Fliche [®®+1] bilden wir aus [®®], indem wir an die Quer-
schuittseiten von [®®)] je ein Neuexemplar [F|] anheften und gleichzeitig
Jeden Begrenzungspunkt o bezw. « von [®®)], dem ein endliches 7
bezw. 1 zugeordnet ist, durch Hinzunahme von ! — 1 bezw. 1 — 1 Neu-
exemplaren [Fy] in einen inneren Windungspunkt verwandeln. Jedes der
letzteren Exemplare ist dabei mit genau zwei auf einander folgenden
seiner- Seiten geheftet, nimlich mit denjenigen beiden Einschnittseiten,
welche von dem betreffenden Eckpunkte o bezw. o ausgehen. Bei einem
Eckpunkte a bezw. o von [®*)] mit unendlich groBem ! bezw. 1 begniigen
wir uns, an jede der beiden dort zusammenstoBenden Begrenzungsseiten
von [®®)] ein Neuexemplar [F,] anzuheften. :

Unser offenbar in infinitum anwendbares Konstruktionsprinzip fiir
die Flichen [0 [v»=1, 2,3, ...] 1iBt sofort erkennen, in welchen
Fillen die Fliche ®r,; endlich-vielblitirig ausfillt. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daB @ =0 und @ =1 ist. AuBerdem muB der einzige
innerhalb [F] gegebene relative Windungspunkt ein endliches ! bezw.
A haben. Daraus folgt wieder, daB die Fliche F, vom Geschlecht Null
sein muf.

Nebmen wir dann F, als schlichte 2-Ebene an, so haben wir folgende
zwel Kille. Erster Fall: die ganze Achse des Reellen ist Realititszug;
zu beiden Seiten der Achse des Reellen sind zueinander symmetrisch
zwei Windungspunkte «, ¢’ mit der zugehdrigen endlichen Verzweigungs-
zahl A gegeben. Die gesuchte Funktion ¢#(z) ist in diesem Falle eine
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2
. . r — o . . .
lineare Funktion von '/ e Zweiter Fall: Nur ein Stiick z, e g

der Achse des Reellen ist Realititszug, und ein (zu sich selbst sym-
metrischer) Punkt a der Achse des Reellen, welcher nicht auf dem
Realititszuge liegt, ist als relativer Windungspunkt mit endlichem [ ge-
geben. Die gesuchte Funktion ¢(z) wird, wenn man sich durch eine
reelle lineare Substitution die Punkte z,, 2,, @ in die Punkte 0, oo, 1
iibergefiihrt denkt, wobei dem erwahnten Stiick 2, - - -z, das Stiick vom
Nullpunkte nach dem Punkte — oo entsprechen mdge, eine lineare Funktion
VE—1
you ]7."13::;.
E, III. Loésung der Abbildungsprobleme.
(Problem 1a®, 1b®, 2a®, 2h®), *)

Es ist jetzt der Nachweis zu fiihren, daB es moglich ist, die in E, II
konstruierten unendlich - vielbldttrigen einfach zusammenhingenden Rie-
mannschen Flichen ®p, ®p, Oy, Oir,) umkehrbar eindeutig und kon-
form je auf eine schlichte Halbebene abzubilden, wobei bei den zwei
letztgenannten Abbildungsproblemen zugleich auch darzutun ist, daB die
konforme Abbildung sich in regulir analytischer Weise auf die Begrenzung
der Flichen ®(r; und ®r, ausdehnen liBt. Die Begrenzung der letzteren
Flachen wird, allgemein zu reden, von unendlich vielen getrennten Ziigen
gebildet, deren einzelner mittels unendlich oft wiederholter Durchlaufung
eines Realititszuges entsteht und folglich ungeschlossen ist.*¥)

Es gibt nur wenige Ausnahmefille, in welchen die vollstindige Be-
grenzung von ®z) bezw. ®; nur aus endlich vielen getrennten (un-
geschlossenen) Ziigen besteht. Diese Ausnahmefille treten, wie die Be-
trachtung unserer oben dargelegten Konstruktionsmethode fiix die Flichen
Oz und Py, sofort erkennen 146t, dann und nur dann ein, wenn das
vollstéindige System der Querschnittseiten und Einschnittseiten von [F]
entweder nur aus zwei Querschnittseiten, die von einem und demselben
Querschnitte herrithren, oder nur von zwei Hinschnittseiten, die von
einem und demselben Einschnitte herriihren, gebildet wird. D. h.: damit
die Fliche ®rr, nur endlich viele getrennte (ungeschlossene) Begrenaungsziige

*) Vgl. pag. 192—194.

*) Das Auftreten eines geschlossenen Begrenzungszuges wiirde, da ja die
Flachen Py, und 5, einfach zusammenhingend sind, zur Folge haben, daB diese
Flachen auBer jener geschlossenen Linie keine weitere Begrenzungslinie haben kénnten
und folglich endlich-wvielblitirig sein miiBten. Die Félle, in welchen Endlich-Viel-
blattrigkeit stattfindet, kénnen wir jedoch jetzt ausschlieSen; die explizite Bestimmung
aller dieser Fille haben wir vorher gegeben.
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aufweist, muf entweder p =0 sein*) und die Anzahl der Realititsziige
gleich 2 oder p=1 und die Anzahl der Realititsziige gleich 1 oder 2, wobei
noch im Falle p = 1 jeder Realitiitszug geschlossen sein muB. Die Anzahl
der getrennten Begrenzungsziige von ¥z, wird dann gleich 2 und die
konforme Abbildung der Fliche &z, auf die schlichte Halbebene wird
durch das mit einer Exponentialfunktion zusammengesetzte elliptische
Integral erster Art geliefert. Damit die Flache @y nur endlich viele ge-
trennite (ungeschlossene) Begrenzungseiige aufweist, muB p = O sein und die
Anzahl der Realititsziige = 1, schlieBlich die Anzahl der gegebenen rela-
tiven Windungspunkte innerhalb [F,] gleich 1, die letzterem Windungs-
punkte zugeordnete Zahl ! gleich oco. Die Anzahl der Begrenzungs-
ziige von O, wird dann gerade gleich 1 und die konforme Abbildung
der Fliche ®(r,; auf die Halbebene ist elementar durch Anwendung der
Quadratwurzel und des Logarithmus ausfiihrbar.

Indem wir nunmehr zur allgemeinen Behandlung der Abbildungs-
probleme 1a@®, 1b®, 2a®) 2b® iibergehen, &ndern wir die Reihenfolge
und behandeln zunichst die Probleme 2a® und 2b® als die leichteren.

Erledigung der Probleme 2a® und 2b®. Konforme Abbildung der
Fliche ®ry besw. Or,y auf die Fliche einer schlichten Halbebene. Analog
wie man bei der konformen Abbildung einer endlich-vielblittrigen von
endlich vielen analytischen Kurvenstiicken begrenzten einfach zusammen-
hingenden Fliche verfihrt, suchen wir auch hier im Falle der unendlich-
vielblittrigen Fliche ®z,; bezw. ®F,; die zu dieser Fliche gehorende
Potentialfunktion » zu konstruieren, welche fiir diese Fliche die Rolle
der zugehorenden Greenschen Funktion spielt. Dem Umstande ent-
sprechend, daB die Fliche @, bezw. ®(r,; als Grenze endlich-vielblittriger
Flachen dargestellt ist, ndmlich
M) O, = lim [O0)], Oy = Lim [O0)],
werden wir die Greensche Funktion « als Grenze der entsprechenden
Greenschen Funktionen der Bereiche [®®], [®®™], ... konstruieren.

Im Innern des Gebiets [®©] wihlen wir einen willkiirlichen Punkt O
als Unstetigkeitspunkt der zu konstruierenden Greenschen Funktion w.
Zu dem Bereiche [®®)] gehort eine bestimmte der partiellen Differential-
gleichung

_Pus | By

geniigende Greensche Funktion w,, welche im ganzen Innern des Gebiets

*) p bezeichnet hier das Geschlecht der Fliche F, bezw. der reellen Kurve (x, ).
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[®®)] eindeutig und abgesehen vom Punkte O stetig erklirt ist, im
Punkte O (2 = z,) hingegen unendlich wird wie

1 1
log Frr i log—-r—

und auf der ganzen Begrenzung von [®®)] stetiz in den Wert Null

iibergeht.
Die Entwickelung der Funktion #, an der Stelle O hat die Form

u, = log -+ ¢, + ((0),

wobei mit ¢, eine Konstante, mit ((0)) eine im Punkte O verschwindende
regulire Potentialfunktion bezeichnet ist. Da [®0)] ganz im Innern des
Bereichs [®*+V] liegt, so ist die Funktion wu, , —u, im ganzen Innern
von [®®)] eindeutig und reguldr erklirt. Die von dieser Funktion auf
der Begrenzung von [®®)] angenommenen sich stetig #ndernden Rand-
werte sind teils Null, teils positiv, woraus folgt, daB der Wert der
Funktion w,,, —wu, in jedem inneren Punkte von [#®)] positiv und von
Null verschieden ist. Insbesondere ist also auch der Wert der Funktion
#,,, —u, an der Stelle O positiv und von Null verschieden. Dieser
Wert ist aber, wie sich aus den Entwickelungen fiir die Funktionen
#,,, und u, an der Stelle O ergibt, gleich ¢, , —¢,. Man erhdlt also
Cp < €0 <6y vvv

Aus diesen Ungleichheiten ergibt sich, daf der Nachweis der Kon-

vergenz der Reihe ¢, ¢, ¢;, - - - lediglich den Nachweis der Existenz einer

GroBe C erfordert, welche sicher groBer ist als alle GréBen der Reihe.
Eine solche GroBle 1a8t sich nun in der Tat angeben durch Aufstellung
einer Majoramte fiir die Funktionen
Uy < Uy < Uy <+

Dazu betrachten wir die zu dem mehrfach zusammenhéingenden
Bereiche [F] gehorende auf der ganzen Begrenzung von [F,] verschwin-
dende Greemsche Funktion ur;*) mit der Unendlichkeitsstelle O, wobei
jetzt O als Punkt auf [F|] aufgefaBt wird. An der Unstetigkeitsstelle
O besitzt die Funktion u;y, eine Entwickelung der Form

try = log + + C + ((0)).

Da der Bereich [®®)] tiber der Fliche [F,] ausgebreitet ist, so kann
die Funktion wg, als Fuoktion des Ortes auf der Fliche [®®] auf-

*) Die hier als Majorante angewandte Potentialfunktion u;p, stimmt mit der
von mir in Note IIl angegebenen iiberein. Vgl. auch die von mir in II beniitzte

Majorante.
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gefaBt werden. Da nun die Funktion wy, auf [F] eindeutig erklirt ist,
80 ist sie eo ipso auch auf [®™)] eindeutig erklirt. Die Anzahl der Un-
stetigkeiten der Funktion wpry, als Funktion auf [®®] betrachtet, ist
Jedoch nicht mehr gleich 1, sondern gleich der Anzahl der Exemplare
[F,], welche zur Bildung der Fliche [®®] verwandt worden sind, das ist
gleich der relativen Blatterzahl der Fliche [®®)] relativ zu [F}.

Auf der Begremzung von [®®] ist die Funktion wir, stetig, teils
Null, teils positiv, nimlich Null lings derjenigen Teile der Begrenzung von
[®"], welche mit den Realititsziigen koinzidieren, positiv lings aller
ibrigen Begrenzungsstiicke.

Bilden wir nun die Differenz wr; — u,, so ist diese Funktion auf
[@")] eindeutig erklért. Auf der Begrenzung von [®®] ist sie iiberall
stetig und zwar Null oder positiv, im Innern besitzt sie endlich viele

Unstetigkeiten des Typus log % , ndmlich eine Unstetigkeit weniger als
die Funktion ww, auf [®®)] besitzt. Die Funktion ug,) — u, ist dem-
zufolge im ganzen Innern der Fliche [®®] positiv und von Null ver-
schieden. Inshesondere ergibt sich im Punkte O innerhalb [$®©]:

C—e¢,>0.
Wir sind daher sicher, daB ein endlicher Grenzwert der GroBen
G < <€ <--- exigtiert. Wir setzen
lim ¢, = ¢.
Um jetzt den Nachweis der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe
der Funktionen wu, <<u, <<u, <... gegen eine Grenzfunktion zu fithren,

schicken wir folgenden Hilfssatz voraus.

Hilfssatz L Mit S werde ein im Innern des schlicht zu denkenden
Einheitshreises einer Z- Ebene liegender eifach ausammenhingender schlichter
Bereich bezeichnet, welcher den Nullpunkt in seinem Innern enthilt wnd
dessen Begrensungslinie s vom Nullpunkte den kiirsesten Abstand d habe
(die Linie s kanmn auch Teile der Peripherie des - Einheitskreises enthalten).
Mit G werde die zum Bereiche S gehirende Greensche Fumktion bezeichnet,

welche im Punkte Z =0 unendlich wird wie log ;— = log ‘-%— , ferner mit
v das konstante Glied in der Entwickelung dieser Funktion an der Nullstelle.
Ist eine positive Grofle D gemdp der Bedingung 0 < D < 1 gegeben,

s0 gibt es eine Grifle T <0, welche so beschaffen ist, dap fer alle S, fir
die d <D ist, y <[ besteht.*) +*)

*) Der Satz ist die Umkehrung eines anderen leicht zu beweisenden Satzes, bei
welchem von der Existenz der GréBe I'< 0 ausgegangen wird und auf die GroéBe D
zwischen 0 und 1 (exkl 0 und 1) geschlossen wird.

**) Hilfssatz I gestattet uns, den Harnackschen Satz iiber positive Potentiale,
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Beweis: Es sei o ein Punkt auf s, in welechem die Linie s dem
Nullpunkte moglichst nahe kommt, so daf also le|=d ist. Dann ist
es moglich, vom Punkte « aus eine sich selbst nicht schneidende Linie L
nach einem Punkte der Peripherie des Einheitskreises zu ziehen, welche
nicht in das Innere von s eintritt. AuBer 'dem erwiihnten Punkte der
Peripherie des Einheitskreises moge die Linie L keinen weiteren Punkt
der Peripherie enthalten. Durchlaufen wir die Linie L umgekehrt, aus-
gehend von dem genannten Punkte der Peripherie des Einheitskreises
so werden wir, da |¢| < D <1 ist, einmal zum ersten Male nach einem
Punkte der Linie L gelangen, dessen Abstand vom Nullpunkte genau die
GroBe D hat. Es sei dies der Punkt Z = 4. Das Stiick der Linie L,
welches den Punkt 0 mit der Peripherie des Einheitskreises verbindet,
moge mit [ bezeichnet werden. Die Linie ! zusammen mit der Peripherie
des Einheitskreises begrenzt einen einfach zusammenhingenden Bereich ',
welcher offenbar den Bereich S vollstindig in seinem Innern enthdlt. Ist
daher G’ die zu dem Bereiche 8’ gehorende Greensche Funktion, welche
im Nullpunkte unendlich wird, so hat man innerhalb S G'=> G und
folglich, wenn mit 3’ das konstante Glied in der Entwicklung der
Funktion G’ an der Nullstelle bezeichnet wird,

(G —=G)z=o=p"—p 20,
Y=

Wir konstruieren nunmehr eine mehrblittrige zweifach susammen-
hingende Hilfsfliche H', welche nur noch von ¢ abhingt und S’, also
auch S, vollstindig in ihrem Innern enthdlt. Zu dem Zwecke schneiden
wir aus der Riemannschen Fliche der Funktion J/Z — 0 zwei einfach
zusammenhéngende Stiicke aus, ndmlich erstens das durch die Ungleichheits-
bedingung |Z| > 1 definierte zweiblittrige kreisférmig begrenzte Flichen-
stlick, zweitens eines der beiden durch die Ungleichheitsbedingung

Z|<|8]=D

also

definierten einblittrigen kreisformigen Flichenstiicke. Die auf diese Weise

aus der Riemannschen Fliche der Funktion }/Z—0 entstandene Fliche H’
enthalt in der Tat S’ als Teilbereich. Wird daher mit G” die zur Fliche H’
gehorende, im Nullpunkte logarithmisch unendlich werdende, auf beiden
Begrenzungslinien von H' verschwindende Greensche Funktion bezeichnet,

von welchem ich in fritheren Arbeiten (I, III, IV, V, VI) noch Gebrauch mache, zu
vermeiden, was mir in gewisser Hinsicht als eine wesentliche Vervollkommnung,
wenn auch vielleicht nicht gedankliche Vereinfachung erscheint. Man vgl. unten
Hilfssatz II pag. 215.

Mathematische Annalen. LXVIL 14
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mit I das konstante Glied in der Entwicklung der Funktion G" an der
Stelle Z =0, so hat man
(G”—" G,>Z=0 = — yr >’O,
also
r>y>y.

Es 1st jetzt noch zu zeigen, daB

r<o,
oder, anders ausgedriickt, daf das konstante G(lied in der Entwicklung
der Greenschen Funktion der Fliche H’ kleiner ist als das konstante
Glied in der Entwicklung der Greenschen Funktion des Einheitskreises
selbst, welch letztere Greensche Funktion ja direkt durch den Ausdruck

log —:; dargestellt wird. Zu dem Zwecke bemerken wir, dafl die Funktion

G” — log ~;~ auf der ganzen Fliche H  eindeutig und regulir erklirt ist,
Diese Funktion nimmt ferner auf der einen Begrenzungslinie von H' den
Wert Null, auf der anderen den Wert — log %— an, welch letzterer
wegen D <1 kleiner ist als Null. Daraus folgt, daB die Werte der
Funktion G” — log -:— im ganzen Innern von H' negativ und von Null

verschieden sind; insbesondere ist also
" 1
r—(6"—log ), <0 ged®

Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatze ergibt sich folgender Satz.

Folgerung: Es sei S ein verdnderlich vorgestellter, einfach zusammen-
héingender, schlichter Bereich im Innern des Einheitskreises, welcher den
Nullpunkt enthdlt. y habe in bezug auf S dieselbe Bedeutung wie oben,
desgleichen d; es st also p <0 und d<<1.

Ist & eine beliebig kleine von Null verschiedene positive Grife, so gibt es
eime andere, von Null verschiedene, negative Grofie v, so daf fir alle S, fiir
welche die Ungleichheitsbedingung v <y <O erfiullt ist, auch die Un-
gleichheitsbedingung 1 — d < & gilt.

Gébe es nidmlich ein solches % nicht, so wiirde das heiflen: es gibt
Bereiche S, fir welche der kiirzeste Abstand d<1—¢ ist (¢ gegeben)

*) Die Konstante I' stellt, worauf es hier allein ankommt, nur eine obere Sehranke
der Werte y dar, die zu allen moglichen Bereichen S mit einem kiirzesten Abstande
d < D vom Nullpunkte gehdren. Die wahre obere Grenze wird vermutlich fiir den-
jemigen einfach zusammenhiingenden Bereich S’ erreicht, dessen vollstindige Be-
grenzung von der Peripherie des Einheitskreises und der geradlinigen Verbindungs-
strecke zwischen dem Punkte D und dem Punkte -+ 1 dargestellt wird.
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und tir welche das zugehérende y der Null beliebig nahe kime. Das
steht aber mit dem soeben bewiesenen Hilfssatze in Widerspruch.

Wir setzen nunmehr unsere oben unterbrochene Konvergenzunter-
suchung fort.

Wir hatten gefunden lim ¢, = ¢ = endliche GroBe: d. h. nach An-

gabe einer absolut beliebig kleinen negativen von Null verschiedenen
GréBe n gibt es eine positive ganze Zahl N, so daB fir alle » =N
und beliebig gewihltes von Null verschiedenes ganzzahliges " die Un-
gleichheitsbeziehung

(*) lnl—2~07+v’_—cr>0

besteht. Ist nun v, , das konjugierte Potential zu w,,,, so wird durch
Vermittlung der Funktion
2

v+
eine konforme Abbildung des Gebiets [®®+*)] auf das Innere der schlicht
zu denkenden Fliche des Einheitskreises vermittelt, wobei der Punkt
O in den Nullpunkt tibergeht, wihrend gleichzeitig der ganz im Innern
von [®¢+")] liegende Bereich [®®] in einen Teilbereich ¢y, des Einheits-
kreises tibergeht, welcher gewisse Begrenzungsteile auf der Peripherie des
Einheitskreises hat. Die Funktionen ,,, und , konnen jetzt als Funk-
tionen des Punktes z,,, betrachtet werden. Als solche sind sie wieder
Greensche Funktionen, n#mlich w, , fiir den Einheitskreis, u, fiir die
Fliche @, . Es seien ¢, und ¢, die Konstanten in der Entwicklung
dieser Greenschen Funktionen an der Stelle z, ,=0. Man findet dann
sofort aus dem Ansatze der Transformation

= (y 4y +i0y 197

r 4
Cygv) = Cy o/ = Cvyy — Cy-

H

Nun ist
’ /
cv+v' == 0, 3;150 - 0,,, Y = Cv-l-‘v' c‘l"

Daher wegen (¥)

Y| é cv,, v < 0

Wird mit d,, der Abstand der Begrenzung des Bereichs ¢, , vom

Punkte #,,, = 0 bezeichnet, so ergibt sich nunmehr durch eine An-
wendung des oben als Folgerung bezeichneten Hilfssatzes:

ll—_dv,v'[ g&.
Diese Ungleichheit ermdglicht es uns, in der ¢, ,-Ebene eine Abschitzung
fiir die Differenz u,,,—u, anzugeben. Diese Differenz ist namlich im ganzen
Gebiete g, , regulir erklirt und nimmt auf der Begrenzung von ¢, , die
Werte der Funktion u,, . (als Funktion von #, ., betrachtet) an. Letztere

identisch. D. h. es ist auf der Be-

Funktion ist aber mit log Frav]
v+
14*
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grenzung von ¢, , und folglich im ganzen Innern von ¢) ., also auch
im Innern von [®®] (einschlieBlich der Begrenzung)

1
1—z¢

(**) uv+1r’—uv= lu’v+v’_uv| <].Og

Hiermit ist die gleichm#Bige Konvergenz der Funktionenfolge
ty < Uy <ty < -+
bewiesen und zwar in einem wesentlich priziseren Sinne als dies mit Hilfe
des Harnackschen Satzes moglich gewesen wire, welcher keinen direkten
SchluB auf gleichmiBige Konvergenz lings der Begrenzung selbst ge-
stattet. Weitere Vorteile unserer Abschitzung werden sich sogleich dar-
bieten.

Die Grenzfunktion
lim u, = u

ist jedenfalls, infolge eines bekannten Satzes liber Potentialfunktionen, auch
eine Potentialfunktion. Diese Potentialfunktion ist auf der ganzen Fliche
®rpy bezw. ®fp,;, ausgenommen nur den in [®©] befindlichen Punkt O,
eindeutig und regulir erklirt. Im Punkte O wird sie unendlich wie

log R

|z — =, |

Die Funktion % hat ferner wegen der auch auf der Begrenzung jedes
Gebietes [®)] gleichm#Big stattfindenden Konvergenz der Reihe die Eigen-
schaft, langs jeder der unendlich vielen mit den Realititsztigen koinzidieren-
den Begrenzungsztige der Fliche ®5, bezw. ®fp, stetig in den Wert Null

iberzugehen. Unsere Methode des Konvergenzbeweises 1iBt weiter die
Tatsache erkennen, daB die Werte, welche die (tiberall positive) Funktion

auf der vollstindigen Begrenzung von [®®)] annimmt, simtlich < log T

sind, sofern nur v > N ist. Man braucht, um dies einzusehen, nur in
(**) u,,, durch u zu ersetzen. Man kann demnach von der Funktion u
in einem {bertragenen Sinne sagen, sie gehe gleichmiBig in den Wert
Null iiber, wenn man sich gleichm#Big der Grenze des unendlich viel-
blittrigen einfach zusammenhingenden Bereichs ®s, bezw. ®(z; nihert,
eine Eigenschaft, welche einer Greenschen Funktion, die zu einem gewdhn-
lichen endlich-vielbldttrigen Bereiche gehort, in unmittelbarem Sinne
zukommt.

Bezeichnen wir mit o die zu u gehdrende konjugierte Potential-
funktion, welche auf der ganzen Fliche ®r; bezw. ®(r,;, ausgenommen
den Punkt O, eindeutig und regulir erklért ist, im Punkte O .selbst hin-

gegen sich wie die konjugierte Potentialfunktion der Funktion 1°g[_£—1'5c—
%

l

verhalt, so ist
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2 =e" (w+in)

eine auf der ganzen Fliche ®r; bezw. ®r,) eindeutig und regulir erklirte
analytische Funktion des Ortes. Diese analytische Funktion verhilt sich
auch auf den Begrenzungslinien der Fliche @z, bezw. &y, vollig regulir,
weil u lings jeder dieser Begrenzungslinien stetig in den Wert Null tiber-
geht, also nach einem bekannten Satze iiber diese Begrenzungslinien
hinaus durch Spiegelung analytisch fortgesetzt werden kann.

Was fiir eine konforme Abbildung vermittelt die Funktion ¢ ? Zu
dem Zwecke sehen wir zu, in was fiir ein Gebiet bei der durch die
Funktion # vermittelten Abbildung der Teilbereich [®®)] tibergefiihrt wird.
Das Bildgebiet von [®®] werde mit f, bezeichnet. Da « <0 ist, so
liegt f, jedenfalls ganz innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene. Da u
nur an einer Stelle, nimlich O, unendlich wird, so wird f, den Null-
punkt der z-Ebene genau einmal bedecken. Wird mit m, das Maximum
der Funktion » auf der Begrenzung von [®®)] bezeichnet, so ist m, eine

positive Grofe, welche, wie sich oben ergab, zugleich mit —i— unendlich

klein wird. Das Bild der Begrenzungslinie von [®®] wird demnach eine
Linie in der z-Ebene sein, deren kiirzester Abstand d, vom Punkte #=0
eine GroBe ist, die mit wachsendem # gegen 1 konvergiert. Aus dem Um-
stande, daB der Nullpunkt der z-Ebene von f, nur einfach bedeckt wird,
folgt, daB das ganze durch die Ungleichheitsbedingung |2| < d, definierte
kreisformige Gebiet der s-Ebene, das ja keinen Grenzpunkt von f, ent-
halten kann, von der Fliche f, iiberall genau einblitirig tiberdeckt wird.
Lassen wir daher » ins Unendliche gehen, wobei, wie erwihnt, d, gegen
1 konvergiert, so ergibt sich:

lim f, = schlichte Fliche des Einheitskreises.

Von der Fliche des Einheitskreises knnen wir nun durch lineare
Transformation zur Fliche einer tHalbebene iibergehen. Auch haben wir
die gewiinschte GewiBheit erlangt, daB die hiermit gefundene Abbildungs-
funktion ¢(x,y) tber die Begrenzungslinien von ®rr; bezw. ®is, hinaus
durch Spiegelung analytisch fortgesefzt werden kann.

Erledigung der Probleme 1a® und 10®. (Konforme Abbildung der
Flichen &r und ®F auf die schlichte Fliche einer Halbebene,) Wir gehen
nunmebr zur Behandlung der Abbildungsprobleme 1a® und 1b® iber.
Das charakteristisch Neue gegentiber den vorher behandelten Abbildungs-
problemen ist jetzt, dab die abzubildenden Bereiche keine Begrensungslinien
besitzen, welche es uns ermdglichen eine Majorante analog der Funktion
ugr, aufzustellen.
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Wir haben ® bezw. ®7 konstruiert als Orenze
Op =lim ¥,  &p = lim O,

dabei liegt ®*) ganz im Innern von ®®*3, Wir nehmen analog wie oben
einen willkiirlichen Punkt O (x==%,) im Innern von ®© an, und kon-
struieren die Reihe der Potentiale u,, u,, u,,- - - als Greensche Funktionen
fiir die Bereiche O < ®0 < &® « ..., Wiederum haben wir

U < thy < Uy < - .

Bezeichnen wir mit ¢, das konstante Glied in der Entwicklung der Funk-
tion u, an der Stelle O, so daf also an dieser Stelle eine Entwicklung
der Form

u, = log ;— + ¢, + ((0))

besteht, so ergibt sich, wie oben,

00<01 <C2<‘ ¢ .
Wenn wir beweisen kénnen, daB

lim ¢, = endliche GroBe
ist, so gelangen wir, genau wie vorher, zu einer konformen Abbildung
der Fliche @y bezw. ®% auf die schlichte Fliche des Einheitskreises bezw.,
einer Halbebene.
Wir fithren den Nachweis, daB lim ¢, ein endlicher Wert ist, indirekt.

Yy =00

Wir machen also jetzt die Annahme

lim ¢, = o0
in der Absicht, dieselbe auf einen Widerspruch zu fithren. Wir beweisen
ndmlich, daf aus der Annahme lim ¢, = 0o gefolgert werden kann, daB

die Fliche ®r bezw: ®r umkehrbar eindeutig und konform auf die schlichte
ganze KFbene exkl des unendlich fernen Punktes abbildbar ist, so dab
wir zu einer linear-polymorphen uniformisierenden Variablen gelangen
wiirden, deren Wertegebiet durch die ganze Ebene exkl. oo gebildet wird.
Darin liegt dann der Widerspruch mit Riicksicht auf das Ergebnis des
Abschnitts C dieser Abhandlung. Eine andere Methode, um den Wider-
spruch zu erkennen, bieten uns die in E, II fiir die GroBe E, gefundenen
Abschitzungsformeln.

Die Anlage des Beweises ist derart allgemein, daf durch die Hnt-
wicklungen dieses Teiles der Abhandlung iiberhaupt der in der Einleitung
genannte allgemeine Abbildungssatz vber einfach zusammenhingende Be-
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reiche vollstindig bewiesen wird, indem jeder derartige Bereich @ als

Grenze
¢ = lim ¢

aufgefaBt werden kann, wobei dann bei der Bildung der analogen Potentiale
Uy, Uy, Uy, + -+ Sich entweder

lim ¢, = endliche Grofe
oder )
lim ¢, = oo
ergeben wird. B
Mit U, U,, Us, - - -*) werde eine neue Reihe von Potentialen be-
zeichnet, welche folgendermaBen definiert sind: Die Potentialfunktion U,
ist eindeutig in &), sie wird auf der ganzen Begrenzung von ®®) Null

und nur im Punkte O (2 = z,) unstetig, ndmlich wie

Die Funktion U, hat im Punkte O eine Entwicklung der Form

U =% ( ! ) + regulidrer Bestandteil.

z — 2z,
Wir werden nun beweisen, daB, wenn & eine beliebig klein gegebene,
positive, von Null verschiedene GroBe ist, es stets eine positive ganze
Zahl N gibt, so daB fiir alle » > N und beliebiges »" innerhalb und auf
der Begrenzung von ¢® die Ungleichheit besteht

) Uv+v' - le <e.
Dazu brauchen wir einen neuen Hilfssatz:

Hilfssatz II. Es sei S ein endlicher schlichter Bereich der Z-Ebene,
der den Nullpunkt in seinem Innmern enthilt, d sei der kiirzeste Abstand
des Nullpunktes von der Begrenzungslinie s des Bereichs S, y das konstamte
Glied in der Entwicklung der zu S gehirenden Greenschen Funktion mit
dem Nullpunkie als Unstetigheitsstelle.

Ist D, eine belichig gegebene, von Null verschiedene, positive Grife,
so gibt es eine Grife Ty, so daf fir alle Bereiche S, fir die d< D, ist,
y < [, dst.%¥)#8¥)

* Vgl. Note IV, pag. 202.
#) Der Satz ist die Umkehrung eines anderen leicht zu beweisenden Satzes.
(Vgl. die analoge Bemerkung zu Hilfssatz I, pag. 208)
#%) Man kann von diesem Satze leicht zu folgendem bemerkenswerten Satze
tibergehen:
Wird die schlichte Fliiche des Einheitskreises wmkehrbar eindeutig und konform
auf einen anderen schlichten endlichen Bereich X abgebildet, wober nur der Be-
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Beweis:*) Der Beweis wird in analoger Weise gefiihrt, wie der
Beweis des ersten Hilfssatzes. Wir wihlen auf s einen Punkt « so, daf
|e| = d ist. Darauf verbinden wir ¢ mit dem unendlich fernen Punkte
der z-Ebene durch eine Linie L, welche nicht in das Innere von S ein-
tritt. Nunmehr bestimmen wir, auf I aus dem Unendlichen kommend,
den ersten Punkt & auf L, fiir welchen |d|= D, ist. Das Stiick I der
Linie L, welches den Punkt 0 mit dem unendlich fernen Punkte ver-
bindet, begrenzt einen unendlich groBen, einfach zusammenhingenden Be-
reich S, welcher den Bereich S in seinem Innern enthiélt. Wir bilden
jetzt eine Hilfsfliche H, indem wir aus der Riemannschen Fldche der

Funktion /Z— 0 eine endliche schlichte Kreisfliche ausschneiden, deren
Punkte der Ungleichheitsbedingung | Z| < |8|=D, geniigen. Die Fliche H
ist einfach zusammenhingend und enthilt den Bereich S', also auch S
vollstindig in ihrem Innern. KEs ist folglich, wenn wieder mit G die zu &,
mit G” die zu H gehorende Greensche Funktion mit dem Nullpunkte als
Unstetigkeitsstelle bezeichnet wird, innerhalb S

Gn > G

Wenn daher mit Iy das konstante Glied in der Entwicklung der Funk-
tion G” an der Nullstelle bezeichnet wird, so konnen wir schlieBen

("= G)z=og=1Ty —y>0. q. e. d.

Wir ziehen aus dem zweiten Hilfssatze sofort folgenden SchluB:

Folgerung. Ist ¢ eine beliebig klein gegebene, positive, von Null ver-
schiedene Grifle, so gibt es eine andere positive, von Null verschiedene Grife n,,
so daf fir alle endlichen schlichten Bereiche S, die den Nullpunkt in threm

Innern enthalten und fiir welche y grofer ist als ;;1— , die kiirzeste Distanz d
0

grofer als ~81- isg. ¥¥)

dingung genigt sein soll, dafi der Nullpunkt bei der konformen Abbildung sich selbst
entspricht und daf das Vergroferungsverhiltnis an dieser Stelle den Wert eins hat,
s0 gibt es esne von der Wahl des Bereichs = unabhingige von Null verschiedene Grife o,
so daf der kiirzeste Abstand d der Begrenzungslinie des Bereichs X vom Nullpunkte
zwischen den Grifien ¢ wnd 1 liegt. (Vgl. Note IV, pag. 204: ,Zweite Form des
zweiten Hilfssatzes'.)

Die genaue untere Schranke fiir den kiirzesten Abstand wird vermutlich er-
reicht, wenn die vollstindige Begrenzung des Bereichs X von dem unendlichen Halb-

strahle gebildet wird, der den Punlks 71. mit dem Punkte -+ oo verbindet.

*) Vgl. Note IV, pag. 208—204.
**) Vgl. die auf analoge Weise aus dem ersten Hilfssatze gewonnene , Folgerung
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Der Beweis fiir die gleichmiBige Konvergenz der Reihe der Funk-
tionen U, U, - - - gestaltet sich nun folgendermafien.¥)
Unm die Differenz U,,, — U,, welche fiir das Gebiet ®®) eindeutig
und regulér erklirt ist, abzuschiitzen, bilden wir den Bereich ®U**) um-
kehrbar eindeutig und konform auf die Fliche eines schlichten Kreises
K,,, ab, 80, daB bei dieser Abbildung der Punkt O in den Mittelpunkt
des Kreises K, , iibergeht, welcher mit dem Nullpunkte zusammen-
fallend vorgestellt werde, und daB der Differentialquotient der Abbildungs-
funktion im Punkte O gerade den Wert 1 erhdlt. Diese Abbildung wird

vermittelt durch die Fumnktion
Z

R e [y 4y =0y g ) +i0, 4]

wobei iitber die in v, , noch verfiighare additive Konstante so verfiigh sei,
daB das konstante Glied in der Entwicklung dieser Funktion an der Stelle O
verschwindet. Der Radius des Kreises K, ,, ist gleich e%+», wichst also
mit wachsendem Index » ins Unendliche. Bei der betrachteten konformen
Abbildung geht die Fliche ®®) iiber in eine schlichte Fliche ¢, ,, welche
im Innern der Fliche K, als Teil enthalten ist. Die Funktionen U, .,
und U,, welche als Funktionen des Ortes auf der Fliche ®¢+) bezw. ©®)
erkldrt sind, konnen vermdge der betrachteten Abbildungsbeziehung als
Funktionen des Ortes auf der Fliche K, , bezw. @, betrachtet werden.
Als solche mogen sie mit U,,, und U, , bezeichnet werden. Die Funk-

tionen U, , und Z7M, gind in den erwihnten (ebieten eindeutig, U, .,

verschwindet auf der Begrenzung von K, ,, U, auf der Begremzung
von ¢,,. An der Nullstelle werden beide Funktionen unendlich und

: 1
Zwar wie ER(Z

v+
des Ortes auf der urspriinglichen Fliche betrachiet, in O unendlich wie

Nun ist in der Nshe des Punktes O die Abbildungsfunktion durch eine
Entwicklung der Form gegeben

Z, y=(@—2)+ (& —20)* Bz — 7).

)- Beide Funktionen werden nimlich, als Funktionen

Woraus folgt, daB — ! —- als Funktion von Z, . betrachtet in der Gestalt
— %0
1 1
T — X, = Zv+v' + %l(‘Zv-i-v’)

entwickelt werden kann; dabei werden mit 8 und B, regulire Potenz-
reihen der betreffenden Argumente bezeichnet.

*) Vgl. die entsprechende Entwicklung in IV, pag. 205.
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Wird mit d,, der kiirzeste Abstand der Begrenzungslinie des Be-
reichs ¢, ,, vom Punkte Z,,»=0 bezeichnet, so ist d, , < e+, nimlich
Kleiner als der Radius des Kreises K, ,. Es ist nun

(U'v-l-v' Uv v> ( v —1 cos ) - (va,v’_'r—l cos ‘P) *)
'ﬁv-}-v' '<EU +1,~"_'r-1 co8 99f ‘U’ —r—1 cos @!.

v,

also

Die einzelnen absoluten Betrige der rechten Seite sind nun weiter abzu-
schitzen. Da die Funktion U,,, — 7! cos ¢ innerhalb K, , und
U,.,—r""cos p innerhalb ¢,, eine regulire Potentialfunktion ist, so
wird das Maximum des absoluten Betrages der Werte jeder einzelnen
dieser Funktionen auf der Begrenzung angenommen. Wir erhalten daher

e 1 1
(*) lUv+v’-—/r—1 COS(pI—_<= e°v+v’ <d

und

v,y

|U,,, —rteos 9| <5

v,
v,v

Hieraus ergibt sich fiir die im Gebiete ¢, ., in welchem beide Funk-
tionen U,,, und U, ., regulir erklirt sind, angenommenen Werte die
Beziehung

(**) l ﬁv v 'v v

Nun bemerke man, daB, wenn mit #%,, die zu dem Bereiche ¢, ,
gehorende Greensche Funktmn mit dem N ullpunkt als logarithmischer
Unstetigkeitsstelle bezeichnet . wird, die Entwicklung dieser Funktion an

der Nullstelle die Form hat
@, = log =+ ¢, + ((0))

wobel mit ¢, dieselbe Konstante bezeichnet ist, die sich fiir die Greensche
Funktion u, des Bereichs ®® ergab. Es geht nimlich @,, aus u, ein-
fach vermdge der zwischen @) und ¢, , hergestellien konformen Ab-
bildung hervor. Xs hat 4, an der Stelle 0 die Entwicklung

u, = log %— + ¢, + {(0)).

Bei Einfithrung der GroBe Z, , geht diese Entwicklung iiber in eine
Entwicklung der Form

1
=Bl o) e (O

v

=R (log Z ) + (0) + ¢, + (0)).

¥ r-lcosg =N E}——)
v+
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Da nun
lim ¢, = o0

angenommen worden ist, so schlieBen wir mit Beniitzung des als Folgerung
aus dem zweiten Hilfssatze gefundenen Satzes (pag.216), daB, sofern nur »
oberhalb einer hinreichend groBen ganzen Zahl N liegt, die Grofe d,
oberhalb einer beliebig groB vorgegebenen GriBe liegt. Die Ungleichheit (¥)
besagt daher, wenn wir sie sogleich fiir die Gebiete ®*+") und ®*) inter-
pretieren, die zu beweisende gleichmiBige Konvergenz der Reihe der Funk-
tionen U, U,, - -

Unser Konvergenzbeweis 1Bt sofort erkennen, daB die auf der ganzen
Fliche ®p bezw. ®% eindeutige, nur in O unstetige Grenzfunktion

im U,=0U
bei gleichmiBiger Annsherung an die Grenze der Fliche ®, bezw. OF
gleichmiPig in den Wert Null iibergeht. Wir folgern nimlich aus der

Ungleichheit

l v+

welche der Gleichung (**) entspricht, wegen der gleichmiBigen Konvergenz
sofort die Ungleichheit

-0, < d*)

fir das ganze Innere und die Begrenzung von ®®. Weil auf der Be-
grenzung von ®® nun U, =0 ist, ergibt sich

() u<2
auf der Begrenzung von ®®), wobei lim d, = oo ist.

Ebenso wie die Reihe der Funktionen U,, U, - - - ist es moglich eine
Reihe von Funktionen u, U, - zu deﬁnieren indem man an Stelle der

Unstetigkeit R ( = ) die Unstetigkeit ,\5‘( )**) treten 148t. Es ergibt
sich dann auf ganz analoge Weise die glelchmafuge Konvergenz der Reihe
dieser Potentiale, so daB wir setzen kénnen

lim U, = U".

=0

*) Mit d, bezeichnen wir die untere Grenze der Werte aller dy » [v'=1,2,8,.-].
Diese untere Grenze ist wegen des zweiten Hilfssatzes sicher grtSBer als Null; auch
gilt wegen der ,Folgerung®, die wir aus dem zweiten Hilfssatze schlossen (pag. 216),
die Limesgleichung

lim d'y= x©.,
Y=

** Das Zeichen J soll bedeuten: Imagindrer Teil
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Die Funktion U’ ist eine fiir die ganze Fliche ®p bezw. % eindeutig
erklarte Potentialfunktion, welche nur in dem Punkte O unstetig wird
und sich dort in der Form

U= 8( ! ) + regulérer Bestandteil

$—$0

entwickeln liBt. Die Funktion U’ geht ferner ebenso wie U gleichmiBig
in den Wert Null {iber, wenn man sich der Grenze der unendlich-viel-
blittrigen Fliche ®7 bezw. ®F nihert. Es gelten iiberhaupt fiir die Funk-
tionen U, und U’ genau dieselben Ungleichheiten, welche wir oben fiir
U, und U aufgestellt haben, mit dem einzigen Unterschiede, daB an Stelle
des Potentials ! cos ¢ das Potential — »—!sin ¢ tritt.
Die Funktion
U+ U’

ist ebenfalls auf der ganzen Fliche ®r bezw. ®y eindeutig erkldrt, sie geht
dem absoluten Betrage ihrer Werte nach gleichmiBig in den Wert Null
tiber, wenn man sich gleichmiBig der Grenze von ®p bezw. ®F nihert,

- Es fragt sich jedoch, ob

U+ iU’ eine analytische Funktion des Ortes ist, oder, anders ausgedriickt
ob U’ die konjugierte Potentialfunktion zu U ist. Dies versteht sich daram
nicht von selbst, weil U, ja nicht die konjugierte Funktion zu U, ist.¥)

Betrachten wir die Funktion U + ¢U" im Gebiete ®*), so haben wir
nach Abbildung des Gebiets ®® auf die schlichte Kreisfliche K, mit dem
Radius ¢~ die Ungleichheiten (vgl. (*) pag. 218)

. . . . . 1
ste wird im Punkte O unendlich wie o

—

T, —rteosg| <5, D= (—rtsing)| <
so daB sich ergibt
(T, +iT,) — (= cos p—ir=1 sin @)| < —- -

== e(«')l
Die Funktion r~! cos ¢ — ér~!sin ¢ ist nun eine analytische Funktion
des Ortes innerhalb K, nimlich gleich —Zl— Diese Funktion konnen wir

vermdge der zwischen K, und &) bestehenden konformen Abbildung als
Funktion des Ortes auf letzterer Fliche auffassen. Dann ergibt sich mit

Riicksicht darauf, daB £

ecv

der Satz, daB die Funktion U+7U" in jedem Teilgebiete von &y bezw. O

mit wachsendem Index v unendlich klein wﬁd,

*) Man kann auch in der Weise vorgehen, daB man das zu U konjugierte
Potential U’ als Grenzfunktion der zu den Potentialen U,, U,, U,, - - - konjugierten
Potentiale auffaBt. (Vgl. Note IV.) Die hier mitgeteilte Methode ist in der Behand-
lung des reellen und imaginiren Teiles symmetrisch.
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mit beliebig vorgegebener Anndherung durch eine analytische Funktion
des Ortes approximiert werden kann. Nun gilt aber der Satz, da eine
komplexe Funktion, welche in einem bestimmien Gebiete mit beliebig vor-
gegebener Anndherung gleichmdifig durch eine analytische Funktion approxi-
miert werden kann, in diesem Gebiete eine analytische Funktion des Ortes
ist; dieser Satz ist nimlich inhaltlich gleichbedeutend mit dem Satze, daf
eine gleichmdBig konvergente Reibe von analytischen Funktionen als
Grenzfunktion wieder eine analytische Funktion ergibt.

Es ist somit bewiesen, daB die Funktion U + ¢U’ eine analytische
Funktion des Ortes auf der Fliche ®y bezw. @7 ist.

Was fiir eine konforme Abbildung vermittelt die Funktion U+:U"?

Wir wollen die Funktion U 4 ¢U’ mit Riicksicht darauf, daB U kon-
jugiert zu U’ ist, jetzt mit

U+1iV
bezeichnen, indem wir U’ =V setzen.

Wir untersuchen das Bild f,, welches die Funktion U + ¢ V von der
Fliche ®® entwirft. Die Fliche f, ist jedenfalls endlich-vielblattrig und
bedeckt den unendlich fernen Punkt jedenfalls nur einfach. Die voll-
stindige Begrenzung von f, hat vom Nullpunkte eine weiteste Entfernung

< %; denn wir haben auf der Begrenzung von ®®) wegen (*¥¥)
T+iVISIUIHIVISE + 7 =2

Hieraus schlieBen wir, daB derjenige Teil der (U+V)-Ebene, welcher durch

die Ungleichheitsbedingung | U+ i V| > E% definiert wird, von der Fliche f,

tiberall genau einblittrig bedeckt wird (vgl. die Betrachtungsweise pag. 213).
Gehen wir mit » zur Grenze iiber, so haben wir lim d, = oo und er-

kennen, daB lim £, mit der einblitirig 2u denkenden ;anzen Ebene (inkl.

V=00

Unendlichkeitspunkt, exkl. Nullpunkt) zusammenfallt.

Die Funktion .

W=v1iv
vermittelt demnach eine Abbildung der Fliche &y bezw. &7 auf die ganze
Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes.*)
* Die Funktion W kann auch als Grenze der pag. 217 definierten Funk-

tionen Z,, Z,,--- erhalten werden. Die durch W vermittelte konforme Abbildung
der Fliche lim ®® wird dabei als Grenze von konformen Abbildungen der

Y=o
Flichen ¢©, o, &® ... auf schlichte Kreisflichen mat ins Unendliche wachsenden
Radien erhalten, ein Verfahren, welches in beiden Fillen lim ¢, ={:o konvergiert.
Yy =00

(Vgl. Note IV pag. 206—207.) Auch die Reihe U,, U,, --- ist in beiden Fillen
konvergent.
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An dieser Stelle zeigt es sich nun, daf die oben (pag. 214) gemachte
Annahme

lime, = oo

unzutreffend ist.

Um dies zu erkennen, gehen wir aus von der Bemerkung, daB die
Fliche ®r bezw. &% aus lauter Exemplaren F, gebildet ist. Sind F®
und F(® irgend zwei dieser Exemplare, so ist jedem Punkte P® des
einen Elxemplares ein bestimmter Punkt P® des anderen Exemplares,
welcher mit ersterem der Lage nach (relativ zu F') koinzidiert, umkehrbar
eindeutig zugeordnet. Diese Beziehung zwischen F» und F® liBt sich
zu einer Beziehung der ganzen Fliche ®j bezw. ®F auf sich selbst er-
weitern, welche auch ihrerseits umkehrbar eindeutig ist.

Bei der konformen Abbildung der Fliche &y bezw. &% auf die voll-
stindige WW-Ebene ergibt sich entsprechend der Zerlegung der Fliche
Oy bezw. ®% in lauter Exemplare F, eine Zerlegung der W-Ebene in
lauter Exemplare F,, deren je zwei voneinander verschiedene durch eine
umkehrbar eindeutige konforme Abbildung auf einander bezogen sind, die
ihrerseits fiir die ganze W-Ebene (exkl. co) als eine umkehrbar eindeutige
Abbildung erklirt werden kann. Die Funktion, welche diese konforme
Abbildung vermittelt, muB daher eine ganze lineare Funktion sein. Dem-
nach ist die GréBe W eine linear-polymorphe uniformisierende Variable,
welche als Funktion auf der Fliche F' betrachtet, gerade die von uns
gewlinschte relative Verzweigung bezw. Nichtverzweigung besitzt. Da
das Wertegebiet der GréBe W mit der ganzen Ebene zusammenféllf, muf
die Funktion W einem der in C pag. 164—168 gefundenen Fille entsprechen.
Das ist aber nicht der Fall, weil der Verzweigungstypus (Signatur) der
Funktion W (relativ zu F') keinem der erwéhnten Ausnahmefélle entspricht.

Zu einer anderen bemerkenswerten Methode, den Widerspruch zu er-
kennen, gibt uns die in E, I bewiesene Tatsache AnlaB, daB die Anzahl
der bei der Bildung von ®® beniitzten Exemplare F mit einer Exponential-
funktion von v verglichen werden kann. Betrachten wir die W-Ebene,
so haben wir in derselben als Bild von ®® ein Gebiet ®. Die Exem-
plare F, sind sémtlich im ewklidischen Sinne kongruent. Sind F®) und F@®
irgend zwei Exemplare F, von &), go kann man mit Riicksicht auf die
rekurrente Entstehung von ®® offenbar von jedem dieser beiden Exem-
plare zu dem Exemplare ®© = F, durch Anwendung von héchstens
v Schritten gelangen, deren einzelner darin besteht, da man von einem
Exemplare F;, innerhalb ®® zu einem seiner Nachbarexemplare F, inner-
halb &® tibergeht, d. i. einem solchen Exemplare, welches mit ersterem
entweder eine Seite oder, wenn dies nicht der Fall ist, wenigstens einen
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Eckpunkt gemeinsam hat. Daraus ergibt sich, daB man von F{® zu F{®
durch Anwendung von hochstens 2v Schritten gelangen kann.

Wir nehmen zunichst an, daB sich unter den auf F gegebenen rela-
tiven Verzweigungspunkten a keiner von unendlich hoher Ordnung befindet.
Wir bezeichnen mit A die Linge des unter der gestellten Voraussetzang
sicher endlichen griBten Durchmessers des einzelnen Exemplares Fy. Dann
ist nach dem Vorhergehenden der groBte Durchmesser von CD(”) kleiner
oder gleich A(2v + 1), folglich der euklidische Flicheninhalt I, von (Gl
kleiner als w[A(2v-+1)]2. Wird daher mit I, der euklidische Inhalt des
einzelnen Exemplares F, bezeichnet, so finden wir fiir die Anzahl E, der
in ®® enthaltenen Exemplare F', die Abschitzungsformel:

B <ﬂ:_[A(2v+1)~]_2.

V= Jo
Nun haben wir oben (E, II pag. 194—203) in allen von uns betrachteten
Fillen eine Abschitzung folgender Form gefunden
Ev >ea-f,

wobei o eine positive Zahl, B eine positive Zahl > 1 ist. Das ist ein
‘Widerspruch, da fiir hinreichend grofies »

«- > T D]
ist. ’

Der bei der zweiten Methode bisher ausgeschlossene Fall, in welchem
auch relative Windungspunkte unendlich hoher Ordnung gegeben sind, ist
dieser Methode ebenfalls zuginglich, wenn auch nicht unmittelbar. Man
denke sich aus der Fliche F kleine einfach zusammenhéngende Umgebungen
um die betreffenden Windungspunkte unendlich hoher Ordnung abgegrenzt.
Die mit diesen Umgebungen koinzidierenden Teile des Exemplars F denke
man sich aus F|, und entsprechend aus allen Flichen ®® ausaeschmtten
Dabei bleibt dle Fliche ®® einfach zusammenhéngend. Auf die redu-
zierten Cebiete ist nun die vorhergehende Betrachtung sofort wieder
anwendbar.

Nachdem jetzt feststeht, daB die Annahme

Iim ¢, = o©

fiir die Fliche ®; bezw. ®; einen Widerspruch zur Folge hat, ist damit

bewiesen, daf

lim ¢, = endliche Grife
ist. Also kann nach den Entwickelungen pag. 206—214 die Fliche ®r bezw.
®; umkehrbar eindeutig und konform auf die Fliche einer schlichten

Halbebene abgebildet werden.
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F. SchluBbemerkungen.

Der vorliegenden Abhandlung beabsichtige ich eine zweite ,Uber die
Uniformisierung der algebraischen Kuwrven. II“ folgen zu lassen. In dieser
Abhandlung werde ich mich mit solchen linear-polymorphen Uniformi-
sierungstranszendenten beschiftigen, bei welchen das vollstindige Werte-
gebiet der uniformisierenden Variablen, allgemein zu reden, weder selbst
einfach zusammenhéingend ist noch in zwei zueinander symmetrische ein-
fach zusammenhingende Halften zerfillt, vielmehr ein von unendlich vielen,
in nicht abzéhlbarer Menge vorhandenen, in der Ebene verstreut liegenden
diskreten Punkten begrenzter Bereich ist, wie z. B. bei dem bekannten
Schottkyschen Typus automorpher Funktionen.

Auch wird sich Gelegenheit bieten, auf die hier behandelten linear
polymorphen Uniformisierungstranszendenten mit reeller Substitutionsgruppe
vom zweiten Typus zuriickzukommen. Diese Uniformisierungstranszendenten
nehmen in der Tat in gewisser Hinsicht eine Mittelstellung zwischen den
in der vorliegenden und den in der erwihnten folgenden Abhandlung
untersuchten Transzendenten ein.




