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A. Einleitung. 

A, I. Historisches fiber das Uniformisierungsproblem, insbesondere 
die ~Iethode der ~berlagerungsfliiche. 

Unter dem Problem der Uniformisierung einer durch eine beliebige 
analytische Funktion y(x) definierten analytischen Kurve (x, y) versteht 
man das Problem der Auffindung einer yon x oder, was auf dasselbe 
hinauskon~mt, yon g abhtingenden analytisch zu erkl~irenden Hilfsver- 
~nderlichen t, welche so beschaffen ist, dab x(t) und y(t) eindeutige ana- 
lytische Funktionen sind, w~hrend y(x) selbst, allgemein zu reden, eine 
unendlich-vieldeutige Funktion yon x ist. 

Die Idee der Uniformisierung en~wickel~ sich in organisehem Zu- 
sammenhang mit der Theorie der automorphen Funktionen, welch% vor- 
bereitet durch klassische Untersuchungen yon R iemann ,  Schwarz,  Her- 
mi te ,  Scho t tky ,  Kle in ,  Fuchs ,  zu Anfang der achtziger Jahre des 
verflossenen Jahrhunderts dutch Klein*) und Poincarg**)  ihre syste- 
matische Begr~indung land.***) 

Mit Rticksicht auf die zentrale Stellung der Uniformisierungstheoreme 
innerhalb der Kle in -Poincargschen  Theorie wurden dieselben yon Herrn 
K 1 e i n'~) als ,,Fundamentaltheorerne" bezeichnet. 

Was die verschiedenen Methoden anbetriff~, deren man sich zum Be- 

*) F. K l e i n :  ,,s eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in 
sich". Math. Annalen Bd. 19, 1882, pag. 565--568. 

1)erselbe: ,,Zweite Mitteilung". Math. Annalen Bd. 20, 1882, pag. 48--51. 
Derselbe: ,,Neue Beitr~ge zur Riemannschen Funktionentheorie". Math. Annalen 

Bd. 21, ]883 p. 141--218. Erschienen 15. I. 1883, datiert vom 2. X. 1882. 
~*) H. P o i n c a r g :  Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences t. 92 (1881, I) 

pag. 333, 395, 551, 859, 957, 1198, 1274, 1335, 1484, t . 98  (1881, Ilj pag. 44, 188, 801, 
581, .t. 94 (1882, I) pag. 163, 840, 1038, 1166, i4~02. 

Derselbe: Sur les fonc~ions uniformes qui se reproduisent par des substitutions 
lingaires. Math. Ann. Bd. 19, pag. 553--56~. 

Derselbe: ,,Theorie des groupes fuchsiens". Act~ Math. t. I, I882, p. 1--62. 
Derselbe: ,,Mgmoire sur les fonctions fuehsiennes". Acta Math. t. I ,  1889, 

p~g. 193--294. 
Derselbe: ,,M6moire sur les groupes kleingens". Acta Math. t. III, 1883, p. 49~92. 
Derselbe: ,,Sur les groupes des gqua~ions tlngaires". Act~ Math. t. IV, 188~, 

pag. 201--312. 
])erselbe: ,,Mgmoire sur les fonctions zdtafuchsiennes". Acta Math. t. V, 1884, 

pag. 209--278. 
***) Ich verweise aueh auf die grol~zfigige DarstelIung in F r i c k e - K l e i n :  ,,Vor- 

lesungen fiber die Theorie tier automorphen Funktionen" Leipzig, Teubner, 1897 
und 1901. Die zweite Lieferung des zweiten Bandes steht noch aus. 

t)  l~lath. Annalen Bd. 21, 1. c. 
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weise der Uniformisierungstheoreme in mehr oder weniger weitem Urn- 
range bedient hat, so wfirde ein n~iheres kritisches Eingehen auf dieselben 
uns bier zu wei~ ffihren. Ich begnfige reich vielmehr an dieser Stelle mit 
einigen Bemerkungen fiber die im folgenden anzuwendende Me~,hode, welche 
ich kurz als Methode der ~)berlagerungsfl~iche bezeichnen will. Dutch diese 
Methode werden im Prinzip tats~chlich alle iiberhaupt mSglichen Uni- 
formisierungstheoreme umfal~. 

Soviel mir bekannt is~, geh~ die Idee dieser Mo~hode ursprfinglich 
auf miindliche Aul~erungen yon Schwarz zuriick. In der Literatur finder 
sie sich zuerst bei Poincar6*) ,  welcher im Zusammenhang mit dieser 
Methode das Uniformisierungsproblem in bedeutsamer Weise generalisiert% 
indem er an Stelle einer algebraischen Kurve eine beliebige analytische 
Kwr~e treten liel~, allerdings ohne die betreffenden Fragen damals zum 
Abschlul~ bringen zu kSnnen.**) Die vollst~ndige Kl~irung und Erledigung 
dieses allgemeinen Problems ist erst in neuester Zeit gelungen, worfiber 
sogleich berichte~ werden wird. 

Bei der Methode der Uberlagerungsfl~iche wird das Uniformisierungs- 
problem in zwei Probleme zerlegt, ein Problem der Analysis si~s, n~mlich 
das Problem der Konstruktion der zu der gesuchten Uniformisierungs- 
transzendenten t(x, y) geh~renden Riemannschen Fl~iche O, und ein ~roblem 
der konformen Abbildung, n~imlich das der umkehrbar eindeutigen kon- 
formen Abbilduug der Fl~iche �9 auf ein einbl~it~riges im aUgemeins~en 
Falle unendlich-vielfach zusammenhiingendes Gebiet. 

Von besonderer Wich~igkei~ ist der Fall einer einfach ~usammen- 
hiingenden Fl~iche r welcher fibrigens ftir die zu uniformisierende Kurve 
(x, y) selbst keine Beschr~inkung ~oraussetzt. In diesem FMle handel~ 
es sich um den Nachweis des, folgenden Abbildungssatzes: J'ede einfach 
zusammenhiingende endlich- oder unendlich-vielbl~trige nur yon inneren 
l:)unkten gebildet zu denkende J~iemannsche Fliiche***) l~/3t sich umkehrbar 
eindeutig und konform entweder auf die schlichte (d. i. einbliittrig vorzu- 
stellende) ~ c h e  eines endlichen Kreises oder auf die schlichte ganze Ebene 

*) Po inca r~ :  ,,Surun ~h~or~me de la ~h~orie ggn~rale des fonctions". Bulletin 
de la s o c i ~  ma~h~matique de France, t. XI, 1883. 

**) S. auch Hi lbe r~s  Pariser Vortrag, 1900: ,,Mathematischo Probleme". G~tt. 
Nachr. 1900, pag. 253 ft. oder Archiv der ~Ia~hematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 1. Man 
lese insbesondere den Abschni~t: ,,Uniformisierung analy~ischer Beziehungen mittelst 
automorpher Funk~ionen". 

***) Die Fl~che kann auch als Fl~che im Raume oder fiberhaupt als eine zwei- 
dimensionale Mannigfal~igkeit gegeben gedach~ werden. Wesentlich is~ nur, dab 
allein die inneren Punkte als zur Mannigfal~igkei~ geh~rig be~rachte~ werden, das 
sind die Punkte, um welehe hemm eine zweidimensionale konform auf eine Kreis- 
fl~che iibertragbare Umgebung angegeben werden kann. 

10" 
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exkl. des unendlich fernen Punktes (d. i. eine Kreisfl~iche mit unendlich 
groflem Radius) odor auf die schlichte ganze Ebene inkl. des unendlich 
fernen Punktes abbilden. 

Der le~z~e in dem Sa~ze erw~]~n~e Fall, in welehem die gegebene 
Fl~iche speziell eine geschlossene Fl~iche yore Geschlech~ Null sein muB, 
wurde bereits 1870 dutch Schwarz*) erledigt. Was die viel allgemeinere 
Frage nach der konformen Abbildung beliebiger ungeschlossener einfach 
zusammenhiingender Fliichen anbetrifft, so dienten auch ffir diese Frage 
die Ri em ann- S ch war z schen Entwickelungen betreffend die Abbildung 
ungeschlossener einfach zusammenhiingender Fli~chen mit geschlossener 
Begrenzungslinie ale Grundlage. Poincard bewies 1883 (Bull. t. XI I. c.), 
dal3 jede einfaeh zusammenh~ingende endlich- odor unendlich-vielbli~ttrige 
Riemannsche Fl~iche, welche mindestens drei voneinander verschiedene 
Punk~e der Ebene unbedeckt liiBt, auf ein schliehtes Gebie~ innerhalb 
des Einheitskreises abgebildet werden kann. :Nachdem weiterhin, doch 
erst in neuerer Zeit Osgood**), Brod~n***), J o h a n s s o n t )  das kb- 
bildungsproblem in speziellen Fiillen gefiirdert batten, wurde im Jahre 1907 
die vollstiindige Erledigung desselben gegeben dutch Herrn P o i n e a r d ~ )  
und dutch den Veffasser der vorliegenden AbhandlungJ'tt) nach verschie- 
denen Me~hoden. Weitere vollst~ndige Beweise des allgemeinen Abbildungs- 

~ H. A. Schwarz :  ,,Ober die Integration der partiellen Differentislgleichung 

3x--- ~ -~- ~-~ ~ 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen". Berl. 

Monatsber. 1870. Ges. Abh. Bd. 17. 
**) 0sgood :  On the existence of the Greens ~onction for the most, general 

simply connected plane region.". Am. Trans. 1900. 
i**) Br o d 6n. ,,Bemerkungen ~iber die Uniformisierung analy~ischer Fun]~tionen". 

Lund, Berlingsche Druckerei, 1905. 
t3 J o h an s s o n: ,,~ber die Uniformisierung Riemannscher FD.chen mit endliche~ 

/knzahl Windungspunkte". Act. Soc. Fenn., t. 33, 1906. 
De~sdbe. ,,Ein Satz fiber die konforme Abbildung einfach zussmmenh~ngender 

"Fl~chen auf den Einheitskreis". Math. Ann. Bd. 62, 1906. 
D~'setbe: ,,Beweis der Existenz linear polymorpher Funktionen yore Grenzkreis- 

~ypus auf Riem~nnschen Fl~.chen". Math. Ann. Bd. 62, 1906. 
Die zu|e~zt erw~hnte Abhandlung ist jedoch nut zum Teil einwandfrei; denn 

die ~uf p~g. 191 des Bandes sich findende ffir Johansson zur Erlangung des yon ibm 
in d~eser Arbei~ anges~reb~en Hauptre~ultats wesen~liche Behsuptung ,,Jede ~uf ~ (~, O) 
unve~zwaig~e Funk~ion ist nun ersichtlich auch suf ~(/~-~1, 0) unverzweigt" is~ un- 
rioh~ig~ ein Einwsnd, zu ~relchem ~uch Herr Johansson seine Zustimmung gegeben hs~. 

t~) Poinc~r6:  ,,Sur l'uniformis~tion des fonctions an~lytiques". Act~ Math. 
t. XXXI, psg. 1--63, insbesondere pag. 46--68. Die bereits im ~I~irz 1907 gedruckte 
A~beit ersehien erst im November 190~. 

J-j~f) K o ebe: ,,0ber die Umiformisiemng beliebiger snaly~ischer Kurven". GGt~. 
Naohr.~ ~2. Msi 1907~ pag. 191~210. 

Eine Dars~ellung dieses meines ersten Beweises finder men such bei F u b i n i  
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satzes enthalten die auf dieser Seite unter "~'t) zi~ierten Arbeiten VI und IX, 
sowie implizite die vorliegende Abhandlung. Letz~erer Beweis stelIt eine 
namentlich durch die vollst~ndige Vermeidung des Harnackschen Satzes 
fiber positive Potentiale charakterisierte Vervollkommnung~ wenn auch 
vielleich~ nicht gedankliche Vereinfachung meines ersten in HI gegebenen 
Beweises dar. In IX ist die Ausdehnung auf den oben erw~ihnten allge- 
meinsten Fall des Uniformisierungsproblems gegeben, wobei die auf einen 
schlich~en Bereich abzubildende Fl~iche unendlich-vielfach zusammenh~ingend 
is~. Ffir diesen allgemeinen Beweis is~ .namentlich die tteranziehung ge- 
wisser yon Herrn H i lbe r t  in seiner Abhandlung ,,Uber das Dirichletsche 
Prinzip" und in seiner vier~en Mitteilung zur Theorie der In~egralglei- 
chungen bentitzter Gedankeng~iage charakteristiseh. 

,Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe" (Pisa~ 
Spoerri, 1908). 

Ich benfi~ze diese Gelegenheit, um meine si~mtliehen bisherigen Publika~ionen 
iiber Uniformisierung bezw. konforme Abbildung zusammenzustellen. Ich numeriere 
dieselben, ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge entsprechend, um im Laufe der vorliegen- 
den Abhand[ung kiirzer zitieren zu kiinnen. 

I. ,,l~ber konforme Abbildung mehrfach zusammenhi~ngender ebener Bereiche, 
insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung yon Kre~isen gebildet wird". Vo~rag, 
gehalten auf der Naturforscherversammlung in Meran, September 1905. Jahresbericht 
der Deutschen Mathema~iker-Vereinigung 1906, pug. 142--153. 

II. ,,l~ber konforme Abbildung mehrfuch zusammenh~tngender ebener Bereiche". 
Vor~rag, gehul~en uuf der Naturforschervers~mmlung in S~uttgar~, September 1906. 
ffuhresbericht der D. M.-V. 1907, pug. 116--130. 

III. ,,~ber die Uniformisierung reeller algebraischer Kurvea". GCitt. l~'achr., 
9. Mi~rz 1907, pug 177--190. 

IV. ,~ber die Uniformisierung beliebiger unaly~ischer Kuxven". (Erste Mi~- 
teilung.) Gtlt~. Nachr., 12. Mai 1907, pug. 191--210. 

V. ,,Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven". G(it~. l~achr., 6. Juli 1907, 
pug. 410~414. 

VI. ,,0ber die Uniformisierung beliebiger anuly~ischer Kurven. (Zweite Mi~- 
teilung.)" G~itt. Nachr., 23. November 1907, pug. 633--669. 

VII. ,,(~ber die Uniformisierung tier algebraischen Kurven. (Imagin~re Sub- 
stitutionsgruppen.) (Voranzeige.) Mitteflung eines Grenzfibergangs dutch iterierendes 
Verfahren." G(it~. l~achr., 22. Februar 1908, pug. 112--116. 

VIII. ,,Uber ein allgemeines Uniformisierungsprinzlp". Vortrag, gehalten auf 
dem'internutionalen Mathematikerkongreit in l~om, April 1908. (Noch nicht erschienen.) 

IX. ,,?~ber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Dritte Mit- 
teilung.)" G(itt. ]~achr., 11. guli 1908, pug. 837--858. 

X. ,,Konforme Abbildung der Oberfliiche einer yon endlich vielen regul~ren ana- 
lytischen Fl~chenstiicken gebildeten kiirperlichen Ecke auf die schllchte ebene Fli~che 
eines Kreises". G(itt. Nachr., 19. Dezember 1908, pug. 359--360. 

XI. ,,l~ber die Unifonnisierung der algebruischenKurveu dutch automorphe Funk- 
r mit ima.giniirer Substitutionsgruppe". G(itt. Nachr., 20. Febr. 1909, pag. 68 folg. 

XII. ,,Sur un prineipe gdngrul d'uniformisation". Comptes Rendus, 29. mars 1909. 
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A, II. Inhalt der vorliegenden Abhandlung. 

In der vorliegenden •bhandlung ist das Streben nach einer miiglichst 
allseit;ig independenten Darstellung mal•gebend gewesen. 

Wir sehliel3en die folgenden Bemerkungen fiber den Inhalt derselben 
an das Verzeichnis pag. 145 an. 

In B wird der allgemeine Begriff der zu einer algebraischen Kurve 
(x~ y) gehiirenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen t deft- 
nierl und die Natur der miiglichen relativen Verzweigungssingularitiiten 
der Funktion t(x, y), relativ zur Riemannschen Fl~iche 2 '  der Funktion 
y(x), untersuchk 

In C werden aUe diejenigen zu algebraischen Kurven gehiirenden 
linear polymorphen uniformisierenden Variablen bestimm~, bei welchen 
das Wertegebiet der Yariablen t entweder durch die ganze Ebene inkl. 
oder durch die ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes gebildel 
wird. Die uniformisierenden Funktionen x(t) und y(t) sind im Falle de]: 
ganzen Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes rationale Funktionen 
yon t, im Falle der ganzen Ebene exkl. des unendlieh fernen Punktes 
rationale Funktionen einer und derselben Exponentialfunktion yon t oder 
einer und derselben elliptischen ~-Funktion und deren Ableitung. 

Die Untersuchungen des Abschnitts C werden in D und E (pag. 180 
bezw. 222) vorausgesetzt und bilden tiberhaupt eine organische Ergiinzung 
der in D und E gegebenen Hauptuntersuchung. 

In dem Abschnitte D (ersier (analytischer) Hauptteil) wird das Problem 
in Angriff genommen, alle zu einer gegebenen algebraischen Kurve (x, y) 
gehSrenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen t zu bestimmen~ 
fiir welche die Subs~Rutionsgruppe reell ist oder~ anders ausgedrfickt, ftir 
welche jede einzelne zwischen zwei rela~iven Zweigen der Funktion t(x~ y) 
bestehende ]ineare Substitution eine Substitution mi~ lauter reellen Koef- 
fizienten ist, wobei die Koeffizientendeterminante ~ositiv oder negativ sein 
kann. Der Abschnitt D gibt eine Analys% als deren Resultat die Indi- 
vidualisierung der einzelnen zur gesuchten Klasse gehiirenden Transzen- 
denten t(x, y) erscheint. In D, I ~wird zuniichst bewiesen~ da] das Werte- 
gebiet einer 'einzelnen Variablen t der Klasse entweder die ganze obere 
Halbebene*) und nur diese (erster Typus) oder die ganze Ebene exkl., 
allgemein zu reden, unendlich viele Punkte der Aehse des Reellen (zweiter 
Ty~us) ausffilR. In D, II wird dann gezeigt, da{~ eine GrSl~e t des ersten 
Typus als Grii]e der gesuchten Klasse voUst~ndig individualisier~ wird 
dutch die Angabe der relativen Verzweigungspunkte der Funktion t(x, y) 

*) Halbebene o berhalb tier Achse des Reellen. 
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mit den zugehiirenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung, dab 
ferner eine Gr(i•e t des zweiten Typus als Gr~ii~e der Klasse vollstiindig 
individualisiert wird durch Angabe derjenigen tells geschlossenen, tells 
ungeschlossenen Linienzfige auf F (Riemannsche Fl~iche der Funktion y(x)), 
l~ngs welchen die Funktion t(x~ y) reell ist,, (~ealit~itsziige), sowie die 
Angabe aller relativen Verzweigangsstellen der Funktion t(x, y) mR den 
zugehiirenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung. Die Gesamthei~ 
der eine einzelne GrSl~e t charakterisierenden Bestimmungsstticke bilde~ 
die charakteristische Signatur der betreffenden uniformisierenden Variablen. 

Die in der Signatur vorkommenden Bestimmungsstticke k6nnen nich~ 
willkfirlich gegeben werden. 

Im Falle einer GrS~e t des ersten Typus existieren gewisse Aus- 
nahmesignaturen, welche dutch die in B und C angestellten Untersuchungen 
gelieferi werden, indem niimlich jede der dort gefundenen Funktionen t(x, y) 
eine gewisse relative Verzweigung besitzt. Diesen Ausnahmesignaturen 
kann sicher keine linear polymorphe uniformisierende Variable des ersten 
Typus entsprechen. 

Im Falle ether Gr~il~e t des zweiten Typus ergeben sich ffir die ein- 
zelnen Bestimmungsstticke der Signatur folgende Bedingungen. Die Kurve 
(x, y) selbs~ mul3 sich birational in eine reelle Kurve transformieren lassen, 
welche auch wirklich reelle Ziige besitzt. Das System der in der Signatur 
vorkommenden oben definierten t~ealit~itsziige mul3 dabei in das System 
der reellen Ziige transformiert werden, ohne jedoch dieselben vollst~indig 
erschSpfen zu mfissen. Ein einzelner Realit~itszug wird vielmehr nach der 
Transformation entweder einen vollst~ndigen reellen Zug liefern oder nut 
ein S tiick eines solchen reellen Zuges. Die Realit~tsziige sind jedenfalls nur 
in endlicher Anzahl vorhanden. Was die in der Signatur vorkommenden 
relativen Verzweigungspunkte und Ordnungszahlen der Verzweigung der 
Funktion t(x, y) anbetrifft, so erscheinen dieselben nach der Transforma- 
tion konjugiert symmefrisch angeordnet, wobei ein solcher Verzweigungs- 
punkt ~uch sich selbs~ symmetrisch entsprechen kann, in welch letzterem 
Falle er eben auf einem reellen Zuge liegt. Niemals lieg~ jedoch ein 
relativer Verzweigungspunkt innerhalb eines Realit~itszuges. Ist anderer- 
seits ein Realitiitszug ungeschlossen, so sind stets die beiden Endpunkte 
desselben relative Verzweigungspunkte und zwar yon der ersten Ordnung. 

Man iibersieht jetzt, wie im Falle ether uniformisierenden Varlablen 
des zweiten Typus die Signa~ur zu geben ist. Man hat dabei yon vorn- 
herein eine solche Kurve (x, y) anzunehmen, welche sich dutch bir~tionale 
Transformation in eine reelle Gestalt (mit reellen Ztigen) setzen l~i~t, 
wobei, beil~iufig erw~hnt, bekanntlich der Fall eintreten kann, da~ eine 
und dieselbe Kurve (x, y) mehrere wesentlich verschiedene reelle Gestalten 
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besi~zt, d. s. solehe reelle Gestalten, deren keine zwei durch eine reelle 
birationale Transformation zusammenhiingen. Bei der Betrachtung einer 
einzelnen uniformisierenden Variablen des zweiten Typus werden wir dem- 
entsprechend zweekm~Big direkt eine reelle algebraische Kurve mi~ reeUen 
Ziigen zugrunde legen. 

In E (zweiter (synthetischer) Hauptteil) handelt es sieh nun welter 
alarum, die Existenz der zu einer gegebenen Signa~ur gehSrenden uniformi- 
sierenden Variablen des ersten bezw. zwei~en Typus wirklich darzutun. 
Die einzelne Signatur mu6 dabei den in D gefundenen notwendigen Be- 
dingungen geniigen, die eben dutch die Untersuchungen des Abschnitts E 
auch als hinreichend erkannt werden. 

Wit bedienen uns zum Existenzbeweise der Methode der Uberlagerungs- 
fl che. 

Naehdem in E, I dem Grundgedanken der Methode der ~berlagerungs- 
fl~iche entsprechend jedes einzelne Problem in ein Problem der Analysis 
situs und ein Problem der konformen Abbildung zerleg~ ist, werden in 
E, II dis Analysis- situs- Probleme und in E, III die Abbildungsprobleme 
behandel~. 

Die in E, II zu konstruierende~ unendlich-vielbl~ttrige Riemannsche 
Fl~iche einer gesuchten EinzeRranszendenten t(x, y) is~, je nachdem die 
gesuchte GrSl]e t dem ers~en oder zweiten Typus angeh6rt, eine einf'ach 
zusammenhiiagende oder eine aus zwei zueinander symmetrischen einfaeh 
zusammenh~ngenden H~i]Ren gebildete i. a. unendlich-vielfach-zusammen- 
h~ingende Fl~che. Im le~zteren Falle k~nnen wir wegen der Symmetrie die 
B~tra~h~ung auf eine der einfach zusammenh~ngenden H'~lften beschr~nken. 

Was die explizite Konstruktion der erwiihnten einfach zusammen- 
h~ngenden ~berlagerungsfliichen anbetriff~, so babe ich darauf Gewieht 
geleg~, diese Analysis-silus-Probleme s~reng als solche zu behandeln, wobei 
zugleieh gewisse am Sehlusse yon E, HI anzuwendende Absch~tzungsformeln 
hergelei~et werden. 

Bei der Behandlung der Abbildungsprobleme in E, III, welche die 
konforme Abbildung der in E, II gefundenen einfach zusammenh~ngenden 
Uberlagerungsfiii.chen auf die schlichte Fliiche einer Halbebene fordern, 
is~ die Idee folgende. Es wird die zu der betreffenden U'berlagerungs- 
fl~che geh~rende in einem Punkte logarithmisch unendlieh werdende 
Greensche Funktion als Grenzfunktion der zu den N~herungsfl~chen ge- 
hSrenden Greenschen Funktionen konstruiert. Wir erledigen zun~ichs~ dis 
F~ille, in welchen die uniformisierende Variable eine Variable des zweiten 
Typus wird. In diesen FNlen gelingt es eine Majorante aufzustellen~ 
welche ich bereits in einer fr[iheren Note (III)angegeben babe. Iu den 
F~illen hingegen, in welchen die uniformisierende Variable eine solche veto 
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ersten Typus wird, verfahren wir indirekt, indem wir den Durehgang 
dutch den allgemeinen pag. 147 unten genannten Abbildungssa~z fiber 
einfach zusammenh~ingende Bereiche nehmen; (bezfiglich des hier gegebenen 
Beweises dieses allgemeinen Satzes verweise ich auf die betreffenden Be- 
merkungen oben pag. 149). Es handelt sich dann schlieBlich alarum den 
Fall der ganzen Ebene auszuschliel~en~ was auf pag. 222- 223 nach zwei 
Methoden geschieht, deren eine sich auf die Ergebnisse des Abschnitts C 
stfitzt, w~ihrend die andere die erw~ihnten in E~ II bei der Behandlung 
der Analysis-situs-Probleme gefundenen Abseh~tzungsformeln beniitzt~ 
wobei sieh der Untersehied zwisehen der Euklidischen und der :Nicht- 
euklidisehen Ebene in charakteristiseher Weise ausprKgt.*) 

Die in dieser kbhaadlung behandelten Uniformisierungsprobleme er- 
scheinen nach ~wei Seiten yon fundamentaler Bedeutung, namentlich im 
Gegensatz zu den sparer zu behandelnden Uniformisierungsproblemen, bei 
welchen die Substitutionsgruppen im allgemeinen Fall imagin~r sind und 
sich auch nicht in reelle Form setzen lassen. Einerseits n~mlich lassen 
sich alle andern zur gegebenen Kurve (x~ y) gehSrenden linear-polymorphen 
uniformisierenden Variablen als eindeutige Funktionen der bier konstruierten 
darstellen, eine Eigenschaft, ffir welche ich in den Noten III und IV in 
den daselbs~ formulierten Theoremen den umfassendsten und pr~gnantesten 
Ausdruck gegeben babe, andererseits liefern die hier behandelten unifor- 
misierenden Variablen in den zugehSrenden Gruppen wirklich invariante 
Normalgebilde der durch die gegebene Kurve definierten Riemannschen 
Klasse yon Kurven (s. die Schlul3bemerkungen in III und IV). 

(~erade im Hinblick auf die erw~hnte zen~rale Bedeutung der bier 
behandelten Klasse yon uniformisierenden Variablen erschien es mir als 
eine organische l~otwendigkeit, in D und ~ diejenigen reellen Subs~itu- 
tionen, deren Koeffizien~endeterminaate nega~iv ist, yon vornherein gleich- 
berechtigt mit denen 2ositiver Determinante zuzulassen, im Untersehiede 
yon Poincarg (Acta Math.) und Fr icke-Klein (,,Vorlesungen fiber die 
Theorie der automorphen Funktionen"). _~uf diese Weise ergab sich 

*) Man kann versuchen, auch die den uniformisierenden Variablen des e~sten 
Typus entsprechenden Abbildungsprobleme dutch l~[ajorantenbildung zu e~ledigen. 
In diesem Sinne gerade versuchte Herr Johansson  (1. c.) in direkter Anknfipfung an 
Po inear6  (Bull. t. XI) und Osgood (Am. Tr. l. c.) eine LSsung der be~reffenden 
Probleme. Diesen Gedanken babe ich in der Note V welter verfolgt. Eine vollst~ndige 
Zuendeffihrung oder auch nur FSrderung dieses Gedankens schein~ mir much jetzt noch 
ein Interesse darzubieten. 



154 PAul, Ko~.s~., 

namentlich eine naturgem~il]e und vollst~indige Beziehung zu Kle ins  all- 
gemeiner Einteilung der sym~netrischen Riemannschen Fl~chen mit Sym- 
metrielinien bzw. reellen algebraischen Kurven mit reellen Ztigen, eine Be- 
ziehung, die sich auch auf beliebige analytische Kurven fibertr~igt (vgl. 
No e IV). 

Sowohl P o i n c a r 6  (Acta I) als auch F r i c k e - K l e i n  (Vorlesungen 
fiber die Theorie der automorphen Funktionen) geben bereits eine sys~e- 
matische Behandlung der eigentlich diskontinuierlichen Gruppen reeller Sub- 
s~itutionen mit positiver Determinante.*) Die dabei resultierende Einteilung 
dieser Gruppen und dami~ der zugeordneten Uniformisierungsprobleme flieB~ 
bei den genannten Au~oren aus einer geometrrischen Analyse dieser Gruppen 
bzw. der zugehSrenden Fundamentalpolygone oder ,,Normalpolygone" 
(Fricke).  Demgegeniiber gehe ich hier wie ~iberhaupt yon der zu uni- 
formisierenden Kurve aus und gelange durch eine die Idee des F~undamental - 
polygons nur unwesentlich benutzende Methode zu einer vollst~ndigen 
systematisehen Durchdringung. Ohne-die besonderen Vorteile jeder ein- 
zelnen der beiden Methoden verg]eichend abw~igen zu wollen, mSchte ich 
nur bemerken, dal~ die meinige einer ffir die uniformisierenden Variablen 
mi~ reeller Substitutionsgruppe geltenden charakteristischen Bemerkung 
Rechnung triig~, dab n~mlich dieselben yon der Wahl eines einzelnen 
Fundamentalpolygons bzw. einereinzelnen kanonisehen Zerschneidung un- 
abh~ngig sind. 

*) Die be~reffenden Gruppen werden bei Poincard als ,,grou_pes fuchsiens", bei 
Fricke-Klein als ,,Hauptkreisgruppen" bezeichner Bei le~zteren werden auch die 
die obere tIalbebene in sich ~iberfiihrenden Transformationen mit Umlegung der Winket 
(,8ubstitutionen zweiter ArC '~) neben denen ohne Umlegung der Winket (,,Substi~u- 
tioaen erster Art", eigentliche reelle lineare Substitu~ionen positiver Determinante) be- 
riicksichtig~, allerdings nut in untergeordneter Weise. Bei der explizi~en Durch- 
ffihrung der Klassifikation der Gruppen und der damit zusammenh~ngenden Auf- 
stellung der Uniformisielmngstheoreme werden die ,,Subslitutionen zwei~er Art" 
fiberhaup~ beiseite gelassen, wodurch die im Texte (pag. 154 oben) erw~hnte (vgl. auch 
pag. 189) Unvollkommenheit zum Vorschein kommt, welche bei roller Berficksichtigung 
tier Subs~itutionen zweiter Art wegfallen w(irde. Man wfirde dadurch in tier Tat 
dieselbe Vollsr erzielen, welche ich dutch die Zulassuag" der reellen linearen 
Substitutionen mit negativ~r Determinante erzielt babe. Geometrisch driickt sich tier 
Unterschied zwischen den reellen linearen Substilutlonen ~ositiver und negative" 
De~erminaate bekann~lich dadurch aus, da~ erstere die beiden durch die Achse des 
Reellen voneinancler getrenaten ttalbebenen (obere und untere Halbebene) einzeln in 
slob fiberf~ihren, w~hrehd letztere diese beiden Halbebenen miteinander ver~auschen. 
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B. Vorbemerkungen. 

Allgemeiner Begriff der zu einer algebraischen Kurve geh~renden 
linear-polymorphen uniformisierenden Variablen. 

Wird mR y(x) eine algebraische Funktion yon x, mit 2' die zu dieser 
Funktion gehSrende, tiber der x-Ebene ausgebreitet zu denkende Riemann- 
sche Fliiche bezeichnet, so kann man bei mSglichst weiter Auffassung 
der Bedeutung des Wortes ,,Uniformisieren" als e/~e zu der algebraischen 
Kurve (x, y) gehgrende u~iformisierende Variable jede GrSi~e t bezeichnen~ die 
dutch eine endlich- oder unendlich-vieldeutige analytische Funktion des Ortes 
auf der Fl~che 2' erkl~rt ist und die Eigenschaft hat, dab die analytischen 
Funktionen x(t) und y(t) in dem Bereiche der yon der GrSBe t ihrer De- 
finition gem~iB angenommenen Werte eindeuiig sind. Die tiefe Bedeutung 
des Begriffs der uniformisierenden Variablen tritt jedoch in ihrem ganzen 
Umfange ersi bei einer gewissen Ve'rengerung dieses Begriffs hervor, welche 
in der Hauptsache darauf hinausliiuf~ den Funktionen die Bedingung des 
linearen Automorphismus aufzuerlegen. Pr~izise definieren wit den Begriff 
in der ftir uns bier in Betracht kommenden Form folgendermal~en. 

Definition der zu einer algebraischen Kurve geh6renden linear loo~ymor~hen 
uniformisierenden Variablen: Eine GrSBe t heil~e eine zu der algebraischen 
Kurve (x, y) bezw. zu der Riemannschen Fl~iche 2" der Funktion y(x) ge- 
hSrende linear polymorphe uniformisierende Variable, wenn die zu ihrer 
Erkl~rung dienende, allgemein zu reden, unendlich-vieldeutige analytische 
Funktion t(x~ y) des 0ties auf tier Fl~che 2' folgende Eigeaschaften hat: 

1. Die Funk~ion t(x, y) ist entweder auf der ganzen Fl~che 2' in 
allen ihren Zweigen ( - -  ,,Zweig" relativ zur Fliiche F verstanden --)  aus- 
nahmslos mit dem Charakter rationaler Funktionen yon x und y erkl~i'rt, 
oder es gibt endlich viele voneinander verschiedene Stellen auf ~ an 
welchen die Funktion t(x, y) relativ verzweigt ist. 

2. Sind t 1 und t 2 irgend zwei relative Zweige tier Funktion t(x, y), so 
ist ~ eine ganze oder gebrochene lineare Funktion mit konstanten Koeffi- 
zienten y o n  t 1. 

3. Die Funk~ion t(x, y) is~ eine dnwertige Funktion des 0r~es a u f  

der Riemannschen Fl~che 2"; d. h. pr~ziser: es gibt auf F keine zwei 
voneinander verschiedenen Punkte~ an welchen die Funktion t einen und 
denselben Wert annimmt. Auch kann die Funktion t an einer und der- 
selben, yon einem der genann~en relativen Yerzweigungspunkte verschie- 
denen~ Stelle nicht in zwei voneinander verschiedenen Zweigen einen und 
denselben Wert annehmen. --  

Charakter der bei Umlaufung eines rdativen Irer~weigungsl~unktes sich 
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erge]oenden li~earen Substitution.*) Wir fassen einen einmaligen Umlauf in 
posi~ivem Siu~e um einen der relativen Verzweigungspunkte ins Auge. 
Ist dsr Verzwsiguugspunkt sin Verzweigungspunkt yon endlicher Ordnung, 
so ist klar, dal~ die lineare Substitution, welche die Funktion t bet Aus- 
ffihrung dieses Umlaufs erf~ihr~, eine elli2tische Substitution ist. Es l~ij~t 
sich in diesem Falle eine lineare Funktion t '  yon t bestimmen, welche 
sich bet husfiihrung des Umlaufs gem~B der Gleichung 

It ' ]  = e " t' 

~ader~, wobei mit [t'] der Weft der Funktion t '  nach Ausffihrung des Um- 
Iaufs, mit n die Anzahl der urn den betreffenden Punkt herum zusammen- 
hRngenden Zweige der Funktion t bezeichnet ist. 

Ist dsr betraehtets Verzwsigungspunkt sin Verzweigungspunkt yon 
unendlich hoher 0rdnung, so ist die lineare Umlaufssubstitution~ wis wit 
jetzt beweisen wollen, parabolisch, so dab es also eine lineare Funktion t' 
yon t gibt, welche sish gem~iB ether Gleichung der Form 

[t'] ~ t" + 2~i,  
~,ndert. 

Bowels. Den Beweis ffihren wir indirekt. Gesetzt, unsere Behaup*ung 
set nieht richtig; dann k~nnts man jedenfalls eine Iineare Funk~ion ( '  
yon t bestimmen, deren Verhalten gegen~iber einem Umlaufe um den 
Verzweigungspunkt dutch eine Gleichung 

( : )  [ t"]  

dargestellt wird, wobei mit x eine passend zu w~hlende yon Null ver- 
sehiedene Konstante bezeichnet ist. Der absolute Betrag der Gr~Bs 
kann nieht gleich tins seth. Denn einersei~s kann ~ keine Wurzel der 
Einheit sein, well der be~rachtete Verzweigungspunkt naeh Voraussetzung 
yon unend2ich hoher 0rdnung ist, andererseits kann ~ auch nieht eine 
yon jeder Einheitswurzel verschiedene Zahl des absohten Betrages eins 
sein~ weil cites offenbar dem Charakter der Funkfion t", also auch der 
Funk~ion t, als einwertiger Funktion widersprechen w~irde. Somi~ muB 

Nunmehr denken wir uns um den betrach~etsn gerzweigungspunkt 
eine einfaeh geschlossene Linie L gezogen. Mit G bezeichnen wir das 
yon L und dem Verzweigungspunkte begrenzte zweifach zusammenh~ngende 
(~ebiet, indem wit den Verzweigungspunkt selbst nicht mehr als zu G 

*) Es ist uns an dieser Stelle, wie ich des richtigen Verst~ndnisses halber be- 
merken will, noch nicht bek~nn~, dal~ die Funk~ion ~(a;, y) in dem Verzweigungs- 
ImUk~e selbst einen bestimm~en We~t annimmt. Vgl. die Ful~note pag. 160. 
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gehSrig be~rachten. Um in G einen einzelnen Zweig der Funktion t zu 
isolieren, denken wir uns yon einem Punkte P auf L eine dutch G hin- 
durchlaufende Linie 1 nach dem Verzweigungspunkte gezogen. Dadurch 
geht~ der zweifach zusammenh~ingende Bereich G in einen einfach zusam- 
menh~ngenden Bereich G~ fiber, wobei wiederum der Verzweigungspunkt 
selbs~ nicht mehr als zu G i gehSrig betrachtet werden m;Jge, w~hrend 
die Punk~e der Linie 1 dol0pel~ vorgestellt werden sollen, je nachdem sie 
dem einen oder andern an 1 anschlieisenden Teile des Bereichs G 1 zu- 
gerechne~ gedach~ werden. Dieser dolopel~en Auffassung entspreehend 
werde die Linie 1 genauer einmal mit l (+), das andere Mal mit l(-) be- 
zeichne~, indem die Verteilung tier Vorzeichen so gewihl~ zu denken ist;, 
dab der Obergang yon l(-)nach 1 (+) dureh G 1 hindurch die Ausiibung 
eines positiven Umlaufs um den Verzweigungspunkt erfordert. Ebenso 
wird zweckm~ltigerweise der erw~ihnte Punkt P entslorechend einmal mit  
B(+), das andere Mal mit /~(-) bezeichnet. 

Wir betrachten nun einen einzelnen Zweig tl" der Funktion t". Die 
Funk~ion ti" nimmt in G1, in welchem Gebiete sie f~ir alle Punk~e ein- 
deutig erkl~irt ist, keinen ihrer Wer~e mehr als einmal an. Sie nimmt 
~erner den Wert ~Vull und den Weft unendlich sicher nicht an. Ft ihrt  
man n~imlich ausgehend yore Punkte P unendlich viele Umliiufe einmal 
im positiven, das andere Mal im negativen Sinne um den Verzweigungs- 
punk~ aus, immer die Linie L verfolgend, so n~Lhern sich die Werte der 
Funktion t'" wegen (1) sicher unbegrenzt ~TulI bezw. unendlich, wenn 
l~l < 1, unendlich bezw. Null, wenn I~l > 1 ist; demnach wfirde, wenn 
tl" einen der Werte Null oder unendlich anniihme, der Charakt:er der 
Funktion t" als einwertige Funktion ausgesehlossen sein. Die Funktion tl" 
besitz~ sehlie$1ich noch folgende Eigensehaft: sie nimmt niemals an zwei 
voneinander verschiedenen Stellen yon G~ Werte mit dem Quotienten ~r 
an, es sei denn, da$ der eine der beiden Punkte auf l(-) liege, der andere 
der mit ersterem koinzidierende P u n ~  auf l(+) ist; anderenfalls kSnnte 
man n~-nlich den zweiten Were; aus dem ersten auch dadurch erhalten, 
da$ man ausgehend yore ersten Punlde genau einen volls~iindigen Umlauf  
um den Verzweigungspunkt ausf~ihr~, so daiS also eine Yerle~zung des 
Charak~ers der Funktion t" als einwertiger Funktion unvermeidlich witrde. 

Wi t  bilden nun die Funktion 
~z~ S z l  

u el~og~ l~  = t ,,i0s~, 

wobei mi~ log x genauer derjenige Wer~ ~bezeiohne~ isg, welcher den Zu- 
wachs der Funktion log tl" oder, was auf dasselbe hinauskommt, der 
Funktion log t" bei Ausfiihrung eines posi~iven Umlaufs um den Ver- 
zweigungspunkt darstell~. Aus den vorhin gemachten Angaben fiber die 
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Funktion tl" kSnnen wit schliel~en, da$ die Funktion v" eine in dem 
zweifach zusammenh~ngenden Gebiete G eindeutige und einwertige Funk- 
~ion is~, welche in diesem Gebiete weder den Wert Null noch den Weft 
unendlich annimmt. Demnach vermittelt die Funktion ~" eine umkehrbar 
eindeutige konforme Abbildung yon G a u f  ein anderes zweifach zusam- 
menh~ngendes Gebiet G', welches die Ebene nirgends mehrfaeh bedeckS. 
Der Linie L entspricht bei der konformen Abbildung eine ganz im End- 
lichen liegende einfach geschlossene Linie L'. Da die vollst~ndige Anderung, 
welehe die Funktion log v" bei einmaliger Durchlaufung tier Linie L im 
positiven Sinne erf~hr~, wie aus der Definition yon v" sofort ersichtlieh 
is~, gleich 2~i is~, so ergibt sieh, daB, die Linie L' den Nullpunkt ein- 
fach und zwar im positiven Sinne umschlingt. Aus dem letzteren Um- 
stande folgern wir, da$ das Gebiet G' ganz im Innern der Linie L' liegen 
mug, so zwar, dab dabei der Nullpunk~ sicher auBerhalb G' befindlich 
bleibt. Da somit die Funktion ~" im ganzen Gebiete G unterhalb einer 
endlichen Grenze bleibt, mu$ sie sich auch im Verzweigungspunk~e selbst 
bestimmt verhalten, und wir kSnnen ffir v" eine Potenzreihenentwicklung 
in der Form ansetzen 
(2) r  A(x--Xo) + (X--Xo)~ ~(X--Xo), 
wobei mit x o der Wert der zu dem Verzweigungspunkte gehSrenden 
x-Koordinate der Kurve (x, y), mit A eiue yon _Null verschiedene endliche 
Zahl und mi~ ~(X--Xo) eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende 
regulate Potenzreihe bezeichnet ist. Isl x 0 ein Windungspunkt flit die 
Fliiche 2' oder der unendlich ferne Punkt, welcher seinerseits wieder 
Windungspunki der Fl~che 2' sein kann, so tritt an Stelle der GreBe 

1 1 
- 

(x-- xo) eine GrSBe (x-- xo) �9 bezw. ~- 

Das Gebie~ G' stell~ somi~ eine bes~immte einbl~trig zu denkende 
log  x 

volls~Kndige Umgebung des Nullpunktes dar. Nun ist t " =  ~ " ~  und 

log x ist sicher nicht reell. Daraus folg~, dab t" als Funktion yon r 

und folglich wegen (2) auch als Funktion yon x keine einwertige Funktion 
ist, entgegen der u 

Die Annahme, da$ die bei einmaliger Umlaufung des be~rachteten 
Verzweigungspunktes fiir die Funktion t sich ergebende lineare Umlaufs- 
substitution nicht parabolisch sei, hat sich also als widerspruchsvoll er- 
wiesen. D. h. die betreffende Umlaufssubstitution ist 2arabolisch. q. e. d. 

Das iiberall bestimmte Verhatten der 2"unktion t(x~ y). .Einfiihrung des 
Schwarzschen 1)ifferentialausdrucks drifter Ordnung. Die Funktion ~(x, y) 
verhKlt sich auf der Fl~che 2" an allen Punkten .bestimmt. Ist (Xo,Yo) 
ein Punk~ der Fl~iche ~, welcher fiir die Funktion t(x, y) nicht die Rolle 
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eines Verzweigungspunkbs spielt~ so versbh~ sich diese Bemerkung yon 
selbst. An einer solchen Sblle lifR sich stets eine lineare Funktion yon t 
bestimmen, welche sich, je nachdem der Punkt (x0, Y0) ffir die Fl~che F 
ein gewShnlicher endlicher Punkt oder ein endlicher Windungspunkt 
(v--1)  t~r Ordnung oder ein gewShnlicher unendlich ferner Punkt oder ein 
unendlich ferner Windungspunkt (v--1)  ~r Ordnung ist, in der Form ent- 
wickeln liil~t 

( x -  ~o) + ( x -  ~o) ~ ~ ( ~ -  ~o) 
1 ~ 1 

be~.~. (x-- Xo)" + ( x -  Xo)" ~ ((x-- Xo~ ~), 
1 

- -  + 
X 

1 1 

wobei mit ~ jedesmal eine nach ganzen posRiven Potenzen des Arguments 
forbchreitende Potenzreihe bezeichnet ist. 

Ist (Xo, Yo) ein relativer Verzweigungspunkt (n- -1)  t~r Ordnung ffir die 
Funktion t(x, y), so kann man auf der Fl~iche 2'  um den Punkt (Xo, Yo) 
herum stets ein kleines Gebiet so abgrenzen, dab die Funktion t in keinem 
Punkte dieses Gebietes (exkl. x 0 selbst) den Weft unendlich annimmk Die 
Funktion t l~iBt sich daher fiir dieses Gebiet in eine nach ganzen Pobnzen 

I i 1 1 

- ( 1 - )  V ( ~ ) ~  fortschreitende Laurent- ~ o n  (x-- Xo) ~ bezw. (x-- Xo)'~, 
sche Reihe entwickeln. Die Anzahl der in dieser Reihe vorkommenden 
Gli~der mit negativem Exponenbn mul3 endlieh sein, da anderenfalls in 
tier :NiChe des Punkbs (Xo, Yo) Stellen angegeben werden kSnnten, in denen 
die Funktion t einen und denselben Weft annimmt. Aus demselben 
Grunde kann iiberhaupt nur die erste negative Potenz wirklich vor- 
kommen. In jedem Falle gibt es eine lineare Funktion yon t, welehe 
sich in der Form 

2 1 

(x - Xo) v + (x - Xo)~- ~ ((x - Xo) -~) 
1 1 

entwickeln l~l~t, wobei eventuell die Griil~e (X--Xo)" durch (X--Xo)'" 
1 1 

1 ~- bezw. (u  , (xl--) "" zu ersetzen isk 

Is~ tier betrachbte Punkt (Xo, Yo) ein Verzweigungspunkt unendlich 
hoher Ordnung ffir die Funktion t(x, y), so existiert, wie wit beret,s 
wissen, eine lineare Funktion yon t, welche sieh bet einem posRiven Um- 
laufe des. Punktes .(x, y) um den erwiihnten Verzweigungspunkt um die 
Gr61~e 2~i vermehrt. Die Exponentialfunktion dieser Funktion vermitblt, 
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wie dutch eine der pag. 158 angestellten analoge Uberlegtmg erkaant 
wird, eiae umkehrbar eindeutige und konforme Abbildung tier Umgebung 
des Punk~es (xo, Yo) auf ein schlichtes, ganz im Endlichen liegendes, zwei- 
fach zusammenh~ingendes 6~ebiet, dessen innere Begrenzung sich aus all- 
gemeinen funktionentheoretischen Griinden (vergl. pag. 158) auf einen Punkt 
reduzieren mug. Die erwiihnte Abbildungsfunktion ]iiSt sich daher in 

t 

der Form einer regul~ren Potenzreihe der Gr6Be (x--Xo) bezw. (x--xo) ~, 
J. 

-~, en~wiekeln, welche im Punk~e (Xo, Yo) in bezug auf die En~- 

wickluagsgrSSe genau yon der ersten Ordnung verschwinde~. Die be- 
trachtete lineare Funktion yon t l~i$~ sich dementsprechend in der Form 

log (x -- xo) -t- ~ (x --  Xo) 
I 

ent~rickeln, wobei even~ue11 die ~rSl~e (X--Xo) durch (x--x  o) �9 bezw, 
1 

x-' zu ersetzen ist. 

Wir kSnnen je~zt den Schlu$ ziehen, dal3 die Funktion t(x, y) eiaer 
Differenlialgleichung drifter Ordnung folgender Form geniigt 

(3) y), 
wobei mi~ D(t)~ der dutch die 6~leichung 

2 \ a x )  

definier~e Schwarzsche Differontialausdruok drifter Ordnung, mit R(x, y) 
eine rationale Funkiion yon x and y bezeichnet ist.*) 

*) Dutch unsere Betrachtungen ist fiberhaupt folgender Satz bewiesen: Wenn in 
der Umgebung einer Stdle x o der x-~bene eine nut  in dem Pu~kte xo ~n6glicherweise 
wesentlich singuZ~ire einwertige analytische Funktion t(x) erkldrt ist, welche-bei einem Um- 
~aufe des t)unktes x um den _Punkt xo eine lineare Substitution evfShrt, so ist diese Sub- 
stitution, je nachdem der Verzweigungspunkt x o yon endlicher oder unendlich hoher Oral- 
hung ~t, elliptisch oder paraboZisch, undes  g~?)t im ersten Fatle eine ~ineare FunkSion yon ~, 

welche sich in der Form ( x - - x  o) n -~ (X--Xo) n ?~(@--Xo) n) entwickeln l~iflt, wobei 
miS n die Anzahl der Zweige bezeichnet is$, die um den Punks x o herum zusammen- 
Mingen, im zweiten Falle eine lineare Funktion yon t, welche sich in der l~orm 
tog(X--  Xo) 2r ~ ( x - - x o )  entwickeln l~ifit; mit ?~ ist in beiden FSllen eine regulate 
~otenzreihe bezeichnet. Fiir die Funktion t(x) besteht daher eine DifferentialgZeichu,ng 
1):(~)~,~r wobei mit ~(x) eine fiir die Umgebung des t)unktes x o in der FOrm 
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Denken wir uns umgekehrt eine Funktion t(x, y) durch eine Dif- 
ferentialgleichung der obigen Form definier~, indem wit die rationale 
Funktion I~(x, y) willkfirlich geben, so h~ingen die verschiedenen relativen 
Zweige dieser Funk~ion t(x, y) durch lineare Substituiionen zusammen und 
die Anzahl der verschiedenen relativen Verzweigungspunkte der Funktion 
t(x, y) ist endlieh. Daraus ergibt sich, da~ wit unseren Begriff der zur 
Kurve (x, y) gehSrenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen 
auch folgenderma~en fassen kSnnen: 

Andere Definition der ~u einer algebraischen Kurve gehgrenden linear- 
polymorphen uniformisierenden Variablen: Eine GrSfle t heifit eine zur alge- 
braischen Kurve (x, y) gehSrende linear-polymorphe uniformisierende Va- 
riable, wenn die zu ihrer Erklirung dienende analytische Funktion t(x~ y) 
eine einwer~ige Funktion ist~ welche einer Differentialgleichung der Form 
(3) geniigl. 

Wertegebiet der u~iformisierenden Variablen und .Existenzbereich des 
uniformisierenden Funktionenpaars. Die Gesamtheit derjenigen Werb,  
welehe die Funktion t (x, y) annimmt, soweit sie den Charakbr algebraiseher 
Funk~ionen besitzt, bezeichnen wir als das Werbgebie~ T der Funk~ion 
t(x, y). Diejenigen Funktionswerte, welche den eiwa vorhandenen Ver- 
zweigungspunkten unendlich hoher Ordnung entsprechen, soUen also nichl 
mehr aIs zum Wertegebiet T gehSrig betraehtet werden. Das Werte- 
gebiet T besteht daher lediglieh aus inneren Punk~en. Bei Zugrundelegung 
dieser pr~zisen Definition des Wertegebiets gilt offenbar die Bemerkung~ 
dab die Funklionen x(t) und y(t), die wir als die uniformisierenden _Funk. 
tionen bezeichneu wollen, zwei im ganzen Gebiete T eindeutig und mit 
dam Charakter rationaler Funktion yon t definierte analytische Funktionen 
sind, deren keine fiber die Begrenzung yon T hinaus analytisch fortgesetzl 
werden kann: ist t(o) irgend ein Punkt auf der Grenze des Gebietes T, 
so besitz~ keine der Funktionen x(t), y(t) in diesem Punkte den Charakter 
einer algebraischen Funktion yon t. Wir drficken dies kurz so aus: Das 
Wertegebie~ T ist mi~ dam Exisbnzbereiche jeder einzelnen der uniformi- 
sierenden Funk~ionen x(t), y(t) iden~isch. 

Der Ums~and, dab je zwei Zweige der Funktionen t(x, y) dutch eine 

(i_ (i~ '~ i i i J 
~(X_Xo), H- (X-Xo) $~(X--Xo) bezw. in ~br Fo,'m ~(~_Xo)~ Jr (x-xo) ~(X--~o) 

dars~llbare F~ktion bezeichnet ist. 
Der Satz kann auch ffir lineare homogena Differantialgle.ichungen zwaiter Oral- 

hung mit wesen~lieh singuliren Koeffizienten interpre~iar~ warden. D~s Neue an dam 
Seize gegenfiber analogen bekannten Sitzen besbh~; gerade in der erwihn~en Allge- 
meinheit der Voraussetzung, welche fiber des Verhalten der Funktion t(x) im Punke x o 
selbst nichb aussagt. 

Mathematische ~nnalen .  LXY~.  11 
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lineare Substitution verkniipft sind, beding~ die Existenz einer, allgemein 
zu reden, aus unendlich vielen Subsiitutionen bestehenden Gruppe linearer 
Subs~itutionen, deren jede einzelne eine umkehrbar eindeutige konforme 
Abbildung des Gebiets T auf sich selbst vermittel~. Bei den Substi~u- 
~ionen dieser Gruppe bleiben die Funktionen x(t) und y(t) unge~inder~, 
d.h.:  Die Funktionen x(t) und y(t) sind linear-automorphe Funktionen. 

C. V o r b e r e i t e n d e  U n t o r s u c h u n g .  

Die Uniformisierung algebraischer ]Kurven durch rationale 
Funktionen, rationale Funktionen einer Exponentialfunktion, 

elliptische Funktionen. 

Bestimmung aller zu a~gebraischen Kurven (x, y) geh6rende~ linear-2oly- 
morpt~en uniformisierenden Variablen, deren Wertegebiet dutch die ganze 
.Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes dargestellt wird. Wird mit t 
die uniformisierende Variable bezeichnet, so setzen wit erstens eine (~lei- 
chung der Form 

D(t)x = R(~, y) 

voraus, zwei~ens machen wit die Voraussetzung, dag x(t) und y(t) in der 
ganzen t-Ebene inkl. des unendlieh fernen Punktes den Cbarakter ratio- 
haler Funk~ionen yon t haben. Daraus foIgt, dab die Funktionen x(t) 
und y(t) rationale Funktionen yon t sind. Die Funktion t(x, y) ist nun 
jedenfalls eine endlich-vieldeutige Funktion des Ortes auf der Riemannschen 
Fl/iche iv' der Funktion y(x). Diese Funktion besitzt die Eigenschaft, an 
einer und aur einer Stelle der Fli~che i~ und zwar nut in einem einzigen 
Zweige unendlich groB zu werden yon der ersten Ordnung. Bilden wir 

i n  

daher die F u n k t i o n ~ t , ,  indem wir tiber alle m relativen Zweige der 
-=-=1 

Funktion t summieren, so erhalten wir eine eindeulige Funktion des Or~es 
auf der Fliiche 2', welche nut an einer einzigen Stelle und zwar yon der 
ersten Ordnung unendlich wird. Diese Funktion nimmt folglich auf iV' 
nach einem bekannten Satze jeden reeUen oder komplexen Wer~ einmal 
und nut einmal an und vermittelt mithin eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme hbbildung der Flliche F auf die Fliiche einer Vollkugel. Das heiBt 
abet: die Fliiche iv', bzw. die algebraische Kurve (x~ y) ist yore Ge- 
schlecht null.*) 

Das soeben auf funktionentheoretischem Wege gefundene Resultat, 
dab die Kurve (x, y) yore Geschlech~ n~dl sein muB, kann auch dutch 

*) Vgl. Lfiraths Satz fiber rationale Kurven. Math. Ann. Bd. 9, pag. 163~165. 
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folgende wesontlich auf Betrachtungen der Analysis situs beruhende Uber- 
legung hergeleitet werden. 

Zu der Funktio~ t(x, y) gehSrt, sofern dieselbe als endlich-vieldeutige 
Funktion des Ortes auf der Fliiehe F erklitrt ist, eine bestimmte fiber 2'  
ausgebreitet zu denkende Riemannsche Fl~ehe q). Nehmen wir an, das 
Geschlecht p der Fliiche 2" set ~ 1. Dann ist es auf Grund der Analysis- 
situs-Definition des Geschlechts mSglich, auf der Fl~iche 2" einen die 
Fl~iehe nicht zerstiickelnden einfach geschlossenen Rfickkehrschnitt A zu 

ziehen. Wir kiinnen uns nun vorstellen, dab wir diesen Schnitt durch 
s~imtliche relativen Blii~er der Fliiche (P ausffihren. Da die Fliiche �9 veto 
Geschlecht null ist, so wird sie nach Ausfahrung dieses dutch alle B1Ktter 
geffihrten Schnitts notwendig in endlich viele Stacke zerfallen. Ist q)l 
irgend eines dieser Stficke, so erkennt man sofort, dab die Anzahl der 
getrennten Begrenzungslinien, w elche dieses Stack aufweist~ mindestens 
gleich 2 ist, darum ni~mlich, well man auf 2" eine Linie ziehen kann, 
welche yon einem Ufer des Riickkehrschnitts A nach dem anderen fiih~, 
ohne A, also auch ohne eine Begrenzungslinie yon q)l zu treffen. :Nun 
ist es abet offenbar unmiiglich, eine geschlossene einfach zusammenh~ngende 
Fliiche, was doch die Fli~che q) tatsiichlich ist, in endlich viele Teilgebiete 
zu zerlegen, deren jedes mehr als eine geschlossene Begrenzungslinie auf- 
weist. Damit ist die Annahme ~v~ 1 als unzul~issig erkannt und das 
obige Resultat wieder gefunden, niimlieh, dab 2-----0 ist. 

Gehen wit nun davon aus, dab/~ = 0 ist. Es ist dann zweckmii~ig, 
die Riemannsche Fli~che F als einbliittrige x-Ebene (inkl. ~ )  zu w~hlen, 
was ohne Beschriinkung der Allgemeinheit der Untersuchung statthaft ist. 
Die linear-po]ymorphe uniformisierende Variable t(x, y) werden wir dann 
entsprechend mit t(x) bezeichnen. Die Riemannsche Fli~che (t) der Funktion 
t(x) is~ relativ zur x-Ebene ,,regul6r verzweigt", d. h.: zieht man auf dieser 
Fls yon einem ihrer Punkte aus irgend eine auf derselben Fliiche ge- 
schlossene Linie, so bleibt diese Linie auf der Fliiche r geschlossen, were1 
man den Ausgangspunkt in irgend eins der andern Bls der Flitche 
v.erlegt, ohne seine Lage in der x-Ebene zu iindern. Wit bezeichnen mit 
m die Anzahl der Bliitier der Fl~iche (b, mit n die Anzahl derjenigen 
x-Stellen, an welchen die Fliiche (b Windungspunkte hat, mit l~, l~,..., l~ 
die Anzahlen der an den genannten x-Stellen jedesmal zusammenh~ingen- 
den Bl~itter. 

Igach R iema n n  besteht far irgend eine g eschlossene Riemannsche 
Fliiche 2' die Formel 

w--2m---- 2/)-- 2, 

dabei ist w die Anzahl der Verzweigungspunkte, m die Bl~it~erzahl, p das 
Geschlecht. Ftir unsere Fl~iche �9 haben wir 

11" 



164 P~u,. Ko~,,~. 

~ a - ~  

W ~  la 

cias gib~ die Gleiehung: 

oder 
(*) 
Nun is~ 

also ergibt sieh 

mi~hin 

) m 1 - -  1 - - 2  - - - - 2 ,  

~ 1 2 

n ~ 4 .  

Der Fall n -  1 is~ yon vorherein als topologiseh unm~iglioh aus- 
gesehlossen. Der Fall n ~- 2 is~ miiglich, doeh offenbar nur~ wenn gleich- 
zei~ig ~1----l~ ist. Nehmen wir n ~-3 an, so haben wir wegen der Glei- 
ehung (*) noch zu beriicksichtigen 

 �88 
Wir erhal~en also die bekannten Schwarzsehen*) Vollkugel-Fglle: 

l~, ~, ~8 -~ 2, 2, n_~ 2; 2, 3, 3; 2, 3, 4; 2, 3, 5; 

Bestimmung aUer zu algebraischen Kurven gehb'renden linear-poly- 
mor~hen uniformisierenden Variablen~ deren Wertegebiet dutch die gan~e 
Ebene exk~. des unena~ich fernen Punktes dargestd~t wird. Is~ t eine 
linear-polymorphe uniformisierende Variable~ welche zur algebraischen 
Kurve (x~ y) gehiir~ und deren Wertegebiet T yon der ganzen Ebene 
exkl. des unendlich i~ernen Punktes gebildet wird, so is~ die Funk~ion 
t (x, y) eine relativ zur Riemannschen Fliiehe F der algebraischen Funklion 
y(x) notwendig unendlich-vieldeutige analytische Funktion. Sind t~ und t~ 
zwei verschie4ene relative Zweige der Funklion t(x, y), so hat die zwischen t 1 
und t~ bestehende lineare Beziehung, da sie eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung der ganzen Ebene (exkl. ~x~) auf sich selbs~ vermittel~, 
die Form t~ -~ at~ + b, 

*) Schwarz ,  Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe. Crelles Journal, 
Bd. 75. -- Vgl. ferner K le in s  Met~hode der Bes~immung aller endlichen Gruppen 
lineaxer Subsgitutionen in ,,Vorlesungen fiber das l'kosaeder", pag. 115--120. 
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wobei a und b Konstanten sind. Aus dem Umstande, dab jeder endliche 
Punkt der t-Ebene innerer Punkt des W.ortegebiets T der Variablen t ist 
und folgHch nicht tt~ufungspunkt ~iquivalentor Punkte sein kann~ schliel~on 
wir~ dal~ a entweder den Wert Eins hat odor eine Einheitswurzel 0 ist. 
Im ersten Falle haben wir es mit einer parabolischen Substitution zu 
tun~ im zweiten Falle mit einer elliptischen Substitution endlichor Ordnung. 
Betrachten wit nun clio ganze Gruppe der zwischen den unendhch-violen 
Zwoigen dot Funktion t(x, ~/) geltendon linearen Suhstitutionon, so liofert 
uns dioselbe eine in dor ganzen t-Ebeno (oxkl. oo) eigentlich diskontinuier. 
/~c~ Gruppe euklidischer Bowegungen. Wir unterseheiden zwei Fiille: 

Ers te r  Fa l l :  Die Grul~pe enthiilt keine elliptisohen Substitutionen. 
Zweite~: Fa l l :  Die Gruppe enth~l~ elliptisehe Substitutionen. 
Sind ke/ne elliptischen Substitutionen vorhandon (erster Fall)~ so sohlieBon 

wit in bekannter Weise, dab die gesamte Gruppe ontweder in dot Form 

(1) ~ --  t~ + 2 m ~  

odor in dor Form 

(2) ts = t~ + 2 ~  + 2m'~' 

[ r e : O ,  • 1, _+ 2 , . . . ]  

Em , ~ 0 ,  :i:1~ •  0)" 

erhalten werden kann. Im ersteren Falle ergibt sich ein Parallolstroifon, 
im letzteren ein Parallelogramm als Fundamentalbereich (siehe Fig. 1 u. 2). 

~ig.  1. l~ig. 9.. 
t z ~  

Dot Periodenstreifen wird durch Vermittlung der Funktion X(t) == e ~ 
auf die zweifach punktierte Vollkugel~ das Parallelogramm dui, ch Ver- 
rail;flung der Weierstral3schen Funktion X(t)~f~(t)  auf eine geschlossene 
Riemannsche Fliiehe yore Geschleeht p - - 1  abgebilde~. 

Sind dliptische Substitutionen vorhanden (zweitor Fall)~ so golangen 
Wit mit Benu%zung bekannter Gedankenelemente in folgender Weise zur 
expliziten Aufs~ellung dot (~ruppe.*) Wir sehlieBen zun~ohst~ dab s~ets 
auch parabolische Substitutionen vorhandon sein miissen. Denn~ worm 
�9 lle Substitutionen elliptisch w~iren, so kSnnten jedenfalls nicht alle 
diese Substi~utionen einen und denselbon endlichen Fixpunk~ haben ~. 

? :  , . . . . . .  

�9 ) Vgl. z. B. Frieke-Klein, ,,Vorlesungen fiber automorphe Funktionen% 
B& I~ 1)~tg. 222--224. 
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S t imd S~ seien daher zwei in der (~ruppe vorkommende elliptisehe Sub- 
stigutionen, deren Fixpunkte yon einander verschieden sin& Bilde~ man 
dann die Subs~igution SFIS~S1S~ 1, so ist dieselbe, wie leicht zu sehen, 
eine yon tier identisehen Substitution sicher versehiedene parabolisc~ 
Substitution. 

Die Oesamtheit aller in der betraehteten Oruppe vorkommenden 
Subsgitutionen der Form 

bildeg eine Untergruppe, welehe entweder in der Form (1) oder (2) voll- 
s~indig dargestellg wird. Um nun die zu dieser Gruppe hinzutretenden 
elliptischen Substitutionen zu finden, schicken wir folgende drei Be- 
merkungen versus. 

Zwei elliptisehe Subs~itu~ionen der Gruppe, welehe einen und den- 
selben Koeffizienten yon t 1 aufweisen, unterseheiden sich in den hinzu- 
tretenden additiven Konstanten um eine in der Gruppe vorkommende 
Periode. 

Sind 91 und 0~ zwei Einheitswurzeln, welche als Koeffizienten vor- 
kommen, so kommt auch 01"0~ und ~1:9~ als Koeffizient vor. 

Ist 2 ~  eine in der Gruppe vorkommende Periode, p eine in der 
Gruppe vorkommende Einheitswurzel, so kommen auch die durch folgenden 
Ausdruck dargestellten GrSBen Ms Perioden vor: 

2~  (q" - (_+ 1)) [~ = 0, 1, 2,...]. 

Die le~z~e (dritte) Bemerkung gestattet, aus jeder vorkommenden 
Periode sofort eine abso~t noch kleinere ~eriode herzuleiten, sofern nicht~ 
angenommen wird, da~ der Exponent, zu welchem die Einheitswurzel Q 
geh~rt, einen der Werte 2, 3, 4, 6 hat. Da es nun eine absolut kleinste 
Periode sicher gibe, schliet3en wir, dal3 der Exponent, zu welchem Q ge- 
hiir~, einen der genann~en Werte haben muB. 

Die zweile Bemerkung in Verbindung mit-dem soeben gefundenen 
Resultat gesta~tet uns folgenden weiteren SchluB zu ziehen: wenn ~0 eine 
solche in der Gruppe vorkommende Einheitswurzel ist, welche zu einem 
mSglichs~ hohen Exponenten gehSr~, so liefern die Potenzen yon 00 alle 
in der C~ruppe als Koeffizienten vorkommenden Einheitswurzeln. 

SehlieBlich ftihrt uns die erste Bemerkung in Verbindung mit dem 
jetz~ fes~stehenden Resultat zur expliziten Aufstellung der Gruppe selbs~ 
in der Form 

(*) + bo + e - -  

wobei mi[ e der Exponent bezeichnet ist, zu welchem die Einheitswurzel 9o 
geh~rt, also eine der Zahlen 2, 3, 4, 6; die ~r~J~e 2~  durchl~iuf~ das 
volls~iindige System der Perioden. 
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Die Bemerkung, dab aus jeder Periode 2~  eine Periode p.. 2~y her- 
geleitet werden kann, fiihrt noch zu einer genaueren Bestimmung des 
Periodensystems selbst in den F~illen, in welchen der Eponent e einen der 
Werte 3, 4, 6 hat. Man erh~ilt n~imlieh in den F~illen e = 3 und e ~ 6 
ein primitives Periodenpaar in der Gestalt eines aus zwei gleichseitigen 
Dreiecken zusammengesetzten Rhombus, im Falle e ~  4 ein primitives 
Periodenparallelogramm in Gestal~ eines Quadra~s. 

Die Einordnung der elliptischen Fixpunkte in das jeweilige Perioden- 
gi~er wird aus dem Ansatze sofor~ klar. Man erh~lt n~imlich Ms all- 
gemeinen Ausdruck ftir die Fixpunkte der elliptischen Substitutionen 

bo + ~ . 

Es geniig~ die Lage derselben mit den zugeh~Jrenden Ordnungszahlen ~nner- 
hslb eines einzelnen primi~iven Periodenstreifens bzw. PeriodenparaUelo- 
gramms anzugeben. Das geschieht in folgenden Figuren (Fig. 3~7) ,  in 

2 

~'ig. 3. (e=~) 

3 3 

~ia  5. (e=8) 

Z 2 2 

l~ig. 4. (e = ~) 

:Fig, 6." (e = 4) :Fig. 7. (e = 6) 

welehen die sohraffier~en Gebiete je einen Fundamentalbereieh der be- 
treffenden Gruppe darsteUen. Der Fl~cheninhal~ des Fundamentalbereichs 
ist jedesmal gleich ein e tel yon dem Fli~cheninhalte des gezeichne~en 
fundamentalen Periodenparallelogramms bezw. Periodenstreifens. 

Analog wie in den Fgllen der Figur 1 and 2 k~nnen wir aueh yon 
den vorliegenden Fundamentalbereichen (Fig. 3~7)  dutch Vermittelung 
ausdrucksmiiBig angebbarer Funktionen den ~bergang zu geschlossenen 
Riemannsehen Fl~ehen maehen. Im Falle der Fig. 3 vermi~telt die Funk~ion 

"X (t)  ---- cos  eine umkehrbar eiudeutige Abbildung des Fundamental- 
co 

bereiehs (soweit er dureh endliche Punkte dargestell~ ist) auf die sehlichte 
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~x-Ebene mit Ausschlu• des unendlich fernen Punktes. Im Falle der 
Figur 4 vermittelt die Funktion X(t)-----~(t) eine umkehrbar eindeutige 
konforme Abbildung des Fundamentalbereichs auf die schlichte x-Ebene 
inkl. (les unendlich fernen Panktes; dasselbe leistet im Falle der Fig. 5 
die Funktion ~'(t) (Ableitung tier Funktion ~(t)), im Falle der Figur 6 
die Funktion ~ ( t ) ,  im Falle der Fig. 7 die Funktion ~j~(t).*) 

Dm-ch Vermittelung der Funktion X(t(x,y)) wird nach dem Vorher- 
gehenden die Riemannsche Fl~che F umkehrbar eindeutig und konform 
auf eine Fl~che 2" bezogen, welche im Falle der Figur 2 yore Oeschlecht 
eins, in allen anderen F~llen (Fig. 1, 3--7) yore Geschlecht null ist. Die 
Fr~che F selbst mul~ daher yore Geschlecht eins bzw. null sein. Im Falle 
der Fig. 2 ist dann t(x, y) offenbar nichts anderes als das zu dieser Fl~iche 
gehbrende elliptische Integral erster Art. In den anderen F~illen, in 
welchen wir an Stelle der Fl~iche 2" eine schlichte x-Ebene treten lassen 
d~irfen, erhalten wir, da die schlichte x-Ebene (= 2") auf die schlichte 
X-Ebene (=  2") umkehrb~r eindeutig und konform bezogen ist, das Resul- 
tat, dab X(x) eine lineare Funktion ist, so dab also die Funktion t(x, y), 
die wir zweckentsprechend jetzt mit t(x) bezeichnen werden, wesentlich 
mit der Umkehrungsfunktion der Funktion X(t) identisch ist. Daraus 
ergibt sich nun auch sofort die relative Verzweigung der linear-poly- 
morphen Funktion t(x). Wir haben n~mlich entweder nur zwei relative 
Verzweigungspunkte, beide yon unendlieh hoher Ordnung, oder drei Ver- 
zweigungspunkte mit den' zugehbrenden Verzweigungszahlen 2, 2, ~ ,  
bezw. 3, 3, 3, bezw. 2, 4, 4, bezw. 2, 3, 6, oder schliel~lich vier Ver- 
zweigungspunkte mit den Verzweigungszahlen 2, 2, 2, 2. Die Funktionen 
t(x) lassen sich dutch bekannte yon Herrn Schwarz aufgestellte Integral- 
ausdriicke darstellen.**) 

D. E r s t e r  (analy~ischer) H a u p t t e i l .  

Formulierung des Problems der Bestimmung aller zu einer beliebig 
gegebenen algebraischen Kurve geh~renden linear.polymorphen uni- 

formisierenden Variablen mit reeller Substitutionsgruppe. 
Wertegebiet und charakteristisehe Signatur der einzelnen 

uniformisierenden Variablen. 

Das Problem, dessen Behandlung den Hauptgegenstand dieser Ab- 
handlung bflden soU, formulieren wir folgendermal~en: 

*) Yon der Richtigkei~ dieser Behaupmngen wird sich der Leser leicht Rechen- 
schaf~ geben k~nnen. Es ist dabei angenommen worden, dab der Nullpunk~ der 
t-Ebene als ein elliptischer Fixpunkt m~glichs~ hoher Ordnung gewhhl~ is/~. 

**) H. &, Schw~rz: ,,Ober einige Abbildungsaufgaben". (Crelles Journal, Bd. 70). 
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der t-Ebene in eine 
l~ormen bringen 

Es sollen, wenn mit (x, y) eine beliebig gegebene algebraische Kurve und 
mit 2' die tiber der x-Ebene ausgebreitet zu denkende Riemannsche 2 ' l i~e  der 
algebraischen Funktion y(x) bezeichnet wird, alle zu dieser Kurve bezw. ~u 
der algebraischen _Funktion y (x) oder der l~iemannschen Fliiche F gehb'renden 
uniforn~isierenden Variablen t bestimmt werden, fiir wdche die zwischen den 
einzelnen relativen Zweigen der Funktion t(x, y) bestehenden linearen Sub- 
stitutionen siimtlich reell sind, so daft also, wenn tl und t~ irgend zwei dieser 
Zweige sind, ~ t, + t~ 

t~= Tt~ + 6 

ist, unter a, fl, 7, t reelle Ko~stanten verstanden, deren Determinante a#- - f l~  
yon Null verschieden ist, im iibrigen aber 2ositiv oder negativ sein kann. 

Je nachdem die Determinante A----ad--fl7 positiv oder negativ ist;, be- 
sitzt die betreffende lineare Substitution die Eigenschaft, die beiden ttalb- 
ebenen, in welche die t-Ebene dutch die Achse des Reellen zerlegt wird, 
einzeln in sich zu transformieren oder miteinander zu vertauschen~ wobei 
die Achse des Reellen selbst im ersten Fall mit Beibehaltung des Durch- 
laufungssinnes, im zweiten F~lle mit Wechsel des Durchlaufungssinnes in 
sich trransformiert wird. 

Die Substitutionen mit A ~ 0 bestehen aus elliptischen, parabolische~ 
und hyperbolischen Substitutionen, die mit A ~ 0 aus hyperbolischen und 

einer spezieUen ~elliptischen Substitution der Periode ~we/. Ist t~ ~ ~,t~-+- 

irgend eine reelle Substitution, welche in der t-Ebene ausgeffihrt wird, 
so l~Bt sich diese Substitution, je nachdem welchem der fiinf aufgeffihrten 
Typen sie angehSr~, durch eine passende reeUe lineare Transformation 

t~t+~, ( t t 6 - - q ~ > 0 )  auf eine der v-Ebene v-~ et-t----'-'-'~ 

% - -  i = Q v 1 - -  i 

l b .  v~-----v I + c  

l c .  v~----x.v t 
2a.  v~ - -  rv 1 

2b. v~ = --  v 1. 

= I ]  

[c reeU und yon Null verschieden] 

[~ reell positiv und yon 1 verschieden] 

[~ reeU negativ und yon - - 1  verschieden] *) 

D, I. Die  (~estalt des W e r t e g e b i e t s  T. 

Ffir die folgende Untersuchung ist die Unterscheidung zweier charakte- 
ristisch unterschiedener Fiille fundamental: 

*) Der yon uns ebenso wie l c als hy~erbolisch bezoiohnete Typus 2a wird ge- 
w~hnlich als loxodromisch bezeichnet. 
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E r s t e r  Fall.  Der Wertebereich T der uniformisierenden Variablen t 
(welcher gemii~ der yon uns in den ,, Vorbemerku~gen" (B) gegebenen pr's 
Definition nut aus inneren Punkten besteht)~ enth~ilt keinen Punkt der 
hchse des Reellen in seinem Innern. 

Zwe i t e r  Fall.  Der Wertebereich T en~h~ilt einen Punkt der Achse 
des Reellen und folglich auch ganze Sttieke der Achse des Reelleu in 
seinem Innern. 

Wit  beweisen jetzt folgenden, das Wertegebiet T betreffenden Satz. 
Satz: Je nachdem das Wertegebict T der Variablen t die Achse des 

_P~edlen nicht trifft (s. erster Fall) oder trifft (s. zweiter _Fall), ist das Ge- 
bier T mit der ganzen oberen Halbebene (exkl. alle Punkte der Achse des 
Re, ellen) oder ~nit der ganze~ .Ebene (exkl. gewisse, im allgemeinen in un- 
endlich grofler Zahl vorhandene _Punkte der Achse des Reellen) identisch. 

Beweis des ersten Teiles der in dem Satze aufgestellten Behauptung. 
Im ersten Fall% weleher dadureh eharakterisier~ is~, dal3 das Gebiei T 
sieh vollsigndig in einer der beiden Ha]bebenen befindet, in welehe die 
t-Ebene dutch die Aehse des Reellen zerlegt wird, stellt es offenbar keine 
wesenfliche Beschr~nkung des Grades der Allgemeinheit der Untersuehung 
dar, wenn das Gebie~ T vollsti~ndig in der oberen Halbebene liegend vor- 
ges~elR wird. 

Wir beweisen die in dem Satze aufgesiellte Behauptung tiber das 
Gebiet T indirekt, indem wit annehmen, das Gebie~ "T erftille nichl 
die gsnze obere Halbebene, und aus dieser Annahme einen Widersprueh 
herleRen. 

Es sei a ein innerer Puukt des Gebiets T. Wir fassen die Sohar 
derjenigen Kreise in der oberen t-Halbebene ins Auge, welche yon allen 
(lurch den Punk~ a hindurchgehenden Orthogonalkreisen der Achse des 
Reellen senkrecht geschnRten werden. Da unserer Annahme gem~B das 
Gebie~ T nich~ die ganze obere Halbebene ausffill~, so gib~ es under den 
Kreisen der Schar einen ganz bestimmten endlichen Kreis, Ks, yon der 
Beschaffenhei~ dat~ alle inneren Punkte desselben dem Gebiete T angehSren, 
w~hrend auf der Peripherie desselben mindestens ein Punkt der Grenze 
des Gebie~s T liegt. Ein solcher Grenzpunk~ auf der Peripherie yon Ka 
se i t* .  Vom Punkte a aus denken wir uns nach dem Punkte t* den- 
jenigen Kreisbogen ~, gezogen, dessen~uattirliche Fortsetzung fiber t* hinaus 
die Achse des geellen unter rechtem Winkel treffen wfirde. 

Wenn wit uns mit t auf dem Kreisbogen ~, yon a nach t* bewegen, 
wird der Kreis Kt, welcher in bezug auf den Punkt t ebenso definierl zu 
denken ist wie der Kreis K: in bezug auf den Punkt a, letzteren Kreis 
hestsi~ndlg im Punk~e t* beriihren und sich offenbar schliel31ich auf den 
Punkt t* reduzieren. Das Verh~iltnis des Durchmessers you K~ durch 
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den kfirzesten Abstand dieses Kreises yon der Achse des Reellen wird 
sich infolgedessen dem Werte 1Vull unbegrenzt n~ihern. 

Andererseits werden wir nunmehr zeigen, daB, wenn t irgend ein 
Punkt des Bereichs T is~, das Verh~Rnis des Durchmessers yon ,K t dutch 
den kiirzes~en Abstand dieses Kreises yon der Achse des Reellen einen 
oberhalb einer gewissen ffir alle t gleichm~l]ig geltenden, positiven, yon 
Null verschiedenen GrSl~e liegenden Wer~ besi~zt; darin l~ge dann ein 
Widerspruch gegen das unmittelbar vorher gewonnene l~esultat. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Riemannsche Fl~che • der 
algebraischen Funktion y(x) durch 2to yon einem Punkte der Fl~iche aus- 
gehende und in demselben Punkte endigende R~iclrkehrschnitte und gewisse 
weitere yon demselben Punkte auslaufende und in den relatdven Verzwei- 
gungspunk~en der Funktion t(x, y) endigende Einschni~te in eine einfaeh 
zusammenh~ngende Fliiche 2" verwandelt. Mi~ to(X , y) werde ein beliebig 
gew~hlter Zweig der Funktion t(x, y) bezeichnet; derselbe ist in der ein- 
fach zusammenh~ngenden Fl~iche ~ eindeutig erkl~irt. Dem Werte t o ent- 
spricht in der t-Ebene ein bestimmter endlicher Kreis Kto (vgl. die Deil- 
finition yon K,  und K~) und folglich auch ein best~imm~er positiver, yon 
l~ull verschiedener Wer~ des Quotienten: Durchmesser yon Kto duroh 
kiirzesten Abstand dieses Kreises yon der Achse des Reellen. Dieser Ver- 
h~ltniswer~ Q kann mithin als eine Funktion des Ortes der Fl~che .F 
aufgefaBt werden. Die Funk~ion Q is~ nur fiir diejenigen Punkte der 
Fliiche ~ nicht erkl~rt, welche Verzweigungspunkte unendlieh hoher 
Ordnung flit die Funktion t(x~ y) sind. An allen andern Stellen der 
Fliiche ~ ist Q offenbar eine stetige Funk~ion des Ortes. (Die unendlich 
fernen Punkte yon ~ ha~ man sich dabei mRtels einer Hilfsabbildung 
durch reziproke Radien ins Endliche ~ransformiert zu denken.) 

Von besonderer Wichtigkeit ist jetzt die Bemerkung, dal3 die Funk- 
tion Q, deren Definition an die Auswahl eines Zweiges t o der Funktion t 
gekn[ipft wurde, yon der Auswahl dieses Zweiges unabh~ngig ist. Die 
l~ichtigkeR dieser Bemerkung ergibt sich sofor~ aus dem Ums~ande, dal] 
dem ~bergange yon dem Zweige t o zu einem beliebigen anderen Zweige 
jedesmal eine reelle lineare Substitution entsprieht, dutch deren Vermit~telung 
eine umkehrbare eindeutige Transformation des Gebiets T in sieh bewirkt 
wirel. Gegen~iber solchen Transforma~ionen ist nun abet die Definition 
der GrSl3e Q invariant, wie man sich sofor~ iiberzeugt, wenn man beriiek- 
sichtigt, dal3 Q im wesen~lichen mR derjenigen Doppelverh~ltnisinvariante 
identisch ist, welche dem yon K~o und der Achse des Reellen gebfldeten 
Kreispaare als Modul zugeordnet ist. Demnach ist die Funktion Q, welche 
urspr~inglich ffir die Fl~iche ~ erkl~rt worden ist, aueh in der unauf- 
geschnittenen Fl~iehe 2' selbst unter Ausschlul~ der Verzweigungsstellen 
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unendlifh hoher Ordnung eine endliche, positive, eindeutige und stetige 
Funks des Ortes, welche nirgends den Wer~ Null annimmt. 

Wie verh~ll sich die Funktion Q an den Verzweigungsstdlen unend- 
lich hoher Ordnung~ Ieh behaupte, sie wird bet stetiger Anni~herung an 
einen solchen Punkt bestimmt unendlich: es gibe, wenn mit M eine be- 
liebig groBe positive Zahl bezeichnet wird, eine gewisse durch eine den 
Yerzweigungspunkt nicht ~reffende Kreislinie abgrenzbare Umgebung dieses 
Punktes, so da$ fiir alle Punkte dieser Umgebung Q > Mis t .  Was den 
Nachweis dieser Behauptung anbetrifft~ so k(innen wit uns auf Grund des 
invarianten Charakters der Definition tier Gr~iBe Q auf die Betrachtung 
der (lurch eine passend gew~hlte reelle lineare Funktion yon t(x, y) ver- 
mittelten konformen Abbildung beschri~nken. Wit w~hlen zu dem Zwecke 
diejenige reelle lineare Funklion t' yon t, welche in dem betrachtelen 
Verzweigungspunkte unendlir hoher Ordnung sich in der Form 

t ' - - -  ilog Cx-x0) + $(x-xo) 
en~wickeln l~iSt, wobei mit x o der Verzweigungspunk~, den wir uns etwa 
als einen gew~ihnliehen Punkt der F1Kche 2' vorstellen wollen, und mit 
~(x--xo) eine reguliire Potenzreihe yon ( x - - x  o) bezeiehnet ist. Der 
Charakter tier dureh die Funktion t '  vermittelten konformen Abbildung 
der Umgebung des Punktes xo wird wesentlieh durch das Anfangsglied 

--  i log (x - -Xo)  

bes~immt. Wir erkennen daraus, daB, wenn mit T '  das vollstiindige 
Wertegebie~ der uniformisierenden Variablen t '  bezeichnet wird, T '  alle 
Punkte der oberen Halbebene enthiilt, deren imaginiire Koordinate ober- 
halb einer gewissen endlichen positiven GrSfie g liegt. Es wird der 
imaginilre Teil yon t' sicher dadurch unendlich, dab man sich auf der 
Fl~che/7' stetig dem Verzweigungspunkte x o n'~hert; pr~ziser ausgedriickt: 
es gib~ nach Angabe einer beliebig groBen positiven ganzen Zahl n eine 
positive yon Null verschledene GrSBe e so, dab fiir alle x, die der Un- 
gleichheitsbedingung 

~X-Xol<~ 

geniigen, der imaginiire Tefl yon t' grSBer ist als n.g.  Hieraas ergibt 
sich sofort die Pdchtigkeit unserer Behauptung, dab Q bei der Anniiherung 
an den Punk~ x o bestimmt unendlich wird. Denn es ist der Durohmesser 
des Kreises K~,, welcher in bezug auf t" u n d / "  ebenso detlniert zu denken ist 
wie K~ in bezug auf t und T, sicher grSl~er als der Abs~and des Punktes t '  
yon dem n~ichs~en Begrenzungspunkte des Gebiets T', also auch grS•er 
ala die kiirzeste Entfernung des Punktes t '  bis zu der im Abs~ande g yon 
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der Achse des Reellen zu letzterer parallelen Geraden, also griiBer als 
(n--1)  g. Andererseits ist die ktirzeste Entfernung des Kreises K r yon 
der Achse des Reellen ersichtlich kleiner als g. 

Von der Funktion Q wissen wir jetzt, dab diesel]~e eine ftir die ganze 
Fl~iche/~' mit Ausschlu~ tier, wenn iiberhaupt vorhandenen, so jedenfalls 
nut in endlicher Zahl vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich hoher 
Ordnung der Funktion t endliche~ posi~ive~ eindeutige und stetige Funk- 
tion ist, welche nirgends verschwindet und in den Verzweigungspunkten 
unendlieh hoher Ordnung bestimmt unendlich wird. (Man vergesse nicht, 
dab es sich bier lediglich um eine hypothetisch konstruierte Funktion 
handelt, deren Bildung die zu widerlegende Annahme, dab das Oebiet T 
nicht die ganze obere Halbebene ausftille, zur Voraussetzung hatte.) Naeh 
WeierstraBsehen Prinzipien kann daher geschlossen werden~ dab die Wert~ 
der Funktion Q alle oberhalb einer gewissen positiven~ yon Null verschie- 
denen Gr(iBe liegen. 

Damit ist der oben (pag. 170) angekiindigte Widerspruch hergeleitet 
und also der erste Teil der in dem Satze (pag. 170) aufges~ell~n Be- 
hauptung voUstgndig bewiesen. 

Beweis des zweiten Teiles der in dem Satze (pag. 170) aufgestdtten 
Behau~)tung. Fiir den zweitea nunmehr zu untersuohendenFall (vgl. pag. 170) 
war es charakteristisch, dal~ das Gebiet T der uniformisierendea Variablen t 
sich fiber die Achse des Reellen hinwegerstreckte, so dab es also, aUge- 
mein zu reden~ unendlich viele voneinander getrenn~e Stiieke der Achse 
des ReeHen gibt, deren Punkte dem Oebiete T angehiiren. (Es set bier 
daran erinnert, dab gemiiB der Definition des Gebiets T dieses nut yon 
inneren Punkten gebildet wird.) Es soll bewiesen werden, dab das Ge- 
bier T alle Punkte der oberen Halbebene sowie alle Punkte der unteren 
Halbebene in seinem Innern enthiilt. Darin liegt u. a. auch, dab das Ge- 
bier T in bezug auf die Achse des ReeUen zu sich selbst symmetrisch ist, 
eine Eigenschaft, die uns an dieser Stelle noch nicht bekannt ist. 

Dem Umstande entsprechend, dab die Funktion ~(x, y) reeller Wer~e 
fii~ig ist, kiinnen wir eine Einteilung der Punkte der Riemannsehen 
Fliiche 2' vornehmen. 

Wir bemerken zuvor, daB, wenn die Funktion t(x, y) an einer Stelle 
der Fl~iche F reeU wird, sie notwendig an der betreffenden Stelle in allen 
ihren Zweigen reell wird, da ja der l)bergang yon einem Zweige zum 
andern stets durch eine reelle lineare Substitution vermitteli wird. 

Fassen wit irgend einen Punkt der Fliiche 2' ins Auge, so sind 
folgende zwei F~ille zu unterscheiden: 

a) Es ist mSglich, um den betreffenden Punkt eine ihn selbst nicht 
treffende einfach geschlossene Linie auf der Fl~che/7' zu ziehen, welche 
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eine Umgebung des Ptmktes abgrenzt, innerhalb deren die Funktion t(x, y) 
keineu reellen Wer~ annimmt. 

b) Es ist nicht mSglich, um den betreffenden Punkt eine Umgebung 
der genannten Besehaffenheit abzugrenzen; vielmehr gibt es in jeder noch 
so kleinen Nachbarschaft des betrachteten Punktes Stellen, an welchen 
die Funktion t reel] wird. 

Der Klasso a) gehSren zuvSrderst alle diejenigen Punkte der FI~che F 
an, an welchen die Funktion t sich nicht relativ verzweigt und aufierdem 
nicht reeU ist. (Der Weft oo ist als reell artzusehen, da er ja dutch 
reelle lineare Trunsformation in einen endlichen Punkt der Achse des 
Reellen transformiert werden kann.) Welter geh6re,l zur Klasse a) alle 
diejenigen Punkte der Fl~che F, an welchen die Funktion sich in der 
Weise verzweigt, dal3 die Anzahl der in dem betreffenden Punkte jedesmal 
zusammenh~ngenden Zweige der Funktion t grSl~er als zwei ist. Ist dot 
betreffonde Ptmk~ ein Verzweigungspunkt yon endlicher Ordnung, so ist 
die einem Umlaufo urn den Punkt entsprechende lineare Substi~ulion 
elliptisch mit einer Periode, welche gr513er als zwei ist, und der Weft, 
welchen die Funktion t in dem Verzweigungspunkte selbst annimmt, be- 
stimml gerade die Lago eines Fixpunktes der Substitution, welch letzterer 
aich~ reel] sein kann. 1st jedoch der betreffende Punkt ein Verzweigungs- 
ptmkt unendlich hoher Ordnung, so kann eine reelle liaeare Funktion t" 
yon t aufgestellt werden~ die sich, wenn x o der etwa als allgemeiner Punkt 
der Fliiche F vorgestellte Ve~weigungspunkt ist, in der Form 

- i log ( x -  Xo) + % ( x -  Xo) 

entwickeln l~13t; hierbei ist mi~ ?~(X--Xo) eine regul~e Potenzreihe yon 
(x- -x  o) bezeichnek Die Darstellung der Funktion t '  l~it~t erkennen, dal~ 
diese Funktion flit alle Punkte einer hinreichend kleinen Umgebung yon x o 
Werto mit yon Null verschiedenem imagin~irem Bestandteil, also nichtredle 
Werto annimmt. Fiir die Funktion t ergib~ sich daraus die entsprechende 
Bemerkung. Der Verzweigungspunkt selbst macht dabei allerdings insofern 
eine Ausn~hrne, als demselben ein wohldefiaier~er reeller Grenzwert ent- 
spricht, welcher aber gem~B unserer Definition dem Wertebereich T nicht 
zugerechnet wird. Zur Klasse a) gehSren schlieBlich noch alle diejeuigen 
Punkte, an welchen sich die Funktion in der Weise verzweigt, dab die 
knzahl der jedesmal zusammeahiingenden Bl~itter gleich zwei ist und dab 
die Umlaufssubs~itution eine elliptische Substitution mit positiver Deter- 
minant.e ist, d. i. eine elliptische Substitution mit zwei in bezug auf die 
Achse des Reellen zueinander symmetrischen Fixpunkten. 

Zur Klasse b) gehSren al]e unter a) nicht aufgefiihrten Punkte der 
Fliiehe 2'. Also erstens diejenigen Punkte, an welchen die Funktion t(x, y) 
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relativ unverzweigt ist und reelle Werte annimmt, ferner diejenigen Punkte, 
welche u erster Ordnung ffir die Funktion t(x, y) sind, 
wobei auBerdem die einem Umlaufe um den betreffenden Punkt ent- 
sprechende elliptische Substitution der Periode 2 reelle Fixpunkte hat. 

Be~rachten wir einen Punkt der ersten der genannten beiden zu b) 
gehSrenden Kategorien, so bemerken wit, dab durch Vermit~elung der Funk- 
tion t(x, y) die Umgebung des Punk~es umkehrbar eindeutig auf ein gewisses 
einbl~ttriges Sttick der t-Ebene abgebilde~ wird, welches einen Toil der 
Achse des Reellen in seinem Innern en~h~lt. Wir erkennen so, dal~ dutch 
den betraehteten Punkt ein bestimmtes regul~res analytisches Liniensttick 
geht, welches ftir eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes alle und 
nur die Stellen der Fliiche F enthiilt, an welchen die Funktion t reelle 
Werte annimmt. Dutch dieses regul~ire Liniensttick wird die genaunte 
Umgebung in zwei zueinander im analytischen Sinne spiegelbfldlich sym- 
metrische Hiilften zerlegk 

Betrachten wir hingegen einen zur zwei~en Ka~egorie gehSrenden 
Punkt der Fl~iehe ~ so wird dutch Vermittelung der Funktion t die Um- 
gebung des Punktes zweideutig auf ein einbl~ttriges t-Fliichenstiick abge- 
bildet, welches ein Stfick der Achse des Reellen in seinem Innern en~- 
hiilt. Die Zweideutigkeit der Abbildung finder, wenn wir uns die Funk- 
~ion t dutch eine passende im betrachteten Punkte verschwindende reelle 
lineare Funktion t' yon t ersetzt denken, in der Weise start, dab die 
Gleichung t ~ ' = -  t /  die Zuordnung derjenigen Punkte der Nachbarschaf~ 
des Punk~es t ' =  0 besfiimm~, welchen ein und derselbe Punkt der Fliiche 2 '  
entspricht. Insbesondere werden die beiden veto Nullpunkte ausgehenden 
S~ticke der &chse der reellen odor rein imagin~ren t'-Werte dutch die 
genannte Substitution aufeinander bezogen. Wit erkennen, dal3 es im 
vorliegenden Falle ein bestimmtes, durch den zu untersuchenden Punkt 
der ]?l~iche F hindurchgehendes, reguliires analytisches Linienstfick*) gibe, 
dessen eine veto genannten Punkte ausgehende Biilf~e ftir eine hinreichend 
kleine Naehbarschaf~ des Punktes alle und nur die Stellen der Fl~ohe 2" 
enth~lt, in welchen t reello WorSe annimmt. Das Bild der zweiten H~lfte 
des erw~hnten regul~ren Linienstticks erstreckt sieh in der t'-Ebene liings 
der Achse der rein imagin~iren t'-Werte. 

Nachdem wit in der angegebenen Weise den Charakter jedes einzelnen 
Punktes der Fl~che 2' im Hinblick auf die RealiZer der Funktion t fest- 

*) Der Begriff ,,regul~res analy~isches Liniens~fick" wird dabei relativ zur 
Fl~che F vers~auden, insofern als man sich die Umgebung eines Windungspunktes 
vorher in eine sehlich~e Fl~che transformier~ zu denken hat. Ein dutch einen 
Windungspunkt hindurzhgehendes regulates Lin~ens~fick geh~ dadurch in ein ge- 
wShnliches regulates Liniens~ick mi~ regul~rer For~schreitungsrich~ung fiber. 
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gesf~llt haben, is~ es uns jetzt leich~ zu erkennen, dab die Gesam~heit5 
aller derjenigen Punk~e, an welchen die Funktion t reell ist, auf einer 
endlichen Anzahl voneinander getrennter teils geschlossener tells unge- 
schlossener reguliirer analytischer Linienzfige angeordne~ ist, welch letztere 
je zwei voneinander verschiedene Punkte der Fl~che 2' verbinden und 
iibrigens, sofern es sich lediglich um den Charakter dieser Linien als 
analytischer Linien handelt, fiber jeden dieser beiden Punkte hinaus regular 
fortgesetz~ werden kSnnen. In der Tat wfirde die knnahme des Gegentseils 
nach WeierstraSschen Prinzipien die Existenz eines Punktes P auf der 
~'liiche • zur Folge haben, in dessen beliebig kleiner Nachbarschaf~ die 
Ftmktion t reell wird, ohne dab die betreffenden Punkte, in welchen t reed 
wird, in ihrer Gesam~hei~ ein durch den Punk~ P hindurchgehendes 
regul~ires analy~isches Linienstfick ganz oder zur einen H~lfte ausffillen. 
Der Punkt P wtIrde demnach keinem der yon uns oben aufgeffihrten, auf 
F allein mSglichen Typen angehSren kSnnen. 

Jeden einzelnen der genan~ten voneinander getrrennten regulKren Linien- 
ziige, l~ings welchen die Funktion t nut reelle Werte annimmt, wollen 
wir als einen vollstgndigen I~ealitgtszug bezeichnen. 

Unsere Absicht is~ nachzuweisen, da$ das Wertegebiet T der 
Variablen t die Halbebenen zu beiden Selden der Achse des Reellen voll- 
s~ndig ausffill~. Der Gedanke, dessert wir uns zu diesem Nachweise 
bedienen wollen, ist im wesenfiichen derselbe wie der beim Beweise des 
ersten Teiles unseres Satzes (pag. 170) yon uns zur Anwendung gebrachte. 

Dutch das System der Reali~K~sziige wird die F1Kche 2' entweder 
gar nicht in ge~rennte Gebie~e zerlegt oder, wenn sie in mehrere Gebie~e 
zerleg~ wird, so jedenfaUs nur in endlich viele voneinander verschiedene. 

Wit betrachten eines dieser Gebiete, welches wir mit f bezeir 
und un~ersuchen die konforme Abbildung, welche die Funk~ion t yon 
diesem Gebiete entwifft, indem wit uns vors~ellen, dab wir die Funk~ion t~ 
ausgehend yon einem gewissen beliebig w~Mbaren Zweige., dureh ana- 
ly~ische For~setzung, w~hrend welcher die Begrenzung yon f nicht iiber- 
schrit~en werden duff, weiter erkl~ren. Dabei wird das yon den Wer~en 
dieser Funk~ion erffill~e Gebie~ T] volls~Kndig einer and derselben Halb- 
ebene angeh~ren, die wir uns etwa als die obere Halbebene vors~ellen 
wollen; denn die Funktion wird ja nur auf den Realit~szfigen reel1, 
and diese befinden sich gem,S der Definition yon f nicht im Innern des 
Gebie~es f. 

Nehmen wir an, alas Gebiet T~ effalle nich~ die gauze obere Halb- 
ebene, so kSnnen wit, wie frfiher, die Exis~enz eines niehtreellen Punk~es t* 
auf der Grenze yon T] nachweisen und zeigen, da$ die der Funk~ion t 
fiir das Gebie~ f en~sprechende hypothe~ische Q-Funktion innerhalb f be- 



Uber die Uniformisierung tier algebraischen Kurven. I. 177 

liebig kleiner Werte f'~hig ist. Andererseits werden wir jetz~ beweisen, 
dab die Werte, welche die Q-Funktion im Gebiete f annimmt, alle ober- 
halb einer yon Null verschiedenen posRiven GrSBe liegen. 

Die Funktion Q ist ffir alle inneren Punkte des Gebietes f under 
Ausschlufi der etwa im Innern vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich 
hoher Ordnung endlich, positiv, yon Null verschieden, eindeu~ig und 
stetig erkl~irt. An den ausgeschlossenen Verzweigungspunkten wird sie 
i~. der frfiher (pag. 172) pr~zisierten Weise besthnmt positiv unendlich. 
Es fragt sich noch, wie sie sich auf der Grenze yon f verh~lt, d. i .  bei 
der Anniherung an einen der die Begrenzung bildenden Realit~tszfige. 

Fassen wir einen dieser Realititsz~ige n~iher ins Auge. Wir  denken 
uns dicht neben demselben herlaufend auf f eine geschlossene Linie l 
gezogen, welche zusammen mR dem RealR~tszuge einen zweifach zusam- 
menhRngenden Fliichenstreifen ~ begrenzk Indem wit yon irgend einem 
Punkte auf 1 nach einem gegeniiberliegenden Punkte des Realit~tszuges 
eine Verbindungslinie konstruieren, en~steht aus ~ ein einfach zusam- 
menh~ngendes Fl~chenstiick ~0. Durch VermRtelung eiaes Zweiges der 
Funktion t, den wir beliebig gew~hlt denken, wird q~o umkehrbar ein- 
deutig und konform auf "ein gewisses ebenfalls einfach zusamme~nh~ngen- 
des Fl~chenst~ick %' in der t-Ebene abgebildet, welches ein S~ic]~ s 
der Achse des Reelleu als Begrenzung hat. Die iibrige Begrenzung yon 

! 

�9 o' zerfillt in drei Stiicke si, l ,  ss, yon welchen s 1 und ss durch eine 
reelle lineare Substitution aufeinander bezogen sind und l" der Linie l 
entspricht. Das Gebiet ~0' k~nnen wir uns ganz im Endlichen liegend 
vorstellen, da es gemS] der der Funktion Q zukommenden Invarianz- 
eigenschaft keinen Unterscbied macht, ob man die Funktion t selbs~ 
oder irgend eine reelle lineare Funktion derselben betrachtet. Nunmehr 
denken wit uns, dal~ sich eine in dem zweifach zusammenh~ngenden 
Fl~chenstreifen ~ befindliche bewegliche geschlossene Linie ~, welche, 
ebenso wie l, dicht neben dem Reali~tszuge hinl~uft, mit aden ihren 
Punkten gleichm~flig stetig dem betrachte~en RealRiitszuge n~here. Inner- 
halb %" bildet sich die Linie i als eine Linie l '  ab, welche zwei ein- 
ander korrespondierende Punkte yon s 1 und s~ verbindet und sich offenbar 
mit allen ihren Punkten gleichm~l~ig stetig der Linie s n~her~. Denken 
wir uns fiir jeden Punkt t auf X alas Verhiltnis Q des Durehmessers 
yon ~ (vgl. wegen der Definition yon Kt pag. 170) durch den Abstand 
dieses Kreises yon der Achse des Reellen gebildet, so is~ klar, dal~ einer- 
seits die AbstandsgrSl~e fiir alle Punkte der Linie i '  gleichm~il~ig gegen 
Null konverg~ert, w~hrend andererseits ebenfalls sofor~ einleuch~e~, dad 
der Durchmesser yon Ke oberhalb einer endlichen yon Null verschiedenen 
positiven GrSl~e bleibt; (man beachte, dat~ das Gebiet ~o', insbesondere 
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fiber sl und s s hinaus, ein Stfick erweitert werden kann dutch Anfiigung 
yon Gebietsteflen, die ihrerseits noch vollst~indig im Inuern yon T liegen). 
Daraus folg~, dab zugleich mit dem gleichmiiBig s~etigen Ubergange der 
Linie ~ in den erw~hnten Realitatszug die Werte der Funktion Q gleich- 
miiBig gegen unendlich konvergieren. 

Unsere Kenntnis der Funktion Q reicht jetzt aus, um nach Weier- 
s~ra~schen Prinzipien schlieBen zu k5nnen, dab die Funktion Q an einer 
gewissen Stelle im Innern yon f ihren kleinsten Weft annimmt, welcher 
demnach positiv und yon Null verschieden sein mul~. Damit ist der 
Fag. 177 "oben angekiindigte Widerspruch hergeleitet. 

Die Funktion t, wie wir sie unter Beschr~inkung der analytischen 
For~setzung auf das Gebiet f erkliirt haben, erfiiUt demnach mit ihren 
den Bereich T! bildenden Werten die obere Halbebene vollstandig. 

~berschreiten wir auf der Fl~che F, aus dem Innern yon f komme~d, 
einen "tier f begrenzenden Realitatsz~ige, so sind zwei F~ille mSglich: ent- 
weder wit treten dabei wieder in f ein oder wir betreten ein neues der 
Gebiete, in welche F durch das System der Realit~tszfige zerlegt wird; 
dies neue Gebiet heiBe fl- In beiden F~llen tritt die Variable t in die 
untere Halbebene ein und wir schlieBen auf Grund einer der vorangehenden 
analogen Uberlegung, dab die Funktion t in dem Gebiete f bezw. fl jetzt 
no~wendig alle Werte der unteren Halbebene annehmen muB. Daraus folg~ 
einerseits, dab das Gebiet 2', wie der Satz (pag. 170) in seinem zweiten 
Teile behauptet, seine s~mtlichon Grenzpunkte auf der Achse des Reellen 
hat, andererseits dab die Anzahl der verschiedenen Gebiete, in welche die 
Fl~iche 2' dutch das System der Realit~tsziige zerlegt wird, nich~ grSBer 
als zwd sein kann. D.h.  die Fl~iche 2 '  wird dutch die Realit~tszfige 
entweder gar nicht in getrennte Gebiete zerlegt, bleibt also ein einziges 
zusammenh~ingendes Gebiet, in welchem je zwei Punkte durch eine 
keinen Realitiitszug schneidende Linie verbunden werden k6nnen, oder 
sie wird genau in zwei getrennte Gebiete f u n d  fl zerlegt, zwischen 
welchen nur tiber die Realit~tsz~ige hinweg ein Zusammenhang hergestellt 
werden kann. 

D, II. Die charakteristische Signatur der einzelnen uniformisierenden 
u 

Jenachdem das Gebie~ T der uniformisierenden Variablen t nur eine 
der beiden Halbebenen oder beide Halbebenen ausfiillt, in~ welche die 
t-Ebene dutch die Achse des Reellen zerlegt wird, wollen wir sagen, 
die uniformisierende Variable t geh6re dem erste~ oder dem zweiten 
~Ty~s an. 
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Ist t eine uniformisierende Variable yore ersten Ty~us, so kSnnen 
wit versuchen, dieselbe durch charakteristische Bestimmungsstficke zu 
individualisieren. 

Zun~ichst werden wit naturgem~iI~ das algebraische Gebilde (x, y) bezw. 
die zu der algebraischen Funktion y(x) gehSrende Riemannsche Fl~iche 
.F, welche mit Hilfe tier Griil3e t uniformisiert~ wird, als :Bestimmungs- 
sttick nennen. Sodann markieren wir auf F alle diejenigen Punkte, 
welche relative Verzweigungspunkte fiir die Funktion t (x ,  y) sind. Die 
Anzahl dieser Punkte ist endlich; wit bezeichnen sie in  irgend einer 
Reihenfolge mit a 1, a~, �9 �9 a s. Jedem dieser Punkte ordnen wir diejenige 
positive ganze Zahl (eventuell c~) zu, welche angibt, nach wieviel Um- 
liiufen um den betreffenden Punkt die Funktion t(x, y) sich reproduziert~; 
wir bezeichnen sie der Reihenfolge der Verzweigungspunkt~e entsprechend 
mit l~, ~ , . . . ,  ~. Dann gilt folgender Sate. 

Satz:  Es gibt aufler der 1. p. uniformisierenden Variablen t keine andere 
l.p. uniformisierende Variable des ersten Typus, welche zur _~7~che 2' bezw. 
zu der algebraischen Funktion y(x) geh6rt und, als Funktion des Ortes auf 
dieser Fl~che betrachtet, diesdben Verzweigungsstellen wie t ( x ,  y) besit~t 
und in jedem dieser Verzweigungspunkte yon derselben Ordnung wie t ver- 
zweigt ist. (Hierbei werden zwei Funktionen, welche reelle lineare 
Funktionen voneinander sind, als nicht~ verschieden betrracht~e~). 

Der Beweis dieses Satzes ergi.bt sich sofort, wenn man  folgendes 
beachtet. Ist v irgend eine den lm Satze aufgez~hlten Bedingungen 
genfigende uniformisierende Variable des ersten Tylras, so ist einerseit~s 
v(t) eine in der t-Halbebene tiberall regul~ire und folglich eindeutige 
analytische Funktion, andererseits t(v) eine in der ~-Halbebene fiberall 
regul~ire und folglich eindeutige analytische Funktion, so dab also dutch 
Vermittelung der genannten Funktionen die t-Halbebene und  die ~-Halb- 
ebene umkehrbar eindeutig koniorm aufeinander bezogen werden,  wobei 
die Abbildungsbeziehung zun~chst nut  zwisehen den inneren, nicht~ auf 
der Grenze befindlichen Punkten der beiden Halbebenen erkliirt  ist. Dies 
genfigt, um auf Grund eines bekannten Satzes fiber die konforme Abbildung 
einer Kreisfl~iehe auf eine andere zu scMiel3en, dal~ die Funkt ion  ~ (t) eine 
reelle lineare Funktion isis. q.e.d.  

Damit ist gezeig~, dal3 die oben angegebenen S~ficke 

F ;  al,  a ~ , . . . ,  a , ;  11, ~,, " ", 1, 

die GrSBe t vollstiindig charakterisieren, sofern dieselbe eine 1. p. uniformi- 
sierende Variable des ersten Typus ist. Wir wollen daher die Gesamtheit 
dieser Stficke, in Klammer gesetzt, als die charakteristische Signatur der 
uniformisierenden Variablen t bezeichnen. Hat die Funktion t (x ,  y) keine 

1 2 "  
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relativen Verzweigungspunkte, so woUen wir (F; 0; 0) als Signatur der 
GreBe t bezeichnen. 

Die Signatur kann nicht v~llig willkiirlich gegeben werden. Es sind 
jedenfalls folgende und, wie sich im zweiten Hauptteile zeigen wird, nur 
folgende ZusammensteUungen ausgeschlossen: 

1) F yore Geschlecht Null; n = 0, 1, 2. 
1 1 1 

2) E v o m  Geschle~ht Null; n----3; ~ H - ~ ~ > I .  

1 1 1 
3) 2' yore Geschlecht Null; n -- 3; ll ~- ~ ~- -4s = 1. 

4) F r o m  Geschlecht Null; n----4; 1 ~ = 4 - - - - 4 = l ~ - - 2 .  

5) F yore Geschlecht Eins; n = 0. 

Die Fiille: ,,2' yore Geschlecht Null, n = 1", sowie ,,E yore Ge- 
schlech~ Null, n = 2, 11 ~ l~" sind illusorisch, weil das Vorhandensein 
eines Verzweigungspunktes bei Zugrundelegung einer Fl~che 2" yore Ge- 
schlecht Null, die wit in der Gestalt der einbl~trigen x-Ebene gegeben 
annehmen dfiffen, aus Grfinden der Analysis situs die Existenz mindestens 
noch eines weiteren Verzweigungspunk~es notwendig machO, welcher, 
sofern er der einzige zum ersten hinzukommende Yerzweigungspunkt 
ist, yon derselben Ordnung wie der erste sein mull In allen andern der auf- 
gez~hlten FMle existiert (vgl. C) eine als Funktion des Ortes auf der Flgche .2' 
endlich- oder unendlich-vieldeutig erkl~r~e einwer~ige analytische Funktion 
t ( x ,  y), welche die betreffenden Ve~zweigungspunkte und nur diese Ver- 
zweigungspunkte besitz~, an denselben die vorgeschriebene Ordnung der 
Verzweigung hat und eine konforme A'bbildung der Fl~che 2'  ent- 
weder auf die vollst~indige t-Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes 
oder auf die vollstiindige t-Ebene exkl. des unendlich fernen Punk~es 
vermit~el~, zwei Gebiete, deren keines mi~ einer Halbebene in eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Beziehung gese~zt werden kann, was m6glich 
sein miil3te, wenn es ei~e 1. p. uniformisierende Variable yore ersten Typus  
mit der be~reffenden Signatur g~ibe. 

Wit wollen jetz~ die Frage nach einem volls~ndigen System charak- 
teris~ischer Bes~immungss~ticke f~ir die uniformisierenden Variablen yore 
zweiten Typus zu beantwor~en suchen. 

Is~ t eine uniformisierende Variable yore zweiter~ Typus,  so ziehen 
wit als Bestimmungss~tick fiir dieselbe zuniichst wieder die Fl~che 2 '  
heran, zu welcher die GrSl~e t als uniformisierende Variable gehSrt. 
Sodann denken wit uns, wie vorher im Falle des ersten Tpus,  auf tier 
Fl~iche 2" alle relativen Verzweigungspunkte tier Funktion t (x ,  y) mit den 
zugeordneten Verzweigungszahlen markier~: 

al,  a~, . . ., a,; l~, 4~ " " ", ~,. 
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SchlieBlich markieren wir auf der Fl~iche F das System der Realitiits- 
ztige. Wie wir bereits wissen, wird die Fl~iche t7' durch die Realiti~ts- 
~liige entweder gar nicht in verschiedene voneinander getrennte Gebiete 
oder gerade in zwei getrennte Gebiete zerlegt. Ferner bemerken wir so- 
gleich, dab auf einem geschlossenen Realit~tszuge sicher keiner der mar- 
kierten Verzweigungspunkte liege, desgleichen, dab auf einem unge- 
schlossenen Realitiitszuge stets zwei und nut zwei der markierten Ver- 
zweigungspunkte liegen, welche mit den Endpunkten des Realitiitszuges 
zusammenfallen und als zugeordnete Verzweigungszahl die Zahl zwei 
haben. Es gilt nun folgender Satz. 

Satz: Es gibt aufler der Variablen t keine m~dere l. p. uniformisierende 
Variable veto zweiten Typus, welche ebenfalls zur _~l~]~e 1 ,~ geh6rt, ferner, 
als Funktion des Ortes auf der _F16che F betrachtet, dieselben und nut diese 
Verzweigungspunkte mit den gleichen Verzweigungszahlen wie die Funktion 
t(x, y) besitzt und schliefllich dieselben Realit~tszi~ge wie t(x,  y) und nur 
diese l~ealit~itsziige hat. 

Der Beweis dieses Satzes wird auf analoge Weise geftihrt, wie der 
Beweis des entsprechenden Satzes im Falle des ersten Typus. Wenn 
irgend eine yon t verschiedene uniformisierende Variable veto zweiten 
Typus mit denselben erwi~hnten Bestimmungsstiicken ist, so wird die 
Funktion ~(x, y) ebenso wie t(x, y) in f (s. pag. 178) eine einwertige Funk- 
tion sein, deren Wertegebiet, soweit es bei analytischer Fortsetzung der 
Funktion unter Beschr~nkung auf f erhalten wird, eine yon der Achse 
des Reellen begrenzte Halbebene vollst~ndig ausftillt. Dutch Vermitt;elung 
der Funktion ~(t) wird somit eine t-Halbebene auf eine v-Halbebene 
umkehrbar eindeutig und konform abgebildel, woraus, wie oben, ge- 
folger~ wird, dab die Funktion v(t) eine lineare Funktion mit reellen 
Koeffizienten ist. q.e.d. 

Die erwiihnten charakteristischen Bestimmungsstficke, bestehend aus 
der Fliiche F,  den Verzweigungspunkten a l , . . . ,  a, mit den zugeordnet~n 
Verzweigungszahlen 11,. .., 1, und den Realit~tsziigen /~1, " " ",/~,~ bilden 
zusammen das, was wir die charakteristische Signatur der 1. p. uniformisie- 
renden Variablen t nennen wollen. 

Die Bestimmungsstficke, welche in der Signatur vorkommen, unter- 
liegen gewissen in der Natur der Sache liegenden Beschl~nkungen, die 
wir jetzt feststellen werden. 

Zuniichst enthalten~ wie bereits frfiher bemerk~ worden ist, die Realit~ts- 
ztige~ abgesehen yon denEndpunkten der ungesehlossenen l~ealit~tsztige, welche 
siets als Verzweigungspunkte erster Ordnung figurieren, keinen weiteren Ver- 
zweigungspunkt. Von fundamental einsehneidender Bedeutung ist jedoch eine 
andere Bedingung~ auf welche wir dutch folgenden Satz gefiihrt werden. 
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Satz: Die t~iemannsche Fldche ~ zu welcher die 1. p. uniformisierende 
Variable t yore zweiten Typus geh6rt, ldflt eine symmetrische Umformung 
in sich selbst ~u, bei welcher jeder auf einem l~ealitiitszuge befindliche PunkS 
sich selbst entspricht, w~ihrend ein Verzweigungspunkt der Funktion t(x, y) 
entweder sich selbst oder einem anderen Verzweigungspunkte derselben 
Ordnung entspricht. 

Der Beweis dieses Satzes stfitzt sich hauptsiichlich auf den pag. 173--178 
bewiesenen Satz, dab das Wertegebiet T der Variablen t die Halbebenen 
zu beiden Seiten der Achse des Reellen beide vollsfiindig ausffillt und 
folglich in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist. 

Ist /) irgend ein Punkt der Fliiche F,  welcher fiir die Funktion t 
nich~ die Rolle eines Verzweigungspunktes unendlich hoher Ordnung 
spielt, so w~hlen wit irgend einen Wer~ aus, welchen die Funk~ion t i m  
Punkte P annimmt, und suchen denjenigen Punkt / ) '  auf F aus, in welchem 
die Ftmktioa t den zu ersterem Wert konjugiert imaginiiren Wert an- 
nimmt. Dadurch wird eine bestimmte konforme Abbildung der Fl~che ~" 
auf sich selbst mit Umlegung der Winkel den Prinzipien der analytischen 
For~setzung gem~iB definier~. Wir bemerken, dab die den Punkt /)  in 
den Punkt /)' iiberffihrende Ortsfunktion P ' (P )  auf der Fl~che F naeh 
husschluB derjenigen Punkte, welche fiir die Funktion t die RoUe yon 
Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung spielen, iiberall ein- 
deutig erkli~rt isb. Kehrt man n~imlich auf einem geschlossenen Wege 
zu einem Ausgangspunkte /)1 zurttck, in welehem der urspriinglich ge- 
wiihlte Wert der Funktion t gleich t 1 sei, so erh~ilt man einen Wert t~, 
welcher aus t~ durch eine reelle lineare Substitution hervorgeht. Sucht 
man aadererseits zu t 1 und 4 die konjugierl imagini~ren Werte tl und tg 
auf, so geht letzterer aus ersterem dutch genau dieselbe reelle lineare 
Substitution hervor, welche t~ in t 2 tiberftihrte. Daraus folgt aber, dab 
die Wer~e tl und t~ yon der Funktion t in einem und demselben Punk~e 
der Fl~che 2' angenommen werden. 

Die Ortsfunktion /) '(/)) besitzt ferner folgende sofort erkennbare 
Eigenschaft: sie ordnet dem Punkt P '  riickw~rts den Punkt P zu. Sie 
vermittelt demnach eine reziproke Paarung unter allen denjenigen Punkteu 
der Fl~iche F,  welche nicht Windungspunkte unendlich hoher Ordnung 
sin& Bei dieser Paarung entspricht jeder auf einem Realitiitszuge be- 
findliche Punkt sich selbst. Einem Verzweigungspunkte endlicher Ordnung 
der Funktion t, welcher nicht auf einem Realitiitszuge liegt, entspricht 
ein Verzweigungspunkt derselben Ordnung, welcher eventuell mit ersterem 
identisch ist (die Realit~itszfige brauchen n~imlich nieht alle Punkte zu 
enthalten, welche verm6ge der betrachteten Symmetrie der Fl~che F 
sich selbst entsprechen); es folgr dies einfach daraus, dab die Fix- 
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punkte einer elliptischen Substitution erster Art in bezug auf die Achse 
des Reellen spiegelbildlich symme~risch liegen. 

Wie verh~lt sich die Ortsfunktion P ' ( / ' ) ,  wenn sich der Punk~ 
einem der ausgescMossenen Punkte s~e~ig n~hert? Beachtet man, dab 
jedem nicht ausgeschlossenen Punkte wieder ein nich~ ausgeschlossener 
Punkt entspricht, so erkennt man, da~ dem betrachte~en ausgeschlossenen 
Punkte, in welehen P stetig einrfickt, ein bestimmter anderer eventuell 
mit ersterem zusammenfallender ausgeschlossener Punk~ entsprich~, in 
welchen der Punkt P '  ste~ig einriiekt. Die betrachtete reziproke Paarung 
tier Punkte der Fl~che F erstreckt sich also auf alle Punkte dieser Fl~che 
ausnahmslos. Aus allgemeinen funktionentheore~isehen Griinden leuch~e~ 
daher ein, dal3 die dutch die Ortsfunktion P ' (P)  vermittelte konforme 
Abbildung der Fl~iche 2' auf sich selbst nicht nur durchweg stetig, sondern 
aueh durchweg regular ist. Diese Abbildungsbeziehung stellt also in der 
Ta~ eine symmetrische Umformung der Fl~che 2" in sich selbst dar und 
zwar eine solche, bei welcher Punkt ffir Punk~ sich selbst entsprechende 
Linien (Symmetrielinien) auf der Fliiche 2" exis~ieren. 

An dem algebraischen Gebilde (x, y) liil~t~ sich diese symnf~rische 
Umformung in der Gestalt ausdriicken: 

H1 (x, y), H,(x, U), 

wobei mit (x', y') der dem Punkte (x, y) en~sprechende Punkt, mi~ ~r und 
H~ rationale Funktionen ihrer Argumente und mit x, y, ~', ~' die kon- 

' y' bezeichnet sind. jugiert imagin~iren Wer~e zu x, y, x ,  
Die ~iefere Einsich~, welehe wir damit in die spezielle Na~ur der Bestim- 

mungss~iicke der uniformisierenden Variablen t gewonnen haben, fiihr~ uns 
dazu, die charakteristische Signatur derselben in einer zweckm~il~igen Ges~al~ 
zu schreiben. Sta~ 2" woUen wit in Riicksich~ auf die symmetrische Natur 
dieser Fl~che 2"~ schreiben. An der Schreibweise der Realit~itszfige woUen 
wir niehts ~ndern, uns jedoch merken, dal~ dieselben vollst~ndig in die 
Symmetrielinien der Fl~che 2", hineinfalleu.*) Yon den Verzweigungs- 
punk~en der Funktion t(x, y) brauchen die Endpunkte der e~wa vor- 
handenen ungeschlossenen Realit~tsziige nicht besonders notiert zu werden, 
da deren Exis~enz dutch das Vorkommen eines solchen Realit~tszuges 
yon selbs~ mi~beding~ ist. Die anderen Verzweigungspunkte zeffallen in 
solche, die sich vermSge der Symmetrie der Fl~che 2', selbs~ entsprechen: 

*) Es kann sein, da~ die Fl~che F~ mehrere voneinander verschiedene sym- 
me%rische Umformungen ges~attet. In jedem einzelnen Falle wird jedoch nut eine 
dieser Symme~rieen ins Auge gefaB~. 
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al, . . . ,  %*) mi~ den zugeordneten Verzweigungszahlen l l , . . . , l  ~, und 
t solche, welche sich paarweise entsprechen: al, al', "" ", aq, aq mit den zu- 

geordneten Verzweigungszahlen ~1, " " ", ~q" 
Als charakteristische Signatur der uniformisierenden Variablen t er- 

halten wir so das Symbol: 
f (F,; ~ , . . . ,  ~ ;  ~ , . . . ,  %, ~ ,  ,~ ' , . . . ,  ~ ,  ~ ; z~, . . ,  l~, ~ , . ,  ~ )  

Das Nichtvorhandensein yon Verzweigungspunkten driieken wir dadurch 
aus, dab wit die betreffenden Stellen des Symbols dutch 0 ersetzen, also 
schreiben: 

(F,; B~ , . . . ,  ~ ;  0; 0). 

Die Tatsache der Symmetrie der Fl~che ~ '  wird auch dutch folgenden 
Satz ausgedriickt. 

S a~z. Die algebraische Kurve, zu welcher die 1. ~. uniformisierende 
Variable t des cweiten Typus geh6rt, kann dutch biratio~ale Transfor- 
mation derart in eine reelle algebraische Kurve**) transformiert werden~ 
daft die t~ealit~ts~iige nach der Transforr~ation in die reellen Zi(qe der 
~ransformierten Kurve hineinfallen.***) 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sieh folgendermaBen. 
Es sei u(x, y) irgend eine rationale Funktion yon x und y. Bilden 

wir die rationale Funktion u ~ ( x , y ) ~ ( x ' , y ' ) ,  welche in dem Punkte 
(x', yO, der ver.m~ige der Symme~rie des be~rsch~eten algebraischen Ge- 
bildes dem Punkte (x, y) entspricht, den zu dem Werte u(x, y) kon- 
jugier~ imagin~iren Weft besitzt, so is~ die Funktion U(x, y), welche 
dutch die Gleiehung 

U(x, ~) = u (x, y) + ~ (~, v) 

*) ,V als Index undp  als Geschlecht der Fl~che F sind verschiedene Zahlen. 
**) Unter eine~ reellen algebraischen Kurve verstehen wir in dieser Abhandlung 

stets eine algebraische Kurve, welche nicht nut durch eine irreduzible slgebraische 
Gleiehung mit reellen Koeffizienten definiert ist, sondem auch wirklich reelle Kurven- 
zfige besitzt. 

***) Wit gewinnen an dieser Stelle den Anschlu• an die yon Herrn Klein her- 
rt~hrende Einteilung der symme~risehen Riemannschen Fl~chen bezw. reellen alge- 
breisehen Kurven. Die hier yon uns gebrauehten Tatsachen versehe ich mit Beweisen, 
die man mit den entsprechenden Entwicklungen bei Klein vergleichen wolle. 

F. Klein: ,,~ber Riemanns Theorie der algebrsisehen Funk~ionen und ihrer 
Integrsle", pag. 72 (Leipzig, 1882"). ,,~ber konforme Abbildung yon Flgehen", Math. 
Ann., Bd. 19 (1881). ,,0ber die Realit~tsverh~ltnisse bei der einem beliebigen 
Geschlechte zugeh(irigen Normslkurve der r Math. Ann., Bd. 42 (1892). ,,Riemann- 
sche Fliiehen", auto~aphier~e Vorlesung, Leipzig, Teubner. 

S. aueh G. Weiehold ,  ,,~ber symmetrische Riemannsche Fli~chen und die 
Periodizi~i~tsmoduln der Abelschen Normalintegrale erster Gst~ung". Zeitschrif~ ffir 
Math. u. Phys., Bd. 28 (1883). 
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erkl~irt wird, eine bei passender Wahl yon u yon einer Konstanten sicher 
verschiedene rationale Funktion yon x und y, fiir welche 

(x, y) - -  y ' )  

ist. Die Funktion U(x, y) nimmt daher in jedem Punkte unseres alge- 
braischen Gebildes, welcher verm5ge der Symmetrie sich selbst entspricht, 
einen reellen Wert an. 

Wit suchen jetzt eine zweite rationale Funktion V(x, y) zu bestim- 
men, welehe beim Obergange yore Punkte (x, y) zum Punkte (x, y') eben- 
falls zum konjugiert-imaginiiren Werte tibergeht und welche zusammen 
mit U ein solches rationales Funktionenpaar darstellt, dal~ auch riiekw~r~s 
x und y sich rational dutch U und V ausdrtieken lassen. Eine solohe 
Funktion kann folgendermaBen bestimmt werden. Es sei 2 das Gesehleeht 
der algebraischen Kurve (x, y). Dana ist es m5glieh sukzessive 2 ~ 1 
~oneinander verschiedene Punkte des Gebildes, (xl, Yl),'", (x~+l, Y~+I) zu be- 

I t r ! 

stimmen, welehe auch yon ihren 2 +  1 Bildpunkten (xl, yl ), ..., (x~+~,y~+~) 
verschieden sind und der Bedingung gentigen, dal~ die Funktion U(x~ y) in 
den genannten 2p+ 2 Punkten 2p ~-2 voneinander verschiedene Werte 
annimmt. Wit  konstruieren eine rationale Funktion v(x, y), welche aut}er 
in den /9 ~ 1 erstgenannten Punkten nirgends unendlich werden kann. 
Eine solche Funktion l~l~t sich bekanntlich aus Abelschen Integralen 
zweiter Art linear zusammensetzen und zwar so, dal3 die Funktion in 
jedem der erw~ihnten p ~ i Punkte entweder iiberhaupt nicht oder genau 
yon der ersten Orduung unendlich wird. Bilden wit nun die Funktion 

r(x,  y) = y) + v (x, y); vl(x, = y'), 
so ist 

r ( x ,  y) = r(x' ,  y') 
und es entsprich~ einem einzelnen Wertepaar (U~ I r) des irreduziblen 
algebraischen Gebildes (U~ V-) nur ein Wertepaar (x~ y). Betrachten wir 
n~mlich das Wertepaar (U(x~,, y~), r(x~, y~)), indem wir mit (x~,,y~) 
einen derjenigen Punkte bezeichnen, in welchem die Funktion F(x,y) 
wirklich-unendlich wird, so kann dieses Wertepaar~ well V(x~,, y~,)~ c~ 
ist, nur in einem der 22 + 2 oben betraehteten Punkte angenommen 
werden. Von diesen 2p ~- 2 Punkten kann jedoch nur der Punkt (x~, y,) 
wirkhch in Betracht kommeu; denn der Wert U(z~,, y~,) wird in keinem 
der anderen 22 -t- 1 Punkte yon der Funktion U angenommen gem~t~ der 
Definition dieser Funktion. Da ferner die Funktion V im Punkte (x:, y~) 
genau yon der ersten Ordnung unendlich wird, kSnnen wit weiter schliel~en, 
dal~ nicht nut dem speziellen Wer~epaare (U(x~,, Y2, V(x~,,y.)) der eine 
bestimmte Punkt (x~, ya) entsprieht, sondern dab auch das Wertepaar 
U(x,,~.-t-~,y~,+~), V@~-{.-~, y,~+~), (unter e und ~ kleine ver'~nderliche 
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komplexe GriiBen vers~anden, die nur der Bedingung un~erworfen sind, 
dab (x~+ s, y=+ ~) ein Punk~ des algebraischen Gebildes (x, y) sein soll), 
yon dem Funk~ionenpaar U, V nur in dem einen Punkte (x, + s, y~ + ~) 
angenommen wird. Daraus folg~ aber, dab x und y zwei in dem ganzen 
Gebilde (U, V) mi~ dem Charak~er ra~ionaler Funk~ionen yon U, V deft- 
nier~e GrSSen sind, die zugleieh in diesem ganzen Gebilde eindeu~ig erkliirt 
sind und folglieh rational durch U und V ausgedrtickt werden kSnnen. 

Da sowohl die Funk~ion U als auch die Funktion V auf den Reali- 
~iitsztigen*) des Gebildes (x, y) reelle Wer~e annimmt, haben wit in (U, V) 
eine reeUe algebraisehe Kurve, deren reelle Ztige die transformierten 
Realitii'~sztige vollstiindig auf sieh enthal~en. 

Der pag. 184 forraulier~e Satz ist hiermi~ vollstiindig bewiesen. 
Wir bemerken noch, dab die Symmetrie des (]ebildes (x,y) sieh 

offenbar auf das Gebilde (U, V) tiber~riigt und ftir dieses Gebilde die 
einfaehe Gestal~ annimmt 

v ' = F .  

Dieser Ausdruek fiir die Symmetrie der Riemannsehen Fl~che der alge- 
braischen Funk~ion V(U) l~i$t leicht erkennen, dab die Gesamtheit aller 
Punkte dieser Flgche, welche bei der betrachteten symmetrischen Um- 
formung lest bleiben, eine endliche Anzahl voneinander ge~rennter, regu- 
lgrer, geschlossener unalytischer Ztige bilden, welche mit dem System der 
den reellen Ztigen der Kurve (U, V) auf der Riemannschen Fl~iche en~- 
spreehenden Linien zusammenfallen. 

Die ~Iethode unserer Betrachtung li~13~ tiberhaupt ganz allgemein den 
Satz erkennen: 

Satz: Wenn F irgend eine ~iemannsche Fl6che ist, welche die Ver- 
~weigung einer algebraischen ~'unktion darsteUt, und wenn auf dieser Fl~he 
eine umkehrbar eindeutige symmetxische Umformung definiert ist, bei welcher 
ein Punkt der Fl6che festbleibt, so gibt es stets unendlich viele festbleibende 
t)unkte, welche eine endliche An~ahl voneinander getrennter, reguliirer, ge- 
schlossener Ziige bilden, und es ist m6glich, eine bixationale Transformation 
der betreffenden algebraischen Kurve in eine reelle algebraische Kurve aus- 
~ufi2hren, bei wdcher das vollstandige System tier 2ymmetrielinien des ersteren 
algebraischen Gebildes in das vollst~ndige System der reellen Ziige des 
letzteren iiberge ht. 

Es frag~ sich~ ob die uns bisher bekann~en Bedingungen, denen die 
Fl~iehe ~, die Verzweigungspunkte, Verzweigungszahlen und Realit~tsziige 
unterworfen sein mfissen, damit eine uniformisierende Variable veto Haupl- 

*) Das sind, um es hier nochmals zu sagen, diejenigen teils geschlossenen, 
tells ungeschlossenen Zfige, li~ngs welcher die be~rachtete Gr~$e t reell is~. 
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kreistypus mit den erw~hnten Bestimmungsstficken existiere, auch gentigen, 
um die Existenz einer solchen Variablen erschliel3en zu kiinnen. Die voll- 
stiindige Beantwortung dieser Frage werden wit erst im folgenden Teile 
dieser Abhandlung geben und zwar im bejahenden Sinne. 

Eine Frage jedoch m(ige bereits an dieser Stelle ihre Erledigung finden. 
Wir wissen, daB, wenn es eine uniformisiereade Variable yore Haupt- 

kreistypus mit den erwiihnten Bestimmungss~ficken gibt, die Fl~che 2', 
durch die Realitiitszfige entweder gar nicht in getrennte Fliichengebiete 
zerlegt wird oder aber genau in zwei getrennte Gebiete, die einander 
symmetrisch entsprechen. Um also sicher zu sein, da~ wir auf den Sym- 
metrielinien der Riemannschen Fl~iche T' s die Realitiitszfige willktirlich 
wiihlen kiinnen, so da]3 wit sie beispielsweise auch mit dem volls~indigen 
System der Symmetrielinien identisch w~ihlen kiinnten, ist es notwendig, 
folgenden Hauptsatz fiber symmetrische Riemannsche Fliichen algebraischer 
Funktionen festzustellen: 

S a~z. .Fine zu einer algebraischen Funktion geh6rende symmetrische 
Riemannsche .Fl~che 2', mit Symmetrielinien zerf~llt dutch das vollst~indige 
System dieser Symmetrielinien entweder garnicht in getrennte .Fliichengebiete 
oder in genau zwei zueinander symmetrische Gebiete.*) 

Beweis.  Es s e i f  eines der Stticke, in welche die Fliiehe 2', dureh die 
Symmetrielinien zerlegt wird, die wie erwiihnt, viillig getrennt voneinander 
verlaufen. Zieht man yon einem Punkte in f aus irgend eine sieh selbst nicht 
schneidende Linie L nach einem beliebigen anderen Punkte der Fliiche F, ,  so 
kann es sein, dalt man bei Durchlaufung dieser Linie einmal aus dem Gebiete f 
heraustritt. Dies kann jedenfalls nur dann stattfinden, wenn eine der Sym- 
metrielinien yon i~'~, etwa die Linie S, tibersehritten wird. Dabei wird 
man in ein anderes derjenigen Gebiete gelangen, in welche 2'~ dutch die 
Symmetrielinien zerlegt wird. Das neue Gebiet heilie fl. Dasselbe ent- 
spricht offenbar dem Gebiete f umkehrbar eindeutig vermiige der betraehteten 
Symmetrie der Fl~iche 2's. Es kann nun sein, dab man bei Durchlaufung 
tier Linie L auch aus dem Gebiete fl einmal heraustritt. In diesem Falle, 
behaupte ich, kehrt man notwendig in das Gebiet f zurtick. In der Tat 
entspricht dem in fl befindlichen soeben durchlaufen gedachten Teile i 1 
der Linie L symmetrisch ein in f befindliches Liniensttiek ;~. Die Linien 
). und 11 zusammen bilden eine auf/7' sieh selbst nieht sctmeidende Linie, 
welche geschlossen ist, well die beiden Endpunkte yon ;~l je auf einer 

*) Im ersten Falle wird die Riemannsche Fliche F~ naeh Herin Klein diasym- 
metrisch genannt, im zweiten Falle orthosymmetriseh. Der Satz I~B~ sieh auch auf 
unendlich-vielbli~trige Riemannsche Flichen allgemeinster Ar~ ausdehnen, eine Tat- 
saehe, welche ffir die Uniformisierung reeller analytischer Kurven eine analoge 
Wichtigkei~ besi~zt. Vgl. Note IV. 
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Symme~riehnie liegen. Darin liegt ausgesprochen, dab man bei Durch- 
]aufung der Linie L aus fl kommend notwendig wieder nach f zur~ick- 
kehr~. Analog ergibt sieh, daB, wenn man bei weiterer Veffolgung der 
Linie L noch einmal aus f heraustrit~, man wieder naeh f~ zur~ick- 
kehren muB. Da L auf 2' ganz beliebig gew~hl~ war, so heil~t dies: Die 
Fl~.che ~ zerf~ill~, sofern sie durch die Symmetrielinien iiberhaupt in ge- 
trennte Gebiete zerlegt wird, genau in zwei Gebiet% die zueinander sym- 
me~risch sin& q . e . d .  

E. Z w e i t e r  (synthe~ischer) H a u p t ~ e i l .  

Vollstitndige L~isung des Problems tier Bestimmung aller zu einer 
beliebig gegebenen algebraischen Kurve geh~renden linear-poly- 
morphen uniformisierenden Variablen mit reeller Substitutions- 
gruppe. Existenz der zu einer gegebenen Signatur geh~renden 

Variablen. 

E, I. Formulierung der zu l~senden Einzelprobleme. Zerlegung 
jedes Einzelproblems in ein Problem der Analysis situs nnd ein 

Problem der konformen Abbildung. 

Die Einzelprobleme, auf welche wir durch die Uberlegungen des 
ersten Teiles dieser Abhaudlung gef~ihr~ worden sind und deren Erledigung 
die vollst~ndige LSsung des Problems der Bestimmung aUer zu einer be- 
liebig gegebenen algebraischen Kurve gehSrenden uniformisierenden Va- 
riablen mit reeller Substitutionsgruppe bedeu~en wiirde, sind folgende: 

P rob lem l a: Gegeben sei eine Riemannsche Fl~che 2'  veto Ge- 
schlecht 10 :> 2, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen 
Funktion y(x) geometrisch darstellb. Es ist zu zeigen, dal3 zu dieser 
Fl~che eine relativ unverzweigte linear-polymorphe uniformisierende 
Variable des ersten Typ~s mit tier eharakteristischen Signatur 

( r ;  0; 0) 
gehSr~.*) 

Prob lem l b :  Gegeben sei eine Riemannsche Fl~che 2' veto Ge- 
schlecht 1o ~ 0, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen 
Funktion y(x) geometrisch darsteUt. Auf dieser Fl~che seien n Ver- 
zweigungspunkte a~, - . . ,  a, gew~ihlt mi~ den zugeordneten Verzweigungs- 
zahlen t l , . . . ,  l,, deren jede einzelne :> 2 ist. Es is~ zu zeigen, dab zu 

*) Die uniformisierenden Variablen, deren Existenz in den Problemen 1 a und 1 b 
postulier~; wird, stimmen als solche mit gewissen yon Herrn Klein in Math. Ann., Bd. 20 
und 21 1. c. pos~ulieri~en GrSBen fiberein. Vgl. ferner Poincarg, Acta Math., t. IV 
bezw. I, Frieke-Klein, ,,Vorlesungen" Bd. II, pag. ~5. Fundamentalproblem I. 
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der Fl~che F eine 1. p. uniformisierende Variable des ersten Typus mit der 
charakteristischen Signatur 

(F; a ~ , . . . ,  a.i 4 , '"  ", 1.) 
geh5r~. Im Falle p ~-0 wird dabei angenommen, dal~ n ~ 4 ist und dab 
ffir n = 4 nicht alle Zahlen 1 gleich 'zwei sin&*) 

P rob lem 2a: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge- 
braischen Kurve gehSrende Riemannsche Fl~che F~. Auf den Symmetrie- 
linien dieser Fl~che, welche den reellen Zfigen der Kurve entsprechen, 
sei eine endliche Anzahl yon Realit~tsziigen B1, . - - ,  R~ gew~hlt, die ge- 
schlossen oder ungeschlossen sein, auch mit dem vollstandigen System 
der Symmetrielinien identisch sein kSnnen. Es ist zu zeigen, dal3 auf der 
Fl~che F,  eine nur in den Endpunkte~ der etwa vorhandenen ungeschlos- 
senen Realit~tsziige relativ verzweigte linear-polymorphe uniformisierende 
Variable des zweiten Tyln~s mit tier chara~eristischen Signatur 

(F~; ~ , . . . ,  R~; 0; 0) 
existiert. **) 

P rob lem 2b: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge- 
braischen Kurve gehSrende Riemannsche Fl~iche 2',. Auf den Symmetrie- 
linien derselben sei wieder eine endliche Anzahl yon Realit~itszfigen 
/ ~ , . . . ,  R~ gew~hlt. Ferner seien auf F, au~erhalb der l~eali~tszfige 
teils auf den Symmetrielinien teils aut~erhalb derselben, im letzteren 
Falle symmetrisch angeordnet, Verzweigungspunkte a~ , . . . ,  a~, a~, a~',.. 
�9 . aq, aq mit den zugeordneten Verzweigungszahlen l~, . . . ,  l~, A~, . . . ,  Aq 
gew~hlt. Es ist zu zeigen, dat~ es auf der Fl~iche 2'~ eine uniformisierende 
Variable yore ~weiten Tylms mit der charakteristischen Signatur 

? 

", ", % ,  , ; ", , 4) 

Wir kniipfen hieran eine Bemerkung, den Fall betreffend, in welehem 
das Geschlech~ der Fl~che F,  gleieh Null ist. In diesem Falle kSnnen 
wir die Fl~iche F~ als einbl~ttrige Ebene w~hlen. Das System der Sym- 

*) Der Fall 1o = 0, n - - 3  wird durch die Schwarzsche s-Funktion erledigk 
S. Sehwarz' bereits mehrfach erw~.hnte Abhsndlung tiber die hypergeometrische Reihe. 

**) Ist in Problem 2 a und 2b die Fl~che F,  o~hosymme~risch und wird das voll- 
~&nd~ge System der Symmetrielinien sis System der Realit~tsztige gew~hlt, wobei 
dann in 2b die Verzweigungspunkte a l , . . . ,  ap wegfallen, so stimmen die betre~enden 
uniformisierenden VaHablen als solehe mi~ den yon F r i cke  in Frieke-Klein, ,,Voz- 
lesungen" Bd. I.I, pag. 46 (Fundameu~altheorem H) postuliert~en Grt~13en tiberein. 

Die yon uns in 2a und 2b postulierten weiteren uniformisierenden Vari~blen 
sind gerade diejenigen und nur diejenigen, ftir welche die Gruppe reelle Substi~utionen 
mit ~gativer Koeffizien~ende~erminan~ enth~It. (Vgl. die Bemerkungen pag. 15&.) 

***) Vg]. die vorangehende FuBnote. 
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metrielinien besteht dann nur aus einer einzigen Linie~ n~mlich der Achse 
des Reellen, und die Realitiitsztige sind einfach getrennt liegende Stticke 
der Achse des Reellen, sofern nicht die ganze Achse des Reellen als 
Realitiitszug gewiihIt ist. 

Es gilt niimlich der 
Satz: Jede symmetrische U~nformung der x-Ebene (inkl. des unendlieh 

fernen Punktes) i~ sivh selbst (das is~, um es nochmals besonders zu sagen, 
eine solche umkehrbar eindeutige konforme Transformation dieser Ebene in 
sich mit Umlegung der Winkel, welche bei einmaliger Wiederholung die 
Identitiit ergibt) stellt~ sofern bei dieser Transformation auch nut ein einziger 
Pu~kt fest bleibt, entweder eine Spiegelung an einem Kreise oder an einer 
Geraden dar. 

Der Beweis dieses Satzes sttitzt sich wesenflich auf den anderen, 
hier als bekannt vorausgesetzten Satz, dab jede umkehrbar eindeutige 
konforme _~bbildung einer x-Ebene auf sich selbst, bei welcher keine 
Umlegung der Winkel stattfindet, dutch eine lineare Funktion yon x ver- 
mit~el~ wird. 

Indem wit die x-Ebene durch eine passende lineare Transformation 
in eine X-Ebene iibeffiihren, wobei der in der x-Ebene definierten sym- 
metrischen Umformung eine symmetrische Umformung der X-Ebene ent~- 
spricht, kSnnen wir erreichen, dab bei letzterer Umformung der unendlich 
ferne Punkt fes~ bleibt. Ist X '  der dem Punkte X bei der symmetrischen 
Umformung entsprechende Punkt, so is~, wenn mit _~' der zu X" konjugiert 
imagin~re Weft bezeichnet wird, die Funktion :~ ' (X)  eine analytische 
Funktion yon X,  welche eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
der X-Ebene auf sich selbst vermittelt und zwar eine solche, bei welcher 
der unendlich ferne Punkt lest bleib~, also eine lineare Funktion der Form 

X ' = a X + b ,  
unter a und b Konstanten verstanden. Die Konstanten a und b sind jedooh 
nicht willkiirlich w~ihlbar. Denn, damit die dutch die Gleichung definier~e 
konforme Transformation des Punktes X in den Punkt X '  eine sym- 
metrische Umformung wird~ miissen a und b so bestimmt werden, dab 

W 

bei der Transformation dem Punkte X '  rtickw~r~s der Punk~ X entsprichh 
Das ergibt die Gleiehungen 

a . ~ =  l,  a b ~ - b ~ O ,  
bei deren Berticksichtigung man leicht erkenut~ dab die bei der Trans- 
formation lest bleibenden Punkte der X-Ebene eine bestimmte Gerade 
er~illeu und dab die Transformation selbst mit der Spiegelung an dieser 
Gerade, identisch ist. In der ursprtinglich betrachteten x-Ebene haben 
wit es daher entweder mit einer Spiegelung an einem Kreise oder an 
einer Geraden zu tun. q .e .d .  
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Die aufgeffihrten vier Probleme l a ,  l b ,  2a, 2b lassen sich je auf 
ein Problem der Analysis situs und ein Problem der konformen Abbildung 
reduzieren. 

Ist t diejenige, wie wir bereits wissen, bis auf eine reelle lineare Sub- 
stitu~ion vollst~indig bestimmte Gr/Sl3e, welche die LSsung des Problems l a 
darstellt, so ist t(x, y) eine in der ganzen Fl~che F mit dem Charak~er 
rationaler Funktionen yon x und y erkl~trte Gr51~e. Zu der Funktion 
t(x, y) gehSrt eine bestimmte Riemannsche Fl~che 2", welche wir uns 
fiber der Fl~iche 2" ausgebreitet vorstellen kSnnen, so dab also jedem 
relat~iven Zweige der Funktion t(x, y) ein bestimmtes rela~iv zu 2" zu 
verstehendes Blatt der Fl~che 2"t entspricht. Die Fl~iche 2", besitzt in 
jedem ihrer BlOtter an jeder einzelnen Stelle genau den topologischen 
Charakter, welchen die Fl~iche 2' an der betreffenden S~elle darbietet. 

Durch die Funktion t(x,y) wird eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der Fl~iche F t auf die Fl~iche einer schlichten Halbebene 
(exkl. deren Begrenzung) vermittel~. Daraus folg~, dat~ die Fl~che 2"~ 
eine einfach zusammenh~ngende Fl~iche ist. Die Fl~iche 2"t ist ferner un- 
endlich-vielbl~ttrig; denn andernfalls mfil3te sie zufolge ihrer erw~hnten 
topologischen Beschaffenheit, welche das Vorhandensein yon Grenzpunkten 
ausschlie~t, eine geschlossene Riemannsche Fl~iche sein; eine geschlossene 
Riemann'sche Fl~iche kann abet offenbar nicht umkehrbar eindeutig und 
konform, nicht einmal umkehrbar eindeutig und stetig auf die Fl~che 
einer Halbebene abgebildet werden. 

Die Eigenschaft der Fl~che Ft, eine fiber der Fl~iche 2" ausgebreitete 
einfach zusammenhiingende Fl~iche zu sein, welche an jeder Stelle yon 2' 
in jedem Blatte den topologischen Charakter yon 2" besitzt, ist fiir die 
Fl~che 2"t vollst~ndig charakteristisch. 

Denn wenn man zwei fiber 2'  ausgebreitet gedachte Fl~ichen 2 '  1 und 
2~ yon der genannten Beschaffenheit hat, so kann man folgendermal3en 
die Identit~t~ dieser beiden Fl~ichen erkennen. Man w~hle irgend einen 
Punk~ P a u f  2" aus, darauf einen Punk~ /)1 auf F~ und einen Punkt P~ 
auf F ~  welch letztere beiden Punkte in unserer Vorstellung gerade fiber 
der dutch den Punkt P bezeichneten Stelle der Fl~iche 2" liegen sollen; es is~ 
gleichgiiltig, in welchem der relativen Bl~t~r yon 2"~ bezw. 2"~ die Punkte 
/)i und P~ gew~hlt sind. Man kann je~zt, ausgehend yon der Zuordnung 
der Punkte /)1 und P~, durch kontinuierliche Fortsetzung eine Punkte- 
zuordnung zwischen 2"~ und 2"~ herstellen, bei welcher je zwei einander 
en~sprechende Punkte sich fiber einer und derselben Stelle der zugrunde 
liegenden Fl~che 2" befinden. Beschreib~ /)1 irgend eine geschlossene 
Linie auf 2"~, so zeigt es sich, dal~ zugleich der korrespondierende Punkt 
_P~ auf 2"~ eine geschlossene Bahn beschreibt. Wird n~mlich mit L~ die 
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vom Punkte P1 beschriebene geschlossene Linie bezeichnet, mit /~ die 
korrespondierende yore Punkte P~ beschriebene Linie, so ist es, weil 
einfach zusammenh~gend ist, mSglich, durch stetige Deformation die 
geschlossene Linie L I auf den Ausgangspunkt zusammenzuschnfiren, wobei 
sich die Linie L~ auf eine Linie reduzieren muB, welche in ihrer ganzen 
Ausdehnung die niichs~e Umgebung ihres Ausgangspunktes nieh~ verlassen 
kann und folglich ebenfalls geschlossen sein mug. Nun ist es abet 
offenbar nicht mSglich, dab die Linie L~ bei der erw~ihuten stetigen 
Deformation in eine geschlossene Linie iibergeht, wenn sie nicht yon 
vornherein auf 2'~ geschlossen war. Es en~sprich~ also der geschlossenen 
Linie L 1 auf iv' x s~e~s eine geschlossene Linie L~ auf F~. Ebenso er- 
kennen wir, dab auch umgekehr~ jeder geschlossenen Linie L~ auf 2', 
eine geschlossene Linie /~ auf 2' 1 entspricht. Diese beiden Tatsachen 
zusammen driicken die Identit~t der beiden Fliichen 2" 1 und ~ aus, die 
wir beweisen wollten. 

Das Wesentliche ist, dab die P~iemannsche Fliiche F t in einer yon 
dem Uniformisierungsprobleme vSllig losgelSsten Form rein dutch Eigen- 
schaf~en der Ana~sis situs erkl{ir~ werden kann. 

Wir k~nnen je~z~ yon dem Uniformisierungsprobleme l a folgendes 
topologische Problem als ein Problem fiir sich abtrennen. 

P r o b l e m  la(1): Uber der giemannschen Fl~che ~' soll eine andere 
relativ zu E unverzweig~ einfach zusammenhiingende Fl~che r kon- 
s~ruiert werden. 

Nachdem dieses Problem gel~s~ ist, bleibt nur noch der Nachweis 
zu fiihren, dab es mSglieh ist, die Fl~che ~ umkehrbar eindeutig und 
konform auf die schlichte Fl~che einer Halbebene (exkl. deren Begrenzung) 
abzubilden; denn diese Eigenschaft besi~zt die Funktion t(x, y) in bezug 
auf die Fliiche Ft, und es ist diese Eigenschaft f{ir die Funktion t(x,y) 
v611ig charakteris~isch; es hiingen n~imlich je zwei Funktionen, welche 
die Fl~iche F~ umkehrbar eindeu~ig und konform auf eine Halbebene ab- 
bilden, durch eine lineare Transformation zusammen, wie durch eine ein- 
faohe ~berlegung sofort erkannt wird. Vgl. pag. 181. 

Wir formulieren also als zwei~es Problem das folgende: 
Problem lg~): Die einfach zusammenhiingende Fliiche r soll um- 

kehrbar eindeu~ig und konform auf die schlicht zu denkende Fliiche einer 
Halbebene abgebilde~ werden. 

Das Problem l b lii~t sieh auf Grund einer der vorangehenden ana- 
logen ~berlegung folgenderma~en in zwei Teilprobleme zerlegen. 

Problem l b0): Uber de~ Riemannschen Fliiche ~ soll eine einfach 
zusammenhiingende Riemannsche Fliiche r konstruiert werden, welche 
abgesehen yon den Punkten a l , . . . ,  a~ an allen Punk~en der Fliiche 2' 
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dieselbe topologische Beschaffenheit wie F selbst hat, w~ihrend sie an den 
ausgeschlossenen Stellen relative Windungspunk~e hat, in welchen bezw. 
immer je l i , . . .~ l~ BlOtter zusammenhiingen. Jeder~.~lieser Windungs- 
punkte ist dabei, wenn er yon endlicher Ordnung ist, als innerer Punkt  
tier Fliiche q)~-, wenn er yon unendlich hoher Ordnung ist, als Grenz- 
punkt der Fliiche r zu betrachten. 

P r o b l e m  l b(~): Es soil die FI~iche (P% (exkl. deren etwa vorhandene 
yon Windungspunkten unendlich hoher Ordnung gebildete Grenzpunkte) 
umkehrbar eindeutig und konform auf die Fi~che einer schlichten ttalb- 
ebene (exkl. deren Begrenzung) abgebilde~ werden. 

Wie steht es mit einer analogen Zerlegung des Problems 2a in 
zwei Teilprobleme 2# 1) und 2a("~)? Zu der in Problem 2a gesuchten 
Funk~ion t(x, y) gehbrt eine gewisse fiber der Fl~iche 1~ ausgebreitet zu 
denkende Riemannsche Fl~iche, welche entsprechend der Form des Wer~e- 
bereichs T in zwei zueinander symmetrische einfach zusammenh~ngende 
Hi~lf~en zerf~llt. Die einzelne Hblfte r ist folgenden charakteris~ischen 
Bedingungen gemiil~ zu konstruieren. 

Problem 2aO): Es soll fiber der Fl'~che [F~] (das ist, je nachdem 
die Fl~che /~ durch die Reali~itsztige in zwei zueinander symmetrische 
H~ilften zerlegt wird oder ein Ganzes bleibt, die eine ttiilfte yon F, oder 
die dutch die Realit~tszfige begrenzt zu denkende Fliiche ~ selbst) 
eine relativ zu [F,] unverzweig~e, fiber die Begrenzung yon [F,] sich nicht 
hinwegstreekende, einfach zusammenhi~ngende Riemannsche Fliiche q)~k] kon- 
struiert werden, welche an jeder Stelle yon [F~] in allen ihren Bl~ttern 
denselben topologischen Charakter wie [/~] selbst besitzt. 

Welter handelt es sich um die Lbsung des folgenden Abbildungs- 
problems. 

P rob l em 2a(~): Es soll die Fliiche CEF~] umkehrbar eindeutig und 
konform auf die Fl~che einer schlichten galbebene abgebildet werden 
uud gezeigt werden, da$ bei dieser Abbildung jeder Begrenzungslinie 
~on eCRu] in regul~ir-analytischer Weise ein Sttick der die Halbebene 
begrenzenden Geraden entspricht. 

Der zuletzt geforderte Nachweis ist wesentlich, damit geschlossen 
werden kann, da$ die Funktion~ welche die konforme ibbildung der 
Fl~iehe r auf die Halbebene vermit~elt, fiber die Begrenzungslinien 
yon r hinaus gemi~I~ dem Symmetrieprinzip analytisch fortgesetzt 
werden kann, eine Eigenschaft~ die ja in der Tat der gesuchten Funk- 
tion t(x, y) zukommen soil 

Fiir das Problem 2b erhalten wit schlie$1ieh folgende beiden Teil- 
probleme 2b (~) and 2b (~). 

P rob l em 2b0): Es soil fiber der Fliiche [/v] eine fiber die Be- 
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grenzung yon [E,] sich nichf hinweg erstreckende einfach zusammen- 
hingende Fl~iche r konstruierf werden, welche, abgesehen yon den 

t t Punk~en al, -.., g~,~l ,  a l , ' "  ", %, %, soweit dieselben in [F,] liegen*), an 
allen Punkten denselben topologischen Charakter wie [2:] selbst besitzt. 
An den erw3ihnten ausgeschlossenen Punkten soll die Fl~iche r in 
allen Bl~i~tern Windungspunkte haben, und zwar sollen an jeder dieser 
Stellen immer so viel Bl~it~er zusammenhiingen, als die der betreffenden 
Stelle zugeordne~e Verzweigungszahl 1 bezw. i vorsehreibt. Diejenigen 
Punk~e der Fl~che r welche Wiridungspunkte endlicher Ordnung 
sind, sind dabei als innere Punkte der F1Eche zu betrachten~ w~hrend 
die etwa vorhandenen Windungspunkte unendlich hoher Ordnung als 
Grenzpunkte der Fl~che anzusehen sind. 

P r o b l e m  2b(~): Es soll die Fliche r umkehrbar eindeutig und 
konform auf die Fl~iche einer schlichten Halbebene abgebildet werden 
und gezeig~ werden, dab bei dieser kbbildung jeder Begrenzungslinie 
yon Ct~,] in regul~ir aualytischer Weise ein bes~immtes Stfiek der die 
ttalbebene begrenzenden Geraden en~spricht. 

E, II. L~sung der Analysis-situs-Probleme. 

Nachdem wir im Vorhergehenden jedes der zu 16senden Einzelprobleme 
l a ,  l b ,  2a, 2b in ein Problem der Analysis' situs mid ein Problem tier 
konformen Abbildung zerleg~ haben, gehen wit nunmehr an die wirkliche 
Erledigung der vier genannten Probleme und beginnen mit der Erledigung 
der vier Analysis-situs-Probleme l a(1), l bO), 2a(1), 2bO), die wir der Reiho 
nach behandeln. 

Erledig~ng des Problems l a (l~ (Konstrulction der einfach zusammen- 
hiingenden ffberlagerungsfliiche CF). Wir haben bei diesem Problem ~v > 2  
vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 188). Auf der Riemannschen 
Fl~iehe 2' denken wit uns 2 die Fl{iche nicht zerstiickende Riickkehr- 
sehniftpaare gezogen in der Weise, wie man dies in der Theorie tier 
algebraischen Funk~ionen und ihrer Integrale zu fun pflegt. Darauf lassen 
wir die 19 Riickkehrschnii~paare sich in der Weise deformieren, dal3 ihre 

Kreuzdngspunkte schliel]lich nach einem und demselben Punkte O der 
Fl~che .~ zusammenrficken. Auf diese Weise entsfeh~ aus der Fliiche iv 

*) Der FA,]I, da~ die genann~en Verzweigungspunk~e nicht s~mtlich in [F,] liegen, 
trit~ d~nn und nut dann ein, wenn die Fliche IF,] orthosymmetrisch ist und wenn 
das System der Realit'~tszfige mit dem System der ~ymmetrielinien identisch ist, so 
dab sich selbst entsprechende Verzweigungspunkte fiberhaupt nieht vorkommen, wih- 
rend yon den paarweise einander entsprechenden Verzweigungspunkten aus jedem Paar 
einer der einen, der andere der anderen Hilfte yon F, angehSrt. 
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eine einfach zusammenhlingende Fliiche To, deren vollsti~ndige Begrenzungs- 
]inie in 4p (>  8) Stficke (Begrenzungsseiten) zerfiillt, deren jedes einzelne 
yon 0 zu 0 liiuft und genau einem vollstiindigen Riickkehrschnitt ent- 
spricht. Die 4/) Punkte O, zu welehen man bei Durchlaufung der yell_ 
stiindigen Begrenzung yon F o gelangt, werden wit zweckm?il~ig als die 
Ecklmnkte der Begrenzung yon F o bezeichnen. Den an einen Eckpunkt 
yon F o anstol~enden Fliichenteil yon 2"0 wollen wit als einen Zipfel yon 
F o bezeichnen. Die Fl~che /~o hat demnach im ganzen 4/) Zipfel. 

Unsere Absicht is~, die Fliiche r als Grenze 

r = lim r  
1'~--.00 

zu konstruieren, wobei mit r eine Fl~iche yon folgenden Eigenschaften 
bezeichnet wird: 

Die Flgche r is~ eine einfach zusammenhgngende Riemannsche 
Flgche, welche wir uns fiber /~" ausgebreitet vorzustel]en haben. Diese 
Fliiche besitzt, relativ zu F, koine Windungspunkte und ist relativ zu 2" 
endlich-vielbl~ittrig. Durehli~uft man die vollstiindige Begrenzung yon r 
so kann man wie bei _17' o Seiten und 2Eckpunkte unterscheiden. Jeder 
einzelne Eckpunkt koinzidiert der Lage nach mit dem Punkte 0 der 
Fliiche 2'7'. Jede einzelne Seite ftihrt yon einem Eckpunkte 0 zum 
niiehsten Eckpunkte und zwar koinzidiert sie nach Lage und Verlauf mit 
einer vollstgndigen Seite yon /~o (Rfickkehrschnitt auf F) .  Aus den ge- 
nannten Eigenschaften der Fliiche 0p (~) ergibt sich, dab man sich dieselbe 
gewissermaBen dutch Zusammenheftung yon endlich vielen Exemplaren 2'  0 
entstanden denken kann; die relative Bliitterzahl der Fliiche r ist gleich 
der A~zahl der zur Bildung yon r bentitzten Exemplare 2 o. 

Fassen wit einen einze]nen Eckpunk~ 0 yon r ins Auge, so wird 
tier an diesen Eckpunkt anstogende Flii~chentoil yon 0(*) aus einer be- 
stimmten endlichen Anzahl yon 2"o-Zipfeln gebildet sein. Wir kSnnen 
dementsprechend einzi~felige und mehrzipfelige Eckpunkte yon O(')unter- 
scheiden. Wir wollen nun der Fliiche O(~) noch folgende weitere wesentliche 
Eigenschaft zuschreiben: die Fliiche q)(') besitze aul~er ein~ipfeligen Eck- 
punkten nur noeh zweizipfelige Eckpunkte, aber keinen Eckpunkt~ der 
aus mehr als zwei 2"o-Zipfeln gebildet ist. Diese Bedingung wollen wir 
die Eckpunktsbedingung nennon. 

Die Fliiche F 0 ist eine Fli~che, welche alle fiir die Fliichen r an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt. Wir kSnnen daher 

r176 = Fo 

w~ihlen. 
Die Hauptsache ist jetzt, ein Rekursionsprinzi 2 anzugeben~ welches 

lehrt, aus der Fl~iche d)(v die Fl~iehe q)(~+l) zu finden. 
13" 
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Wir bezeichnen dazu mR s~ die Anzahl der SeRen yon �9 (~). Man 
here an jede tier s~ SeRen yon r je ein Neuexemplar F o. Dadurch 
geht die Flitche r fiber in eine Fliche ~(~), deren Eckpunkte O, soweit 
sie bereRs Eckpunkte yon r (kritische F~ck2unkte yon 9(~)), in 
dreizipfelige und vierzipfelige Eckpunk~e zerfallen. Die Fliiche (p(~)kann 
daher noch nicht als Fliiche r werden, well die Eckpunkts- 
bedingung verletzt ist. Man kann nun abet durch Anheftung noch weiterer 
Exemplare /7' o yon der Flache q0 (~) zu einer Fl~che q~(~)' fibergehen, ftir 
welche jeder kritische Eckpunkt yon (p(~) ein innerer Punkt is~. Um einen 
einzelnen der kritischen Eckpunkte zu beseRigen, beniitigt man, je nach- 
dem derselbe ein dreizipfeliger oder ein vierzipfeliger Eckpunkt ist, 41)--3 
oder 41o-  4 Neuexemplare, deren jedes einzelne einen und nut einen 
Zipfel hergibt, um aus dem betreffenden kritischen Eckpunkte einen 
irmeren Punkf~ 0 zu machen, an welchem sich die hernach entstandene 
Fliiehe cp( ~)' topologiseh genau ebenso verhiilt wie die Fl~iche F i m  Punkte 
O. Jedes der 4_p-  3 bezw. 4 p -  4 Zusatzexemplare ist mit zwei und 
nur zwei aufeinander folgenden seiner Seiten geheftet. Die Fl~iche q0(*)' is~ 
wieder eine einfach zusammenhangende Fliiche, und, wie Ieicht zu sehen, 
ist jetz~ die JEck/punktsbedingung erfiillt. 

Wir kSnnen daher die Fliiche q~(')' als Fliiche r nehmen. 
Fiir spiitere Zwecke ist es yon Wichtigkeit, die Anzahl 1~, der zur 

Bildung der Fliiche r beniitz~seu Exemplare F o abzuschiitzen. Es kommi 
uns dabei nich~ darauf an, die Abschiitzung miiglichst genau zu geben. 
Das Wesenthche flit sp~iter ist vielmehr nur dieses, dab die Gr~il]e L',, 
als Funktion des Index v betrachtet, mii einer Exponentialfunktio~ ver- 
glichen wird. 

_A_us der i r~  und Weise, wie die Fl~iehe 0(,+1) aus (I)(') gebilde~ 
worden ist, ergib~ sich, dal~ die Anzahl der dabei neu hinzugekommenen 
Exemplare E o gr~ilter ist als s~ + s,.(4p--4) -- s~(4p--3). Folglich ist aueh 

> s,(4p- 3). 

Nun bie~et jedes der neu hinzugekommenen Exemplare en~weder 4 p -  3 
oder 4 p - - 2  ungeheftete Seiten dar, welche mithin BegrenzungsseRen 
yon (t)(~+l) werden. D . h .  fiir die Anzahl s,+ 1 der Begrenzungsseiien 
yon r ergib~ sich 

> L 

Daraus folgt rail Riicksicht auf s o = 4p die Absch~itzungsformel 

s, > 4~0 (4~--  3)".  
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mit;hin is~ 

also 
+ > 4p 3) + 

> ( 4 p -  = 1,2, 3 , . . . ] .  

Erledigung des l~roblems l b (1) (Konstruktion der einfach ~usammen- 
hiingenden Ub~erlagerungsfl~iche ~'F).. Die zu konsh'uierende einfach zu- 
sammenh~ingende Uberlagerungsfl~iche (I)~ soll rela~iv zu F Windungspunk~e 
haben, n~mlich die auf der Fliiehe 2' mit al~ a~, . . . ,  a, bezeiehne~en Punkte. 
Die Anzahl der im Ptmkte a~ [a----1,..., n] jedesmal zusammenh~ingenden 
Blii~ter wird dutch die Zahl t~ angegeben, welche endlich oder unendlich 
sein kann. 

Wir betrachten zun~chst den Fall 19 ~--0. 
Konstruktion der Fliiche q)'F im Falle /9-----0. In diesem Falle haben 

wir vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 189), dal~ n_~ 4 ist und 
dab im Fa l l en  ~ 4 nieht alle Zahlen l gleieh zwei sind. Auf der Fl~iche F 
wKhlen wit einen beliebigen Punkt O, weleher jedoeh yon den Punkten 
aa, a~,...,a~ verschioden is~. Wir ziehen yon 0 aus n Linien C~, C~,...,C,, 
yon welchen die Linie C~ [a----1,. . . ,  n] den Punk~ 0 rail a~ verbindet. 
Die Linien C sollen ferner so gewiihlt sein, dal3 keine zwei derselben 
auBer dem Punkte 0 noch einen anderen Punkt gemeinschaftlich habea. 
Die geschlossene Fl~iche 2' ist dadurch in eine einfaeh zusammenhi~ngende 
Fliiche F o verwandelt, deren vollst~indige Begrenzung 2n Seiten und ebea- 
soviel EckFankte unterseheiden lii]3t. Die einzelne Seite f~illt der Lage 
und dem Verlaufe nach mit einer volls~indigen Linie C zusammen. Die 
Eckpunk~e sind entweder O-Eckpunkte oder a-Eck~unkte, je nachdem 
sie der Lage naoh mit dora Punkte 0 oder mit einem Punkte a~ auf 
F koinzidieren. Den an einen Eckpunkt der Fliiche 2' anstol~enden 
Fl~ichen~eil yon F o wollen wir, wie oben, als einen Zi2fel bezeichnen, 
wobei wir nun O-Zipfel und a.Zi_pfel zu unterscheiden haben. 

Unsere Absicht is~, die Fl~che r als Grenze 

r ~- lira r 

herzustellen. 
D~esmal wird mi~ (P(~) eine Fl~iche yon folgenden Eigenschaften be- 

zeichnet: 
Die Fl~iche d) (~) is~ eine endlich-vielbl~i~rige einfach zusammenhiingende 

Riemannsche Fl~che, welche wir uns tiber F ausgebreitet zu denken haben. 
An jedem yon ate . . . ,  a, verschiedenen inneren Punk~e der Fl~iche ~)(~) be- 
sitzt die Flilche ~(~) dieselbe topologische Beschaffenheit wie die zugrunde- 
liegende Flilche ~. An jedem inneren Punkte der Fl~iche ~(~) jedoch, 
welcher mit einem Punkte a~ (l~ endlich) koinzidier~, besi~z~ die Fliiche (~(~) 
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einen rela~iven W/ndungspunk~ der Ordnung (1~--1). Ein Punkt a .  
sehlieBlieh, fiir welehen l~ unendlieh is~, komm~ fiberhaup~ nicht als 
innerer Punkt, sondern nur als Grenzpunk~ der Fl~ehe r vor. Die 
Begrenzung der Fl~che �9 (*) zerf~ll~ in endlich viele Stiicke (Begrenzungs- 
seiten), deren einzelnes seinem Verlaufe nach mi~ einer vollst~ndigen 
Linie C koinzidiert. En~sprechend unterscheiden wit auf der Begrenzung 
(ter Fl~che 0(') eine mit der Anzahl' der Seiten iibereinstimmende Anzahl 
yon Ec~rttnkten. Der einzelne Eckpunkt is~ entweder ein O-~gck~nkt 
oder ein a-Eck~unkt. Durchl~uft man die vollst~ndige Begrenzung yon r 
so begeguet man abwechsdnd Eckpunkten 0 und a. Fassen wir einen 
einzelnen Eckpunkt ins Auge, so kSnnen wit, gleichgiil~ig ob derselbe 
ein O-Eckpunk~ oder ein a-Eckpunkt ist, die Anzahl der in diesem 
Eolrpunk~e zusammenstoBenden Fo-Zipfel z~hlen (bei einem a-Eckpunk~e 
ist die Anzahl der zusammenstoBenden Fo-Zipfel offenbar gleich derjenigen 
ganzen Zahl, mit welcher 2~ zu mul~iplizieren ist, um den in dem be- 
trreffenden Eckpunk~e yon den zusammenstoBenden Begrenzungsseiten ge- 
bilde~en Winkel zu erhal~en). Die Fl~iche r geniige nun folgender 
wei~eren Bedingung (Eck2unktsbedingung): jeder Eckpunkt 0 ist entweder 
einzipfe~ig oder ~wei~ipfeliy; ebenso ist jeder Eckpunkt %, far welehen 
l~ ~ 3 und endlich ist, enfweder einzipfelig ~oder zweizipfelig; jeder Eck- 
punlrt a~ hingegen, fiir welchen 1~ = 2 is~, is~ einzi2felig; jeder Eckpunk~ 
% schlieBlich, fiir welchen 1r = co isf, is~ endlich-vielzipfelig, im fibrigea 
abet bdiebig-vielzipfelig. 

Die F1Kche ~'o selbst besi~z~ alle Eigensehaften, welche die F1Kchen 
O(') besi~zen sollen. Wir k6nnen daher 

r  = Fo 
wiihlen. Es is~ nur noeh erforderlich, ein Rekursionsprinzip zur Bildung 
yon O('+~) aus r anzugeben. 

Jeden Eckpunk~ % yon r ffir welchen l~ endlich ist~ verwande]n 
wir, je nachdem dieser Eckl3unkt ein- oder zwei-zipfehg ist, dutch An- 
fiigung yon (l=--1) oder (l~--2) Exemplaren /'o in einen inneren Eck- 
punk~. Jeden Eckpunk~ %, fiir welchen l~ unendlich is~, verwandeln wir 
dutch An~gung je eines Exemplares F o an jede der beiden im Eckpunkte 
zusammens~o$enden Begrenzungsseiten in einen neuen Eckpunk~ "a a mi~ 
einer um zwe/vermehr~en Zahl der Zipfel. Die Ausffihrung der genannten 
Opera~ionen bie~e~ keine Schwierigkeiten dar, weft niemals zwei a-Eck- 
punk~e unmi~telbar aufeinanderfolgen, sondern s~e~s ein Eckpunkt 0 
dazwischen liegt. Nach Ausfiihru~g der genannten Opera~ionen ist aus 

der FlKche O(~) eine Fl~iche ~(~) geworden, welche in s~mtlichen O-Eck- 
punk~en, die bereits Eckpunkte yon r waren, die Eekpunktsbedingung 
verle~z~, ira iibrigen aber alle yon der Fl~ehe O(~+~) zu verlangenden 
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Eigenschaften hat. Die erw~hnten O-Eckpunkt% als Eckpunkte yon ~;~) 
be~rachtet, zerfaUen in dreizipfelige und vierzipfelige Eckpunkte. Jeden 
diese'r Eckpunkte kSnnen wir daher durch Hinzuffigung yon n -  3 bezw. 
n -  4 Neuexemplaren F o in einen inneren Punkt 0 verwandeln. (Ist n 
gerade gleich vier, also n -  4 = 0, so w(irde bei einem vierzipfeligen 
Eckpunkt die Hinzuffigung eines neuen Exemplares F o iberhaupt nicht 
erforderlich sein, sondern lediglich eine Zusammenheftung zweier Seiten 
yon r vorzunehmen sein, um den betreffenden Eckpunkt 0 zu einem 
inneren Punkte zu machen.) 

Die F1Kche r welche wir auf diese Weise aus r gewonnen haben, 
ist wieder einfach zusammenhKngend und besitz~ offenbar lauter ein- odor 
zweizipfelige Eckpunkte 0 bezw. a s (mit endlichem l,).'~ Es braucht 
jedoch die Eckpunktsbedingung ffir die Fl~iche r noch nich~ vollstiindig 
erfiillt zu sein, insofern als qr auch zweizipfelige Eckpunk~e a~, fiir die 
/~ ----2 ist, haben kann. Man kann abet jeden derar~igen Eckpunkt sofor~ 
besei~igen~ indem man die beiden in dem betreffenden Eckpunkte zusam- 
menstoBenden Begrenzungsseiten yon r einfach zusammenhef~et, wodurch 
tier betreffende Eclrpunk~ in einen inneren Punkt a a verwandelt wird, 
w~ihrend gleichzeitig die beiden durch a~ ge~rennten O-Eckpun~e yon 
cp( ~)' zu einem neuen und zwar zweizipfeligen Eckpunkte 0 zusammen- 
treten; die beiden zusammentretenden Eckpunk~e sind niimlich, wie man 
sieh leicht iiberzeugt, sicher einzipfelige Eckpunkte yon r 

Die auf diese Weise aus ~(~)' dureh den geschilderten (nut unter 
Umst~inden vorzunehmenden) HeftungsprozeB ohne Hinzuffigung neuer 
Exemplare E o entstandene Fl~che kSnnen wir nun mit @(~+~) bezeiehnen, 
da sie alle verlaugten Eigenschaf~en besitzt. 

Fiir sparer ist es wiederum yon Wichtigkeit, eine Absch~itzungsformel 
fiir die Anzahl ~ der zur Bildung yon r im ganzen benti~zten Exem- 
plare 2"o zu haben. Die Absch~itzung geschieht wieder dutch eine Ex- 
l~onentialfunktion yon v. 

Aus dem Umstande, dab auf der Begrenzung yon @(~) Eckpun~e 0 
und a sich stets abwechselnd folgen, schlieBen wir, dab die Anzahl der 

a-Eckpunkte gleich ~ ist. Beim Ubergange yon r zu r warden dem- 

nach mindestens T Neuexemplare 2' 0 gebraucht. Beim Ubergange yon r 
8~ zu r werden mindestens -~-(n--4) Neuexemplare gebraucht. Im ganzen 

(n-a)  Neu- werden also zur Bildung yon r aus r mindes~ens y 

exemplare 2"o benStigt; d. h. es ist: 

=" E,§ > y 
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Betrachten wit nur ein einzelnes dieser hinzugekommenen Exemplare, 
so erkennen wir bald~ dab keines derselben, als Exemplar yon r auf- 
gefagt, mi~ mehr als sechs Seiten geheff.e~ is~ (dabei sind aueh die beim 
(rbergange yon ~(~)' zu r ev. vorzunehmenden Heftungen in Reehnung 
gezogen). Demnaeh ergibt sieh, weft jedes Exemplar 2"o 2n  Seiten hat 

6). s~+l > -~- 

Daraus folg~ duroh Rekursion auf r 2"o 

( 3) (2n--6))* s,>2n\(n--  2 
und demnach 

mithin 
E~+l > n (n - -  3) ~+1, 

> n ( n -  3) 
Wird n =-4 angenommen, in wdehem Falle wit zugleich voraus- 

setzen, dab nieht alle [ gteieh 2 sind, so ist n -  3 = 1 und die vorL 
stehende Abseh~itzungsformel wird ffir unsere Zweeke unbrauchbar. Wit  
mitssen also eine diesem Falle entspreehende* sch~irfere Absch~tzung vor- 
nehmen, um eine Vergleichung der Funktion E,  mit einer .Exponential- 
[unktion zu gewinnen. Der .Nachweis muB sich dabei wesentlich auf die 
Tatsache des Vorkommens mindestens eines Punktes a~ mit einer Ver- 
zweigungszahl 1, > 2 grfinden, wail im FaUe 11 = l~ --- 18 --- l~ -=- 2 (ellip~isehes 
!ategral erster Art) die Anzahl E~ bekannflich wesentlieh dureh die 
Punktion v ~ dargesteUt wird, also sicher nicht mit einer Exponential- 
funktion vergleiehbar ist. 

Wir  bezeichnen mi~ v,.+l die Anzahl derjenigen a-Eckpunkte auf der 
Begrenzung yon r fiir welche die zugehSrende Zahl l gr~Ber ist 
als 2. Beim "~bergange yon r zu r warden, wie wir bereits oben 

8~ 
fes~stellten, mindestens -~ Neuexemplare 2 '  0 ben6tigt. Ein einzelnes dieser 

Exemplare kann, als Exemplar yon r betrachtet, h6chstens mit sachs 
seiner aeh~ im ganzen vorhaadenen Begrenztmgsseiten geheftet sein. Tritt 
dies bei einem Exemplare wirklich ein, so liefert dasselbe Exemplar, wie 
man sich sofor~ iiberzeugt, ffir die Fl~iche r einen ein. 
zipfeligen a-Eckpunkt, fiir welehen 1 grSBer als 2 ist. Es ergib~ sich also 

8~ 

Gehen wir nun zur Bildung yon r fiber, so k6nnen wir je~z~ 
die v,+~ vorhaudenen einzipfeligen a-Eekpunk~ mit yon 2 versehie- 
denem l berfieksiehtigen und finden, dab die Anzahl der beim Ubergange 
yon O("+~) zu ~('+~), also auch zu ~('+~) neuzubeniitzenden Exemplare F o 
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gr6$er ist als s,+, +v~ Von diesen Exemplaren hefert jedes sieher 2 +l" 
mindestens 2 n - - 6  = 2  Begrenzungsseiten yon r Wir bekommen also 

mithin 

also 

8~ 
S,+s > S~+ 1 + 2v,,+l > S,+i + %+1 > y " 3,  

3 
s,,+~ > s,- -g; 

Nun ist /~s,+l grSl3er als die Anzahl der bei der Bildung yon (I)( s ~ + l) 
8 ~  �9 aus @(~) ben~z~en Neuexemplare Eo, also ist E~,+I >-~-,  folglieh 

/~,~+1 > 4- (-~) ~- 

Wegen 

ist daher 

Konstruktion der Eldche O{ fiir ~ > O. Die Erledigung dieser Auf- 
gabe wird uns naeh dem Vorhergehenden keine erhebliche Schwierigkei~ 
darbieten. Die Riemannsche Fl~iche/7' denken wir uns wie im Falle des 
Problems l a(~) durch p R~ickkehrschnit~paare kaaonisch zerschni~en und 
die ~ Kreuzungspunkte nach einem Punkte 0 zusammengezogen, der 
yon den Punkten al,as,..., a,, verschieden is~. Die Rtickkehrschnitte sind 
so zu ziehen, da~ keiner derselben einen der Punkte a trifft. Wir ver- 
binden je~zt den Punkt 0 auch noch mit den Punk~en al, as," ", a,, 

dutch n Ztige C1, Cs , . . . ,  C~, deren jeder einzelne in 0 beginnt und 
in dem betreffenden Punkte a endigt. Die Zfige C sollen sieh gegen- 
seitig nicht treffen auSer im Punkte O, desgleiehen sollen sie keinen 
cler vorher gezogenen Rfickkehrschnitte treffen. Die auf diese Weise ~us 
F entstandene einfach zusammenhiingende Fliiche mi~ 4p q-2n Begrenzungs- 
seiten bezeiehnen wit wiederum mit 2 '  o. Durchlgufi man die vollstiindige 
Begrenzung yon 2'0, so liegt jeder Eekpunkt "a zwischen zwei Eck- 
punkten 0. Es komm~ jedoch vor, da$ zwei oder mehr Eckl)unkte 0 auf- 
einander folgen. 

Wir setzen wieder in der Absicht, (P' als (~rense 

zu ~konstruieren, 

O~ = lim 0(') 

O(o) _ F o. 
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Die Fl~ichen O(~) werden rekurrent gefunden. Die zu verlangenden Eigen- 
sohaf~en der einzelnen Fliiche ~(~) sind im wesentlichen dieselben wie die 
bei der Bfldung yon q)S" im Falle lo----0 formulierten. Als Begrenzungs- 
seiten yon r treten jetz~ selbstverst~indlieh nicht nur Seiten C, wie im 
Falle io----0, auf, sondern auch Sei~en, welche ihrem Verlaufe nach mit 
einem Rfickkehrschnitte koinzidieren. Auch gilt nich~ mehr die im FaUe 
p ~-0  gemach~e Bemerkung, dab man bei Durchlaufung der volls~indigen 
Begrenzung yon O(~) abwechselnd Punkten a und 0 begegnet. Es bleib~ 
jedoch soviel richtig, dab jeder Eckpunk~ a zwischen zwei Eckpun]~en 
0 liege. Das ist abet auch das ffir die Wiederanwendbarkeit des oben 
im Falle 2-----0 formulierten t~ekursions~rinz~os allein Wesenfliche. 

Die Yergleichung der Funk~ion E~ mit einer Exponentialfunktion voll- 
zieh~ sich jetz~ folgendermaBen. 

Da jeder a-Eckpunkt zwischen zwei O-Eckpunk~en liegt, so ist 

s~ Nun die Anzahl der O-Eckpunkte yon O(') mindestens gleich ~ - .  

werden beim Ubergange yon (p(~) zu (p(~)' an jedem einzelnen dieser O- 
Eckpunkte yon (P(~) mindestens (4p + n -  4) Neuexemplare F o benStigt~, 
deren einzelnes, als Exemplar yon q~(~)' be~rachtet, mit genau zwei Seiten 
gehef~e~ ist. Beim Ubergange yon (p(~)' zu r kiinnte es jedoch sein, 
dai~ noch zwei weitere Seiten gehef~et werden miissen (urn die :Eck2unkts- 
bedingung zu erfiiUen), sodaB nur (4 2 + 2 n - - 4 )  ungeheftete Seiten 
bleiben. Es ergibt sich also ffir s~+ 1 folgende _&bschiitzungsformel 

8, 
s,+~ >-~- ( 4 2 §  (4~v -t- 2n--4)---- s~(42 4. n - - 4 )  ( 2 p + n - - 2 ) ,  

eine Formel~ welche im FaUe p ---- 1, n ~ I fiir unsere Zweeke ungeeigne~ 
wird. In diesem Ausnahmefalle ist jedoch zu bemerken, daI3 beim ~ber- 
gange yon (p(')' zu O (~+0 unmSglich bei einem und demselben Exemplare 
.F o zwei Heftungen vorzunehmen sind, weft dies vorausseCzt, dal3 das be- 
~reffende Exemplar mindestens zwei versehiedene a-Eckpunkte aufweis~, 
w~hrend doch im be~rach~eten Falle das einzelne Exemplar ~o nur einen 
a-Eckpunkl besitz~. Wir finden also in dem beiracMe~en Spezialfalle 
fotgende sch~rfere Absehiitzungsformel 

4) (42 + s,+~ > -~ (4p + n -- -- �9 - - . -u  ~ 3 .  

Es ergib~ sich nun dutch Rekursion" 

s, > (4 2 + 2n) [(4p 4- n -- 4) (4p 4- 2n -- 4)]" 

bezw. bei p ~ l ,  n----1 

Daraus ergib~ sich 

s >6 
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bezw. 

Erledigung des Problems 2a (1). (Konstru~tion der Eliiche elF, I)" Die 
Fl~che IF,] besitzt eine endliche Anzahl yon Begrenzungslinien und eine be- 
stimmte endliche Ordnung des Zusammenhanges. Ist Q + 1 die Ordnungs- 
zahl des Zusammenhanges~ so lassen sich nach bekanaten Prinzipien der 
Analysis situs Q voneinander getrennte Querschnitte konstruieren~ durch 
deren Vermitflung die Fliiche [F~] in eine einfach zusammenh~ngende 
Fli~che [Fo] verwandelt wird. Jeder einzelne, der Querschnitte verbindet 
zwei voneinander verschiedene Begrenzungspunkte yon [F~] miteinander 
und liefert ftir die vollst~ndige Begrenzung yon [Fo] zwei verschiedene 
tier Lage nach koinzidierende Begrenzungsseiten (Querschnittseiten). Durch- 
liiuft man die vollsti~ndige Begrenzung yon [Fo] , so begegnet man ab- 
wechselnd Stricken auf den gealit~tsziigen und Querschnittseiten. 

Die gesuchte Fl~che r bauen wir nun aus Iauter Exemplaren [Fo] 
auf, indem wit sic als Grenze 

r = lim [O( ~)] 

konstruieren. Wir w~ihlen 
[r = [Fo] .  

Die Fl~che [O(1)] Iassen wit aus [O(~ dadurch entstehen, dab wit an 
jede Querschnittseite yon [q)(~)] eta neues Exemplar [To] ansetzen. Die 
Fl~che [O (~)] lassen wir aus [0 (1)] entstehen, indem wir an jede Quer- 
schnittseite yon [O (1)] ein Neuexemplar [Fo] ansetzen und so fort in 
infinitum. Es ist klar, dab das Verfahren wirklich ohne Ende fortsetzbar 
isis, so dab die Fliiche O[F~] stets unendlich-vielblSttrig wird, es set denn, 
dal3 die Verwandlung der Fl~iche IF,] in die einfach zusammenhiingende 
Fli~che [~'o] keinen einzigen Querschnitt erfordert. Das letztere tritt dann 
und nut dana ein, wean die Fl~che IF,] selbst bereits einfach zusammen- 
Mingend ist. Ist abet [F~] einfach zusammenhiingend, so kann nut ein 
einziger Realitiitszug vorhaadea sein u n d e s  ergibt sich sofort, dab die 
Fl~iche F~ yore Geschlecht Null ist. 

Wird dann ~'~ in der .Form der schliehten x-Ebene angenommen, so 
haben wir entweder den Fall, in welchem die ganze Achse des Reellen 
oder den Fail, in welchem nur ein Sttick x l . . . x  ~ der Achse des Reellen, 
welches ganz im Endlichen liegen oder sich durehs Unendliche hindurch 
erstrecken kann, als Realit~tszug gegeben ist. Im ersten Falle isb die ge- 
euchre Funktion t(x) eine reelle lineare Funktion yon x selbsl, im zweiten 

FaUe eine reelle lineare Funk~ioa yon ~, bezw. i ~ .  
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.FJrledigung des Problems 2b(1). (Konstruktion der _b-'ldche (l)[~s]). Wir  
denken mas die vorher erwi~hnten Q Quersehnitte so gezogen~ da~ sie 
keinen der gegebenen relativen Windungspunkte a l , . . . ,  a~, al, el', "" ", aq, ~q' 
(sowei~ diese Punk~e iiberhaup~ innerhalb [F~] liegen), ~rifft. Darauf 
denken wir uns yon diesen Windungsptmkten aus~ soweit sie innerhalb 
[F~] liegen, je einen Einsehnitt nach einem Punkte auf einem der ReMitiits- 
zfige (d. i. auf der Begrenzmag yon [Fs] ) so gezogen, dab keiner dieser 
Einsehnitte einen anderen oder einen der vorher gezogenen Q Quersehnitte 
trifle. Die Fl~iehe [F~] ist dadurch wieder in eine einfach zusammen- 
hiingende FIiiehe verwandel~, welehe wir mit [Fo] bezeiehnen. Die voll- 
si~indige Begrenzung weisl 2'Q Querschnittseilen und 2 Q' Einschnittseiten 
auf, wenn mi~ Q' die Anzahl der im Innern yon [2'8] liegenden gegebenen 
relativen Windungspunkte bezeichne~ wird. 

Wit  setzen 
[r = [ F o ]  

und konstruieren (1)[~-s] als Grenze 
t 

(b[Fs] = lim [(!)(~)]. 
y = r  

Die Fliiche [O('+~)] bflden wir aus [O(*)], indem wir an die Quer- 
schnittseiten yon [O(')] je ein Neuexemplar [Fo] anheften und gleichzeitig 
jeden Begrenzungspunkt a bezw. a yon [g)(~)], dem ein endliches 
bezw. X zugeordnet ist, durch Hinzunahme yon ~ -  1 bezw. Z -  1 Neu- 
exemplaren [t}'o] in einen inneren Windungspunk~ verwaudeln. Jedes der 
letzleren Exemplare ist dabei mit genau zwei auf einander folgenden 
seiner. Seiten geheftet, niimlich mit denjenigen beiden Einschnittsei~en, 
welche yon dem betreffenden Eckpunkte a bezw. a ausgehen. Bei einem 
Eckpunkte a bezw. ~ yon [O(")] mit unendlich groBem 1 bezw. X begniigen 
wit uns, an jede der beiden dort zusammenstol~enden Begrenzungsseiten 
yon [O(*)] ein Neuexemplar [/7'o] anzuheften. 

Unser offenbar in infinitum anwendbares Konstruktionsprinzip ftir 
die Fliichen [O(~)] [u ---- 1, 2, 3, . . . ]  l~l~ sofort erkennen, in welchen 
F~illen die Fl~che O[~-,] endlich-vielblgttrig ausf~llt. Dazu ist nolwendig 
und hinreichend, dab Q - - 0  und Q ' - 1  ist. Au~erdem muB der einzige 
innerhalb [~,] gegebene relative Windungspunkt ein endliches l bezw. 
X haben. Daraus folgr wieder, dal~ die Fliiche 2 '  3 yore Oeschlecht Null 
sein muB. 

Nehmen wit dann 2'  8 als schlichte x-Ebene an, so haben wit folgende 
zwei F~lle. Erster Fall: die ganze Aehse des Reellen ist Realit~Iszug; 
zu beiden Seiten der Achse des Reellen sind zueinander symmetrisch 
zwei Windungspunkte a, mit der zugehiirigen endlichen Verzweigungs- 
zahl ;~ gegeben. Die gesuchte Funktion t(x) ist in diesem Falle eine 
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lineare Funktion yon ~/~---- a a" Zweiter Fall: Nur ein St~ick x~ ... x~ 

der Achse des Reellen ist Realit~tszug, und ein (zu sich selbst sym- 
metrischer) Punkt a der Achse des Reellen, welcher nicht auf dem 
Realit~tszuge liegt, ist als relativer Windungspunkt mit endlichem 1 ge- 
geben. Die gesuchte Funktion t(x) wird, wenn man sich dutch eine 
reelle lineare Substitution die Punkte x~, x~, a in die Punkte 0, oo, 1 
~lbergef~ihrt denkt, wobei dem erw~ihnten Stfick x~. . .x~ das Stiick yore 
Nullpunkte nach dem Punkte -- ~ entsprechen mSge, eine lineare Funktion 

E, III. L~sung der Abbildungsprobleme. 
(Problem 1 a(~), 1 b(~), 2 a(~), 2 b(~)). *) 

Es ist jetzt der Nachweis zu f~ihren, dab es mSglich ist, die in E, II 
kons~ruierten unendlich-vielbl~ttrigen einfach zusammenh~ngenden Rie- 
mannschen Fl~chen OF, O~, O[Fs], $[~'s] umkehrbar eindeutig und kon- 
form je auf eine schlichte Halbebene abzubilden, wobei bei den zwei 
letztgenannten Abbildungsproblemen zugleich auch darzutun ist, dal~ die 
konforme Abbildung sich in regular anatytischer Weise auf die Begrenzung 
der Fl~chen O[~] und ~[~,1 ausdehnen l~6t. Die Begrenzung der Ietzteren 
Fl~chen wird, allgemein zu reden, yon unendlich vielen getrennten Ziigen 
gebildet, deren einzelner mittels unendlich oft wiederholter Durchlaufung 
eines Realit~,tszuges entsteht und folglich ungeschlossen ist.**) 

Es gibt nur wenige Ausnahmef~ille, in welchen die vollstiindige Be- 
grenzung yon O[~] bezw. O[~,] nur aus endlich vielen getrennten (un- 
geschlossenen) Ziigen besteht. Diese Ausnahmef~lle treten, wie die Be- 
trachtung unserer oben dargelegten Konstruktionsmethode f~ir die Fl~chen 
O[F~l und r sofort erkennen l~il3t, dann und nor dann ein, wenn das 
vollst~ndige System der Querschnittseiten und Einschnittseiten yon [Fo] 
entweder nut aus zwei Querschnittseiten, die yon einem und demselben 
Querschnitte herrfihren, oder nut yon zwei Einschntt~seiten, die yon 
einem und demselben Einschnitte herriihren, gebildet wird. D.h.: damit 
die Fl~che O[F~] nut endlich vide getrennte (ungeschlossene) Begrenzungs$iige 

*) Vgl. pag. 192~194. 
**) Das Auf~reten eines geschlossenen Begrenzungszuges w~irde, da ja die 

F1Rchen r und r J~ einfach zusammenht~ngend . . . . . .  sind, zur Folge haben, dab diese 
F1Rchen auBer jener geschlossenen Lmle keme weltere Begrenzungshme haben kSnnten 
und fblglich endlich-vielbl~ittrig sein mfil}~en. Die F~lle~ in welchen Endlioh-Viel- 
bl~ttrigkeit stat~findet, k~nnen wir j edoch j etz~ ausschliel~en; die explizite Bestimmung 
~ller dieser F~lle haben wir vorher gegeben. 
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aufweist, mug entweder p = 0 sein*) und die Anzahl der Realiigtsziige 
gleich 2 oder p =  1 und die Anzahl der B~ealitgtsziige gleich 1 oder 2, wobei 
noch im Falle p---- i jeder Realitiitszug geschlossen sein muir. Die Anzaht 
der getrennten Begrenzungszfige yon q)[E~] wird dann gleich 2 und die 
konforme Abbildung der Fliiche (1)[F,] auf die schlichte Halbebene wird 
durch das mit einer Exponentialfunktion zusammengesetzte elliptische 
Integral erster Art geliefert. Damit die Fliiche r nut endlich viele ge- 
trennte (ungeschlossene) t~egrenzungsziige aufweist, muB T = 0 sein und die 
Anzahl der Realitiiisziige = 1~ schlie~lich die Anzahl der gegebenen rela- 
Liven Windungspunkte innerhalb [F,] gleich 1, die letzterem Windungs- 
t~ank~e zugeordnete Zahl 1 gleich ~ .  Die Anzahl der Begrenzungs- 
ziige yon (P[~,] wird dann gerade gleich 1 und die konforme Abbildung 
der Fliiche r auf die Halbebene ist elementar dutch Anwendung der 
Quadratwurzel und des Logarithmus ausftihrbar. 

Tndem wit nunmehr zur allgemeinen Behandlung der Abbildungs- 
probleme l a(~)~ l b(m, 2a(~), 2b(~) fibergehen, gndern wir die Reihenfolge 
und behandeln zangchsl die Probleme 2a (~) und 2bin) als die leichteren. 

Erledigung der Probleme 2a(~) und 2b(2). Konforme Abbildung dev 
�9 7~he Ot~] bezw. O(F,1 auf die ~'l~iche einer schlichten Halbebene. Analog 
wie man bei der konformen Abbildung einer endlich-vielblgttrigen yon 
endlich vielen analytischen Kurvens~iicken begrenzten einfach zusammen- 
h~ngenden Fliiche verl~fihrt, suchen wir auch hier im Falle der unendlich- 
vielblgttrigen Fliiche q)ty,] bezw. q)E~,] die zu dieser Fl~iche geh~irende 
Po~entialfunktion u zu konstruieren, welche fiir diese Fl~che die Rolle 
der zugeh5renden Greenschen Funktion spielt. Dem Umstande ent- 
sprechend, dal} die Fl~iche (bc~,] bezw. 4)[~.~3 als Grenze endlich-vielbliittriger 
Fliichen dargestellt isl, ngmlich 

(1) d)[F,] = lira [(1)(')], r ----- lira [q)(~)], 

werden wit die Greensche Funktion u als Grenze der entsprechenden 
Greenschen Funktionen der Bereiche [(1)(~ [q)(1)] . . .  konsh'uieren. 

Im Innern des Gebiets [~(o)] w~hlen wir einen willkiirlichen Punk~ 0 
als Unstetigkeitspunkt der zu kons~uierenden Greenschen Funktion u. 
Zu dem Bereiche [q)(')] gehiirt eine bestimmte der partiellen Differen~ial- 
gleichung 

Au , ,=  Ox-- ~ + - ~ v - - -  0 

genfigende Greensche Funk~ion u,~ welche im ganzen Innern des C~ebiets 

*) p bezeichnet hier das Geschlecht der Flitche F~ bezw. der reellen Kurve (x, y). 
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[O(~)] eindeu~ig und abgesehen vom Punkte 0 stetig erkliir~ ist, im 
Punkte 0 (x----Xo) hingegen unendlieh wird wie 

1 ---- log 1 
log Ix -- Xo I 7- 

and auf der ganzen Begrenzung yon [(l)( ~)] stetig in den Wert Null 
iibergeh~. 

Die Entwickelung der Funktion u~ an der Stelle 0 hat die Form 

1 
u, = log ~- + c~ + ((0)), 

wobei mit c, eine Konstante, mit ((0)) eine im Punkte 0 versehwindende 
regaliire Potentialfunktion bezeichne~ ist. Da [0 (~)] ganz ira Innern des 

Bereichs [(I)( "+1)] liegt, so is~ die Funktion u,+ 1 - - u ,  im ganzon Innern 
yon [0(')] eindeutig ufid regular erkliirt. Die yon dieser Funktion auf 
der Begrenzung yon [(I)(')] angenommenen sieh stetig iindernden Rand- 
werie sind teils .Null, teils positiv, woraus folg~, dal3 der Werl der 
Funktion u,+ 1 - - u ,  in jedem inneren Punkte yon [O (~)] positiv und yon 
Null verschieden ist. Insbesondere ist also auch der Wert der FunkCion 
u,+ 1 - - u ,  an der Stelle 0 positiv und yon :Null verschieden. Dieser 
Wert ist aber, wie sich aus den Entwickelungon fiir die Funktionen 
u~+ 1 und u,. an der Stelle 0 ergibt, gleich c~+ 1 --c~. Man erh~lt also 

Co < Cl < C~ < . . .  

Aus diesen Ungleichheiten ergib~ sich, dat~ der Nachweis der Kon- 
vergenz der Reihe co, q ,  c ~ , . . ,  lediglich den Nachweis der Existenz einer 
GrSl~e C effordert, welehe sicher grSl~er ist als alle GrtiBen der Reihe. 
Eine solche GrSl~e l~l~t sich nun in der Tat angeben dutch Aufstellung 
einer Ma/jorante fiir die Funktionen 

Uo < Ul < U~ < . .  . . 

Dazu betraehten wir die zu dem mehrfaeh zusammenhiingenden 
Bereiehe [F,] gehSrende auf der ganzen Begrenzung yon [/~,] versehwin- 
dende Greensehe Funkfion utF, l*) mit der Unendliehkeitsstelle O~ wobei 
jeizt 0 als Punkt auf [/7'] aufgefal~t wird. An der Unstetigkeitsstelle 
0 besitz~ die Funktion UEF,] eine Entwiokelung der Form 

1 
UtF,~---- log ~ + C + ((0)). 

Da der Bereieh [O(0] tiber der Fl~iehe [2',] ausgobreitet is~, so kann 
die Funktion utF,] als Funktion des Ortes auf tier Fliiehe [(i) (~)] au~- 

*) Die hier als Majorsnte ~ngewandte Potentislfunktion u[i~a] ' stimmt mit der 
yon mir in Note III angegebenen iiberein. Ygl. such die yon m~r in II beniitzte 
Majgrante. 
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gefat~t worden. Da nun die Funktion utF,] auf [2,] eindeutig erklKrt ist, 
so ist sie eo ipso auch auf [r eindeutig erkBtr~. Die Anzahl der Un- 
ste~igkeiten der Funktion utF,], als Funktion auf [r  (~)] betraeh~et, is~ 
jedoch nich~ mehr gleich 1, sondern gleieh der Anz~hl der Exemplare 
[Fo] , welche zur Bildung d'er FI~che [r verwandt worden sind, das is~ 
gleich der relativen Bl~tterzahl der Fl~iche [r relativ zu [Fs]. 

Auf der Begrenzung yon [r ~)] ist die Funktion u[F~] ste~ig, tells 
Null, teils positiv, n~mlich Null l~ngs derjenigen Teile der Begrenzung yon 
[r welche mit den Realit~tszttgen koinzidieren, positiv l~ings aller 
tibrigen Begrenzungsstticke. 

Bilden wit nun die Differenz u ~ , ] -  u,, so ist diese Funktion auf 
[r eindeutig erkl~r~. Auf der Begrenzung yon [r ist sie tiberall 
stetig und zwar Null oder posRiv, im Innern besitzt sie endlich viele 

1 Unste~igkeiten des Typus log-~-, n~mlich eine Uns~e~igkeit weniger als 

die Funktion ur~,] auf [r besitzt. Die Funktion u[F~] ~ u~ ist dem- 
zufolge im ganzen Innern der Fl~che [r positiv und yon Null ver- 
schieden. Insbesondere ergibt sich im Punk~e 0 inrrerhalb [r 

C - - c ~ O .  

Wit sind daher sicher, da~ ein endlicher Orenzwer~ der Grtil}en 
c o ~ c~ ~ c~ ~ .  �9 �9 existiert. Wir setzen 

lira c~ ~ c. 

Um je~zt den Nachweis der gleichm~l~igen Konvergenz der Reihe 
der Funktionen % ~ u~ ~ u~ ~ .  �9 gegen eine Grenzfunk~ion zu ftihren, 
schicken wir folgenden Hilfssatz voraus. 

H i l f s s a t z  I. 211it S werde ein im Innern des schlicht zu denkender~ 
Einheitskreises einer Z-Ebene liegender einfach zusa/mmenhgngender schlichter 
Bereich bezeichnet, wdcher den 2r in seinem Innern enthglt vmd 
dessen 21egren~ungslinie s yore ]~ullpunkte den kiirzesten Abstand d babe 
(die Linie s kann auch Tei~e der Peripherie des ~Einheitskreises enthalten). 
Mit  ~ werde die zum Bereiche S gehSrende Crreensche ~'unktion bezeichnet~ 

welche im Punkte Z ~ 0 unendlich wird wie log lr ~ log I-~l' ferner mit 

~, das kon~tante Glied in der ~ntwickelung dieser Funktion an der 2~'ullstelle. 
xrst eine positive Gr5fle D gem&'fl der Bedingung 0 ~ 1 ) ~  1 gegeben, 

so gibt es eine GriStle [" ~ O, welche so beschaffen ist, daft fiir alle S, fiir 
die d _< D ist, 7~ ~ [" besteht.*)**) 

*) Der Satz ist die Umkehrang eines "anderen leich~ zu beweisenden Sa~zes, bei 
welohem yon der Existenz der Gr6Be F <~ 0 ausgegangen wird und auf die Or61~e D 
zwischen 0 uud 1 (exkI. 0 und 1) geschlossen wird. 

**) Hilfssa~z I gestatte~ uns~ den H a r n a c k s e h e n  Sa~z iiber positive Potentiale~ 
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Beweis:  Es sei a ein Punk~ auf s, in welchem die Linie s dem 
Nullpunkte mSglichst nahe kommt, so dab also F a I ----d ist. Dann ist 
es m~glich, vom Punkte ~ aus eine sich selbst nicht schneidende Linie L 
nach einem Punkte der Peripherie des Einheitskreises zu ziehen, welche 
nieht in das Innere yon s eintritt. Aul3er "dem erwiihnten Punk~e der 
Peripherie des Einheitskreises mSge die Linie L keinen weiteren Punkt 
der Peripherie enthalten. Durchlaufen wir die Linie L umgekehrt, aus- 
gehend yon dem genannten Punkte der Peripherie des Einheitskreises 
so werden wir, da [a I ~ D ~ 1 ist, einmal zum ersten Male nach einem 
Punkte der Linie L gelangen, dessen Abs~and vom Nullpunkte genau die 
Crr~Be 1)ha t .  Es sei dies der Punkt Z = ~. Das Stfick der Linie L, 
welches den Punkt ~ mit der Peripherie des Einheitskreises verbindet, 
mSge mit 1 bezeichnet werden. Die Linie 1 zusammen mit der Peripherie 
des Einheitskreises begrenzt einen einfach zusammenhiingenden Bereich S', 
welcher offenbar den Bereich S vollst~ndig in seinem Innern enth~lt. Ist 
daher G' die zu dem Bereiehe S'  gehSrende Greensche Funktion, welche 
im Nullpunkte unendlich wird, so hat man innerhalb S G ' ~  G und 
folglich, wenn mit 7' das konstante Glied in der Entwicklung der 
Funktion G' an der l~ullstelle bezeichnet wird, 

= 7 0, 
a l so  (G'  - G)z=  0 r' - -  

7' _r 
Wir konstruieren nunmehr eine mehrbl~ttrige zweifach zusamrnen. 

h~/ngende Hilfsfl~iche H' ,  welche nur noch yon ~' abh~ingt und S ,  also 
auch S, vollst~ndig in ihrem Innern enthiilt. Zu dem Zwecke schneiden 

wir aus der Riemannschen Fliiche der Funktion ] / Z - - ~  zwei einfaeh 
zusammenh~ngende S~ficke aus, n~imlich erstens das dutch die Ungleichheits- 
bedingung I Zt > 1 deflnierte zweibliittrige kreisfSrmig begrenz~e Fl~ichen- 
st(ick, zweitens eines der beiden dutch die Ungleichheitsbedingung 

definierten einbl~trigen kreisf~rmigen Yliichenstticke. Die auf diese Weise 

aus der Riemannschen Fl~iche der Funk~ion I / Z - ~  entstandene Fl~che H" 
enth~lt in der Tat S' als Teilbereich. Wird daher mit G" die zur Fl~che H '  
gehSrende, im Nullpunl~te logarithmisch unendlich werdende, auf beiden 
Begrenzungslinien yon H '  verschwindende Greensche Funktion bezeichnet, 

yon ~velchem ich in frfiheren Arbeiten (II, III, IV, V, V0 noch Gebrauch mache, zu 
vermeiden, was mir in gewisser Binsicht; als eine wesentliche Yervollkommnung, 
wenn auch vielleicht nicht gedankliche Vereinfachung erscheink Man vgl. unten 
Hilfssatz II pag. ~15. 

Mathematische Annalen.  LX~II. I 
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mi~ [" das konstante Glied in der Entwicklung der Funktion G" an der 
Stelle Z = 0, so ha~ man 

also 
( ~ " - -  G')z=o = r -- r' > O, 

r>r '>r.  
Es ist; jet;zt; noch zu zeigen, dal~ 

r<o, 
oder, anders ausgedriickt, dal~ das konstan~e Glied in der Entwicklung 
der Greenschen Funktion der Fl~che H" kleiner ist als das konstant~ 
Glied in der Entwicklung der Greenschen Funl~ion des Einheitskreises 
selbst, welch letztere Greensche Funk~ion ja direkt durch den • 

1 
log 7- dargestellt wird. Zu dem Zwecke bemerken wir, dal~ die Funktion 

1 
G"-- log-~-  auf der ganzen Fliche H '  eindeutig und regular erkI~r~ ist. 

Dies~ Funktion nimm~ ferner auf der einen Begrenzungslinie yon H '  den 
1 Wert Null, auf der anderen den Wer~ - - l o g - ~  an, welch letzterer 

wegen D ~ 1 kleiner ist als Null. Daraus folg~, da]~ die Wer~e der 
1 H '  Funktion G " - - l o g  7- im ganzen Innern yon negativ und yon Null 

verschieden sind; insbesondere ist also 

I - = ( G " - - l o g ~ ) z = o d O  q.e.d.*) 

Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatze ergibt sich folgender Satz. 
F o l g e r u n g :  Es sei S ein ver(inderlich vorgesteltter, einfach zusammen- 

hiingender, schlichter Bereich im !nnern des Einheitskreises, welcher den 
27ullpunkt enthglt. 7 habe in bezug auf S dieselbe Bedeu~ung wie oben, 
desgleichen d; es ist also 7 ~ 0 und d ~ 1. 

Ist e eine beliebig kleine yon Null verschiedene positive Gr6fle, so gibt es 
eine andere, yon 2gull verschiedene, negative Gr6fle ~, so daft fiir alle S, fiir 
welche die Ungleichheitsbedingung *l ~ ~' ~ 0 erfiillt ist, auch die Un- 
gleichheitsbedingung 1 -- d ~ e girt. 

G~be es nimlich ein solches ~ nicht, so wtirde das hei]3en: es gib~ 
Bereiche S, fiir welche der kiirzes~e Abstand d ~  1 -  s is~ (~ gegeben) 

*) Die Kons~ante V s~ellt, worauf es hier allein ankomm~, nur eine obere Sd~'anke 
der Werte ~, dar, die zu allen mSglichen Bereichen S mit einem kiirzes~en Abstande 
d _~ D yore Nullpunk~e gehSren. Die wahre obere Grenze wird vermutlich ffir den- 
jenigen einfach zusammenhingenden Bereich S '  erreich~, dessen volls~indige Be- 
grenzung yon tier Peripherie des Einhei~skreises und der geradlinigen Verbindungs- 
s~recke zwischen dem Punkte D und dem Punk~e ~ 1 darges~elR wird. 
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und fiir welche das zugehSrende 7 der Null beliebig nahe ki~me. Das 
steht abet mit dem soeben bewiesenen Hilfssatze in Widerspruch. 

Wir setzen nunmehr unsere oben unterbrochene Konvergenzunter- 
suchung fort. 

Wir batten gefunden lira c, = c ~ endliche GriiJ~e: d .h .  nach kn-  
" y - - o 0  

gabe einer absolut beliebig ldeinen nega~iven yon Null verschiedenen 
GrS•e ~/ gibt es eine positive ganze Zah] ~V~ so dab ffir alle v ~  N 
und beHebig gewiihltes yon Null verschiedenes ganzzahliges v' die Un- 
gleichheitsbeziehung 
(*) {~{ _> ~,+~, -  ~, > 0 

besteht. Ist nun v,+,, das konjugier~e Potential zu u,+r so wird durch 
Vermittlung der Funktion 

Z~+r -~- e - ( u ~ + r 1 6 2  

eine konforme Abbildung des Gebiets [O ('+r auf das Inhere der schlicht 
zu denkenden Fliiche des Einheitskreises vermittelt, wobei der Punkt 
0 in den Nullpunkt iibergeht, w~hrend gleichzeitig der ganz im Innern 
yon [O (~+r liegende Bereich [r in einen Teilbereich (p~, r des Einheits- 
kreises tibergeht, welcher gewisse Begrenzungstefle auf der Peripherie des 
Einheitskreises hat. Die Funktionen u,+,, und u, kSnnen jetzt als Funk- 
tionen des Punktes z,+,, betrachtet werden. Als solche sind sie wieder 
Greensche Funktionen, niimlich u,+,, ftir den Einheitskreis, u, fiir die 

�9 ? Fliiche ~,, r Es seien c,+,, and c~', ~, die Konstanten in der .Entwicklung 
dieser Greenschen Funktionen an der Stelle z,+,,---- 0. Man tlndet dann 
sofort aus dem Ansatze der Transformation 

�9 I 

Cr+r ~ C~,,' ----- C~+~'--  C~. 

Nun ist 

Daher wegen (*) 

I c , + r  also --  c,; ,, = c, + ,, --  c~ . 

I 

Wird mit d,,,, der Abstand der Begrenzung 4es Bereichs ~0',,,, yore 
Punkte ~,+,, = 0 bezeichnet, so ergibt sich nunmehr durch eine An- 
wendung des oben als Folgerung bezeichneten Hilfssatzes: 

{i--d, , , , [  =< a. 
Diese Ongleichheit ermSglicht es uns, in der z~+r eine Abschi~tzung 
fiir die Differenz u~+,,--u, anzugeben. Diese Differenz ist nilmlich im ganzen 
Gebiete r regul~ir erkl~r~ und nimmt auf der Begrenzung yon q~,,r die 
Werte  der Funktion u,+,, (als Funktion yon z,+,, betrachtet) an. Lelztere 

1 identisch. D . h .  es ist auf der Be- Funk~ion ist abet mit log i z,+,, t 

14" 
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grenzung yon r162 und folgheh im ganzen Innern yon (p~,~,~ also aueh 
im Innera yon [0(')] (einsehheglich der Begrenzung) 

1 
(**) u , + , , -  u, = [u,~+,,--u,, I < log 1--~ 

Hiermil is~ die gleichmiiBige Konvergenz der Funkfionenfolge 

Uo < u l  <u2 < " "  
bewiesen und zwar in einem wesentlieh Hii.ziseren Sinne als dies mi~ I-Iilfe 
des I-Iarnacksehen Sa~zes mSglieh gewesen w~re, weleher keinen direk~en 
Sehlu$ auf gleiehmiiBige Konvergenz li~ngs der Begrenzung selbst ge- 
starter. Weitere Vor~eile unserer Absehiitzung werden sich sogleich dar- 
bieten. 

Die Grenzfunktion 
lira % = u 
11 = ~0 

is~ jedenfalls, infolge eines bekann~en Sa~zes tiber Po~entialfunk~ionen, auch 
eine Potentialfunktion. Diese Potentialfunk~ion is~ auf tier ganzen Fli~ehe 
(P~,t bezw. 4)['F,~, ausgenommen nut den in [q)(o)] befindlichen Punk~ O, 
eindeutig und reguliir erkliirt. Im Pon~te 0 wird sie unendlich wie 

1 

log ix--  Xo I' 
Die Funktion u hat ferner wegen der auch auf der Begrenzung jedes 

(~ebietes [(I)(')] gleichm~i$ig s~attfindenden Konvergenz der Reihe die Eigen- 
schaft, 1Kngs jeder der unendlieh vielen rail den Realit~itsztigen koinzidieren- 
den Begrenzungsziige der Flilche (1)[~,l bezw. (l)~y~l stetig in den Wert Null 
tiberzugehen. Unsere Methode des Konvergenzbeweises l~$t weiter die 
Tatsaehe erkennen, da$ die Werte, welche die (iiberall positive) Funktion u 

1 
auf der vollstiindigen Begrenzung yon [(I)(')] annimmt, sKmflich ~ log 1 --  

sind, sofern nur v _> ~ ist. Man brauch~, um dies einzusehen~ nar ia 
(**) u,+,, dureh u zu ersetzen. Man kann demnach yon der Funktion u 
in einem fibertragenen Sinne sagen, sie gehe gleiehm~iflig in den Wert  
Null fiber, wenn man sich gleichmiiBig der Grenze des unendlich viel- 
bliittrigen einfach zusammenh~ingenden Bereichs (!)[~,] bezw. ~y~] n~her~, 
eine Eigensehaft~ welche einer Greenschen Funktion, die zu einem gewfhn- 
lichen endlich-vieIbliit~rigen Bereiche gehSrt, in unmi~telbarem Sinne 
zukommt. 

Bezeichnen wit mit v die zu u gehSrende konjugierte Po~enr 
funktion, welehe auf der ganzen Fliiche (I)[~,] bezw. (I)~}, ausgenommen 
den Punkt O, eindeutig und regular erklKr~ is~, im Punkte 0 .seIbst hin- 

1 gegen sich wie die konjugierte Potentialfunkfion der Funktion log ix_x01 
verhi41ts, so is~ 
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z = e -(u+i.) 
eine auf der ganzen Fli~che (PIE,1 bezw. ~F,] eindeutig und reguli~r erkli~rte 
analytische Funktion des Or~es. Diese analy~ische Funk~ion verh~lt sieh 
auch aus den Begrenzungslinien der Fl~che (~[y,] bezw. ~F~] viillig regular, 
well u l~ngs jeder dieser Begrenzungslinien stetig in den Wert Null fiber- 
geht, also nach einem bekannten Satze fiber diese Begrenzungslinien 
hinaus dutch S~iegelung analytisch fortgesetzt werden kann. 

Was ffir eine konforme hbbildung vermi~tel~ die Funktion z ? Zu 
dem Zwecke sehen wir zu~ in was ffir ein Gebiet bei der durch die 
Funktion ~ vermittel~en Abbildung der Teilbereich [O(')] fibergeftihr~ wird. 
Das Bildgebiet yon [r werde mit f, bezeichnet. Da u ~ 0 is~, so 
liegt f~ jedenfaUs ganz innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene. Da u 
nur an einer Stelle, n~mlich O, unendlich wird, so wird f, den Null- 
punkt der z-Ebene genau einmal bedecken. Wird mi~ m, das Maximum 
der Funktion u auf der Begrenzung yon [O( ~)] b ezeiebnet, so is~ m, eine 

I unendlich positive Gr(il3e, welche, wie sich oben ergab, zugleich mit 
Y 

klein wird. Das Bild der Begrenzungslinie yon [r wird demnach eine 
Linie in der z-Ebene sein, deren ktirzester Abstand d~ yore Punkte �9 = O 
eine Gr(iBe ist, die mit wachsendem n gegen 1 konvergiert. Aus dem Um- 
s~ande, daI~ der Nullpunkt der ~-Ebene yon f, nur einfach bedeckt wird, 
folgt, dal~ das ganze dutch die Ungleiehheitsbedingung I~1 < d, definierte 
kreisF6rmige Gebiet der z-Ebene, das ja keinen Grenzpunkt yon f, ent- 
halten kann, yon der Fliiche f, fiberaU genau einbl~ittrig iiberdeckt wird. 
Lassen wir daher v ins Unendliche gehen, wobei, wie erwiihnt, d, gegen 
1 konvergier~, so ergibt sieh: 

lira f, =-schlichte Fli~che des Einheitskreises. 

Von der Fl~iche des Einheitskreises k(innen wit nun durch l~ueare 
Transformation zur Fl~iche einer t-Halbebene iibergehen. Au~h haben wir 
die gewfinschte Gewil~heit erlangt, da~ die hiermil gefundene Abbildungs- 
funktion t(x, y) fiber die Begrenzungslinien yon r bezw. r hinaus 
dutch Spiegelung analytisch fortgesetzt werden kann. 

~rledigung der _Probleme l a (~) und l b(~). (Kot~forme Abbild~tng der 
Fl~hen OF und 0"~ auf die scldichte Fliiche einer Halbebene.) Wir gehen 
nunmehr zur Behandlung der Abbildungsprobleme l a (~) und l b (~) tiber. 
Das charakteris~isch Neue gegenfiber den vorher behandel~en Abbildungs- 
problemen isl jelz~ dab die abzubildenden Bereiehe keine Begren~ungslinien 
besitzen~ welche es uns ermiSglichen eine Majorante analog der Funktion 
uE~,] aufzus~ellen. 
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Wir  haben (PF "bezw. O~. konstruiert ~ls Grenze 

Or ----- lim r r ----- lira O(0; 
l P = O O  ~ ' = 0 0  

daboi lieg~ r ganz im Innern yon r Wir nehmen ~nalog wie oben 
einen willktirlichen Punkt O (x-----x0) im Innern yon r an, und kon- 
struieren die Reihe der Po~en~iale u0, u~, u~ , . - ,  als Greensche Funk~ionen 
fiir die Bereiche $(0) < ~p(x) < q~(~) < . . . .  Wiederum haben wir 

Uo < U~ < u~ < -  . . .  

Bezeichnen wit mit c, das kons~an~e Olied in der En~wicklung der Funk- 
Lion u~ an der Stelle O, so dal~ also an dieser Stelle eine Entwioklung 
tier Form 

1 u~ = log T + c, + ((0)) 

besteh~, so ergibt sich, wie oben, 

Co < Cl ~ C~ < .  . .. 

Wenn wir beweisen k0nnen, dab 

lim c, = endliche GrSBe 
' V = O 0  

is~, so gelangen wit, genau wie vorher, zu einer konformen Abbildung 
der Fl~che r  bezw. r auf die schlichte Fliiche des Einheitskreises bezw. 
einer Halbebene. 

Wi t  fiihren den Nachweis, dab lira c~ ein endlicher Wer~ ist, indirekt. 
~ - o ~  

Wir machen also jetz~ die Annahme 

lim c, = oo 

in der Absioht, dieselb6 auf einen Widerspruch zu ftihrelx Wir beweisen 
niimlich, dab aus der Annahme lira c~ = oo gefolgert werden kann, dal~ 

die FIi~che *F bezw: r  umkehrbar eindeu*ig und konform auf die schlichte 
ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes abbildbar is~, so dab 
wir zu einer linear-polymorphen uniformisierenden Variablen gelangen 
w/irden, doren Wel~egebiet durch die ganze Ebene exkl. oo gebilde~ wird. 
Darin lieg~ dann der Widerspruch mi~ Rticksich~ auf das Ergebnis des 
Abschnit~s C dieser Abhandlung. Eine andere Methode, um den Wider- 
spruch zu erkonnen, bie~en uns die in E, II ffir die (~rSBe E~ gefundenen 
Abschi~tzungsformeln. 

Die Anlage des Beweises is~ derar~ allgemein, dab dutch die Ent- 
wicklungen dieses Teiles der Abhandlung iiberhaupt der in der Einleitung 
genannte aUgerneine Abbildungssatz iiber einfach zusam~nenhgngende Be- 
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reiche vollstlindig bewiesen wird, indem jeder derartige Bereich r als 
Grenze 

aufgefal~t werden kann, wobei dann bei der Bildung der analogen Pbtentiale 
%, u,, u~, . . .  sich entweder 

lira c~ = endliohe GrSBe 
"Iv ----" o o  

oder 
lira c, = 

ergeben wird. 
Mit U1, U~, U s , "  "*) werde eine neue Reihe yon Potentialen be- 

zeichnet, welche s definiert sind: Die Potentialfunktion U, 
ist eindeutig in r sie wird auf der ganzen Begrenzung yon r Null 
und nut im Punkte 0 (x = Xo) unstetig, niimlich wie 

Die Funktion U~ hat im Punkte 0 eine Entwicklung der Form 

+ regul~rer Bestandteil. 
2 0 

Wir werden nun beweisen, da~, wenn e eine beliebig klein gegebene, 
positive, yon Null verschiedene GrSl~e ist, es stets eine positive ganze 
Zahl N gibt, so dal3 fiir a l lev :> N und beliebiges ~,' innerhalb und auf 
der Begrenzung yon r die Ungleiehheit besteht 

Dazu brauchen wit einen neuen Hilfssatz: 
B i l f s s a t z  II. Es sei S ein end~icher schlichter Bereich der Z-Ebene, 

tier den iVullpunkt in seinem Innern enth~lt, d sei der kiirzeste Abstand 
des ~ul~ounktes yon der Begrenzungslinie s des :Bereichs S, 7 das konstante 
Glied in der JEntwicklung der zu S gehb'renden Greenschen Funktion mit 
dem 17ull~unkte als Unstetigkeitsstelle. 

Ist  D o eine beliebig gegebene, yon iVull verschiedene, positive Gr6fle, 
so gibt es eine GrSfle Fo, so daft f'~r alle Bereiche S,  fiir die d ~  D o ist, 

7 < Vo ist.**) ***) 

*) Vgl. No~e IV, pag. 202. 
**) Der Ss~z is~ die Umkehrung eines anderen leich~ zu beweisenden Sa~zes. 

(Vgl. die an~.loge Bemerkung zu Hilfssatz I, pag. 208~) 
***) M~n kann yon diesem Satze leich~ zu folgendem bemerkenswer~en Sa~ze 

tibergehen: 
Wird die schlichte Fl~ehe des Einheitskreises umkehrbar eindeutig und konform 

auf einen anderen schlichten endUehen ~ereivh ~, abgebildet, wobei nut der Be- 
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Beweis:*) Der Beweis wird in analoger Weise gefiihrt, wie der 
Beweis des ersten Hilfssatzes. Wit  w~ihlen auf s einen Punkt r so, dal~ 
l a l-----d ist. Darauf verbinden wir a mit dem unendlich fernen Punkte 
der z-Ebene dutch eine Linie L,  welehe nich~ in das Innere yon S ein- 
tritt. Nunmehr bestimmen wir, auf L aus dem Unendlichen kommend, 
den ers~en Punk~ ~ auf L,  fiir welchen I~]-----D O ist. Das Sttick 1 der 
Linie L, welches den Punkt ~ mit dem unendlich fernen Punkte vet- 
binder, begrenzt einen unendlich groi~en, einfach zusammenh~ingenden Be- 
reich S', welcher den Bereich S in seinem Innern enth~ilt. Wit  bilden 
jetzt eine Hilfsfl~iche H,  indem wit aus der Riemannschen Fl~iche der 

]?unktion ] /Z  ~Z ~ eine endliche schlichte Kreisfl~iche ausschneiden, deren 
Punkte der Ungleichhei~sbedingung ]Z i <]~I----Do gentigen. Die Fliiche H 
is~ einfach zusammenhiingend und enthiilt den Bereich S'~ also auch S 
volls~iindig in ihrem Innern. Es ist folglich, wenn wieder mit G die zu 3, 
mit G" die zu H gehiirende Greensche Funktion mit dem Nullpunk~e als 
Unsteligkeiisstelle bezeichnet wird, innerhalb S 

G " > G .  

Wenn daher rail ['o das konstante Glied in der Entwickhng der Funk- 
tion G" an der Nulls~elle bezeichnet wird, so kSnnen wit schlieBen 

( G " - -  G)z=o = F o -- 7 > O. q. e. d. 

Wit ziehen aus dem zweiten Hilfssatze sofor~ folgenden SchluB: 

Folgerung .  Ist ~ eine beliebig klein gegebene, positive, yon Null ver- 
schiedene Gr5fle, so gibt es eine andere positive, yon ~ull  verschiedene Gr6fle Yo, 
so daft fiir alte endlichen schliehten Ber.eiche S, die den IVuUpunkt in ih~'em 

Innern enthalten und fiir welche 7 grSfler ist als ~ die kiirzeste ~is tanz d 
~o ~ 

gr6fler als 1 ist. **)" 

dingung geniigt sein soll, daft der Null]punkS bei der konformen Abbildung sivh selbs~ 
ent~trricht und daft alas Verg~6ferungsverhiiltnis an dieser Stelle den Wef t  e ins  hat, 
so gibt es eine yon der Wahl des l~ereichr -v,'unabh~ingige yon _hTull verschiedene Gr6j6e Q, 
so da~ der kiirzeste Abstand d der Begrenzungslinie des l~ereichs ~ yore 1Vullpunkte 
zwischen den Grb'~en Q und I liegt. (Vgl. :Note IV, pag. 204: ,,Zweite Form des 
zwei~en Hilfssa~zes".) 

Die genaue untere Schranke ffir den kiirzesten Abs~and wird vermutlich er- 
relcht;, wenn die volls~i~ndige Begrenzung des Bereichs Z yon den  unendlichen Halb- 

1 
sSrahle gebilde~ wird, der den Punkt ~- mi~ dem Punk~e ~ r verbindet. 

*) Ygl. Note IV, pag. 203--204. 
**) Ygl. die auf analoge Weise aus dem ersten Hilfssa~ze gewonnene ,,Folgerung" 
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Der Beweis ffir die gleichm~il$ige Konvergenz der Reihe der Funk- 
tionen (-7o, U1, "-" gestaltet sich nun folgendermal3en.*) 

Um die Differenz U~+, , -  U~, welche ftir das Gebiet r eindeutig 
und regulgr erkl~rt ist, abzusch~tzen, bilden wir den Bereich r um- 
kehrbar eindeutig und konform auf die Flgche eines schlichten Kreises 
K~+,, ab, so, da~l bei dieser Abbildung der Punk~ 0 in den Mi~elpunkt 
des Kreises K~ +~, fibergeht, weleher mit dem Nullpunkte zusammen- 
fallend vorgestell~ werde, und dab der Differentialquotient der Abbildungs- 
funk~ion im Punkte 0 gerade den Wer~ 1 erh~ilt. Diese Abbildung wird 
vemittel~ dureh die Funktion 

Z~,+I ,, ~ e - [ ( u v + r 1 6 2  +r 

wobei fiber die in v,+,, noeh verffigbare additive Konstan~e so verffig~ sei, 
dab das konstante Glied in der Entwicklung dieser Funktion an der Stelle 0 
verschwinde~. Der Radius des Kreises/s is~ gleieh e~ +,,', w~ehs~ also 
mi~ wachsendem Index ~ ins Unendliche. Bei der betrach~e~en konformen 
Abbildung geht die Fl~che r fiber in eine schlichte Fl~che 94,r welche 
im Innern der Fl~che K,+~, als Teil en~halten ist. Die Funktionen U~+~, 
und U,,, welche als Funktionen des Ortes auf der Fl~che �9 (~+~') bezw. O (~) 
erkl~ir~ shad, kSnnen vermSge der betrachteten Abbildungsbeziehung als 
Funktionen des Ortes auf der Fl~iche K~+~, bezw. %,r betrachtet werden. 
Als solche mSgen sie mit U,+~, und O~,~, bezeichnet werden. Die Funk-_ 
tionen U~+~, und U~,~, sind in den erw~hnten Gebieten eindeutig, U~+v, 
verschwindet auf der Begrenzung yon K~+r O~,~, auf der Begrenzung 
yon r162 An der Nullstelle werden beide Funk~ionen unendHch und 

zwar wie ~ R ( ~ ) .  Beide Funki;ionen werden n~mlich, als Funktionen 

des Ortes auf tier urspriinglichen Fl~iche betrachtet, in O unendlich wie 

Nun is~ in der N~he des Punktes 0 die Abbildungsfunktion durch eine 
Entwicklung der Form gegeben 

= Xo) + 

1 als Funktion yon Z~+,, belrachtet in der Gestall Woraus folgt, da(~ x -  xo 

1 _ j l _  = + 

entwiekel~ werden kann; dabei werden mi~ ~ mad ~ regul~re Potenz- 
reihen der betreffenden Axgumente bezeiehnet. 

*) Vgl. die entsprechende Entwicklung in IV, pag. 205. 
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(*) 
und 

Wird mit d~,,, der kiirzeste Abstand der Begrenzungslinie des Be- 
reichs %,r veto Punkte Z ,+ , ,=0  bezeichne~, so ist d,,,, ~ e~,+, ', niimlich 
kleiner als der Radius des Kreises K , + r  Es ist nun 

(U ,4 - , ' - -  ffv.v ') (U,4- , '  ~.--1 (~OS (p) (U, . , .  - -  cos r 
also 

IY~+~,-~,,,I _-< I~+~ , -  ~ "-~ ~os ~I -  I~,,,,-,'-' cos ~I. 
Die einzelnen absoluten Betr~ge der rech~en Sei~e sind nun welter abzu- 
schiitzen. Da die Funktion ff~+~,--r  -1 cos q~ innerhalb K~+r und 
U , ,  ,, - -  r -  ~ cos  ,p innerhalb ~,, ,  eine reguliire Potentialfunktion is~, so 
wird das Maximum des absoluten Betrages der Werte jeder einzelnen 
dieser Funklionen auf der Begrenzung angenommen. Wir erhalten daher 

I ~ , + r  -~cos~,f < i 
- -  e~v + v------7 < d n ~, 

I U n , ,  - - r  - 1 c O s  r ~ 1 

Hieraus ergib$ sich ftir die im Gebiete r in welchem beide Funk- 
tionen U~+,, und U,,,, regul~ir erkl~irt sind, angenommenen Werte die 
Beziehung 

- -  2 

(**) I~;,+,,-K%,,,t =< ~,,--:. 

Nun bemerke man, daB, wenn mi~ u-he die zu dem Bereiehe 9%,r 
gehSrende Greensehe Funktion mit dem Nullpunkt als logarithmiseher 
Unstetigkeitsslelle bezeichne~ ~wird, die En~wicklung dieser Funktion an 
der Nullstelle die Form hat 

1 u-, = log ) -  + c, § ((0)) 

wobei mi~ c, dieselbe K o n s t a n t e  bezeiehne~ ist, die sieh ftir die Greensehe 
Funktion u, des Bereichs O(~) ergab. Es geht n~imlieh ~,,,, aus u, ein- 
fach vermSge der zwisehen q)(~)und r hergestellten konformen Ab- 
bfldung hervor. Es hat u, an der Sielle 0 die Entwicklung 

1 u, = log 7 + c, § ((o)). 

Bei Einfiihrung der C~rSile Z,+,, geh~ diese En~wicklung fiber in eine 
En~;wicklung der Form 

~ , , , , = ~  log z,,r + c ~ +  ((o)) 

= ~ log + ((o)) + e, + ((o)). 
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Da nun 
lira c~ = oo 

angenommen worden ist, so schlieBen wir mit Bentitzung des als Folgenmg 
aus dem zweiten Hilfssatze gefundenen Satzes (pag. 216), dag, sofern nur 
oberhalb einer hinreichend groBen ganzen Zahl A r liegt, die ~r5Be d,.,, 
oberhalb einer beliebig grog vorgegebenen (~r6ge liege. Die Ungleichhei~ (*) 
besag~ daher, wenn wir sie sogleich ffir die C~ebie~e @('+~') und @(~) inter- 
pre~ieren, die zu beweisende gleichm~iBige Konvergenz der Reihe der Funk- 
~ionen U~, g ~ , . . .  

Unser Konvergenzbeweis lgg~ sofor~ erkennen, dab die auf der ganzen 
Flgche @F bezw. @} eindeutige, nut in O uns~efige Grenzfunktion 

lira U, = U 

bei gleichm~iBiger Ann~herung an die Grenze der Fliche CF bezw. q)~- 
gleichmgflig in den Weft Null tibergeh~. Wir foIgern n~mlich aus der 
Ungleichhei~ 

2 

welche der Gleichung (**) entsprich~, wegen der gleichm~iBigen Konvergenz 
sol'oft die Ungleichheit 

2 5 

ffir das ganze Innere und die Begrenzung yon r Weft auf der Be- 
grenzung yon @(~) nun U~ = 0 ist, ergibt d'ch 

2 (***) 

auf der Begrenzung yon @(~), wobei lira d~ = ce is~. 

Ebenso wie die Reihe der Funk~ionen U1, U~,... is~ es m~glich eine 
! ? ~ * Reihe yon Funktionen U1, U~, �9 zu definieren, indem man an Stelle der 

Uns~e~igkeit; ~R (~-~Xo) die Unstefigkd~ ~ \x ( --I xo, ~**) ~rei;en I~B~. Es ergib~; 
sich dann auf ganz analoge Weise die gleichm~,Bige Konvergenz der Reihe 
dieser Poten~iale, so dab wir setzen kSnnen 

lira U~----- U'. 

*) Mi~ dv bezeichnen wir die untere Grenze der Wer~e aller d , , r  [~' ---- 1, 2, 8,. . .].  
Diese un~ere Grenze is~ wegen des zwei~en Hilfsse~zes sicher g r ~ e r  sls Null; auch 
gilt wegen der ,Folgerung", die wir aus dem zweiten ~[ilfssatze schlossen (peg. 216), 
die Limesgleichung 

lira d~, = ~ .  

**) D~s Zeichen ~ soil bedeuten: Imaginirer Teil. 
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Die Funklion U' ist eine fiir die ganze Fl~che r177 bezw. O~ eindeu~ig 
erkl~rte Potentialfunktion, welche nur in dem Punkte O unstetig wird 
und sich dor~ in der Form 

U ' ~  ~ (x 1 ~ )  q. reguliirer Bestandteil 

entwickeln l~Bt. Die Funkt~ion U' geht ferner ebenso wie U gleichm~Big 
in den Wer~ Null iiber~ wenn man sich der Grenze der unendlich-viel- 
bl~ttrigen Fl~iche OF bezw. q)~ n~hert. Es gelten iiberhaupt ffir die Funk- 
tionen U~ und U' genau dieselben Ungleichheiten~ welche wir oben fiir 
U~ und U aufgesteU~ haben~ mit dem einzigen Unterschiede~ dab an Stelle 
des Potentials r -  ~ cos ~ das Potential --  r -  ~ sin 9~ tritt. 

Die Funk~ion 
U + i U "  

is~ ebenfalls auf der ganzen Fl~che r bezw. r eindeutig erkl~r~, sie geht 
dem absoluten Betrage ihrer Werte nach gleichmiil3ig in den Weft Null 
fiber, wenn man sich gleichm~t~ig der Grenze yon O~ bezw. O~ n~her~, 

sie wird im Punk~e 0 unendlich wie l Es fragt sich jedoch, ob 
X~X o 

U + i U' eine analyt@che Funktion des Ortes ist, oder, anders ausgedritckt 
vb U' die konjugierte Potentialfwaktion zu U ist. Dies versteh~ sich datum 
nicht yon selbst, weil U~ ja nicht die konjugierte Funktion zu U~ ist.*) 

Betrach~en wir die Funktion U + i U' im Gebiete O(*), so haben wit 
nach ~bbildung des Gebiets O('~ auf die schlichte Kreisfliiche K~ mi~ dem 
Radius e ~ die Ungleichheiteh (vgl. (*) pag. 218) 

- 1 1 IG-  
so dal~ sich ergibt 

2 
](U, + iF ' , )  - -  (r -~ cos ~ - - i r - '  sin ~)l G e~," 

Die Funk~ion r -  ~ cos ~ -- i t -  ~ sin ~ ist nun eine aualytische Funkfion 
1 

des Ories innerhalb K, ,  n~mlich gleich ~- .  Diese Funl~tion. kSnnen wit 

verm~ge der zwischen K, und O(') beslehenden konformen Abbildung als 
Funktion des Or~es auf le~zterer Fl~che auffassen. Dann ergibt sich mit 

1 
Riicksicht darauf, da~ -~ mi~ wachsendem Index v unendlieh klein wird, 

tier Satz, dal~ die Funktion U+ i U" in jedem Teilgebiete yon r  bezw. O~ 

*) Man kann auch in der Weise  vorgehen,  dab man das zu U konjugie~te  
Potent~ial U" als Grenzfunktion der zu den Potentialen [71, U1, Us,. . .  konjugierten 
Po~en~iale auffal3t. (u Note IV.) Die hier mitgeteflte Methode ist in de~ Behand- 
lung des reellen und imagin~ren Teiles symmet~risch. 
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mit beliebig vorgegebener Anniiherung dutch eine analytische Funktion 
des Ortes approximier~ werden kann. Nun gilt aber der Satz, da~ eine 
komplexe Funktion, welche in einem bestimmten Gebiete mit beliebig vor- 
gegebener Anniiherung gleichmiiflig dutch eine analytische Funktion approxi- 
miert werden kann, in diesem Gebiete eine analytische Funktion des Ortes 
ist; dieser Satz ist n~imlich inhaltlich gleichbedeutend mR dem Saize, dat~ 
eine gleichmiil~ig konvergent.e Reihe yon analytischen Funktionen als 
Grenzfunktion wieder eine analytische Funktion ergib~. 

Es ist somit bewiesen, dal~ die Funktion U-~ i U' eine analytische 
Funktion des Ortes auf der Fl~iche CF bezw. r ist. 

Was fiir eine konforme h_bbildung vermitteR die Funktion U§ 
Wir wollen die Funktion U ~ i U' mit Rticksicht darauf, dal~ U kon- 

iugiert zu U' ist, je~zt mR 
U + i V  

bezeichnen, indem wir U ' ~  V setzen. 
Wir uniersuchen das Bild f,,, welches die Ftmkiion U ~-i  V yon der 

Flii, ehe (1)(~) entwirft. Die Fliiche f, isi jedenfalls endlich-vielbliittrig und 
bedeekl den unendlich fernen Punkt jedenfalls nur einfaeh. Die voU- 
s~iindige Begrenzung yon f, hat veto Nullpunkte eine weRes~e Entfernung 

4 ~--~; denn wir haben auf der Begrenzung yon r wegen (***) 
2 2 '  4 [u+ivi<=iul+iri<__ + a,-, 

t t ieraus schliel~en wir, dali derjenige Teil der (U+ i V)-Ebene, welcher durch 
4 

die Ungleichheitsbedingung [ U-t- i V[ > ~ definiert wird, yon der Fl~ehe f,. 

iiberaU genau einbliittrig bedeckt wird (vgl. die Betrachlungsweise pag. 213). 
Gehen wit mR v zur Grenze fiber, so haben wir lira d , ~  oo und er- 

kennen, dab lira f, mit der einbliittrig zu denkenden ganzen .Ebene (inkl. 
"Y ~ O@ 

Unendlichkeitspunkt, exkl. Null.punkO zusammenf~U~. 
Die Funktion 

1 
W-~ u 4 i v  

vermittelt  demnach eine Abbildung der Fliiche q)F bezw. r auf die ganze 
Ebene exkl. des unendlieh fernen Punktes. *) 

*) Die Funktion W kann auch als Grenze der pag. 217 definierten Funk- 
~ionen Z~, Z, ,  .-- erhaRen werden. Die dutch W vermitteRe konforme Abbildung 
de~r Fli~che lira r wird d~bei als Grenze yon konf'ormen Abbildungen der 

F l~chen  r r r . . .  auf schlichte Kreisflgchen mit ins Unendliehe waehsenden 
c konvergier~;. ~adien erhalten, ein Verfahren, welches in beiden F~llen lira c~---- 

(Vgl. lqoCe IV pug. 206--207.) Auch die Reihe U~, U~, . . .  is~ in beiden F~llen 

konvergenk  
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An dieser Stelle zeigt es sich nun, dal~ die oben (pag. 214) gemachte 
Annahme 

lira c, ---- oo 

unzutreffend ist. 
Um dies zu erkennen, gehen wir aus yon der Bemerkung, dab die 

Fliiche q)~ bezw. r aus lauter Exemplaren F o gebfldet isk Sind F0a) 
and Fo(~) irgend zwei dieser Exemplare, so ist jedem Punkte /,(1) des 
einen Exemplares ein bes~immter Punkt  P(~) des anderen Exemplares, 
welcher mR ers~erem der Lage nach (relativ zu F )  koinzidiert, umkehrbar 
eindeu~ig zugeordnet. Diese Beziehung zwischen Fo (1) und /'o (~) l~llt sich 
zu einer Beziehung der ganzen Fl~iche cbF bezw. r auf sich selbst er- 
wei~ern, welche auch ihrerseits umkehrbar eindeutig ist. 

Bei der konformen kbbildung der Fl~che CF bezw. q)~ anf die voll- 
s~ndige W-Ebene ergibt sich entsprechend der Zerlegung der Fl~che 
r bezw. r in lau~er Exemplare F o eine Zerlegung der W-Ebene in 
lau~er Exemplare /'-o, deren je zwei voneinander verschiedene durch eine 
umkehrbar eindeutige konforme Abbildung auf einander bezogen sind, die 
ihrersei~s ffir die ganze W-Ebene (exkl. oo) als eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung erkl~irt werden kann. Die Funktion, welche diese konforme 
Abbildung vermittelt, mull daher eine ganze lineare Funktion sein. Dem- 
nach ist die Grille W eine ~i~ear-polymorphe ,tniformisierende Variable, 
welche als Funktion auf der Fliiche F betrachtet, gerade die yon uns 
gewiinsch~e relative Verzweigung bezw. Nichtverzweigung besRzt. Da 
das Wer~egebiet der 6~r6lle W mit der ganzen Ebene zusammenfKllt, mull 
die Funktion Weinem der in C pag. 164~ 168 gefundenen Fiille entsprechen. 
Das ist aber nich~ der Fall, weil der Verzweigungstypus (Signatur) der 
Funk~ion W (relativ zu F )  keinem der erw~hnten AusnahmeF~lle entspricht. 

Zu einer anderen bemerkenswer~en ]Wethode, den Widerspruch zu er- 
kennen, gibt uns die in E, II bewiesene Tatsache Anlall, dal~ die Anzahl 
der bei der Bildung yon q)(~) beniitzten Exemplare F o mit einer .Exponential- 
funktion yon v verglichen werden kann. Be~rachten wit die W-Ebene, 
so haben wit in derselben als Bfld yon r ein Gebiet r Die Exem- 
plate ~o  sind s~imtlich im euk~idischen Sinne kongruent. Sind Fo(~)und Fo(~) 
irgend zwei Exemplare F o yon O('), so kann man mit Riicksicht auf die 
rekurrente Entstehung yon r offenbar yon jedem dieser beiden Exem- 
plate zu dem Exemplare �9 (~ = / ' o  durch hnwendung yon h~ichstens 
v Schritten gelangen, deren einzelner darin besteht, alas man yon einem 
Exemp]are F o innerhalb r zu einem seiner Nachbarexemplare /~'~ inner- 
halb r iibergeht, d. i. einem solchen Exemplare, welches mit ers~erem 
entweder eine Seite oder, wenn dies nicht der Fall ist, wenigstens einen 
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Eckpunkt gemeinsam hat. Daraus ergibt sich, dab man yon Fo(~) zu /~o(:) 
(lurch Anwendung yon hiichstens 2v Schritten gelangen kann. 

Wit nehmen zun~chst an, da~ sich unter den auf F gegebenen rela- 
riven u a keiner yon unendlich hoher Ordnung befindet. 
Wir bezeichnen mit A die L~nge des unter der gestellien Voraussetzuug 
sieher endlichen griil~ten Durchmessers des einzelnen Exemplares_F o. Dann 
ist nach dem u tier griil~te Durchmesser yon q)(') kleiner__ 
oder gleich A(2v + 1), folglich der euklidische Fl~icheninhall I ,  yon q)(') 
kleiner als ~[A(2v + 1)] ~. Wird daher mit I o der euklidische Inhalt des 
einzelnen Exemplares ~0 bezeichnet, so finden wit ftir die Anzahl E, der 
in $(~) enthaltenen Exemplare ~o die Absch~tzungsformel: 

(2 + :t)]'. 
Jo 

:Nun haben wit oben (E, II pag. 194--203) in allen yon uns betrachteten 
F~llen eine Abschiitzung folgender Form gefunden 

wobei a eine positi~'e Zahl, fl eine positive Zahl > 1 ist. Das ist ein 
Widerspruch, da fiir hinreiehend gro•es v 

Jo 
is~. 

Der bei der zweiten Methode bisher ausgeschlossene Fall, in welchem 
auch relative Windungsl~unkte unendlich hoher Ordnung gegeben sind, ist 
dieser Methode ebenfalls zug~inglich~ wenn auch nicht unmit~elbar. Man 
denke sich aus der Fliiehe F kleine einfaeh zusammenhi~ngende Umgebungen 
um die betreffenden Windungspunkte unendlieh hoher Ordnung abgegrenzt. 
Die mit diesen Umgebungen koinzidierenden Teile des Exemplars 2' o denke 
man sieh aus /~o und enlsprechend aus allen Fl~chen q)(~) ausgeschnitten. 
Dabei bleibt die Fl~iche r einfach zusammenhiingend. Auf die redu- 
zier~en Gebiete ist nun die vorhergehende Betrachtung sofori wieder 

anwendbar. 
Nachdem jetzt feststeht, dab die knnahme 

lira c, = oo 

xCiir die Fliiehe 4)F bezw. (Pl:- einen Widerspruch zur Folge hat~ ist damit 

bewiesen, dal3 
lim c, = endliche Gr6fle 

ist. Also kann nach den Entwickelungen pag. 206--214 die Fliiche CF bozw. 
r  umkehrbar eindeutig und konform auf die Fl~iche einer sehlichten 

Haibebene abgebildet werden. 
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F. SchluBbe merkungen. 

Der vorliegenden Abhandlung beabsich~ige ich eine zweite ,,Uber die 
Uniformisieru.ng der algebraischen Kurven. I I "  folgen zu lassen. In dieser 
Abhandlung werde ich reich mit solchen linear-polymorphen Uniformi- 
sierungs~ranszendenten beschgftigen, bei welchen das vollstiindige Werte- 
gebiet der uniformisierenden Variablen, allgemein zu reden, weder selbst 
einfach zusammenhiingend ist noch in zwei zueinander symmetrische ein- 
fach zusammenhiingende Hiilften zerfiillt, vielmehr ein yon unendlich vielen, 
in nicht abz~ihlbarer Menge vorhandenen, in der Ebene verstreut liegenden 
diskreten Punkten begrenzter Bereich ist, wie z. B. bei dem bekannten 
S ch o ~ tky schen Typus automorpher Funk~ionen. 

Auch wird sich Gelegenheit bieten, auf die hier behandelten liaear 
polymorphen Uniformisierungstranszendenten rail reeUer Substitutionsgruppe 
yore zweiten Typus zuriickzukommen. Diese Uniformisierungstranszendenten 
nehmen in der Tat in gewisser Hinsich~ eine Mit~eIstellung zwischen den 
in der vorliegenden und den in der erwiihnten folgenden /kbhandlung 
untersuchten Transzendenten ein. 


