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SUR LA THI~OR[E DES SURFACES ALGI~BRIQUES; 

par M. # m i l e  P i o a r d ,  ~ Paris. 

(Dalla Revuegtndrale des seieneespures et appliqutes, 5e annie, n ~ 24: 3o d~cembre x894 ). 

Je devrais faire une revue sommaire des travaux d'Analyse r~cemment parus; 

reals, comme je l'ai ddj/t expliqu~, une telle t.~che me parait impossible/t remplir 
ici. J 'aime mieux, encore cette annie, prendre un sujet mieux limit6 et reprendre 
cette causerie math~matique /t laquelle le directeur de 1~ Revue a eu d~i/t deux 
lois l 'amabilit6 de m'invlter ('~). J'ai choisi les surfaces alg~briques, et )e com- 
mence par une esquisse rapide du d~veloppement de la thtorie des courbes alg~- 
briques, aria de pouvoir comparer l'&at actuel des deux theories. 

][~ 

Prenant l'~quation f ( x ,  y) = o, o~ f est un polyn6me de degr~ m en x et 
y, on a d'abord class6 les courbes d'apr~s leur degr6. Apr~s la ligne droite, les 
courbes du second degr~ ont ~t~ ~tudi6es les premi&es et les courbes du troi- 
slime degr~ n 'ont  pus cess~, depuis N e w t o n, de faire l'objet des recherches des 

g~om~tres. Vinrent ensuite de nombreuses monographies de courbes particuli~res, 
mais on dolt surtout citer, parmi les ouvrages d 'ua caract~re plus g6n~ral, ls  
c~l~bre introduction /t l'analyse des courbes alg~briques de C r  a m e r ;  c'est h. 
C r  a m e r notamment que l 'oa dolt ce th~or~me si remarquable qu'une courbe 

irr~ductible de degr~ m n e  pent avoir plus de (m - -  I) (m - -  2) poit/ts doubles, 
2 

hombre qui peut &re effectivement atteint. 

( ' )  Voir  les nam~ros de la Revue du )o aovembre t89o , et du z 5 novembre xSgz ~ r ces Rendir 
~. V 0 8 9 0 ,  p. 80 ct saiv.  ct t. I X  089S) ,  p. ~$o et su iv ,  
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Malgr~ tous ces travaux, on peut dire qu'il n 'y avait pas 15. encore les bases 

d 'une v~ritable th~orie. Le degr~ m de la courbe alg~brique avait seul iusqu'ici 

jou~ un r61e dans la classification. Le calcul integral  allait  mettre sur la vole 

d 'un nombre fondameutal daas la th~orie des courbes alg6briques. Le grand g6o- 

m~tre norw~gien A b e l  commeaqa t '&ude des int~grales de diff~rentielles alg6- 

briques, c'est~ des int~grales de la forme: 

(i) f~R (x, y) d x 

o~t R e s t  une fonction rationnelle de x et de la fonction alg~brique y de x. On 

lui dolt  une proposition c6'~bre sur les sommes d'int6grales de cette forme; duns 

un de ses m~moires sur ce sujet, i[ reconnut  que la somme d'un hombre  quel- 

conque lz d'iut6grale~ ( i ) ,  avec des limites sup6rieures arbitraires x t , x 2 . . . ,  x~ ,  

peut s 'exprimer 5. l 'aide de fonctions 616mentaires et d 'un certain hombre (d6pen- 

dam seulement de la courbe) d'int6grales de m~me forme dont les limites sont 

fonctions alg~briques de x~ ,  x z ,  . . . .  x~. L1 mort pr6matur6e d 'A b e I ne Iui 

permit pas d'approfondir l'6tude de ce nombre,  et c'est 5. R i e m a n n que revient  la 

gIoire d'avoir 61ev6, 5. la th6orie des fonctions alg6briques d'une variable, un mo-  

nument  qui est une des ceuvres math6matiques les plus belles et les plus origi- 

hales de ce si~cle. Le point de d~part de l ' i l lustre g~om~tre est d 'ai l leurs tout  

diff6rent de cCui d 'A b e 1; la th6orie des fonctions d 'une variable complexe avail  

6t+, duns l ' intervalle, 6difi6e par C a u c h y, et les singularit~s des fonctions alg6- 

briques &udi6es par P u i s e u x. C'est duns la correspondance entre les syst~mes 

de valeurs r~elles ou complexes de x et y, satisfaisant ~t l '6quation f ( x ,  y )  = o, 

et une certaine surface d6sign6e au]ourd'hui sous le nora de surface de R i e m a n n 

que se trouve l'id~e fondamentale du g6om~tre altemand. En modifiant seulement 

un pea Ia conception primitive de R i e m a n n, on peut s 'arranger  de mani~re 

que cette surface soit, duns l'espace b. trois dimensions, une surface ferm6e ,5, et 

it y a entre les points de cette surface et les points (x, y) de la courbe f =  o 

une corre~pondance bien d~termin~e. Or, sur une surface ferm~e, on peut distin- 

guer un 61~ment num~rique tr~s important  : c'est le hombre  maximum des courbes 

ne se coupant ni entre elle~ ni elles-m~mes, qu'il est possible de tracer sur la 
surface sans la d~composer en parties distinctes. Ainsi, pour une sph6re ce nombre  

est nu!; pour un tore, il es.t 6gal 5. nn, et sera 6gut 5. deux pour une surface 5. 

deux trous telle qu'une cruche avec deux anses. D6signons d'une mani6re g6n6- 

ra!e ce nombre par p :  on l'appe!le le genre de la courbe et on a :  

( m - -  I )  ( m  - -  2) __  d, 
(2)  ? = 2 

d d6signant le hombre des points doubles. Le genre est Ie hombre  entrevu par 

A b e i, et c'e~t une chose bien rcmarquable que deux ordres si dif~rents de con- 

sid6ratioas: une r6duction de sommes d'int6grales et une question de g6om&rie 

de situation conduisent au m~me 616ment. Sur la surface S on peut tracer 2p  
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courbes ferm6es sans fractionner la surface (ces'courbes ayaut par couples un 
point commun); ces cycles iouent un rble fondameutal dans l'6tude des int~grales 0 ) ,  
ils correspondent ~ leafs pdriocles. Parmi ces int6grales, on d6signe sous le nora 
d'int6gra!es de premiere esp~ce celles qui restent finies pour tout point (x, y); 
leur hombre est pr6cis~ment 6gal .~ p. On appelle int~grales de seconde esp~ce 
celles qui n'ont pus de points singuliers logarithmiques; elles peuvent se r~duire 
/ t une  combinaison lin6aire de 2p d'entre elles et ~t une fonction rationnelle. 

R i e m a n n a encore introduit duns la science la notion capitale de dasse de 
r atgdbriques : deux courbes appartienneat ~t la m~me classe si elles se cor- 
respondent point par poi'nt, en entendant par l~t que les coordonn6es d'un point 
quelconque de la premiere pzuveat s'exprimer rationnellement en fonction des 
coordonn~es d'ut~ point de la seconde, et inversement. Cette belie conception g~- 

n~ralisait singuli~rement une notion famili~re aux analystes qui avaient cr6~ la 
th~orie des formes alg~briques. Deux courbes de m~me classe out n6cessairement 
Ie m~me genre, et le r~sultat le plus profond obtenu ici par R i e m a n n est re- 
latlf au hombre des param&tes arbitraires dont d~pend essentiellement une classe 
de courbes d'un genre donn~ p : le nombre de ces param&res, qu'on appelle Ies 

modules, est 6ga! /t 3 P -  3, quand p e s t  sup~rieur b. un. 
Le point d'e vue alg6brique n'a pas &~ moins f6cond que Ie poi~at de rue 

transcendant, particuli~rement entre les mains de MM. B r i 11 et N o e  t h e r. On 
y consid~re le genre comme !e nombre des arbitraires figurant dans ur~ polyn6me 
en x et y, d'0rdre m m 3, qui s'anuule pour les points doubles; ceci est conforme 

la formule (2). La recherche des courbes les plus simples appurtenant A une 
classe donn6e appe!ait l 'attention; C 1 e b s c h e t  G o r d a n avaient d~j~t montr~ 
qu'b. route courbe de genre p on pouvait faire correspondre une courbe de degr~ 
p Af_ ~, th~or~me qui est toutefois en d~.faut pour une classe biea d~finie de courbes 
(les hyperelliptique~); MM. B r i I 1 et N o e t h e r ont approfondi cette th6orie 
des courbes normales. 

~e n'insisteral pus davantage sur la th~orie, aujourd'hui classique, des fouctions 
alg~briques d'uue variable. J'en ai rappel6 seulement les lignes principales pour 
permettre la comparaison avec celle des fonctions alg~briques de deux variables, 

dont ]e vais maintenant m'occuper. 

II. 

La th~orie des surfaces alg~brlques a n~cessairement d~but~ par des mono- 
graphics particulifires. Dfis les prenaiers degr~s se sont pr6sent6es des surfaces tr6s 
int~ressantes; tes surfaces du second degrfi, qui se rencontrent darts taut d'appli- 
cations, ont fail ]adis I'objet des recherches de g6om&res illustres. Puis est venue 
ensuite l'6tude des surfaces g6n6rales du troisi6me degr6 avec les diverses dispo- 
sitions que peuvent pr6senter leurs vingt-sept droites; les surfaces r6gl6es du troi- 
slime ordre out peut-~tre offert, avec leur droite double, le premier exemple d'une 

Rend. Cira. M, dem., t. tX, parte !a.--Stampato il x8 febbrajo i895. ~! 
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surface ayant uae ligue double, c'est-~t-dire une ligae le long d~ laquelle se croi- 

seat deux nappes de la surface. I1 faudrait une 6ruditioa qui m ~. mxn:lu: pour 

parler de tous les  travaux relatifs aux surfaces du quarri6me degr~. O uelques-unes, 

tout:lois, soot particuli~rement c~l~bres. Aiusi, les surfaces du quatri~me degr6 

ayant un ~. conique doub'e out ~t~ 6tudi6es sp~clalement par M. D a r b o u x  et 
par M. M o u t a r d, qui ont d~.couvert un remarquable syst6me triple orthogonal 

form6 de tel!es surfaces. Citons ensulte la surface de K u m m e r qui a seize points 

doubles isoI6% ce hombre est int~ressaut, car il repr6sente le aombre maximum 

de points doubles que peut possMer une surface du quatri~me ordre qui n'a pus 
de ligne double. La surface de S t e i n e r m~rite aussi d'etre rappel6e; elle pos- 

s~de trois droites doubl:s formant ua angle tri6dre dont le sommet est un point 

triple de la surface, et chacun de s.~s plans tangents la coupe suivant deux ca- 

niques. 
Arrivoas mai~tenant A la th~.orie g~n~.rale. Nous avons signal~, pour une 

courb~ alg~brique d'ordre m, l 'im?ortaac~ des courbes adjointes d'ordre m -  3; 

CI  e b s c h vit le premier qu'u:~e th~.orie a,aa!ogue ~tait ~. d~velopper pour les 

surfaces; il faut seu!em:nt, pour une surface d'ordre m, coasid6rer les surfaces 

adjolntes d'ordre m - - 4 ,  c'est-A-dire, en me bornant, pour plus de simplicitY, au 

cas ot~ la surface n'a que des point~ doubles, les surfaces d'ordre m - - 4  passant 

par les lig~es doubles. L'~tude de ces surfaces a ~t~ re?rise par M. N o e t h e r 

dans un m~.moire d'une grande importance o~ il 6tabllt le caract~re invariant du 
nombre p de ces adjolntes lin~aieement ind~pe~dantes; ce nombre est dit le genre 
de l~r surface, et iI pr~se~te une grande ar~a~ogie avec le nombre d~sign~ par Ia 
m~m. ~ lettre d:tns la th~orie des courbes. M. N n e t  h e r  a d~couvert pour les 

surfaces uu second aombre i~wariv~t que nou~ d~sigaerons par pt; celui-ci repr6- 

sente Ie genre riemannien de la courbe mobile d'intersection de la surface donn6e 

avec les surfaces adiointes d'ordre m - - 4 -  Volci doac d~ux nombres fondamentaux 
p et pt introduits duns la th~orie des surfaces alg~brlques. 

On peut donner aussi au nombre p une origine transcendante. M. N o e t h e r 
consid6re les int6grales doubles de la forme 

f fQ(x ,  y, 0 dx dy y, 

Q ~tant un polynbme adjoint d'ordre m -  4. On peut les appeler des int6grales 
doubles de premi6re esp6ce, car elles restent toujours finies, quel que soit Ie champ 
de Hnt6gration. Le nombre p apparalt comme !e hombre des int6grales doubles 

de premiere esp6ce lin6airement ind6pendantes. 
Nous avons maintenant une remarque tr6s importante b. faire relativement au 

nombre p, remarque qui n'a pas eu son analogue dans le cas des courbes. Pour 

calculer p, it faudrait pouvoir calculer le nombre des arbitraires figurant dans les 

surfaces d'ordre m ~ 4 ct passant, avec le degr6 voulu de singularit6, par les 

li~ues multiples et les points multiples de la surface propos6e. Or, ~taut donn~ 
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l 'ensemble de ces lignes et de ces points, o n  peut trouver une telle formule pour 

une surface d'un ordre suffisamment gratxd N; mais on ne salt rien sur Ia valeur 

minima au-dessous de laquelle la formule cesse d'&re applicable. Si done on fair 

dans cette for,nule N ' =  m --  4, on pourra trouver un nombre P diff&ent de p. 

C'est, je trois, M. C a y i e y qui a appel6 le premier l'attention sur cette circon- 

stance; il peut m~me arriver que le hombre P soit n6gatif, tandis que p est ~vi- 
demment positif ou nul. MM. Ca  y 1 e y e t  Z e u t h e n out montr6 que P, comme 

p, jouit de la propri6t~ d'invariance, c'est-~-dire qu'il est le m~me pour les sur- 
faces se correspondant point par point. On d&igne p sous le nom de genre g~o- 
m~trlque, et P sous le nora de genre num~rique. I.es surfaces r6gl~es alg6brlques 

sont les plus simples surfaces pour lesquelles on air P~p; on a pour e l l e s p = o ,  
tandis que P n'est pus nul en g~n3raI. 

La notion de classe s'applique ~:videmment aux surfaces comme aux courbes. 
La question du nombre des modules se pr~sente a!ors aussi. D'apr~s M. N o e t h e r, 

pour les surfaces correspondant attx nombres p e t  pt, le nombre des modules est 

~gal b. i o p  2 7 x 2 -  2pl; peut-&re ce beau r&ultat aurait-i! besoin d'&re l 'objet 
d'ttne d~monstration plus rigoureuse. I1 semble, en tout cas, qu'il  ne s'applique 

qu'aux surfaces pour lesquelles on a P-~-p .  

Nous avons consid6r6 p!us haut des int~grales doubles attach&s ~. la surface. 
On peut aussi faire correspondre ~t une surface f(x,  y, ~) = 0 des int~grales de 

diff&entielles totales de la forme 

(3) f e  (x, y, a x + Q (x, y, ay, 

o~t P et Q sour rationnelles en x, y et Z. J 'ai  commeuc6 autrefois l'6tude de ces 

int6grales, et je demande la permission de rappeler les r6suhats principaux aux- 

quels je suis parvenu. Tout d'abord j'ai consid&6 les int~grales de diff&entielles 

totales de  premiere csp~ce. On rencontre d~s le d~but une difference bien profonde 

entre le cas d'uue variable et celui de deux variables. La courbe la plus g~n~rale 
d'un degr6 donn6 poss~de un certain hombre d'intdgrales de premiere esp&e. I1 

en est tout autrement pour les surfaces alg6briques, car il n'existe pas d'int6grales 
de diff~rentielles totales de premiere esp&e correspondant .h la surface la plus 

g6n6rale de degr6 m. J'ai montr~ comment on pourrait reconnaltre si une sur- 

face donn6e poss~de des int~grales de premiere esp&e. J'ai abord6 aussi ]a question, 
beaucoup plus difficile, des intOgrales de seconde et de troisi~me esp~ce; j'entends 
par int6grales de seconde esp&e celles qui n'ont que des courbes polaires (ana- 

logues aux pfles des int~grales de seconde esp&e), les int6grales de troisi~me 
esp&e ayant, en plus, des courbes logarithmiques. Pour la surface la plus g~n~- 

rule de son degrO, toute int~grale de seconde esp&e est une fonction rationnelle 

des coordonn&s, et le probl~me de reconnaltre si une surface donn~e admet des 

int6gra!es de seconde esp~ce non rationnelIes ne Iaisse pas d'&re assez d~licat; 

d'ailleurs, quand il existe de teiles int6grales, !e nombre de ces int~grales distinctes 
est 6gal au hombre de leurs p&iodes. Q.uant aux int~graIes de troisi~me esp&e, 
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on peut rattacher Ieur th~orie 5. ce!le des int~grales de seconde esp&e; reals, bien 

des points demanderaient encore ~t ~tre approfondis. J 'a i  m~me d~ laisser en 

suspens une question qui se pose pourtant d~s le d~but; it ne me paralt gu6re 

douteux que, pour la surface ta plus g6n&ale de son degr~, toutes Ies int~grales 

de la forme (3) doivent se r6duire ~ la somme d'une fonction rationnelle de x, 
y, ~ et de logarithmes de telles fonctions multipli~s par des constantes, mais je 
n'en poss~de pas une d~monstration rigoureuse. 

Nous avons dit plus haut comment R i e m a n a avait introduit dans ta tMorie  

des courbes des points de rue emprunt& ~t la g~om&rie de situation. Aucune 

recherche analogue n'avait 6t~ tent~e pour les surfaces, et, d'autre part, mes pr& 

c~dentes 6tudes sur les int~grales de diff~reatielles totales rne montraient l~t uue 

tacune ~. combler. J'eus doric tout naturet!ement Ia pens& de chercher ~t poser 
tes bases d'une tMorie des cycles clans les surfaces. ]e fus ainsi conduit ~. remar- 
quer que la g~n~ralisation peut se faire dans deux directions diff&entes; i[ y a ~t 

consid&er, pour les surfaces, des cycles /t un~ dimension ou lindaires et des cycles 
deux dimensions; d'o~ deux th.~ories enti&ement distinctes. En p~n&rant dans la 

premiere &ude, on rencontre un r~sultat au premier abord inattendu: c'est qu'en 

g6n~ral il n'y a pas de cyctes lin~aires, c'e~t-~t-dire qu'ils se r6duisent/t des cycles 

nuls, et ce r~sultat donne la v&itable raison du fait signaI~ plus haut qu'il  n'y 

a pas, en g~n&al, d'int~graIes de premiere et de seconde esp&e. Si le nombre 

/h des cycles lin6aires est nul g~n&alement, i! en est autremen t pour le hombre 

p~ des cycles ~ deux dimensions, et c'est, par suite, dans les cycles ~ deux di- 

mensions d'une surface qu'il faut chercher la g~n~ra!isation des cycles d'une courbe 
alg~brique. 

Mes recherches sur les int~grales de diff~rentie!Ies totales m'ont permis d'a- 
border t'&ude d'une clause int&e~sante de surfaces : ce sont tes surfaces pour 
tesq~elles les coordonn&s d'un point quelconque s'exprimeut par des fonctions 

uuiformes quadruplement p&iodiques de deux param&res, et cela de te!le mani~re 
qu'~t un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul syst~me de va- 
leurs de deux param&res, abstraction faite des multiples des p&iodes. J 'ai &abli 
que !a condition n&essaire et sufiqsante pour qu'une surface jouisse de cette pro- 

pri&~ est qu'elle soit de genre un (p ~ ~) et poss~de deux int~gra!es distinctes 
de premiere esp~ce. Avant le sixi~me degr~, it n'existe pas de surface de la classe 

prdc~dente; on en peut trouver pour te sixi~me degr~, mais les fonctions quadru- 

plement p&iodiques se ram~nent aux fonctions doublement p&iodiques. 
Dans un m~moire extr~mement int~ressant, couronn~ it y a deux ans par 

t'Acad~mie, M. H u m b e r t a approfondi l'&ude des surfaces pr&~dentes et &abli 

des th~or&nes d'une rare dldgance. Parmi les r&u!tats relatifs aux surfaces adjoin- 
tes, citons au moins ce!ui qui concerne les adjointes d'ordre m - -  3 : le nombre 
de ces adjointes tin6airement distinctes est 6gat au genre des sections planes de 
ta surface diminu~e d'une unit6. Signalons encore que le genre num&ique P e s t  
~gal /l - -  ~ et est, par suite, distinct du genre g~om~trique. M. H u m b e r t &udie 
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aussi des surfaces remarquables d'ordre huit, ayant pour lignes doubles les ar~tes 

d'un t~tra~dre, qui sont iusqu'ici les surfaces de moindre degr~ correspoudant a't 
des fonctions hyperelliptiques non r~ductibles aux fonctions doub!ement p6riodi- 

ques. D'apr~s ce que i'ai dit plus haut, il resterait ~ voir s'i! existe de tell"s sur- 

faces pour les degr6s six et sept; il est bien vraisemblable que buit est lc degr6 
minimum. 

M. Hu  r o b e r t  s'est aussi occupY, dans son m~moire, de la surface de 
K u m m e r, qui se rattache aux fonctions quadrupIement p~riodiques, mais ne 

rentre pas darts la famille pr&~dente: car ~t un point arbitraire de la surf, tee 

correspondent deux valeurs des param~tres, aux p~riodes pros; il fair une ~tude 

tr~s compl~te des courbes trac~es sur la surface -et des propri6t~s des surfaces 

passant par ces courbes. 
D'une mani~re g~n~rale, l'~tude des courbes alg6briques trac~es sur une sur- 

face est un point tr~s important de la th~orie. Dans leurs c~16bres re)moires 
de 188o, H a l p h e n  et M. N o e t h e r  ont donn~ ~ ce sujet quelque s ptoposi~ 

tions g~n~rales. Ce-sont surtout les syst~mes coatinus de courbes trac~es sur une 

surface qui out fait, darts ces dernlers tem2s, l'objet de travaux importants, par. 

ticuli~rement en Ita!ie, avec MM. G u c c i a, S e g r e, B e r.t i n i, C a s t e I n u o v o~ 
E n r i q u e s, etc. Les syst~mm lin~aires de courbes sont particuli~rement int6res- 
sants. On  d~signe sous ce nora un syst&ne de courbes d&oup~es (totalement ou 

partiellement) sur F par les surfaces d'un syst~me lin~aire. M. E n r i q u e s a 

remarqu~ qu'un syst~ae de courbes d~pendant de r param~tres et d~eou#es tota- 
lement ou partiellement sur F par les surfaces d'un syst~me algSbrlque.(on ne dit 
pas lin3aD'e), est n~cessairement lin~aire si r esi su#r ieur  ~. un, et si par r points 

g~.n&'aux de F pa~se une seule courbe du syst~me. Tout r~cemment, M. l l u  m- 
b u r  t s'est occup6 de~ s.~ries sirnplenaent iufinies de courbes sur une surface, et 

il a rnontr~ qu'une tulle s6rie de courbes, se coupant deux ~ deux en un ou 
plusieurs points mobiles, est comprise darts une s~rie lin~aire (deux lois infinie 
au moins) de courbes du m~me ordre, pourvu que la surface ne poss~de pas d ' in.  

t~gra!es de diff~rentielles totales de premiere esp~ce; on entend ici par sdrle l i-  

n~aire de courbes des courbes d~coup6es par les surfaces d'un syst~me Iin6ai~e, 
chaque surface mobile ne coupant la propos~e, en dehors de courbes fixes, quu 

suivant une seule courbe mobile. 

Les surfaces appel~es unieur:ales, pour lesquelles les coordonn6es s'expriment 

en fonctions rationneIles de deux param~tres, ont fair depuis C 1 e b s c h l'objet 

de nombreux travaux. Une lacune importante subsistait dans cette t~or ie .  Peru-on, 

pour une teIle surface, faire la representation param&rique de mani~re qu'it rut 
point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul syst~me de valeurs des 
deux param~tres? Cette question tr~s d~Iicate restait en suspens; nous savons 

maintenam, gr~lce ~. M. C a s t e 1 n u o v o, qu'elle dolt ~tre r~solue par l'a0firma- 
tire. On peut d~duire de 1~ que, si une surface contient une simple infir;,t8 de 

courbes rationnelles, infinit~ d~pendant rationnellement d'un param~tre,  clle est 
unicursale. 
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Que lques  travaux ont encore ~t~ consacr~s r ~ e m m e n t  ~ l'~tude des surfaces 

d'apr~s le genre de leurs sections planes. J 'avais cherch~ autrefois les surfaces 

dont  toutes les sections planes sont unicursales et montr~ qu'e~les se r~duisent 

aux surfaces r~gldes unicursales et "k la surface de S t e i n e r. M. C a s t e I n u o v o 

a cherch~ les surfaces dont toutes les sections planes sont de genre u n  et il a 

~tabli que ces surfaces sont unicursales ou r~gl~es. M. E n r i q  u e s est arriv~ ~. 

la m~me conclusion pour les surfaces dont  les sections sont des courbes hyperel- 

liptiques de genre quelconque. Rappelons encore, dans le m~me ordre d'iddes, un 

th~or~me ~nonc~ en i886 par K r o n e c k e r et que vient  d '~tablir  M. C a s t e l- 

n u o v o, d'apr~s lequel les seules surfaces irr~ductibles admettant  une double in- 

finit~ de sections planes d~composables en deux courbes distinctes sont les sur-  

faces r~gl~es et la surface de S t e i n e r. 

L'~tude des transformations d'une surface en elle-m~me, au moyen de tran- 

sformations birationnelles,  est importante pour la th~orie qui nous occupe. I1 y 

a ici encore une grande difference entre le cas des courbes et celui des surfaces. 

Tandis qu 'une transformation birationnelle d'une courbe ea elle-m~me, d~pendant 

de param~tres ,~rbitraires, fait n~cessairement pattie d 'un groupe fini et contlnu 

au seas de M. L i e, il peut en ~tre autrement  pour les surfaces. J'ai pu ~tudier 

le cas des surfaces admettant un groupe fini et continu de transformations bira-  

tionnelles; mais les cas o~i celles-ci ne forment  pus un groupe paraissent d 'un 

bien autre int~r~t. 
On volt  que, malgr~ taut de travaux et particuli~rement ceux de M. N o e t h e r 

qui out  taut contribu~ aux progr~s de la th~orie g~n~rale des surfaces alg~briques, 

celle-ci est loin d'etre aussi avanc~e que celle des courbes. I1 semble que d'autres 

hombres invariants que ceux qui out ~t~ jusqu'ici consid~r~s soient ~ introduire.  

Ainsi, il y a u n  grand nombre  de classes de surfaces pour lesquelies il n'y a riea 

t irer de la notion de g-'nre g~om~trique; j 'ai lieu d'esp~rer qu'au moins duns 

des cas dtendus, ua nouvel invariant sur lequel j 'ai r~cemment appe!~ l 'at tentiou 

et d 'autres  nombres analogues pourront  n'~tre pas d~nu~s d'int~r~t. 
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