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, Ueber eme Klasse auf einander abwwkelbarer i
S . Flachen. .

P T M L S ‘,(Von Herrn' J. Weingarten.).
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_ ‘In""d:ef"‘l‘:hé‘drie’i‘dér' krutimen Flichen ist, wie es scheint, ‘den Flachen
der Krimmungsmittelpunkte -nur ethe geringe - Aufmerksamkeit zu Theil ge-
worden. Die Bemerkung jedoch, dass die abwickelbare Fliche, welche durch
die langs einer Kriimmungslinie. einer gegebenen Fliche errichteten Normalen
gebildet wird; die entsptechende Fliche der Krimmungsmittelpunkte in einer
geodatischen Linie schneidet, enthalt, wenn wir nicht irren, die wesentlichste
Eigenschaft dieser:Flachen: Ihre weitere Verfolgung, mit Riicksicht auf einige
.von Gauss in dem: ,,Dlsqulsmones generales circa superﬁcws curvas“ gegebene
Theoreme, fiihrt. zu dem Satze, dass die Fliachen der Krummungsmlttelpunkte
derjenigen Flichen, bei denen in jedem Punkte der eine Hauptkriimmungs—
radius allein durch den anderen bestimmt ist, abgeschlossene Klassen auf einan-
"der abwickelbarer Flachen bilden. Dieser Satz, der mit der Theorie der auf
Rotationsflichen abwickelbaren Flichen im innigsten Zusammenhange steht,
ist es, welcher den Gegenstand der folgenden Mittheilung bildet.

Ist der Lauf einer krummen Oberfliche in der Art gegeben, dass die
Coordinaten «, y, 5 eines Punktes derselben bestimmt sind durch die Werthe
zweier unabhéingigen Variablen p und ¢, und bezeichnen X, Y, Z die Cosinus
der Richtung der Normalen im Punkte (x,y, 5), so geniigen diese Grossen
den Gleichungen:

x5 % 2iyglizt =0,
x= B +Y +Z = 0,
_ | X -{-Y2 —I~Z2 = 1.
Es ist vortheilhaft dieselben in die folgende Form zu bringen:
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von welchen Gleichungen nach passender Bestimmung der Grossen M, M', N, N' |
aus vier dazu geeigneten die zwei ibrigen eine Folge der fritheren sind¥). -

Sind (z,y, s) und (z+dx, y-+dy, 3+dz) zwei unendlich nshe Punkte
der krummen Flache, welche derselben Krimmungslinie angehoren, und messen
dX, dY, dZ die Unterschiede der Cosinus' der Richtung' der Normalen fnr
beide Punkte, so bestehen bekanntlich die Gleichungen: - - -

» () dx=oedX, dy=odY, ds = odZ, o
in denen ¢ den Hauptkrimmungsradius bezeichnet, welcher dem durch (w, Y, )
und (z-+dz, y+dy, 5-+ds) gefibrten Normalschnitte angehort; (:‘rlelchungen7
die die Differentialgleichung der Krlimmungshmen verireten.

Eine Vergleichung dieser Gleichungen mit (1.) zeigt, dass die le—
ferentialgleichung der Kriimmungslinien in den Variablen p und q erhalten
wird durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen '

| Mdp+M'dg = gdp,
Ndp+N'dg = ¢dq,
und dass ferner o bestimmt wird durch die quadratische Glelchung' a
| M—e n | ”
| NN '—o| 3
Bezeichnet man die Hauptkrammungsradien; welche dem durch dlé‘Werthe
von p und ¢ bestimmtien Punkte der betrachteten Oberfléche angehﬁren, durch
p und o', so wird:

i

o 3) §@+9’ MEN,

. oo = MN'—M'N. - N

Aus diesen Beziehungen geht zugleich hervor, dass die Differentialquotienten
der Coordinaten -einer auf eine Ebene abwickelbaren Fliche nicht in die Form
der Gleichungen (1.) gesetit werden konnen, in welcher die Grossen M und

N im Allgemei'nen endlich vorausgesetzt sind.

: 2‘ Die" wirkliche Darstellung der Grossen M, M', N, N' ist fir das F olgpndp
entbehrlich. Eine leichte Rechnung ergiebt, wenn man swh der von Gauss emge—
fithrten Bezeichnungen bedient: TR : i

DE— D’F S PEEDP oy Y
M =—F5— ]/EG FF, N#W}/EG FIE‘

"——DG B"F DG —D'F :
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'/ ./ Die Variablen p. und ¢ bestimmen auf der vorgelegten Fliche zwei
Systeme. von Curven, in .der Art, dass fir das eine nur p, fiir das andere
nur ¢ 'verdnderlich ist.. Wir wihlen fir das Folgende diese Variablen so,
dass .dem ersten Sysieme eine. Schaar- von Kriimmungslinien entspreche, dem
wweiten -aber die Sehaar derjenigen Curven, fiir welche der Hauptkrimmungs-
radius, der dem gewihlien Systeme von Krimmungslinien angehort, unver-
tindert bleibt. Diesen Forderungen geschieht Geniige, wenn man die Variable ¢
aus der Bedmgung hestlmmt dass g = Const. die Gleichungen einer Kriim-
mungslmlenschaar darstellt und wenn man fir p den dieser Schaar zugehorigen
Krimmungsradius wahlt. In Beziehung auf die Variable ¢ bleibe es vorbe-
halten, eine beliebige Functlon derselben als neue Varlable elnzufuhren, wo-
durch dle gestellten Bedlngungen in Nichis verletzt Werden
Die Einfihrung der eben definirten Variablen p, ¢ als unabhangiger

Variablen ist im Allgemeinen fiir jede Fliche auf zwei Weisen moglich; eine
" Ausnahme hiervon bilden offenbar die Ebene und die Kugel, fir welche sie
gor nicht, und diejenigen Fldchen, deren einer Haupthrimmungsradius lings
der correspondirenden Kriimmungslinie unverandert bleibt, wie z. B. die de-
veloppabelen und die Canalflichen, fir welche diese Einfihrung nur auf eine
Weise moglich ist.

| Sind &, 7, Z die Coordinaten des dem Krimmungsradius ¢ = p ent-
sprechenden Krimmungsmittelpunktes, so ist:

“4) =— § pX, y—n=pY, z—-C=pZ

In Bezichung auf den Punki- (w—{— T dp, y-+ ay dp, z+—g—§~ dp) werden diese
Gleichungen:

- . L0z ok oX
pora e | (@;—“gz‘;)dp = P‘gp“dP+XdP,

Poos oo BN

- Jroy 8 oY
6 {(5E —~-—”—)dp =pg,;-dp+mp,

( )d -—p dp+de

Eihe:‘ allemigen Veranderung von p entsprlcht, vermoge der Definition der
q Variablen p, q, ein Foriricken vom Punkte (z, y, z) zum Punkie (x4 dz,
y+dy, 5+dz) der Krimmungslinie ¢ = Const.

In Foige dessen ist- nach den Gleichungen (2.)

L -O% oZ
‘g““i’ @*dﬁ, ;gg“dpxp—g——dp, = pap dp,

4
e .o ! )
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" und die Gleichungen (5.) ergeben:

ox  0X ¢
P A=
ay oY _____(912
6) Vo =P Y="g>
fs _ 02, o
op Pop> - op

Hiernach bestimmen sich die Coordinaten x, y, z durch die Coordinaten des
entsprechenden Kriimmungsmittelpunktes folgendermassen :

—ep —p—p L s
(7.) w-&—p—c%—, Yy=n"Pgp» Z—C—PW'

Die Substitution dieser Werthe von «, y, 3, X, Y, Z in die Gleichung:
ox dy o5
fiihrt auf die folgende: .

[(as) +<§Z> +(g§>] 08 08 L on on | & &
dp 69 ' p aq dp 9q

£)=2E py,
9q
welche sich wegen:
: E=X+Y+7Z'=1
m ok ot 0 {
B) 0=t o+l gtir oo =F
verwandelt.

Aus derselben folgt, dass auf der Fliche der Kriimmungsmittelpunkie
den Variablen p und ¢ zwei Systeme von Curven entsprechen, welche sich
in jedem Punkte unter rechten Winkeln schneiden. Dasjenige dieser Systeme,
fiir welches allein p verdnderlich ist, ist, wie bekannt, ein System geodatischer
Linien. | '
Vergleicht man die erste Reihe der Gleichungen (6.) mit den Glei-
- chungen (1.), so bemerkt man, dass fir die gewdhlten Variablen

- M=p, N=0
wird. Die in (3.) gegebenen Bestimmungen der Hauptkrimmungsradien zeigen
alsdann, dass N' identisch ist mit dem zweiten Hauptkrimmungshalbmesser ¢,
welcher in der Folge der Analogie wegen durch p' bezeichnet ist.

‘Mit Beriicksichtigung dieser Bemerkungen und nach ‘Substitution der
Werthe von =, y, 3, X, Y, Z in &, 5, §, stellt sich die zweite Reihe der
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Gleichungen (1.) in folgender Form dar:

I R e , 5
B Popog = M TP Gpog
on 9’n _ ) O ! a’n
o~ N S
og &L 0L, 9%
“Popog = Mo P gpag

welche Gleichungen, nachdem man sie der Reihe nach mit gé g;’ , —g—g-
multiplicirt und addirt hat, die Beziehung:

(Y (@Y () = (g 22y (G )G

ergqben. Bezeichnet man durch G die Summe:

(o) +Gea) + (g

so wird, wenn man den, wegen F =0 und %?:O, verschwindenden Theil
unterdriickt: '

_ p—p 9@
=5
und folglich:

" Ip_

G = Qesz’—?',

wo ( eine Function von ¢ allein bezeichnet.
Die Functionen &, 7, { geniigen daher den Differentialgleichungen:

E=(5)+(G) +(5) =1,

0k 0§ | Indn AL O
F= 8p5q+8p s tapag =0

BV +(F) = e,

in welchen Gleichungen man, unbeschadet der Allgemeinheit, Q =1 setzen
kann, was mit der Einfihrung von

Jvodq
als neuer Vamahlen aequivalent ist. -
Diese bemerkenswerthen Relationen fihren unter der Voraussetzung,

dags ¢/, d. i der zweite Heauptkrimmungsradius der vorgelegten Fliche, nur
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von p abhiinge, dass dieser also der Bedingung

= l(p))

welcher ohne Weiteres eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
zu substituiren ist, geniige, auf die oben ausgesprochenen mit der Theorie
der abwickelbaren Fléachen zusammenhingenden Folgerungen. ‘

Unter dieser Voraussetzung erhélt man:

E=1, F=0, Gzey"”ﬁﬁ%ﬁ:(p(p).
Das Linienelement do der Fliche der Krimmungsmittelpunkte, welche dem
Radius p entspricht, wird also:
do® = d&+dn*+dG* = dp*+ ¢ (p) dg’,
ein Ausdruck, welcher durch die Wahl der Variablen p und ¢ dem Linien-
elemente der Fliche der Krummungsmlttelpunkte jeder krummen Oberfliche,
welche der Dliferentlalcrlelchung :

= A(p)
geniigt, gegeben werden kann.

Es besteht daher folgendes Theorem:

Die Flichen der Krimmungsmittelpunkte aller Oberflichen, bei denen
auf gleiche Weise in jedem Punkte der eine Hauptkrimmungsradius allein
durch den anderen bestimmt ist, sind auf einander abwickelbar.

Es ist zu untersuchen, ob die durch das eben ausgesprochene Theorem ge—
gebenen Flichen, deren Linienelement sich in die Form

, dp*+¢(p)dg*

setzen lésst, die einzigen sind, denen diese Eigenschaft zukommt. Diese Form
ist bekanntlich diejenige, die bei passender Bestimmung der Function ¢(p) dem
Linienelemente einer jeden Umdrehungsfliche gegeben werden kann. Unsere
Frage ist daher identisch mit der: ob eine jede auf eine gegebene Umdrehungs-
fliche aufwickelbare krumme Oberfliche in dem Systeme der Krimmungs-
mittelpunktsfliichen einer durch die Gleichung p’ = 4 (p) characterisirten Flachen~
familie enthalten ist.

-Es geien
= rcosq,
P = rsinq,-
W = F'(r) .

49 *
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die Gleichungen einer Rotationsfliche. Fiir das Quadrat des Linienelementes
ergiebt sich: )
“dut+do’ +dw? = (1+F'(r))dr*+r*dg’.

Die Substitution

p = ﬁ md";
aus welcher folge: :
r* = ¢(p),
giebt demselben die verlangte Form: ,

du’ +do*+-dw* = dp*+ ¢ (p)dq*.

Bezeichnen &, 7,  die Coordinaten des dem Punkte (u,v,w) bei der Ab-
wickelung correspondirenden Punktes einer auf die Rotationsfliche abwickel-
baren Fliche S. Drei bestimmten Werthen «, v, w entsprechen drei zuge-
horige §, n, {. Die ersten sind bestimmt durch gewihlte Werthe von p
und ¢, in Folge dessen auch die letzten. Es sind daher &, #, £ Functionen
von p und ¢, welche nach dem Begriffe der Abwickelbarkeit die Bedingung

du*+do*+-dw® = d& +dn*+dE
verificiren miissen. Sie erfiillen alsdann die partiellen Differentialgleichungen:
= ()
o) = (55)+(E0) + (5

‘Man betrachte jetzt die Grossen

. 9
(10) " {y = 1—pgy>
s=torg -
was - allgemein zu reden mﬁgiich* ist, als die Coordinaten eines Punktes einer

dritten Flache T, und bezeichne der Kirze wegen durch X, Y, Z die Dif-

. ‘ o o e] < 3y .
ferentialquotienten: —-E—?, “’3’57.’ —-375—- Alsdann sind die Gleichungen

A

Xde+Ydy+Zds = 0,
XYz =1
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eine Folge der nach der Voraussetzung erfillten Gleichungen (9.), und sie
lehren, dass X, Y, Z die Cosinus der Richtung der Normalen im Punkte
(z,y,s) der Fliche T sind. Es ist leicht, die geometrische Bedeutung der
Variablen p, ¢ in Beziehung auf diese Fliche zu ermitteln. Man hat nur die
Werthe der Coordinaten z, y, s und der Cosinus X, Y, Z in die Gleichun-
gen (1.) einzufithren, um zu bemerken, dass wegen der identisch erfiillten
Gleichungen : |
oz (). 4 ay ay dz oz

P @ Par B Po
die Relationen ,
M=p, N=0
‘stattfinden. In Folge dessen erhalt man zur Bestimmung der Hauptkrimmungs—-
radien in einem Punkte der Flache T die Gleichungen:

¢+¢" = p+N,
¢¢' = pN'.
Aus ihnen und dem Systeme der vorhergehenden ersieht man, dass die Grossen
g, p, N' der Reihe nach mit dem Parameter der einen Schaar von Kriim-
mungslinien der Fliche T, dem ihnen entsprechenden Hauptkriimmungsradius
und dem anderen p’ identisch sind.

Eine schon durchgefiihrte Behandlung der zweiten Reihe der Glei-
chungen (1.) fithrt wieder auf die Gleichung

ORI NE I A phicl)

welche sich vermoge der letzten der Gleichungen (9.) in

s

, 9o(p) = 252 (p)
verwandelt. Aus dieser erglebt sich:

(11.) p'=p— ‘/"’(")d;/ ()'—l(p)-

Die Flache T gehort daher zu der Klasse derjenigen Flichen, bei denen in
jedem Punkte der eine Hauptkrimmungsradius durch den anderen allein be-
stimmt ist. Sie hat die Fliche S, wie die Gleichungen (10.), wenn man ihnen
. die Form ‘ ‘

a;_..g_——__pX, !I';ﬂ.:PY,, 5——§=pZ
giebt, lehren, zur Fliche. der Krimmungsmittelpunkie.
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- Das Ergebniss unserer Untersuchung wiirde daher das Resultat sein,
dass dle Klasse derjenigen Flachen, deren Linienelement die Form
dp*+¢(p)dq*
gegeben werden kann, in der That congruent ist mit dem Systeme der dem
Hauptkrimmungsradius ¢ entsprechenden Schaalen der Flichen der Krimmungs-
mittelpunkte einer durch die partielle Diﬁ‘erentialgleichung

o' =0—Vo(o) d}, () =1(e)

characterisirten Flachenfamilie, wenn nicht ein Umstand zu beriicksichtigen
wire, der dieses Resultat, obgleich nicht wesentlich, beeintrdchtigt. Die
eben aus den Gleichungen (10.) gezogenen Folgerungen sind némlich illusorisch
in dem Falle, dass diese Gleichungen den Lauf einer Fliche nicht bestimmen.
Alsdann aber sind die Grossen «, y, s bestimmt durch die Werthe einer
einzigen Verinderlichen 7, die selbst Function beider Variablen p, ¢ oder
einer von ihnen sein wird. Die in Folge der Gleichungen (9.) identisch er-
filllten Gleichungen :

oz 9k  dy Oz 0¢

Op ¢ o op 8q +5 p 9q 0,
Ox § 0y on  Ox O _ ,
8q 9q 9 T o 99 Jq +357 dq oq ¢(p) | r9'(p)
werden unter dieser Voraussetzung '
Oz 6 , oy o5 O B
(Té’q—’_é’t 6q+¢9r Oq _65—“0’
(12) 6 Ot Oy Om | O O

9t ¢ T or o "ot oq aq = ¢(p)—1p9'(p)-

Das Bestehen dieser Gleichungen verlangt entweder
ox Of dy On 0z 0¢

.. ot 8q+6t 6q+81 6q~0
oder ‘
Jt
5 =0

kst ‘die erste dieser Bedingungen erfillt, so erfordert die zweite der Gleichun-
gen (13.), dass:
B (13.). o(p)=1p¢'(p), also: #(p) = =¢p’,
+ und folglich:

d€*+-dn’+d? = dp’+cp*dyg’;
eine Form des Linieneletémtes, die nur einer auf ecine Ebene abwickelbaren
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Fliche zukommt, welche Eigenschaft fir die Fliche $ nicht vorausgesetzt
sein soll.

Die Erfiillung der anderen Bedingung g = 0 reducirt die drei Grossen

z, y, # auf drei Functionen V, V', V" von ¢ allein, wonach &, n, & von
der Form

§ =pU 4V,
(14)  {n =pU +V),
C — pUII+VII

sein miissen, in welchen Gleichung U, U', U" ebenfalls nur durch ¢ bestimmte
Grossen andeuten. Da in dem Linienelemente der durch diese Gleichungen
dargestellten Flichen der Coefficient ¢(p) von dg® nur Function von p sein
soll, so tritt der zu behandelnde Fall nur ein, wenn

¢(p) = ep*+20p+7,
‘wo a, [3, y Constante bezeichnen, oder ebenso allgemein durch_eine Ver-
schiebung des Anfangspunktes von p, wenn

15)  ¢(p) = ep’+7-
Diese Form von ¢(p), in welcher die durch (13.) gegebene enthalten ist, ist
daher die einzige, mit welcher das Eintreten des eben erorterten Umstandes

verkniipft sein kann. Zur vollstindigen Ermittelung der Flichen, deren Linien-
element sich in die Form

do* = dp*+{ap*+y)dg
bringen lésst, ist folglich die Kenntniss der durch die aus (11.) hervorgehende
partielle Differentiaigleichung <

00’ = —7

p .
definirten Flichen nicht hinreichend, sondern es ist noch den entsprechenden
Krimmungsmittelpunktsflichen die Familie der aus geraden Erzeng'ungshmen
gebildeten Flichen (14.) mit der Bedingung, dass das Linienelement . .die ver=~
langte Form annimmt, beizugesellen. Es hat keine Schwierigkeit, die sechs
Functionen U und V der Gleichungen (14.) dieser Bedh ingung gemiss durch
eine willkiirlich bleibende zu bestimmen. Unter den durch sie dargestellien
Flichen ist z. B. die Schraubenfliche .

§=pcosq, n=psing, C=aq
enthalten, deren Linienelement gleich dp*--(p’+a’)dg’ wird, und die sich nicht
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wie die Umdrehungsfliche der Kettenlinie

g = L(e"+e ),
welche dasselbe Linienelement liefert, als die Fliache der Krimmungsmittel-
punkte einer Fliche von constanter negativer Krimmung ——7;; ansehen lésst.

‘Aus dem ehen Bewiesenen ergeben sich folgende auf die Theorie der
auf Rotationsflichen abwickelbaren Flichen beziigliche Sitze, welche, nach
Erledigung des auf die partielle Differentialgleichung g¢'= ¢ beziiglichen Aus-
nahmefalles, ohne Riicksicht auf denselben ausgesprochen sind:

Das System der dem Hauptkrimmungsradius ¢ entsprechenden Schaalen
der Flachen der Krummungsmlttelpunkte einer durch die partielle Diffe-
rentialgleichung
= ()
characterisirten Fliachenfamilie, constituirt eine abgeschlossene Klasse von
auf einander abwickelbaren Flichen, als deren Reprisentant eine mit der
Function 4 bestimmte Rotationsfliche angesehen werden kann.
Und umgekehrt:
Die Klasse der auf eine gegebene Rotationsfliche abwickelbaren
Flachen ist congruent mit dem Systeme der dem Radius ¢ entsprechenden
Flichen der Krimmungsmittelpunkte einer durch die partielle Differential-
gleichung .
= 4(¢)
charakterisirten Flachenfamilie, in welcher die Function i der vorge-
legten Rotationsfliche gemiss zu bestimmen ist.

Diese Theoreme, welche eine nothwendige und hinreichende Eigen-
schaft der auf Rotationsflichen auflegbaren Flichen kennen lehren, fiihren
wenigstens in einem Falle -zur endlichen Darstellung einer vollstindigen Klasse
von ‘auf eine specielle Rotationsfliche abwickelbaren Flichen. Es ist dies
der Fall, in welchem -die zwischen p “und ¢' staitfindende Gleichung dle]emge
der Flachen kleinster Oberflache

e+¢ =0
wird, deren Integration bekannt ist. Unter dieser Bedingung ist der ge-
meinschaftliche Ausdruck des Linienelementes aller Krimmungsmittelpunkts-
flichen dieser Flachenfamilie:

do® = dp*+pdg’.
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Die Umdrehungsfliche, deren Linienelement diese Form annimmt, ﬁn.dﬁt‘éh
durch eine leichte Rechnung als durch die Gleichungen

r = __;_I/Z?‘Z“i +4log (2r4-y4r—1),

r = yEI7
gegeben. In der That, setzt man:

§ = ypeosq, '

7 = ypsing,

= —4yp(p—1)+4log (2yp+yip—1),
so ergiebt sich:

45’ 4-dif +dC* = dp*+pdg’,

wie verlangt wurde. Die Meridiancurve dieser Umdrehungsfliche ist, wie
man weiss, die Evolute der Kettenlinie:

’ — %(e4x+e—~4x), '
ein Resultat, welches auch ohne Rechnung ersichtlich ist, wenn man sich

daran erinnert, dass die Umdrehungsfliche einer jeden Kettenlinie (um die ent-

sprechende Axe) eine Fliche ist, welehe der partiellen Differentialgleichung
ete' =0

Geniige leistet, und folglich ist die Umdrehungsﬂache ihrer Evolute die ent-
sprechende Fliche der Kriimmungsmittelpunkte.

Die Fliachen der Kriimmungsmittelpunkte der Flichen kleinster Ober-

fliche bilden daher die Klasse der auf die Rotationsfliche einer oder

-~ richtiger jeder Kettenlinienevolute abwickelbaren Fléchen.

Was schliesslich die auf eine Ebene abwickelbaren Flichen betrifft,
welche sich unseren Betrachtungen wegen der Form, in welcher dieselben
gefthrt wurden, entzogen haben, so iberzeugt mam sich leicht und auf ver-
schiedenen Wegen, dass die Flacben ihrer Krimmungsmittelpunkte, wenn
solche existiren, wiederum auf eine Ebene abwickelbare Flichen sind.

Berlin, im Juni 1861.
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