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SUR LES f lQUATIONS DE L A P H Y S I Q U E  MATHflMATIQUE;  

Par M. H. P o i n o a r 6 ,  k P'aris. 

Aduna.aza deL 2 5 matzo x,89~ 

On connait l'6quation des vibrations transversales d 'une mem- 
brane tendue. 

Si dco d6signe un 616ment de surface de la membrane, p sa 
tension, ? sa densit6 superficielle, w la quantit6 dont le point x, y 
s'6carte de sa. position d'6q.uil~re ('dans ~e sens' transversal, c'est-~t- 
dire perpendicutalrement ~t Ta membrane ou parall~I'ement ~t 1'axe. 
des z~, si T repr~sente l'~aergie cin+tique, et ~I'6rmrgi'e potenGelle, 
o n  a U ~  7 

T - -  2 J k d t /  ' 

d'o~ Yon tire l%quation : 

f~ d2 w d2 w d ' w  
p dP. - - c t x  ~" + d f  - -  

- - - - A w .  

Si le mot~ement  eat p6riodique, on aura : 

w --- u s i n  t ~  t~  
'T7 

Rend. Circ. Matem., t. VIII, parte I*.--Stampato il 3 aprile i894. 8 
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t o et ~- ~tant des constantes et u une fonction de x et de y seule- 
ment; et il viendra : 

( i )  au  + " f f ~ u  : o. 

D'aut re 'par t ,  sur le contour de la membrane -on devra avoir 
~t - -"  O. 

La m~me ~quation se rencontre dans l '~tude des petites �9 vibra- 
tions d 'une  masse gaz.euse enferm~e dans un vase solide. Si �9 est 
le potentiel des vitesses, on devra avoir : 

dt r " - -a~Ar  - -  Ldx + dy---r + dz ~1 " 

La condition ~t la limite n 'est  pas alors ~ - - o ,  mais 

d ~  
d--~-- o. 

On rencontre encore la m~me ~quation avec d'autres conditions 
aux limites dans les probl~mes relatifs k l'61asticit6 des corps solides 
et dans beaucoup d'autres probl~mes de physique inath6matique. 

J'insisterai seulement ici sur les probl~mes relatifs /1 la th6orie 
de la chaleur. Si V d~signe la temperature, on aura:  

dP" 
(2) dt : KA'V' 

K 6tant le  coefficient de conductibilitY; et ~ la surface du corps: 

d V  
clu + b V - - o ,  

h 6tant une constante positive proportionnelle au pouvoir 6missif. Si 
on veut que  l 'on a i t :  
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U ne d6pendant que de x et de y, il viendra : 

59 

(3) a u  + -R-u = o. 

Cela suppose qu'il n 'y  air ~t l'int&ieur du corps aucune source 
de chaleur. Supposons que dans l'~l~ment de volume d~" du corps 
il y ait une source de chaleur qui produise, dans le temps dl, une 
quanfit6 de chaleur: 

qdtd..  

Soit p la densit~ du corps, p. sa chaleur sp6cifique; 
(2) deviendra : 

et l'6quation (3) :  

dV  .q_.q_ 
dt . _ ~ K A F ' +  PP" 

o~ q e~' 
AU +--~u + ~-~K --o. 

I 

En posant enfin : 

0~ 8 cr 

p ~ K - - f  

l'6quation 

on trouvera : 

(4) a u W ~ u  W f - - m  

Pour qu e u soit ind~pendant de t, il taut supposer qu'il en est 
de m&ue de f et par consequent que q varie proportionnellement ~t 
l'exponentielle e ~ ' .  Je regarderai f c0mme donn~e. 

L,: cas ~r plus int~rcssant est ,:elui .o~ ~ ct ~. sont nuis  et off 

V e t  q sont ind~pendants du temps. L'~quation (4) devient alors: 

a u . + f - - -  o, 
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avec la condition aux limites : 

du 
d--n + h u - - o .  

C'est le probl~me des temp#atures stationnaires. 
Si le pouvoir ~missif devlen~ nul, 13 condition se r~duit it 

du 
d--~ = o .  

Si b est infini, rile se r&duit 

U - - - - O .  

Nous nous poserons donc le probl~me suivant. 
Soit D u n  domaine situ~ dans le plan ou dans l'espace k trois 

dimensions; soit F sa fronti&e qui sera une ligne dans le premier 
cas ou une surface dans le second. Je supposerai que F s e  compose 
d'un nombre fini de portions de surfaces ou d'arcs de courbe ana- 
lytiques. 

Je d&ignerai par dz- un 61&nent ,de D et par d o  un 6l~ment 
de F; si D a trois dimensions, d~" sera un volume et do  une sur- 
face; si D n'a que deux dimensions, dv  sera nne surface er dos une 

du 
longueur. Je d&ignerai par 7/'n le rapport "2t d n - d e  l'accroissemcnt 

du que subit la fonction u quand on parcourt une longueur infini- 
ment petite dn sur la normale ~ F en allant vers i'ext6rieur de D. 

J'aurai trois coordonn6es x, y, Z ou deux seulement x, y selon 
le nombre des dimensions de D. 

Je me propose de d6terminer une fonction v satisfaisant, ~t Fin- 
t&ieur de D, ~ la condition: 

~v + ~v + f - - o ,  

et sur la fronti~re F ,~ la condition: 

"dr  
71-~ + h v - -  o, 
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et qui de plus ~t l'int~rieur de O est continue ainsi qtm ses d6rlv~es 
des deux premiers ordres. 

Les constantes { et b sont don:n6es ainsi que la ranorion f .  
Dans certains cas je supposerai f - -  o, ~ # o e~ ie ~e suppa- 

serai plus que ~ soit donn6. 
Les cas de ~--o,  f - - o ,  b'--o, b----oo m&it:ent d'attirer par- 

ticuli&rement l'attention. 
Pour des raisons qu'on comprendra plus tard, je me r~serve de 

donner 5 ~ des valeurs poskives, n6gatives, ou m6me imaginaires. 
\ 

Le probl~me ainsi pos6 a d~jk fait l'obiet de travaux nombreux. 
Le plus important est celui de M. S ch w a rz (~ Festschrift zum 

Jubelgeburtstage des Herrn W e i e rs t r a s s ,), dont les r&ultats out 
6t6 compI6t~s par une note de M. P i c a r d  ins6r6e aux �9 Comptes 
Rendus , du 16 octobre 1893. 

D'autre part M. P i c a r d  a traitS, dans un m~moire ins~r~ au 
tomo VI, 4 ~=~ s6rie,, du ~ Journal de Liouville , ,  des qtrestions qni 
se rapportent k des ~quations aux d~rlv~es partielles, darts lesqudles 
celle qui nous occupe rentre comme cas particulier. 

On  pourra .consulter avec fruit de nombreuses notes du m6me 
auteur clans divers volumes des ~ Comptes Rendus ,  dept~is i889. 

J ' a i  eu moi-m~me l'occasion dem'occuper :de ces 6quaticms darts 
un m~moire que j'ai publi6 dans le tome XiI de i' �9 American J o m ~ l  
of Mathematics , .  

J e  feral h tous ces ouvrages de nombreux emprants, .ainsi que 
je l'expliquerai- clans la suite. 

~1. 

Eonc$ions de Green, 

L'~tude de l'6quation qui non3 occupe se rattache directement 
k celle de l'~quation de L a p l a c e  : 

A U  - - -  O~ 

q.ui est, .comme on sait, beaucoup plus avanc~e. 
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Le probl~me dit de D i r i c h l e t  consiste ~ trouver une fonction 

u qui ~ l ' int~rieur du domaine D satisfasse .~ l'~quation de L a p 1 a c e 

et qui prenne des valeurs donn~es sur l a  fronti&e de ce domaine. 

Gr~tce aux t ravaux  de S c h w a r z  et de N e u m a n n  on salt r&oudre  

ce probl&me dans un tr~s grand nombre de cas. 

On pourra aussi t rouver une fonction u qui s~ttisfera aux con- 

ditions suivantes. A l ' in t&ieur  de D on aura :  

~u--'f 

et sur la fronti~re 

U - - -  ~ ,  

f et q~ 6tant deux fonctions donn&es. 

Une fonction, connue sous le nora de G r e e n , ~ j o u e  dans la so- 

lution de ces divers probl~mes un r61e tr~s impt~rtant. Je vais rap- 

p e l e r  sa d&finitioa et celles de ses propri~t& qui me seront utiles 

dans la suite. 
Sok m un point mobile dont l e s  coordonn~es seront les coor- 

donn~es courantes x, y,  Z; ~" un point fixe d o n t  les coordonn&s 

seront ~, -~, [;  r la distance m~;  ces deux points sont  supposes in- 

t~rieurs k D.  
La fonction de G re  e n G satisfera aux conditions suivantes:  

x ~ A. l ' int~rieur de D, on aura :  

~ G - - o .  

2 ~ A la fronti~re, on aura :  

G~_~ o. 

3 ~ A l ' int6rieur de D, G sera finie et continue alnsi que ses 
~ �9 

d&iv~es, sauf pour r - - - o ,  c est-a-dlre quand te point m viendra 

e n  ~.. 

4 ~ Si D a trois dimensions, la diff4rence 

I 

4 ~ r  
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restera finie et continue pour r -~-o .  Si D a deux dimensions, la 

diff&ence 

G + 2-~logr 

restera finie et continue pour r - - - o .  
Ces conditions su~sent pour  d&erminer l a  fonction G; il n 'y  

a qu'une foncti.on de G r e e n  qui corresponde ~ un domaineD donn6 
et ~ un point-p, donn& De plus il y en a t0ujours une et on',sait 
la former quand le domaine D est limitS, comme nous le supposons, 
par un hombre fini de lignes ou de surfaces analytiques. 

Si une fonction u satisfait ~ l'interieur de D k l'6quation 

A U - - - f  - 

et s'annule ~h i  fronti~re, on aura:  

(0 

G d~pend en effet ~ la lois de x, y, ~, et de ~, ~, [. II va sans 
dire que si le domaine D n'avait que deux dimensions, u d~pendrait 
seulement de x et y, f de ~ et "o, G de x, y, ~ et "~; et l'int~grale 
trip!e portant sur les diff~rentielles d~, d~, d [ devrait &re remplac& 
par une int~grale double portant sur les diff~rentielles d~, d~. 

I1 est ais~ de trouver des in~galit~s auxquelles dolt satisfaire la 
fonction de G re  e n. Si le domaine D a trois dimensions on aura" 

I 
o < G < - -  

4 ~ r  

D'autre part, si ro et r, sont la plus petite et ia plus grande 
distance du point F" ~- la fronti6re de D, on aura:  

I I . I I 
- - ~ <  G <  

4 w r  4~ro 4 ~ r  4wr~ 



CeSa. rkent. ~ ce q~e. la fo~r G- ne  peut avoir de mimmun~ 

l'int6rieur de D et qu'elle s'annule ~ la fronti6re. D ' a u t ~  pint  

la diff6rence G I - -  - -  ne peut avoir ~ l'int6rieur de D ni maximum, 
4 w r  

ni minimum, et sur la fronti6re de D e l l eva r i e  entre les limites 

I I 
e t  

4 ~ ro 4 ~ r, 
Si le domaine D n'a q ue deux dimensions,: ces in6galit~s doivent 

&re remp[ac6es ]~ar ].es suivantes :. 

ro 
G > o~ log,--7- < 2 ~ G < log r, .. 

De tout cela on d6duit imm6diatement, si D a trois dimensions : 

f f r: f Gdx--  [GId-r < T <~ T ; G*d,:<--~<4---~, 

l &ant la plus grande dimension de D; c'est4-dire la plus grande 

distance de deux points de la fronti~re de D. 
Si D n'a qu~ deux dimensions ces in6garit6s dohrent &re rem- 

plac6es par les suivantes : 

r t r ,  

O~ l?et~t 6galemcnt assigner une limite sup6rieure N ~. 

flfd.TGI d rlaOl   I'dx I J l ~ - d T [  " 

On peut d6duire de 1/t des cons6quences importantes comme l'a 
montr6 M. P i c a r d dans sor~ m4moire tit6 plus haut du ~ Journal de 

Liouville , .  

Revenons /t la relation (I). Soit F le maximum de ~, M - - P  
2 

l, f ou - - ,  une limite sup6rieure de Gd,r. On aura: 
4 

,,,1 luI<M.F, la-~-i < N. F, ~-y : < N.F. 



SUR LES ~.O_UATIONS DE LA PHYSIQUE MATH~MA.TIO.UE. 6 5 

Si maintenant la fonction f a ses d&iv&s du I er ordre finies, 

et que F, soit une limite Sup&ieure du module de ces d6riv6es, les 
d6riv6es secondes de u seront plus petites en Valeur absolue que 

PF +.P,F, ,  

P e t  P, &ant deux constantes positives ne d~pendant comme M et 
N que du domaineD,  

Int~grales de Schwarz. 

Soit f une fonction donn& e t  ~ une constante donn~c et pro: 
posons-nous de trouver une fonction v qui h l'int~rieur de D sati- 
sfasse h l'~quation : 

(0  Av + ~ v  + f ' - - o  

et qui s'annule sur la fronti~re. Je d~signerai cette fonction, si rile 
existe, par la notation : 

v = I f ,  ~]. 

A l'exemple de M. S c h w a r z ,  je me propose de d6velopperv 
suivant les puissances croissantes de ~ en &rivant : 

(2 )  V = V o  -~- v ,~  + v2~ ~ + ;5"  

Je suis ainsi conduit h la suite d'~quations : 

Av o + f " - -  o 

Av, + % - - 0  

( 3 )  . . . . . .  - �9 �9 

Av,, + v,,_, --- o 

�9 * . * * , �9 * . 

Rend. Circ. Matem., t. VIII, parte vL---Stampato il 4 aprile i894. 9 
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qui d&erminent compl~tement les fonctions v. si on adjoint la con- 

dition, h laquelle ces fonctions sont asl:reintes, de s 'annuler  sur la 
fronti6re de D. Si nous d&ignons par d r '  le produit des trois dif- 

f~rentielles d~ d~ d~, par f '  et v" ce que d e v i e n n e n t f e t  v~ quand 
on y remplace x, y,  Z par ~, ~," ~, nous trouverons : 

f f f % - -  G f ' d v ' ,  v - -  G " ' , %-- -  ' ' . . .  v o d v  , . . . Gv,_~ d.r , 

Si f est toujours positif, il en est de m&me de toutes les fgnc- 
tions v.. C'est ce qui arrive dans l 'hypoth6se de f - -  I envisag6e 

particuli+rement par M. S c h w a r z .  Mais, si comme je le suppose, 
f peut avoir un signe quelconque, iI en est de m~me d e v , ,  mais 
cela ne changera rien aux r&ultats essentiels. 

Formons maintenant les. int&grales consid&6es par M. S c h w a r z 

dans son m6moire t i t6 : -  

W , , , - "  v , , v , d ' r ;  " " - - a \ d x  d x  + d y  d y  d z  d z ]  

M. S c h w a r z  a d6montr6 les th6or6mes suivants : 
I ~ On a 

W.~.=  V.~,..-- W~,.._, = Wo..+. 

de sorte que nous pouvons Simplifier la notation et &rire W.,+. au 
lieu de W=... 

2 ~ Les int6grales W,..,, et /1,... sont toujours positives. 

3 ~ Enfin on a :  

w, w= w, 
Wo < >-7 < m( < . . . .  

Ces r6sultats subsistent quelle que soit la s f et je n'ai 
rien .~ changer h la d6monstration de M. S c h w a r z ;  le seul point, 
en effet, off le fhit que %, est positif semble jouer un r61e est le 
suivant : 
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, Well dass Doppelintegral l'P'o..-,, dit M. S c h w  arz,  nur po- 

sitive Elemente enth~ilt so hat jedes Doppelintegral fVo%_,d': bei 
. . /  

welchem die Integration tiber ein Theil des Gebietes D erstreckt 
wird einen endlichen Werth, welcher kleiner als Wo.~_, ist , .  

I1 est clair que si v._, n'est pas toujours positif, on pourra en- 
core assigner ~ cette int~grale double une limite sup~rieure qui ne 
sera plus Wo.._ ,mais  : 

f lVo %_d d *:. 

Le reste de la d&monstration n ' e n  serait pas chang& 
En tenant compte de la relation 

//n "--- d'l" 

on trouve ensuite,-comme dans le m6moire de M. S c h w a r z :  

~t" I N21' ,.~t f �9 v=. < j ~ , v . _ o  a G = d.r 

OU 

,,~ < Q2 nz=._2 ' 1,,~I < QVw,,,_=, 
l l 2 

f2 2 &ant 6gal k - -  ou k - -  suivant que D a trois ou deux di- 
4 x 4 n 

mensions~ 
It en r~sulte que, si T d6signe le volume ou la surface de D, 

i[ vient : 

w,, < Q' rw,~_2. 

Cette formule est toujours homog~ne; Q~ Z/" est en effet touiours 
la quatri+me puissance d'une longueur, "que D ait trois ou deux di- 
mensions. 

I1 en r~sulte encore que:  

W2n...-1 
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ou bien que : 

Ho POINCARE. 

W, W~ W3 
 <WT<WT< .. 

Donc le rapport 

w .  

tend vers une limite finie et d&ermin6e, positive et plus petite clue 

Q V - ~ .  i1 en est de m&ne du rapport 

Donc la s~rie: 

(4) o0-Vwo + ~ Q V W ,  +~'O.V-w4 + . . .  + ~  ~ V w = , +  . . .  

converge absolument, pourvu que 

I 

< V----g 

Or les termes de la s&ie (4) sont ind~pendants de x, y, Z et 
plus grands en valeur absolue que ceux de la s~rie : 

(5) v, + ~v= + ~:v, + . . . .  

Donc la s&ie (5) converge absolument et uniform&nent (par rap- 
port ~t x, y et Z), pourvu que 

I 

iI en est donc de rngme de la sdrie (2). 
Je dis maintenant que la sbrie (2) satisfait ~l t'~quation (0 -  
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En effet la s6rie 

converge aussi absolument et uniform~ment, et on aura :  

+ 

D'autre  part, chacun des termes de la s$rie uniform6ment con- 
vergente (2) s 'annulant  h la fronti6re, il en est de m~me de v ,  Jr 

dis maintenant que 

? - - - -  Av. 

I1 est 6vident d 'abord que la s&ie :  

dvo dr, ~dv~ 
dx  + ~-d-~ + - ~  + " "  

converge aussi absolument et uniform6ment. On a, en effet: 

N &ant la quantit6 positive c[6finie au ~ pr6e6dent et v ~  la plus 

grande vaieur de iv _,t. 
On a done 

d 9 d f  dv o ~dv ,  ~3dv~ 
d--~--~ d--~ + ~-d-~ -{- ~ ~ + dx + "'" ; 

d f  de sorte que, si on peut assigner une limite sup$rieure ~t ~-~, ce que 

d ?  
je suppose, on pourra en assigner une ~ ~--~. II en est de m6me en 

ce qui concerne ~--  et dz " 



7o 

f G ep' d'v" 

ou bien : 

(7) 

It. POINCAR~. 

La s&ie (6)" &ant uniform~ment convergente, je puis &fire:  

= fGf 'd , '  +~ fG~.o,Z,' + ~ : f c , < d , '  + . . .  

f G~'d 'r '  --" v o q- ~v, -k ~v= -k �9 �9 �9 - -  v. 

Comme on peut assigner k ~ et ~ ses d&iv&s une limite sup& 
rieure, ia relation (7) prouve, d'apr~s ce que nous avons vu.&ins 
le ~ pr&~dent, que v a des d&iv&s secondes et que 

A v - - ~ ( p .  c . o . .  F. D. 

Le probl~me est donc r~solu quelle que soit la fonction f ,  pourvu 

que 

I 

~l < Q V---T" 

Pour aUer plus loin, ~1 faut que j'aie recours k un th~or&me que 
j'ai d~montr~ dans le tome XII de l ' ,Amer ican  Journal ,  et dont je 
vais reproduire ici la d~monstration afin d 'y introduire certaines sim- 
plifications. 

I I I .  

Z e m m e  p r d l i m i n a i r e .  

Soit /" une fonction quelconque ~te x, y, Z; posons: 

J'&rirai pour abr~ger; 

= f z  \ax} 
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Je suppose d'abord que V satisfasse ~t la condition: 

7I 

f Vd'~ : o 

B 
et je me propose d '&aluer  une limite inf6rieure du rapport ~ . 

Soient d-r et d': '  deux 616ments de volumd du corps, ayant re- 
spectivement pour coordonn~es x, y, Z et x', y ' ,  ~'; et soient Vet  
V' les valeurs de la fonction V au centre de ces deux ~16ments. On 
a u [ R  . 

e t  

', 

d'ofl enfin : 

0 - -  f f v, -- f VV'd.d '; 

2.4 T - - f  (z-- Z')2d'~ d'r '. 

Les int6grations doivent &re &endues h tousles couples d~', d-r' 
d'616ments de volume du corps. Un couple form6 de deux 616ments 
de volume ~ et ~, figurera deux fois; la premiere fols de telle faqon 
que , joue le r61e de d~ et z, celui de d'r la seconde lois de telle 
fa~on que ,, joue le rble de d~: et s celui de d,r'. 

Changeons maintenant de coordonn6es .en posant: 

x - -  ~ + 0sin 0 cos ~, 

y - - ~  + ? sift 0 sin ? ,  

Z --" P cos O, 

x' - - ~  + ? 's in 0 cos~ ,  

y '  - -  ~ + ?' sin 0 sin ?, 

Z' - -  ?' cos O. 
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{ .  

transformer une int6grate sextuple )Fd 'v  d'v', il faut appli- Pour 
m J  

quer la r6gle de transformation des int6grales multil~les. On trouve 

ainsi : 

f Fdv d.r - -  f Fo - ?'y sin 0 cos 0 d?d~'d~ d'o dOd,?. 

J'~crirai pour abr6ger: 

f Fd.:d.d . - -  f Fo - ~,>,ap a~'aa, 

en posant : 

d ~  --- sin 0 cos 0.4~d~dOd% 

Nous trouvons donc: 

\dx]  (P -- p')'d~dp'~a 

et  

2AT=f (V-- vg~(p-p,yaoa~,aa. 

Voici quelles doivent ~tre les limites d'int~gration. Soit M le 
point x, y, Z; M' le point x', y', Z'; la droite MM' est d~finie par 
les quatres variables ~, .~, 0 et <?; les deux autres variables ? et ?' 
d~finissent la position des points M e t  M'  sur cette droite. 

Supposons que le domaine D soit convexe; la droite MM" ren- 
contrera la fronti~re en deux points que j'appellerai M o et M, et qui 
correspondront aux valeurs ~o et ?, de la variable F; les points M e t  
M' 6tant situ6s alors entre les points Mo et M,, on aura: 

P o < ?  < ? , ;  P o < ~  

Par cons6"quent, regardant d~abord ~, ~, O, ~ comme des constantes, 
nous int~grerons par rapport k ? et par rapport ~t ~' entre les limites 

?o et ~,. 
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Regardant ensuite 0 et ? comme des constantes, nous intfigrerons 

par rapport ~ ~ et ~ en donnant ~t ces variables toutes les valeurg 

td les  que la "droite M M '  rencontre D. 

Nous int&grerons enfin par rapport .~ 0 depuis z6ro jusqu'~ - -  
9. 

et par rapport g ? depuis z~ro jusqu'g 2 ~. 
Si done nous posons: 

b - -  .-)-~- (0 ~ d? d ? ,  

il viendra : 

2a = f ( v -  v')'(e - e')'ae de', 

B T - -  fbaa, A T - -  f aaa .  

Ii importe de remarquer que tous ies ~l~ments de toutes ces in- 
t~grales sont positifs. 

Nous avons maintenant:  

(dg~% (d v d r 
d e ] - -  ~ - } - - s i n 0 c ~  

d'o~ 

a v co~ 0)'< Z/d: :  ~ siu0~in~ +a-g- \ d x / "  

f /d  FV. e'Y O) b > Jr, a T )  <~ - dede'. 

Pour aller plus loin je vais employei" une in6galit6 dont Mr. 

S c h w a r z  a s aussi un fr6quent usage; on a, quelles que soient 
les fonctions ? et d?, 

(2) 

[f f cd@'d . 
Si donc 8' > 8, on aura:  

(V '  [,')= F :O'dl/" .e7 ~ . : ' / d V \  =. 

t d  o L~,. d 

Rend. Circ. M~dem., t. VIH, parte r~.---Stampato iI 4 aprile i894. I0 
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Les 61&aaents de l'int6grale 2a peuvent se r@artir en deux groupes, 
ceux pour lesquels p' > ? et ceux pour lesquels p > p'; comme la �9 

quantit~ sous le s igne f ne change pas quand o n  permute P e t  O', 

l'int6grale 6tendue aux ~16ments du I ~r groupe est 6gale ,~ l'irit6grale 
6tendue aux ~16ments du 2 a groupe, de sortr qu'on aura: 

= f ( g -  v,y(p - p'ydpdp' a 

en bornant l'int6gration aux ~16ments du I ~ groupe, c'est-,~-dire que 
les in6galit6s qui d6finissent les limites d'int6gration s'&riront : 

Po < P  < P ' < P , .  

II vient alors, en vertu de l'in6galit~ (2) :  

(3) 
C/d v \ L ,  

les limites de l'int6gration 6tant d6finies par les in6galit6s: 

(4) 

Nous allons maintenant transformer l'int~grale du second membre 
de (I). Consid~rons d'abord I'int~grale ~tendue ,~ tousles ~l~ments 
du i er groupe; ]'aural alors : 

et si je change ~ e n  ~, l'int~grale s '&rira:  

f 
N v V , ,  

Envisageons maintenant l'int6grale ~tendue ~ tous les 616ments 
du 2 a groupe; on a : 

~o < o' < p < p,. 



SUR LES ~O.UA'nONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 

Si on change p' en p, et p e n  ~, l'int~grale devient: 

djV" = 

il viendra : 

< f ~  dV ,..o b 2> f ~ / d g \ ~  - 

Les limites de i'int&gration sont d&finies par les in&galit~s (4)- 
On trouve ais~ment: 

~ . - - -  
2 0  

Quand g wlrie de po g h ,  on voit ais6ment que ~ attdnt son 
maximum et } son minimum pour 

g_=0I + t~o 

7~ 

Ainsi l'in+galit~ (z) devient: 

F / d V \ ' (  , d V " 
' > J kTg) '  --g)'do'dg + f(--d-g)(g--,)=d,dg. 

0o<0 <g<e' <h) 

Si alors nous posons: 

= f ( ~  ~), ~ d~  

~= ( 0 ' - ~ ) :  d~' + [ ( ~ -  ,)' d,, 
d J _  
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On a alonG: 

<.(p,  - -  P o P . ~ ,  

i~ > (P' - - P ~  
I 2  

d'ofl 

> I6 I I6 

- 7  9 (P, - -  poY > 9 z - -a- '  

l d~signant comme plus haut la plus grande dimension du domaine D. 

I1 en rfisulte : 

f ~ d V  " 

i6 
9 P 

e t  

B fbda ~6 
.4 > f > FF a d a  

C'est la limite cherch6e. 
Darts le memoire de 1', American Journal ,, 

limite diff6rente : 

j'avais trouv6 une 

B 3T 
A > 2 l  - - / . .  

Celle que j'adopte i c i es t  plus maniable. 
Si D n'a que deux dimensions, le m~me calcul donnerait: 

B 2 4 
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Je suppose maintenant que l'on ait: 

? , ,  ? , ,  . . .  ~?p 6tant p fonctions donn6es de x, y, Z, et les ~ 6tant 
p coefficients arbitraires, et je me propose de chercher si on peut 
choisir les ~ de fa~on que le rapport B : A  soit plus grand qu'un 
nombre donn6 convenablement choisi. 

Je dis d'abord que si on peut d~composer le domaine D e n  
p - -  i solides partiels convexes de telle fa~on que la plus grande di- 
mension de chacun de ces solides soit plus petite que l, on pourra 
choisir les ~ de telle fa~on que le rapport B:A  soit plus grand que 

i6 

9 p "  

Soient en effet Rt, R=, . . .  R,-~ ces p -  I solides partiels dont 
['ensemble forme le domaine D. 

Soit B~ l'int~grale 

~,dx] 

~tendue au solide R~; soit A~ l'int~grale 

f v ~ d "~ 

6tendue au solide R~; soit enfin C~ l'int6grale 

f Kdz 

~tendue au solide R~. On aura: 

B - - B ,  + B , +  . . .  + B,-x, 

+A 4 . . .  + .4 ,_ , .  

B~, A~ et C~ d+pendront des coefficients ~; B~ et Ai seront des 
polyn6mes homog~nes du 2 a degr+ par rapport ~ ces coefficients, pen- 
dant que les Ci. seront des polyn6mes homog~nes du I "r degr~. Je 
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pourrai donc choisir Ies p coe~cients  ~ de fa~on ~ satisfairr aux .b - -  I 
relations lin6aires : 

c , = c , = . . . = % , = o ,  

On aura ators, puisque C~ est nul et que la plus grande dimen- 
sion de R~ est plus petite q u e  1 : 

B i 16 
.4--5 > 9z'; 

et par cons6quent : 

B I6 

X - >  9~2- 
C. Q.. F. D. 

Si le domaine D est convexe et contenu tout entier dans un 
cube dont le c6t6 soit +gal k A, nous pourrons partager ce cube en 

A 
q3 cubes ~gaux dont le c6t~ sera figal a - - .  Le solide commun 

q 

l 'un de ces petits cubes et 5. D sera convexe et sa plus grande di,- 

mensior/ sera plus petite que 

S i p  est ~gal at.l nombre de ces solides plus un, on pourra 
choisir les r de fa~on que 

B I6 q: ' 

7 > 2 7  A:" 

On le pourra encore afortiori s ip  est plus grand que ce nombre. 
Or le nombre de ces solides est au plus ~gal ~ q3; il suffit 

donc que 

p ~ q 3  + I. 
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' te ,~ fa~on que Nous pourrons aonc choisir les ~. de 11~ 

B 
7 >  

si nous posons : 

i6 q~ 
L j, "-- :z7 Ai ,  

79 

q~ ~tant le plus grand cube parfait contenu dans p - -  I. 

Si le domaine D n'est pas convexe, on pourra toujours le d~- 
composer en m solides convexes; si chacun de ces solides convexes 

est contenu ~ l ' int&ieur d 'un  cube de cbt~ ~gal a A, nous pourrons 
�9 & 

d~composer chacun de ces cubes en q3 cubes de cbt~ ~gal ~ ~ ; les 

plans.des faces de ces petits cubes partageront chacun de nos m so- 
lides convexes en solides partiels dont le nombre sera au plus ~gal 

q3; nous devrons donc choisir q de telle fa~on que 

p ~ mq 3 + I;  

et nous aurons encore : 

B 16 q~ 
-~- ->  L~, Le = 27 A, ,  

q3 fitant le plus grand cube parfait contenu dans p - -  I 
m 

Si D n'avait  que deux dimensions et se d~composait en m do- 

maines convexes, contenus chacun dalis un carr~ de c6t+ A, on 

trouverait : 

B 7 A= 
"-~- > Lp, Lp --- "I2q" ' 

q~ 6tant le plus grand carr6 parfait contenu dans p - -  I 
" m 



80 I-I. v o I ' s c  AR~. 

Dans tousles cas on peut choisir les v. de telle fafon que 

B 

7>%, 
L~ dtant un hombre qui ne ddpend que du domaine D et du nombre p 

et qui croft inddfiniment avec p. 
2 

Le hombre Lp est du m~me ordre de grandeur que ~7,  si D a 
trois dimensions; et du m~me ordre de grandeur que p, si D n 'a  que 
deux dimensions. 

w lY. 

T h d o r ~ m e  f o n d a m e n t a L  

Soient f~, f~, ... fe p fonctions quelconques de x, y e t  Z; soient, 
en reprenant les notations du ~ I I :  

w, - -  [ f , ,  ~1, 

w~ - -  [f~, ~], 
�9 �9 . * . �9 �9 

~,, = [ f~ ,  ~]. 

Soient maifitenant % ,  %,  . . .  % p coefficients arbitraires; 
posons : 

et 

d'of i  : 

( 0  

f = ~,f, + ~J= + . . .  +,.pf~ 

v - - ~ , w , + % w 2 +  . .  + % % ;  

~ , = [ f ,  ~ ] = v o + v , ~  + % ~ +  . . .  + ~ +  . . . .  

Nous pourrons, .~ l'aide des fonctions v~, construire les int6grales 
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de S c h w a r z  W~. D'apr6s ce que nous avons vu le rapport W~+, w. 
sera constamment croissant; mais comme il ne pourra pas croltre au 
dei~t de toute limite, il tendra vers une certaine limite X quand n 
croitra ind6finiment. 

Je dis qu'on peut touiours, quelles que soient les fonctions 
f~, f , ,  ... fp, choisir les coefficients arbitraires ~ de telle facon que : 

I 
)' < -~7" 

En effet, d'apr~s le lemme qui pr6c6de on pourra tou]ours choisir 
les e de telle fa~on que: 

OH : 

ou enfin : 

W,._, < ~ ' 

(2) w, w7 < "'" < ~_-~ < ~" 
Je consid6re un instant G ,  %, . . - ~  comme les coordonn6es 

homog6nes cl'un point Mdans  l'espace ,~ p - -  I dimensions; onpeut  
choisir ce point M de facon ~ satisfaire aux in6galit6s (2). n y aura 
donc dans l'espace ~ p dimensions un domaine 8n tel qae, quand 
le point M est dans ce domaine, les in6galit6s (2) soient satisfaites. 

En changeant n en n + i, je vois qu' il existe un domaine 8.+, 
tel que, quand M est dans ce domaine, les in6galit6s 

~<s;<...< w.--~< w---7 < w,o+ <zj 
soient satisfaites. 

Mais les in6galit6s (2 b~s) entrainent les in6galit6s (2). Done h do- 
maine ~,+, est tout entier contenu clans le &maine ~ .  

Re,'~d. Girt, M.#em., t. VIII, parte l~.--Stampato iI ~6 aprile 1894. I~ 
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J'aurai donc une s~rie de domaines 

~,, ~ ,  . . .  ~,, ~,+,, . . .  

tels que chacun d'eux soit tout entier contenu dans le pr6c+dent. 
Tour ces domaines auront done une partie commune ~ qui pourra se 
r+duire ~t un point. 

Si alors les coefficients ~ sont choisis de telle sorte quele  point 

M appartienne ,~ 8, on aura, quelque grand que soit n:  

et par consequent 

~'Tn+ t I 

v< 

I 

I1 en r~sulte, en r~sonnant comme au ~ II, que la s~rie 

V - ~ o  .3U ~ V'-w-Ta .-l.- ~" V I~4 -Jr-, , , 

converge, pourvu que 

I~1 < L~, 

et par consequent que la s~rie (I)  converge absolument et unifor- 
m~ment routes les lois que 

Le rayon de convergence de la s6rie (r)  n'est donc plus ~gal "1 

I 

e V ~  

comme dans le ~ II, mais 5. L v 
Soit maintenant f ,  une fonction quelconque et 

v - - - [ f ,  ~ ] - - v o  +~'v,-+-~'v= + . . . .  
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Soit 

. ~ =  [Vo, ~]=vx + ~v~ + ~v, + . . .  

v 4 +  . . .  

�9 o , �9 �9 �9 , ~ . . �9 . �9 ~ �9 . . �9 . . . 

Soient 

( ~ ' !  P ~ t  :* , . . O [ p  

p coefficients arbitraires, et 

w - ~ % v + % u = + % %  + . . .  + % u e ;  

ie puis &rire aussi: 

w --" [~,f + ~=vo + % v, + . . .  + % vp_=, ~.]; 

ou bien, en d~veloppant w suivant les puissances de ~: 

(3) W=Wo + w,~ + w~' + . . .  

a v e r  

( 4 )  

de telte faqon que le rayon de convergence de la s~rie (3) 
plus grand que Lb. 

83 

% - -  oq v. "k o~ v~+, + % v~+~ + . . .  + % %-e--," 

On aura done les p 6quations lin6aires : 

~,v  + .~u~ + % u  3 + . . .  + %ue = w  

V .-7- U~ ~ - - -  V o 

�9 , . . , �9 ~ ~ . 

D'apr~s ce que nous venons de voir nous pourrons choisir les 
soit 
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Des ~quations lin~aires (4) nous pourrons tirer v e t  nous trou- 

verons : 

oh : 

.P 

~I 0{2 

I - - ~  

D - - o  I 

% . . .  %_~ % 

0 . . .  0 0 

~ . . .  0 0 

�9 ~ , ~ ~ , �9 ~ �9 ~ , �9 �9 �9 �9 �9 

0 0 0 . . .  I ~ 

= ~ p - -  ~0{~_, + ~ _ = - -  . . .  + ( - - ~ ) ~ ' ~ , .  

Ainsi D est un polyn6me entier en ~ ~ coefficients constants�9 

D'autre  part : 

W 

vo 

g~ % . . .  ~ ,  % 

~ 0 . . .  0 0 

I ~ .. �9 0 0 

Vp_ z 0 0 . . . I ~ 

Pour rendre cela plus clair, j '&ris l'expresslon 

d&erminants D et P en supposant p --- 4 : 

complete des 

D - -  
I - - ~  0 0 

0 ' I  - - ~  0 

0 0 I - - ~  

, P - - -  

Vo --~ o o 

~x I --~ 0 

V 2 0 I - - ~  
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Comme Vo, v , ,  . . .  vp_= ne d~pendent pas de ~; et que w est 

hoiomorphe en ~ pour 

< L,, 

il en sera de m6me de P. 
Done la fonction 

sera m~romorphe en ~ pour 

P 
v ' w  

D 

et corinne je puis prendre p aussi grand que je veux, la fonction v 
sera mdromorphe dam tout le plan. 

~tudions les propri6t6s de la fonction P; je vois d'abord, en d6- 

veloppant w par la formule (3), que P peut se d6velopper en s6rie 
proc~dant suivant les puissances croissantes de 

(5) P--Po -5 ?,~ -5 P,~" + ... 

et que cette s6rie converge absolument et uniform6ment, pourvu que 

A la fronti~re w, Vo, v , ,  . . .  v~= s'annulent, il en est done 
de m~me du d6terminant P. 

On a d'ailleurs, en supposant encore p - - - 4 :  

~z ~3 0~4 

d P  __I dx ~ o o 

d x ' - -  !dvx 
d x  ~ - - ~  o 

I dv~ 
' 0 I ~ 
I d x  
i 

et comme les d6riv6es des deux premiers ordres de w, Vo, vz, ... ve_~ 
�9 ^ 

sont finies, on en conclut qu'i[ en est de meme de celles de P.  
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E n f i n  o n  a 

am + ~w + ~,f  + %% + %v, + . . .  + %re_= 

AVo + f - - ' A v ,  q-vo:=_ . . .  = a v e _  = + vp_ , - -o ,  

d'oCa, e n  supposant toujours ,p ---,t : 

~ , f -  % Vo - -  % v, - -  % % % 

~Vo - - f  - -~  

~v,--Vo I 

Va - -  ~x 0 

OU 

m %f  

- - f  
AP + ~ P =  

0 

0 

ce qui donne enfin l'~quation : 

(6) 

"--"0 

~ ~3 g4 

- - ~  0 0 

0 I - - ~  

•  + f . D - - o .  

La s&ie (~) est unifi~rm~ment convergente pour 

< g 

~3 

o 

I 

0 

et il est ais& de v6rifier qu'il en est de m~me de la s~rie : 

a P - - -  • + ~• + ~=AP= + . . . .  

Si je d&igne par P', P", . . .  ; D', D", . . .  les d~ri%es suc- 
cessives de P e t  de D par rapport g ~, il est ais6 de v&ifier que: 

d •  
P', AP' ,  cl~ 
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sont d~vcloppables en s~ries uniform~ment convergentes: 

P ' = P ,  + 2 ~ P , +  3~*P3 + . . .  

A P ' = A P , + 2 ~ A P , +  3~*AP3 + - . .  

d A P  __AP, + 2~AP~ + . . .  

et par cons6quent que 

d a P  
A P' ---, - -  

On peut alors par differentiation tirer de l'~quation (6) les sui- 
vantes : 

(6bl 9 l A P ' +  ~P' + P + f . D ' - - - o  

l 
AP"  + ~P" + 2P'  + f . D " - -  o 

�9 �9 �9 �9 o �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 * ~ �9 

E x i s t e n c e  des h a r m o n i f f u e s .  

Les p61es de la fonction m~romorphe v dont 
pins petit que L~ seront les racines de ['~quation 

D - - - o .  

le module sera 

�9 t l  Soit k une racine de cette ~quati,m; et soient Pk, Pk, Pi ce 
que deviennent P, P', P" quand on y fait ~ ~_ k. 

Supposons d'abord que k soit unc racine simple. 
Si alors dans l'~quation (6) je fais ~ - -  k, D s'annule et on 

volt qut: Pk satisfait 5. l'6quation : 
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De plus Pk s'annule k la fronti+re. J'appe!lerai fonction harmo- 
nique toute s qui satisfera k ces deux conditions. Le nombre 
k sera le nombre caractdristique de cette fonction. 

1[ pourrait se fa!re, il est vrai, que P~ soit identiquement nulle; 
mats dans ce cas la valeur ~--- k serait un z6ro pour P e t  pout" D, 
et un z6ro simple pour D; ce ne serait donc pas un p61e pour v. 

Supposons maintenant que k soit une racine multiple, une ra- 
cine triple par exemple. Alors D, D'  et D "  s'annulent pour ~ - - k .  
Si nous raisons { - - k  dans les ~quations (6) et (6 his) dies devien- 

dront : 

I bis) 

[ A P~ -Jr- k Pk - -  o, 

J A P'k + k P'k + Pk - -  o, 

[AP~' + kP'k' + 2P'k - -  o. 

De plus P~, P~ et P~' s'annulent ~t la fronti+re, de sorte que le 
th&or+me de Gr  e e n nous donne : 

ou, en tenant compte des ~quations (Ibi'): 

f ~ ~ fP'~d~:---  o, .P~ d ,r --- . j  k 

ce qui montre que P~ et P; sont identlquement nulles. 
Si Pi' n'est pas identiquement nulle, c'est uue fonction harmo-- 

nique et ~ - -  k est un p61e simple pour 6. 
Si P~' est identiquement nulle, ~ - - k  n'est plus un p61e pour v. 
Ainsi la fonction mdromorphe v n'admet que des p~Ies simples et 

les rdsidus sont des fonctions harmoniques. 
Voici pour quelle raison j'appdle ces fonctions harmoniques. 
Les divers sons simples que peut 6mettre une membrane sont 

car, tot&isis par des 4quations de la forme : 

~u + k u - - o ,  
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la fonction u &ant assuiettie 5. s'annuler 5. la fronti~re. On salt que  
ces sons simples ont re~u le nora d'harmoniques. 

A chaque p61e de v correspond une fonction harmonique. L'exi- 

stence de ces fonctions sera donc &ablie d~s qu'on pourra montrer 
que la fonction v ne peut &re holomorphe dans tout le plan. Or 

cela est presque 6vident. 

Reprenons en effet les in~galit6s 

W~ <W~ W~+, 
Wo w-, < ' < - ~  < . . . .  

Soit X la limite du rapport 

W~-x 
w. 

pour n infini. Je dis que le rayon de convergence de la sb.rie : 

(~) V = V o  + V,r + v ~  + . . .  

I 
est ~gal k - ~ .  En effet nous avons vu dfijk qu'il est au moins figal 

I 
-~--. It me reste ,~ montrer qu'il ne peut pas arriver que la s~rie 

converge,, queIles que soient les valcurs de x, y et Z, pour une va- 

I 
[eur de ]~] plus grande que - ~ .  En effet la s~rie 

. . .  

c'est-~-dire 

w o + ~ w , + e w , +  . . .  

convergerait ~galement, ce qui n'a pas lieu. 

Or, 

i Wo 
T(W, 

t 

Rettct. Cirr M~tetlt., t. VIII, p:lrte Ia.--Stam?ato iI I8 aprile i894. I2 
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Donc le r a y o n  de convergence de la s&ie (2) est plus petit 

Wo que ~ ; d o n c  la s v ne peut pas ~tre holomorphe dans tout 

le plan. c. Q.  1,. m. 
I1. ne peut pas y avoir plus de p - -  I fonctions harmoniques 

lin&irement i.nd6pendantes dont le nombre caract&istique soit plus 

petit que Lp. 
Supposons en effet qu'il y en ait p, et soient 

U,, U,,  . . .  

ces .p fonctions. 

On aura : 

U~ + k~ U~ - -  o.  (k~ < Lp) 

On en d~duit : 

u, 
[ u , ,  = _ k ,  " 

Si les fonctions U i &aient lin~airement ind~pendantes, la fon-  
orion : 

admettrait au moins un p61e plus petit que Lp et cela quels qur soient 
les coe:~cients arbitraires ~, ce qui est contraire au th~or~me fonda- 
mental.  

I1 r~sulte de ik qu',~ un m~me nombre caract&istique ne peu- 

vent convenir qu 'un nombre fini de fonctions harmoniciues lin6aire- 

ment ind6pendantes. 
Observons que, d'apr~s un th~or~me bien connu, le hombre ca- 

ract&istique cI'une fonction harmonique ne peut &re que r&l  positif. 

T o u s l e s  p61es de v sont clo~c r&ls et positifs. 
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Je particulariserai une fonction harmonique U i en aioutant aux 
conditions qui la d6finissent: 

~U, +k,U~=o 

U ~ o  

la condition suivante: 

f Wct ~ I, 

l ' int&ieur de D, 

la fronti~re, 

ce que ie puis faire sans restreindre la g~n~ralit6, d 'une mani&e es- 
sentielle. 

Soit alors /e i un p61e de v, et R~ le r~sidu correspondant. On 
aura alors : 

R, - -  h A , ,  

A~ &ant un coefficient constant. I1 est ais& de v&ifier que ce coef- 
ficient est ~gal tt 

fJ<e.. 

u, f f e,g.; 
v =  ~ - -  k, + g (~)' 

On a alors : 

ia sommation indiqu&e par le signe ~-- s '~tendant k tous les p61es 
1"~ de v phls petits que Lp, et g(~) ~tant holomorphe pour 
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w VI. 

Indgal i t~s  all/verses. 

Une s u peut atteindre sa plus grande (ou sa plus petite) 
valeur soit h l 'int&ieur de D soit sur la fronti~re de ce domaine. 

Si l e  maximum est atteint ~t l' int&ieur de D, ~ u  devra &re 

n&gatif au point ou il est atteint; si le maximum est atteint sur la 

du 
fronti&re de D, Tnn devra &re positif au point off il est atteint. 

S'il s'agit d'un minimum, c'est le contraire; &u devra &re po- 
du 

sitif et ~-~ n~gatif. 

Si l 'on a :  

d/g 
d--~ + h u ~ o  sur la fronti&re de D, 

Au -- - f  l 'int&ieur de D, 

f > o ,  h > o ,  

la fonction u sera n6gative dans tout le domaine. Si, en effet, elle 
devenait positive, elle devrait avoir un maximum positif, ce qui ne 
peut avoir lieu, ni h l'int6rieur de D parce clue &u est positif, ni 

d u 
sur la fronti&re de D parce queT- ~ est de signe contraire h u. 

Si l'on a:  

d ,  
c1-~ + h u - - o ,  a ~ = ~ u ,  h > o, ~ > o 

on voit qu'~ l'int6rieur de D, diu et u sont toujours de m4me si- 
d u 

gne, et qu'h la fronti6re ~ et u sont toujours de signe contraire. 

La fonction u ne peut donc avoir ni maximum positif, ni minimum 
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n6gatif. Elle ne peut donc devenir ni positive, ni n6gative; elle est 
donc identiquement nulle. 

C'est ce qu'on savait d~jk d'autre part. 
Soit maintenant : 

d1s 
d--~ + h u - - %  au + f ' - - o .  

b > o ,  q ~ > o ,  f > o .  

Je dis que la fonction u e s t  toujours positive. 
Je dis en effet qu'elle ne pent avoir de minimum n6gatif. Elle 

ne pent en avoir ,~ l'int6rieur de D parce que A ues t  n6gatif et rile 
n 'en pent avoir non plus ~ la fronti6re parce qu'on aurait : 

du 
u < o, dn ~ hu > o. 

Donc on a, dans tout le domaine: 

u > o .  c . Q . F . D .  

Supposons maintenant que le domaine D soit contenu tout entier 
dans une sph6re S de centre 0 et de rayon p. 

Soient h~ et h~ deux nombres positifs tels que 

h, > h , >  o. 

Soient u, et u~ deux fonctions d6finies de la mani~re suivante; 
on devra avoir: 

l'int6rieur de D A'u~ + I - - o  

la fronti~re de D du  x 
d n  + h, ux - -  o 

l'int6rieur de S A n 2 +  I ~ O  

,~ la fronti~re de S dn + h~u2-'~ 
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Je dis q u e :  

u ~ >  u, > o. 

D&erminons d'abord la fonction u=. 

Si je d~signe par r la distance du point x, 3', Z au point O, u= 
ne d~pendra que de r et il viendra : 

-d r ~ + - ~  d-7 + I - - o ,  

d~ o1~l ; 

r ~ A 
u~--- 6 + - 7  - + B ;  

A et B &ant deux constantes d'int~gration; A dolt ~tre nulie pour 

que u= reste finie au point O. La condition ~t la fronti~re de S d& 

terminera B. 

On trouve : 

B - - - g -  + 3b=" 

D'ofi : 

la~ _ _  f2  

u~ --- 6 + 3 h= 

Comme r e s t  plus petit que 8,  on voit que u= est positif, ce 
que le th~or~me que nous venons de d&~aon:rer permettait de pr& 
voir. Le m~me th~or~me montre que us est positis 

I1 reste ,~ montrer que 

En effet, on a, pour r > 8, 

d ~1, 2 ~ - -  r 2 ,f~. 

dr + h~ u~- -  + h~ ~ > o. 3 6 
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D'autre  part, ~ i ' int6rieur de D on a :  

(u~ - -  u,) = o. 

A la sur face  de D on a :  

d u, d u~ 
COS ~j  

dn  - -  d r  

95 

&ant l 'angle que fait la normale ,~ cette surface avec le rayon 

vecteur men+ au point O. 

Je dis d 'autre  part que :  

(2) d ( u = -  " " + a / ,  (.= - -  . , )  > o. 
d n  

En effet, en tenant compte des relations:  

d u, d u, d u= 
COS +,  

d n  + b,u, - -  o, d n  -dr 

cette in~galit~ devient : 

d u 2 

dr 
- - c o s  + + b , . = > o .  

Or, si nous posons : 

il vient : 

d 1r 
,- - -  - -  X U=, 
d r  - -  

2 I" ]J 2 
;~ - -  h ,  (?= - -  r =) q - ~  > o .  

Quand r croit de z&o k ?, le num6rateur crolt et le d'6nomi- 

nateur d~croit; donc ;~ croit de z6ro ~l h v 
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Donc : 

g2(h 

ou, puisque u~ est positif: 

bz~ 

Or il est clair que:  

H. POINCAR~. 

~ "  O"  " Or I ln6oaht6 ,~ d6montrer devient ainsi : 

x cos +) > o 

x cos + > o. 

x cos + < ?, < h, < h,. 

L'infigalit~ (2) est donc d~montr~e. 
Les relations ( r )  et (2) montrent  alors que u , -  u, dolt &re po- 

sitis Donc :  

Or on a : 

on aura donc a fortiori:  

f~ ~ U I. C. 0.. F. D. 

l ~ l 

(l &ant la plus grande dimension du domaine D), et comme h~ peut 

&re pris ~gal ,h h~ : 

P l 

u ' < T +  3 ~---7 

Soit maintenant  une fonction u d6finie par les condit ions:  

du d--~+hu--o, au+f--o. 
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Supposons toujours b positif, et soit g le maximum de Ifl. In-  

troduisons une fonction auxiliaire u, 

d u  
a-n + h u I = o, 

d&finie par les condi t ions:  

AUt 21- I---O. 

D'apr6s ce que nous venons de voir, on au ra :  

en posant : 

o < u, < X, 

l = l 

~'=T+~. 
I1 viendra alors : 

d (g ~, - -  u) 
dn + h(gu,  - -  u) --~ o, 

d(gu~ + u) 
dn  + b(gu,  + u) = O, 

et par cons6quent : 

g u, - -  u > o, 

[ul < gu~, 

A(gu~ - -  u) - - f - -  g < o; 

ou bien encore :  

ou enfin : 

a ( g u ,  + u) - -  - - f - -  g < o; 

g u, + u > o; 

lul < gX; 

ce qui donne une limite sup~rieure du module de u. 

Supposons une fonctions u satisfaisant ~t l '6quation 

au + ~u- - -o  

~t l ' int~rieur de D. 

Rend, Cirr M~ttem,, t. VIII, parte Ia.--Stampato iI I8 aprile I894. 13 
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Nous ax;ons toujours jusqu'ici regard6 la constante ~ comme 

r&lle. I1 y a lieu 6galement d 'examiner ce qui se passe quand cette 
constante est imaginaire. 

Je dis que, si la partie rdelle de ~ est ndgative, te module de u 
ne pourra pas avoir de maximum ~ l 'int6rieur de D. 

Supposons en effet que ce maximum existe; soit m ce maximum, 

o la valeur correspondante de l 'argument de u, de telle facon qu 'au 
point P off ce maximum est atteint on ai t :  

U ~--  ~1~ g i~ 

Posons : 

V ~ U e"iO. 

Le module de v sera 6gal k celui de u, et au point P on trou- 
vera : 

Soit 

v_=v'+iv", ~ = ~ '  + i~". 

Au point P On aura:  

V t - ~  m ,  V t t  ~ -  O .  

Je dis que la parfie r6elle v '  atteint son maximum au point P.  
En un autre point en effet on aura :  

v' < N, v' < lu[, v' < m. 

D'autre  part ~' est n~gatif par hypoth+se; d'ailleurs v satisfait 

comme u ~ l '6quation : 

av  + ~v - -  o, 

ce qui donne, en ~galant les parties r6elles, 

av'+~'v'--~"v"=o. 
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On aura donc au point P: 

a v ' = - - ~ ' v ' + ~ " v " = - - ~ ' m >  o. 

99 

Cela est absurde, car v '  ne peut atteindre son maximum au point 

P si •  est positif. 

Le module de u ne peut donc avoir de maximum, c. o_. F. D. 

Soit maintenant : 

du 
d-n + hu---% A u - - o  

e t  

I~I < g, 

g 6tant une constante positive. 

On aura : 

dn 

dn 

et par consequent : 

u - -  -hg-- <~ o , 

OU 

o" 

u +-}--  > o, 

luL < g - .  

Si on connait une limite sup6rieure de # ,  on aura doric aussi 

une limite sup6rieure de [u] et cette limite sera d 'autant  plus faible 

que tJ sera plus grand. 
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Soit une fonction u satisfaisant aux conditions suivantes : 

(3) d ~  + h .  = ~, 

(4) •  + f - -  o. 

Soit maintenant nne fonction v quelconque, que je suppose seu- 
lement continue, ainsi que ses d~riv~es du premier ordre. On aura : 

ffvd. \ an-- uFn d f (v~u -- uAv)d~, 
d'ofl 

dv~ d~ 
(5) fvfa.+ fu~vd.+ f~a~=fu(hv+~.j  

La condition (5) est done une cons6quence de la condition (3). 
R6ciproquement, si la condition (5) est satisfaite quelle que soit 

la fonction v, la condition (3) devra i'&re 6galemeflt, pourvu que u 
d u  

et ~ soient des fonctfons finies, ddtermindes et continues. 

Mais iI pourra arriver dans certains casque  nous ne sachions 

pas si d ,  ) n  est une fonction d6termin4e et continue; nous ne pouvons 

pas alors affirmer que la condition (5) entraine la condition (3) et 
m4me il est possible que cette condition (3) n'ait aucun sens. 

Supposons donc que la fonction u soit finie et continue, mais 

d u  Je suppose de plus que la con- que nous ne sachions rien de ~ .  

dition (5) (que j'appellerai pour abr6ger condition modifide)soit rem- 
plie quelle que soit la fonction v. 

On peut se demander si, quand la condition (3) a 6t6 ainsi rem- 
plac6e par la condition modifi4e, les conclusions de ce ~ subsistent 
encore. 

Ces conclusions reposent, on se le rappelle, sur le lemme suivant : 
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Si q; est positif ainsi que f, u ne peut avoir de minimum n~- 

gatif. 
D'abord ce minimum ne peut avoir lieu 't l'int~rieur de D, puis- 

que Au est n~gatif: supposons donc que ce minimum air lieu en 

un point M de la fronti~re. 
Soil Uo ce 'minimum.  Soient ~, d,  d ' ,  d "  quatre quantit~s po- 

sitives tr~s petites rang6es par ordre de grandeur croissante. Les 

surfaces : 

u = - U o + ~ ,  u - - U o + d ,  u - - U o + ~ " ,  u - - U o + d  '~ 

s'enveloppent mutuellement et enveloppent le point M, dont elles 

sont tr~s voisines. 
Nous partagerons le domaine D en cinq r~gions Ri caract6ris~es 

par les in~galit~s suivautes : 

R 3 , 

R 4 , 

R s , 

u < u o + *  
U o + * < U < U o + * '  

U o + d < U < U o + d '  

U o + , " < U < U o + , ' "  

uo Jr- s"' ~ u. 

Je pourrai choisir la fonction v de fa~on ,~ satisfaire aux condi- 

tions suivantes : 

I ~ A i 'int~rieur de D, v . ~  o 

dv 
2 ~ A la fronti~re, d--n --- o 

3 ~ Dans R , ,  v - - I  

4 ~ Dans R~, •  ( o 

5 ~  R3, A v m _ o  

6 ~ Dans "/{4' A V ~ O 

7 ~ Darts R s , v - -  o. 
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n r~sulte de 1,-t que l 'on dolt avoir:  

A 7__ o, v d v  

l'int~grale 6tant 6tendue au domaine D, c'est-MJire que l'int~grale 
+tendue ~t R, est n6gative et ~gale en valeur absolue ~ la m~me in- 
t+grale &endue ~t R 4 qui est positive. 

Cela pos+, reprenons la condition (5~ et examinons les int+grales 

du x ~r membre. 
La premiere est essentiellement positive. 
La seconde a tous ses ~l~ments nuls sauf ceux qui correspon- 

dent aux r+gions R, et R4; car partout ailleurs •  s 'annule. 
L'int6grale ~tendue ~ R~ est positive; car u et Av sont n~gatifs. 
L'int+grale +tendue ~t R 4 est n6gative; car u et Av sont de signes 

contraires. Mais je dis que 

d~2 dR 4 

Nous avons en effet 

et u est plus grand en valeur absolue dans la r~gion R~ que dans la 

r~gion R 4. 
La seconde int6grale ~tendue au domaine D tout entier est donc 

positive. 
La troisi~me int~grale est positive, puisque z, et q~ sont positifs. 
Passons au second membre. 

Dans les rbgions R~, R~, R 3, R 4 on a:  

d v  
- - -  ~ 0 ~  u < o, v > o, d n 

et l 'int6grale est n6gative. 
Dans la r6gion Rs, on a v - - - o  et l 'int6grale est nulle. 
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Le premier membre devrait donc &re positif et le second membre 
n~gatif. 

I1 est donc absurde de supposer que la fonction u air un mi- 
nimum n6gatif. 

I[ r&ulte de 1~ que toutes les conclusions du pr&ent ~ subsistent 

encore quand on remplace la condition (3) par la condition modifi~e. 

w Vii. 

G~n~va~ i sa t i on  de  la  fonc t io re  de  Green .  

Soient h e t  ~ deux constantes.  
J'appellerai Jonction de G r e e n gdngralisde une fonction G qui 

satisfera aux conditions suivantes : 
~o Elle sera finie et continue ainsi que ses d~riv&s h l'int&ieur 

du domaine D, sauf dans le voisinage d'un certain point fixe P qui 

aura pour coordonn&s x', y" et ~'. 

2 ~ Dans le voisinage du point P, la diff&ence 

I 

sera finie et continue ainsi que ses d6riv~es. La quantit6 

r = V ( x  - x,)2 + (y  _ y,)2 + (~ _ ~,)2 

est la distance du point x, y, ~: au point P. 

3 ~ A l'int&ieur de D, on aura:  

A G + ~ G = o .  

4 ~ A la fronti~re de D, on aura:  

d G  
dn  + h G - - - o .  
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En g~n~ral la constante h sera suppos~e positive; si l 'on sup- 
pose h - - o o ,  la 4 ~m~ condition se rfiduit ~t 

G ~ o .  

Si on suppose de plus ~ - - o ,  on retombe sur la fonction de 

G r e e n ordinaire. 
Ii importe de remarquer qu'on ne peut pas avoir ~t la lois 

- -  h - -  o; si en effet on suppose 

A G - - -  o, 

et que G - -  
4 ~ r  

soit fini, l'int~grale : 

d G do ~ 

d G  
~tendue ~ la fronti~re de D devra &re ~gale ~t I, de sorte que d n  

ne peut pas ~tre nulle. 
Je d6signerai la fonction G ainsi d~finie avec des constantes 

et h quelconques sous le nom de fonction de G r e e n  gdndralisde. 
La fonction de G r e e n  ordinaire sera celle dont j'ai parl6 au w I. 
Mais ie supprimerai ces qualifications de g6n&alis6e et d'ordinaire 
quand je pourrai le faire sans obscurit& C'est ainsi que dans tout 

ce S, quand je parlerai de la fonction de G r e e n, il faudra entendre 
la fonction g6n&alis6e. 

La propri&~ fondamentale de la fonction de G re  e n est la sui- 

vante. 
Soit u une fonction continue dans tout le domaine D et sati- 

sfaisant 5. l'int~rieur de ce domaine .~ la condition 

et sur la fronti~re ~ la condition 

d~ q- hu'--~, 

f et 9 &ant des fonctions donn6es de x, y e t  ~. 
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Soit u' la valeur de u au point x', y ' ,  Z'; on aura :  

~o~ 

.'=fG do,--fGfd.; 
G est la fonction de G re  e n ;  la premi6re int6grale est 6tendue 5. 
t o u s l e s  616ments dos de la fronti4re, et la seconde 5. tous les 61& 
ments de volume d-~ du domaine. 

Cherchons des limites entre lesquelles la fonction G doit 4tre 

comprise. 

Supposons d 'abord que ~ soit n6gatif et r4el, et soit 

2 

&ant r6el et positif; je supposerai h positif. 

Je dis d'abord que la fonction G est essentieIiement positive. 
En effet, elle devient positive et tr6s grande pour r - - - o ,  c'est-~t-dire 
au point x ' ,  y ' ,  Z'. E l l e a  donc en ce point un maximum qui est 
infini; mais en dehors de ce point d ie  ne peut  avoir ni maximum 
positif ni minimum n6gatif, .~ cause de l '4quation 

~l G - -  o~ G 

et d 'un th6or6me d~montr6 dans le ~ prfc6dent. Elle ne peut avoir 
non plus sur la fronti6re de D ni maximum positifni minimum n6- 
gatif, "X cause de i '6quation 

d G  
d n -b Is G ~_ o 

(qui se r6duit ~t G - - - o  pous h ~__ oo ). E!le ne peut done devenir 
n6gative, sans quoi d ie  aurait un minimum n~gatif. 

La fonction 

g..-~r 

4 ~ r  

Re.~cl. Cite, Matem., t. VIII, pzrte I*.--Stampato iI :zo aprile i894. 14 
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satisfait ~t l'int&ieur de D .h la m4me 6quation que G, c'est4t-dire 

que l'on a :  

e.-.~r e--~r 
A _ _  ~2  

4 ~ r  4 ~ r  

De plus, la diff&ence 

e -c~r I 

4 ~ r  4 ~ r  

ne devient pas infinie pour r - - o .  
Si donc je pose : 

e,,,-~r 
G _ _  

4 w r  
Uj 

la fonction u restera finie et continue pour r - - o  et elle satisfera ,k 

l'~quation : 

A U - - -  ~ 2 U .  

Ii en r6sulte que u ne peut avoir ~1 l'int&ieur de D ni maxi- 
mum positif, ni minimum nfigatif. 

Voyons ce qui se passe k la fronti~re de D. 
On a alors: 

d u d e ' ' a t  e "-at  

-dn + b u ~  dn 4~r + b4~-----r" 

Soient b A et b B le maximum et le minimum du second membre 

d e - '~r  g--~r 

d--~ 4r:----- 7 + b4--- ~. 

Ce maximum et ce minimum ne peuvent ~tre infinis etpeuvent ~tre 

facilement calcuI~s, car, quand Ie point x,y, Zest sur la fronti~re de 
D, la distance r e s t  comprise entre ro et rz, si I'on appelle, comme 
au w I, r o et r,, la plus petite et la plus grande distance du point 
x', y ' ,  Z" ,'l la surface qui limite D. 
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Si b e s t  infini, on a tout s implement  : 

Io7 

~---t~ 0 ~-'--~r i 
. , ' /--" - -  B _ _  

4r~ro ' 4 ~ r ,  

A et B sont alors positifs. 

De m6me,  si le domaine D est convexe, on a :  

d e "~r - -  c o s +  d e "-at --COS+g_c,r( I ) 
d n 4 ~ r d n 4 , ~  --~ 4---- ~ -  7 + ~ r < 

O. 

Je d6signe par cos+ le cosinus de l 'angie que fait la normale  

la froad~re de D avec te rayon veeteur;  ee cosinus est positif si 

D est convexe. 

O n  a done :  

e..-~ro 
A < 4~r-----~o. 

d U 
Si u a sur la fronti~re un m ax imum positif, seraposifif ,  et 

on aura : 

u < A .  

Si u a sur la fronti~re un min imum nfgatif,  d u ~-~ sera n6gatif, et 

011 aura : 

u > B .  

On devra done avoir ,~ l ' int6rieur de D :  

u < A,  si A > o 

u < o, si A < o 

u > B, si B < o 

u > o, si B > o. 
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Ces in figalit~s nous donnent une limite sup~rieure et une limite 

off ~ est imaginaire, 

- -  - -  ~ ,  ~ - -  [3 -at- i y ;  

nous supposerons ~ positif. Soit encore:  

O = - - + u .  
4 ~ r  

La fonction u satisfera h l '~quation : 

Au + ~ u - - o .  

Donc le module ]uJ ne pourra, d'apr~s le ~ pr&6dent,  atteindre 

son n:aximum k l'intfirieur de D. 

A la fronti~re de D on a encore:  

d--n + h u  - -  * ,  

en posant 

d e -~r ~--ar 

d n 4 z  r + h4~:--- ;. 

Supposons que [ul atteigne son maximum m en un point Q de 

la fronti~re. On aura en ce point :  

U - - - -  / n  e i ~ .  

Posons : 

d'ofl : 

Ivl = N; 

inf6rieure de G. 

Ces r6s.ultats peuvent  s '&endre au cas 

pourvu que sa partie r6elle soit n6gative. 

Posons encore : 
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de sorte que l 'on aura au point O :  

V "--" m .  

Soient : 

V - - -  V r-~-  i V " ,  

e "-'i~~ --- ~ '  + i ~ " ;  

on a u r a  �9 

lO9 

d'ofl : 

d'ofl : 

[ul < m < A. 

On aura done encore ~ l'int~rieur de D :  

[ul < A; 

l e-..~r 
G < 4 x r  + A.  

La valeur de A est facile k caleuler; elle ne peut &re infinie. 

d ?7 t 
d n + h v" - -  ~I,'. 

Au point P, v' est ~gal ~ m et atteint par consequent son maxi-. 
d v '  

mum; done ~ -  est posifif et 

bm .< ~ ' .  

Si done hA est le maximum du module de ~ ,  on aura :  

e), < h A;  
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S viii. 

A p p l i c a t i o n  de la  m d t h o d v  de  N e u m a n n .  

La m6thode de N e u m a n n ne s'applique qu'.~ un domaine D 
r 

Rappelons succintement en quoi elle consiste. 
Soit d0~ un ~lfiment de la surface fronti~re ayant  pour coordon- 

n~es x', y', ~'. Soit V une s de x', y', :( que j'appellerai 

, densit6 de la double couche , .  Soit d~ I'angle solide sous lequel 
on voit l'61~ment d o  du point x, y, 7,; cet angle solide sera regard6 
comme positif si l'~l~ment d o  est vu par le c6t~ interne, et comme 
n6gatif dans le cas contraire. 

L'integrale : 

s 'appellera le , potentiel de la double couche ,,. Ce potentiel jouit 
de la propri6t6 suivante : c 'est une fonction continue de x, y, Z 
I'int~rieur de D et k l 'ext~rieur de ce domaine; mais eUe pr~sente 
une discontinuit6 sur la fronti~re m~me. 

Soit 3,/; un point de la fronti~re; M z et M~ deux points infini- 

ment voisins de Mo, mais situ6s, le premier k l 'int6rieur de D, le 
second h l 'ext&ieur. Soient Wo, W, et fV'~ les valeurs de W a u x  
point 3,/o, M, et 3,/2; ces trois valeurs ne seront pas infiniment voi- 
sines l 'une de i 'autre,  mais on aura:  

V o fitant la vaieur de V au point M o. 
Cela pos~, i 'adopterai les notations suivantes : 
Soit V une fonction quelconque; j'Scrirai 

g',  V ~ g i, V' 

pour les valeurs de cette fonction aux points (x', y', z~'), Mo, M~ 
et M~. 
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Soit alors P'o une fonction tout ~ fair quelconque. Je poserai: 

r qui donne:  

d'ofl : 

<= fu'oa == 

vl - v ; =  v~o- v ; =  u;. 

Je poserai ensuite : 

f v~d~ g~--.l ~ ' 

0 e O ~  

et ainsi de suite. J 'aurai  en g6n~ral: 

=/-Yg, 
V. a 2r~ ' 

d'o6. : 

l l ~ I  �9 

Cela pos6 , j 'appeile G, et ~ la plus grande et la plus petite 
valeur de F~ ~ N e u m  a n n  a montr+, non seulement que : 

G.+, < q. ,  &+, > H., 

mais, de plus, q u e :  

O.+, - -  H.+, < X ( G . -  H.),  

). &ant une constante inf6rieure a I qui ne d@end que du domaine 
D, et que j'appel[erai pour abr6ger constante de N e u m a n n .  

I1 r~sulte de lk qt, le, quand n croit ind6finiment, ~ tend vers 
une limite constante et d&ermin~e C. Je supposerai que la s 

/1o ait 6t~ choisie de td le  sorte que cette constante soit nulle. 
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La s6rie 

v ' +  • : +  p , +  . . .  

est alors uniform6ment convergente; soit:  

, = a ~ ( v 2  + r '  + p2 + . . . ) ,  

d ' o h  : 

, ' = r / : +  v: + v; + . . . ,  

,t,' = ( ~ -  ~o) + ( z ; - -  go) + . . .  = -  v~. 

La fonction q~ satisfait donc ~ l'6quation A ~ - - - o  h l 'ext6rieur 
de D et eIle se r6duit sur la fronti&e de D ~ une fonction don- 

n6e - -  Fo~ 
A l'int6rieur de D, la fonction * satisfait ~t la m4me 6quation; 

mais elle n'est pas continue sur la fronti~re de D; de sorte qu 'on  

n ' a  pas : 

on a au contraire : 

q , ' =  G~ + 2 W + z g,~ + 
I " " " " 

En revanche, et c'est 1~ un point fort important pour l 'appli- 
cation que j 'ai en vue, on aura :  

d n  - -  d n  " 

Cela pos6, proposons-nous de trouver une fonction W qui, '~ 

l 'int6rieur de D, satisfasse ~ l'6quation A W - - o ,  et telIe que l 'on 

ait ,~ la ffonti~re de D :  

d W  

d t~ "--" u~ 
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u &ant une fonction donn&. On sait que le probl~me n'est possible 

que si 

f u'd~o - -  O. 

Void  comment N e u m a n n le r6sout : 

Formons le potentiel : 

P ~ j 4 ~ r  r , 

r &ant la distance des points x, y,  ~[ et x ' ,  y ' ,  f t .  

On aura : 

p i  .___ .pc _ _  po 

e t  ~ 

d P~ d P '  
dn - - d n  + u .  

Formons maintenant la suite des fonctions : 

en prenant : 

g , ,  g , ,  . . .  r 4 ,  . . .  ; 

0 0 " - -  eO" 

La constante C est nulle si la condition 

f u'do~ - -  o 

est remplie, et on trouve : 

W* --- p' + ~I,' -- p~ __ po~ -- o. 

Done V/" est nuI ident{quement ~ l'ext~rieur de D= et on a: 

dW ~ 

dn --o. 

R~,ut. Cirr Matem,, t. VIII ,  parte i~ . - -S tampato  il zo aprile i893. x 
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Or,  

d W ~ d W '  
d n  ~ t in -4- u - ' u .  

La fonction W" satisfait donc bien aux conditions du probl6me. 
La solution n'est pas unique, puisqu'on peut aiouter u.ne con- 

stante quelconque ~ W, sans que cette fonction cesse de satisfaire 

aux conditions du probl~me; reals, parmi toutes les solutions possibles, 
nous distinguerons, sous le nora de so!ution de N e u m a n n ,  la 
fonction W que nous venons de d~finir, 

Soit alors /z la plus grande valeur absolue que pnisse atteindre 
u; ie me propose de d~terminer ta plus grande valeur absolue que 
puisse atteindre W. 

On peut trouvcr d'abord une limke de la valeur absolue de P. 
En effet, i'int~grale 

ne peut devenir infinie, quelle que soit la position du point x, y, ~. 
Si L e s t  sa limite supC~rieure, nous aurons : 

IPI < L t~; 

et par consequent : 

I//~ol < Lb~, Go - -  H o < z L ~ .  

Oa en d~duit : 

IY~J < G , -  H, < 2L).~, 

< z z, x"e.; 

et Corn.me ?, est plus petit que ( i ) :  

~ + x  
J'~'a < ~ _----~ z L ~. 
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restefa done ~ l'int~rieur de D plus petit que cette quantitY, 

de sorte qu'il nous reste 6nalement : 

I wl < + x) 
I - - X  ~" 

I1 existe done une constante /4 telle q ue:  

IWI </4~. 

Cette constante /4 ne d6pendra que du domaine D. 

Si W et W, sont deux vatetlrs de l a foneti0n W" en d'eux points 
situ6s ~t l'int6rieur de D, on aura: 

I W - -  W,I < 2 /4~ .  

Si done U est une fonction satisfaisant aux conditions: 

dU 
A U - -  o ,  d n- "-- u,  

et s'annulant, soit en un~point de D, soit sur sa fronti6re, on devra 
avoir : 

U-- W + K ,  

K ~tant une constante; cette constante devra done ~tre ~gale k 

W, ~tant la valeur de W au point off la fonction U s~'annule. -On 
aura done : 

[ U [ - - ] W - -  W,] < 2H~..  

Si ['on a l 'une des deux conditions; 

f udr --  o, f Ud. --  o 
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il faut bien que U change de signe et par cons6quent qu'il s 'annule,  
soit ,>l l ' int6rieur de D, soit sur sa fronti6re. On aura donc :  

IUI < 2H~. 

I1 peut  y avoir avantage ~t introduire certaines fonctions ana- 

logues b, celle de G r e e n .  
Soit  x', y', Z' un point int6rieur k D;  r la distance du point 

x, y, Z au point x', y ' ,  Z'. 
Soit maintenant G' une fonction satiss aux conditions sui- 

vantes : 
x ~ A l ' int&ieur de D, A G' est nul. 

2 ~ A la ffonti6re, 

3 ~ La diff6rence 

est finie. 

d G" 
"77" est nul. 

d i 

G' ~x  4 r~ r 

Soit de m4me G"  une fonction telle que :  

I ~ A l ' int6rieur de D, A G"  soit nul. 

d G "  
2 ~ Sur la fronti6re, d---n-- soit nul. 

3 ~ La diff6rence 

d ~ i 
G t t  w ' ~  - -  

d x ' 4 ~ r  

soit fmie. 
L'existence de ces fonctions r6sulte de ce qui pr6c6de. Les s 

tions G' et G "  existeront et leurs valeurs sur la s de D re- 
steront limit6es~ pourvu que le point x', y', Z' reste dans un do- 
maine int6rieur ~t D et ne puisse par cons6quent se rapprocher de 

la fronti6re de D. 
Si alors FV est une s qui satisfait ~ l '6quation : 

a ; V =  o, 
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d W  
et teile que - d n  prenne des valeurs donn6es su r  la fl'onti&e de D; 

si /4/" est la valeur de H, r au point x', y' ,  zj, on aura: 

do 'd x' - -  

Les int6grales du second membre sont &endues aux 616ments 
d e,~ de la fronti~re de D. 

w IX. 

T e m p d r a t u r e s  s t a t i o n n a i r e s .  

Proposons-nous de r+soudre le probl~me suivant : 
Trouver une fonction v telle que l 'on ait h l'int~rieur de D :  

et ~t la fronti~re: 

a v + f = o  

dv 
d--~ + b v = o .  

La fonction f est suppos& donn&, et je supposerai d'abord : 

f d ' r = o .  

C'est le probl~me qui consiste ~t chercher la temp&ature finale 
d 'un corps solide qui perd de la chaleur par eayonnement par sa 
surface, mais ~t l ' int&ieur duquel certaines causes constantes produi- 
sent incessamment de la chaleur. 

Le pouvoir &nissif est proportionnel ~t b, et la chaleur produite 
en chaque point, dans l'unit~ de temps, est proportionnelle ~t f .  
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Cherchons /t d6velopper v suivant les puissances croissantes de 

h, et soit : 

v - "  Vo + by, -+ h~)~ + . . . .  

On aura successivement 

,~ l 'int6rieur de D ~i la fronti&e 

c~v o 
a v  o + f ~ o  d n - - ~  

d 22 r 
Av,  = o "  dn  + v~ : o 

d v z 
A v 2  - -  ~ d n  + v t = ~  

Nous allons voir que, si: le domaine D: est' convexe, la m6thode 
de N e u m a n n permet de calculer successivement v o, v , ,  v=, etc. 

En effet, nous pouvons d'abord trouver une foncribn'u satisfai- 

sant ~ l '6quation : 

A u + f - - - ' O .  

II suffit, par exemple, de prendre u 6gal au potentiel d 'une  ma- 

ti6re attirante fictive, dont la densit6 serait 6gale ~l Y----. On a alors : 
4 x 

dn  ~ o,. 

si l 'ou a, comme je l 'ai suppos6, 

f d ' v - - o .  

Nous d6termlneron~ ensuitz la' fonction v0--u par Ies conditions : 

( ~ o  - , , )  : o ,  
d G  - , , Y =  __ _d',_, 

dn  dn"" 
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.La conditiog 

d n  ~---o 

&ant remptie, la m&hode de N e u m a n n nous fera connaitre Vo-- u 

et par consequent vo. 
Nous pouvons d'ailleurs aiouter ~t la solution de N e u m a n  n 

une constante arbitraire; nous choisirons cette constante de telle 

fa~on que : 

f vodo~ "~ o. 

Nous pourrons alors d&erminer v~ par la m~thode de N e u m a n n 

~t l 'aide des conditions: 

d v~ -t- Vo - -  O. A V~ - -  Cr, d n 

Nous aiouterons ~t la solution de N e u m an  n une constante ar- 

bitraire, choisie de telle sorte que : 

f "oxdo~ ~-. o ; 

et ainsi de suite. 

Je dis maintenant que la s~rie- 

(i) v-- -Vo q- hvz -t- h'v~ -b . . .  

est uniform~ment convergente si h e s t  assez petit. 

Soit en effet /z le maximum de Irol; nous aurons, d'apr~s le 

th~or~me du ~ pr&~dent : 

Iv,l < :zH'~., Iv~] < 4 H ~ . ,  �9 . .  Iv,,[ < (2 .H')"~, . . . .  

La s~rie converge donc uniform6ment, pourvu que :  

I 
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I1 r6sulte de l~t que la somme de la s&ie, c'est-~t-dire la fonction 
v, est continue dans tout le domaine D et sur sa fronti~re. 

l~tudions maintenant les d~riv~es 

d v cPv 

d x '  d x  ~ '  

et pour cela reprenons les fonctions G', G", introduites ~t la fin 
du ~ precedent. Nous trouverons, en appelant v; la valeur de v o au 
point x', y ' ,  ~ ' :  

, f  ,, f 
d v~ d v~ 
d x '  - - -  G ' v i - - z d %  dx,~ ~ G"v~_,dco.  

Comme les fonctions G' et G" sont limit6es, on voit que les 
s~ries : 

(2) 

d v  o d r ,  h~ dv~ - ~  + h-g~ + -d-~ + . . .  

d ~ vo d ~ v,  h~ d ~ v~ 
2 - Z  + h-d-k-; + dx �9 + . . .  

sont uniform~ment convergentes. I1 en serait de m~me d.'ailleurs des 
s~ries qui proc6deraient suivant d'autres d6ri%es des fonctions v,. 

I1 r~sulte de l~t que les deux s6ries (2) repr~sentent les d~ri%es 

dv d2v 
d--~ et d x ~ ,  

et on en conctut ais~ment Y~quation : 

Av + f - - o .  

Mais il y a entre les  s6ries ( I ) e t ( 2 ) u n e  diff&enceessentielle: 
La s~rie (I)  est uniform6ment convergente dans le domaine D; les 
s6ries (2) sont uniform6ment convergentes, non pas dans le domaine 
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D, mais dan.s tout domaine int6rieur ~ D. (Ou pl~ltot ie n'ai pas 
d6montr6 qu'elles le soient dans le domaine D). 

Ii r&ulte de l~t que les d6riv6es de v sont continues it l'int6rieur 

de D, mais que nous ne pouvons pas affirmer qu'elies le soient en- 

core sur la fronti~re. 
d~  . 

Nous ne sommes donc pas certains que l'expression ~ alt un sens 

et encore moins que la condition ~t la limite : 

dv 
(3) d n +  by : o 

soit remplie. 
En revanche nous pouvons agfirmer que u &ant une fonction 

quelconque continue ainsi que ses d&iv&s du I ~ ordre, on aura:  

(4) fufd'~ + fvaud'~= fv(hu+~)do. 
C'est ce que j'ai appel6 ~t la fin du ~ VI Ia condition modifide. 

Elle est &videmment &quivalente ~t la condition (3) au point de rue  
physique. 

Si donc on remplace dans les donn~es du probl&me la condi- 
tion (3) par la condition modifi6e, ce probl~me peut &re regard6 
comme r&olu, pourvu que 

I 
h < z H .  

Supposons maintenant 

I 

h > -2H. 

I 
Soit h o un nombre positif, plus petit que ~--~, et soit: 

h--ho + ~. 

Rend. Circ. Mc~tem., t. VIII,  parte I~.--Stampato il zo aprile i894, x6 
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Cherchons k d~velopper v suivant les puissances de "net soit: 

( 5 )  v - - V o  + ~v, + ~ ' %  + . . . .  

On devra avoir: 

(6) ~tVo + f - -  o, av ,  --- Av: --- . . .  --- 0 

et 

d v  o d r ,  d v ,  
(7) -~--~ + ho v o - -  o , -d-~ :4- ho v ,  + v o - -  o , ' ~  + h o v , + v , - -  o , . . . .  

Les conditions (7) pourront &re remplac~es par les conditions 
modifi~es correspondantes. 

I 
Comme ho est plus petit que ~--~, les ~quations (6 )e t  (7)dS-  

! 

termineront les fonctions Vo, v, ,  . . . .  
Supposons que 

[%[ < g; 

on aura, d'apr~s un th~or~me d~montr~ au ~ VI :  

g 1%1 < g Iv~J < g 
l ,r < %-[o' ' "  . . . .  

Ces in6galit~s seront encore vraies quand on substituera aux 
conditions (7)les conditions modifi~es correspondantes, puisque nous 
avons vu que cette substitution n 'emp&he pas ies th~or~mes du ~ VI 
de s'appliquer. 

La s~rie (5) converge doric uniform~ment, pourvu que 

-~ < h o .  

On en d~duirait comme plus haut que le probl~me peut &re 
regard~ comme r&solu, pourvu que 

.~ < ho ,  
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ou que 

h <  aho 

ou que 

I h < ~ - .  

1 I 
Si h est plus grand que - ~ ,  on prendra h o plus petit que -_~, 

I 
mais aussi voisin qu'on voudra de )-I  ; oll posera : 

h- - -  h o .-}- vl, 

on d~veloppera v suivant les puissances de ~ et on d&erminera les 
coefficients par les fiquations (6) et (7). 

I 
Cette d&ermination sera possible, puisque ho est plus petit que ~var- 

et la s&ie convergera, pourvu que 

~<ho. 

Le problSme sera done r&olu, pourvu que 

2 h < ~ - ;  

et ainsi de suite. 

On volt qu'en continuant de la sorte on r&soudra le probl~me 
quelle que soit la valeur positive de h. 

Ce proc~d~ n'est autre chose que celui de la continuation ana- 

lytique. 
Considfirant v comme fonction de h, nous avons fait voir que 

cette fonction est hoiomorphe dans un cercle ayant pour centre l 'o- 
I 

rigine et pour rayon ~-I-~r" Prenant, sur ['axe des quantit& r&Iles 

positives, un point-ho situ6 k l'int6rieur de ce cercle, nous avons 
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VU que ia fonction v e s t  encore holomorphe ,~ t ' int~rieur d 'un  cercle 

ayant ce point pore" centre et passant par l 'origine, e t  ainsi de suite. 

Nous avons suppos6 au d6but que 

f d ' r = o .  

Cette restriction n 'a  rien d'essendel. 
Soit en effet ~ t rouver  une fonction v satisfaisant aux conditions : 

d v  
d - - - ~ + h v - - o ,  Av + f - - o ,  

la fonction f 6tant quelconque; soit : 

f d  ,r A, A # o. 

Soit ensuite v' une fonction tel[e que 

d r '  
dn + by '  --- o 

et d'ailleurs quelconque; je suppose seulement que 

f ,~v'd'v - -  b A 

ne soit pas nul. On  aura alors : 

f (Av' - -  b f )d 'r  - -  o. 

On pourra donc trouver une fonction v "  telle que 

d z; pt 

dn + hv"  - -  o, 

et alors, en posant : 

v" + - - T  ~v' - - o ;  

~.JP 

b '  
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dv  
d--n q- b y - - o ,  ~X v q- f ~ o, 

et le probl~me sera r&olu. 

w  

R e f ~ o i d i s s v m v n $  des corps.  

Soit maintenant h trouve; une fonction v satisfaisant h la double 

condition - 

( 0  ~v + ~v + f = o ,  

d v  
(2) d-~ + hv  = o. 

Proposons-nous de dSvelopper v suivant les puissances de ~, et 

soit : 

(3) V=Vo + v,~ + v~  ~ + . . . .  

Les fonctions % devront &re d&ermin6es par les condit ions:  

(4) ~ V o + f - - ' o ,  ~ v , - k V o - - ' o ,  A v , - b v , - - ' o ,  . . .  

jointes aux conditions aux limites : 

dvo dr,  
(5) -dn + h% --- o, dn 4" hv~ - -  o, . . . .  

La d&ermination d 'une fonction v m par des conditions de la 

d v,~ 
Av,~ + %_, --- o, dn q - h v = ~ o ,  

forme : 
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off %_,  est d6i,~ connue, est pr6cis6ment le probl6me qui a 6t6 trait6 
dans le ~ prbc6dent. 

I1 s'agit maintenant de reconnaltre si la serie (3) est conver- 
gente, et pour cela je vais employer la m6thode de S c h w a r z  et 
former les int6grales suivantes : 

K.,,.--h v,.v.d~ q - d \ d x  dx q- dy dy q- dz~ dz~J " 

Ces int6grales jouissent des propri6t6s caract6ristiques des intf-  
grales de S c h w a r z ,  c'est-k-dire que l 'on a :  

u,L.. = w.+, . .  = = w.+..o = w . , . ,  

W >o, 

w;.< G < . . . .  

Toutes ces propri6t6s seraient presque imm4diatement 6videntes 
si l 'on avait demontr6 que les fonctions % satisfont effectivement 
aux conditions (5). Malheureusement iI n 'en  est pas ainsi; tout ce 
que nous savons, c'est que ces fonctions satisfont 5. la , condition 
modifi6e , correspondante. I1 y a 1,~ une difficult4 dont ie n 'ai  pas 
r6ussi ~ triompher compl6tement. I1 n'est m4me pas 6tabli rigoureuse- 

ment que l'int6grate F,,., a un sens. 
Quoi qu'il en soit, je me contenterai de l'aper~u suivant :  
La foncti0n % satisfait ~ Ia condition modifi6e; je dis qu'on 

peut en d6duire la r suivante : 
Soit S une surface int6rieure 5. D, mais tr6s voisine de la fron- 

ti6re de D. 
Soit u une fonction quelconque, finie et continue ainsi que ses 

d6riv4es du I ~r ordre, . tant  k l ' int6rieur de D clue sur sa fronti~re. 
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L'int~grale 

['u d V,. d o~ (6) j 

~tendue k S a un sens; je dis qu'etle tend vers 

~tendue h la fronti&re de D quand S se rapproche ind~finiment de 
cette fronti~re. 

En effet, l 'int~grale (6) est ~gate .~ l'int~grale 

(8) f v,,, d U d~ dn + f (uav,,, v,,,au)d.r 

&endue aux 61fiments d~  de la surface S c t  aux 6l~ments dv du 
volume limit+ par cette surface. D'autre part, en vertu de la condi- 
tion modifi&e, I'int&grale (7) est 6gale ,~ cette m~me int6grale (8) 
6tendue ~ la fronti+re de D et au domaine D tout entier. 

Si nous faisons u ~ v , ,  nous aurons : 

(9) l i m f s V ~ n ~ d O  = - - b f % % d c o .  

I1 est vrai qu'on n 'a  pas te droit de faire u - -  v,, puisque nods 
ne savons pas si les db.rivfies de % sont continues sur la fronti~re 
de D. Mais on peut observer que % peut 6tre d~velopp~ en une 
sfirie uniform~ment convergente, dont t ous l e s  termes auraient leurs 
d~riv&es du :or ordre continues. 

L'fiquation (9) est doric vraisemblablement satisfaite, bien que 
Yon puisse encore chicaner sur ce point. 

De l'~quation (9) on d~duira sans peine les propri&fis des in- 
t6grales W e t  K enonc6es plus haut. 

I1 en r&ulte que, si 1~1 est assez petit, la s&ie 

(:o) VWo- + :Vw;  + eV ; + . . ,  
r 
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D'autre part, si g d~signe le maximum de [fl, go celui de [vo] , . . .  
g~ celui de Iv, l; si l 'on pose, comme au ~ VI, 

l ~ l x=-g-  + 

on aura : 

g,, < ~.~-z g. 

D'ofl il suit que la s~rie (3) converge uniform~ment clans tout le 

domaine D, pourvu que 

I 

< 5-" 

Mais cela ne nous suffit pas; il nous faudrait 8tablir que la sfi- 

rie (3) convergera toutes les lois que la s&ie (Io) converge eIle 

m~me. 
L'in~galit~ de S c h w a r z :  

subsiste e n  dSsignant par G la fonction de G r e e n  g~n~ralisSe que 
l 'on formerait en dormant aux constantes ~ et h les valeurs z6ro et h. 

Tant que le point x', y', ~." ne se rapproche pas ind~finiment 

de la fronti~re de D, l'int~grale f G'd'v reste limit~e, ce qui nous 

pem~et d'affirmer ce qui suit. 
Toutes les lois que la s&ie ( io)converge,  il en est de m~me 

de la s&ie (3); et la convegence est uniforme, si non dans tout le 
domaine D, au moins dans tout domaine int&rieur .h D. 

~" tO" f I1 est probable que 1 lnt%rale G*d,v ne devient pas infinie 

quand le point x', y ' ,  :r." se rapproche de la fronti~re; car il est ais~ 
de constater que cela est vrai pour la sphere. S'il e n e s t  ainsi, 
la convergence de la s~rie (3) est uniforme dans tout le domaine D. 
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Cela pos6, soit K une fonction quelconque, telle que 

f Yd  ~: - -  o. 

On aura 6videmment : 

v \ d x }  d'~ I6 
> l--~. 

f v, a, >" f vd.  9 
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On en conclurait, comme dans le cas de b ~- ~ ,  que, si l 'on a : 

f = + + . . .  + 

on pourra disposer des coefficients arbitraires x de telle fa~on que le 
rayon de convergence de la s6rie (3)soit  plus grand que L~; L~ 
&ant un hombre qui crolt ind6finiment avec p. 

Les autres r&ultats de la premi~re.partie de ce travail s 'en d6- 
duiraient imm6diatement; on verrait que la fonction v e s t  m~ro- 
morphe dans tout le plan, qu'elle n'a que des p61es simples et que 
ses r~sidus satisfont k des conditions de la forme : 

du 
Au + ku--~o,  d--~ + hu~_.o; 

ce q ui d6montre l'existence des fonctions harmoniques. 

On voit que ]e n'ai pu parvenir dans le cas g6n&al ~ des r& 

sultats at~ssi satisfaisants que dans ~e c a s h - -  ~ ;  on voit combieti 
de lacunes subsistent encore. Je ne m'efforcerai pas davantage de 
les combler; la premiere chose ~ faire, en effet, serait de faire une 
~tude plus approfondie de la m&hode de N e  u m a n  n, encore im- 
parfaite sous bien des rapports. 

Cela m'entralnerait trop loin. 

Ne  um a n n a dit, en effet, dans son ouvrage sur le potentiel 
Rend. Cirr M~tem., t. VIII, parte IL--Stampato il 27 aprile i894. 17 
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(page I53 ) : , F/ir die vierte Eigenschaft bin ich einen Beweis yon 
�9 hinl//nglicher Strenge mitzutheilen, vorl/iufig nicht im Stande , .  

J 'ai cru cependant que ces r~sultats, si incomplets qu'ils soient, 
n'~taient pas absolument d6nufis d ' int6r~t,  et ie me suis d~cid~ k 
les punier.  Je serais heureux si cette publication pouvaitprovoquer 
de nouvelies recherches sur ce suiet. 

w Xl. 

~dthode  de Cauch41. 

Dans les deux premieres parties de ce travail, i 'ai dSmontr6 
l'existence des fonctions har/noniques; mais, si dans la premi6re partie 
(55 I-V), off ie me suis occup6 du cas de h - - o o ,  je suis arriv6 ~l 
une d6monstration parfaitement satisfaisante, il n 'en a pas 6t6 de 
m4me dans la seconde pattie ( ~  VI-X), o~1 je me suis occup6 du 
cas de h quelconque. 

Aussi, pour ce qui me reste .h dire, ie me bornerai au cas de 
t 3 - - o o ,  bien que les r6sul,tats soient probablement vrais dans tous 
les cas. 

Une fonction harmonique U~ est alors d6finie par les conditions 
suivantes : 

A U~ + ki U~ - -  o h l'int6rieur de D, 

U~ = o ~t la fronti6re, 

f 
On peut se proposer de d6velopper une fonction arbitrairef en 

une s6rie proc6dant suivant les fonctions harmoniques, de telle sorte 
que l 'on ait:  

f =  ZA, g. 
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Si le d&eloppement est possible, il est ais~ de d~montrer qu'on 

a u r a  : 

A, = f 

De nombreuses analogies nous donnent lieu de penser que le 
d&eloppement est toujours possible, mais une d~monstration com- 
pl&e et rigoureuse n'a pu encore &re donn&; je voudrais terminer 
ce m6moire par quelques r&uhats retatifs 71 cette question. 

L ' id& qui se pr~sente le plus naturellement k l'esprit, c'est 

d'employer une m&hode dont C a u c h y  a fait souvent usage, en 
l'appropriant bien entendu au probl~me particulier que l'on a en rue. 

Reprenons la fonction m&romorphe dont il a ~t~ question dans 

les 5~ I -V:  

v - - I f ,  ~ ] ~--- v o -l- r2 , ~ q- v= ~ = -{ - . . . .  

Nous avons vu que cette fonction admet une infinit~ de p61es 
simples 

et que le r6sidu correspondant est 

--& U,. 

Supposons maintenant que I~1 croisse ind~finiment. L'argument 
de ~ &ant constant et diffdrent de zdro, tout nous porte ,~ croire que 

asymptotique de v sera ~gale ~ 4 ;  je veux dire par la valeur I,~ 
c ,  

que le rapport 

f 

tendra vers 1 umte. 
Je le d6montrerai plus loin pour tous Ies arguments compris 

x 3 ~.  mais cela est probablement vrai pour tousles  ar- entre k et - - ,  
2 2 

guments, sauf pour l'argument z&o, 
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I1 est clair d'aitleurs que ce rapport ne peut pas tendre vers I 

quand l 'argument de ~ demeure constant et ~gal ~t z6ro; car la 
fonction v devient alors infinie une infinitfi de lois. 

Construisons maintenant une infinit~ de cercles C~, Ca , . . .  C~, . . . .  
Ces cercles auront pour centre l'origine et leurs rayons iront en 
croissant ind~finiment avec l'indice i; il ne devront passer par aucun 

des pbles de la fonction v; nous pourrons, par exemple, prendre pour 
rayon du cercle Ci: 

k~.. 'k ki+x 
2 

Tout nous porte ~t croire que, si les rayons de ces cercles sont 
convenablement choisis, on pourra assigner une limite supfirieure au 
module de routes les valeurs que peut prendre le produit v~ aux 
diff~rents points de ces diff&ents cercles; de telle fa~on qu'on aura 
sur un quelconque des cercles Ci: 

Iv~l < M, 

M &ant une constante ne d@endant pas de i'indice i. 
Ce point serait sans doute le plus d~licat 5 ~tablir. 
Supposons donc que l'on ait d~montr6 les deux propositions que 

je viens d'~noncer comme probables; voici ce qui arrivera : 
Soit f~ l'intfigrale : 

i f  ], = v d ~  

prise le long du cercle Ci. On aura: 

lira ]i - -  - -  f ,  

quand i'indice i, et par cons6quent le rayon du cercle C~, croltront 
ind6finiment. 

D'autre part, en vertu du th~or~me de C a u c h y :  

- - 1 ~ = . 4 ,  or, + A, u~ + . . .  + .4, r.r,, 

car les p61es de r int&ieurs ~C i  sont les p61es k, ,  k~, . . .  k~. 
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rcr On en conclut que la fonction f est %ale .h la somme de la 
s&ie 

A, U, + A~ U~ + . . .  ad inf. 

La d6monstration de la possibilit4 du d6veloppement est ainsi 
ramen6e ~ celle des deux propositions suivantes : 

I ~ La valeur asymptotique de v est 6gale ~ @ quand le mo- 

dule de ~ crolt ind6finiment, son argument demeurant const:fnt et 
diff6rent de z6ro. 

2 ~ On peut choisir les rayons des cercles C i de telle fa~on que 
l'on ait toujours : 

Ivy[ < M. 

Je n'ai pu arriver ~ 6tablir ces deux propositions; j'ai done dfi 
modifier beaucoup la m6thode de C a u ctl y, mais je n'ai pu parvenir 

d6montrer la possibilit6 du d6veloppement que dans certains cas 
particuliers, C'est sans doute ,~ la m~thode de C a u c h y qu'il faudra 
revenir quand on voudra 4tendre ce r6sultat au cas g6n6ral. 

w Xll. 

Vale~er a s y m p t o t i q u e  de v. 

Je suppose done que ~ conserve un argument constant compris 

entre - -  et - -  et que son module croisse ind6finiment et ie me 
2 2 

propose de rechercher comment se comporte la fonction 

v = I f ,  

La constante 4, ayant son argument compris entre ~ et 3----~, 
2 2 

aura sa partie r6elle n6gative. Posons: 

~ - - - - -  ~ ,  ~ - - ~  + iy; 
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et choisissons le signe de ~ de faqon que sa partie r~elle } soit 

positive. 
Soit G la fonction de G r e e n g&n&alis6e en dormant aux con- 

stantes ~ et h les valeurs ~ et oo. L'existence de cette fonction r& 
suite des considerations d~velopp&s dans les ~ I-V. 

Soit v' la valeur de v au point x' ,  y ' ,  Z'; r la distance du point 
x, y ,  Z au point x' ,  y ' ,  Z'; soit A l e  maximum du module de 

e--.~r 

4r~r 

quand le point x, y, Z est sur la fronti~re de D. D'apr&s ce que 
nous avons vu au ~ VII, on aura: 

v' - -  - -  f Gfd'  

Or, r &ant r&l, on a :  

c-at e-~r 

E4 ~---rJ - -  4 ~---r ; 

et, comme [5 est positif, ce module d6croit quand r augmente. 

On aura donc: 

8-[3ro A - ' - -  
4 ~ r o  ' 

ro 6tant la plus courte distance du point x', y',  : '  ~ la fronti~re 

de D. 
On aura donc: 

G 
4~  r -I- 0 4 ~ r o ,  
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0 &ant une quantit~ dont le module est plus petit que I. On aura 
done : 

+ 4- ro 

La seconde int~grale a son module plus petit que g T, g &ant 

la plus grande valeur de Ifl et T l e  volume de D. J'aurai donc: 

e a r  e--[~ro 

(0 v' = J f  4~rCI, + 4~ro0'g T, 
le module de 0' &ant inffirieur ,~ i. 

,Consid~rons une sphere de rayon r ayant son centre en x', y', ~'; 
soit r'd~ un ~l~ment de la surface de cette sphere ayant pour coor- 
donn&s x, y, ~: de sorte que d~ soit l'angle solide sous lequel cet 

fiIfiment est vu du point x', y', ~'; nous pourrons &rite : 

v ' - -  f f ' r e ~ ' d r d ~  + e-~r~ 

en posant pour abrfiger: 

M--- g T  
4~ro �9 

L'int~gration devra &re &endue ~t tousles ~l~ments de volume 
r 'drdg  qui sont k l'int~rieur de D; si I'on pr~f~re, on peut l '&en- 
dre .h l'espace tout entier, mais en convenant, puisque la fonction 
f est arbitraire et n'a encore &fi dfifinie qu'k l'int~rieur de D, en 
convenant, dis@, de f a i r e f - - - o  ~t i'ext~rieur de D. 

Si alors nous posons : 

f f r d ~  
= v ' 

l'int~grale &ant &endue 'X tous les 61~ments de la sph&e de rayon 
r, nous aurons : 

v' = f '~(r)e-~" d r -}- e-~'oO' M. 
*r 



136 m POINCAR~. 

I1 importe de remarquer que q~(r) (de m~me que M) ne d~pend 
nuIlement de la constante 4. 

Supposons que la fonction f soit analytique dans le voisinage 
du point x',  y' ,  Z'; il arrivera que ? sera aussi une fonction analy- 
tique quand r sera voisin de z6ro. Nous aurons alors, pour r inf~- 
rieur 5. une certaine limite r~ : 

( r ) - - A , r  + A~r ~ + . . .  

et il est manifeste q u e A ,  n'est autre chose que f ' ;  valeur d e f a u  
point x' ,  y ' j  Z'. 

Nous pourrons alors trouver une quantitfi positive B, telle que 

19(r) - -  A~(r)l < B r  ~. 

I1 vient alors : 

fo fo ~ v' : A~re--*'dr + B O " r : e - * ' d r  + e-~oO'M, 

le module de 0" &ant plus petit que I; ou bien:  

v' - -  A, 20,B 
~--c + T + e-~'~ 

0, et 0~ ayant leurs modules plus petits que I; et en effete  -~'~ a 
m4me module que e -~'~ 

I1 r~sulte de 15. que, pour [41 - -  oo, 

lim v'~ = lim -- v'  ~ ~ = - -  A, -- - -  f '  ; 

d'o~l : 

l imv~ - -  - - f .  C. Q.. F. D. 

J'ai suppos~ plus haut que la fonction f ~tait analytique dans 
le voisinage de x', y', Z'; mais cette restriction n'a rien d.'essentiel; 
il suflit que ? (r) satisfasse aux conditions de D i r i  c h I e t. 



SUR ;LES ]~Q.UATIONS DE LA PHYSIQUE bI&TH~MATIO_UE. 137 

Le m~me r6sultat peut s'&endre au cas oh le domaine D n'a que 

deux dimensions. 
Soit en effet darts r cas r la distance du point x, y au point 

x', y'; et soit :  

J(r) - -  ~ 4 ~l/r~-Jr- dz" 

La fonction jr ainsi d6finie est &roitement apparent6e aux fon- 
ctions de B e s s e l ;  d ie  satisfait ~ l '6quation A]" + ~ f ~  o, ,et sa 

- -  l o g  r 
diff&ence avec - -  demeure finie: Appelons alors G la fonction 

2 ~  

de G r e e n ~6n&ahsee, c est-a-dlre une fonction qui : ~ l'int6rieur de 

D satisfait ~ l '6quation : 

A G  + ~ G - - o ,  

s 'annule ~ la fronti6re, et est telle que la diff6rence: 

G + log.r 
2 ~  

reste finie. Alors le maximum de 

IG -- l l  

sera 6gal ~t I](ro)l. 
On en c o n d u t :  

v ' = f G f d ' : = f ] ( r ) f d . :  +.fOg]'(ro)d.r (10, < 0 

OU : 

,,o,, < , ,  v'--" f d ' : d  z -{- O'g d 4~:?o 

- -  en posant pour abr6ger : 

P=V Po=V,: 
Rend. Girr Matem., t. VIII, parte IL--Stampato iI 28 aprile i894. ~8 
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OU e n ~ . n  : 

H. POIN CAR~.. 

J g 4 ~  

M ~tant une constante ind~pendante de ~. Cette ~quation &ant tout 
fait de m6me forme que l'bquation (r) on en tirera la m~me con- 

clusion, c'est-~-dire que : 

l imv~ ~-  - - f .  

Cela suppose toujours que la partie r4elle de ~ est nfgative et 

tend vers - -  oo. 

w Xlll. 

Appgica t ion  d u  thdor~me de Mit tag-Zef f ler .  

Cherchons une limite sup~rieure de [U~[ et de At. Nous avons : 

a U, + k ,U,=o,  

et par consequent, en d&ignant par U~ la valeur de U i au point 
x', y', Z~' et par G la fonction de G r e e n ordinaire, nous pourrons 

~crire : 

o ; -  k, f G u,a,; 

ou en vertu de l'in~galit~ de S c h w a r z :  

[f f f 
Or, 
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I1 vient donc:  

,U,l < k,/fO2d,. 

Or cette quantit6 

est elle-m~me, comme 

~39 

nous I 'avons vu dans les ~ I et II: plus 

petite qu'un certain nombre .OO qui ne d@end que de la plus grande 

dimension 1 du domaine D. On a ainsi: 

IGI < k,Q. 

D'autre part nous avons : 

.4, ----- f f ~ d , ;  

d'oth, en vertu de l'in6galit6 de S c h w a r z :  

Si n o u s p o s o n s :  

f f= d ,.r --- M', 

cette in6galit6 peut s'6crire : 

D'autre part : 

JAil < M. 

f v,, U,d'r = kF" f f U,d'~, 
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Si done il existe une fonction, f*, telle que: 

v* - -  If*, ~] - -  v** + ~*,~ + v*,~  + . . .  

et que 

V* N - " - -  f ~  

on pourra trouver une constante M*, telle que: 

last < kT' M*. 

C'est ce que nous exprimemns en disant que A~ est au plus de 
l'ordre de grandeur de kT". 

Or la fonction f* existera, pourvu que deux conditions soient 
remplies : 

I ~ La premi6re c'est que f air des d6riv6es d'ordre 2 n + 2. 
92 La seconde c'est que f s'annule h la fronti~re ainsi que A f ,  

a , f =  AAf, A ' f =  AA% . . .  iusqu',~ a'7. 
n su0at en effet de prendre: 

S i ce s  deux conditions sont remplies, A~ est au plus de l'ordre 

de k ~ '-" . et Ai U~ de l'ordre de k~ . 
I 

Or k~ est au moins de l'ordre de grandeur de i 3 s iD a trois 
dimensions et au moins de l'ordre de i si D a deux dimensions. 

Je conclus que A~ U~ est au plus de l'ordre de iv; ~ 6rant ua 
nombre donn~ par le tableau suivant : 

Dans la premiere colonne du tableau j'6cris les conditions qui 
sont remplies h la fronfi&re par la fonctionf que je suppose d'ailieurs 

analyfique. 
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Dans la seconde colonne je porte la valeur de l~:, en supposant 
que D ait trois dimensions, et dans la troisi6me colonne j'6cris la , 
valeur de [a en supposant que D n'ait que deux dimensions: 

aucune condition 

f - - o  

f - - A f - - - o  

f .~_ a f - -  a a f - - -  o 

2 

3 

0 

2 

- 5 -  

4 
3 

0 

u I  

2 

I1 r6sulte de l~t que la s&ie 

y A.: u, 

est absolument convergente si ~t la fronti&ef, a f e t  A~fs'annulent. 
La s6rie 

ki 

est absolument convergente si f et a f  s'annulent. 
La s&ie 

s k2 
est absolument convergente si f s'annule ~ la fronti6re. 

Enfin la s&ie 

couverge dans tous les cas. 

Ii importe d'observer que ces conditions de convergence sont 
t �9 t �9 sut~santes, mais qu'elles sont loin d'&re necessa~res. En reahte d~ 
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et Ui d6croissent sans aucun doute beaucoup plus rapldement que 
ne l 'indiquerait le tableau pr4c6dent; mais je n'ai pu le d6montrer. 

Appliquons alors ~t la fonction v le th6or6me de M i t t a g -  L e f f l  e r. 
Nous voyons d 'abord que la s6rie:  

converge clans tous les cas; que la s6rie : 

- -  k 3  

converge si f s 'annule ~ la fronti6re; et enfin que la s6rie : 

converge si f e t  ~ f  s 'annulent. 
Nous pouvons donc poser:  
i ~ dans t o u s l e s  cas:  

Z .4, u,p 
v = - k; (~ - -  g )  + E(~ . ) ;  

2 ~ si f s 'annule  h la fronti6re : 

.4, G~ 

3 ~' si f et ~ f  s 'annulent : 

la notation E({)  d6signant une fonction enti6re de {. 
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Plaqons-nous donc dans le troisi~me cas; supposons que f e t  • 
sont nuls ~t la fronti6re et cherchons ~ d&erminer la tbncfion en- 
ti~re E(~).  

Soit : 

et 

E(~) = eo + e,~ + e=~ ~ + . . . .  

Soit encore : 

.f O) - -  f _ A, U - - A = U , - -  . . .  - - A k U k  

N .4, v, 

v ( ~ =  v~ ~ + v?~ ~ + v~ ~) ~ + . . . .  

Posons de plus:  

= ( v  O) v (~ d E..~ = (e,. e. d'r. 

On aura : 

em --- lira v~') 

et par cons6quent : 

( k = ~ )  

E, . ,  - -  lim W (k),~... (k = ~ ) 

D'autre part les th~or~mes de S c h w a r z  sont vrais de W(o 
�9 " m o l l  I I  

c'est-~t-dire que : 

ce qui permet de poser: 
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On aura donc aussi 

Em., 

ce qui permettra de poser: 

On aura d'ailleurs: 

"--'- Em+i.n_l 

S~,rl -'--" Em+tl~ 

W~ ~) > o 

On aura donc de m~me: 

E .>o  

E, < E ,  E 3 
< < . . . .  

D'autre part, la fonction E(~) &ant enti~re, la s~rie 

eo + e,~ + e=~= + . . .  

"convergera quel que soit ~, mais comme e,, d+pend de x, y, Z on 
peut se demander si la convergence est uniforme. 

Soit L~ le hombre d+fini au ~ III; on adra, d'apr6s le ~ IV:  

P v - -  -~- ; 

D &ant un polynbme de degr6 p - -  I en ~, dont les coefficients 
sont constants et qui admet comme racines tous les hombres kl plus 
petits que L#. 

Quant ~ P c'est une s~rie ordonn~e suivant les puissances de 
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dont les coefficients d6pendent de x, y e t  Z et qui converge uni- 

form6ment pourvu que IGI < L v 
Consid~rons maintenant la somme 

et partageons-la en deux: 

et 

~-  A~ U~ 

/ - - t  - -  k~ 

~ ( K )  - - -  _ _  

s c o  

Z A, U~ 
t--k,' 

i=K+l 

le rrombre K &ant choisi de telle sorte que les K premiers nombres 
k~ soient pr&is6ment ceux qui sont plus petks que L~. 

Alors ~(K)D est un polyn6me entier. 
Quant 'k ~(ic), c'est une fonction de t qui peut &re d6velopp6e 

suivant les puissances de t; la s&ie ainsi obtenue converge unifor- 
m6ment pourvu que It] < L.b. 

En effet, le coefficient de ~ est ~gal b. 

k~ ' 

q ui est plus petit en valeur absolue que 

puisque 

Z@I . 

k, >L~ 

Or, 

E(~)D = P + ~(~r + ~(*OD 

Re,d. Cirr Matem., t. VIII, parte i~.--Stampato il 28 aprile i894. 

pour i > K. 

I9 
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sera d&eloppabIe en une s&ie ordonnfie suivant Ies puissances de 
et dont la convergence sera uniforme pourv u que I~l < Le. 

Or cette s~rie est divisible par D puisque E(~) est une fonction 
enti~re. Donc, la sfirie E(~.) converge aussi uniform6ment pour [~1 < Le; 
c'est-ii-dire que la convergence est toujours uniforme puisque Lt peut 
&re pris aussi grand que l 'on veut. 

Done la s&ie 

f eoeodv + f eoeid : + f  oe, a, + . . .  

OU 

Eo + ~E, + ~'E= + . . .  

convergera toujours, quelque grand que soit 4. 
Donc 

E., ,  
G 

doit tendre vers z6ro quand n croit inddfiniment. Mais ce rapport 
va toujours en croissant, d'apr6s les in~galit~s ddmontr~es plus haut; 
iI faut done que l 'on air: 

e , ' - ' e = - - - . . .  = o ,  E ( ~ ) = e  o. 

Ii en r~sulte 

"l.J t 

La s~rie : 

K - A , ~  
A_ k, v o .lq + eo. 

Z A~ U~ 

~tant uniform~ment convergente d'apr~s les hypotheses 
aura : 

faites, oll 
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G 6tant la fonction de G r e e n ordinaire; et par cons6quent, puisque 

on aura aussi : 

A - -  
k~ - -  k~ ' 

A v, - -  A/___.  k~ " = e~ - -  %. 

Mais on salt que 

On a donc: 

et enfin : 

Avt  + vo- - ' fO.  

eo = E(~) = o, 

Supposons maintenarit .'que .&f ne s'anntile plus,  mais que f 
s'annule ~. la fronti&re; on aura:  

E(~) = e o  + e,~ + e=~" + . . . .  

La comparaison des d~veloppements ~des deux membres nous 
apprend tout-de-suite que:  

e o - - -  %. 

Cela pos6, consid6rons la fon'ction: 

[Vo, 4] = v, + v=~ + v,~" + . . . .  

Oll pourra iui appliquer le th~or&x~e pr6c6dent, puisque Vo et 
A v o - - - - f  s'annulent ~ la fronti~re. On aura dOnc: 

[Vo, q = - k,(~ - k0"  
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On a done: 

H. VOINCAR~. 

= ~ [~o, []  + E g ) .  

La comparaison des d6veloppements des deux membres suivant 

les puissances de ~ donne tout-de-suite: 

E ( ~ ) = V o .  

Supposons enfin que f ne s;annule'pas ~ la fronti~re; on aura : 

= - k~(~ - -  ~,) + E(~) .  

Consid~rons la fonction : 

[v~; ~ ] - -  v, + v ~ ' +  v ~  = + . . . .  

On volt que v x et •  s'annulent ~t la fronti[re. On 

aura done : 

Z .4~ U, 
[v , ,  ~] = - kt(~ - -  1~,)' 

d'ofl : 

que 

v = ~'Cv,, ~] + E(~). 

La comparaison des d&eloppements des deux membres montre 

E(~) = v o + v,~. 

Pour nous r6sumer, on aura, clans tous les cas : 

v = - -  ~ (~ - -  2,) + Vo + v, ~. 

On aura, si f s'annule ~t la fronti~re : 

Z A,U,~ 
v = - -  k , ( ~  - -  k , )  + ~~ 
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et si f et a f  s'annulent h la fronti~re : 

Z A~U, 
v = - -  ~ - -  k," 

I49 

S xlv. 

l~oss ibi l i td  d~e ddve loppemen t .  

Supposons que la s&ie: 

}-" Ai Ui 

soit absolument convergente ou semi-convergent.e, et que la s~rie: 

Z A, 

converge absolument; on aura alors, d'apr6s ce qui pr6c6de: 

N[-  A , ~  
(O v 

Je dis que la somme de la s&ie: 

YA,< 
sera 6gale k f.  

En effet reprenons i'6galit6 (I), multiplions-la par ~ et.faisons 
tendre ~ v e r s - - o o .  D'apr&s ce que nous. avons vu au ~ XII, le 
premier membre tendra v e r s -  f. 

Pour voir ce qui arrive du second membre, je vais appiiquer le 
th6or6me d ' A b e l .  Je rappelie d'abord l'6nonc6 de ce th6or6me. 
Soit 

S - - - u , + . u = +  . . .  + u , , + . . .  

une s~rie absolument convergente ou semi-convergente. 
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Soit : 

S ~ - - u , + u ~ +  . . .  + , ~ .  

Soit 0~ la plus grande de routes les quantit~s 

IS ,+~-  S,,I, [S, ,+~- S,,], IS,,.3 1 S,,J, etc ad inf. 

Le nombre l~. tendra vers z&o quand n croltra indfifiniment, 
puisque la s~rie S converge. Soit maintenant~: 

~ I ~  ~ 2 )  " " " ~ ~ n ~  �9 " " 

une suite de nombres positifs, constamment et inddfiniment d~crois- 
sants. 

Le th6or~me d ' A b e l  nous apprend que la s~rie : 

u,r + u ~  + . . .  -& u,r  + . . .  

est converger~te et que le reste de ceite s6rie, 

u~+, %§ + u,~_~ %+~ + . . .  

est plus petit en valeur absolue que ?.~,. 
Si ~ est nSgatif, les nombres 

seront positifs, constamment et ind~finiment d&rolss~mts; de plus ils 
seront plus petits que I. 

Si donc nous posons : 

et que O, soit, comme ~pltIs haut, la plus ~grande des quantit~s 

s;l, 
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le reste de la s&ie 

sera plus petit en valeur absolue que 

et par cons6quent que ~.. 

Nous aurons donc: 

0 &ant plus petit que I en valeur absolue. 
Je dis qu'on peut prendre n assez grand pour que 

S ~ = & U , + A ~ G +  . . .  + & G  

diff6re aussi peu que l'on veut de f ,  et, par exemple, pour que 

tf--  sn) 

soit plus petit que z. 
En effet, nous choisirons d'abord n assez grand pour que: 

P n < - - .  
3 

Le nombre n une lois choisi, nous choisirons - -  ~ assez grand : 
I ~ pour que la diff6rence 

Iv~ + f} <-~t-  z 
3 

ce qui est possible, puisque 

lira v ~ --- -- f~ pour ~ -- -- oo ; 
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2 ~ pour que la difference 

~ , u , ~ ,  ~ u ~ ,  , ._,/~uo.~ ~--F=~--~----~ ~-'''-~ ~ -k ,  

c'est-~t-dire pour que 

H. POINCARE. 

._4, u,--A, V,--...--.4, U < ! , -  
3 

soit convergeate; la serie : 

Z A ~  

sera aussi convergente, en vertu du th6or6me d ' A b e r ;  mais nous 
ne savons pas si la convergence sera absoiue. Au contraire, la s6rie : 

zr r 
convergera certainement, car A~ Ui tend vers z6ro et k~ est au moins 

de l'ordre i3;" et par cons6quent nous pouvons trouver un nombre 

positif M, tel que 

4 " 

iY 

"C. 0.. F. D. 

Supposons maintenant que la s6rie 

~" A~ U~ 

i~, Ai Uik, <- -3  ' 

ce qui est ~videmment possible puisque le premier membre de cette 
in~galit6 tend vers z~ro quand le module de ~ crolt ind~finiment. 

I1 vient done, en vertu de (2 ) :  

~f-s~l <lv~ + fj + ~ _ k +  A,u, + 0p, < ~. 
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Nous en concluons: 

I ~ que l'on a, par I~ th~or~me de Mittag-Leffler : 
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v = - -  k~ (~ - -  k 3  + Vo; 

2 ~ qu'en appliquant le th~or~me precedent k [Vo, {] on a :  

Vo-~. Z A~ U~ 
k~ 

II vient donc:  

(i ~,,) - % ) = - z____ ~ - k," 

L'~quation (TblS), &ant la m~me que l'~quation (i) ,  conduira 
au m~me r6sultat, c'est-k-dire que 

Ainsi : 
I ~ La s3rie 

f =  Y~/, u,. 

Y-A, 

reprdsentera la fonction f routes les fois qu'elle sera convergente. 
Or la s~rie converge si la fonction f est analytique (il suffit 

m~me que les d6riv&s des six premiers ordres soient finies) et si de 
plus f s 'annule ~. la fronti~re ainsi que Af'et  AAf; par consequent : 

2 ~ La fonction f est ddveloppab!e en sdrie procddant suivant les 
fonctions harmoniques, si elle est analyticlue et "si elle s'annule h la 
fronti'ere, ainsi que A f et A A f . 

Je ne veux pas dire que le d&eloppement n'est possible que 
dans ce cas, je crois au contraire qu'il est possible dans tousles  cas, 
mais je n'ai pu le d6montrer. 

Ce r&ultat d'ailleurs suffit pour les applications physiques; car 
si l 'on veut d6velopper une fonction empirique f ,  on pourra tou]ours 
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trouver une fonction ff  qui diff~rera de f d'aussi peu qu'on voudra 
dans tout domaine int~ricur ~ D et qui satisfera ~t la condition d'etre 
analytique et de s'annuler ~ la frontibre ainsi que Af' et AAf'. 

J'aurais pu dire aussi : 

Supposons que la s~rie 

~A, U, 

soit uniform6ment convergcnte, sans que nous sachions si elle l 'esr 
absolument. 

Soit G la fonction de G r e e n ordinaire, ' et U; la valeur de U~ 
au point x', y', :('. La s6rie: 

s f A' U' G d'~ = Z A' U'k, 

sera aussi uniform~ment convergente; on a donc: 

et de m~me: 

XT-Ai U~ 4u,-----A/___ kl ; 

A, U~ __ ~ A~ U~ 
- k 7  - -  __A k~ 

k; -- k~ 

Or on a vu plus haut que :  

On a donc :  

+ 
Z _  - k,) 

Vo+V,L 

"~"Ai Ui 
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kl - -  AV~ - -  VI~ 

X A~ U~ 
- kl - - ' - - A V  x - - v o ,  

I A i U i - - - - A V o ' - - f .  

c. O_. F. D. 

J 'a i  pr~f6r+ suivre une marche un peu plus d~tourn+e, ce qui 

m 'a  dispens+ de supposer que la convergence est uniforme. 

Paris, mars I894. 

H. P O l N C a R ~ .  




