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SUR LES EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE;

Par M. H. Poincaré, & Paris.
Adunanza del 25 marzo 1894,

On connait ’quation des vibrations transversales d’une mem-
brane tendue.

Si dw désigne un élément de surface de la membrane, p sa
tension, p sa densité superficielle, w la quantité dont le point x, y
s’écarte de sa position d’équilibre. (dans le sens tramsversal, c’est-2-
dire perpendiculajrement 4 la membrane ou parallélement 3 P’axe
des 7), si T représente I’énergie cinétique et /" I’énergie potentielle,
on aura r

T:_—_Pf(‘%”> 0, V= ——f[ )]dw;

&’od Pon tire I’équation :

d d atw

D+dy

g

—Aw.

“l

N
b
Si le mouvement est périodique, on aura

. t—t
w = usin ——2,
T

Rend. Circ, Matem., t. V1II, parte 12, —Stampato il 3 aprile 1894. 8
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f, et = étant des constantes et # une fonction de x et de y seule-
ment; et il viendra: '

€9)

D’autre’ part, sur le contour de la membrane -on devra avoir
% — 0.

La méme équation se rencontre dans I’étude des petites vibra-
tions d’une masse gazeuse epfermée dans un vase solide. Si @ est
le potentiel des vitesses, on devra avoir :

dz 3 dz
d,~aA¢~a[ ’+dy +d{]'

La condition & la limite n’est pas alors ® == o0, mais
P >

ae
an = 0.

On rencontre encore la méme équation avec d’autres conditions
aux limites dans les problémes relatifs 3 I’élasticité des corps solides
et dans beaucoup d’autres problémes de physique mathématique.

J'insisterai seulement ici sur les problémes relatifs 4 la théorie
de la chaleur. Si 7 désigne la température, on aura:

arv
(2) W__KA‘V,

- K étant le coefficient de conductibilité; et A la surface du corps :

av

du +hV=o,

b étant une constante positive proportionnelle au pouvoir émissif. Si
on veut que ’on ait:

V—=ue™
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u ne dépendant que de x et de y, il viendra:

(3) Ay +- Ku—o

Cela suppose qu’il n’y ait 4 D’intérieur du corps aucune source
de chaleur. Supposons que dans I’élément de volume d= du corps
il y ait une source de chaleur qui preduise, dans le temps d#, une
quantité¢ de chaleur:

gdtdr.

Soit p la densité du corps, p. sa chaleur spécifique; I’équation
(2) deviendra:

av

T—KAV+9

*
et P’équation (3):

Au 4+ 2 u+‘-’e =o.

PpK
i
En posant enfin:
L 4¢
K — & pp K =f
on trouvera :
(1) Au+Eu+f=o.

Pour que # soit indépendant de ¢#, il faut supposer qu’il en est
de méme de f et par conséquent que ¢ varie proportionnellement 4
Pexponentielle ¢, Je regarderai f comme donnée.

Le cus le pius intéressant est celui ol « et & sont nuls et ol
V et g sont indépendants du temps. L’équation (4) devient alors:

Ad,-{-f: 0,
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avec la condition aux limites :

du
ﬂ—}rhu:'o.

C’est le probleme des températures stationnaires.
Si le pouvoir émissif devient nul, la condition se réduit &

du_
dn— %

Si b est infini, elle se réduit A
% = 0.

Nous nous poserons donc le probléme suivant,

- Soit D un domaine situ¢ dans le plan ou dans espace 2 trois
dimensions; soit F sa frontiére qui 'sera une ligne dans le premier
cas ou une surface dans le second. Je supposerai que F se compose
d’un nombre fini de portions de surfaces ou d’arcs de courbe ana-
lytiques.

Je désignerai par dv un é&lément de D et par do un élément
de F; si D a trois dimensions, dt sera un volume et do une sur-
face; si D n’a que deux dimensions, d~ sera une surface et do une

V. . du .
longueur. Je désignerai par T le rapport 3 dn -de I’ac;roxsselncxlt

du que subit la fouction # quand on parcourt une longueur infini-
ment petite dn sur la normale 3 F en allant vers I’extérieur de D.
J’aurai trois coordonnées x, y, z ou deux seulement x, y selon
le nombre des dimensions de D.
Je me propose de déterminer une fonction v satisfaisant, 4 ’in-
térieur de D, A la condition :

Av 4+ &v 4 f=o,

et sur la frontitre F 4 la condition :

‘duv
' + bhv=o,
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et qui de plus 4 Dintérieur de D est continue ainsi que ses dérivées
des deux premiers ordres.

Les constantes £ et b sont données ainsi que la fonction f.

Dans certains cas je supposerai f=—o0, # 3 0 et je ne suppo-
serai plus que § soit donné.

Les cas de {=o0, f==0, h==0, h==0co méritent d’attirer par-
ticuliérement 1’attention.

Pour des raisons qu’on comprendra plus tard, je me réserve de
donner 2 § des valeurs positives, négatives, ou méme imaginaires.

Le probléme ainsi posé a déja fait I’objet de travaux nombreux.

Le plus important est celui de M. Schwarz (« Festschrift zum
Jubelgeburtstage des Herrn Weierstrass»), dont les résultats ont
été complétés par une note de M. Picard insérée aux « Comptes
Rendus » du 16 octobre 1893.

D’autre part M. Picard a traité, dans un mémoire inséré au
tomo VI, 4*=¢ série, du « Journal de Liouville », des questions qui
se rapportent & des équations aux dérivées partielles, dans lesquelles
celle qui nous occupe rentre comme cas particulier.

On pourra consulter avec fruit de nombreuses notes du méme
auteur dans divers volumes des = Comptes Rendus » depuis 1889.

J’ai eu moi~-méme 1’occasion de m’occuper de ces équations dans
un mémoire que j’ai publié dans le tome XII de I’« American Journal
of Mathematics ».

Je ferai & tous ces ouvrages de nombreux emprunts, ainsi que
je Pexpliquerai dans la suite.

S L

Fonctions de Green.

L’étude de 1’équation qui nous occupe se rattache directement
4 celle de P’équation de Laplace:
Au=—o0,

qui est, comme on sait, beaucoup plus avancée.
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Le probléme dit de Dirichlet consiste 4 trouver une fonction
# qui 3 Vintérieur du domaine D satisfasse 4 Iéquation de Laplace
et qui prenne des valeurs données sur la {rontiére de ce domaine.
Grice aux travaux de Schwarz et de Neumann on sait résoudre
ce probléme dans un trés grand nombre de cas.

On pourra aussi trouver une fonction # qui satisfera aux con-
ditions suivantes. A Dintérieur de D on aura:

Au:_—_f

et sur la frontiére
u =0,

f et ¢ étant deux fonctions données.
Une fonction, connue sous le nom de Green, joue dans la so-
lution de ces divers problémes un role trés impertant. Je vais rap-

“peler sa définition et celles de ses propriétés qui me seront utiles
dans la suite.

Soit m un point mobile dont les- coordonnées seront les coor-

données courantes x, y, z; (+ un point fixe dont les coordonnées

seront £, 1, {; r la distance mp; ces deux points -sont supposés in-
térieurs 3 D.

La fonction de Green G satisfera aux conditions suivantes:
1° A.Pintérieur de D, on aura:

AG —=o.
2° A la frontiére, on aura:
G —o.

3° A Pintérieur de D, G sera finie et continue ainsi que ses
dérivées, sauf pour 7 == o0, c’est-d-dire quand le point m viendra
en .

4° Si D a trois dimensions, la différence

1
477
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restera finie et continue pour r==0. Si D a deux dimensions, la
différence

I
G + 2—7;Iogr

restera finie et continue pour r — o.

Ces conditions suffisent pour. déterminer la- fonction G; il n’y
a qu’une fonction de Green qui corresponde 4 un domaine D donné
et 4 un point 4. donné. De plus il y en a toujours une et on'sait
la former quand le domaine D est limité, comme nous le supposons,
par un nombre fini de lignes ou de surfaces analytiques.

Si une fonction # satisfait & P’interieur de D & I’équation

Au—=f"

et s’annule A 'la frontiére, on aura:

(1) u(x, ¥, {):——fG.f(E, n, Z)d'édndc;

G dépend en effer 4 la fois de x, v, z, et de &, =, {. Il va sans
dire que si le domaine D n’avait que deux dimensions, # dépendrait
seulement de x et y, f de £ et v, G de x, y, & et n; et ’intégrale
triple portant sur les différentielles d&, dn, d{ devrait étre remplacée
par une intégrale double portant sur les différentielles d&, d=.

Il est aisé de trouver des inégalités auxquelles doit satisfaire la
fonction de Green. Si le domaine D a trois dimensions on aura:

47:7"

D’autre part, si r, et r, sont la plus petite et la plus grande
distance du point p 4 la frontiére de D, on aura:

I I

—_—

<G<4L— L

4TT 4T, 4™r 47T,



&4 H BROFNCARE.

Cela. tient & ce que la fonction G ne peut avoir de mimimum
4 Pintérieur de D et qu’elle s’annule 4 la fronti¢ére. D’autre part

. I . s C
la différence G — rers ne peut aveir 4 U'intérieur de D ni maximum,

ni minimum, et sur la frontiére de D elle varie entre les limites
I I
e et — .
471, 4TT,
Si le domaine D n’a que deux dimensions, ces inégalités doivent

étre remplacées par les suivantes:

G > o, Iog,% <27::G<log-—%-..

De tout cela on déduit immédiatement, si D a trois dimensions :

deT:f[G]dT<12L<—I;:; szdT<f7E<Z:l’T_-V’

I étant la plus grande dimension de D; c’est-i-dire la plus grande
distance de deux points de la frontiére de D.
Si D n’a que deux dimensions ces imégalités doivent étre rem-
placées par les suivantes :
2 lz r2 lz
Glds <<y [eun< i<,
fl I,T<4<4 <4W<4W

Om peut également assigner une limite supérieure N 4.
dG
z}—lvd’c.

Ji P

On peut déduire de 14 des conséquences importantes comme 1’a
montré M. Picard dans sonmémoire cité plus haut du « Journal de

Liouville ».

Revenons i la relation (1). Soit Fle maximum de [f|, M ::ZT

2

ou ZT , une limite supérieure de f Gd~. On aura:

W<MF [ <NF < N.F.

du
dy
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Si maintendnt la fonction f a ses dérivées du r* ordre finies,
et que F, soit une limite supérieure du module de ces dérivées, les
dérivées secondes de # séront plus petites en valeur absolue que

PF + P,F,,

P et P, étant deux constantes positives ne dépendant comme M et
N que du domaire D,

$ 1.

Intégrales de Schwarz.

Soit f une fonction donnée et. £ une constante donnée et pro-
posons-nous de trouver une fonction v qui & Pintérieur de D sati-
sfasse & 1’équation :

(1) Av4Ev+f=o

et qui s’annule sur la frontiére. Je désignerai cette fonction, si elle
existe, par la rotation :

v=[f, &].

A D'exemple de M. Schwarz, je me propose de développer v
suivant les puissances croissantes de & en écrivant :

(2) v=1u, 4 v, & + v,& + ‘*.

Je suis ainsi conduit 4 la suite d’équations :

Av°+f:0

Ay, - 7v,=0
(3) “ s e e e . e .

Avﬂ_}—vﬂr—!:O

Rend, Cire. Matem., v VIII, parte 18—Stampato il 4 aprile 1894. 9
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qui déterminent complétement les fonctions v, si on adjoint la con-
dition, 4 laquelle ces fonctions sont astreintes, de s’annuler sur la
frontiere de D. Si nous désignons par d+’ le produit des trois dif-
férentielles d§ dn di, par f’ et ¥, ce que deviennent f et v, quand
on y remplace x, y, z par &, », {, nous trouverons :

‘Uo'::fo’dT” vl:va;dT’J e 'vn:va':-'"ldT',

Si f est toujours positif, il en est de méme de toutes les fonc-
tions v,. C’est ce qui arrive dans I’hypothése de f—1 envisagée
‘particuliérement par M. Schwarz. Mais, si comme je le suppose,
f peut avoir un signe quelconque, il en est de méme de v,, mais
cela ne changera rien aux résultats essentiels.

Formons maintenant les intégrales considérées par M. Schwarz
dans son mémoire cité :

| dv,dv, dv,dv, dv,dv,
Ww,.— |v,v,d7; V""""—f(dx dx+dy Ty }-Ed{)dt.

M. Schwarz a démontré les théorémes suivants ;
°0On a

Wm.n = Vm+l.n - MLl — pV O,
de sorte que nous pouvons simplifier la notation et écrire ¥, au
lieu de W,

2° Les mté«mles w,

man et V
3° Enfin on a:

MW

sont toujours positives.

W,
W<W<W<

Ces résultats subsistent quelle que soit la fonction f et je n’ai
rien 4 changer 4 la démonstration de M. Schwarz; le seul point,
en effet, ol le fait que v, est positif semble jouer un role est l¢
suivant ;
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« Weil -dass Doppelintegral /7, ., dit M. Schwarz, nur po-
d~ bei

0 " n—l

sitive Elemente enthilt so hat jedes Doppelintegral [ v,v

welchem die Integration iber ein Theil des Gebietes D erstreckt
wird einen endlichen Werth, welcher kleiner als /7, ist».
Il est clair que si v,_, n’est pas toujours positif, on pourra en-

)

core assigner i cette intégrale double une limite supérieure qui ne

sera plus W, , mais:
f U6Vl d 7.

O.ft==1
Le reste de la démonstration n’en serait pas changé.
En tenant compte de la relation

— 4 ’
v, ._va,,_xd'r ,

on trouve ensuite, comme dans le mémoire de M. Schwarz:

v < f W_yd= f G,
ou

'U: < Q’ Wzn—-z’ h’n‘ < QVWzn—:’

2
1

\ l . . .
Q* étant égal a yr= ou a i suivant que D a trois ou deux di-

mensions.

Il en résulte que, si T désigne le volume ou la surface de D,
il vient:

W< QBTITW,_ ,.

Cette formule est toujours homogeéne; Q® T est en effet toujours
la quatriéme puissance d’une longueur, ‘que D ait trois ou deux di-
mensions.

Il en résulte encore que:

Wzn.-l .

an—2
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ou bien que:

W, w, _ W, : =
7 <F <7< < QYT
Donc le rapport
W
w,

tend vers une limite finie et déterminée, positive et plus petite que
Q)T 1l en est de méme du rapport '

W 2942
W 2n

Donc la série:
@) VT A+EQVT, +EQV T+ ... +EQV T+ ..

converge absolument, pourvu que

P I
]€| ~ Q‘/—"?

Or les termes de la série (4) sont indépendants de x, y, 7 et
plus grands en valeur absolue que ceux de la série:

(5) v+ Ev, + B, ...

Donc la série (5) converge absolument et uniformément (par rap-
port & x, y et g), pourvu que

I -

il en est donc de méme de la série (2).
Je dis maintenant que la série (2) satisfait & V’équation (1).
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En effet la série
(6) ?:f+.avo+£zv!+ezvz+ ..
converge aussi absolument et uniformément, et on aura:

o=f+ &

D’autre part, chacun des termes de la série uniformément con-
vergente (2) s’anpulant i la frontiere, il en est de méme de v. Je
dis maintenant que

¢ ——Av.

Il est évident d’abord que la série:

dv, dv, ,4v,
Tx + &gy +E8T +
converge aussi absolument et uniformément. On a, en effet:

< ONVW,._,,

N étant la quantité positive définie au § précédent et v,_, la plus
grande valeur de |v,_|.

On a donc
do df , .dy, .,zdv ;4 )
dx=dx TS dx T HOTE

. . . . d
de sorte que, si on peut assigner une limite supérieure 4 d——];, ce que

. . d .
je suppose, on pourra en assigner une 2 a—% Il en est de méme en

ce qui concerne di; et dcp
e q 0 dy ac’



70 H. POINCARE.

La série (6) étant uniformément convergente, je puis écrire:
chp’d'r’:fo’d'r’ n EfG‘{};dT' n zsz'U:dT' o
ou bien : |
) fG@’dT':vo+va+E’v,+ ce. =L

Comme on peut assigner A ¢ et i ses dérivées une limite supé-
rieure, la relation (7) prouve, d’aprés ce que nous avons vu. dans
le § précédent, que v a des dérivées secondes et que

Av = — 9. C. Q. F. D.

Le probléme est donc résolu quelle que soit la fonction f, pourvu
que ‘
< ==
ov'T
Pour aller plus loin, il faut que j’aie recours 4 un théoréme que
j’ai démontré dans le tome XII de I’« American Journal» et dont je

vais reproduire ici la démonstration afin d’y introduire certaines sim-
plifications.

§ .

Lemme préliminaire.

Soit 7 une fonction quelconque de x, y, z; posons:

d= o 5= [0+ () (4o

Jécrirai pour abréger;
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Je suppose d’abord que 7 satisfasse 3 la condition :

deT:o

et je me propose d’évaluer une limite inférieure du rapport —g— .

Soient dt et dv’ deux éléments de volume du corps, ayant re-
spectivement pour coordonnées x, y, g et x’, y’, z’; et soient Vet
7’ les valeurs de la fonction 7 au centre deces deux éléments. On

T:fdr:_—fdé’

BT= 3 <%)zd~cd‘r’,

4 T:fV‘drdr’ — fV'szdT',

o:de'er’d‘:’:fVV’drdr’;

aura ¢

et

d’oll enfin:
24 T:f(V— 7y dede.

Les intégrations doivent étre étendues 2 tous les couplesdr, d =/
&’éléments de volume du corps. Un couple formé de deux éléments
de volume ¢ et ¢ figurera deux fois; la premiére fois de telle fagon
que ¢ joue le role de dt et ¢ celui de d=’; la seconde fois de telle
fagon que ¢, joue le role de dv et e celui de d=”.

Changeons maintenant de coordonnées .en posant:

x:é—}-psinecosqa, % =& - p’sin 0 cos ¢,
y=m=u + psin 0sin g, y'=mn + ¢ sinfbsing,

z==pcos, g =p’ cos 0.
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Pour transformer une intégrale sextuple f Fd~d«', il faut appli-
quer la régle de transformation des intégrales multiples. On trouve
ainsi :

de'r dv = fF(p —o')'sinfcosOdpdp’dEdndide.
Pécrirai pour abréger:
deLTdT' —_-fF(p — o'Ydeds'de,
en posant:

dQ =sinbcosbd5dndbdo.

Nous trouvons donc:
. ary: ~na ,
BI_IZ(%—) G —¢)dedyd®
et
zAT:f(V_ VY (o — oY do dp’ dQ.

Voici quelles doivent &tre les limites d’intégration. Soit M le
point x, ¥, z; M’ le point %', y’, z’; la droite MM’ est définie par
les quatres variables &, m, 8 et 9; les deux autres variables p et o’
définissent la position des points M et M’ sur cette droite.

Supposons que le domaine D soit convexe; la droite MM’ ren-
contrerd la frontiére en deux points que j’appellerai M, et M, et qui
cortespondront aux valeurs p, et p, de la variable p; les points M et
M’ étant situés alors entre les points M, et M,, on aura:

P <P <o po<o <o,

Par conséquent, regardant d’abord &, w, 9, ¢ comme des constantes,
nous intégrerons par rapport i p et par rapport 4 p’ entre les limites

Po et Pl'
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Regardant ensuite 0 et ¢ comme des constantes, nous intégrerons
par rapport 3 £ et n en donnant 4 ces variables toutes les valeurs
telles que la droite MM’ rencontre D.

Nous intégrerons enfin par rapport 2 0 depuis zéro jusqu’a —:—

et par rapport & ¢ depuis zéro jusqu’a 2.
Si donc nous posons:

b sz (%)2(9 —) dpds’,

zﬂ:f(V— V(e — oy dpdy’,

BT:fbdsz, AT:fadQ..

1l importe de remarquer que tous les éléments de toutes ces in-
tégrales sont positifs.
Nous avons maintenant:

(ZPV (ngchosq;—}-E-Zsmesm(p—{—E— cos O)<Z<dV)

d’ol

() b> [(5) 6 —pydedr.

Pour aller plus loin je vais employer une inégalité dont Mr.
Schwarz a fait aussi un fréquent usage; on a, quelles que soient
les fonctions ¢ et ¢,

[fwdx]z<f<p’dqu:’dx.

Si donc p” > p, on aura:

o e—ry=|[gel<e—af (G

Rend. Circ. Matem., 1. VIII, parte 1% —Stampato il 4 aprile 1894. 10

il viendra:
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Les éléments de U'intégrale 24 peuvent se répartir en deux groupes,
ceux pour lesquels o’ > p et ceux pour lesquels p > o’; comme la -

quantité sous le signe f ne change pas quand on permute p et o,

Pintégrale étendue aux éléments du 1 groupe est égale 4 lintégrale
¢tendue aux éléments du 24 groupe, de sorte qu’on aura:

a=f(V- Vy(p — ¢)dedy

en bornant Iintégration aux éléments du 1°* groupe, c’est-2-dire que
les inégalités qui définissent les limites d’intégration s’écriront :

Po <p<p' <pi

Il vient alors, en vertu de l’inégalité (2):

ary? ,
) o< [(5g) @ —eraedras,
les limites de ’intégration étant définies par les inégalités:

) P < p <6< p <oy

Nous allons maintenant transformer 1’intégrale du second membre
de (1). Considérons d’abord ’intégrale étendue 4 tous les éléments
du 1°* groupe; j’aurai alors:

P < p <" <p,

et si je change p en 6, I’intégrale s’écrira:

ary:, —
f(j;g)(? —’6) do’'db. (o <6< <)

Envisageons maintenant ’intégrale étendue & tous les ¢léments
du 2¢ groupe; on a:

P <9 <p <
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Si on change p” en p, et p en 6, Uintégrale devient:

dvy: \
f(jg)(g—f’) dedb.  (p<p<B<p).

Ainsi I’inégalité¢ (1) devient:

AN - dV\® 2
o> [(37) & —ordvas + [(G7) € —erdeas
(oo <p <6< <Lpy)

Si alors nous posens:
a=f(9’— ey dpde,

(%:f(e’——g)"d'f“+f§<”>——9)’dp,

il viendra:

o< [+(B)er o> [o(25)ue

Les limites de P’intégration sont définies par les inégalités (4).
On trouve aisément:

o — (Pl - Po)S —_ (91 - 6)5 - (6 _ Po)s
20 ?

:(91_6)3—1—(6_903 .

: 3

Quand & varie de p, 4 p,, on voit aisément que « atteint son
maximum et § son minimum pour
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On a donc:
« <(Px — fo S.%’
—_— 3
‘3>(L;_2_9_°)_,
d’olt
8 16 I 16
« > 9 (9.—-90)’>9l“

I désignant comme plus haut la plus grande dimension du domaine D.
Il en résulte:

ct
5 Jre
> 5
fadQ

C’est la limite cherchée.
Dans le memoire de I’« American Journal » j’avais trouvé une

limite différente:
B 3T
VIR

Celle que j’adopte ici est plus maniable.
Si D nla que deux dimensions, le méme calcul donnerait:

B 24
7>Tli-
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Je suppose maintenant que l’on ait:
V:“l?x + az?z _l‘ LI + “p(Ppa

05 0,5 ... 9 ctant p fonctions données de x, y, 7, et les « étant
p coefficients arbitraires, et je me propose de chercher si on - peut
choisir les « de fagon que le rapport B: 4 soit plus grand qu’un
nombre donné convenablement choisi. )

Je dis d’abord que si on peut décomposer le domaine D en
p — 1 solides partiels convexes de telle fagon que la plus grande di-
mension de chacun de ces solides soit plus petite que /, on pourra
choisir les « de telle fagon que le rapport B: A4 soit plus grand que

16
94"

) Soient en effet R,, R,, ... R,_, ces p—1 solides partiels dont
I’ensemble forme le domaine D.

Soit B; Vintégrale
ary
J=(5%) 4

étendue au solide R;; soit 4, P’intégrale

fV’d'r

étendue au solide R;; soit enfin C; intégrale

de‘r

étendue au solide R;. On aura:
B=B,+8,4 ... +B,,
A=d, + 4,4 ... + 4,

B,, 4, et C, dépendront des coefficients «; B, et 4, seront des
polyndmes homogeénes du 2¢ degré par rapport 4 ces coefficients, pen-
dant que les C, seront des polyndmes homogines du 1% degré. Je
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pourrai donc choisir les p coefficients a de fagon & satisfaire aux p— 1

relations linéaires :

C=C=... :CP_,:G.

2

On aura alors, puisque C; est nul et que la plus grande dimen-
sion de R, est plus petite que /:

B, 16
74:>—9_l§>

et par conséquent :

B 16
7 > Wi C. Q. F. D.

Si le domaine D est convexe et contenu tout entier dans un
cube dont le coté soit égal 4 A, nous pourrons partager ce cube en

g* cubes égaux dont le cOté sera egal a % Le solide commun i

Pun de ces petits cubes et & D sera convexe et sa plus grande di~
mension sera plus petite que

AV3

q

Si p est égal au nombre de ces solides plus un, on pourra
choisir les « de fagon que

B _ 164
EE

On le pourra encore a fortiori si p est plus grand que ce nombre.
Or le nombre de ces solides est au plus égal 4 ¢%; il suffit
donc que

p=q¢ + 1.
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Nous pourrons donc choisir les « de telle fagon que
B
> L
si nous posons :

2

16 ¢
27Az’

L=

¢* étant le plus grand cube parfait contenu dans p — 1.

Si le domaine D n’est pas convexe, on pourra toujours le dé-
composer en m solides convexes; si chacun de ces solides convexes
est contenu i Pintérieur d’un cube de cdté égal a A, nous pourrons

décomposer chacun de ces cubes en ¢ cubes de coté égal 4 —%; les

plans des faces de ces petits cubes partageront chacun de nos m so-
lides -convexes en solides partiels dont le nombre sera au plus égal
4 ¢*; nous devrons donc choisir ¢ de telle fagon que

p=mg 4+ 15
€t nous aurons encore :

2

B 16¢
'ZT'>LP) : LP'—'27A”

. — 1
¢* étant le plus grand cube parfait contenu dans P—m—-— .
Si D n’avait que deux dimensions et se décomposait en m do-
maines convexes, contenus chacun dans un carré de cOté A, on
trouverait :

g* étant le plus grand carré parfait contenu dans

p—1
m
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Dans tous les cas on peut choisir les o de telle fagon que
B
7 > Lp ’

L, étant un nombre qui ne dépend que du domaine D et dunombre p

et qui croit indéfiniment avec p.
: 2
Le nombre L, est du méme ordre de grandeur que p3,si D a

trois dimensions; et du méme ordre de grandeur que p, si D n’a que
deux dimensions,

§ IV.

Théoréme fondamental.

Soient f,, f,, ... f, p fonctions quelconques de x, y et 2; soient,
en reprenant les notations du § II: '

wx:[f!’ E]’
w,=[f,, ],

wP:[]‘;,, £].

Soient maintenant «,, «,, ... «, p coefficients arbitraires;
posons :

f=afitaf,+ .0+ %],
et

v—=—a w, + %, w, | ...'-—I—ocpwl,;
d’ol1:

() v=[f =0t +oL+08+ ... £+ ...,

Nous poutrons, & I’aide des fonctions v;, construire les intégrales
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de Schwarz W,. D’aprés ce que nous avons vu le rapport W

Wn
sera constamment croissant; mais comme il ne pourra pas croitre au
dely de toute limite, il tendra vers une certaine limite X quand =
croitra indéfiniment.

Je dis qu’on peut toujours, quelles que soient les fonctions

fis fa» o fy» choisir les coefficients arbitraires « de telle fagon que
1

A<

L

En effet, d’aprés le lemme qui précéde on pourra toujours choisir
les o de telle fagon que:

V..

Wﬂ'n > LP)
ou.

W, I

Won NI
ou enfin:

W, W, o W _ 1

(2) W,<W,<"'<7VT,,:<L,'

Je considére un instant «,, «,, ... «, comme les coordonnées
homogénes d’un point M dans 1’espace 4 p — 1 dimensions; on peut
choisir ce point M de fagon A satisfaire aux inégalités (2). Il y aura
donc dans ’espace 4 p dimensions un domaine J, tel que, quand
le point M est dans ce domaine, les inégalités (2) soient satisfaites.

En changeant # en 7 + 1, je vois qu’ il existe un domaine 3,,,
tel que, quand M est dans ce domaine, les inégalités

. Wz W . Wzn Wz 1 Wz 2
@) << < pE LR
1 2 2n—3 2n 2n4-3 ?

soient satisfaites.
Mais les inégalités (2*¢) entrainent les inégalités (2). Donc le do-
maine S, est tout entier contenu dans le domaine .

Rend. Cire, Matem., t. VI, parte 12, —Stampato il 16 aprile 1894. 1t
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Jaurai donc une série de domaines

5,8, ...8, 8

1yt e

tels que chacun d’eux soit tout entier contenu dans le précédent.
Tous ces domaines auront donc une partic communc O qui pourra se

réduire 4 un point. _ :
Si alors les coefficients « sont choisis de telle sorte que.le point

M appartienne A 5, on aura, quelque grand que soit #:

Wi o L
w, <1,

et par conséquent

XL
L

A=

Il en résulte, en résonnant comme au § II, que la série

VW, +eyw, +eVw, + ...
convergc, POU.I’VU que
< L,

et par conséquent que la série (1) converge absolument et unifor-
mément toutes les fois que

< L,
Le rayon de convergence de la série (1) n’est donc plus égal &
L
VT
comme dans le § II, mais 2 L,.
Soit maintenant f, une fonction quelconque et

v=[f, E]=v, +Ev, + &0, 4 ...,
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Soit
4y = [0, E] = v, + Ev, + E0, + ...
w,=[v,, El=9, + Ev, + &7, + ...
= [ 8l =1, + o, + Fop, +
Soient
R N

p coefficients arbitraires, et
W=+ au -+ au A+ o+ au

je puis écrire aussi:

w :[llf—’—- %, % + ‘xgvx + ... + ap‘vp—zy E];
ou bien, en développant w suivant les puissances de & :

—_— 2

3) w=w, +wk+wl -+ ...
avec

W, == &, Uy GV + 4V, + oo F %y Ve

On aura donc les p équations linéaires :

v+ a4t o L e, w

v—uf =,

(4) | U, — u3£ =Y
Ypy — Uy =10, ,.

D’aprés ce que nous venons de voir nous pourrons choisir les
« de telle fagon que le rayon de convergence de la série (3) soit
plus grand que L,
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Des équations linéaires (4) nous pourrons tirer v et nous trou-

verons o
P
v="5,
ol :
® o, R «,
1 —§ 0 ... 0 0
D=lo 1 —& ... o0 )
0 0 0 ... I S

=a, — Ea,, + o, ,— ... + (=& e,

Ainsi D est un polyndme entier en & i coefficients constants.
D’autre part: '

w «, % . O 2,
v, —& o ) 0
P=|v, 1 —& . 0 0
U, O o ... 1 —§

Pour rendre cela plus clair, j’écris ’expression compléte des
déterminants D ot P.en supposant p == 4:

«, e, o, a, w o, o, «,

1 —E& ) 0 v, —§& 0 )
.D: . b .P =

0 1 —§ ) v, 1 —& 0

0 o 1 —& v, 0 1 —¢
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Comme v,, v,, ... ¥,_, ne dépendent pas de &; et que w est

; P2
holomorphe en & pour

g < L,
il en sera de méme de P.
Donc la fonction
i ?
— D
sera méromorphe en & pour
8 <L,

et comme je puis prendre p aussi grand que je veux, la fonction v
sera méromorphe dans tout le plan.

Etudions les propriétés de la fonction P; je vois d’abord, en dé-
veloppant w par la formule (3), que P peut se développer en série
procédant suivant les puissances croissantes de §

(s) P:PO+PI£+P3E2+"'
et que cette série converge absolument et uniformément, pourvu que
E < L,

A la frontiére w, v,, v,, ... v,
de méme du déterminant P.
On a d’ailleurs, en supposant encore p == 4:

s’annulent, il en est donc

dw
—g? ozz ds 14
dv
e f ) 0
dP_ dx
dx
d
RN
dv,
{dx ) 1 —&

et comme les dérivées des deux premiers ordres de w, v, v, ... ¥,_,
sont finies, on en conclut qu’il en est de méme de celles de P.
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Enfin on a
Aw+Ew o f+av, +a0 4+ ... +20 =0
Av, + f==Av, + Uy== ... =Ay,_, +7_, =0,

d’ol;, en supposant toujours.p == . :

—af—av,—av —av o, a, x,
Ev,—f —¢ 0 0
AP +EP=
Ev, — v, 1 —& 0
Ev, — v, ) 1 —§
ou
— o, f o, o @,
—f —& 0 o
AP+ EP = D
) 1 —4 )
0 ) 1 —&

ce qui donne enfin 1’équation :

) AP 4+ &P + fD=o.
La série (5) est uniformément convergente pour
El < L,

et il est aisé de vérifier qu’il en est de méme de la série :
AP—AP + EAP, + EAP, + .. ..

Si je désigne par P', P”, ...; D', D7, ... les dérivées suc-
cessives de P et de D par rapport 4 &, il est aisé de vérifier que:

dAP

P, AP, via
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sont développables en séries uniformément convergentes :
Pr—=P 4 2EP, + 3’6,’.?3 + ...
APP—=AP +28AP, + 3E*AP, 4 ...

9AP AP 4 aEAP, 4 ...
g
et par conséquent que
, _dAP
AP ——_d'g"-

On peut alors par différentiation tirer de I’équation (6) les sui-
vantes :

[AP' +EP + P+ fD =0
(6% 'AP”—I—EP”-i—zP’ +fD" =0

------------------

§V.
Existence des harmonigues.

Les poles de la fonction méromorphe v dont le module sera
plus petit que L, seront les racines de [’équation

D:O.

Soit k une racine de cette équation; et soient P,, P,, Py ce
que deviennent P, P’, P’* quand on y fait £ = k.

Supposons d’abord que % soit unc racine simple.

Si alors dans I’équation (6) je fais & =%, D s’annule et on
voit que P, satisfait A P’équation :

(1) AP, + kP, =o.
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De plus P, s’annule 4 la frontiére. J’appellerai fonction harmo-
nique toute fonction qui satisfera 4 ces deux conditions. Le nombre
k sera le nombre caractéristique de cette fonction.

11 pourrait se faire, il est vrai, que P, soit identiquement nulle;
mais dans ce cas la valeur £ =% serait un zéro pour P et pour D,
et un zéro simple pour D; ce ne serait donc pas un pole pour v.

" Supposons maintenant que k soit une racine multiple, une ra-
cine triple par exemple. Alors D, D’ et D’ s’annulent pour §—=k.
Si nous faisons £ = % dans les équations (6) et (6%) elles devien-
dront :

AP, -+ kP, = o,
(1b%) JAP, + kP, + P, = o,
IAP,’,’ + kP! 4+ 2P, —o.

De plus P,, P, et P s’annulent 4 la frontidre, de sorte que le
théoréme de Green nous Jdonne:

f(P;APk — PkAP;)dr:f(P;'AP,: — PlAPY)dr=o,

ou, en tenant compte des équations (1%):

fP,fd'r:sz,?d'r:o,

ce qui montre que P, et P, sont identiquement nulles.

Si Py n’est pas identiquement nulle, c’est une fonction harmo-
nique et £ = % est un pdle simple pour v.

Si Py est identiquement nulle, £ ==% n’est plus un pdle pour v.

Ainsi la fonction méromorphe v n’admet que des péles simples et
les résidus sont des fonctions harmoniques.

Voici pour quelle raison j’appelle ces fonctions harmoniques.

Les divers sons simples que peut émettre une membrane sont
caractérisés par des équations de la forme :

Au 4 ku=o,
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1

la fonction » étant assujettie & s’annuler 3 la frontiére. On sait que-
ces sons simples ont regu le nom d’harmoniques.

A chaque pole de v correspond une fonction harmonique. L’exi-
stence de ces fonctions sera donc établie dés qu’on pourra montrer
que la fonction v ne peut étre holomorphe dans tout le plan. Or
cela. est presque évident.

Reprenons en effet les inégalités

w,
7, W,

W, W s
< ... <7:<....

Soit A 1a limite du rapport

w

oD

w.

n

pour # infini. Je dis que le rayon de convergence de la série:
@ 2=1, + 0, + 0,5+ ...

est égal —)I\— . En effet nous avons vu déja qu’il est au moins égal

1 3

I . . .
A5 Il me reste 2 montrer qu’il ne peut pas arriver que la série
converge,. quelles que soient les valcurs de x, y et g, pour une va-

leur de [§] plus grande que -;— . En effet la série

fvovodﬂr + & [vvdr + E’fv;,'vzdfr + ...

¢’ est-a-dire
W, +EW, +8W, + ...

convergerait également, ce qui n’a pas lieu.

Or,

I W,
* < -

Rend. Circ, Matem., t. VIIL parte 1*.—Stampato il 18 aprile 1894. 12
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Donc le rayon de convergence de la série (2) est plus petit

que —>>; donc la fonction v ne peut pas étre holomorphe dans tout

w,
le plan. c. Q. F. D.

Il ne peut pas y avoir plus de p — 1 fonctions harmoniques
linéairement indépendantes dont le nombre caractéristique soit plus
petit que L,.

Supposons en effet qu’il y en ait p, et soient

U, U,... 0,
ces p fonctions.
On aura:
AU+ kU =o. (<L)
On en déduit:
U,
[U‘- 3 z] = ét—ic_-,'

Si les fonctions U, étaient linéairement indépendantes, la fon-
ction ;

a; U,
g—ki

[ U +a,U + ... +,U0, &=

admettrait au moins un pole plus petit que L, et cela quels que sosent
les coefficients arbitraires «, ce qui est contraire au théoréme fonda-
mental.

Il résulte de 14 qu’d un méme nombre caractéristique ne peu-
vent convenir qu’un nombre fini de fonctions harmoniques linéaire-
ment indépendantes.

Observons que, d’aprés un théoréme bien connu, le nombre ca-
ractéristique d’une fonction harmonique ne peut &tre que reel positif.
Tous les poles de v sont dopc récls et positifs.
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H

Je particulariserai une fonction harmonique U, en ajoutant aux
conditions qui la définissent :

AU + LU =o a Vintérieur de D,
U=o a la frontiére,

1

la condition suivante:

[U:d"r:I;

ce que je puis faire sans restreindre la généralité d’une maniére es-
sentielle.

Soit alors #; un péle de v, et R; le résidu correspondant. On
aura alors :

Ri: UiAi,

A, étant un coefficient constant, Il est aisé de vérifier que ce coef-

ficient est égal 4
f FUd

On a alors:

W—Z Ufodv o

la sommation indiquée par le signe D s’étendant i tous les poles
k; de v plus petits que L,, et g(&) étant holomorphe pour

€ < L,
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§ VI
Inégalités diverses,

Une fonction # peut atteindre sa plus grande (ou sa plus petite)
valeur soit & Pintérieur de D soit sur la frontiére de ce domaine.
Si le maximum est atteint & 1’ intérieur de D, Au devra étre
négatif au point ou il est atteint; si le maximum est atteint sur la

. du . .. . . .
frontiere de D, T devra é&tre positif au point ol il est atteint.
S’il s’agit d’un minimum, c’est le contraire; Au devra étre po-
. du .
sitif et =— négatif.
dn %8
Si I'on a:

du

T + hu—=o0 sur la frontiére de D,
Au—f a Pintérieur de D,
f>0,h>0,

la fonction # sera négative dans tout le domaine. Si, en effet, elle
devenait positive, elle devrait avoir un maximum positif, ce qui ne
peut avoir lieu, ni 4 intérieur de D parce que Au est positif, ni

. du . .
sur la frontiére de D parce que T, ot de signe contraire A u.
Si l'on a:
du b
E;+bu:m Ay —="~Fu, >0, &>0

on voit qu’a Pintérieur de D, Au et u sont toujours de méme si-

. . du . . .
gne, et qu’ad la frontiere T et # sont toujours de signe contraire.
n

La fonction # ne peut donc avoir ni maximum positif, ni minimum
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négatif. Elle ne peut donc devenir ni positive, ni négative; elle est
donc identiquement nulle,

C’est ce qu’on savait déja d’autre part.

Soit maintenant :

— +hu=oyo, Au 4+ f=—o.

hb>o0, ¢>0, f>o.

Je dis que la fonction # est toujours positive.

Je dis en effet qu’elle ne peut avoir de minimum négatif, Elle
ne peut en avoir 4 'intérieur de D parce que A u est négatif et elle
n’en peut avoir non plus 4 la fronti¢re parce qu’on aurait :

u < o, %:?—hu>o.

Donc on a, dans tout le domaine:
u > o, C. Q. F. D.

Supposons maintenant que le domaine D soit contenu tout entier
dans une sphére S de centre O et de rayon .
Soient &, et b, deux nombres positifs tels que

b, > b, > o.

Soient u, et #, deux fonctions définies de la maniére suivante;

on devra avoir:

4 Vintérieur de D Au, 4+ 1=0

. . du,

4 la frontitre de D ¥ + hu =o

4 lintérieur de S Au, +1=0
du,

-

la frontiére de § i byu,=o
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Je dis que:
u, > 4, > 0.

Déterminons d’abord la fonction ,.
Si je désigne par 7 la distance du point x, y, g au point O, %,
ne dépendra que de 7 et il viendra:

a’u, 2 du, .
ir T 7 dr TI=0

dotr:

rz

4
1‘2————”6—'{"7‘_{‘8;

A et B étant deux constantes d’intégration; 4 doit étre nulle pour

3

que #, reste finie au point O. La condition i la frontiere de S dé-

terminera B.

On trouve :
e
B=-¢+ 35,
Doti:
=1 p
" ="% +3172

Comme 7 est plus petit que ¢, on voit que %, est positif, ce
que le théoréme que nous venons de démontrer permettait de pré-
voir. Le méme théoréme montre que #, est positif.,

Il reste & montrer que

U, > U,

En effet, on a, pour » > g,

du, +bzu2:9—3—r+th zr S o.

ar
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D’autre part, 4 Pintérieur de D on a:
(1) A(u, — “)=—o0.
A la surface.de D on a:

ﬂf—-—-duzc '\l"
dn — dr W

{ étant D’angle que fait la normale 4 cette surface avec le rayon
vecteur mené au point O.
Je dis d’autre part que:

@) 20— %) b, —u) > o.

En effet, en tenant compte des relations :

du, _ du,

Tn —ay b

du, .
—d—’ﬂ + bxuz——oa

cette inégalité devient:

z:" cos ¥ 4 b u, > o.

Or, si nous posons :

du,
T M

il vient:

$ arh,

RGESEETEGS

Quand 7 croit de zéro 4 2, le numérateur croit et le dénomi-
nateur décroit; donc A croit de zéro A b,.
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Donc:
o< A< h,.
Or P’inégalité 4 démontrer devient ainsi :
u,(h, — rcos) > o
ou, puisque #, est positif:
b, — Xcos¢ > o.

Or il est clair que:

Aeosh < A< B, < B,

L’inégalité (2) est donc démontrée.
Les relations (1) et (2) montrent alors que #, — %, doit étre po-
sitif. Donc:

4, > 4. C. Q. F. D.
Oron a:
£2 oy P
nSe 3RS
on aura donc a fortiori:
P l
"<t

(7 étant la plus grande dimension du domaine D), et comme b, peut
&tre pris égal 4 b, :
r l
U, < -—6—- + —3'77—‘.

Soit maintenant une fonction # définie par les conditions :

%:—:—{—bu::o, Au + f=o,
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Supposons toujours b positif, et soit ¢ le maximum de [f]. In-
troduisons une fonction auxiliaire #, définie par les conditions :

du
B_';-i-bu‘_o, Au, +1—=0.

D’aprés ce que nous venons de voir, on aura :

o < u; < )\)
en posant :

r l
)\-—T‘*—’s“};.

Il viendra alors:

WCh—9) | pgu, —i)=0, Algu,—1)=f—g<o;

ﬂ&:t@+h@u+@—m, Agu+uy=—F—g<o

et par conséquent:
gu,— 4% >0, gu, + 4 > 0;

ou bien encore:

ll < gu,,
ou enfin :

el < g%
ce qui donne une limite supérieure du module de u.

Supposons une fonctions # satisfaisant 4 1’équation
Au +Eu—o

A Pintérieur de D.
Rend, Cire. Matem,, t. VIII, parte 13,—Stampato il 18 aprile 1394. 13
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Nous avons toujours jusqu’ici regardé la constante & comme
réelle. Il y a lieu également d’examiner ce qui se passe quand cette
constante est imaginaire.

Je dis que, si la partie réelle de & est négative, le module de u
ne pourra pas avoir de maximum a Pintérieur de D.

Supposons en effet que ce maximum existe; soit 7 ce maximum,
o la valeur correspondante de ’argument de #, de telle facon qu’au
point P oll ce maximum est atteint on ait :

Posons :

Le module de v sera égal 4 celui de u, et au point P on trou-
vera :

v = m.
Soit
v—=1v 4 i'u”,‘ =& it
Au point P on aura:
v =m, v —o.

Je dis que la partie réelle 2" atteint son maximum au point P,
En un autre point en effet on aura:

v <o, v < |4, v < m.

D’autre part £’ est négatif par hypothése; d’ailleurs v satisfait
comme # 2 I’équation :

Av +Ev=—o,
ce qui donne, en égalant les parties réelles,

A,yl + E"U’ — E”'U” — 0.
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On aura donc au point P:

99

A,Ur__:___zl,vf _}_ 2"‘0”:‘:——6’7/1 > 0.

Cela est absurde, car v’ ne peut atteindre son maximum au point

P si A7 est positif.

Le module de # ne peut donc avoir de maximum. c. Q. F. D.

Soit maintenant :

Z—:—; + hu—=o, Au=—o0
et
ol < g,

g étant une constante positive.

On aura:

_ £
d(u h>+h(1¢——7;g—>:<p—g<o, A(u———g—>:o,

dn h

g
d_(“f 2 ) "
L

et par conséquent :

u“‘§‘<03

ou

@+%ﬁ=@+g>m

w44 >0,

W < £

Si on connait une limite supérieure de |9!, on aura donc aussi
une limite supérieure de |4 et cette limite sera d’autant plus faible

que / sera plus grand.
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Soit une fonction u satisfaisant aux conditions suivantes :
du
— - hu—=¢
() o+ P

(4) Au 4 f=o.

Soit maintenant une fonction v quelconque, que je suppose seu-
lément continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre. On aura:

f(v% — u%)dm _—_—f(vAu-— uAv)dr,

d’ou
() fvfd'r—l—quvd'r—[— vcpdm:fu(bv—}-g%)dw.

La condition (5) est donc une conséquence de la condition (3).
. Réciproquement, si la condition () est satisfaite quelle que soit
la fonction v, la condition (3) devra I’étre également, pourvu que u

du . . . . .
et —— soient des fonctions finies, déterminées et comtinues.

dn

Mais il pourra arriver dans certains cas que nous ne sachions

. du . . . :
pas si -— est une fonction déterminée et continue; nous ne pouvons

dn
pas alors affirmer que la condition (5) entraine la condition (3) et
méme il est possible que cette condition (3) n’ait aucun sens.
Supposons donc que la fonction # soit finie et continue, mais

. . du
que nous ne sachions rien de Tn" Je suppose de plus que la con-

dition (5) (que j’appellerai pour abréger condition modifiée) soit rem-
plie quelle que soit la fonction w.

On peut se demander si, quand la condition (3) 2 ét¢ ainsi rem-
placée par la condition modifiée, les conclusions de ce § subsistent
encore.

Ces conclusions reposent, on se le rappelle, sur le lemme suivant:
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Si ¢ est positif ainsi que f, # ne peut avoir de minimum né-
gatif. '

D’abord ce minimum ne peut avoir lieu 4 Pintérieur de D, puis-
que A# est négatif : supposons donc que ce minimum ait lieu en
un point M de la frontiere.

Soit #, ce ‘minimum. Soient ¢, &, &', ¢’’’ quatre quantités po-
sitives trés petites rangées par ordre de grandeur croissante. Les
surfaces :

w—=—u,+¢c, u=—=u,+¢, v—=u-+:", v—=u,+ "
s’enveloppent mutuellement et enveloppent le point M, dont elles
sont trés voisines.
Nous partagerons le domaine D en cing régions R; caractérisées
par les inégalités suivantes :
R, u<u +¢
R,, , +e<u<u, +¢
59 w, + e <u<u + "
R,, u, +e" < u<u, + e
R, uy + &' < u.

Je pourrai choisir la fonction v de fagon 4 satisfaire aux condi-
tions suivantes :

1° A Dintérieur de D, U==0
2° A la frontiére, g—: =0
3° Dans R, v=—1
4° Dans R,, Av < 0
5° Dans R, Av=—o0
6° Dans R,, Av >0

7° Dans R, v =0,
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Il résulte de 13 que P’on doit avoir:

fAvd‘r:O,

Pintégrale étant étendue au domaine D, c’est-i-lire que D’intégrale
étendue 4 R, est négative et égale en valeur absolue i la méme in-
tégrale étendue 4 R, qui est positive.

Cela posé, reprenons la condition (5) et examinons les intégrales
du 1°* membre.

La premiére est essentiellement positive.

La seconde a tous ses éléments nuls sauf ceux qui correspon-
dent aux régions R, et R,; car partout ailleurs Av s’annule.

L’intégrale étendue & R, est positive; car u et Av sont négatifs.

L’intégrale étenduec 2 R, est négative; car 4 et Av sont de signes

contraires. Mais je dis que
/
f udvdr
Ry

>

quv(l‘r
Rz

Nous avons en effet

fAvd'r fA'udr
Rz Ry

et u est plus grand en valeur absolue dans la région R, que dans la
région R,.

La seconde intégrale étendue au domaine D tout entier est donc
positive.

La troisiéme intégrale est positive, puisque v et ¢ sont positifs.

Passons au second membre.

Dans les régions R,, R,, R,, R, on a:

dv
u < 0, v > o, Zl—n- =0,

et lintégrale est négative.

Dans la région R, on a v =0 et Uintégrale est nulle,
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Le premier membre devrait donc étre positif et le second membre
négatif,

Il est donc absurde de supposer que la fonction # ait un mi-
nimum négatif.

Il résulte de 1a que toutes les conclusions du présent § subsistent
encore quand on remplace la condition (3) par la condition modifi¢e.

§ VIL
Généralisation de la fonction de Green.

Soient b et £ deux constantes.’

J’appellerai fonction de Green généralisée une fonction G qui
satisfera aux conditions suivantes :

1° Elle sera finie et continue ainsi que ses dérivées A ’intérieur
du domaine D, sauf dans le voisinage d’un certain point fixe P qui
aura pour coordonnées x’, y” et 7.

2° Dans le voisinage du point P, la différence

I

4T

sera finie et continue ainsi que ses dérivées. La quantité

r=VE =2V + 0=y +G—17

est la distance du point %, y, z au point P.
3° A Vintérieur de D, on aura:

AG+EG=o.
4° A la fronti¢re de D, on aura:

aG
'z;; —[—bG:O.
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En général la constante b sera supposée positive; si 'on sup-
pose b= o0, la 4= condition se réduit 3

G —=o.

Si on suppose de plus £ == 0, on retombe sur la fonction de
Green ordinaire.

Il importe de remarquer qu’on ne peut pas avoir 4 la fois
£ —=bh —o0; si en effet on suppose

AG=o,
et que G — L soit fini, Pintégrale :
47T

4G 0

an

étendue A la frontiére de D devra étre égale A 1, de sorte que %—g—

ne peut pas étre nulle.

Je désignerai la fonction G ainsi définie avec des constantes &
et b quelconques sous le nom de fonction de Green généralisée.
La fonction de Green ordinaire sera celle dont j’ai parlé au § L.
Mais je supprimerai ces qualifications de généralisée et d’ordinaire
quand je pourrai le faire sans obscurité. C’est ainsi que dans tout
ce §, quand je parlerai de la fonction de Green, il faudra entendre
la fonction généralisée.

La propriété fondamentale de la fonction de Green est la sui-

vante.
Soit # une fonction continue dans tout le domaine D et sati-
sfaisant 3 Dintérieur de ce domaine 3 la condition

Au + Eu =+,

et sur la frontiére ) la condition
du
2_1_1 + hu= P,

f et ¢ étant des fonctions données de x, y et z.
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Soit #’ la valeur de % au point x’, y’, z/; on aura:

u’=fG<pdw—fodT;

G est la fonction de Green; la premiére intégrale est étendue 2
tous les éléments do de la frontiére, et la seconde 4 tous les &lé-
ments de volume d+ du domaine.

Cherchons des limites entre lesquelles la fonction G doit étre
comprise.

Supposons d’abord que & soit négatif et réel, et soit

Ez—“J

a étant réel et positif; je supposerai b positif.

Je dis d’abord que la fonction G est essentiellement positive.
En effet, elle devient positive ct trés grande pour r=o, c’est-d-dire
au point x’, y’, z’. Elle a donc en ce point un maximum qui est
infini; mais en dehors de ce point elle ne peut avoir ni maximum
positif ni minimum négatif, 3 cause de I’équation

AG=—a'G

et d’un théoréme démontré dans le § précédent. Elle ne peut avoir
non plus sur la frontiére de D ni maximum positif ni minimum né-
gatif, 4 cause de 1’équation

dG
7;""}76:0

(qui se réduit & G=o0 pous h = ). Elle ne peut donc devenir
négative, sans quoi elle aurait un minimum négatif.
La fonction

e—dr

47T

Rend. Cire, Matem., t. VIII, parte 1*,—Stampato il 20 aprile 1394. 14
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satisfait 3 Pintérieur de D 3 la méme équation que G, ¢’est-a-dire
que P'on a:

A e—ar . e-—ar
4m™r  o4mr’

De plus, la différence

g—ar I

4TT 4T

ne devient pas infinie pour r = o.
Si donc je pose :

[

S
T 4T
la fonction # restera finie et continue pour r = o et elle satisfera a
’équation :
Au—=c’u.

Il en résulte que » ne peut avoir & 'intérieur de D ni maxi-
mum positif, ni minimum négatif.

Voyons ce qui se passe 4 la frontiere de D.

On a alors:

d e—dr —dr

d
——7—1—[—}]%_[1—— +b—‘—

477

Soient b 4 et b B le maximum et le minimum du second membre

d e—-a" h e—ar

dngwr ATT

Ce maximum et ce minimum ne peuvent étre infinis et peuvent étre
facilement calculés, car, quand le point x, y, 7 est sur la frontiére de
D, la distance r est comprise entre r, et r,, si I’on appelle, comme
au § I, 7, et r,, la plus petite et la plus grande distance du point
%', ¥, 2 A la surface qui limite D.
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Si b est infini, on a tout simplement :

o Pt

D — bl = .
477, 4T,

A et B sont alors positifs.
De méme, si le domaine D est convexe, on a:

d e+ d e  —cosd /1

e == COS § —— = q’e""——;-{—ar < o.

dn 4mr dn4mr 47 7 )

Je désigne par cos¢ le cosinus de ’angle que fait la normale

a la fronti¢re de D avec le rayon vecteur; ce cosinus est positif si
D est convexe.

On a donc:
o

471,

4<

. . . e AU ..
Si u a sur la frontiére un maximum positif, -— sera positif, et

dn

Oon aura:
u < A.

Si u a sur la frontitre un miinimum négatif, S— sera négatif, et

dn

on aura :
% > B.

On devra donc avoir d intérieur de D

u << A4, si 4>0
u < o, si 4<o
#> B, si B<o
% > 0, si B > 0.
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Ces inégalités nous donnent une limite supérieure et une limite

inférieure de G.
Ces résultats peuvent s’étendre au cas ol £ est imaginaire,

pourvu que sa partie réelle soit négative.
Posons encore:

E=—da", a=B+iy;

nous supposerons B positif. Soit encore :

e-—ar

G=-"— 4 u

T 4Ty
La fonction u satisfera 4 1’équation :
!
Au +Eu=—=o.

Donc le module |u| ne pourra, d’aprésle § précédent, atteindre
son maximum 2 ’intérieur de D.
A la frontiére de D on a encore:

du .

a—;-}—bu:d),
en posant

—_d_‘e—ar e—ar

T dngwr 4rr

atteigne son maximum 7 en un point Q de

Supposons que |u
la fronti¢re. On aura en ce point:

u—_—me
Posons :

J— —itd
v =t ",

fo] = lu];
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de sorte que l’on aura aun point Q:

v == m,
Solent :
v— v + i7",
G =@ + i
on aura:
aj;;; 4+ b =@,

Au point P, v' est égal 4 m et atteint par conséquent son maxi-
14

dv .
mum; donc ;— est positif et

dn
hm < @',
Si donc b 4 est le maximum du module de @, on aura:
o < hd;
d’olr :
lul < m < A.

On aura donc encore 2 Dintérieur de D :

lul < 4;
d’ot:
P

4=T

G<! )

La valeur de 4 est facile & calculer; elle ne peut &tre infinie.
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§ Vi,
Application de la méthode de Neumanmn.

La méthode de Neumann ne s’applique qu’d un domaine D
convexe.

Rappelons succintement en quoi elle consiste.

Soit dw un élément de la surface frontiére ayant pour coordon~
nées x’, y’, 2. Soit ¥V une fonction de x’, y’, 2 que j’appellerai
« densité de la double couche ». Soit 46 ’angle solide sous lequel
on voit I’élément dw du point x, y, z; cet angle solide sera regardé
comme positif si I’élément dw est vu par le coté interne, et comme
négatif dans le cas contraire,

L’integrale :

27:W:f7d6

s’appellera le « potentiel de la double couche ». Ce potentiel jouit
de la propriété suivante : c’est une fonction continue de x, y, 7 A
Iintérieur de D et i D’extérieur de ce domaine; mais elle présente
une discontinuité sur la fronti¢re méme.

Soit M, un point de la frontiére; M, et M, deux points infini-
ment voisins de M,, mais situés, le premier 4 lintérieur de D, le
second 4 ’extérieur. Soient W,_, W, et W, les valeurs de ¥ aux
point M, M, et M,; ces trois valeurs ne seront pas infiniment voi-
sines 'une de [’autre, mais on aura:

W o— W, =W, — W, =7,

7, étant la valeur de 7 au point M,.
Cela posé, j’adopterai les notations suivantes :
Soit 7 une fonction quelconque; j’écrirai

v, v, v, v

pour les valeurs de cette fonction aux points (x/, y', 1), M,, M,
et M,.
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Soit alors 7, une fonction tout i fait quelconque. Je poserai:
f v,d G —

Vi Vo=V — V= ",

ce qui donne:

Je poserai ensuite :

Vz._.deS,
27

Vi—V= V—ri—= Ve

et ainsi de suite. J’aurai en général:

V__f n—!

Vi M=V — V=V

7—1°

d’oli :

Cela posé, jappelle G, et H, la plus grande et la plus petite
valeur de /,. Neumann a montré, non seulement que:

Gn+l < G.n’ n+1 >
mais, de plus, que :

Gn+x n+l < )‘(G Hn)’

X étant une constante inférieure a 1 qui ne dépend que du domaine
D, et que jappellerai pour abréger constante de Neumann.

Il résulte de la que, quand 7 croit indéfiniment, 77 tend vers
une limite constante et déterminée C. Je supposerai que la fonction

V, ait €té choisie de telle sorte que cette constante soit nulle.
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La série
4 4 2
Vi4+vV+7 + ...

est alors uniformément convergente; soit:

dé 7 7 ‘4
@:fﬁm+n+n+”¢

=V VT ..,
==Y+ =T+ ... =P

La fonction @ satisfait donc 4 1’équation A® —o0 3 Pextérieur
de D et elle se réduit sur la frontiére de D 4 une fonction don-
née — V. :

A Pintérieur de D, la fonction ® satisfait 4 la méme équation;
mais elle n’est pas continue sur la frontiére de D; de sorte qu’on

n’a pas:
o — o°;
on a au contraire :
O =V 2V 27+ ...

En revanche, et c’est 12 un point fort important pour 1’appli-
cation que j’ai en vue, on aura:

Cela posé, proposons-nous de trouver une fonction W qui, 4
Pintérieur de D, satisfasse i ’équation AW — o, et telle que ’on
ait 3 la frontiére de D:

aw

~—n:u,
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u étant une fonction donnée. On sait que le probléeme n’est possible

fu’dw:o.

Voici comment Neumann le résout:
Formons le potentiel :

P_/‘u’dw
— J 4mr’

r étant la distance des points x, y, 7 et ¥, y’, 1.

que si

On aura:
P—=PpP =P
et *
ap 4P
dn —dn +

Formons maintenant la suite des fonctions :
Vo, V, ...V,, ...; @
en prenant :
0
V2= _"P,.

La constante C est nulle si la condition

fu’dm:o

est remplie, et on trouve :
— — PO o __
W=P+ =P —V—o.
Donc W est nul identiquement 4 ’extérieur de D, et on a: -

aw:__
dn =0

Rend, Cire, Mutem,, t. V1L, parte 1°,—Stampato il 20 aprile 1893. 15
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aw: _dwr
dn — dn

+ 4 =u.

La fonction W satisfait donc bien aux conditions du probleme.

La solution n’est pas unique, puisqu’on peut ajouter une con-
stante quelconque a ¥, sans que cette fonction cesse de satisfaire
aux conditions du probléme; mais, parmi toutes les solutions possibles,
nous distinguerons, sous le nom de solution de Neumann, la
fonction W que nous venons de définir:

Soit alors @ la plus grande valeur absolue que puisse atteindre
#; je me propose de déterminer la plus grande valeur absolue que
puisse atteindre W.

On peut trouver d’abord une limire de la valeur absolue de P.

En effet, Pintégrale
fda
r

ne peut devenir infinie, quelle que soit la position du point x, y, z.
Si L est sa limite supérieure, nous aurons :

{P] < Ly;
et par conséquent :
Vg<Lp, G, —H <z2Lp.
On en déduit:
71 < G, —H < 2L\,
7 < 2Ly
et comme A est plus petit que (1):

i A
) <25 2a L.
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® restera donc 4 lintérieur de D plus petit que cette quantité,
de sorte qu’il nous reste finalement :

LG+ 9
7 < 5w

Il existe donc une constante H telle que :
|7 < Hp.

Cette constante H ne dépendra que du domaine D.
Si W et W, sont deux valeurs de la fonction 7 en deux points
situés 4 Pintérieur de D, on aura:

\W— W, < 2Hp.
Si donc U est une fonction satisfaisant aux conditions :

iU _

AU=o, an — %

et s’annulant, soit en un'point de D, soit sur sa frontiére, on devra
avoir :

U=Ww + K,
K étant une constante; cette constante devra donc étre égale 4
—w,,

W, étant la valeur de W au point ot la fonction U s’annule:-On
aura donc:

\U| =W — W] < 2Hp.

Si ’on a ’une des deux conditions ;

fUd'r:o, fUdm:o
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il faut bien que U change de signe et par conséquent qu’il s’annule,
soit A Pintérieur de D, soit sur sa frontiére. On aura donc:

U} < 2 Hp.

Il peut y avoir avantage 3 introduire certaines fonctions ana-
logues 4 celle de Green.

Soit #’, ¥’, 7’ un point intérieur 4 D; r la distance du point
x, ¥, % au point x’, y’, ¢’

Soit maintenant G’ une fonction satisfaisant aux conditions sui-

vantes :
1° A Dlintérieur de D, A G’ est nul.

’

2° A la frontiére, i’ est nul.
dn

3° La différence

, d 1
it rier

est finie.
Soit de méme G” une fonction telle que:

1° A Dintérieur de D, A G’ soit nul.

(44

2° Sur la frontiére, d di soit nul.

3° La différence

v &1
dx*4wr

soit finie.

L’existence de ces fonctions résulte de ce qui précéde. Les fonc-
tions G’ et G’ existeront et leurs valeurs sur la frontiére de D re-
steront limitées, pourvu que le point x’, y’, 2’ reste dans un do-
maine intérieur 4 D et ne puisse par conséquent se rapprocher de
la frontiére de D.

Si alors W est une fonction qui satisfait & 1’équation :

AW = o,
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aw , .
et telle que —;— prenne des valeurs données sur-la frontiére de D;

dn
si W’ est la valeur de W au point x’, §’, 7/, on aura:

dW, fG'——dm,

‘i’]l’i:f@u‘iﬁdw
dn

d x12

 Les intégrales du second membre sont étendues aux éléments
dw de la frontiere de D.

§ IX.
Températures stationnaires.

Proposons-nous de résoudre le probléme suivant :
Trouver une fonction v telle que ’on ait & Pintérieur de D:

Av + f=o0
et A la frontiére:

dv +bv__o

La fonction f est supposée donnée, et je supposerai d’abord :

fde:o.

C’est le probléme qui consiste & chercher la température finale
d’un corps solide qui perd de la chaleur par rayonnement par sa
surface, mais 4 intérieur duquel certaines causes constantes produi-
sent incessamment de la chaleur.

Le pouvoir émissif est proportionnel 4 4, et la chaleur produite
en chaque point, dans I’unité de temps, est proportionnelle 4 f.
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Cherchons 4 développer v suivant les puissances croissantes de
b, et soit:

v=u, + bv, + Vv, + ....

On aura successivement :

A Pintérieur de D a la frontidre
Ay, +f=o0 ‘?:: =0
. ‘ dv, .
A'Ul jemiy o) E; 4 v,—0
dv, \
Ay, =0 an +v,=o0

Nous allons voir que, sile domaine D- est convexe, la méthode
de Neumann permet de calculer successivement v,, v, v,, etc.

En effet, nous pouvons d’abord trouver une fonction u satisfai-
sant 4 1’équation :

Au + f=o.
Il suffit, par exemple, de prendre u égal au potentiel d’une ma-

tiére attirante fictive, dont la densité serait égale 3 ——];-: . On a alors:

(]

28 jo=o0,

adn
si Pon a, comme je ’ai supposé;
ffd’c = 0.
Nous déterminerons ensuit2 la fonction v,—u par les conditions :

dv,—uy__  dw
dn —  dn”

A(y, —w) =0,
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La condition

du
_%d&):.o

étant remplie, la méthode de Neumann nous fera connaitre v,—u

et par conséquent v,.
Nous pouvons d’ailleurs ajouter 2 la solution de Neumann

une constante arbitraire; nous choisirons cette constante de telle

fagon que:
fvodco = 0.

Nous pourrons alors déterminer v, par la méthodede Neumann
4 I’aide des conditions :

d
Ay, — 0, -g%+v°=o.

Nous ajouterons i la solution de Neumann une constante ar-
bitraire, choisie de telle sorte que :

f 1,40 =<0
et ainsi de suite.

Je dis maintenant que la série:

(1) v=u, + hv, + Pv, + ...

est uniformément convergente si A est assez petit.
Soit en effet p le maximum de |y|; nous aurons, d’aprés le
théoréme du § précédent:

vl <2Hp, Iv)| <4Hp, ... lv| <<@Hp, ....

La série converge donc uniformément, pourvu que':
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Il résulte de 12 que la somme de la série, ¢’est-d~dire la fonction
v, est continue dans tout le domaine D et sur sa frontiére.
Etudions maintenant les dérivées

dov v

dx’ dx

et pour cela reprenons les fonctions G’, G”, introduites & la fin
du § précédent. Nous trouverons, en appelant v] la valeur de v, au
point %, ¥, 3/

dv, , &ev, "
—E,_—‘/‘G vi_,dw, W—_fG vi_ldw.

Comme les fonctions G’ et G’ sont limitées, on voit que les
séries :

dv, dv, , 80,
dx+b7?+b ax T

@ d d d
20, v, .47,
dxz + b dxz + b dxz + ‘»‘ .

sont uniformément convergentes. Il en serait de méme d’ailleurs des
séries qui procéderaient suivant d’autres dérivées des fonctions v,
Il résulte de 13 que les deux séries (2) représentent les dérivées

v, &
dx dx*?

et on en conclut aisément 1’équation :
Av 4 f=o.

Mais il y a entre les séries (1) et (2) une différence essentielle :
La série (1) est uniformément convergente dans le domaine Dj les
séries (2) sont uniformément convergentes, non pas dans le domaine
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D, mais dans tout domaine intérieur & D. (Ou plitot je n’ai pas
démontré qu’elles le soient dans le domaine D).

Il résulte de 14 que les dérivées de v sont continues 4 Dintérieur
de D, mais que nous ne pouvons pas affirmer qu’elles le soient en-
core sur la frontiére.

. . dv .
Nous ne sommes donc pas certains que I’expression —— ait un sens

dn

et encore moins que la condition 4 la limite :

d
3) d%—{—hv:o

soit remplie.
En revanche nous pouvons afirmer que # étant une fonction
quelconque continue ainsi que ses dérivées du 1° ordre, on aura:

(4) fufd'r—}— vAud*r:fv(hu-{—g-:z‘)dw.

C’est ce que j’ai appelé 4 la fin du § VI la condition modifiée.
Elle est évidemment équivalente 4 la condition (3) au point de vue
physique.

Si donc on remplace dans les données du probléme la condi-
tion (3) par la condition modifiée, ce probléme peut &tre regardé
comme résolu, pourvu que

Supposons maintenant

. - . I .
Soit 4, un nombre positif, plus petit que —., et soit:

2 H

b=25, + .

Rend, Circ, Matem., t. V1II, parte 1*.—Stampato il 20 aprile 1894, 16
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Cherchons 4 développer v suivant les puissances de 0 et soit:
(5) v=19, -+ nv, + 7'y, + . ...

On devra avoir:

(6) Av, 4-f=o, Av, =Ay,—= ... =0
et
dv dv du,
©)) d; + b,v, =0, -a—n'+b°vx—]—v°:o, W—{—bov,—{-vlzo,....

Les conditions (7) pourront &tre remplacées par les conditions
modifiées correspondantes.

Comme b, est plus petit que ﬁ, les équations (6) et (7) dé-

] .
termineront les fonctions v,, v,, ....
Supposons que

v < g3

on aura, d’aprés un théoréme démontré au § VI:

g £ £
lv1'<'E': lvz|<b:’--~ lvnl<h:)----

Ces inégalités seront encore vraies quand on substituera aux
conditions (7)les conditions modifiées correspondantes, puisque nous
avons vu que cette substitution n’empéche pas les théorémes du § VI
de s’appliquer.

La série (5) converge donc uniformément, pourvu que

n < b,

On en déduirait comme plus haut que le probléme peut étre
regardé comme résolu, pourvu que

1 < by,
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ou que
h < 2b,
ou que
1

h< -

I

Si h est plus grand que —, on prendra b, plus petit que -

H 2
. D I
mais aussi voisin qu’on voudra de 7 3 on posera:
bh="h, 4+ n,

on développera v suivant les puissances de n et on déterminera les
coefficients par les équations (6) et (7).

s . . . I
Cette détermination sera possible, puisque 4, est plus petit que —,

H

et la série convergera, pourvu que

n < A,
Le probléme sera donc résolu, pourvu que

h< %;

et ainsi de suite.

On voit qu’en continuant de la sorte on résoudra le probleme
quelle que soit la valeur positive de 5.

Ce procédé n’est autre chose que celui de la continuation ana-
lytique.

Considérant v comme fonction de /5, nous avons fait voir que
cette fonction est holomorphe dans un cercle ayant pour centre 1’o-

- I o
rigine et pour rayon ——. Prenant, sur I’axe des quantités réelles

positives, un point-f, situ¢ a Pintcrieur de ce cercle, nous avons
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vu que la fonction v est encore holomorphe 2 Pintérieur d’un cercle
ayant ce point pour centre et passant par I’origine, et ainsi de suite.
Nous avons supposé au debut que

ffd‘r::o.

Cette restriction n’a rien d’essentiel.
Soit en effet 4 trouver une fonction v satisfaisant aux conditions :

dv _
B—n—}-hv__o, Av + f=o,
la fonction f étant quelconque; soit :
f fidr=d, d#o.
Soit ensuite v’ une fonction telle que
dv’ ,
(ﬁ -+ hv =0
et d’ailleurs quelconque; je suppose seulement que
f Avdr =154

ne soit pas nul. On aura alors:

f(A'u’—bf)d«::o.
On pourra donc trouver une fonction v” telle que

dv” 7 144 I ’
in + hv'" = o, Av +<f—-[7—Av>:o;

et alors, en posant:

,”I
_7,
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on aura:
dv
ﬂ—{—bv_o, Av + f=o,

et le probléme sera résolu.

§ X.
Refroidissement des corps.

Soit maintenant 3 trouver une fonction v satisfaisant i la double

condition :

(1) Av +Ev 4 f=o,
(2) Z—Z—{—hv:o.

Proposons-nous de développer v suivant les puissances de§, et

soit :
(3) v=v,+vE+ v, ....

Les fonctions v, devront étre déterminées par les conditions:
(4) Av, + f==o0, Av, +v,=0, Av, +v,=0, ...
jointes aux conditions aux limites :

dvo . d"U, J—
) dn+hvo_o, W—}--hvl_o,....

La détermination d’une fonction v, par des conditions de la
forme :

Av, +-v, =0, %"—}—bvm:o,
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ol v, _, est déja connue, est précisément le probléme qui a &té traité
dans le § précédent.

Il s’agit maintenant de reconnaitre si la serie (3) est conver-
gente, et pour cela je vais employer la méthode de Schwarz et
former les intégrales suivantes:

W, .= f‘v v,d,
dv,dv, dv,dv, dv,dv,
V,,,,,,_hfvmvndm +f<dx rril dy dy T d{_g—ai_>d7

Ces intégrales jouissent des propriétés caractéristiques des inté-
grales de Schwarz, c’est-d-dire que l'on a:

W - Wm+xn_ Wm+rn—z - Wm+no Wm+n’
Wm > 0)

Toutes ces propriétés seraient presque immédiatement évidentes
si Pon avait demontré que les fonctions v, satisfont effectivement
aux conditions (5). Malheureusement il n’en est pas ainsi; tout ce
que nous savons, c’est que ces fonctions satisfont 4 la « condition
modifiée » correspondante. Il y a 1i une difficulté dont je n’ai pas
réussi A triompher complétement. Il n’est méme pas établi rigoureuse-

o

Quoi qu’il en soit, je me contenterai de l’apergu suivant :

La fonction v, satisfait 3 la condition modifiée; je dis qu’on
peut en déduire la conséquence suivante :

Soit S une surface intérieure 2 D, mais trés voisine de la fron-
tidre de D.

Soit # une fonction quelconque, finie et continue ainsi que ses
dérivées du 1°* ordre, tant 4 Dintérieur de D que sur sa frontiére.

ment que Pintégrale V, , a un sens.
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D’intégrale
dv,

étendue 2 § a un sens; je dis qu’elle tend vers

) ———fu‘um'dco

étendue 2 la frontiere de D quand § se rapproche indéfiniment de
cette frontiére.
En effet, 'intégrale (6) est égale i V’intégrale

®) f'umg——;fdm + f(uAvm — v, Au)dT

¢tendue aux éléments do de la surface § et aux éléments dtv du
volume limité par cette surface. D’autre part, en vertu de la condi-
tion modifiée, D’intégrale (7) est ¢gale 3 cette méme intégrale (8)
¢tendue 4 la frontiere de D et au domaine D tout entier.

Si nous faisons # — v,, nous aurons :

. dv, ,
(9) hmjs‘vnﬁdw_—-b v,v,,do.

Il est vrai qu'on n’a pas le droit de faire 4 = v,, puisque nous
ne savons pas si les dérivées de v, sont continues sur la frontiére
de D. Mais on peut observer que v, peut étre développé en une
série uniformément convergente, dont tous les termes auraient leurs
dérivées du 1°r ordre continues.

L’équation (9) est donc vraisemblablement satisfaite, bien que
I’on puisse encore chicaner sur ce point.

De I’équation (9) on déduira sans peine les propriétés des in-
tégrales W et 7 enoncées plus haut.

Il en résulte que, si | est assez petit, la série

(10) Vw, + eV, r eV, + ...

convergera.



128 H. POINCARE.

D’autre part, si g désigne le maximum de [f], g, celui de |v,), ..
g, celui de Jo,|; si Uon pose, comme au § VI,

on aura:

g. < Vg

D’ol il suit que la série (3) converge uniformément dans tout le
domaine D, pourvu que

I
<~

Mais cela ne nous suffit pas; il nous faudrait établir que la sé-
rie (3) convergera toutes les fois que la série (10) converge elle
méme.

L’inégalité de Schwarz:

U < W, [ Gz

subsiste ‘en désignant par G la fonction de Green généralisée que
Pon formerait en donnant aux constantes & et b les valeurs zéro et A,
Tant que le point %, §', 3’ ne se rapproche pas indéfiniment

de la frontiére de D, I’intégrale f G*d~ reste limitée, ce qui nous

permet d’affirmer ce qui suit.

Toutes les fois que la série (10) converge, il en est de méme
de la série (3); et la convergence est uniforme, si non danstout le
domaine D, au moins dans tout domaine intérieur & D.

Il est probable que P’intégrale fG’dT ne devient pas infinie

quand le point #’, y’, 3" se rapproche de lafrontiére; car il est aisé
de constater que cela est vrai pour la sphére. S’il en est ainsi,

la convergence de la série (3) est uniforme dans tout le domaine D.
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Cela posé, soit 7 une fonction quelconque, telle que

fmh:o.
On aura évidemment :
. A7\ AV7\?
bdew+fZ<(§)dr fz(ﬂ)m p
> >—l;.
fV’df def 9

On en conclurait, comme dans le cas de h —= =, que, si 'on a:

f=afitaf,+ ... +af,

on pourra disposer des coefficients arbitraires « de telle fagon que le
rayon de convergence de la série (3)soit plus grand que L,; L,
étant un nombre qui croit indéfiniment avec p. ‘

Les autres résultats de la premiére.partie de ce travail s’en dé-
duiraient immédiatement; on verrait que la fonction v est méro-
morphe dans tout le plan, qu’elle n’a que des poles simples et que
ses résidus satisfont 3 des conditions de la forme :

du
Ay -4 ku—=o, ﬂ—{-bu:o,

ce qui démontre P’existence des fonctions harmoniques.

On voit que je n’ai pu parvenir dans le cas général 3 des ré-
sultats aussi satisfaisants que dans lé cas h == 0 ; on voit combien
de lacunes subsistent encore. Je ne m’efforcerai pas davantage de
les .combler; la premiére chose 4 faire, en effet, serait de faire une
¢tude plus approfondie de la méthode de Neumann, encore im-
parfaite sous bien des rapports.

Cela m’entrainerait trop loin.

Neumann a dit, en effet, dans son ouvrage sur le potentiel

Rend. Circ, Matem., t. VIII, parte 1*,—Stampato il 27 aprile 1894. 17
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(page 153): « Fiir die vierte Eigenschaft bin ich einen Beweis von
« hinlinglicher Strenge mitzutheilen, vorliufig nicht im Stande ».

J’ai cru cependant que ces résultats, si incomplets qu’ils soient,
n’étaient pas absolument dénués d’intérét , et je me suis décidé 2
les publier. Je serais heureux si cette publication pouvait provoquer
de nouvelles recherches sur ce sujet.

§ XL
Méthode de Cauchy.

Dans les deux premiéres parties de ce travail, j’ai démontré
Iexistence des fonctions harmoniques; mais, si dans la premiére partie
(§§ I-V), ol je me suis occupé du cas de h==co, je suis arrivé a
une démonstration parfaitement satisfaisante, il n’en a pas été de
méme dans la seconde partie (§§ VI-X), oll je me suis occupé du
cas de b quelconque.

Aussi, pour ce qui me reste A dire, je me bornerai au cas de
h = o, bien que les résultats soient probablement vrais dans tous
les cas.

Une fonction harmonique U, est alors définie par les conditions
suivantes :

AU+ kU =0 4 Dintérieur de D,

U=o

1

fU,.’dc =1

On peut se proposer de développer une fonction arbitraire f en
une série procédant suivant les fonctions harmoniques, de telle sorte

[I™

la frontiére,

que Pon ait:

f=2> 47U.
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Si le développement est possible, il est ais¢ de démontrer qu’on
aura :

A,.:fU,.fdv.

De nombreuses analogies nous donnent lieu de penser que le
développement est toujours possible, mais une démonstration com-
pléte et rigourcuse n’a pu encore étre donnée; je voudrais terminer
ce mémoire par quelques résultats relatifs 2 cette question.

L’idée qui se présente le plus naturellement 4 DPesprit, c’est
d’employer une méthode dont Cauchy a fait souvent usage, en
I’appropriant bien entendu au probléme particulier que 'on a en vue.

Reprenons la fonction méromorphe dont il a été question dans
les §§ I-V:

v=1[f, E]:vo—;-v‘i + v, 8 + ...
Nous avons vu que cette fonction admet une infinité de pdles
simples
E=Fk
et que le résidu correspondant est
— 4, U.

Supposons maintenant que [ croisse indéfiniment. L’argument
de £ {tant constant et différent de zéro, tout nous porte 4 croire que

I

la valeur asymptotique de v sera égale A £ je veux dire par 14

que le rapport

vE
f

tendra vers l’unité,
Je le démontrerai plus loin pour tous les arguments compris

o 3w . .
entre — et Z—; mais cela est probablement vrai pour tous les ar-

guments, sauf pour ’argument zéro.
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Il est clair d’ailleurs que ce rapport ne peut pas tendre vers 1
quand Pargument de £ demeure constant et égal 4 zéro; car la
fonction v devient alors infinie une infinité de fois.

Construisons maintenant une infinité de cercles C,, C,,...C,,....
Ces cercles auront pour centre ’origine et leurs rayons iront en
croissant indéfiniment avec P’indice 4; il ne devront passer par aucun
des poles de la fonction v; nous pourrons, par exemple, prendre pour
rayon du cercle C;:

k:‘ + ki+1
'——-——2 .

Tout nous porte 4 croire que, si les rayons de ces cercles sont
convenablement choisis, on pourra assigner une limite supérieure au
module de toutes les valeurs que peut prendre le produit v€ aux
différents points de ces différents cercles; de telle facon qu’on aura
sur un quelconque des cercles C;:

wé < M,

M étant une constante ne dépendant pas de Pindice 7.

Ce point serait sans doute le plus délicat A établir.

Supposons donc que ’on ait démontré les deux propositions que
je viens d’énoncer comme probables; voici ce qui arrivera:

Soit J, intégrale :

Ji=— [vdt

T a2iwm
prise le long du cercle C. On aura:
lim J; = —f,

quand l’indice #, et par conséquent le rayon du cercle C;, croitront
indéfiniment.
D’autre part, en vertu du théoréme de Cauchy:

- i:Axe+AzUz+ o . —l—A,[],,

car les poles de v intérieurs & C; sont les pdles %,, k,, ... k.
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On en conclut que la fonction f est égale 4 la somnie de la
série

AU +4,U, +...ad inf

La démonstration de la possibilité du développement est ainsi

3

ramenée A celle des deux propositions suivantes :
1° La valeur asymptotique de v est égale 4 -—éi quand le mo-

dule de & croit indéfiniment, son argument demeurant constant et
différent de zéro.

2° On peut choisir les rayons des cercles C, de telle fagon que
I’on ait toujours :

& < M.

Je n’ai pu arriver A établir ces deux propositions; j’ai donc dd
modifier beaucoup la méthode de Cauchy, mais je n’ai pu parvenir
3 démontrer la possibilité du développement que dans certains cas
particuliers, C’est sans doute 4 la méthode de Cauchy qu’il faudra
revenir quand on voudra étendre ce résultat au cas général,

§ XIl,
Valeur asymptotique de v.

Je suppose donc que & conserve un argument constant compris
™ ™ .. . .
entre — et 3—2- et que son module croisse indéfiniment et je me

propose de rechercher comment se comporte la fonction

v :[fr E]

. % i
La constante &, ayant son argument compris entre - ¢ —32— >

aura sa partie réelle négative. Posons:

E=—o, a=B+iy
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et choisissons le signe de « de fagon que sa partie réelle 8 soit
positive.

Soit G la fonction de Green généralisée en donnant aux con-
stantes & et b les valeurs £ et oo, L’existence de cette fonction ré-
sulte des considérations développées dans les §§ I-V.

Soit v’ la valeur de v au point &%, y°, 1'; 7 la distance du point

X, ¥, 2 au point ¥’, y’, 7’; soit 4 le maximum du module de

e-—ar

47T

quand le point x, y, g est sur la frontitre de D. D’aprés ce que
nous avons vu au § VII, on aura: ' '

v’:—fodT

¢
G — 4
o — =l <
Or, r étant réel, on a:
e-—ar . e—[‘lr )
471" 477’

et, comme { est positif, ce module décroit quand » augmente.
On aura donc:

e—B’ (]

T 4wr,’

r, &tant la plus courte distance du point x’, y', 2’ 4 la frontiére
de D.
On aura donc:
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6 étant une quantit¢ dont le module est plus petit que 1. On aura
donc :

4Tr 4T, f@fd-

La seconde intégrale a son module plus petit que g7, g étant
la plus grande valeur de |f| et T le volume de D. J’aurai donc:

g T,

()

47T

le module de 6/ étant inférieur 4 1.

Considérons une sphére de rayon r ayant son centre en x’, ¥, z';
soit r*d8 un élément de la surface de cette sphére ayant pour coor-
données x, y, z: de sorte que 46 soit I’angle solide sous lequel cet
élément est vu du point X%, ¥', z’; nous pourrons écrire:

’ f_r—ar ~3ro 7
v__f‘”ce drd% 4 P’ M,

en posant pour abréger:

M=4L
T4,

L’intégration devra &tre étendue 4 tous les éléments de volume
r*drd6 qui sont i intérieur de D; si 'on préfére, on peut I’éten-
dre 4 P’espace tout entier, mais en convenant, puisque la fonction
f est arbitraire et n’a encore été définie qu’a lintérieur de D, en
convenant, dis-je, de faire f == 0 i D’extérieur de D.

Si alors nous posons :

9(r) = frd@,

Pintégrale étant étendue 4 tous les éléments de la sphére de rayon
7, NOUS aurons :

':f o(Ne*dr + o’ M
°
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Il importe de remarquer que ¢(r) (de méme que M) ne dépend
nullement de la constante &.

Supposons que la fonction f soit analytique dans le voisinage
du point %%, y’, 7’5 il arrivera que ¢ sera aussi une fonction analy-
tique quand r sera voisin de zéro. Nous aurons alors, pour 7 infé-

rieur 4 une certaine limite 7 :
e(=4dr -+ 4r + ...
et il est manifeste que 4, n’est autre chose que f; valeur def au

point x’, ¥, 2.
Nous poutrons alors trouver une quantité positive B, telle que

lp(r) — 4,(r); < Br*.

Il vient alors:
v’::f Are*dr —l—f BO’r* e dr 4 P’ M,

le module de 6 étant plus petit que 1; ou bien:

26, B

o3

v 200 e,

0, et 0, ayant leurs modules plus petits que 1; et en effet P

méme module que ¢,

Il résulte de 13 que, pour [f| =0,
limv'E =lim — v'a* = — 4, = — f';
d’otr:
limvf = —f. C. Q. F. D.

J>ai supposé plus haut que la fonction f était analytique dans
le voisinage de x’, ¥, z’; mais cette restriction n’a rien d’essentiel;
il suffit que 9(r) satisfasse aux conditions de Dirichlet.
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Le méme résultat peut s’étendre au cas ol le domaine D n’a que

deux dimensions.
Soit en effet dans ce cas 7 la distance du point x, y au point

x', ¥'; et soit:

to  aVirg?
]7’ :f W r——
Q) VAT o z

La fonction [ ainsi définie est étroitement apparentée aux fon-
ctions de Bessel; elle satisfait & 1’équation AJ 4+ §J=o0, et sa

différence avec % demeure finie. Appelons alors G la fonction

de Green généralisée, c’est-3-dire une fonction qui: i lintérieur de
D satisfait 4 I’équation : .

AG +EG=—o,
s’annule i la frontitre, et est telle que la différence:

G-}—lﬁgl

2T
reste finie. Alors le maximum de
|G — ]|

sera ¢gal 4 |J(r.)l.
On en conclut:

v=[6fie=[J0fix+ [og]0)ds i<y

ou.

b (2 , edz
v=[[ofaranrveT [T <

— en posant pour abréger :
p=V7r+e  w=Vrite
Rend. Circ, Matem., t. VIII, parte 1%, —Stampato il 28 aprile 1894. 18
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—ou enfin :
’ ffe—apfd d +61M—ar
v = —fanT e,
el dTdx

M étant une constante indépendante de £. Cette équation étant tout
A fait de méme forme que I’équation (1) on en tirera Ia méme con-
clusion, c’est-a-dire que :

limvf —=—f.

Cela suppose toujours que la partie réelle de & est négative et
tend vers —oo,

§ XIiL.
Application du théoréme de Mittag-Leffler.

Cherchons une limite supérieure de [U]| et de 4. Nous avons:
AU + KU =o,

et par conséquent, en désignant par U; la valeur de U, au point
x’, y', 7" et par G la fonction de Green ordinaire, nous pourrons

écrire :

U = k;fG U.dr;

ou en vertu de Pinégalité de Schwarz:

[ GU,d'c]z< fodvfG’d¢.
fU:dT: ..

Or,
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Il vient donc:

U} <kil/fG2d1-.
,/ G*d=

est elleeméme, comme nous ’avons vu dans les §§ I et II, plus
petite qu’un certain nombre Q qui ne dépend que de la plus grande
dimension / du domaine D. On a ainsi:

Or cette quantité

Ul < £ Q.
D’autre part nous avons :
4, = f FUdns
d’oli, en vertu de I'inégalité de Schwarz:

&< ff’dvade.

Si nous posons :
ffzd'r = M?,

cette inégalité peut s’écrire :

|4 < M.

fv,, U,.dr_—_k;‘”ff Ud-r,

D’autre part:
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fv,Uid'r

Si donc il existe une fonction, f*, telle que:

< kKM,

v =[f G+ R E N E L
et que
v*, =1,
on pourra trouver une constante M*, telle que:
14 < B M*.

C’est ce que nous exprimerons en disant que 4; est au plus de
Pordre de grandeur de Z™.
Or la fonction f* existera, pourvu que deux conditions soient
remplies :
1° La premiére c’est que f ait des dérivées d’ordre 27 + 2.
2° La seconde c’est que f s’annule 3 la frontiére ainsi que Af,
A*f = AAf, A3f = AA*f, ... jusqu’d A"f.
Il suffit en effet de prendre:
v, _ =—Af, v*_ =——Av*_ =AY, .. v =(—1)Af; fr=—ar*,.
Si ces deux conditions sont remplies, 4, est au plus de ’ordre
de k7" et 4, U, de Dordre de £

2
Or k; est au moins de 'ordre de grandeur de i% siD a trois
dimensions et au moins de I’ordre de 7 si D a deux dimensions.
Je conclus que 4; U, est au plus de 'ordre de i*; g étant un
nombre donné par le tableau suivant:
Dans la premiére colonne du tableau j’écris les conditions qui
sont remplies & la frontiére par la fonction f que je suppose d’ailleurs

analytique.
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Dans la seconde colonne je porte la valeur de p., en supposant
que D ait trois dimensions, et dans la troisiéme colonne j’écris la -
valeur de @ en supposant que D n’ait que deux dimensions :

aucune condition —2— I
f=o ) 0
f=Af=0o0 -y —1
f:Af:—_AAf:o'——% —2

Il résulte de i que la série

D> A4,

est absolument convergente si 4 la frontiére f, Af et A*f s’annulent.

La série
2
;

est absolument convergente si f et Af s’annulent.
La série

4T,
%

est absolument convergente si f s’annule A la frontiére.
Enfin la série
4,0,

k}

couverge dans tous les cas.
I importe d’observer que ces conditions de convergence sont
suflisantes, mais qu’elles sont loin d’étre nécessaires. En réalité 4,
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et U, décroissent sans aucun doute beaucoup plus rapidement que
ne l’indiquerait le tableau précédent; mais je n’ai pu le démontrer.
Appliquons alors 4 la fonction vle théoréme de Mittag-Leffler.

Nous voyons d’abord que la série:

4, U8
KE—F)

converge dans tous les cas; que la série :

AUE
ki (E - k,-)

converge si f s’annule A la froutidre; et enfin que la série:
>

2

converge si f et Af s’annulent.
Nous pouvons donc poser :
1° dans tous les cas:

4,0z

i ey

2° si f s’annule A la frontiére :

ZkA L +E(E)

3% si f et Af s’annulent:

v=— > A EEY

la notation E(£) désignant une fonction entiere de £.
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Plagons-nous donc dans le troisiéme cas; supposons que fet Af
sont nuls & la frontiére et cherchons 4 déterminer la fonction en-

titre E(£).
Soit :
EE)=¢ + 6,8 + 6,8 + .

Soit encore :

f(k):f-— A! l:]—x — Az Uz— Y -—AkUk

ik
=Y, B=v+ ) A

f==1

et

3
v =P L oWE P,

Posons de plus:

174 ,(f)” = f'u,(:) v,(,k) dv, E,,— fem e, dT.

On aura:

e, = lim v® (k=)

et par conséquent:

E,, —=lim W®, (k=)

D’autre part les théorémes de Schwarz sont vrais de W,
c’est-d-dire que:

k k
Wt(nn)l = W,St—Zl.ﬂ-—l 3
ce qui permet de poser:
we — ®

mn —— "y
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On aura donc aussi
E —E

man m4Tan—1 3

ce qui permettra de poser:

. m+n®

On aura d’ailleurs ;
w® > o

W(k) W(’f) W(")
W(k) < (k) < (1.) <.

On aura donc de méme :

E >o

E, _E
C<F <P <

e

m]m

D’autre part, la fonction E(£) étant entiére, la série
e+ 6+ 68 +
‘convergera quel que soit §, mais comme ¢, dépend de x, y, ¥ on

peut se demander si la convergence est uniforme.
Soit L, le nombre défini au § IIT; on aura, d’aprés le § IV:

Il
o)~

D étant un polyndme de degré p — 1 en §, dont les coefficients
sont constants et qui admet comme racines tous les nombres ; plus
petits que L.

Quant § P c’est une série ordonnée suivant les puissances de
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£ dont les coefficients dépendent de x, y et z et qui converge uni-

formément pourvu que [§ < L,.
Considérons maintenant la somme

40,
- E—Fk
et partageons-la en deux:
N R
&) —= — —i
n > T,
et
AT
&) — — -
¢ D e
==Ky

le mombre K étant choisi de telle sorte que les K premiers nombres
k. soient précisément ceux qui sont plus petits que L,.

Alors 7®) D est un polyndme entier.

Quant & {®), c’est une fonction de & qui peut étre développée
suivant les puissances de &; la série ainsi obtenue converge unifor-
mément pourvu que [§ < L,.

En effet, le coeflicient de £? est égal &

4, U,

q 2
k

qui est plus petit en valeur absolue que
2 Bl

k> L, pour i > K.

puisque

Or,
EE)YD=P 4 9®D 4 {®D

Rend. Circ, Matem., t. VI, parte 1*°,—Stampato il 28 aprile 1894. 19
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sera développable en une série ordonnée suivant les puissances de &
et dont la convergence sera uniforme pourvu que [£] < L.

Or cette série est divisible par D puisque E(£) est une fonction
entiére. Donc, la série E(§) converge aussi uniformément pour £ < L;
c’est-d-dire que la convergence est tgujours uniforme puisque L, peut
étre pris aussi grand que I’on veut.

Donc la série

feoeod'r + Efeoeidr‘ + E‘feoezd'r + ...

Eo'{_EEz'{"ngz"{" -

ou

convergera toujours, quelque gratid que soit £.
Donc

E,,

K

n

doit tendre vers zéro quand # croit indifiniment. Mais ce rapport
va toujouts en croissant, d’aprés les inégalités démontrées plus haut;
il faut donc que P’on ait:

I

g, =e¢=— ... =0, EE)=c¢,

Il en résulte

4, U, U,
e Z—'l;?-‘. s v, = _4']2 + ¢,.

La série:
-Ai Ui
5

¢tant uniforimément convergente d’aprés les hypothéses faites, on

aura :
r(’Uo —~e)Gdr= Z A‘]U’ Gdn,

-
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G ¢rant la fonction de Green ordinaire; et par conséquent, puisque
A U__ 410
B [
on aura aussi:
A. U,
Ay, = A E ——}e_.’i:%_%'
3
Mais on sait que
Av, + v, =%0.
On a donc:
to=EE)=o,
et enfin:
. 47,
E—Fk
Supposons maintenant que -Af ne s’annile plus, mais que f
s’annule 4 la frontiére; on aura:
4, U,
V== — E

EE)=¢+ 6§ + &8 +

La comparaison des développements des deux membres nous
apprend tout-de-suite que:

&, — Y,,.

Cela posé, considérons la fonction :
['Uo, E] - vx _i— 'vz(t’ + ‘03'&1 + ..

On pourra lui appliquer le théoréme précédent, puisque v, et
Ay, =— — f s’annulent 4 la fronti¢re. On aura donc:

h Ai >Ui
[vs Sl=— ) pe =1y
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On a donc:

v=~E[v,, ] + E(&).

La comparaison des développements des deux membres suivant
les puissances de & donne tout-de-suite :

EG)=uv,.
Supposons enfin que f ne s’annule’pas 2 la frontiére; on aura:
4T, E’
=— > =7 E

Considérons la fonction :
[v,, E]=9, +v,& 4 0,8 +

On voit que v, et Av, — — v, s’annulent a la frontiére. On

oo 0=— D pE—p;

U= E:[vxi E] + E(E)

aura donc:

La comparaison des développements des deux membres montre
que

E¢) =1, + vt

Pour nous résumer, on aura, dans tous les cas:

4, Ut
kz(g )+710+‘U:£.

V==

On aura, si f s’annule A la frontiére :

A, UE
Zk k)+‘z)0?
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et si f et Af s’annulent 4 la frontiére:
U= — 4, U, )
i — k

§ XIV.

Possibilité du développement.

Supposons que la série:

2 4,0,

soit absolument convergente ou semi-convergente, et que la série:

A 3 Ui
2%

converge absolument; on aura alors, d’aprés ce qui précéde:

4,1,
(I)- V= — ?:E .

Je dis que la somme de la série:

240

sera égale 4 f.
En effet reprenons 1’égalité (1), multiplions-la par & et .faisons
tendre § vers — co. D’aprés ce que nous, avons vu au § XII, le

premier membre tendra vers — f.
Pour voir ce qui arrive du second membre, je vais apphquer le
théoréme d’Abel. Je rappelle d’abord 1’énoncé dec ce théoréme.

Soit
S=u, 4w, + ... +u, + ...

une série absolument convergente ou semi-convergente.
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Sn:ux+u2+ LR +un‘

Soit p, la plus grande de toutes les quantités

1S, — Sl [Sus — S5 (S, — .l etc. ad inf.

+3

Le nombre p, tendra vers zéro quand # croitra indéfiniment,
puisque la série S converge. Soit maintenant’

o a

1 29 * v 3 w3y e »

une suite de nombres positifs, constamment et indéfiniment décrois-
sants.

Le théoréme d’Abel nous apprend que la série:
v, + 2, + ... Fwoa ..
est convergente et que le reste de cefte série,

un+x a‘n«{-x + u'n+z “n+2 + LI

est plus petit en valeur absolue que g, «,.
Si £ est négatif, les nombres

—£
e

seront .positifs, constamment et indéfiniment décroissants; de plus ils
seront plus petits que I.
Si donc nous posons :

S,=4U + 4, U, + ... +4,7,

et que p, soit, comme -plus -haut, la -plus.grande des quantités

1S, — S

ni?
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le reste de la série
— 4, UE
ki - 5

sera plus petit en valeur absolue que

—— Pwi
kﬁ - E
et par conséquent que p,.
Nous aurons donc :
4UE 4,U%E 4,U,&

(2) 'UE:_E——-]«:‘_E—I:Z—' TEZF, 4 6,

0 étant plus petit que 1 en valeur absolue.
Je dis qu’on peut prendre n assez grand pour que

S, =4, U +4,U,+ ... + 4,0,
différe aussi peu que P’on veut de f, et, par exemple, pour que

If — Sal

soit plus petit que e.
En effet, nous choisirons d’abord 7 assez grand pour que:

14
n<_'
S

Le nombre # une fois choisi, nous choisirons — & assez grand :
1° pour que la différence

08+ f1 <~
ce qui est possible, puisque

limv = — f, pour § = — 0
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2° pour que la différence

AUE AUE AU :
UE 4, Uty U —aU . — E -
E kl+z k + TE k A! t AzUz AnUn<

c’est-3-dire pour que

AUk
E—F

g
|<3’

f=1

ce qui est évidemment possible puisque le premier membre de cette
inégalité tend vers zéro quand le module de £ croit indéfiniment.
Il vient donc, en vertu de (2):

=8I <wi+ g+ D) e > av] e <

‘C. Q. F. D.

Supposons maintenant que la série

24T,

2%
3

sera aussi convergente, en vertu du théoréme d’Abel; mais nous
ne savons pas si la convergence sera absolue. Au contraire, la série:

2 f

convergera certainement, car 4; U, tend vers zéro et %, est au moins

soit convergente; la serie :

2
de D’ordre 733 et par conséquent nous pouvons trouver un nombre
positif M, tel que
M
<—=-

-

13

k?

%
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Nous en concluons :
1° que ’on a, par le’ théoréme de Mittag-Leffler:

4, Uk

k(i—'k)—*_vo’

2° qu’en appliquant le théoréme précédent 4 [v,, §] on a:

_ A" Ui
[
1l vient donc:

o o= S (40 =~ T 4

L’équation (1%%), étant la méme que I’équation (1), conduira
au méme résultat, c’est-a-dire que

f=24U.

Ainsi:
1° La série

T4,

représentera la fonction f toutes les fois gu’elle sera convergente.

Or la série converge si la fonction f est analytique (il suffit
méme que les dérivées des six premiers ordres soient finies) et si de
plus f s’annule 4 la fronti¢re ainsi que Af et AAf; par conséquent:

2° La fonction f est développable en série procédant suivant les
fonctions harmoniques, si elle est analytique et si elle s’annule i la
frontitre, ainsi que Af et AAf,

Je ne veux pas dire que le développement n’est possible que
dans ce cas, je crois au contraire qu’il est possible dans tous les cas,
mais je n’ai pu le démontrer.

Ce résultat d’ailleurs suffit pour les applications physiques; car
si Pon veut développer une fonction empirique f, on pourra toujours

Rend, Circ. Matem., t. VIIL, parte 18, —Stampato il 30 aprile 1894. 20
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trouver une fonction f’ qui différera de f d’aussi peu qu’on voudra
dans tout domaine intéricur & D et qui satisfera 4 la condition d’étre
analytique et de s’annuler 4 la frontiére ainsi que Af” et AAf’.
Jaurais pu dire aussi:
Supposons que la série

240,
soit uniformément convergente, sans que nous sachions si elle ’est

absolument.
Soit G la fonction de Green ordinaire, et U la valeur de U,

au point x’, y’, z’. La série:

ZfAUGd Z“-’U

sera aussi uniformément convergente; on a donc:

ZA U=—a AkU

et de méme:

AU, _ N 4U
T AL TR
4T, 4, U,
B =—a B

Or on a vu plus haut que:

4,UE
v=— p—py T

On a donc:
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C. Q. F. D.

Jal préféré suivre une marche un peu plus détournée, ce qui
m’a dispensé de supposer que la convergence est uniforme.

Paris, mars 1894.

H. PoiNncaRrE.





