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Ueber die Anzahl der Riemann’schen Flachen mit gegebenen
Verzweigungspunkten.

VYon

A. Hurwirz in Ziirich.

In meiner Abhandlung ,Ueber Riemann’sche Flichen mit gegebenen
Verzweigungspunkten*) habe ich die Frage nach der Anzahl der n-bléttrigen
Riemann’schen Flichen mit w gegebenen einfachen Verzweigungspunkten
zuriickgefithrt auf die Frage, wie viele Systeme von w Transpositionen
(t;, %, - - t,) bei n Elementen vorhanden sind, welche durch ihre Zusam-
mensetzung die identische Substitution ergeben, also die Bedingung

1) fitg ot =1

befriedigen. Ich verallgemeinerte diese Frage dadurch, dass ich an die
Stelle der (leichung (1) die folgende:

(2) titi"'tw=s
setzte, wo 'S eine beliebig gegebene Substitution der » Elemente bedeutet,

und ich zeigte, dass die Anzahl fs(w) der Systeme (¢, 4,---4,) von w
Transpositionen, welche der Gleichung (2) geniigen, die Form

@) fs() =afi* +af" + -+ afi

besitzt. Hier bezeichnen f), f;, - - - f, ausschliesslich von % abhingende
ganze Zahlen, wihrend ¢, ¢,, - - - ¢, rationale Zahlen sind, die von » und
der gegebenen Substitution S abhingen.

Die Bildungsweise der Zahlen f,, f;, - - - f; konnte ich explicite an-
geben, dagegen mnicht die der Zahlen ¢, ¢, - ¢,.

Als ich im letzten Sommer mit Herrn Dr. E. Lasker, dem bekannten
Weltschachmeister und Mathematiker, dieses Resultat besprach, wurde ich
durch eine geistvolle Bemerkung des Herrn Lasker zu einer Ueberlegung
gefiihrt, welche unmittelbar zeigt, dass die Anzahl fs(w) der Entwickelungs-
coefficient einer gewissen rationalen Function ist, die mit der Gruppendeter-

*) Diese Annalen Bd. 89, 8.1 (1891). Im Folgenden mit R. citirt. .
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minante der symmetrischen Gruppe in engem Zusammenhange steht. Dank
der neueren Untersuchungen des Herrn Frobenius iiber die Gruppendeter-
minante*) gelingt es nun nicht nur, die in meiner Arbeit enthaltene Be-
stimmung (3) der Anzahl f5(w) aufs Neue zu beweisen, sondern dieselbe
auch durch die explicite Darstellung der Coefficienten c¢;, ¢;, - -- ¢, zu
erginzen. Hierdurch wird es dann weiter moglich, die Frage nach der
Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Flichen mit % gegebenen einfachen
Verzweigungspunkten in vollig befriedigender Weise zu erledigen. Im
Folgenden erlaube ich mir, dieses des Niheren auszufiihren. Dabei werde
ich zuniichst in § 1 die oben erwihnte Ueberlegung wiedergeben; ich hitte
freilich das Resultat derselben auch unmittelbar aus F. I entnehmen konnen.
(VgL Formel (8) in § 6 dieser Abhandlung. Die Zahl f5(w) ist ein specieller
Fall der von Herrn Frobenius mit h,p..., bezeichneten Zahlen.) Wenn
ich hiervon absah, so leitete mich dabei der Umstand, dass meine Deduction
sich leicht verallgemeinern ldsst und dadurch zu einer bemerkenswerthen
Eigenschaft der Gruppendeterminante einer beliebigen endlichen Gruppe
fithrt.

§ 1.

Es bezeichne S eine beliebig gegebene Substitution bei n Elementen,
und es seien

1) Tyy Tgy* * * Ty (” == ""('7“'2:1'))

die mit denselben Elementen gebildeten Transpositionen. Wir betrachten
nun die simmtlichen Systsme von w Transpositionen

(2) . tutv'"tw
welche dadurch entstehen, dass man #, 4, - - - #, unabhingig von einander

die r Transpositionen, 7, 73, - - - 7, durchlaufen lasst. Unter diesen 7
Systemen mogen fs(w) vorhanden sein, welche der Bedingung

®) bty b, =8

geniigen. Das somit fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von w definirte
Zeichen fs(w) werde ferner flir w = O durch die Festsetzung erklirt, dass

(4) fs(0) =1 oder O

sein soll, je nachdem S die identische Substitation ist oder nicht.

* ,,Ueber Gruppencharaktere*, Sitzungsberichte der kgl. preussischen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1898, 8. 985.- | Ueber die Primfactoren der
Gruppendeterminante“. Ebends, 8. 1843. ,Ueber die Charaktere der symmetrischen
Gruppe*. Ebenda Jahrgang 1800, 8. 516. Diese Abhandlungen werde ich mit F. I,
F. II. und F. III. beztiglich citiren,
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Summirt man iiber alle #] Substitutionen S, so ist offenbar

Dlfsw)y=r"  (0=0,1,2,-),
und hieraus folgt, dass filr jede einzelne Substitution S die Zahl fs(w) < r*
ist. Daher convergirt die Potenzreihe
B) o) = £(0) + £+ [s@u + -+ falwwe -

fiir geniigend kleine Werthe des absoluten Betrages |«| der Variabeln u.
Die h = n! Substitutionen, die aus den » Elementen gebildet werden

kénnen, mogen jetzt in irgend einer Reihenfolge mit

(6) S1=1: Sﬁ) Sa)"’Sh
bezeichnet werden. Es bestehen dann zwischen den % Potenzreihen
(7) ¢s1 (u>’ ¢Sa (u)) ot ¢Sh (u)

h Relationen, die man auf folgende Weise erhélt. Da die Gleichung (3)
such in der Form

fg o t,=1¢8
geschrieben werden kann, so sicht man, dass unter den Losungen der
Gleichung (3) fi,s(w—1) vorbanden sind, fiir welche f, eine bestimmte
der Transpositionen (1) ist. Folglich hat man:

(8) fs(w)="Frs w——1)+f¢,s('w-—1)+-'~+f¢,s(w—1), (w=1,2,3,..).

Diese (leichung multiplicire ich mit «* und summire sodann iiber
w=1,23,.... Hierdurch kommt

@s(u) — F5(0) = u s 5(4) + uges(w) s - -+ + UPe, ),
oder
(9) Ps(u) — 4Py s() — UPs,s(U) — -+ - — U Qs 5(U) = &5,
wobel &5 = f5(0), also gleich 1 oder O ist, je nachdem S die identische
Substitution ist oder micht.

Die Gleichung (9) reprisentirt, da man fiir S jede der % Substitu-
tionen (6) nehmen kann, im Ganzen % lineare Gleichungen fiir die 4
Potenzreihen (7). Die Determinante dieser Gleichungen reducirt sich fitr
=0 auf 1 und ist also nicht identisch Null. Daher lassen sich die
Potenzreihen @s(u) oder vielmehr die durch sie definirten analytischen
Functionen, aus den Gleichungen (9) berechnen; offenbar ergeben sich
dieselben als rationale Funectionen von u. Um die Aufldsung der Glei
chungen (9) auszufithren, setze man dieselben zun#chst in die Form:

(9,) csl,g—l 9’31('“) + 6813"1 lpsz(u) + o + Cshs_]_ Qsh(’u.) == &g,
wobei dann der Coefficient Co g1 gleich Null ist, ausser wenn :die seinen
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Index bildende Substitution S;S—! die Identitdt oder eine Transposition

ist, in welchen Féllen man ¢,
]

Aus (9") ersieht man, dass

y =1 resp. =— — % hat.

o, o, 2
(10) @s, (u) = °’ Ps, () = A q’sh(u’) )
wird, wenn © die Detérminante

63181-1’ Cogartr " Cayay?

Co185717 Coyey 1" " Capug?

(11) 0=

c

Y Y SN

und ©,, 6,, --- ©, ihre nach den Elementen der ersten ‘Hori;ontalr,eihe
Eenommenen Unterdeterminanten bedeuten. Was die Elemente cs,, cg,, - ¢s,
der Determinante © angeht, so ist, wie schon erwihnt,

(12). ¢cg=1 oder —u oder O,

jo nachdem S=315,, d. i. die identische Substitution oder S =r=,, d. i. eine
‘Transposition oder endlich S weder die identische Substitution noch eine
Transposition ist.

8 2.

Die Ergebnisse der oben citirten Abhandlungeén des Herrn Frobenius
gestatten es nun, die Damtellungen (10) der Functionen ggs(u) weiter zu
entwickeln. Dabei bediene ich mich der von Herrn Frobenius eingefiihrten
Bezeichnangen. . Fir die hier stattfindenden Werthe der Elemente ¢g der
Determinante © besteht die Beziehung

¢y Cp—1g5p == Cg)

d. h. far zwei shnliche Substitutionen sind die entsprechenden Elemente ¢
einander gleich. Die h = n! Substitutionen S,, S,,... S, theile man in
Classen untereinander &hnlicher ein und bezeichne die Classen mit den
Nummern (1), (2), (8), - - - (k); dabei mdge die Classe (1) aus der einen
identischen Substitution S, bestehen und die Classe (2) die sammtlichen
Transpositionen umfassen. Zundéchst unterwerfe man die Grissen 08,y Csy+Cay
keiner anderen Bedingung als der Beziehung (1); dann reduciren sich
dieselben auf k& unabhingige Grdssen, welche einzeln den % Classen zu-
geordnet sind und diesen entsprechend mit ¢, ¢,, - - . ¢; bezeichnet werden
konnen. In der Determinante © kommt dann jede Grosse ¢, in jeder
Horizontalreihe h,-Mal vor, wenn k, die Anzahl der Substitutionen in der
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Classe (@) bedeutet. Da tiberall, wo das Elément ¢, in der Determinante
© auftritt, ihm dieselbe Unterdeterminante entspricht, so ist

00

a c = hh eg ’

wenn die Substitution S; in die Classe (¢) gebort. Also hat man
©, 1 0lgé

2) ® ~ K, dc,

Nun ist aber (F.II § 6 Gleichung (9)
®  e=J][7 3@l =]I[7 Stenel,
§ e

wobei das Product tiber die % verschiedenen Charaktere (3(S,), 1Sy, - 2(Sy)
auszudehnen ist. Somit geht die Gleichung (2) tiber in

O 15 B
“4) 2 27,@ 3 2 gx ) o

Berticksichtigt man schliesslich, dass in den Formeln (10) des § 1 die ¢
die unter (12) § 1 angegebenen Werthe besitzen, so erkennt man, dass

1 3(8 —1
®) 9s() = > 7ACL (b —r—2020)

der definitive Ausdruck fiir die Function @g(u) ist.
Durch Entwickelung nach aufsteigenden Pétenzen von u ergiebt sich
fiir die Anzahl fs(w) die Formel:

%o G

1 hy 15\

®) fow) =+ > f1(8) (22)"

Insbesondere kommt fiir die identische Substitution S,, da y(8,) = f ist,
1 8

(M 95, () =3 2 7:“1;;;;;;'»

und also
1 By 23\

®) fa) =5 > 1t (°2)

als Anzahl der Darstellungen der identischen Substitution durch ein Prg:
duct von w Transpositionen.
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8 3.

Herrn Frobenius ist es (in F. III) gelungen, fiir die simmtlichen
Charsktere der symmetrischen Gruppe bei n Elementen explicite Formeln
aufzustellen. Von seinen Resultaten kommen fiir die hier zu behandelnde
Frage nach der Anzahl Riemann’scher Flichen die folgenden in Betracht:

Die einzelnen Charaktere der Vertauschungsgruppe bei » Elementen
entsprechen denjenigen ganzzahligen Losungen der (leichung

(1) #t oty =g (1),
welche den Bedingungen
(2) 0 <oy <o 0<%,

gentigen. Diese Losungen (x,, %, - - - %,) mogen in irgend einer Reihen-
folge mit den Nummern (1), (2),- -+ (k) versehen werdem. - Das einzelne
Losungssystem (%, %, - - - ,) ‘kanh dann auch kurz durch seine -Nummer
(%) bezeichnet werden. Ist

(3) (o) = (%y, %5, * - + %,)

ein bestimmtes Losungssystem, so ordne man demselben auf folgende
Woeise ein System von Zshlen ay, ay, -, b, b, zu. Es seien

4) Xyy Kgy * 0 Hnemy

diejenigen der Zahlen x,, %, - - - %,, welche < » sind, so dass die iibrigen
Zahlen

(5) #n—rd1y°* %

=n gind. Nun setze man

(6) b1 = %,,_,-+1 — n, bz == x,._.,-.*.g — %, AR br = Wy — n,
und bezeichne mit
(M Gyy A3y * * G,

diejenigen nach wachsender Grdsse geordneten Zahlen, welche die folgen-
den zwischen O und % — 1 liegenden Zahlen

n—-l——xi,n—-l——x,, o —1— %,
zu der Zahlenreihe 0, 1, 2, --- » — 1 ‘ergéinzen. Werden nun die Charaktere,

welche dem Losungssystem (3) entsprechen, durch den oberen Index s
charakterisirt, so ist nach Herrn’ Frobenius fiir die identische Substitution

A("l’ Agy oo %)
®  2E) =¥ =nl

A(“l""a'r)°A(b1""br)

= n)

r r H

ayt-atdt- bt [T [ @ttp+1

a=1 g=1
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wobei allgemein fiir irgend welche Grissen z,y,---z,,
Ay, 2y, 2y =] [ @—2) >k i,k=1,2-..m)
5k

ist. Fir die Transpositionen findet Herr Frobenius

) .’_‘;_(:_}’i-_-g-(z be(bg+1) — Dla,(a,+ 1)).
f=1

a=]1

Die rechte Seite lisst sich hier auch einfach ‘durch die Zahlen x, %,,--- x,
ausdriicken. Nach dem Zusammenhang, in welchem diese Zahlen mit den

Zshlen a, und b, stehen, ist nimlich

Zb”(bﬂ +1) =2(x2——n) (p—n—+1), (A=n—r+ 1,.-n)

und

n—r n—1

2%(“?‘}' 1) + 2 (n—1—x,)(n—x)= 2 k(k+1) = %- n(n*—1).

p=1 k=0

Und hieraus ergiebt sich nach kurzer Rechnung

(%) »
@ =g Su—1) — 5 a—1) (144).

tznl

Nach Gleichung (8) des vorigen Paragraphen wird also

10) fo () = & 3 peor (A7)

B w5 o, —1) | % (x, —1)
=n,2xll’x,l’---xnl’ 5 T+

+ 200 L w1t 4)]

Hier ist die Summation tiber alle den Bedingungen (2) geniigenden
Losungen (x,, #;, - - - x,) der Gleichung (1) zu erstrecken. Da das all-
gemeine Glied der Summe (10) symmetrisch beziiglich s, x,, - - - %, ist
und verschwindet, wenn zwei dieser Zahlen aneinander gleich sind, so
erkennt man, dass

die Anzahl fs (w) der Systeme von w Tramspositionen t,, ty,-«-t,,
welche der Bedingung

byt =1
gewiigen, durch die Qleichung
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Ay, %y, %, — %y — 1 .
(11) fs,(W)=2 ( )[x,(’&2 1)+x.(2 )+,”

xll’u,!’---x”!’

%y (% — 1) 1

D L=t
gegeben ist, in welcher die Summation dber alle Losungen der Gleichung

1
%+ %+ -+ %, =5 n(nt1)

in nicht-negativen gamzen Zahlen x,, %y, - - - %, 2u erstrecken ist.

In der Folge schreibe ich die Gleichung (10) indem ich mit (x) die
Nummer des Ldsungssystem (%, %;,+ - - %,) bezeichne, in der Form

1 w w w
(12) 1 fw|n)— 4, B + A, Bf + -+ 4, B,
wo dann-also
- Al %y, %,) \3 S%k—1) 1

(13)\14,,.-:( P ) , B= >0 Ly 1)t

=1

s fetzen und f(w|n) fir fs(w) geschrieben ist, um die Abhingigkeit
dieser Grosse von # anzudeuten. '

- Dass die Zahlen B,, By, --- B, iibereinstimmen mit den von mir
(R. Seite 12) eingefiihrten Zahlen f,, f;, - - - f, erkennt man auf folgende
Weise. Setzt man

V==t Un_1 =% — 1, va_s=120 — 2, vy =, — (n—1),
so wird nach (1) und (2)

vwtv v, =00 20202 29,20,
und der Ausdruck fiir B, lasst sich in der Form

B= 2 S i) (e mei—1) — L mu1) ()

i=s1

=5 Du—1)— Div,+n
i=1 i=1
schreiben. Dieses ist aber gerade der Ausdruck, durch welchen ich in
meiner Arbeit R. die Zahlen f, definirt habe.¥)
Aus der Gleichung (12) ziehe ich noch eine Folgerung, welche fiir

die weiteren Betrachtungen wichtig ist. Bildet man nimlich die Potenz-
reihe

*) Der innere Zusammenhang der beziiglichen Ueberlegungen in meiner Arbeit R.
mit F. III zeigt sich darin, dass Herr Frobenius dieselben Untergruppen der sym-

metrischen Gruppe bei der Bestimmung der Charaktere der letzteren zu Hiilfe zieht,
welche bei mir a. a. 0. vorkommen.
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(14) Fy) = 35 {FO1n) + F(LIn) & + £ @10) 20 oo flm)

so zeigt die Qleichung (12) unmittelbar, dass die hierdurch definirte
Function
(15) Fy(u) = Ay o Ay o A
ist. Umgekehrt folgt natiirlich aus den Glelchungen (14) und (15) wieder
die Gleichung (12).

Fir die niedrigsten Werthe von » findet man:

(Fy() = s (e ),

Fy(u) = g (@ e+ ),

16) 1) = g (et 9 et + 4),

F,(u) = (—517)- (9% 4 g—10% |- 16 (% +e—5%) + 25 (63 e~2%) + 36),

Fs(u) = (—6}52 (615“+ e—-—l.’)u + 25(89“+ e'—gu)+81(85“+e—5“)
. -+ 125(e**+ e—3%) + 256).
Der Factor 125 in der letzten Function setzt sich aus den Quadraten 100

und 25 zusammen.

Das an sich sinnlose Zeichen F)(u) mége durch die Festsetzung
a7 F(w)=1
definirt werden. Bei der Berechnung numerischer Beispiele wendet man

am besten die Darstellung der Zahlen 4, und B, durch die Zahlen
Ay, g, -y by, by, --- an. (Vgl (8) und (9).)

§ 4.1

Von irgend welchen Transpositionen will ich sagen, dass sie die
Elemente @, b mit einander verbinden oder in Verbindung setzen, wenn
unter ihnen entweder die Transposition (ab) vorkommt oder wenn die
Elemente a,, a,, - - - @,, 80 gewshlt werden konnen, dass die Transpositionen
(aay), (aya5), (agay), - - - (a,b) sich unter jemen Transpositionen finden.
Jedes System von Transpos1t1onen wird entweder simmtliche auftreteridén
Elemente mit einander verbinden oder es werden diese Elemente -in
Gruppen gerfallen so, dass die Elemente einer Gruppe mit einander, aber
mit keinem Elemente einer anderen Gruppe durch die Transpositionen
verbunden werden. Es seien nun unter dén f(w|n) Losungen der. Glemhung

1) ASERAS



62 A. Horwrrz.

@ (w|n) vorhanden, welche simmtliche #» Elemente mit einander in Ver-
bindung setzen. Dann ist

@ Rwi|n) = = o(w|n), (8=3,4,5,--)

die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen Flichen mit w gegebenen Ver-
zweignngspunkten®). Fir n =2 stellt R(w|2) = 5 ¢ (|2) mur 3 von

der Anzahl der dann existirenden Riemann’schen Flachen vor. Denn diese
Anzahl ist offenbar = O oder 1, je nachdem w ungerade oder gerade ist,
und entsprechend ist ¢(w|2) = 0 oder 1.

Die Anzahl ¢(w|n) und damit auch R(w]|n) lisst sich nun durch
die Anzahl f(w|n) ausdriicken, wie ich in R. Seite 14 angegeben habe.
Da ich an jener Stelle der Kiirze halber einige -Zwischenrechnungen fort-
gelassen habe, so will ich hier die betreffenden Ueberlegungen etwas aus-
fubrlicher darstellen.

. Betrachtet man irgend eine Losung (%, %, - - - ¢,) der Gleichung (1),
so werden beziiglich derselben die # Elemente, mit welchen die Trans-
positionen gebildet sind, in Gruppen

@) G=uay,- 0, Gy=10, by, G2=31;”'0m“‘G’r=z1:"'lﬂr

zerfallen, der Art, dass die Elemente der Gruppe G gar nicht bei den
Transpositionen ¢, 4, - - - ¢, vorkommen und die Elemente jeder der anderen
Gruppen nur je unter sich durch die Transpositionen mit einander ver-
bunden werden.

Die Gruppe G kann ganz fortfallen, in welchem Falle dann #, = 0
ist; die Anzahl r der.iibrigen Gruppen ist mindestens 1, jede der Zahlen
Ny, Mg, +-+ - », mindestens 2 und natiirlich

4 Mo+ Ny + Ny + -+ + 0, =n.

Diejenigen der Transpositionen (t fay -+ 4,), welche die Elemente von G,
verbinden, seien in derselben Relhenfolge, in welcher sie in der Relhe
Yy %y, - -+ ¢, anftreten, mit #,#, - - - £, bezeichnet, die entsprechende Be-

dentung komme t, b, - + - b, bezliglich der Gruppe Gy zu u. s. w. Dann
1st offenbar '

(5) et =1, 8t =1,...tg’>tg>...tgi.—_- 1

2% 2 W0,

und

(6) WAt wg e tw=w (0>1, w>1,.- w,>1)
Nun zéhle man zuniichst ab, wie viele Losungen (¢, %,---¢,) der Glei-
chung (1) existiren, fiir welche diese bestimmte Gruppenzerlegung (3) und

*) 8. R. § 4.
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die den Gruppen G, Gy, - - - G, zukommenden Zahlen w,, w;, - - - w, vor-
geschrieben sind. Da die Gleichungen (5) beziiglich ¢ (w; |n,), @ (w;|n,),--
--@(w,|n,) Losungen besitzen und unter den w! moglichen Anordnungen

r gt royr g rr () #r) 40 w!
von w Elementen ¢/, 4, -2, , &/, 85,8, - 87 b5 08, sich TRETR R

befinden, bei welchen die Elemente ¢, %, - - - t,, in vorgeschriebener Reihen-
folge, ebenso die Elemente &7, %), - - -4, in vorgeschriebener Reihenfolge
u. 8. w. auftreten, so wird

!
P w:f--'w,.l @ (w,|n) @(wyimg) - - - @ (w,|n,)

die hier in Betracht gezogene Anzahl sein. Daher ist

!
M) OCymyye 1) =D gt P lm) 9(s|m) -+ 9w, |m,),
die Summe erstreckt iiber die Werthsysteme w,, w,, - - w,, welche (8)
geniigen, die Anzahl der Ldsungen (%, f;, - -- ¢,) der Gleichung (1), fiir
welche die Gruppenzerlegung (3) vorgeschrieben ist.

Bei Festhaltung der Zablen n,, %y, %5, - %, lassen sich die # Elemente
%!
nl ngtwgl oo,

Bildet man folglich die Summe
1
8) Y0) =2 sy @0 s, ),

oy ey
(g +n 4+ =m0, n20,m>1,0>1,---0.>1),

so hat man alle Losungen der Gleichung (1) gezihlt, fiir welche die
» Elemente in # Systeme je unter einander verbundener zerfallen. Dabei
hat man aber jede dieser Lésungen r! Mal gezihlt, weil freilich jeder
Losung 4, t,, - - t,, eine bestimmte Gruppenzerlegung (3) entspricht, aber
die Reihenfolge, in welcher man die Gruppen G, G, - - - G, aufschreibt,
dabei noch ganz willkiirlich gew#hlt werden kann.

Hiernach wird nun die Gesammtzahl f(w|n) der Losungen (f,%,4,)
der Gleichung (1) durch

YO+ gY@ +5 YO+

vorgestellt, oder es ist

1 n! w!
©) folm) =) 5 D oo w9 i) 9 (wiln) g iny),

r==1,2,8,..

auf ! Weisen in r + 1 Gruppen G, Gy, Gy, -+ G, zerlegen.

wobei in der inneren Summe %, %, - - + %,., w,, Wy, - - - w, alle ganzzahligen
Werthsysteme annehmen miissen, welche den Gleichungen (4) und (6) wad
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iiberdies den Bedingungen 7,>0,7,>1,---#,>1, w,>1, w,>1,---w,>1
geniigen.

Um nun aus der Gleichung (9) ¢(w|#n) zu bestimmen, dividire ich
die (leichung durch n!w! und multiplicire mit

u 2 _uw1+ws+ +w,. "o+”1+ﬂz+ +”r

unter # und x Variable verstanden. Sodann summire ich iber w=2,8,--.,
n=2,3,---. Auf diese Weise kommt zunichst, wenn

2f<w|n),,, —F,2), (n=23"),
ay =
29’(wln)mm=¢(“)x)) (w)"=2}3;"')

gesetzt wird,
(11) F(u, 2) =Z rl Zn l[—(“: )] = e*(Bwa—1).
r==1,3,8,-+ ny=0

Nun sei, wie im vorigen Paragraphen

(12) F=13 fwins, Fu=—1

w==0

und entsprechend

(13) 0,0 =2 S own s, &@w=1.
Ferner werde o

(19) D F,(wa = Fu,),

(15) 2 ¢, (w)a" = ®(u, x)

gesetzt. Dann ist

F(u, %) = 22 fw|n) 2 Z = Flu,2) + & —1,

n=1 w==0

®(u,2) =2 +22<p(w|n)m %=$(u,m)+x,

n=2 w=2%
und folglich, nach (11),
(16) 1+ F(u,z) = eP®),
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Hieraus ergiebt sich
1 1
¢ (uyx) = lg (1 + F(uy x)) = F(u) x) — g [F(u) .’L‘)]’ + 3 [F(“: x)]s_ + AL

oder, indem man die Coefficienten von 2* links und rechts vergleicht:

an o=V S'E, (.- F (),

fﬂl,s,"' m,”‘,...”r

wobei die innere Summation itber alle Lisungen der Gleichung
my Ay =,

in positiven ganzen Zahlen n,,m,, - - -0, suszudehnen ist. Z. B. wird

&, (u) = Fy(u) — 5 [F ()]
() = Fy () — Fy(w) Fy(w) + 5 [F@)]F,

u 8. W.

Durch die Gleichung (17) ist nun die Bestimmung der Aneahl der
n-blittrigen Riemann’schen Fléchen mit w gegebenen einfachen Versweigungs-
punkten vollendet. Diese Anzahl R(w|n) ist niémlich der Coefficient von

g; in der Entwickelung von ®,(%) nach Potenzen von u, und die letztere

Function ist nach (leichung (17) in Verbindung mit Gleichung (15) des
vorigen Paragraphen als eine endliche Summe von Gliedern der Form
Cé*, wo C rational und b ganzzahlig ist, darstellbar. Hat man &, () in
der Gestalt

(18) b, () = D) O
dargestellt, so ist dsnn also
(19) R(w|n) = D Cb°

der Ausdruck fiir die in Rede stehende Anzahl Riemann’scher Flichen.

Ich stelle zum Schluss die Ausdrticke (18) der Function ®,(u) fiir
die niedrigsten Werthe von » zusammen. Auf Grund der Gleichung (17)
und der Formeln (16) des vorigen Paragraphen ergiebt sich:

P, () =(—2—11),[e"-|-e"“—~2],
Oy () = g5 [0 + €% — 9 (e* 4 ¢¥) 4 16],

&, (u) = (le)—, [e5% + o= 64— 16 (% + e—%%) — 9(e2¥ ¢ 2¥)
+ 144(e* %) — 240],

Mathematische Annalen. LV. ‘ b
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O, (u) = (-5-1)— [(10u) — 25(6%) + 16(5u) — 100(4u) + 400(3u)
-+ 600(2u) — 4000(») 4 6216].
&, (u) = (6_1!)" ((15u) — 36 (10u) -+ 25(9u) — 225(Tu) + T00(6u)
— 120(5u) 4 7200(4u) — 15200(3u) — 34200(2u)
~— 163575 (u) — 242240].
Dabei habe ich in den beiden letzten Gleichungen allgemein (ku) an
Stelle von et* + e—** geschrieben.

Aus den vorstehenden Gleichungen ergeben sich fir » = 3,4,5,6
dieselben ‘Werthe flir die Anzahl der »-bléttrigen Riemann’schen Flichen
mit' w gégebenen Verzweigungspunkten, wie ich sie in meiner Arbeit R.
Seite 17 angegeben habe.

Ziirich, 8. November 1900.




