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Ueber die hnzahl  der Riemann'schen Flachen mit 
Verzweigungspunkten. 

Yon 

A. HURWITZ in Ziirich. 

gegebenen 

In meiner kbhandhng ,,Ueber Riemann'sche Fliiehen mlt gegebenen 
Verzweigungspunkten"*) habe ich die Frage nach der Anzahl der n-bliittrigen 
Riemann'schen Fliichen mit w gegebenen einfachen Verzweigungspunk~en 
zurtickgefiihr~ auf die Frage, wie viele Systeme yon w Transpositionen 
(tl, t~, . . ,  t~) bei n Elementen vorhanden s~nd, welehe dutch ihre Zusam- 
mensetzung die identisehe Substitution ergeben, also die Bedingung 

(:) = : 

befriedigen. Ich verallgemeinerte diese Frage dadurch, dass ich an die 
Sidle der Gleichung (1) die folgende: 

s 

setzte, we "S eine beliebig gegebene Substitmtion der n Elemente bedeutet~ 
und ich zeigte, dass die A-zahl fs(w) der Systeme (tl, t~, . . ,  t~) yon w 
Transpositionen, welehe der Gleichung (2) geniigen, die Form 

(3) f s ( w )  ~-- c~f~ ~ -~- c,f~ ~' + . . .  + ckf~ '~ 

besitzt. Hier bezoichnen fl, f ~ , " "  fk ausschliesslich yon n abhii~ngonde 
gauze Zahlen, wiihrend c1~ c ~ . . . c ~  rationale Zahlen sind, die yon n und 
der gegebenen Substitution S abhiingen. 

Die Bildungsweise der Zahlen ft, f~, "'" f~ konnte ich explicite an- 
geben, dagegen nicht die der Zatden cl,  c ~ , . . . c ~ .  

Als ich im letzten Sommer mit Herrn Dr. E. Lasker,  dem bekannten 
Weltschachmeister und Mathematiker~ dieses Resultat besprach, wurde ich 
durch eine geis~volle Bemerkung des Herrn Lasker zu einer Ueberlegung 
gefiihr~, welche lmmittelbar zeig~, class die AnT.shl fs(w) der Entwiekelungs- 
coefficient einer gewissen rationalen Function ist, die mit der Gruppendeh~r- 

*) Diese Annalen Bd. ~9, S. 1 (1891). Im Folgenden mit R. cith~. 
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mlnaute der symmetrischen Gruppe in engem Zusammenhange steht. Dank 
der neueren Untersuchungen des Herrn F r o b e n i u s  fiber die Gruppendeter- 
minante*) gelingr es nun nicht nur, die in meiner krbeit enthaltene Be- 
stimmung (3) der An,,ahl fs(w) auf~ Neue z~ be~ei~en, ~onde~n die~elbe 
auch dutch die explicite DarsteUung der Coefficienten cl, c ~ , . . . c  k zu 
ergiiazen. Hierdurch wird es dann weiter m~iglich, die Frage nach der 
A~zahl der n-bli~th-igen Riemanu'schen Fl~ichen mit w gegebenen einfachen 
Verzweigungspunkten in vSllig befriedigender Weise zu erledigen, lm 
Folgenden erlaube ich mir, dieses des N~heren auszufiihren. Dabei werde 
ich zuni~chst in w 1 die oben erw~h~te Ueberlegung wiedergeben; ich hiitte 
freilich das Resultat derselben auch unmittelbar aus F. I entnehmen kiinnen. 
(Vgl. Formel (8) in w 6 dieser Abhandhng. Die Zahl fs(w) ist ein specieller 
Fall der yon Herrn F r o b e n i u s  mit h,t~..., bezeiclmeten Zahlen.) Wenn 
ich hiervon absah, so leitete reich dabei der Ums~ud, dass meine Deduction 
sich leicht verallgemeinern l~sst und dadurch zu einer bemerkenswer~hen 
Eigenschaf~ der Oruppende~erminante einer beliebigen endlichen Oruppe 
i~r~. 

w  

Es bezeiclme Se ine  beliebig gegebene Substiirafion bei n Elemen~en~ 
und es seien 

die mit denselben Elementen gebilde~en Transpositionen. Wir betrach~en 
nun die s~i~mflichen Systlmae yon w Transpositionen 

(~) t,, ~,,... t,, 

welche dadurch entstehen, dass man tl, t j , - . - t~  u~bhiingig yon einander 
die r Transpositione~, ~1, r ~ , " "  z~ durchlsufen liisst. Unter diesen r ~ 
Sys~emen m~igen /s (w) vorhanden sein, welche der Bedi,,gmng 
(a) ~ t, .-.. t,. = s 

geniigen. Dam somit fiir jeden posi~iven gan,,zahIigen Werth yon w definir~e 
Zeichen /s (w) werde ferner fur w ~---0 durch die Festsetzung erkl~irt, dsss 

(4) fs(O)--~ 1 oder 0 

sein soU, je nachdem S die identische Subsfihation ist oder nicht. 

*) ,,Ueber'(~ruppencharakCere", Sitzuugsberieh~ tier kgl. preussischen Akademie 
der Wissenschai~n zu Berlin, Jahrgang 1896, S. 985.- ,,Ueber die Primfactoren der 
Gruppendetermina_n. re". Ebends, S. 1843. ,Ueber die Charak-tere der symmetrischen 
Gruppe". Ebenda Jahrgaug 1900, S. 516. Diese Abhandlungen werde ich mi~ F. I., 
F. II. und F. m.  bezliglich eitiren. 
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Summirt man fiber alle n! Substit-at4onen S, so ist offenbar 

, ~  f~(w)  - -  ,-'* (w = O, l ,  2, . . .) , 

und hieraus folgt, dass fttr jede einzelne Substitution S die Zahl f s ( w ) ~  r ~ 

ist. Daher convergh4 die Potenzreihe 

(5) ~0s(u) - -  fs(0) + fs(1) u -t- f s ( 2 ) u '  q -  . . . q-- f~ (w)u '*  "l- " " 

far geniigend ldeine Wer~he des absoluten Betrages [u I der Variabeln u. 
Die h ~ n l Substitutionen, die aus den n Elementen gebildet werden 

kSnnen~ miigen jetzt in irgend einer Reihenfolge mit 

(6) S , - - - I ,  &, S t , . . .  S+ 

bezeietmet werden. Es bestehen dann zwisehen den h Potenzreihen 

(7) ~ , ( ~ ) ,  ~,, ( . ) ,  �9 �9 �9 ~ , ( ~ )  

h Relationen, die man auf folgende Weise erhiilt. Da die Gleiehung (3) 
aueh in der Form 

gesehrieben werden kann, so sieht man, dass unter den LSsungen der 
Gleichung (3) /~ .s (w~l)  vorhanden sind, far welche t x eine bestimmte 
der Transpositionen (1) ist. Folglich hat man: 

o 

(8) f s ( w ) = f , , s ( W - - 1 ) n t - f , s ( w - - 1 ) + . . . - - ~ - f , , s ( w - - 1 ) ,  ( w - - - ~ 1 , 2 , 3 , . . . ) .  

Diese Gleiehung multiplieire ieh mit u ~ und summire sodann fiber 
w ~ 1, 2, 3, . . . .  Hierdureh kommt 

r - -  fs(O) - -  ucp,,s(u) -t" ucp~s(u) & . . . "Jr  ucp, , s (u) ,  
oder 

(9) 
wobei e s - - - f s ( O ) ,  also gleich 1 oder 0 ist, je nachdem S die identische 
Substitution ist oder nicht. 

Die Gleichung (9) repriisentir~, da man fiir S jede tier h Substitu- 
tionen (6) netrmen kann, im Ganzen h lineare (~leiehungen fiir die h 
Potenzreihen (7). Die Determinante dieser Gleichungen redueirt sich fttr 
u - - - 0  auf 1 und is~ also nicht identisch Null. Daher lassen sich die 
Potenzreihen q0s(u) oder vielmehr die dutch sie definir~en analytischen 
Func~ionen, aus den Gleichungen (9) berechnen; offenbar ergeben sich 
dieselben als rationale Funetionen yon u. Um die Aufl(isung der Glen 
r (9) auszufiihren, setze man dieselben zuniiehst in die Form: 

(93 %~- ,  ~ , ( - )  + %~-1 ~ . (~ )  + �9 �9 �9 + %~-1 ~ ( ~ )  --- . . ,  

wobei dann der Coefficient %~s.S. 1 gleich Null ist, ausser wenn ~die seinen 
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Index bfldonde Substitution S~8- '  die Identitiit odor eine Transposition 
ist, in wolchen Fiil]on man cs~s_ ~ ~---1 resp. ~------~ hat. 

Aus (9") orsieht~ man, class 

wird, we-- (} die Dotermi~to 

� 9  - 

ceIsr-1 1, %~-I I," " " %~sr-i 

csls~'-s l , %s~r~-s l, ". %~s.s 
(li) e = =  . . . . . .  

csj  s-s , % , e ~ ; 1 ,  " " %~s~- i 

und (9 u O r , . . .  8~ ih~e nach den Elementen der ersten Horizontalreihe 
~ . ~  

genommenen Unterdotorminanten bedeuton. Was die Elemente cs,, cs~,...cs~ 
tier Deferral-ante e angeht, so ist, wie schon erw~ih~t, 

(12) cs "-~ ~ odor u oder O, 

je~-nachdem ,.~ S~, d. i. die idontische Substitution oder B ~z~,  d. i. eine 
Transposition odor endlich 8 weder die idontische Substitution noch eine 
Tr~-sposition ist. 

w  

Die Ergobnisse dor obon citirten Abhandlungen des Horrn Frobonius 
gestatten es nun, die I)a~ollungen (10) der Functionen ~s(u) weibr zu 
entwickoln. Dabei bediene ich reich der yon Herrn Frobenius eingeftihrten 
Bezeich-ungon.. F(lr die hior statt~ndenden Werthe  dot E!emente cs der 
Determimm~ e besteht die Beziehung 

(1) c8, 
tl. :h. i~r zwei iih~]iche Substitutionen sind die entsprechenden Elemente c 
einandor gleich. Die h ~ ~I Sub~itutionen ~ql, S , , . . .  Sh theile man in 
Classen unteroinandor ~tl~iichor ein mid bezeicl~e die Classen mlt den 
Nummern (1), (2), ( 3 ) , . . .  (]r dabei mSge die Classe (1) aus der einen 
identischen Substitution B, bestehon mid die Classe (2) die siimmtlichon 
Transpositionen umfassen. ZunRchst untorworfo man die GrSssen Cs., cs,,...cs~ 
keiner andoren Bed~ngung als der Boziehung (1); d~n~ reduciren sich 
dieselbon suf /~ unabhrmgige GrSssen, welche ei~zeln den /c Classen ,zu- 
geordnot sind und diesen entsprechond mi~ cl, c l , . . ,  ck bezeichnet werden 
kSunen. In dot I)eterminante 0 kommt dann jecle flrSsse c e in je(ler 
Horizontalreihe he-Mal vor, wenn h e die Anzahl  tier Substitutidnon in der 



Riemaun'sahe F1/~chen mii~ gegebenen Verzweigungspun~en. 57 

Classe (Q) bedeutet. Da tiberaU, wo das Element c e in der Determinante 
0 auf~i~t, ibm dieselbe Un~erdef~rm;uan~e en~sprich~, so ist 

~e ~ - ~ .  e , ,  

wean die Subs~ihltdon ~, in die Classe (9) gehSrk Also ha~ man 

(~) o, ~ ~j_oo. 

Nun ist aber (F. II. w 60leichtmg (9)) 

1 I "  1 

e 

wobei d~ Product tiber die k verschiedenen Oharak~ere ~(Si) , I(Si),... Z(~'~)) 
auszudeh-en ist. Somi~ geh~ die Oleichung (2) tiber in 

e, f'~e i'z (S;) 

e 8 

Berticksichtig~ man sc~l;esslich, dass in den Formeln (10) des w 1 die cs 
die under (12) w 1 angegebenen Wer~he besi~zen~ so erkennt man, dass 

1 f'~(s) 

der definitive Ausdruck fiir-die Function ~s(u) ist. 
Durch Entwickelung nach aufsteigenden P6tenzen yon u ergieb~ sich 

fur die Anzahl fs(w) d:ieFormeh 

~) r~(~ = - ~  2 7 r ~  (.~,7~-) ~ �9 
Insbesondere ko~mt ftir die identisehe Substi~tion S~, da 1 ( ~ ) - - f  ist, 

(7) ~ . @ )  - ~ f - h,~, ~ '  

und also 

_ ~ 2 7 r  r o (8) f~ (w) -~ 

als Anzahl der Darstellungen der identischen Substihjlion dutch ein Pro~ 
duct yon w Transpositionen. 
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{}3. 
Herrn Frobenius ist es (in F. If 0 gelungen, ~ r  die s~,mmtlichen 

Charaktere der symmetrischen Gruppe bei n Elementen explieite Formeln 
aufzustellen. Von seinen Resultaten kommen fiir die hier zu behandelnde 
Frage nach der Anzahl Riemann'scher Fl~ichen 'die folgenden in Betracht, 

Die einzelnen Charak~ere der Vertauschungsgruppe bei n Elementen 
entsprechen denjenigen ga~zzahllgen LSsungen der flleichung 

1 (1) ~ + ~ + . . . .  + ,,. - ~- ~(n + 1), 

welcho den Bedingungen 

(2) 0 < ~ < , , ,  < . . . . <  ,,,, 
gentigen. Diese L6sungen (~,  r ~ , . . .  ~.) m6gen in irgend einer Reihen- 
folgo mi~ den. lq',~mmern (1), (2.),...~. (k) versehen worded.: ~ Das einzelne 
L~sungssystem (~i x s , " "  ~.)kan~ dann auch kurz dutch seine-Nummer 
(~) bez~icl~net werden. Ist 

(3) (~) = (~ ,~ , , . . .  ~,) 
ein bestimmtes L6sungssystem, so ordne man demselben auf folgende 
Weise ein System yon Zahlen al,  a j , . . . ,  bl ,  b s , . . ,  zu. Es seien 

(4) .1, . s , ' ' '  " . - , -  

diejenigen der Zahlen ~ ,  ~ ,  . . .  ~,, welche < n sind, so dass die tibrigen 
Zahlen 

(5) ~ , _ , + i , . . . ~ ,  
r6 sin& Nun setze man 

( 6 )  b~. - -  ~ . _ , . + ~  - -  n ,  bs - -  ~ , - , . + s  n , . . .  b,. - - , .  - -  n ,  

und bezeiehne mit 

(7) aa, a s , "  " a , .  

diejenigen naeh waehsender OrSsse geordneten Zahlen, welehe die folgen- 
den zwischen 0 und n -  1 liegenden Zahlen 

n 1 u 1, n 1": ~ , . . . n - - l - - z . _  
zu der Zahlenrelbe 0, 1~ 2, . . .  n - -  1 -erg~inzen. Werden nun die Charaktere, 
welche dem L6sungssystem (3) entsprechen , dutch den oberen' Index 
charak2erisir~, so ist nach Herrn Frobenius ~ die identische Substitution 

Z(")(S1) : f(")~--- nl 

- - n l  

A(~, ,,,...**) 
x~l usl...u,,l 

A(at , . . .  at). A(bt, �9 .. b~) 

a t l . , . a  rl b t l . . . b  rt 
r r 

(8) 

FIH 
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wobei allgemei~ fitr irgend welche GrSssen x~, ~ , - . - x ~ ,  

A(x~,%,...m~)----- H(x,-%) ( i>k,  i ,k--~l ,2 , . . .m) 
~,a 

is~. ~ die Transposifionen finder Herr Frobenius 

(9) h, zi') , b,~(b + :) - ~.(~,. + i 

Die ~ h ~  Seite l~ss~ sich bier auch einfach 'dutch die ZaMon ~,  x~,...~ 
au~rtic~a. Nach dem Zusammonhang~ in welchem diese Zahlen mit den 
Zahlau a~ mad b? stehen~ ist niimlich 

tmd 

(~  - -  -) (,,~ - - .  + i), 

+27 
' p = = l  

(,~----- n - -  r + 1,...n) 

n - - 1  

' .@.'--I). (n-- :--,,,,) (---,,,3 ---- ~ k(~+ :) = :  
k=O 

Und hieraus ergiebt sich nach kurzer Reclmung 

(9') t.(, ~ - ~ ~ ~,(~,- 1) - -  T 
i = , , , I  �9 

Nach Gleichung (8) dee vorigen Paragraphen wird also 

: ( h ~ 4 ' ~  ( lo)  t , , (~>  = ~ ~ f c ,  o',, ?~ 

=.~  ~ ~'('~ '",,'"".,) F,,, (,,, - ~) hCh--i) 
~i~B,-i~.-:.s L ~ I 2 k " "  

,,,,c~,,-') 1 ,~(,~--1)(.+~)]" 
Frier ist die Summation fiber alle den Bedingungen (2) geniigenden 

LSsungen (~, x~,. . ,  x.) der Gleichung (1) zu ers~ecken. Da das aI1- 
gemeine Glied der Summe (10) symme~risch bezitglich ~,  ~ . . . ~ ,  ist 
und versohwindet, wenn zwei dieser Zahlen aneinander gleich sind, so 
erke~t man, dass 

die Amald f~, (w) der Systeme yon w :Tr~ositionen tx, t,,.., t~ 
wdche der Bedingu~ 

9en~en, dutch die Gleichung 
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(11) fs,(w) ____~ a' (,,~, ,,,, "'" x,,) ~ii~-i '  --:iJi !F ~ (~.-- i ) . .  ~_ ,,, (w, - i ) ~  -I- " .. 

,.(,.--i) i . (n- -  1) (n-I-4)]" 

gegeben ist, in wdcher die ~umma~ion iiber aye Lb'sungen der Gleichu~ 

1 .(.+ 1) 

in nich~egativ~ gmtr ZahLm x~, x~,...x,, zu ers~re&en ist. 
In der Folge ~r ieh die Gleichung (10) indem ich ,nit (x) die 

NnmTner des L6sungssystem (xl, x~, . . ,  x~) bezeichne, in der Form 
1 w 

(12) ~ f(w [ . )  ---- A~ B 7 q- A~ B;, - t - ' "  + A, BT, 

wo d~nn also 
n 

( 1 3 )  A . -  ( a(,,x2 ! ~-i"" : ' ~  x.. �9 �9 �9 x.) )1, /~. ~ xi(x ~-.. 1) 61 n (~t --1) (h A- 4) 
i = 1  

~u getze~ .und f(wl~)fiir fs,(W) gesehrieben ist, um die Abhiiagigkeit 
dieser GrSsse yon n anzudeuten. 

Dass die Zahlen B1, B s , . . - ~ k  fibereinstimmen mit den yon mir 
(R. Seite 12) eingefiihr~en Zahlen fz,/~, . . .  [k erkennt man auf folgende 
Weise. Setzt man 

v. = ~,.v._: = ~-- I, v~_~ = x~ -- 2,-.. v: = x~ (~--I), 

so wird nach (1) und (2) 

und der Ausdruck fib B. l~ss~ sich in der Form 

1 
B . - -  -C i )  - -  - -  

" 2 "-"g v~(v~--1) - -  i~,~ + n 

. 1  . ( . --1) 
6 

t ~ 1 .  i-~-~1 

sctrreiben. Dieses is~ aber gerade der Ausdruck~ dutch welehen ich in 
meiner Arbeit R. die Zahlen f~ deflni~ babe.*) 

Aus der Gleichung (12) ziehe ich noch eine Folgerung, welche fllr 
die weiteren Be~rachtungen wich~ig ist. Bildet man ngmllch die Potenz- 
reihe 

~) Der innere Zusammenhang der bezfiglichen Ueberlegungen in meiner Arbeit R. 
mit F. 1T[ zeig~ sich darin, dass Herr Frob'enius dieselben Unf~rgruppen der sym- 
metrischen Gruppe bei der Bes~imraung der Charakt~re der letzteren zu H~lfe zieht, 
welche bei Tnlr a. a. O. vorkommen. 
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(14) F , ( u ) ,  ~ (0In) - { - f ( l l n ) H  + f(21n)-ff f-}-. . .-J-f(wln)~]q-. . .  , 

so zeig~ die Oleichung (12) ,mmi~telbar, dass die hierdurch definirte 
Function 

(:5) 4 e  + + . - - +  A,/*" 
ist. Umgekeln4 folgr natiirlich aus den Gleichungen (14) und (15) wieder 
die Gleichung (12). 

Fiir die niedrigsten Wer~he yon n finde~ man: 

1 
= O0 (e. + e-"), 

i e_s.+4), 

i (eS. e__6. "q-e-'") 4), (16) 2',@) ~--- ~ -i- -{- 9(e' -[- 

1 (elO~ e_lO~ e-  5~) ~'5 (u) = ~i~ -~- ~- 16(e5=-~ - -[- 25(e'"-{-e--'") ~- 36), 

i (e I~"-I- e -15" ~7'o(. ) = ~ -~- 25(egu-}-e-gu)-~81(eSU-]-e--su) 

+ 125CeS"+ e-*') + 256). 

Der Factor 125 in der le~z~en Funclion setzt sich aus den Quadraten 100 
und 25 zusammen. 

Das an sich sin_nlose Zeichen /Vl(u ) mSge dutch die Festselzang 

(17) F:(u)----- 1 

definir~ werden. Bei der Berechnung numerischer Beispiele wende~ man 
am besten die Darstellung der Zahlen A~ und B~ dutch die Zahlen 
at, a~, . . . ,  bx, b~, . . ,  an. (Vgl. (8) und (9).) 

w 

Von irgend welchen TransposRionen will ich sagen, dass sie die 
Elemente a, b mit einander verbinden oder in Verbindung setzen~ wenn 
unter ihnen entweder die Transposition (ab) vorkommt oder wenn die 
Elemente al~ a2,. -. a~ so gew~ihlt werden kSnnen~ class die TransposRionen 
(aal) , (a~a,), (c%a~),... (a~b)-sich unter jenen TransposRionen ~nden. 
Jedes System yon TransposRionen wird en~;weder sRmm~hche auf~re~ende~ 
Elemente mR einander verbinden oder es werden diese Elemen~e :~ 
~h~uppen zeffailen so, dass die Elemen~e einer Gruppe mR einander~ abet 
mR keinem Elemente einer anderen Gruppe durcl: die TransposRionen 
verbunden werden. Es seien nun unter den f(wl~ ) L~sungen der Glei ~ung 
(i) t: t~ �9 �9 �9 t,v -- I 
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(p(wln) vorhanden, welche s~immtliche n Elemente mit einander in Ver- 
bindung setzen. Dann ist 

1 (2) R(wl ) = - 7  3 ,4 ,5 , . . . )  

die An~,ahl der n-blKttrigen Riema,nn'sehen FD, ehea mit w gegebenen Ver- 
1 1 zweigungspunkten*). Ffir n - - 2  stellt ~ ( w l ~ ) = - ~ ( w l ~ )  n~r ~ yon 

der Anzahl der dan~ existirenden Riemann'sehen Fl~ichen vor. Denn diese 
hn~.a~l is~ offenbar ~---0 oder 1, je naehdem w ungerade oder gerade ist~ 
und entspreehend is~ ~(W12 ) ~---0 oder 1. 

Die Auzahl cp(wln ) und damit auch R(wln ) l~ss~ sich nun dureh 
die A,zahl f(wln ) ausdriieken, wie ieh in R. Seite 14 angegeben babe. 
Da ieh an joner Stelle der Kitrze halber einige .Zwisehenreehnungen fort- 
gelassen babe, so will ieh bier die be~reffenden Ueberlegungen etwas aus- 
flthrlicher darstmllen. 

Betraehtet man irgend eine LSsung (tl, t2,.., t~) der Gleiehung (1), 
so werden beziiglieh derselben die n Element% mit welehen die Trans- 
positionen gebilde~ sind, in Gruppen 

(3) e-- a, . . . ~.., G~ -- b~, . . . b~,, a, -- ~, . . . c~,. . . a~ = t, . . . l.~ 

zeffallen, der Art, dass die Elemente der Gruppe (~ gar nicht bei den 
Transpositionen tl, t~,... Q vorkommen und die Elemente jeder der anderen 
Gruppen nut je mater sieh dureh die Transpositionen mit einander ver- 
bunden werden. 

Die Gruppe Q kann ganz fortfallen~ in welehem FaUe dann n o --0 
isti die A-zahl r der. librigen Gruppen ist mindes~ns 1, jede der Zahlen 
nx~ ~ .-.-n~ mindestens 2 und natiirlieh 

(4) no + . . .  + n , - -  n. 

Diojenigen der Trausposifionen (txi t s , . . .  ~), welehe die Elemente yon G~ 
verbinclen, seien in derselben Reihenfolge, in weleher sie in der Reihe 
t~, t s , . - ,  t~ aaftre~en, mi~ t~, t~, . . .  t~, bezeiehnet, die entsprechende Be- 
deut~ug komme ~'~ t~',.., t~'l bezilglieh der Gruppe Gs zu u. s.w. D~.nu 
ist offenbar 

(s) 
und 

(6) 

' "  t" ~ "~," '" t~') t ~  ) t (') �9 . .  ~ 1 ,  . .  t~, - -  1 ,  . . . . . .  - -  1 

w x + w 2 - } - ' . ' - + - w , = w  ( w I > l ,  w s > l , . - . w , > l ) .  

Nun z~iMe man zuniichst ab, wie viele LSsungen (tl, t s , . . ,  t,,) der Glei- 
chung (1) existiren~ f~tr welche diese bestimmte (~'uppenzerlegung (3) und 

*) s. R. ~4. 
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die den Gruppen G1, G s , . . .  G~ zukommenden Zahlen w l ,  w s , . . . w  ~ vor- 
geschrieben sind. Da die Gleichungen (5) bezfiglich ~(wlinx) , ~(wsln~),.. 
�9 -~(w~inr) LSsungen besitzen und unter den w! mSglichen Anordnungen 

yon w Elementen /~, f;, "" "t':,, 11," t ; ,-  " ..t":,, "" "t@)', ' t~O~""" t(r):r sich w, 
w I I  w t l , , , w r l  

befmden, bei welehen die Elements t~, t~,. - �9 t~,. in vorgeschriebener Reihen- 
folge, ebenso die Elements t'l', t~'~..,  t:: in vorgeschriebener Reihenfolge 
u. s. w. auftreten, so wird 

w! 

die bier in Betracht gezogene AnzatLl sein. Daher ist 

w! 
(7) r  ~,~,x ~ ,  ~(~,l-x) ~ ( ~ I ~ ) " "  ~(w,l~,), 

t / J  1 ~ ~ 3 1  ~ �9 �9 �9 "W r 

die Summe erstreckt fiber die Werthsysteme wl ,  w ~ , . . . w ~ ,  welche (6) 
geniigen, die _h_nzahl der LSsungen (t~, t~, . . .  t~) der Gleichung (1), fiir 
welche die Gruppenzerlegung (3) vorgeschrieben ist. 

Bei Festhaltung der Zahlen no, nl, m,.--n~ lassen sich die n Elements 

n i Weisen in r -~- 1 GTuppen G, (71, G~,... Gr zerlegen. 
au.f  no I tl~ I n~ I �9 �9 �9 nr  I 

Bildet man folglieh die Summe 

~I r  n~ ..  n,), (s)  ~ ( ' ) -  ~o~,~ . . . ~ , t  ," 
n o ,  7 i x ' "  " n r 

( % - - ~ n ~ - - ~ . . . + n , . - . ~ - n ,  % ~ 0 , ~ > 1 , % > 1 , . . . n , . > 1 ) ,  

so hat man alle LSsungen der Gleiehung (1) geziihlt, ffir wolehe die 
n Elemente in r Systeme je unter einauder verbundener zeffallen. Dabei 
hat man aber jede dieser LSsungen rl Mal gez~hlt, weiI freilich jeder 
LSsung t~, t ~ , . . ,  t~, sine bestimmte Gruppenzerlegung (3) entspricht, abet 
die ReJ_henfolge, in welsher man die Gruppen Gx, G~, . . .  G~ aufsehreibt~ 
dabei noeh ganz willkiirlich gew~hlt werden kann. 

giernach wird nun die Gesammtzahl f(w[n) der LSsungen (t~,t~,...t~) 
der Gleichung (1) dutch 

+ �89 + + . . .  

vorgestellt, oder es is~ 

~o ~ ~, ~... +, ~ ~, ~-, ~..- %~ ~ (~,ln~) ~ (w~In:)...~(~,l,,), 
f l l  1t l l l l .>, 

wobei in der inneren Summe %,  nl ,  . . . n~, wi ,  w2, . . �9 w r a l l e  ganzzahligofi 
Werthsysteme annehmen miissen, welche den Gleichungen (4) und (6) ~ d  
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iiberclies den Bedingungen no~0 , n l > l , . . . n ~ > l ,  w1>l ,  w ~ > l , - - - w ~ > l  
genitgen. 

Um nun aus der Gleichung (9) ~ ( w [ n ) z u  bestimmen, dividire ich 
die Gleichung dutch n l w l und multiplicire mit 

u ~ x" ---~ u ~' +"~+'"" + ~  x ~~ ""+"~ ) 

unter u und x Variable vers~anden. Sodann summire ich fiber w ~---2, 3,.. . ,  
n--~ 2, 3 , . . . .  Auf diese Weise kommt zuniichst, w e ~  

(~o) 
(w, n ---- 2, B, . . . ) ,  

(,,,,, - 2, ~, . . . )  
W~S 

gesei~, wird, 

1 ar ~b 
(11) . . F ( u , x ) = ~ ' I ~  Z~-~iolF~(u,x)]"=e'(e~'(",'). 1). 

r~---1,$,8,..,  z~=O 

Nun sei, Me im vorigen Paragraphen 

(12) F. (u)  - -  ~ f(w I") ~"i' F,.(u) = i 

und entsprechen4 

(1~) 

Feraer werde 

(14) 

%(-) = ~ ~(wl . )  ~ ,  r = 1. 
w==~ 

(15) ~ r  = r ~) 

gesetz~. Daim ist 
u w x~ 

F(u, x) == ~_j ~_l f(w[~) ~[ ~i - -  - - = = / ~ ( ~  x) -{- @ -  1, 

r r 

- - _ _ -  ~- ( . ,  ~) + ~, 

and folglich, naoh (11), 

.(16) I + / ' ( . ,  x) --  e| 
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Hieraus er~eb~ sich 

r ( . , . )  ~- ~ (1 + Fr = ~(. ,  ~) - 1 1 
u IF(. ,  ~)]' + ~ [2~(., . ) ] , - -  + . . . ,  

odor, indem man die Coefiicienten yon ~ lin~r~ and rechts vergleicht: 

(17) r ~ (--1) ' - '  ; ~ F . ( , ) Y . . ( , ) . . .  F . . ( . ) ,  
r ~ I j  g , .  �9 �9 ~h ~n'a~ " " ' n r  

wobei die i--ere Snmmation tiber alle LSsungen der Gleichung 

~a poaltiven ga len  Zahlen nl, n , , . . . n ~  auszudehnen ist. Z.B. wird 

1 r (.) - ~, (-) ~ [PI(-)]; 
1 

r (.) = Fs (~) - ~1 (.) F, (.) + -~ IF1 (")1', 
U. 8. W.  

Dutch die Gleichung (17) ist nun die Bestimrra~g der An~ahl d~ 
n-bl~ittrigen Riemann'schen Fl~lu~n mit w gegebenen einfachen Ver~wdgungs- 
punkten vollendet. Dieso A~zahl R(wln  ) ist n~mlich der Coefficient yon 
u~ 

in der Ent~vickelung yon $.(u) nach Potenzen yon u, und die le~,ztere 
wl 
Function ist nach Gleichung (17) in Verbindung mit Gleichung (15) des 
vorigen Paragraphen als eine endliche Summo yon Gliedern der Form 
Oe ~", wo C rational und b ganzzahlig ist~ dsrstellbar. Hat man r in 
der Gestalt 

(18) r = ~  O~ u 

dsrgestellt, so ist d~n also 

dot Ausdruek fttr die in Redo stehende A~.ahl Riemann'seher Fl~ehen. 
Ich stelle zum Schluss die Ausdriicke (18) der Function r fttr 

die niedrigsten Wer~he yon n zusammon, kuf Grund dot Gleichung (17) 
und der Formeln (16) des vorigen Psragraphen ergiebt sich: 

1 r (.) - ~ [e" + ~ - -  2], 

1 Cs (u) ~--- ~ [e s" -~- e -'8" - -  9 (e" ~- r -[- 16],  

r  (u) - -  ~ 1  [ee, -~- e-- 6.__ 16(~" @ e-S"). - -  9(e'" -[-r 

+ 144(e- + e--,) - -  240], 
M~themati,r A n m f l e n .  L V .  5 
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1 [(10u) r (~) - 

1 

25(6u) -~- 16(5u) 100(4u) + 400(3u) 

-~ 600(2u) .... 4000(u) -]- 6216]. 

36(10~) + ~5(9~)-- 225(7~) + 700(6~) 
720(5~) + 7200(4~)-  15200(8~)-  34200(2~) 

. 163575(u) ~4~240]. 
Dabei babe ich in den beiden letzten Oleichungen allgemein (ku) an 
Stelle yon e ~ -{-e--~geschrieben. 

Aus den vorstehenden Gleichn-gen ergeben sieh fiir n ~-- 3, 4, 5, 6 
dieselben .Wer~he fttr die hn~.ahl der n-bliittr Riemann'schen Fl~chen 
mit 'w g~gebonen Verzweigungspunkten, wie ich sie in meiner Arbeit R. 
Sei~e 17 angegeben tmbe. 

Z~lrich, 8. November 1900. 


