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(Die nachs~ehende Arbei~ erschien zum ers~en Male im Fr~ihling 1883 im 
norwegisehen Archly.) 

In einer kurzen Note zur Gesellschaff der Wissenschaf~en in 
GSt~ingen (3. December 1874) gab ich u. A. eine Aufziihlung aller 
continuirlichen Gruppen yon Transformationen zwischen zwei Variabeln 
x und y. Ich lenkte ausdrticklich und stark die Aufmerksamkeit darauf, 
dass sigh hierauf eine Classification und eine ra~onelle In~egrations- 
theorie aller Differentialgleichungen 

f ( x y ~ "  . . .  y( ,~) - =  o ,  

die eine continuirliche Transformationsgruppe gesfa~en, begriinden 
liisst. Sparer habe ich nun das hiermit scizzirte grosse Programm 
mehr im Detail ausgefiihrt. So gab ich in den Abhandlungen der 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania (1874")) eine rationeUe 
Methode zur Integration yon linearen par~ellen Differentia]gleichungen 
mit einer Reihe bekann~er infmitesimaler Transformationen; hiermil 
hatte ieh dann gleichzeitig eine vollstiindige ]ntegrationstheorie yon 
gewShnlichen Differ entialgleichungen 

f ( x y y "  . . .  y(r~)) = 0 

mit bel~annten intinitesimalen Transformationen erhalten. I ch gab 
ferner in mehreren Abhandlungen**) in diesem Archiv (1876, 78) 
eine Dars~ellung yon denjenigen Methoden, vermSge deren ich in den 

*) Die betreffende Krbeit i~t im Wesentlichen rel)~oducir~ in dan Ma~ Aan. 
Bd. XL 

**) Diese Abhandlungen sind theilweise (aber nieh~ vollst~dig) in den Math. 
Ann~ Bd. Xu in neuer Bearbeitung reproducir~ worden. 
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Jahren 1873--1874 alle continuirlichen Gruppen yon Transformationen 
einer zweffach ausgedelmten Manni~altigkeit bestimmt hatte. 

Hiermit war indess keineswegs mein 1874 scizzirtes Programm, 
selbst auf gewShnliehe Differentia]gleichungen zwischen x und y be- 
schr~nkt, zur Ausffihrung gebracht. Nicht allein hatte ich die an- 
gekfindlgte Classification noch nicht durchgeffihrt, sondern es stand 
auch noch zurfiek n a c h z u w e i s e n ,  e inerse i t s ,  wie man entscheidet, ob 
eine vorgelegte Differentialgleiehung eine contiuuirhche Gruppe ge- 
starter, anderseits wie man diejenigen Differentialgleichungen in ra~do- 
neller Weise integritY*), die zur Bestimmung tier betreffeaden Gruppe 
dienen. Der Hauptzweck dieser Abhandlung ist~ diese beiden wich- 
tigea Capitel meiner Theorie eingehend zu entwiekeln. Gleichzeitig 
halte ich & ffir zweckm~issig, einige Theile meiner Theorie, die ich 
allerdings frtiher schon im Wesen~lichen gegeben babe, auf's Neue uud 
mehr ausffihrlich zu behandeln. 

Im ersten Abschnitte ftihre ich die yon mir 1874 angekfindigte 
Classification yon gewShnlichen Di f f e ren f ia lg l e i chungen ,  die eine con- 
tinuirliehe Gruppe yon Transformationen zwischen x und y gestatten, 
vollst~ndig durch. Ich betrachte successiv alle derar~gen Gruppen, 
reducirt auf canonische Formen, uud bestimme die zugehSrigen in- 
vari~nten Differentialgleichungen**). Darnach zeige ich, dass eine 
beliebige vorgelegte Gl~ppe im Allgemeinen ohne Integration you 
Differentialgleichungen und jedenfalls durch Integration elner Diffe- 
ren t ia lg le ichung  1. O. auf ihre c~nonische Form gebraeht werden kann. 
Hierdureh gelingt es, alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe in- 
variante Differentialgleichungen anzugeben***). 

*) Siehe die Abhandlungen der Gesellschaf~ der Wissenschaften zu Chri- 
stiania 1881. Siehe auch meine Begrfindung einer Invarian~entheorie der Be- 
rfihrungstransformationen. Math. Ann. Bd. VIII, 1874. 

**) Die Gesichtspunkte der citir~en Note ffihren indess noch weiter. ~Ian 
kann u. A. jede Gruppe yon ~e~ru~ransformat ionen zwischen xy~ /  auf ge- 
~isse yon mir bestimmte canonische Formen bringen, und darnaeh die zu jeder 
eanonischen Form entsprechenden invarian~en Gleichungen angeben u. s. w. 

**~) Als ich 1874 in meiuer mehrmals besprochenen Note hervorhob, dass 
auf meine Bestimmung aller Gruppen yon Transformationen der Ebene eine 
Classification aller Gleiehungen f l x y y "  �9 . .  y(m)) ~ 0 mi~ einer Gruppe gegrfindet 
~verden kann, hatte ich diese Classification noch nicht im Detail ausgeftihrt. Ich 
ha~e die M~glichkei~ eiuer Classification, d. h. die M~glichkeit der Aufst.ellung 
der Typen aller Differentialgleiehungen f ~ 0 ,  die eine Gruppe ges~ten,  er- 
kannt~ Die hierzu erforderlichen Reehnungen hat~e ieh aber nieht im Detail aus~ 
geffihr~, und noeh weniger pubhcirt. Iudem ich dies ausdrfieklich hervorhebe, 
bemerke ich, dass der ber~ihmte franz~sisehe Geometer H alph e n in seinen aus- 
gezeichne~en Un~ersuchungen fiber Differen~/alinvarian~en (Liouvilles Journal Bd. 2 
(Serie 3) 1876~ Sat les invarian~s diff., Th~se, Paris 1878 u. s. w.) im Grunde 
einen wicht~igen, wenn aueh sehr speeiellen Theil me~nes Brogramms ausgeffihr~ 
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Im zwei~en Abschni~te dieser Arbeit wende ich meine allgemeine 
l~ngs~ publicirfe Integrationstheorie yon linearen partiellen Differential- 
gleichungen mi~ bekannten infinitesimalen Transformationen auf ge- 
wShnliche Differentialgleichungen f ( xyy ' . . ,  y(~)~--0 mit einer be- 
"~annte~ Gruppe an. Derartige Gleichungen kSnnen in zwei etwas 
verschiedenen Weisen behandelt werden. Entweder kann man meine 
allgemeine Theorie direct anwenden and muss dann successiv eine Reihe 
vollst'~ndiger Systeme aufstelleu. Oder auch man ffingt damit an, die 
vorgelegte Gruppe aaf ihre canonische Form zu bringen; dadurch er- 
h~lt f ~ 0 ebenfalls eine canonische Form; hierbei hat man nur ge- 
wShnliche Differentialglelchungen zwischen zwei Variabeln zu be- 
handeln. Die Entwickelungen dieses Absehnittes sind grSsstentheils 
nur als Beispiele und Illustrationen zu meiner alten allgemeinen Theorie 
zu betrachten. 

Im dritten Abschnitte denke ich mir eine ganz beliebige Gleichung 
f ( xyy ' . . . )  ~--0 vorgelegt und stere die Frage, ob dieselbe infini- 
tesimale Transformationen ges~attet. Ist dies der Fall, so werden diese 
Transs bestimmt dutch gewisse lineare partielle Differential- 
gleichungen erster und hSherer Ordnung, deren Integration in den 
meisten F~llen durch successive Quadraturen oder durch Integration 
einer [ticca~schen Gteichuag 1. O. geleistet werden kann. Es giebt 
nut  zwei F~lle, in denen die Bestimmung der infinitesimalen Trans- 
formationen yon f ~ 0 nicht in dieser einfachen Weise geleistet werden 
kann. Wenn f =  0 eine Gruppe ges~ttet ,  als deren canonische Form 
die allgemeine projective Gruppe der Ebene gew~hl~ werden kann, so 
verlangt die Bestlmmung dieser Grappe im Allgemeinen die Integration 
einer linearen Gleichung drifter Ordnung. Gestat~et anderersei~s f =  0 
eine Gruppe, als deren canonische Form die Gruppe einer linearen 
Gleichung*) gew~hlt werden kann, so ver lan~ die Best[mmuag unserer 
Gruppe die Integration einer gewShn]ichen linearen Differen~ialgleichung. 

ha~ (siehe w 1, Nummer 3 dieser Arbeit) allerdings m/~ schSnen Anwendungen~ 
die mir thei[weise ferner lageu. Hall)hen macht aufmerksam auf die Beziehungen 
zwischen seinen Untersuehungen und K lein's und meinen gemeinsamen frfiheren 
Un~ersuehungen fiber solche Curven, die eine infinitesimale lineare Transforma- 
tion gestatten. Dagegen kannte er nicht meine anderen viel weiter reiehenden 
Arbeite~, insbesondere nich~ meine Note in den G~tt~nger Naehr., wie auch nieht 
meine 1874 publicirte Theorie tier Integration yon linearen partiellsn Differential- 
g|eiehungen, die eine bekannte Gruppe yon Transformafionen gestattea. 

�9 ) Besonders merkw~irdig ist tier Fatl~ dass die t~neare Gteich~mg des Text, s 
in eine mit constanten Coet~icienten sieh umwaude]n l~st. In diesem Fable ge- 
schieht wiederum die Bestimmung der gesuehten inf. Transformatianen durch 
Quadratur; kann ~edoch die besproehene lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 
cientmn die Form y(r}~ 0 erhal~en, so ist die Integration einer Riccat~schen 
Gleichung 1. O. erforderlich. 
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In  weiteren &bschnitten gedenke ich einige verwandte Theorien, 
die ich sehon seit einiger Zeit im Detail ausgeffihrt babe,  zu ent. 
wickeln. Insbesondere werde ich meine Theorien auf solche Gleichungen 
f ( x y . . ,  y(~))-~-0 anwenden, in denen die GrSsse y('~-~) nicht vor- 
komm~. Anderseits werde ieh alle Gruppen yon Berfihrungstransfor- 
mationen der Ebene in eanonischer Form betrachten, und ihre in- 
varianten Differentialgleichungen aufstellen; hieran sehliess~ sich eine 
rationelle In~egrationstheorie solcher Gleichungen f ~ - 0 ,  die eine be- 
liebige Gruppe yon ~ B e r i ~ h r u n g s t r a n s f o r m a ~ o n e n  gestatten. 

A b s c h n i t t  I .  

Classification aller gew~hnlichen Differentialgleichungen 
zwischen x y ,  die eine Gruppe yon Transformationen zwischen 

diesen Yariabeln gest~ttcn.  

Bes~immen die Gleichungen 

x~ ~ -  f ( x y a ~  a 2 �9 �9 �9 a~)  

Y t  - ~  ~ ( x y a ~  a2 �9 �9 �9 a~)  

zwischen den alten Variabeln x y ,  den neaen Variabeln x l y  1 und den 
Parametern a l a ~ . . ,  a~ eine (eontinuirliche) Gruppe yon Transforma- 
tionen~ so liefert eine Relation der Form 

~2 ( f 9  b~ �9 �9 �9 be) ~-- 0 

m i t r  -~ 0 Parametern a 1 �9 �9 �9 a~ b 1 - - �9 b e eine Schaar und zwar die 
allgemeins~e Schaar yon Curven, deren Inbegriff die vorgelegte Gruppe 
gestat~e~. Di~s fo]gt unmit~elbar aas dem Begriffe Transforma~ions- 
gruppe. Zu bemerken ist allerdings dabei, dass die r -{- Q Parameter  
a~, b~ nich% siimm~lich wesenflich zu sein brauchen*). 

W~hlt  man die Function Q in hestimmter Weis% so kann man 
dureh wiederholte Differentiation hinsichflieh x so viele Gleichungen 
zwischen x y ,  den Differentdalquotien~n 

�9 ) Die r ~-~ Parameter sind wesenflich, wenn eine beliebige Curve der 
Schaar 

e ( $ v b ,  . . �9 be) ~ -  0 

mit ~ ~esenflichen Parametern durch keine inflnitesimale Transformation der 
Gruppe" in ~ich t~au~ormi~ wird und auch nich~ in eine benachbarte Curve 
dieser Schaar fibergefflhr~ wird~ giebt es dagegen ~ unabh~ngige ~n~ni~simale 
Transformai~onen der Gruppe, welche eino beliebige Curve der Scha~r wiederum 
in eine Carve der Schaar ~berffih~t, ~o ~ind under den r -~-~ Parametem 
a,. �9 - a~ b,- .. b e nut ~ -l- e - -  ~ wese~tlich. 
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und den Parametern a~b~ bflden, dass es mSglida wird, diese Para- 
.ne~er wegzusdaaffen. Hierdureh finder "nan in jedem einzelnen Fa[le 
eine Differentialgleidaung, die unsere Gruppe gesfattet. Und offenbar 
kann jede derarfige Differentialgleiehung in dieser Weise gebildet 
werden. Dieso Methode is~ indess nicht zweck.n~ssig, inde.n sie uns 
keine Uebersidat fiber die Gesfalt und die Eigensdaaf~en tier betxeffenden 
Differentialgleichungen liefer~ Zweck.niissiger ist es, wie ida seit 
1874 bei allen .neinen Untersuphungen fiber Transformationsgruppen 
zu tbun pflege, die in f in i tes ima~ Transfor.na~ionen der Gruppe ein- 
zufiihren, und ver.n5ge ~erselben die Bes~.n.nung der be~reffenden 
Differen~ialgleidaun gen darchzuffihren. 

Unsere Gruppe ,nit den r Parametern a~ en~h~lt nada mix r un- 
abhiingige infi~itesi.nale Transfor.nationen*), eh~a 

:B~f df df = ~,(xy) -~-  + ~(xy) dy" 

(i - - - - -  1, 2 - . .  r) 

Bei einer soldaen inf. Transforf~ation erhiilt x das Increment $ x ~ . ~ B t ,  
y das Incre.nent 5y ~--- ~5 t ;  gleidazeitig erhgll y' ein Incre.nent ~?y', 
y" ein Incre.nent By" und tiberhanlot y(~) ein Incre.nent #y('% Wir 
werden diese Incremenf~ beredanen. Es ist 

#y" ~ dy dx ~ - ~ d y - - d Y "  ~'t dx 

oder 
8y dx 

~ dx ~ dx 

=-~- -}- ~u -~- _ y , 2  - f f  

De.nentspredaend is~ 

~y~ d~ (~) -- y"d~ ~ ~(~) 
~t ~------ dx  

und iiberhaup~ 
~y(~) dr(~ -~) _ ~(~) ~$ = ~(~). 

*) Die infmitesimale Transformation, bei tier x und y die Incremente 

erhalt~n, bezeiclme ich iramer mi~'dem Symbol 

~f § ~f ~ v-~ - 
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Setze ieh nun 

~f af 

( i= 1,2.. .r) 
so sind Bl(*)f, 2~2(~)f~ . . .  BJ~)f  die r infinitesimalen Transforma~onen 
maserer Grupla % aufgefasst als transformirend nieht aUein x y ,  sondern 
zugleieh die Differen/dalquotienten y ' . . .  y(~). Und also (GStting. 
Naehr. 1874~ p. 537; Math. Ann. XVI~ p. 462--463) bestehen 

r ( r -  1) Relationen yon der Form 
1 - 2  

in denen die c,~, Constanten sind, die tiberdies yon der Zahl m unab- 
h~ngig sin& 

Soll nun eine Differenfialgleichung 

f ( x y y '  . . . y(~")) ~ 0 

unsere Gruppe gestatten, so ist hierzu erforderlich und aueh hin- 
reichend, dass sie die r inf. Transformationen .B~(~)f gestattet; denn 
dann gestatte~/' ~--- 0 jede infinitesimale Transformation 27c~ ~(~) f der 
Gruppe und also zugleich jede endliche Transformation derselben, die 
ja durch Wiederholung einer inf. Transformation erzeug~ werden kann. 
Und dies kommt darauf hinaus, dass die r Gleiehungen 

af  ~f Of ~ 0  (I) ~ -~- "Of- 't~i " ~  -}'- ~i(1) ~ ..}._ . . . _},., ~i(m) af a y ~ y(~) 

vermSge f~- -0  identdsch bestehen sollen. 
Die weitere Discussion stellt sich ver~chieden jenaehdem r gleieh, 

kleiner oder grSsser als m-{-2  ist. 
1%hmen wit zun~ehst an, dass m -}- 2 ~ r i s t .  Dann ist zum 

Bestehen der r Gleiehungen (1) erforderlich, dass die Determinan~e 

verschwinde~. Dabei k5nnen wit vorliiufig yon dem Falle, dass A 
identiseh verschwinde~, absehen, indem dies, wie wir spgier zeigen, 
nut ganz ausnahmswei~e eintritt. Daher muss die Gleichung A ~ 0 
vermSge f =  0 bestehen. Es is~ audersei~ nicht sehwierig zu be- 

$ 

weison, dass die Differen~ialgleichung & = 0 immer unsere Transtbr- 
mationsgruppe gesta~tet. Ffir eine synthetische huffassung is~ dies 
unmittetbar evident. Ein Werthsystem x y i f . . ,  y ( " - s )  geniigt ngmlieh 
der Gleichung A ~_ 0 dana und nut dann~ wenn dasselbe nichg ver- 
mSge der Grulape in jedes benaehbarte Wer~hsystem iibergeftihr~ 
werden kann. Wfinscht~ man einen analyi~ehen Beweis, so bemerke 
ich, dass ieh ffir den Fall m -~-- 1 sehon einen solehen Beweis geliefer~ 
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babe (siehe Math. Ann. B& XVI p. 475)j dass ferner der Beweis ffir 
einen allgemeinen Wer~h yon m in ganz ent~prechender Weise ge~ 
ffihr~ wird. Hierauf n~aer elnzugehen hat~e ich hier nicht ffir not~h- 
wendig. Ich bemerke nur, class man im Polgenden bei jeder An- 
wendung des betreffenden Satzes seine Rich~gkeil leicht direct verificir~ 

Wir wollen sodann annehmen, dass m ~- 2 ~ r ist. Dana is~ zum 
Bestehen der Gleiehungen (1) efforderlich, dass alle in der Matrix 

enthaltenen (m ~- 2)- reihigen Determinanten gleichzeit~g verschwinden; 
und da dieselben nieht ident~sch gleieh Null sein kSnnen~ indem A 
naeh unserer Voraussetzung nich~ iden~sch verschwinden soU, so 
miissen die soeben besprochenen Determinanten, die offenbar ganze 
Functionen der GrSssen y~) sind, einen gemeinsamen Factor (A) ent- 
halten; dabei is~ klar~ dass dlese Gr5sse (A) obenfalls ein Factor yon 
A sein muss. Dies giebt uns nun ~zun~chst den Satz: 

Sa~z. Sucht man atle bei der vorgelegte~ Grul~e l~f. . . ' l~,f  
invarianten Differentialgle~chunge~ 

f(xyy" . . .  y(")) ~-- O, 
deren Ordnungs~ahl m nicht gr~sser als r ~ 2 ist, so muss man die 
Determinante 

a ~ !~ ~ w(z). �9 �9 ~,('-~[ 

bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, so liefern ihre _~aetoren 
gleich s gesetzt die gesuchten D i f f e r e ~ h u ~ g e ~ .  

Als Corollar fliesst hieraus der Satz: 
Gestattet eine ~fferentialgleichung m ~ Ordnung f ~ 0 m-{- 2 

oder noch mehr infmitesimale ~Punl~ t rans format~ ,  so k a ~  man 
ohne ~eschr~inl~ungannehmen, dass f eine ga~e  z~unction der Gr~ssen 
y(~) ist. 

Dieser Sa~z is~ im u nut under der Vorausset~ung 
erwiesen, dass die Determinan~e A nieht ide~tisch verschwinde~. Der- 
selbe ist indess allgemein gfiltig~ wie wir sp~er nachweisen werden. 

Es er~ibrig~ noch alle bei der Gruppe invarian~en Differential- 
gleichungen f (xyy" . . .  y(~))-~ O~ deren Ordnungszahl m grSsser als 
r ~ 2 is~, zu finden. Dabei schliessen wir wie frilher vorlRutig den 
Ausnahmefall A ~_ 0 aus. Unter dieser Vorausse~zmag bilden die 
r Gleichungen (1) nach meinem friiher cit~4en Satze ein vollst~diges 
System mit m ~- 2 ~ r gemeinsamen LSsungen. Sei mmRchst 
m -{- 2 = r ~- 1~ dann ~ebi  es eine LSsung cp~, die darch Inf~gra~ion 
gefunden wird*). Dabei l~ngr r nut yon x y y ' . . ,  y(~-~) ab. Sei 

�9 ) Die~e Integration kann immer~ geleistet werden, wenn die ~ 
Tran~orma~ionen der Grnppe bek~nt sind, 
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darnach m + 2 ~ r + 2 ,  dana gieb~ es zwei LSsungen, unter  denen 

9 t  die eine ist;  die zweite LSsung q% h ~ n ~  yon x y y ' . .  �9 y(~) ab. Ist 
m + 2 ~ - - - r + 3 ,  so giebt es drei LSsungen 9 1 , 9 2  und 9a,  welch' 
tetztere yon x y y ' . . ,  y(~+~) abh~ng~. Fiir einen beliebigen WerLh 
yon m giebt es m -  r + 2 LSsungen 91 ~P2 " " " ~ -~+~ .  Es is~ nun 
leieht zu sehen, dass jedenfa[ls nut  die beiden ersLen 9k, n~mlieh r 
und r durch Integration bestimm~ zu werden brauchen. Kennt  man 
9, und 9~, so finder man die fibrigen 9~ folgender'massen durch 
Differentiation. 

Es is~ die Gleiehung 

q h - -  a~ l  + b ~ 0 

mi~ den beiden arbitwiixen Constan~en a and b eine invarlante Diffe- 
rentialgleiehung r to' Ordnung. Differentiirt man nun hinsiehflieh x, 
so ist die hervorgehende Gleiehung 

d~, a d ~  0 
d x  d x  

oder die Kquivalente 
dr 
dx d q~2 

dq~ ~ a ~ dqpt 
dx 

eine invarimate Gleichung 
Constanr 

Also kann die GrSsse 

(r + 1) t~ Ordnung mit einer arbitr~ren 

d x  " dx  

als GrSsse ~3 gewilhlt werden, Demenisprechend kann 

d~pa , dcPi 
dx  " dx 

als Gr'6sse 9~ gew'~hlt werden u. s .w .  Dieses Bildun~gesetz zelgt, 
dass 93 hinsichtlich y(r+1), dass 94 hinsichffich y(r+~) linear isL u. s. w. 

Sa tz .  Jede bei der G r u ~ e  B l f " .  Brf invariante ~ f f e r e n t i a l -  
gleichung, deren Ordnung grSsser als r -  2 ist ,  besitzt die l~orm 

( ~  92 93 " " ") = 0. 

Zule~zt nut noeh einige weitere Bemerkungen, fiber invariante 
Differenf~gleichungen 

f ( x y  . . . y~e)) _~- O, 

deren 0rdnang Q nicht r -  1 iibersteigL. Nehmen wir wieder an, 
class A nicht identiseh versehwind&, und sei A~ ~ ein Factor yon A, 
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der yon den GrSssen x y y ' : . ,  y,.--.~-i abhiingk Dann enthiilt das 
Integral yon At ~-- 0 , r -- i - -  2 arbitr~ire Cons~anten: 

(x y ~ . . .  ~,_~_~) ~ 0 ,  

el. h. die Gleichung Ai ~- 0 hat cc ~-~-~ Integralcurven. Bei den Trans- 
formationen der Gruppe werden diese Integralcurven unter sich ver- 
tauscht, und zwar wird jede einzelne Integralcurve dutch i + 2 unab- 
hi~ngige infinitesimale Transformationen der Gruppe iu sich selbst 
transformirk 

Ist insbesondere A o ein Factor yon &, der die Gr5sse y(r-e) ent- 
h~lt*)~ so ist A0 ~ 0 eine invariante Differentialgleichung, yon deren 
Integralcurven jede zwe/ unabh~ng~ge infiniteslmale Transforma~onen 
der Gruppe ges~at~e~. Besitzt A keinen Factor Ao, der y~-e) wirt~lich 
enth~lt~ so heisst dies, dass es keine Curve giebt~ die zwei und nur 
zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe gestattet. 

Be~raehten wir endlich die invariante DJfferentialgleichung (r - -  1) t~ 
Ordnung 

qPl --~ a0, 
deren arbitrgre Constante a o einen bestimmten Werth erhalien hat. 
Diese Differentialgleichung hat oo ~-1 Iategralcurven, die durch die r 
unabhgngdgen infiniCesimalen Transformationen der Gruppe unter sich 
vertauscht werden. Also schliessen wir, dass jede I~t~gralchrve durch 
eine und nut eine infmitesimale Transformation der Gruppe in sich 
transformir~ wif'd. 

In den drei ersten Paragraphen dieses Abschnit~ betrachten wit 
successiv alle Gruppen yon Punkttransf'ormationen der Ebene, indem 
wir sie auf die yon mir bestimmten canonischen Formen gebrach~ 
voraussetzen. Fiir jede solche canonische Gruppe bestimmen wit die 
zugehSrigen invariantea Differentialgleichungem In dem le~zten Para- 
graphen zelgen wit, wie eine bcliebige vorgelegte Gruppe auf ihre 
canonische Form gebracht wird. 

w 

Grupp~n, ~i~ kBin~ I}itf~r~ntialgl~r 1. 0. iavariant lassCm 

In meiner Aufz~hlung aller Gruppen yon Punk~ransformationen 
einer Ebene (G5ttinger Nachr. 1874, Math. Ann. Bd. XVI) theilte ich 
a|le derartigen Gruppen in gewisse Hauptclassen, jenazhdem die be- 
treffende Gruppe keine~ eine~ oder mehrere Differentialgleichungen 
erster ()rc]nung invariaat~ l~issk 

In diesem,Paragraphen betrachte ich jede Gralape, die keine 
Differentialgleichung erster Ordnung invariant l~sst, und bestimme 

*) Die Form tier Determinante .~ zei~, class A~ hinsichtiich y 0"-'~ linear isL 



alle zugehSrigen invarianien Differentialgleichungen hSherer Ordnung, 
unter denen sich immer eine yon zweiter Ordnung finder (welche durch 
passende Coordinatenwahl die lineare Form y " - - - - 0  erhalten kann). 

Die betreffende Gruppe enth~ilt entweder ach~ o4er sechs oder 
fiinf Parameter. Sie is~ ~hnlich mit der allgemeinen projec~iven Gruppe 
der Ebene oder mi~ einer Untergruppe derselben, die sechs oder ftinf 
Parameter enth~lt. Wir denken uns im Folgenden unsere Gruppen 
auf die soeben genannten canonisehen Formen gebrach~. 

1. Jede ftinfgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleiehung erster 
Ordnung invariant l~ss~, kann auf die canonische Form*) 

p,  q ,  x q ,  x p - - Y ~ I ,  YP 

gebrach~ werden. Die Determinanie A erh~ll ffir diese canonische 
Form den nieht identiseh verschwindenden Werth: 

I1 0 0 0 0 ! 

o o o I 
ZX x 1 0 0 9y , 

- -y  --2y' --3y" --4y'" 
0 - - y ' ~  - - 3 y ' y "  - -  4 y ' y " "  ~ 3y"~'l 

Daher~ist y" ~ 0 die einzige invariante Differentialgleichung, deren 
Ordnung kleiner als vier ist. 

Zur Bestimmung der Gr5ssen (Pl und 9~2 bilden wir die folgenden 
linearen partiellen Gleiehungen~ in denen wit, wie immer im Folgen- 
den, y~ start y(~) schreiben: 

_B~f= ~ f  -~-=0 

~ f  = ~f ~ - = 0  

B~f= x - ~ - .  ~ - -  0 

~f -=  ~f ~f ~f ~ 3 y ~  ~f ~f = o  x - - ~  - -  y ~ - -  2 y  1 - ~  Oy~ . . . .  6y~ 

.Bj = ~ f  ~ f  o f  o f  
Y ~ - -  Y12 ~yt - -  3y jy~  ~ - -  (4yly~-]-3y2 2) Oy3 

of of  ~ 0  - -  ( 5 y , y  4 @ 10y 2 y~) ~ - -  (6 y~ Y5 @ 15y2y~ ~-  10ya 2) 

x ~f Of x s  y q u~at~ -~- - -y  ~ - ,  um die infinitesimule Transformution 

~ x = x ~ t ,  ~ y ~ - - y S t  
z u  bezeichnen. 
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und suehen ihre beiden gemeinsamen LSsungen. Die drei ersten Glei- 
chungen zeigen) (lass ~l und ~2 niehfG yon x, y oder Yi abhgngen. Die 
beiden letzten Gleichungen erhalten dutch Reduction die einfachere Form 

~ 4 f =  3y~ ~f ~f ~f ~f -{- 4y  a ~ ~ 5y4-/y~4 -{- 6y 5 ~ = 0 

~f 3f ~----0. 
Wit  integriren BJ-.~-0 in der gewShnlichen Weise, fiihren sodann 
ihre LSsungen 

Y2, 03 ~--- 3y2y4 - -  5Y~ ~, 0~ = 3ye~Y~ - -  5eey.~ - - s _ ~ y ~ . )  

als neue unabh~ngige Variabeln in 

~f ~f ~f = 0 

ein und erhalten hierdurch die Gleichung 

~f  ~f ~f ~ 0~ 

deren LSsungen 

eben die gesachten GrSssen ~ "~) and ~z sind. Es bleibt nur fibrig, 
die t~riiher gefundenen Werthe der GrSssen ~ und 0a einznsetzen. Man 
bemerkt~ dass ~ linear hinsiehtlich y~ and anderseits ~ linear hin- 
sichtlieh y~ ist. 

Da ~l hinsichtlich y~ irrational is~, so kann es zuweilen zweek- 
m~siger  sein die GrSsse qh ~ als ~l zu wiiJalen. Eine iihnliehe Be- 
merkang l~sst sich mehrmals sp~ih~r machen. 

2. Jede sechsgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant l~s t ,  kann die canonische l~orm 

p ,  ~/, xq,  yq,  xlo) yp 

erhalten. Die Determinante A wird fiir diese canonische Form gleich 

*) Die GrSsse Q~ erhlilt durch die Subst/tufion ~ = 3ytY~ ~ 5y8 z den Wer~ 

#s ~ 3Y=2Y5 -- 15y~Ysy4 -{- ~0_ y S. 

Es ergiebt sieh spiiter, dass die Gleichung ~s = 0 eine bemerkenswerthe geo- 
met~ische Bedeutung besitzt. 

**) Man verificir~ ldcht, class jede Integralcurve einer Gleichung ~t ~- Const. 
wirklich eine iniini~esimale lineare Transformation unserer Gruppe gestattek Ich 
eainnere dara~ class Klein und ich in einer gemeinsamen Arbeit die Theorie 
dieser Curven eingehend entw/ckelt haben. 



A =  

1 0  0 0 0 0 

0 1  0 0 0 0 

0 x  ! 0 0 0 

0 y y~ ye y~ y~ 

x 0 --y~ - -2y~ - -3y~  - -4y~  
--3y~y~). 

y 0 - - y ~  - -3  Yl Y2 --4y~ Ya --3Y2 ~ - -5y ,  Y4 --lOy~ya 

Es giebt daher zwei invarian~e Differentialgleichungen, deren Ordnungs- 
zahl kleiner als f i lm is~, n~mlich 

y: ~ O ~ und 5y 2 - -  3y~y~ --~ 0" ) .  

Zur Bes~immung der GrSssen q~1 und ~o 2 mtissen wir nach unseren 
gewShnIichen Rege]~ sechs lineare pal~ielle Differentialglelchungen 
zwischen xyy j  y ~ . . .  Y6 bilden. Drei under diesen Gleichungen 

/ ~ [ ~  ~ f  ~- 0~ ~ 2 f  ~ ~ f  ~ 0 ,  ~ f  ~ x ~ f  ~ ~ f  ~ 0 

sagen nut  aus, dass q~ und ~o~ yon x~ y und y~ unabh~ingig sind~ die 
drei librigen Gleichungen erha]~n dutch eine einfache t~educ~on die 
Form 

~f ~f ~f - -  0 

~f  ~f ~f 

B 6 f ~  ~ ~f 9f  3y~ ~-~ @ lOy~y a ~ Jr  (15"y~y~-{-10ya -~) ~f  ~y~ 

~f ~ 0. -~- (21y~y~ ~-35y~y,) 

Die LSsungen yon B~f-~ 0, n~imlich 

3y~y~ - -  5y~ ~ ~ 6~ 

35 a 40 3 

70 
3y~ay~ - -  7say a - - . ~  6~ys~ - -  35ya~ ~ 6~ ~ 3yeSy~ - -  21y:~y~y~ 

35 
35y~Y~ Y~ - -  ~ -  yz a 

fiihren wir ~ als nene Variabeln in die Gleichung ~ f =  0 ein und 
bringen sie hierdurch auf die Form 

*) In tier gew~hl~en canoni~chen Form besteht unsere Gruppe aus allen 
projec~ven Trausformationen, bei denen die unendlich en~fernte Gerade ihre Lage 
heh~t Die In~egralcurven der Gleichung 5y~ ~ ~ 3y~y~ sind alle Parabeln, d.h. 
Kegelsehnitte~ welehe jene Gerade berfihren, Jede solche Curve gestattet wirk- 
lich zwei unabh~i~ge inf. Trausformationen unserer Gruppe, 
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~f ~f ~f 2~. ~ + 3 ~  ~ - 4 ~  ~ -  -~ 0. 

Die entsprechenden LSsungen, ni~mlich 

befriedigen als GrSssen nullter Ordnung hinsicht]ich y~ y a . . .  y~ eben- 
falls :B~f = o und kSnnen daher als die gesuchten Invarianten r und tpz 

3 
gewiihlt werden. Auch jetz~ sind ~ und ~2 ganze Functionen ~on 
y~y~ und dabei ist cp~ linear hinsichflich y~, cp~ linear hinsichtlich y~. 

3. Wenn eine aehtgliedrige Gruppe keine Differentialgleiehung 
1. O. invariant l~iss~, so kann sie auf die canonische Form 

1), q, xq ,  yq, xp,  yp,  x~p + xyq ,  x y 2  + y~q 

gebracht werden. Die Determinante A erhKl~ durch Ausffihrang und 
einfache l~eduction die Form 

!Yi~ Y3 Y4 Y5 Y6 
Y3 2 yr 3 y~ 4y~ t 

3y22 lOy2ya 15y2y4 + lOy3 ~ 21y~y~ + 35y3Y41. 
3y~ 8ya 15y4 24y~ t 
0 6y22 30y2ya 60y~y4+40ys ~" t 

oder 

sodass A nicht identisch gleich Eull ]st. 

Zur Berechnu~g derselben subtrahirt man yon den Gliedern der dritten 
[~eihe zaerst diejenigen der vierten Re]he, multiplieirt mi~ Y2, und 

daraaeh diejenigen der fiinf~en Reihe, multiplicirt mit y3 . dann ver- 3y~ ' 
schwinden alle Glieder der dritten Re]he ausgenommen das letzte, und 
es wird 

--__. - - 3 y 2 ~ y ~ w - u y  a i' Y~ 8Ya I5y4 
6y~ ~ 30y~ys 

A ~- --  2y:(gy~ys--45y2y~y4+40y.~) :, 

Es gieb~ ~wd invarian~ 

*) Auch jetzt gest~ttet jede Integralcurve einer Gleichung ~ = Con~. eine 
infini~esimale Transformation uud gehSr~ ~omit der yon Klein und ~ir uvt~r- 
suchten Ca~egorie an. 

Mathematische Ammlem XXXIL 15 
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Differentialgleichungen, deren Ordnung kleiner als 7 ist*), n~mlieh 
Y2 ~ 0 und 
(2) 9y2~y~ - -  45y2y3y 4 + 40y~ .~ O. 

Um jetzt die GrSssen (Pl und r zu bereehnen, miissen wir nach 
unseren gewb'hnllchen Regeln acht ]ineare partielle Differentlalglei- 
chungen in den Variabeln x y Yl �9 - �9 Ys (den acht infinitesimalen Trans- 
formationen p,  ~, xq ,  yq ,  xp,  x~p --~ x y p ,  yp,  xy.p -.{- y2q ent- 
sprechend) bilden. Die drei ersf~n unter diesen Gleichungen 

Of O, Bff-=- e~f O, B 3 f =  x ~f  Of = 0 

sagen nar aus, dass r und Ce yon x y und Yt unabh~ngig sin& Diejenige 
Gleichung~ die der inf. Transformation x y p  -[- y2q entspricht~ brauchen 
wir nicht zu bilden; sie is~ n~mlich wegen der Relation 

(yp, x2p.-{-xyq) --~ x y p  .-{- y2q 

eine Consequenz der iibrigen. Die GrSssen (b 1 r sind daher bestimmt 
als Functionen yon y~ y a . . .  Ys durch die Gleichungen 

~f ~f ' ~f ~-- 0 

~f ~f Of = 0  -Bsf---- Y3 ~ -k- 2y4 ~ + - "  �9 -? 6ys 

~f - - %  ~f ~f -{-24y5 ~f -~35y6 bf 

+48y7  a f  = 0 

Of Of Of B~f  ~ 3yz ~ ~ -Jr lOy~ya ~ -{- (15y:y~-~ lOy~) Oy~ 

~f --{- (21y~ y~ Jr- 35 ya y~) ~ -~ (28 y~ y~-{- 56 y.~ y~ -~ 35 y~) 
Y~ 

-{- (36y~y: -{- 84y~ Y6 ~- 126 y~y~) ~ f  = O. 
eTys 

Zur Bestimmung der gemeinsamen LSsungen (l)~ und r derselben 
bilden wir zuers~ die LSsungen yon B~ ~ f, ngmlich 

yz -~ y., 

~ ~ 3y:ya ~ 4ya ~ 
20 1 

~ ~ 3y~y~ -- 5 y ~  - -  - i -  Ya~ -~ -g (9Y'~Y~ ~45y~YaYa 4"-40y~3) 

�9 ) Das Resultat des Textes war  a priori evident. Denn es giebt j~ nur 
zwei Curven, die gerade Linie und der Kegelschnit~, die mehr als eine infmitesi- 
male und lineare Transformation in sich ges~at~n. H a l p h e n  hat-zuerst die 
obenstehende Differentialgleichung (2) der Kegelsehni~te wirklich aufgestellf~ 
Ebenso hat Halphen zuerst die spi~ter aufgestel[en GrSssen q)~ und (1)~ berechne~. 
[Ich erfahre nachtr~lich, class schon Monge  die Differentialgleichung tier Kegel- 
schnitte berechne~ ha~. Januar 1888]. 
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~4 ~ 3 y 3  y~_Sy30a_20y3~ p~_?ya4_..~.3y23yn_24y22yays..{_60y~y3 ~-Y4-'40ya4 

7 0 0  2 8 0  . 
0~ --~ 9 y:a YT - -  35 ys O a - -  140 y.~ 0~ - -  - '~- Y~a ~ - - ~  Y~ 

~^ 3 . 1120 
-'~ 9 y ~ Y ~ - -  105y~aY~ Ye"~'-420yo.~Y3~Y~ - -  ~ Y ~ Y ~  Y4 ~ ~ Y~ 

0~ ~ 27 y ~ y s - - 4 8 y s  0~- -24"35y~  0 ~ 1 6  �9 1 4 0 y ~ p a - - 2 8 ( ) O y a ~ - - ~ O - y a e  

und fiihren sie darnach zusammen mit Ya als neue Variabela in Bff----O, 
Z~f----0, B~f~-0 und B 7 f ~  0 ein. Nun ist, wie man leicht sieht 

also erh~lt ~4f== 0 in den neuen Variabeln die Form 

3f ~f ~f ~f Of _ _  y~ ~ + y~ ~ + 2 o~_ ~ + 3o~ -~, + . .  �9 + 6 o~ ~-- o 

und B~f~--O die Form 
~ f  ~ f  Of  y~ ~ -k- 20~ ~ + �9 �9 �9 + 60~ ~ ~ 0, 

sodass . B 4 f ~  0 sich auf 

Of --.-- 0 
~y~ 

reducirt. Ferner ist klar~ dass B~f~ 0 die Form 

~f ~ 0 
~y~ 

der O~ als Variabeln in B : f ~  0 bilden annimm~. Zur Einfiihrung 
wir die Ausdrficke 

:B7 02 "~- 6y22Y3 

-B7 Os ~ 0 

BTQ4 ~--- - -  3Y.2203 + 20y~.ZY.~ Q2 

-BT~ ----- YzZ( - 2 1  q4-[-35q2 ~) -{- Y'~Y3 " 105pa 
B7 06 -~- Y~ (--  36 0s -[- 3.126 ~)2 ~)3) -~" y2 Y3 (504 04 ~- 210 0~ ~); 

also erhi~lt BTf~ 0 dutch Division mit y2 die Form 

~f Of 3f 210 0 ~) _~f_} y316 ~ + 200~ -~  + 10503 ~ + (504q4 + 

Of +(__2104+3502  )_2~n_(~_3605.{_ 3. 

Of --__- 0 in zwei spalte~. Die ge- welch letztere Gleichung sigh wegen 

suehten Gr'6ssen Oj und % sind daher bestimmt als Funetionen yon 
02 ~a - - ,  ~e dutch die drei Gleichungen 

15" 
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~f ~f  ~ ~ f ~ 0  

-~ 2002 ~-f -~ 1050~ ~ @(50404 ~- 21002 ~) ~f 
C f  ~ 6  ~ 0 

[un~er denen die erste aussagt~ dass Cj und O 2 Functionen yon den 

Verhgltnissen der Gr5ssen 02 ~ 0 ? ' ' '  qn~ sind]. Wi t  bestimmen die 
LSsungen yon C f =  O,  n~mlich 

5 
03 ,  u4 = 04 - -  T 0~" 

35 
us ~ 05 - -  - ~  0:03 

175 3 
u6 - ~  06 - -  - - ~  O: - -  8 4 0 ~ u 4  

und fiihren ale als Variable in / ) f =  0 ein. Nun is~ 

1 ) 0 a  = O, D u  4 . =  - -  30a ' ,  D u ~  = - -  2 1 u 4 ,  D u  6 ~ - -  36u 5 
und also erhiil~ D f =  0 durch Division mit - - 3  die Form 

~f ~f ~f O a ~ @ 7 u  4 ~ - { - 1 2 % - ~ u ~  = 0 "  

Die enCsprechenden LSsungen sind 

5 02.)2 03, ~ = 2 03 u~ ~ 7 u42 ----- 2 0~ 05 - -  35 02 0~ 2 - -  7 (~4 - -  :~ 

6 6 14 

245 3 35 5 2 28 5 2 3 

Und da die gesuchten GrSssen r und ~Pe Functionen yon den Ver- 

h~inissen der GrSssen 0: '~- 0a ~. �9 �9 06 ~ sind~ so kSnnen wir setzen: 

~ (~)2 O~ ~au 

Hiermit ist diese Untersuchnng zum hbschluss gebracht*). 

�9 ) I m  Laufe dieser Abhandlung benutze ich hSufig den folgenden bekanntea  
Satz: ,,Bilden A~ f =  0 . . .  At  f:= 0 ein vol ls~ndiges  System in x ~ . . .  x~, so kann 

die InCeg'ration desselben folgendermassen geschehen. Man suchr die LSsungen 
r - ' "  r yon A~f=O; bi ldet  sodann 

Of + ~ f  A ~ f  ~ o = A ~  ~ �9 . .  + A ~ . _ ~  ~ _ ~  

Sind die Verh'~lsnisse der A ~  nicht  Func~ionen yon ~,... ~p~_ ~ allein, so zerlegr 

die Gleichung A ~ f ~  0 sich in mehrere. Wi r  integriren eine beliebige unter  ihnen 
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w  

6ruppen, clio zwei ~r nur ~r Differontialgleichungen erster Ordnung 
invariant lassen. 

Im vorangehenden Paragraphen behandelten wir alle Gruppen, die 
keine DifferentSalgleiehung erster Ordnung invariant lassen, and be- 
stimmten ihre zugehSrigen invarianten Differentialgleiehungen hSherer 
Ordnung. Jetzt erledigen wir dasselbe Problem far alle Gruppen mit 
zwei und nur zwei invarianten Differentialgleiehungen 1. O. Dabei 
kSnnen wir naeh meinen frfiheren Untersuchungen (GStt. Naehr. 1874, 
Math. Ann. Bd. XVI) annehmen, dass diese beiden GIeiehungen 1. O. 
ebea sind 

~dy dx 1 ~ O~ 
Yl -'~ -dx ~= 0, and --~ ---- y--~ 

und dass demen~sprechend die betreffende GrupI)e eine der folgenden 
ca~onisehen Formen besitzt: 

]t 
P 
q 

x p  zc- cy  q 

p+ t 
x p  .-]- yq  

x~p -[- y~ q 

P l 

Wit werden der Reihe nach diese 9 Gruppen betrachten und ihre 
zugehSrigen invarianten Differentialgleichungen zweiter und hSherer 
Ordnung bestimmen. 

4. Zuerst betrachten wir die zweigliedrige Gruppe q, yq. Die 
zagehSrige Determiaante 

~ 
verschwindet identisch; dies beruh~ darauf, dassjede Carve (d. h. G~rade) 
der Schaar x ~-Const. bei der Grappe invarian~ bleibL Zur Bestim- 
mung der invarianten Differentialgleiehungen m t~ Ordnung 

f (xyU, . . . ~.~) = 0 

und ~hren die entsprechenden I~sungen %. .  �9 ~ - 2  e~wa iu Aaf~- 0 ein. Die 
2 f  hervorgehende Gleiehung A~t  ~ 2r . . . .  0 behandeln wit dann in a~oger 

Weise u. s. w. 
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bilden wir die beiden Gleiehungen 

~f - -  0, ~f  ~f  -~- + ~f yl . .  + o .  

Is~ m > 1, so ergiebt sich~ dass f eine arbitriire Function tier GrSssen 

y~ ya Ym 
x) yl yt yl 

is~. Wenn dagegen m ~ 1 ist, so kSnnen die beiden Gleiehungen 

~f  ~ 0,  ~f ~f ~- 0 

nut  dawn gleichzeilig bestehen, wenn Yl ~ 0 ist i es is~ n~mlich an 
sieh unmSglich, dass f nur x enthiilt. Zu den hiermit gefundenen 
invarian~n Differentialgleichungen muss die Gleiehung 

1 0 
Y~ 

gefiig~ werden. Dieselbe entgeht tans bet unserer Coordinateawahl. 
Dieselbe Bemerkung is~ bei allen Gruppen dieses Puragrapbe~ zu 
machen. 

5. Die zu der Gruppe ~ q, y q  gehSrige Determinante 

1 0 0 

A ~ - - - O  1 0 

O y y l  

verschwinde~ nicht identisch. Sic tiefer~ die inv~riante Differential- 
gleichung erster Ordnung Yl-~-0~ wozu wie soeben die Gleiehung 

~--0 zu ftigen ist. yi 
Die invarian~en Differentialgleichungen f =  0, deren Ordnung 

grSsser als 1 ist, werden bestimmt durch die Relationen 

~f ~-- 0, 3f ~f ~f ~f 

und somit ist f eine arbi t r~e Function yon 

y~ ya Ym 
yi yt y~ 

6. Die zu der Gruppe p ,  q, y q ,  x.p gehSrige Determinante 

1 0 0 0 

0 1 0 0 
A ~ 0 y Yt Y~- YxY~_ 

x 0 - - y ~  ~ 2 y ~  
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versehwindet nieht identiseh. Es giebt drei invariante Differential- 
gleichungen, deren Ordnung kleiner als 3 ist, niimlich 

t = 0 ,  y ~ 0 .  Yl = 0, y-T 

Zur Bildung der invarianten Gleichungen hSherer Ordnung 

f ( x y .  . .  y , , ) .=O 

bilden wit vier lineare partielle Differentialgleichangea, unter denen 
zwei nur aussagen, dass f yon x and y unabh:,ingig ist. Die beiden 
fibrigen Gleichungen 

~f ~f m ~f -~- 0 

~f " ~f 3f ~ 0 Y2 ~ -{- zy~ ~ -Jr-. . .  --~ (m - -  l)y,~ 

zeigen, dass f eine arbitriire Function yon 

yl Y~ Yl ~ Y~ y,~-2 Ym 
�9 . ~ 

ist. 

7. Die zu der Gruppe p,  q, x p - ~  cyq  geh5rige Determinante 

1 0 0 

A ~  0 I 0 / ~ ( c - - 1 ) Y  l 

x ey (c--  1)y I t 
verschwindet identisch dana und nur dana, wenn c---~ 1 ist. Diesen 
Ausnahmefall berficksichtigen wir nicht in diesem Paragraphen, indem 
die Gruppe p, q, xp  + yq einfaoh unendlich vielo Differentialglei- 
chungen ersbr  Ordnung, n'~mlich jede Gleichung der Form 

y, ~= Const. 
iavariant lisst. 

Wenn c verschiedea yon 1 is~, so l'~sst unsere Grappe nur zwei 
Gleiehungen erster Ordmmg, n~mlieh 

1 ~ 0 Yl ~ O, und y~- 

invariunt. Die invarianten Gleichungen hSherer Ordnung f ~-- 0 werden 
bestimm~ durch 

~f O, ~ f ~ o ,  (C--1)y  I ~f ~f ~ =  -~ ~ +(c--2).v~ +...+(e-~)v~,~f---o, 

so dass f eine arbitfs Function der GrSssen 

y, Y~ 

yt c - i Yi ~ - 1 
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sein muss. Diese Bestimmung bleibt auch dann giiltig~ wenn c gleich 
einer unter den Zahlen 2, 3 , . . .  m isl. 

8. Die zu der Gruppe q, yq ,  y~q gehSrlge Determinante 

0 1 0 

A~-- 0 y y, 

0 y2 2yy ,  

verschwindet identisch, indem jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar 
x----Const, bei unserer Gruppe invariant bleibt. 

Zur Bestimmung der invarianten Differen~ialgleichungen zweiter 
und hSherer Ordnu~g bilden wir die Gleichungen 

~f ----- 0, y~ ~f ~f 
~y -~7 + "  �9 " +  Y~ ~-~, = ~  

~f ~/ ~f y .2 ~ + 3 y l y  ~ ~-~ "t- (4y~y3-F 3Y~ ~') ~ + . . . .  O, 

deren LSsungen sind 

3 2 
YJY3---'~. Y~ y~*y4 -I- 3y23 - 4 y~y,y.~ etc. 

r ~-- X, , ~ 2  -~- yiZ , r ~ yl~ 

Man verificir~ leicht, dass cPa (Siehe die Einleitung) eine Function yon 
dq~z 

x,  q)2 und - d x  ist, indem 

da)~ 
r ----- dr: 

isk Jede bei der Gruppe ~l Y~l Y*'q invariante Differentialgleichung 
drifter oder hSherer Ordnung hat somit die Form 

f ( x  g~2 ~ "  ,i~,~, . . .)  = 0,  dx  dx  

wo r den obenstehenden Werth besitzt.*) 

9. Die zu der Gruppe 2 ff Y~/y2q gehSrige Determinante 

1 0 0 0 

0 1 0 0 
A . =  0 y y, y.~ = 2y'~ 

0 y2 2yy ,  2yy~--F2y,*" 

verschwlndet nicht identiseh; es giebt, wie man sieht, keine invariante 
Differen~ialg]eichung zwei~er Ordnung. Dureh Rechnungen, die mit 
denen der vorangehenden Nummer f'as~ iden~iseh sind, findet man zur 

�9 ) [Die DifferentiMinvariante ~p~, die schon bei Lag r an g e auftritt, spielt 
in Schwarz's schbnen UnSersuchungen eine wich~ige Rolle; Ja~aar 1888.] 



Ueber Differentialgleichungen, die eine Gruppe gestatten. 233 

Besiimmung der invarianten Differentialgleichungen drit~er and hSherer 
Ordnung die Werthe 

3 
Y~Ys -- ~ Yz 

and iiberhaup~ 

, q~2 - -  - - 3 - s  - -  y~a 

dk q~t 

Dis be$reffenden invarianten Differentialgieiehungen haben die Form 

f (~ ,  ~ _ .  �9 �9 ~k) = 0 .  

10. Die zu der Gruppe p .-~ q, x~ -{- yq ,  x2~ + y2q gehSrige 
Def~rminante 

1 1 0 

A ..~ x y 0 --~ 2(y- -x)~yl  
x ~ y2 2 (y - -  x) y, 

verschwindet niche identisch. Die Gleichung 
y - - x ~ 0  

bestimm~ eine invarianbe Carve. Die invarianten Differentialgleichungen 
zweiter und drifter Ordnung werden bestimmt dutch die Gleichungen 

~ ~-- 

~f ~f ~f -- 2y a ~f ~-- 0~ 

x ~ ~f y~ ~f  ~f ~f ~ @  - ~ @ 2 ( y - - x ) Y l ~ [ @ [ ( 2 y - - 4 x ) y ~ - I - 2 Y I  2 -  2YI] ~ 

-1- [(2y-- 6x)Y3 -}- 6y~ Y2 - -  6y~] 

yon denen die erste uns lehr~t dass f die GrSssen x and y nur in der 
Combination u ~ - - . x - - y  enthiilt. Die beiden letzten G|eichungen 
erhalten dutch Einfiihrung yon u als Variabeln siat~ x and y die Form 

u ~ f  3f ~?f -~- - -  y~ ~ - -  2 y  3 ~ ---~ 0 ,  

2 u y  t ~f  2 2 "1 ~f "l- ~f  ~ 0. ~ - { -  [ 3 u y 2 - 2 y ~  "{- Y'J-~2 " [4uy2 --6y~y2-{-6y:]~-g~3 

Wir fiihren die LSsungen der ersfen Gleichtmg, niimlich 

als Variabeln in die letzte Glelchung ein; dies giebt 

~f ~ 0 .  2yt ~f 4:- (3v~--2y~2-{-2y~) ~f -{- [4va--6ytv~2r'6v~] 

Die en~sprechenden LSsangen 
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v:y~--~ ~ - 2 --[- ~ ~ ,  

v~y~ -~  -{- 6qh y~u - -6 (y~+y~  -~) ---- ~ 

sind die gesuchCen GrSssen q~ und ~ .  Es bleibl nut iibrig die Werthe 
yon vz und v a einzufiihren. 

11. Die zu deeGrulope pl  q, yq ,  x ~ ,  y~q gehSrige Determinante 

~_ 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

/x 0 y y~ y~ ya 

x 0 - -y~ --2y.~ - -3y3  

i 0  y~ 2yy~ 2 y y : ~ 2 y ~  ~ 2 y y a ~ 6 y ~ y :  

2 3 

verschwindet nich~ identisch. Es gieb~ ausser yj ~ 0 und 1 _~. 0 nur yl 
eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung nicht 3 fiber- 
steig~, n~imlich 

2yly3 ~ 3Y~ 2 ~ 0" ) .  

Zur Bestimmung der GrSssen qh~ ~ bemerken wir~ dass sie als 
Functionen der drei GrSssen 

Yi 2 xy  I ] 

d~l y~ 4 y~ Ys 2-  3 y3 ( 3 )  - y l  

- -  d~wi - -  Y~ 5 Y~Y* 4 y32 -~ 17 Y2~Ys 9 y24 
W . ~ -  d x ~  - -  YL Y t  ~ Y l  - - ~  Y t  ~ Yi 4 

durch die (der infinitesimalen Transformation xzv entsprechende)Gleichung 

~f  .{_ 2y  a ~f  ~ f  ~f  

best~imm~ sind. Nun is~ abet 
1~4w ~ ~ 2w~, I2,4w 2 ~ 3w~, B4w 3 ~-- 4w~ 

und also wird 
~f -]- 3w: ~f ~f ~ f ~ -  0 ~ 2w~ ~ ~ + 4w~ ~ .  

Die LSsungen dieser Gleichungen 

s W2 - -  w3  

sind die gesuchten GrSssen ep~ und r 

*) Die invariante Differen~ialgleichang des T e x ~  bestimm~ alle Kegelschnir 
durch zwei gemeinsame Punkte. Diese Kegelschni~e werden durch passendc 
CoordinaCenwahl allc Kreise der Ebene (oder alle Kreise cinex Kugel). 
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12. 

geh5rige Determinante 

A 

Die zu der Gruppe 

P ~l Yq xp y~q x~p 

1 0 0 0 0 0 

0 l 0 0 0 0 

0 y y, y~ Y3 Y~ 
x 0 - - y ,  - -2y~ - - 3 y  3 - - 4 y  4 
0 y= 2yy, 2yy~.-k2y, ~ 2yys.-]-6y, y~ 2yyl.-k8y, y~+6y~ ~ 
x ~ 0 - -2xy ,  - -4xy: - -2y ,  - -6xya- -6y  ~ - -8xy4--  12y3 

hat den nieh~ identisch versehwindenden Werth 

A ~--- - -  4y  1 (2yly a - -  3y2) 2, 

1 ~--0 nut  eine i~variante Diffe- Es gieb~ daher ausser Yl ~-- 0 und y-~ 

rentialgleichung, deren Ordnung kleiner als fiinf is~, die folgende 
ngmlich: 

2ylys - -  3y2 ~ O. 
Die zu der Grnppe gehSrigen GrSssen ~ und ~% sind Functionen 

yon den friiher (3) gefandenen Gr(issen 
3 w, ~ ~3 - -  y ~2 ~ *) 

w~ ~- ~ - -  4 ~ 3  -k 3 ~  3 

wa ~- ~ - -  5 ~ : ~ 4  - -  4'/a2 -[- 17~%13 - -  9~2 4 
w 4 = ~ - -  6~ff5 - -  13~3~ -{- 27 ~e~4 -]- 42~2~3 ~ - -  87~3~s--{- 3 6 ~  5 

und zwar genfigen s~e.(den Transformationen xp und x~lo ents~rechend) 
den beiden Gleichungen 

Of ~f ~f  A f  ----'~h-~-~ + 2 ~ 3 -  + " " " + ~ = 0 ,  

.B f~ -  ~f -{- 3~. ~f ~f 10~  ~ -{- ~ ,  _ ~ @ 6,/3 ~ -{-- 151/5 ~ -~- O. 

Nun ist 
A w , ~ - 2 w ~ ,  Aw~--~3w~ Aw3~---4w3, A w ~ = 5 w ~ ,  
.Bw, -~- O, .Bw~ = 2w~, _Bw 3 = 5W~, ~w~ ---~ 9w 3. 

Daher-sind ~ mad ~ bestSmmt als Funcfionen der w~ durch die 
Gleiehungen 

Of ..[_ 3W~ 2w, ~w--~ 

2Wl 
deren LSstmgen sind 

*) Im Texte setzen wir 

~f + 4 w ~  ~f ~f - - 0 ,  

~f ~ f  _.[_ 9 w  3 ~ f  + 5w~ ~ ~ = o, 

g ~  
~ra l l  ~ ~ --~. yi 
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4 W t ~  3 - -  5~u~ 

4 w f w ~  - -  t8wtw-~w3-[ -  15w~ 3 

Wl 

Ffihr~ man hier die Werthe der GrSssen wk ein~ so erh.~l~ man die 
Ausdriicke yon (Pl und ~2 als Functionen yon den y~. 

w 

Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung erster 0rdnung 
invariant lassen. 

Gruppen~ die eine und nur eine DifferentiaIgleichung 1. O. invariant 
lassen, kSnnen (GSttinger Nachr. 1574; Ma~h. Annalen, Bd. XVI) auf 
eine der folgenden canonischen Formen gebraeht werdeu, wobei Xi 
eine Function yon x~ e u n d c  Constante bezeichnen. 

Xlq 
X2q 

x~q 

x,q 

X~q 

Yq 

X~ q 

X~q 

P'-{- ~Yq I 

Xlq 

X,q 
Yq 
P 

q 
xq 

x'q 

P 
xp + cyq 

q q q 
xq xq xq 

xrq i x,-q' x~q 
s ' y q  p 

xp+[(r+l)y+x,+l]ql p 2xp+ry~ 
I "z 

p 

l x p + Y ~  

l x2~..~- 2 x y q 

7 

q 
xq 

x"q 

P 
Yq 
x~ 

~ p + r x y q  
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Wir werden successiv diese eanonischen Gruppen beirachten and ihre 
invarianten Differentialgleichungen zweiier und hSherer Ordnung be- 
stimmen. 

13. Die zu der Gruppe 
Determinante 

t 

~2 

versehwindet nieht identisch. 

p ,  x p  -{- y q ,  x~p -4- 2 x y q  gehSrige 

y ~ -  2 y  ~ 

2 x y  2 y  

Die invariante Gleiehung 1. 0.:  

1 
q ~ 0  
Yi 

entgeht uns bei unserer speeiellen Coordinatenwahl. 
Die GrSssen ~j und ~z haben als LSsungen der Gleichungen 

~ f  ~ 0,  y ~ f  ~ f  - -  2 y  a ~ f  ~ 0 

die Werthe 

14. 
minante 

~f ~f = 0 
Y - ~  + Y t  ~ 

ept -~- 2yy~  - -  YV, ~2~ ~ Y~Ya" 

Die zu der Gruppe y q ,  p ,  x p ,  x ~ p - { - x y q  gehSrige De~er- 

1 0 0 0 I 

J 
0 y Yl Y'~ 

A ~-  x 0 --  Yl - -  2Y2 ~-- 2y~y~ 

x ~ x y  y - - x y  z - - 3 x y  2 

verschwindet nichr identisch. Die Gruppe l~sst daher eine Gleichung 
zweiter Ordnung und zwar Y2 ~ 0 invariant, was darauf hinauskommt~ 
dass die Gruppe eine s ist. 

Die GrSssen ~ and ~2 befriedigen die vier Gleichungen 

~f ~ 0 ,  ~f ~f ~ 0 ,  

~f  Of ~ f  

~ f  ~ f  Of _~ O, 

und haben somit die Werthe 

yY3 + 3yly~ 

3 y y ,  y4 - -  4 y y ~  
ep~ ~ y3 
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15. Die zu der Gruppe X lq  . . .  X ~ q  gehSrige Determinante 

0X~ Xt'-  - �9 X~ ~-~1 
A ~ �9 ~ . ~ ~ ~ . 

O X ~ X /  . . . X r  

verschwindet identisch, da jede Curve (d. b. Gerade) der Schaar 
x = Const. bei der Gruppe invariant bleibL Zur Best immung der in- 
varianten Differentlalgleichungen 

Z ( ~ y v ,  " - -  w )  = o 

bilden wir die r Gleichungen 

~f ~f  Z{('~) ~f -~- O~ (4) X ~ . - ~ - +  X / ~ - - [ - . . . @  

die nur wenn m > r ~ 1 is~, andere gemeinsame LSsungen als x 
besitzen k5nnen*). Fiir m ~---r ist, wie man leicht verificirt, ausser x 
zugteich die Determinante 

X , X ( . . .  Xt(~) [ 

I 
�9 . ~ ~ . ~ 

D =  X ~  X /  . . . X~.(~) 

Y Yi " ' '  Y~ 1 

eine LSsang. Wir  kSnnen daher 

~ l = - - x ,  ~ 2 = D * * )  
setzen. Setzt man fiberhanpt 

X~ X, '  �9 �9 X~(~-o X~(-+o 
�9 . . . . .  o �9 ~ 

D ~  = X , X /  . . . X , ( ~ - , )  X / ~ + o  

Y Y~ . . .  y~_~ Y~+~ 

so ist D~ immer eine LSsnng der Gleichungen (4), dabei vorausgeseizt 
dass m ~ r + i .  Man kann daher 

se~zen. 

16. Die zu der Gruppe X t q �9 �9 �9 X , . q  y q  gehSrige Determinante A 
verschwinde~ iden~isch. Die invarianten DifferentiaJgleichungen f~-0 
sind bestimmt durch die (r + 1) Gleichungen 

�9 ) Der Schluss im Tex4e beruht d~rauf, dass die X k in dem Sinne un- 
abhltngige Functionen yon x sind, class keine Relation der Form . ~ c i X  i = 0 mit 
constanten Coefficienten besteht. 

�9 *) Ist r ~ 1, so ~ebt es unheschr-Ymkt viele invariante DifferentSalgleichungen 
erster Ordnung, indem die invariante Gleichung /) = f(x) yon erster Ordnung ist. 
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~f X '  a f  ~.(m) ~f --~-0 
x ,  - ~ -  + ~ ~ 7  + . . . + - ~  

~ f  ~ f  ~ f  ~-- O. y ~V+ y, ~ + . . . +  ym 

Dieselben haben (~usser x) keine gemeinsame LSsung, wenn m ~ r. 
]st m ~ r ,  so giebt es eine speeielle gemeinsame LSsung, nEmlich 
die lineare und homogene Differentiatgleichung 

D = 0, 

wobei wir D in derselben Bedeulung wie soeben brauchen. Ist 
m ~ r -~- i ,  so sind die GrSssen 

DI D~ D~ 
X D - _ D  . . . .  ..D 

LSsungen unserer linearen partiellen Differentia]gleiehungen, und wir 
k5nnen daher 

r ~--" x ~  r ~ ~ - ~  " " " r ---~ D 

setzen. 

17. Die zu der Gruppe 

X l q  . . .  X~q ,  

gehSrige Determinante 

P "l- t y q  ( t  ~ Const.) 

1 t y  t y  1 . . .  ty~_~ ! 

0 X~ X [  X1 (~-~) 

0 X,. X / . . .  X,(~-') 

verschwinde~ nieht identisch. Ausser 1 ~ 0 giebt: es keine invarian~e yl 
Differen~ialgleiehung~ deren Ordnung k/einer als r /st*). Die GrBssen 
�9 1 ~ 2  " ' "  sind Functionen yon x, D ,  D 1, D ~ . . .  und genfigen dabei 
der Gleichung 

~f  8f  ~f /~f ~ - ~ - +  ~Y-FF + "'" 4- t ~ - : ~ - = o  

oder der ~ClUivatenten 

~f ~f ~f / ~ x .  ~ -  + / ~ D .  ~ + B D ~ .  ~ + . . . .  O, 

~) Den Fall r ~- I schtiessen wit im Texte aus, indem es daun unendHch  

viele iuvariante Differen~gleichungen L O, giebt (siehe w 4). 
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wo B x  ~ 1 zu setzen ist. Zur Berechnung der Ausdrticke ~D~ 
erinnern wir (Math. Ann. Bd. XVI p. 499) daran, dass die X~ gela- 
tionen tier Form 

X, '  ~ Z .  X~ 

(5) 
�9 * �9 . . . �9 �9 o , . 

erftillen. Daher ist, wie man durch Ausf~ihrung finder, 

B D  -~ (Z n ~- X~2 ~ �9 �9 �9 -{- t,~ -{- ~ ) / )  ~ k D  

B1)1 ~ ( . . . . . . . . . .  ) DI ~ k D l  
�9 * . . . . . . .  , . ~ * o �9 �9 o 

r i b , = (  . . . . . . . . . .  ) D,= ~D~ 

wo k eine Constante bezeichnet. Die gesuchten GrSssen @1, cP~. sind 
daher bestimmt dutch die Gleicbung 

~f ~f . ~ x + k D ~--~-fD ~ k D1~-DT~ @ . . . .  O, 

sodass 
r - ~  1 ) e ' - ~ 5  ~P~ ~ D I  e - ~ ,  " " �9 ~P~+~ ~ D ~ e  - ~  

wird. 
Unter Nummer 15 gaben wit die allgemeinen Ausdrficke der 

GrSssen J0i. Diese Ausdrficke kSnnen indess vermSge der Formetn 
(5) wesen~lich vereinfach~ werden. Denn es ist 

w o r a u s  

wo ~ eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
yon y?] , . . . y~_~y ._~  bezeichnek Daher wird 

~T.~kk 

und 

Wir  gehen hier nicht auf die einfache Berechnung der Constanien 
k~ ein*). Dagegen heben wir ausdrficklich hervor, dass die Con- 

*) D ~ 0 ist, wie wir gesehen haben, im vorliegenden FaUe eine lineare ho- 
mogene Differen~ialgleichung mi~ constan~n Coefficienten. Es ist dabei klar, 
dass diese Constante beliebige Werthe baben kSnnen. 
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stante e ohne wesentliche Beschr~nkung gleich Null gesetzt werden 
k a n n .  

Wit bemerken nut  noch, dass sich unter den invarianten Diffe- 
ren~ulgleichungen beliebig vide lineare lind homogene mit c o n s t a ~  
Coefficienten finden. Denn wenn cl, c 2 . . .  beliebige Constantea be- 
zeichnen, so stellt 

c1r + c2r + . . . .  0 
immer eine solche Gleichung dar. 

18. Die der Gruppe 

X , q  . . - X ,  fl y q  ~ 

eatsprechende Determinante 

1 0 0 . . -  0 I 

t 0 X~ X ( . . .  XI(') 

0 X,. X / . , .  X~(~) 

0 y y~ . . .  y,. I 
l 

1 ~__0 eine und nut verschwindet nicht ide~tisch. Es giebt ausser y-T 

eine invariante Differentialgleichung~ deren 0rdnung r nicht fiber- 
steigt, niimlich 

/ )  ----- 0 %  

Die GrSssen Tl ep: . - .  sind Fanctionen yon x,  D,  D 1 . . - ,  bestimmt 
durch die Gleichungen 

d f  __~ 0 ~ ~ f  ~ f  ~1) a f  al)~ 
d--~ - ~  + a~D ax + a~Ol a~ + ' ' "  

a f  a /  a f  
o = y -a-v- + y~ ~-~ + " "  + y~' av~ 

Nun ist, da die Xk durch Relationen der Form 
X ;  = & ,  X i  + &~ X~ �9 �9 �9 + Z~k X~ 

verkniipft sind : 

dx 
w o r a l l s  

.D~ ~ g'~(c~oy + c~y, + - �9 + c~,~_~y~_~ + c~,,+~y,.+~). 

Hieraus ergiebt slch, dass wir 
Dl 192 

I ~ - 0  und �9 ) 1st ~ = 1, so giebt  es zwei inv~ria~te Gleichungen 1 . 0 , :  y--~ 

Z} = 0. Diesen F',dl schliessen wir im Texte aus. 

Mathematiav, he &nnalen. XXX~L 1~ 
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setzen kSnnen. Die r sind Brfiche, deren Zih ler  und Nenner  ~ n z e  
und lineare Funct ionen (mit constanten Coefficienten) yon y y j  y ~ . . .  sin& 

19. Die Determinante  A der Gruppe 

q x q  . .  �9 x ~ - ~ q  p x p  + c y q  
hat  den Wer th  

1 0 0 . . . . . . . . . .  0 

0 1 0 . . . . . . . . . .  0 

0 x 1 . . . . . . . . . .  
�9 . �9 ~ ~ . . . . .  �9 ~ . . . . . . . . .  

0 ;Z r - 1  ( ~  - -  1 )  X ~ - ~  �9 �9 �9 ( r  - -  1 )  �9 �9 �9 3 �9 2 .  1 0 

X cy ( c - - 1 )  y~ - , -  ( c - - r - - l )  y ~ _ ~  ( c - - r )  y~ 

d. h. es ist ,  wenn wir einen nicht  verschwindenden Factor  wegwerfen, 

h = ( c - -  r )  y .  

A verschwindet  daher hur~ wenn c ~- - r  ist. 

1 ~ 0)  die einzige invariante Is t  c=}=r,  so ist y~ .----0 (ausser y-T 

Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht  fibersteigt*). Die GrSssen 
~Pl q~o- . -  sind (Nummer 15) Funct ionen yon x D 1 )  1 . . .  und edfillen 
iiberdies die Relatlonen 

~ f  --~ O~ x ~ f  �9 ~ f  ~ f  ~ x  ~ x -  ~ c y  ~ -  -{- (c - -  1) y, ~ -}- . . . .  0. 

Nun abet ist, wie man dutch Ausfi ihrung findet, indem man un- 
wesent]iche constante Factoren wegwirft ,  

1)  ~ -  y r ,  D l = y,,+~, D~ ~ y,+~ . .  �9 

Also wird 
Y~+i Yr+~ 

ePl ~--- a-r-1 ~ ~ =--J----r-o , . . . .  

Zuriick s~eht noch der Ausnahmefall  c ~ r. In  diesem Falle ver- 
schwindet A identisch. Man finder, dass 

1 
y-T = O, y~ = Const.**), y~+l ~ 0 

die einzigen invurianten Differentialgleichungen sind~ deren Ordnung 
r -{- i nicht  iibersteigt. Die GrSsseu ~Pi q)e sind Funct ionen yon 

*) Auch jetzt soll der Fail ~ ----- 1 ausgeschlossen sein. 
~*) Ist insbesondere r-~-c ~ 1, so giebt es ~ invariante Differential- 

gleichungen 1. O. (siehe w 4>. 
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best.immt dureh die Gleiehung 

~f  ~ f  b f  y~+, ~ + ~y:+: ~ + ay:+: ~ + . . . .  o. 

Daher wird 

Yr+~ __ Yr-r etc . . . . .  
~P~ ~ Y ~ ,  eP2 "~- ~ ~ ePa - -  . . - - 7 - -  

Yr+l Yr--~l 

20. Die Determinante A der Gruppe 

q x q .  �9 �9 x ~ l q  p x 2  + ( r y - [ -  x ' )  q 

hat den Wer tk  
A ._~ r ( r - -  1)-  �9 - 3 �9 2 .  1 

und verschwindet somit weder identisch r, och flit speeielle Werthe der 

Variabeln. Ausser ! _~_ 0 ~eb~ es daher keine invariante Differential- yJ 
gleichung, deren 0 rdnung  r nicht iibersteigt. Die GrSssen ept 92 sind 
bestimmi durch die Relation 

a f  a f  a f  �9 �9 ~ o r ( r - -  I ) . .  �9 3 . 2  �9 1 ~ - y~+~ a y ~  2y,+~ ay,+----T - - "  

und haben daher ,  wenn man zur Abkiirznng 

r ( r ~ l ) . . . 3 . 2 ,  l ~ _ _ !  

setzt, die Wer the  
~Yr 2~Yr ep~ ~-  y~+xe , qo2 ~ yr+~e ~ q% ~ y~+ae s*'~ etc. 

21. Die Determinante der Grnppe 

q x q . . .  x~--~q y q  p x p  
ha~ den Wer th :  

A ~ y~y~+~. 

Es gieb~ daher dre-i invariante Differentialgleichangen, deren Ordnung 
kleiner als r . +  2 ist, n~mlieh 

1-L-~O, y , = O ,  y ~ + l = 0 * ) .  
yi 

Die GrSssen ept q~2 " " " h~ngen nur yon Yt: Y,+l y,+~ �9 " ' ab and er- 
ffillen dabei die beiden Gleichungen 

b f  ~ f  ~ f  
v, ~ + y,+~ ~ + v,+~-~7+~ + . . . .  o 

af af 
Y'+~ ~b-~,+~ + 2 y,+~ ~ + . . . .  O. 

*) Der Fall ~ ~--- 1 ist im Texte ausgeschlossen. 
16" 
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Sie besitzen somit die Form 

YT+i Y;§ 

22. Die Debrmiaante A der Gruppe 

q, x q , . . . x ~ - a q ,  p, 2 x p + ( r - -  1)yq, x~'p-{-(r--  1) xyq 

besi~zt (wenn wit yon einem nicht verschwindenden constan~en Factor 

1 ~ 0  nur eine absehen) den Werth: y~-. Es gieb~ daher ausser y~ 

invariante Gleiehung, niimlieh y~ ~ 0"), deren Ordnung r + 1 nieht 
tibersteig~. Die GrSssen 91 cP2"'" sind Functionen yon Yr Yr+~ . . -  
mid effiillen dabei die beiden Gleichungen: 

~f ~f ~f ~ f =  (~ + 1)y, ~ + (~ + 3) y,+~ ~ + (~ + 5) y~+~ ~ + . . . .  o 

( ~ + i ) y ~ + 2 ( r + 2 ) , ~ + ~  ~ y ~ .  + 3 ( ~ + 3 ) y ~ + ~  ---o. 
+ + +a 

Die LSsungen der letzbn Gleichung sind 

y, ,  (r + i )  y,y~+~ (~ + 2) - -  yr+l ~ U 

(r + 1)~ y ~  yT+3 - -  3 (r + 1 ) (r -{- 3) y~y~+~ y~+~ + 2 (r -{- 2) (r -{- 3) y~+~ = u~. 

Ffihrl man dieselben als Variabeln in B f ~  0 ein~ so kommt die 
Gleiehung 

~f u ~-~ ~f ~ 0 (r + 1) y~ - ~  + 2(r -{- 3) ~ -{- 3(r + 3) u~ 

mi~ den LSsungen 

r-4-1 
Yr 

Yr r+l 

23. Die Determinante A der Gruppe 
q xq . . . x~-lq yq p x p x2~ + ( r ~  l) xyq  

hat den Werth 

A _-- y ,  [(r + ~) ~ y~+~ - -  (r + 1) y~ y,+~]; 

dabei ist vorausgesetzt~ dass wir yon einem constanten, nieht verschwin- 

1 ~_0 nur zwei denden Factor absehen. Es gieb~ daher ausser y~ 
invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung r + 2 nicht fiber- ] 

~) Der Fall ~ = 1 soll im Texte ausgeschlossen sein. 
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steigt. Die eine ist y~ ~ - 0 " ) ,  die zweite kana aaf die bemerkens- 
werthe Form 

(~ * ) "  - ~---0 

gebracht werden. 
Die GrSssen ~1 r  unserer Gruppe sind Func~ionen yon den 

~ der vorangehenden Gruppe. Ueberdies erffillen sie, der Trans- 
formation y q entsprechend, die Relation 

~f ~f Of + + + . . . .  o; 

daher kSnnen wir, indem wir die Symbole u, u 1, u2 in derselben Be. 
deutung wie in der vorangehenden Nummer gebrauchen, den Grbssen 
q~ unserer Gruppe die folgenden Werthe beilegen: 

u ,  _ _  u~  r ~ ---~-~ % - - - ~  �9 
u ~  

w 

6rappen, die unondlich viole I)ifferenta'algleichungen 1. 0. invariant 
lasson. 

Wenn eine Gruppe unendlieh viele Differen~i~rlgleiehungen 1. O. 
invariant l'5.sst, so kann sie auf elne yon den drei folgenden cano- 
nis~hen Formen gebrach~ werden 

1) 

xp + yq 
xp q- yq 

[ - -  

Wir werden successiv diese drei canonischen Gruppen betrach~en und 
ihre invarianten Differentialg|eichungen bestimmen. 

24. Die Determinante A der Gruppe p q ~p-I-Yq: 

1 0 0 ]  
A-=- 0 1 0  

x y 0 

verschwinde~ iden~isch. Die invarian~en Differen~ialgleichungen sind 
bestimmt5 dutch die Rela~ionen 

~f ~ 0 ,  ~f ~ 0 ,  Y2 3f ~f ~f 

*) Der Fall r = I soil im Tez~ au~gese~ossen ~ .  
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Daher sind 
y~ ~-- Const., y~ -~ 0 

die einzigen invarianten Differentialgleichungen, deren Ordnung 2 
nicbt iiberstei~. Die Gr'Sssen 9~ q~e' '"  haben die WertJae 

Ya Y~ ~01 ~ y j ,  ~% ~--- -y-~, ~0a ~ y ~  

25. Die Determinante Zk der GruFpe q x p + y~:  

t~ 
x y 

versehwindet nichg iden~seh. Die Ge~ade x ~--- 0 blent bet der Gruppe 
invariant. Die GrSssen qh sind bestimmt dutch die Relationen 

9 f  - ~ 0 ,  x 9 f  ~ f  - - 2 y  3 ~ f  - - 3 y  4 ~ f  .~---0  

und haben daher die Werthe: 

qh ~-- y,~x, cp2 ~ -  yax  2, ~% ~ y 4 x  3 . . . .  

25. Wenn endlich eine Differeatdalgleichung die einzige infini- 
/esimMe Transformation 10 ges~at~et, so besitz~ sie die Form 

f (YY~ Y2 " " " Y~,) = O. 

Hiermit kennen wir canonische Formen aller Differentia/gleichungen 
zwisehen x und y, die eine Gruppe yon Transformationen zwischen x 
und y gestatten, 

w  

Reduction einer beliebigen Gruppe auf ihre eanonische Form. 

Wenn eine beliebige Gruppe yon Transformationen zwischen x 
und y vorgelegt ist~ so l~sst sich immer, wie wit zeigen werden, 
dutch ausfiihrbare Operationen entscheiden, auf welehe eanonische 
Form sie gebraeht werden kann. Ist diese Bes~immung geleistet, so 
verlang~ die wirkliche Reduction der vorgelegten Gru~pe auf ihre cano- 
nische Form in den meisten F~llen nur ausffihrbare Opera~onen; aus- 
nahmsweise wird jedoch die Integration einer Gleichung 1. O. no~h- 
w e ~ g .  

ttieraus folg~ dass die Besfimmung der zu ether betiebigen Gruppe 
gehSrigen invarian~en Differentia]gleichungen im ungfinstigs~en Falle 
die In~egratdon einer Gleichung 1. O. verlangL 

26. Wir zeigen in dieser Nummer~ wie man dutch ausffihrbare 
Operationen enk~eheidet~ auf welehe canonisehe Form eine vorgelegte 
Gruppe gebraeht werden ~,.nn, 
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Man bestimmt zuerst durch Determinantenbildung, ob es keine, 
eine, zwei oder unendlieh viele invariante Differenfialgleichungen 1. O. 
giebt. 

Exist2r~ keine solche Gleiehnng ]. O., so ha~ die Grnppe 5, 6 
oder aeht unabh~ingige infinitesimale Transforma~ionen. In jedem yon 
diesen drei F~llen giebt as nur eine en~spreehende eanonisehe Form~ 
so dass eine weitere Discussion fiberflfissig wird. 

Giebt as zwei und nur zwei invariante Gleiehungen 1. O., so frag~ 
es sieh zuniiehst, ob A identiseh versehwindet oder night. Versehwindet 
A nieht identiseh, so hat die Gruppe 3, 4, 5 oder 6 unabh~n~ge 
infinitesimale Transformationea, und dabei ist die canonisehe Form 
voltstilndig bestimmt, wenn die Zahl der inf. Transformationen gleieh 5 
oder 6 ist. Enthiitt unsere Grappe drei infinitesimale Transformationen 
/~1[; 33~f, B3f , so kann sie entweder die canonisehe Form 19, g, xp--{-cycl 
oder die eanonisehe Form p -{- q, xp -{- yq, X~l o q- y~/erhalten. Diese 
beiden F:Alle lassen sich dadarch eharak~erisiren, dass die inf. Trans- 
formationen (/~/~,) im ers~en Falle eine zweigliedrige Untergruppe 
bestimmen, wiihrend sie im letzten Falle eine dreigliedrige Gruppe, 
nKmlich die urspriingliehe Grnppe liefern. Enth~lt unsere Gruppe vier 
infizritesimale Transformationen, so kann sie en~weder die eanonisehe 
Form q yq p x 2 oder die Form ~/yq y ~ / p  erhal~en; diese F'211e 
lassen sieh dadureh eharakterisiren, dass die (~/~k) im ersten Fatle 
eine zweigliedrige Untergruppe, im zweiten eine dreigliedrige Unter- 
gruppe !iefern. Versehwindet A identiseh, so kann die Gruppe ent- 
weder auf die eanonisehe Form ~, y~, oder auf die eunonisehe Form 
q, yq~ yZq gebraeh~\werden. Die Zahl der unabh~n~gen infini- 
tesimalen Transformationen entseheidet, weleher Fall vorliegt. 

Jetzt setzen wit voraus, dass eine vorgeleg~e Gruppe . B l f . . . . B ~ f  
eine und nur eine Gleiehang erst~r Ordnung 

Of ~" ~f = A f  = 0 x-~-+ "D- 
invarian~ ]iissh Under den infini~esimalen Transformationen ]~/~1 q-""  
-q-/~,jB~ giebt es einige, etwa 33~.(~ die eine Relation der Form 

erffillen; denn es gieb~ ja jedenfalls r --  3 inf. Transformai~onen, die 
jede Integraleurve yon Af~---O invariant lassen. Wit haben also 
4 wesentlieh versehiedene MSgliehkei~en za berfieksiehfigen: a) Be- 
friedig~ eine jede inf. Transformation/~ef eine Relation der Form 

so ka~n die Gruppe entweder waf die eanonische Form X~ q- -- X ~  
oder auf die Form X ~ . . .  X~q y~ gebraeh~ werden. Das e r ~  ta-itr 
ein, wenn alte (:B~B~)=-0 sind. Die zwei~ Hypo~hese fiad~ ~at~ 
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wenn die (B~B~) nich~ siimmtlich verschwinden, b) Gieb$ ea unter 
den s Ausddieken B ~ f s -  1", etwa .B1~ f .  �9 �9176 die eine Relation 

B~(~ ~- r A f  

erfiillen ~ so bilden die s - -  1 Transformationen Bk(o)f eine Untergruppe, 
die der Categorie (a) angehSrt. Yersehwinden alle (Bi(~176 so hal 
die Gruploe /~f die canonische Form Xlq - �9 �9 X~q p q- ~yq, wo e 
ohne BeschrKnkmag gleich Null gesetzt werden kann. Versehwinden 
die (Bt(O)~(~ nicht siimmtlich, so ist X ~ . . .  X~q yq~o die ge- 
suchte canonische Form. c) Giebt es s -  2 Aasdriicke ~(o)f, die 
eine Relation 

~k(~ - -  r . A f  

erfiillea, so bilden die Transformationen (B~B~) eine Untergruppe, 
die der Categorie (b) gehSrt. Eine zweite Untergruppe bilden ulle 
Bl(~ Verschwinden die (B~(~176 nicht s~mmtlich, so hat die 
Gralope die eanonische Form ~/ x q . . .  x~-~q yq p x p. Verschwinden 
dagegen alle (:B~~ so kann die Gruppe entweder die Form 
~l x q . . . x  ~-1 p x~v-~-Kycl oder die Form qxq . . . x~ - i~  p x p-{-(ryq-x~)q 
erhalten. Um zwischen diesen beiden MSglichkeiten zu entscheiden, 
bildet man die De~ermlnante A. Ist A ein nicht identisch ver- 
schwindender Differen~ialaastlruek ( s -  2) t~ Ordnung, so hat unsere 
Gruppe die canonische Form 

q x q .  �9 �9 x~-lq p xp-~- K y q  

K . @ r .  

Verschwindet A identisch, so hat die Gruppe ebenfalls die eben 
hingeschriebene Form~ nur mit dem Unterschiede, dass /ff~--r ist. 
Wenn endlich A eine nicht identiseh verschwindeade Function yon x, 
y und y '  ist, so kann tmsere Gruppe die canonisehe Form 

q x q . . . x " - ~ q  p xp-{ - - ( ry - f -x" )  

erhalten, d) Giebt es s -  3 infinitesimale Transformationen ~k(0), so 
sind vier verschiedene F~lle mSglich. /st s ~ 3, so kann die Gruppe 
die canonisehe Form 

p xp  q- yq x~p q- 2 x y q  

erhal~en. Ist s~---4, so ist 

yq ~ xp  x~'p Jr- xy(l  

die gesueh~ canonische Form. Ist s ~ 4 und ist dabei jedes 
(:B~(o) B~(o)) _~ 0 ,  so i s t  

~l x q . .  �9 x~-~q p,  2xp  q- (r - -  1) yq ,  x~p -4- (r --  1) x y q  

die gesuchte canonische Form. Sind dagegen die (B~(o)B~(~ nich~ 
s~anmtlieh Null~ so kann unsere Grutppe die canonische Form 
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q x q  �9 �9 �9 x"-~q, y q ,  p ,  x p ,  x~p -]- (r  - -  1) xy~t 

erhalten. 
Wean endlieh eine vorgel%,% Gruppe unendlich viele Gleichungen 

erster Ordntmg invarian~ l~sst, so kann sie auf eine yon den drei 
Fornlen 

q; q,  1 0 ~  cyq;  p q x l ~ - l - y q  

gebracht werden. Die Anzahl der unabh-~ngigen ins Transformafionen 
enischeidet, weleher Fall vorlieg~. 

Also ist es uns wirklich gelungen, dureh sehr einfach% immer 
ausfiihrbare Rechnungen zu entscheiden, welehe canonische Form eine 
vorgeleg~e Gruppe besitzta 

27. Ha~ man nach den soeben enlwiekelten Regetn die zu einer 
beliebig vorgeleg~en Gruppe gehSrige eanonisehe Form besfimmt, so 
stell~ sich die Frage, wie die Ueberf'fihrtmg auf diese Form wirklich 
geleistet wird. Ich gebe eine kurzgefasste Erledigung dieser Frage. 

Betrach~n wir zun~ehst ein einfaches Beispiel. Sei B~f... B~f 
die vorgelegte Gruppe und 101, q~, x~ p~, y~ ~ ihre canonisehe Form. 
Bride ieh dana die (/?iBm), so erhalte ich eine zweigliedrige Unter- 
gruppe, die iiberdies in der viergliedrigen ~nvariant ist. Sei fl~ B~ 
diese Uniergruppe. Ich bride die Gleichungen 

in denen c, czk~/~ Constante bezeiehnen sollen. Das Verhiilhaiss 

wird bestimmt dureh eine quadrat;isehe Gleiehung, deren Wurzeln 

ieh ohne Besehriinkung gleieh 0 und ~x) se~zen kann. Alsdann shad 
B~ und ~?~ die beiden einzigen invarianlen Transformationen unserer 
Gruppe i sie entsprechen daher ~v~ und ~/v Darnach wimble ieh B~ und 
2B a so, dass die folgenden Relaiionen bestehen: 

Seize ich sodann 

-B1 -~" ~JP "I- ~h q ~ - P l ,  

so fmde ieh 

~-~- ,7~' 
74 

Dutch Einf~hrung der hiermit bestimmten Variabeln xj Yl erh~lt die 
vorgel%~e Grappe ~ / f  ihre canonische Form. 

Als zweites Beispiel betrachte ieh eine dreigliedrige Gruppe 
B l f B 2 f B 3 f ,  die auf die canonische Form qt xlql Ytql gebracht 
werden kann. Ich bride die drei Ausdr~cke (B~k),  die eine zwei- 
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gliedrige Untergruppe, etwa .Bj~176 bilden. Dabei kann ich ohne 
Besehriinkung annehme~, dass ~B~0, B o and Ba unabhingige infini- 
tesimale Transformationen unserer Gruppe sind; dareh Multiplication 
yon B~ mit einer zweckmiissigen Constante erreieh~ man, dass Rela- 
tionen der Form 

( B , ~  ~ = O, ( / ~ ~  = ~ ? ,  ( ~ ~  = / t ~  ~ 

bestehen. Sodann setze ieh 

B~ ~ ~ , ~  + ~3 q ~ y, q~, 

woraus dutch Elimination yon ql 

- y ,  + - = o 

and 

~I ~----- -~i ~ ~i 

~s ~s 

folgt, fliermit kennen wir eine Punkt~ransfbrmation, vermSge deren 
unsere Gruppe auf ihre canonische Form gebraeht wird. 

In den beiden vorangehenden Beispielen hat die Reduction tier 
vorgelegten Gruppe auf ihre canonische Form weder Quadraturen noch 
Integrationen yon Differentialgleichungen, sondern nur Differentiationen 
und andere ausffihrbare Operationen verlang~. 

Als drittes Beispiel betraehten wit eine dreigliedrige Gruppe 
~Bj .B~ "~3 mit der canonischen Form q xq p. Wit bes~immen wie 
in der vorangehenden Nummer die invariante Gleichnng I .  O.: 

~f ~F Of und suehen darnaeh alle infinitesimalen Trans- A f  = X - - ~ - +  

formatioaen B o, die eine Relation der Form 

B~~ ~ q'~Cxy) A t  

erfiillen. Wir wollen annehmen, dass ~ i f  und B~f solehe sin& Dann 
kann ieh ohne Beschriinkung voraussetzen, .d~s die folgeaden Rela- 
~ionen bestehen: 

ilsdann setze ida 

lla ~ ~aP + ~3 q -~ Pl 
woraus zunichst 
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hervorgehL Die GrSsse yj is~ eine LSsung der Gleichung 

~f .-~-. 0 --= ~ ~f ~f 

und diese Gleichung gestatte~ die bekann~e infmitesimale Transformation 
ql ~ ~tP + ~t q; daher finder man ohne weiteres einen Integrabili~Ms- 
factor und flit Yl den Werth 

AIB vier~es Beispiel betrachten wit eine zweigliedrige Gruppe 
B t B  2 mi~ der canonischen Form ql,  xJPt + Ylqt" Wit kSnnen ohne 
Beschr~inkung annehmen, dass (/~j B~)~ /~1  ist. Wir setzen 

B~ ~ X I P  + Y l q  = ~h 

.B 2 -~- X.op At- :Y:q ~ xlpl + Ytqi" 
Dann ist x I eine LSsang der Gleichung 

~f ~f 

mi~ tier bekannben infini~esimalen Transformation B2f. Also is~ tier 
Ausdruck 

~ X ,  ay  - Yt c~z 

eine Function yon x Iund  zwax, wie wit jo~! zeigea) gleieh log x I. 
Es ist nach meinen bekannten Formeln 

(qlxl) ~-- O, (xlPi + Y l q i ,  xl) ~-- xt 
das heisst 

?x~ ~x~ ?x~ ~x~ 

woraus 

und 
[" X~dy - -  :Y, dx  

log xt ~ j  -2QY,--X, 

folg4, wie beh~mp~e~ ~urde. ~ Zur Bestimmung yon y~ bilden wit 
die Gleichungen 

(~y~) = 1, (x) ~ +y~ q,, y~) ~- Yi 

oder die. ~quivalenten 

, -~ -  ~ Y~ -~-  - ~ -  + Y~-D- ~ 
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und hieraus die Relationen 

(x,  Y2 - x 2  Y,) a~, ~ - +  Y,y, = X~ 

(xl  ~ -  x ~  ~ , )  am _ x , y ,  = - -  x .  

vermbge clerelJ y, dutch zwei sn~cessive Quadra~uren bestimm~ wird. 
Als fiinf~s Beispiel betrachten wit eine zweigliedrige Gruppe 

.BIJB 2 mit der eanonischen Form qt~ YL ql. Dabei kSnnen wir an- 
nehmen, dass (B 1 B2)~---B I is t .  Wit setzen 

.B t = X , p  + :Y,q -= q, 

.B~ = X=p .-[- Y~q ~- Y, qt, 
w o r a l l S  

X~ y~ 
v' = x 7  = -~," 

Die GrSsse x, ist eine ganz beliebige LSsung der Gleichung 

af af  = 0, 

deren Integration somi~ erforderlich ist. 
Sei jetzt iiberhaupt B 1 . . .  B , ,  

B~f  ~--- X~ ~x  av Yk Of Oy ' 

eine beliebige vorgeleg~e Grulape und C 1 . . .  C,, 

a f  af  

ihre canonische Form, die nach den Regeln der vorangehenden Num- 
met bestimmt wird. Wir kSnnen in jedem einzelnen Falle die B 1 f 
derart wlihlen, (]ass die r Gleichungen 

. B , f  = O , f ,  .B~f = C2f ,  . . . B ~ f  = C , f  

bes~ehen kSnnen. KSnnen diese Relationen zwischen x y io q und 
xt Yi Pl ql hinsichtlich x, Yl aufgelSst werden, so ist hiermit die gesuchte 
Punkttransformafion gefunden. Ist eine solche AuftSsung unmSglich 
so bildet man zungchst die Ausdriicke 

C+xl CiYt, 
die bekannte Functionen yon x 1 und Yl sind und setzt sodann 

-- ay, ~Y' -~- Ciy,. 

Dies giebt 2r Differentialgleichu~gen 1. O. zwischen x, y, y und x, 
die im Allgemeinen zur Bestimmung yon xj y, durch Quadratur ge- 
niigen. 1Nut wenn die eanonische Form die eine yon den ~drei 
folgenden ist 
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q~; ql Ylqli ql Ylql Yl~qJ~ 
ist die Integration einer Differentialgleiehung 1. O. nothwendig. 

Wean eine beliebige Grup2e yon Transformationen zwischen x und y 
vorgelegt ist, so eatscheidet man ~uerst dutch Differentiation, auf welche 
eanonische Form sie gebracht werden kann. Ist dies gescheI~-~a, so ver- 
langt die Reduction auf diese canonische Form im Allgemeinea nur 
ausfiihrbare Operationen. 2~ur wenn die betre/~..e l~orm! eine yon 
den folgen3~ ist, 

q; q, Yq; q~ Yq, Y~q~ 
wird die Integration einer Gleichung 1. O. ~wthwendig. 

28. Sucht man alle bei einer beliebig vorgele~en Gruppe zwischen 
x und y invarianten Differentialgleichungen, so bringt man die Gruppe 
zuers~ auf ihre canonische Form und stel]t soda~n ohne weiteres die 
betreffenden Differentialgleichungen aufi 

Dies giebt den folgenden Satz, der die wichtigsten Ergebnisse 
dieser Abhandlung resumirt. 

Ist eine ga~z beliebige continuirliche Gruppe yon Transformationen 
~wischen x ~nd y vorgelegt, so finder man alle invarianten Differential- 
gleichungea ohne Integrati~ yon 1)ifferentialgleichungea~ wenn die Gruspe 
mehr als drei infinitesimale Transformationen entMilt. Giebt es drei 
inf. Transformaiionen mit der canonischen l~'orm q yq y:q oder zwei 
inf. Transformationen mit der canonischea Form q yq o n  endlich nut 
eine inf. Transformation, so wird die Integration einer Glvichu~g 1. O. 
nothwendig. Iu allen anderea F~lle~ geaiigen JDiffereatiationen und 
~adraturea. 

In diesem Satze wird vorausgesetzt, (lass nut die infinitesiznalen 
Transformationen der vorgelegten Gruppe bekannt sind. Kennt man 
zugleich die endlic]u~n Transformationen dieser Gruppe, so kann man 
immer, aueh in den drei Ausnahmef's die zugehSrigen invarianten 
Differen~ialgleichungen ohne Quadratar oder Integration angeben. 

Januar 1883. 

Abschnitt II. 

dem vorhergehenden Absehnitt bestimmte ich die Form aller 
Gleiehungen 

f ( x y l y 2 . . .  Y=) ---- 0, 
die eine continuirliehe Gruppe yon Transformationen gestatt~n. In 
diesem zweiten Abschnitt entwiekele ich die allgemeine Integrations- 
tJaeorie aller derartzigen Gleichungen, indem ieh meiae allgemeine 
Int~.~grat~onstheorie yon lineaxen partiellen Differentzialgleichungen ~it  
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bekannten infinitesimalen Transformationen fiir die betreffenden Bei- 
spiele im Detail durchfiihre. 

Dieser Abschnitt zerfiillt in mehrere Paragraphen, deren jeder 
sich an einen bestimmten Paragraphen der ersten Arbeit als Fortsetzung 
anschliesst.. 

w  

Integrationstheorie yon DifferBntialgleichungen mit bekanntcn 
infmitesimalen Transformationen der Form 

X ( x ) p  -1- Y ( y ) q .  

In diesem Parag~aphen integrire ich successive alle Differential- 
gleichungen 2 terund hSherer Ordnung mi~ einer bekannten Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen s~immflich die Form 

X ( x ) p  + r (y )q  

besitzen. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die betreffende Gruppe 

keine anderen Differentialgleiehungen 1. O. als y '  ~-- 0 und 1 .  ~__ 0 in. 
varian~ l~ssk Y 

1. GesfaY~et eine DifferentJalgleichung mter Ordnung die Gruppe 

q,  y q  so ist sie, wenn wit y~ = u setzen, reducibel aaf die Form y, 

Q x u ~ u  . .  d~,__ 2 ~ - 0 .  

Man integrirt diese Gleichung ( m -  2) t~ Ordnung und drhiil~ hierdurch 
eine Relation mit m -  2 Constanten 

y~ ~ y , f ( x a  I . .  �9 a,,_~), 

aus der durch wiederholte Integration 

Yt ~ eJ'I(z)az 

y =fdx e fl(:Oa~ 

hervorgeht. 

2. Gestattet eine Differentialgleichung m t~ Ordnung die Gruppe 
p, q, y~, so is~ sie, wenn wir 

Y, y, 
setzen, reducibel auf die Form 

Q u v - d g  u . . . .  au,~_3 = O. 
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Durch Integration dieser Gleichung (m--3) ter Ordnung erh~lt man 
eine Relation mit m -  3 Constanten 

(1) , . . .ao-0=o,  
die wir auch folgendermassen schreiben kSnnen 

~ ( ~  d - ~ ' Y ' ' a  �9 ) ky i )  J . - / = 0 .  

Man erh~lt daher jedenfalls dutch eine Quadmtur eine Gleichuag, 
Y2-'~ Yt F(x ) ,  die nach den t~egeln der vorangehenden Nummer dutch 
zwei Quadraturen integrirt wird. 

Naeh der soeben angegebenen Methode verlangt die Integration 
einer Gleichung der Form 

(2 )  = F 

drei und zwar drei successive Quadraturen. Ich entwiekele jetzt in 
Uebereinstimmung mit meinen alten Integra~ionstheorien eine etwas 
andere Methode, die allerdings ebenfalls drei Quadraturen, night aber 
drei successive Quadraturen verlangt. Die Gleichung (2) ist ~quivalent 
mit der linearen partiellen Differentialgleichung 

A f =  Of ~f  ~ 1 ~ ~f ~-O, 

welche die drei infinitesimalen Transformationen 

t ~ f =  ~f l ~ f =  ~f Bsf-~y ~f ~f ~f 

gestattet. Jetzt kann man in zwe/ Weisen ein dreigHedrlges voll- 
st~ndiges System mit ether bekannten infinitesimalen Transformation 
bilden. Einerseits gesLattet n~mlich das vollst~ndige System 

Af=O,  B~f=O, :B2f~O 
die infinitesimale Transformation B3f and daher (Math. Ann. Bd. X[) 
hat die ~iquivalente totale Differentialgleichung 

Yl 1~ dy~ -- Y2 dy~ ~ 0 

einen bekannten Integrabili~t~factor~ n~mlieh ~---~ wo 

I 
I Yl Y2 Yl/~ 
1 0 0 0 

A ~  0 1 0 0 ~ Y 2 2 - - Y I ~ F "  

0 y yj y~ 

Dies liefer~ ein Integral yon A f =  0 n~tmlieh 

f y. Fdy, -- y, dy~ ~ Cons~ 
(3) J v~-v:.~ - -  
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Anderseits aber gestattet das vollstgndige System 

A f  = O, .B:f  ~--. O, B a f  .-~- O 

die bekannte infinitesimale Transformation B I f u n d  daher liefert meine 
alte Theorie auch das Integral 

f (yl~F - y~)dx -~ y~dy t -- yidy~ ..~ Const. yl ~.F -- y] 

yon ~ f =  0. Aus den beiden hiermit gefundenen Integralgldehungen 
erhiilt man durch AuflSsung Yl als Function yon x ,  und darnaeh dureh 
eine neue Quadratur y als Function yon x. 

3. Gestattet eine Differentialgleichung m t~r Ordnung die Gruppe 
p, q, x p - { - c y q ,  wobei die Constante c yon Null und 1 verschieden 
sein soll, so kann si% indem wir 

Y~ Ys 

yl c-i yl r 

setzen~ auf die Form 

a ~ . . .  ~ - ~  ~, '~ = 0 Q (Pl r d e p ,  d~tra-a ] 

redueirt werden. Dutch Integration dieser Gleichung ( m - - 3 )  ter Ord- 
hung erhilL man eine Relation mit m - - 3  Constanten 

f ( r  cp2a ~ . . .  a~_~) = 0. 

Kommt in derselben ~2 nicht vor, so finder man dutch AuflSsung 
C~2 

Y2 ~- K .  yl ~-1 

und darnaeh y als Function yon x durch zwei (unabhgngige) Quadraturen. 
Hat  man dagegen zur Integration eine Gleichung der Form 

0--3 

Ya ~ Yl ~ li~ ~ H ,  
\yl c-I J 

so seLzt man 

w o r a u s  

dys 
Y3 = ~ Y~ = H 

r 

ay~ a~. --1,, C--1 ']~ / Y2 "~ 

Diese Gleichung 1. O. zwischen den Variabeln y~ und y~ gestattet die 
infinitesimale ,Transformation 

af  a f  



Ueber Differen~lgleich~geu, die eiae Gruppe ges~en .  ~.5~ 

und daher ist 
1 1 

l ( c - - 1 ) y ~ ( c - - ~ ) y ~  ( c - - 2 ) y 2 -  (c-- l ) y , *  

ein Integrabilifiitsfae~r und somit 

Const. (c - -~ )y~  - -  (c--1)y, r 

ein Integral yon (4). l~aehdem hiermit eine Relation zwisehen y~ 
und y~ erhalten is~, besf~immt man y als Function yon x dureh zwei 
(unabh~ngige) Quadraturen. 

4. Gestattet eine Differentialgleichung m ~ Ordnung die Gruppe 
q y q  x p ,  so ist sie, wenn wir yon der unmitt~lbar integrablen Glei- 

chung y"~- -0  absehen~ reducibel auf die Form 

dtpi r~-4 . 

wo ~Pl und 92 die Werthe 

Y~ Y~ yP  y~ 
c P l -  y--~, 92 " ~  v23 

haben. Darch Integration dieser Gleichung (~__,j)t~r Ordnung erh$1t 
man eine Relation zwisehen r 9~ und m -  4 Constanten: 

�9 2 ~ f ( ~ 0 ,  

wobei wir yon dem einfaehen Falle einer Relation qh ~ Const. ab- 
sehen. Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form 

v, ~ f {  vty, 

zu integ"riren. Wit setzen 

y~ Yl 
daun wird 

d u  y~y4 ~ Y~Ys ~ V ~ ~ ~1 
"dr  YiYs - -  y~t ~l  - -  1 

q~ l ~ --Vr , eP2 ~ 

sodass wir eine Differentialgleiehung 1. 0. der Form 

d u  . F (  u ) 

integr/ren m~issen. Dieselbe is~ homogen in u und v~ nnd also is~ 

J 
' d u - - v . F d v  

Mafahamatische Annalem ~Tr 17 
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eine Integralgleichung. Hiermit is~ Alles reduclr~ auf die Integration 
einer Differentia|g|eichung drifter Ordnung der Form u ~--~(v) oder 

Dieselbe kann nach den Regeln der Nummer 2 erledigt werden. Es 
ist aber m5g]ieh einen anderen mad einfacheren Weg zu gehen~ wie 
ich jetzt in Uebereinstimmung mit meiner alten Integrationstheorie 
zeigen werde. 

Die vorgeleg~ Gleichung 

Y4~- y12 ~ yaZ / 

ist i~quivalent mit der linearen partiellen Differentialgleichung 

~f ~f ~f ~f W Of ~__0, 

welche vler bekannte infmitesimale Transformationen~ n~imlich 

~f ~f B ~ f ~ - ~ ,  B 2 f =  ~y 

~f ~f Of Of 

~f ~f ~f .B4f -~ x ~ -- Yl ~ -- 2y~ - ~  --  3y s Oy, 

gestattet. Dabei bilden einerseits die Gleichungen 

A f =  O, JBjf = O, .B~f~- O, B 3 f ~  0 

ein volls~ndiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma- 
tion B4f und dem entsprechenden Integrale 

f (y32-y~ W) dyl "1- (yj ~V--y2ys) dy~ "F (y~--y~ys)dy~ 

und anderseits bilden die Gleichungen 

Af.-~-O, B~f.~-O, / ~ f = 0 ,  /~4f-~-0 
ein vollst~ndiges System mit der bekannten inflnitesimalen Transforma- 
tion ~B~f und dem entsprechenden Integrale 

f (3 y~-- 2 y~ W) d y~ -I- (Y~ W-- 3 y~ y~) dy~ @ (2y~-- Yi Ys) dya 
Y~Ya- 2y~yn~ "]- y~y~t W 

Eliminir~ man Ys zwischen den beiden gefundenen Integralgleichungen, 
so erhiilt man eine Differentialgleichung zweiter 0rdnung 

tp(y~y~) = O, 

die durch zwei (unabh~ingige) Quadraturen erledigt wird. 
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5. Gestat~et eine D~fferentalgleichung mte: Ordnung die Gruppe 
p -~ q~ x p  -}- y q ,  x2p Jr Y"~, so ist sie~ wenn wir 

-§ 
�9 2 ~-- (x - -y )~YaYl  - ~  -}- 6~I lYJffYx --  6(Yt-~-Yl - I )  

setzen, reducibel auf die Form 
( 

. . . .  a~-a ~2 '] ~ 0. Q \~J ~2 ~m-s  ] 

Wit integriren diese Differen~ialgleichung (m--3) to" Ordaang und erhal~en 
hierdurch eine Relation mi~ m - - 3  Cons~ntea 

f ( ~  ~2 a~ . . . )  ~ 0.  

Enthiil~ dieselbe nich~ die GrSsse 9~2, so integrir~ man die betreffende 
Gleichung ~t ~-ConsL, indem man nut die infiaitesimaIen Trans- 
formationen p -}- q und x~u q- y~/ beriicksichtg~. Dagegen is~ es ua- 
m5glich~ eine Gleichung der Form 

aUgemein zu integriren, wlihrend man sie all~rdings auf eiae l ~ i e ~ h e  
Gleichung ers~er Ordnung reducirea kann. Dies soll jetzt gezeig~ 
werden. 

Als Variabeln w~khlen wir die Gr5ssen Yi und ~l- Es is~ wie 
eine einfache Rechnung zeigt: 

a ~  ~, (~,, _ ~ -  _ ~ ,  - - l - )  

d ~  3 

odor) wenn wit ~ ~ z se~zen~ 

2 d~ --.~ z(Pi--2z ~ - 2  
3 

Ist r 1 6 2  Cons~. eine In~egralgleichung der soeben gefundenen 
Riccatischen Gleichung, so finder man die beiden fehlenden Integ~al- 
gleichungen yon r ~- ~(r darch Differentiation. Setzen w~r n~mlieh 

Y ~ r  
so sind 

B( r  ~ Cons~. and ~(~((P)) ~ Const. 

ebenfalls Integ~algleichungen yon ~ ~ ~'(r und es genfigt daher 
nachzuweisen, dass die drei GrSssen ~ ,  B r  mad ~ (B ( r  unabh~agigo 
Fuuctonen yon x y y ~  und y~ sind. Es ist~ da B ~  verschwinde~: 

t7" 
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2~(B(cb) --~ 4 ( y ~ x ) ~ y ~  ~ ~, - ~ j  -J- 2 ( y  ~ --x~)y~ ~y, 

und also sind die GrSssen O, /~(I) und ~(]9((b)) unabh~ingig hinsicht- 
lieh x y y~ and r womit der Nachweis gefiihrt ist*). 

6. Gestattet eine Differentialgleichung m te~ Ordnung die Gruppe 
q, y~ ,  y~q, so ist sie reducibel auf die Form 

( d w  d"-zw ) 
x w d--'~-''" dx~--z O, 

wo 
Y, a Y e S _ _  w 
Yi 2 yi 2 

gesetzt ist. Wi t  integriren die Gleichung ( m - - 3 )  ter Ordnnng Q ~ 0 
und erhalten hierdurch eine Differenfialgleichung 3. O. tier Form 

y. a y.~ = / ~ ( x )  
Yt 2 yt ~ 

die wit jetzt auf eine l~iccatische Gleiehung ]. O. redueiren werden. 
Setzen wir 

y~ 
yi 

so wird 
dz ~ Y3 Yz 2 
d x y~ yt ~ 

oder 
dz 1 (5) a~ =~ ~ z~ + F ( z ) .  

Ist  W ( z x ) ~ - - C o n s t .  eine Integralgleichung dieser Riccatischen 
Gleichung~ so finder man die beiden fehlenden Integralgleichungen yon 
w ~ ~ ( x )  folgendermassen durch Differentiation. Setzen wit 

y~ ~ f  ~ f  ~f  = B f ,  ~ - +  2yy~ ~ + (2y y~-4-2y, ~-) - ~  

~) Die Entwickelungen des Textes liefern das einfachste Beispiel zu einem 
allgemeinen Theoreme in meiner Theorie der Transforma~ionsgruppen. Gesetzt 
in der That, dass ein votlsti~ndiges System AIf-.~- 0 . . .  A r f ~  0 in den Variabeln 
xl ..  �9 xan ~ r inf. Transformationen 2~tf . . .  :B~_~ f gestattet, und dass es nicht 
gelingt, ein Integq'al dutch Differentiation zu bildem Dann kann man ohne Be- 
schr~akung annehmen, dass die ~ f  eine Gruppe bilden. Sei diese Gruppe tin- 
lack, und sei /~t] ' . . .  :Bef eine Un~ergruppe mi~ der grSsstmSglichen Zahl Para- 
meter. Daun bildet man das volls~ndige System 

A ~ f = O . . . A r f - ~ O ,  B , f =  0 . . .  B e f =  0. 
Gelingt es dasselbe zu integriren, so finder man immer die fehlenden L~sungen 
des Systems AJ~--O durch DifferenLia~ion. In dieser Arbeit setze 'ich diesen 
Sa~z, den ieh im Uebrigen frfher in viel allgemeinerer Form aufgestellt babe, 
nicht als bekannt voraus. 
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so sind BW--~--Cons~. und B ( B ( W ) ) . ~ .  Const. bekannflieh Inf~graI- 
gleiehungen yon w ~ - F ( x ) ;  es geniig~ de.her naehzuweisen, dass 
W ,  B W  und B ( B ( W ) )  unabh~gige Ftmetionen yon x y y t  und y~ 
sin& Es ist B ( x ) ~  0 und 

B ( W )  ::= ~ w  o w  -g-i-- B z  ~ 2 - - g ~  y~, 

4 ~ W  ~ w  B ( B ( W ) )  ~- ~ Yl 2 "4- 4 ~ YYI, 

sodass W, B W und B ( . B ( W ) )  wirklich kinsiehtlich y x Yl und z 
unabhFmgig sin& Hiermit ist die In~gration yon w ~ E(x) auf die- 
jenigo der Riceatisehen Gleichung (5) zuriiekgeflihrt. 

7. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gmppe 
q y q y 2 q ~ ,  so ist sie reducibel auf die Form 

e~o ~-~o.~ 
Q w --~-. - �9 d z '"-s ] ---- 0, 

wo wieder tun 
y~ a Y~ ~ w y~ 2 yi ~ 

gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung ( m - - 3 )  t~ Ordnung~ die 
offenbar immer auf eine Gleichung (m--4)  re' Ordnung reducirbar ist. 
Die hierdurch gefundene Differentialgleichung 3. 0. yon der Form 

u, ---- ~ ' ( x )  

wird darnach nach den Regeln der lenten Nummer auf eine Riccafische 
Gleichung 1. O. zurfickgefiihr~. 

8. Gestatte~ eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe 

g y q  y2fl p x p ,  

so ist sie*) reducibel auf die Form 

( d q% . . ttTn-5 q)~-) ~ 0, ~2 
\r cp~ d~--T" a ~o~ - - - - - - ~  

wo 
W" w" ~0" d w W" " r w 

r ~ - -~  ~ ~% ~ -~- ,  -~  - ~ . ,  ~ d--~ 

gese~z~ is~. Man in~gr i~  die Gleichung (m--5)  t~" Ordnung Q ~ 0 
und findet hierdurch eine Dif[~rentdalgleichung 

~ = f @ , ) ,  

die wir folgendermassen schreiben 

*) Wenn wit yon der unmittetbar integrablen Gleichung: 2 y l y s -  3Y~ ~ 0  
absehen. 
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Diese DigereJafialgleichung gestattet zwei bekannte infinitesimale Trans- 
formationen 

~f und x ~f  ~ f  - - 2 y ~  ~ f  3~]3 ~f  a-~ ~ - -  y'  ~ ~ - -  ~ . . . .  ' 

die in den Variabeln x und w die Form 

~f and ~f ~/ 

besitzen. Also is~ 
[ ' w '  ~w' - ~ ' f .  ~ w  

, . ]  3w "~ --  2u~f ~-- ConsL 

eine erste Integralgleiehung. tIiernaeh finder man dutch AuflSsung 
und Quadratur eine DifferentJalgleiehung der Form 

w = F ( z ) ,  

die nach den Regeln der Nummer 6 auf eine ~iccatische Gleiehung 
1. O. reducirt wird. 

Man kann ha Uebrigen die Integration der Gleichung ~p~ ~-f(~l)  
in etwas anderer Weise durchfiihren, wie bier karz angedeutet werden 
soil In der That, setz~ man 

/ Yt Ys 3 
~ - - -?"  ~ 2 ~ 

so wird 

d(pi 2ep~ - -  3r 

Ist diese Riecatische Gleichung integriri, so finder man dutch Differen- 
tiation zwei weitere Integralgleichtmgen der Gleichang ~2 ~ f(cPl), 
die man darnach auf eine Differentialgleichang zweiter Ordnung rail 
den beiden infinitesimalen Transformationen p and x p  reducirt Dur~h 
zwei Quadra~uren finder man daher endlich y als Function yon x. 

9. Gestaffeet eino Differentialgleiehung m t~ Ordnung die Gruppe 

q y q  y2q ~ x p  x~p, 

so ist sie, wenn wir yon der integrablen Gleichung 2 y l y  a - - 3 y 2  z ~ -  0 
absehen, redueibel auf die Form 

Q'(q~1~2 " �9 " d ~ - ~ " ) ~ -  0, 
d cpl m'-6 

wO 
4ww" --  5 ~  2 

4 ~ " - -  18ww'w"-b 15w "3 
W~ 
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und wie friiher 

W ~ Ys 3 ys  2 W" r 
Yl 2 y l  ~ ~ ~ - ~ -  * " " 

gesetzt is~. Durch Integration der Gleichung (m--6)  t~ Ordnung 
~ 0 erh~lt man eine Relation der Form 

�9 : - ~  f(~Pl), 
die eine Differentialgleichung 3. O. in den Variabeln x und w daxstellt. 
Dieselbe gesiaitet drei bekannte infinitesimale Transformationen ~o, xp~ 
x2p, die in den Variabeln x w die Form 

~f ~f ~f ~f ~f~ 2 w -F~ ' x~ - -  4 x w 

besitzen. Zur Integration unserer Differentialgleichung 3. O. fiihren 
wit die GrSssen 

3 

u = w - - ~ w  ", r = 4 w - ~ w  " - -  5 w - ~ w  '2 

als neue Variabeln ein. Danmwird 

(6) 

Ist 
dep I ep2 

W ( u ~ l )  ~ Const .  

eine Integralgleiehung dieser Riceatischen Gleiehung 1. 0 . ,  so finder 
man folgendermassen dutch Differentiation die beiden fehlende~n Integral- 
gleiehungen yon ep 2 -~-f(cp 1), aufgefass~ als Differen~ialgleiehung 3. O. 
in w and x. Se~zen wir 

2 ~f 4 x w ~  w ' ~f ~f B f ~ x  ~ - -  - - ( 6 x w  -}- 4 w ) - ~  - ( 8 x w " +  lOw')  ~ ,  

so ist Bepi = 0 
1 

~f  B u  4 ~W w - u  B W ~ _ ~  d - ~ - -  

1 

16 ~ W  w-~ - -  8 x w  - u  ~ W B B W --~ ~ -  S---d-' 

und da die GrSssen IV, B W und B B  W hinsichtlich u ~1 x und w 
unabh~ngig sind, so finder man durch Elimination yon u und ~t 
zwischen den drei Gleichungen 
( 7 )  W - - - ~  Cons~., B W ~ Const., B~B W ~ Cons*~. 

die GrSsse w bestimmt als Function yon x: 
= -  F ( x ) .  

Diese Gleichung ist nun selbs~ eine Differen~algleiehung 3. O. in y 
und x,  die nach den Regeln der Nummer 6 vermSge einer RiccatSschea 

L O. [utegrirt wird. 
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Hiermit ist die Gleichung sechster Ordnung ~2 ~- f (~ l )  vermSge 
zwder Riccatischer Oleichungen 1. O. i~tegrirt. Dabei ist indess zu 
bemerken, dass wir erst naeh der Integration det ersten Hiilfsgleichung 
(6) die zweite Hfilfsgleichung 1. O. aufsteUen konnten. Es ist abet 
nicht schwierig einzusehen, dass man die Integration yon ~ ~-- f (~)  
auf die Integration zweier yon dnander unabhSngiger ~iccatisdu~r 
Gleichungen 1. O. zurtickftihren kann. Man bemerke in det That nut, 
dass die beiden Gruppen q, yq~ ye~ und p x2 x~P vollstandig gleich- 
berechtigt sind. Vertauscht man daher im Vorangehenden die GrSssen 
x und y,  so erh~lt man eine mit (6) analoge Riecatische Gleichung~ 
deren Integration ebenfaUs drei Integralgleichungen 

W~ = Const., O Wt = Const., CO W~ = Const. 
yon ~ ~ - f ( ~ )  liefert. Dabei ist es einleuehtend, dass diese drei 
neuen Integralgleiehungen yon den drei frfiheren (7) unabh~ingig sin& 
Und also ist witklich die Gleichung sechster Ordnung ~_~ = f(~+) auf 
z@ei unabh~ngige Riccafische Gleiehungen 1. O. zarfickgeffihr~. 

w  

Integration yon Ditferentialgleichungen mit bekannten infmitesimalen 
Transformationen der Form 

In diesem Paragraphen entwickeln wit die Integrationstheorie allet 
Differentialgleichungen yon zweiter und h5herer Ordnung mit einer 
bekannten Grupp% deren sihnmtliche infinitesimale Transformationen 
die Form X(x )T  ~- ~(xy)q  besitzen. Dabei wird ausdriicklich voraus- 
gesetzt, dass die betreffende Gruppe keine andere Differentia~gleichung 

1 erster Ordnung als ~-~-~-0 invariant l~sst. 

Gesta~et eine Differentialgleiehung m te~ Ordnung die Gruppe 
2,  xp ~ -y~ ,  x~p ~ 2 z y q ,  so ist sie, wenn wit 

2yy~ - -  yt ~ = ~1, Y2Ys = q~ 
se~zen, reducibel auf die Form 

( . . . a  O. 

Man inb~-~-ri~ diese Gleiehung (m--3).  O. and erhiilt hierdurch eine 
Differen~ialgleiehung 3. O.: 

�9 ~ = f ( ~ l ) ,  
die wit jetzt auf eine Riccafische Gleiehung 1. O. reduciren werden. 
Wit ffihren neue Variable ein, n~nlich Yl und ~ ;  dann wird 

dy_____s ~--- yl  2 -I- ~____~___~, 
d ~ l  4 qDz 
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Sei W(YI~I)- '~ ConsL eine In~graIgleichung der soeben erhaltenen 
Riccatischen Gleichung und sei 

Bf~-- x 2 ~f ~f ~f ~f - ~  + 2xy  ~ -.[- 2y ~ + (2yt--2xy~) ~y=, 

so wird 
2 oW 

B w = -DT, y 
~ w  ~W B B  W --~ 4y 2 ~ ..~ 4xy  ~y, , 

und, da die GrSssen Wp /~ W und B/~ W offenbar unabh~ingig sind, 
so geben die Integralgleichungen 

W-~-- Const., B W ~ -  Const., /~/~W~-- Const. 

durch Elimination yon Yl und ~ die Bestimmung yon y als Function 
von X. 

11. Gestatte~ eine Differentialgleichung m ~ Ordnung die Gruppe 

yq,  p, xp ,  x21~-.~-xy~l 
so ist sie, wenn wir yon der unmittelbar integrablen Gleichung y 2 ~ 0  
absehen, reducibel auf die Form 

( din'4 ~ ~ 0 

wo qh und ~2 die Werthe 
1 $ I 1 

q~ -~- Y~ Y2 2 Y3 ~ 3Y "g Y~ Y~--g 
q~ ---- 3yy~-~'y4 -- 4yy~-~y~ ~ 

haben. Wit integriren die Gleichung (m--4) tr Ordnung ~ ~ 0, und 
erhalien hierdurch eine Relation 

~ = f ( ~ )  
das heissl eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die masere Gruppe 
gesta~et. Dieselbe sol] jetzt auf eine Ricca~ische Gleichung 1. O. 
reducir~ werden. Wit fiihren ~p~ und 

u -~- (yy~-~ y~)�89 

als neue Variabel~ ein. Dann wird 

d~ u(fl - 2 -- 2~ ~ 

]st W ( u ~ )  eine Integra]gleiahung der gefundenen Riccatischen Glei- 
chung, so setzen wir 

/~f~ ~ ~f ~f ~f ~f 3 " ~f 



und bilden die Ausdrficke 

~W 
B W----- -- - ~ - u y y l  -~ 

B B W ~ u _ f _ ~ ( u  OW u O W" y ,  + 

die offenbar yon einander und v o n W  unabh~[ugig sin& Daher erh~lt 
man durch Elimination yon u and ~1 zwischen den Gleichungen 

W ~ Const., /~ W ~ Co~st., .BiB W-~- Const. 

eine Relation der Form 

yy1-1 ~ F(X),  
woraus als definitive ]ntegralgleiehung 

y --~ e 
hervorgeht. 

Man kann im Uebrigen die Iniegration der Gleichung ~2~f( r  
in etwas anderer Weise darchfiihren, wie ~ch hier kurz angehen werde. 
Bringt man in der That die vorgelegte Gruppe auf die Form 

.B~f ~ - p ,  .B2f ~- 2xp  ~ yq ,  B3f  ~ x2p .~ xyq  

so bilden t~,fB2fB3f eine dreigliedrige Untergruppe und dabei be- 
st~hen die Relatioaen 

(B, B~) = 0, ( ~  ~ )  -~ 0, (B~ B,) = 0 
(die, wie ich beiliiufig bemerke, aussa~en, dass B 1/~ B a eine invariante 
Un~ergruppe bilden). Brlnge ich daher die Gleichung r ~ f(r  
die Form 

Y4 ~--" F(xYYl Y2Y~) 
und ersetze sie darnaeh dureh die lineare partielle Differentialgleichung 

A f = -  ~f Of Of Of ~f ~- 0 

so bilden die Gleichtmgen 

l ~ f ~ O ,  B , f = - O ,  B 2 f - ~ O ,  B a f = O  
ein volls~'~ndiges System mir der bekannten infinitesimMen Trans- 
formation :BJ. Das entsprechende Integral, das man ohne weiteres 
aufstellen kann, liefert eine Differentialgleichung 3. O. mit tier be- 
kannten Grnl)pep, 2xp  ~- yq, x~p ~- xyq. Sie wird naeh den l~egeln 
der vormngehenden Nnmmer auf eine Riceatische Gleichung 1. O. 
reducirr 

13. Ges~Ctet eine Differentiatgleichnng m ~r Ordnung die Gruppe 
. . . x q, 
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so ist sie redueibel auf die Form 

_ d ~  ' - r  

WO 

t 
�9 o * �9 �9 * 

x ~ x /  . . . x /  ~ D 

Y Yl " " Y ,  

gese~z~ is~. Dutch Integration der Gleichung (m--  r) ~ Ordnung Q ~ 0  
erhiilt man eine Relation 

1) = F(x)  

das heiss~ eine lineare [)ifferentialgleiehung ~t~r Ordnung, die bekannt- 
lieh nach Zagranges oder Cauchys Rege]n integrir~ werden kann, indem 
das allgemeine Integral yon D ~---0 bekannt and gleich ZciXi ist. 

][st die vorgelegte Gleichung m tcr Ordnung linear, so ist ouch 
Q ~ 0 linear. Der bekannte S a ~  class eine lineare Gleichung m t~ 
Ordnung mi~ r bekann~en Par~icalarin~ralen sich auf eiae lineare 
Gleichung ( m - - r )  ter Ordnung redueiren lJisst, ist somit ein sehr 
specieller Fall unserer soeben entwickel~en Theorie. 

Aueh die oben besprochene Reduction dex Gleichung D ~ F(x) 
auf die einfachere Gleiehung 39 ~ 0 fliesst als sehr speeielles Corollar 
aus meinen alten Integrations~heorien. Ich werde diesen Zusammen- 
hang in zwei e~was yon einander versehledenen Weisen begriindeIL 
8ei die Gleichung/) ~ E(x)  auf die Form 

y,~-. g 

oder die ~quivalente Form 

Of ~f ~- 0 A f = ~-~fx + Y~ -~g + " " + r--y~_~ 

gebrachl. Diese lineare partielle Differenfialgleichung gest~t~et r be- 
kannte infinitesimale Transformalionen: 

Of ~., af  + . . .  _}_ Xp._~) Of 
. B , f  = X, --~ + ~ ,  Oy, ~U,-, ' 

(i=i,~--.~') 

die paarweise in der Beziehung 
(.B,~B~) = 0 

stehen. A/so bilden die Gleichungen 

A f  ~ 0 B ~ f  - ~  0 1 3 ~ - t f  = 0 ~ + ~ f  - ~  0 . . .  B , f  ~ 0 

ein votls~ndiges System mit der bekannten ins Trans- 
formation Bkf; und daher iinde~ man die entspr~hende JAisuag W~ 
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darch Quadratur. In diesex Weise fi~de~ man r unabhiingige LSsungen 
yon A[-~-0 ,  deren Integration hiermit geleistet ist. 

Die hiermit ausgefiihrte, principiell einfaehe Integration yon 
.D---~ E(x) is~ insofern unvollkommen, als sie nicht die explieite 
Form der Gr5sse y als Function yon x liefer~. Daher ftige i~h die 
folgenden Bemerktmgen hinzu. Setze ich 

X, X,' - .  �9 X~(~-~) 
. . . o o . 

X,q  . . . .  X~("7o = D,, 
y . . . . . .  y , - i  

so kann die Gleichung D -t- F(x) ~ 0 nach dem Vorangehenden auf 
die Form 

dx }- ~(x).D, + f (x)  = 0 

gebracht werden. Ordnen wir die leizte Gleichung naeh den GrSssen 
y~, so kommt 

(x, x r  x~:~ ~)) {~. + r  y~_,} + . . .  + f ( x )  = o 

und anderseits erhglt D q - ~ ( x )  dutch Entwickelung, wenn wit zur 
Abktirzung 

( x ,  x r  x / - , )  = a 
setzen, die Form: 

dA 
h .  y~ + -rig y,_~ + . . .  + F ( , ) .  

Dureh Vergleiehung finder man daher die folgenden Wertho yon ~o(x) 
-nd f(~):  

d log A A~ 
~ ( x ) =  d~: ' f ( x ) =  --a-*V(x)' 

WO 

gesetzt ist. 

(x, z~'. �9 z ~ 7  ~)) = ~r 
Also kann D-{-2 ' (x)  ~--0 die Form 

d D r ..1_ d log A / )  -~L 
I 

erhalten und dutch Integration kommt 

1).----- ~ f A, F(x)~x. 

hnaloge Ueberlegungen geben ~ms die r Formeln 

= D~ 

und da die r Gr~issen 2)/linear und homogen in den GrSssen YYt. ."  yr-t  
sind~ so finder man durch AuflSsung die bekannte Form der Grbsse y. 
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Man sieht leicht~ dass diese beiden ]ntegrationstheorien der Glei- 
ehung D-[-F(x) ~--0 im Wesentlichen identisch sind. 

13. Gestattet eine Differentialgleichung m t~r Ordnung die Gruppe 

Xt~. . -  XTq yq, 
so ist sie redueibel auf die Form 

( d logD din-" log D ~ =  0 ' 
Q X d,~ " ' "  d $  m - r  ] 

wo D dieselbe Determinante wie in der vorangehenden Nummer be- 
zeiehnet. Darch Integration dieser Gleichang ( m - - r - - l )  t~r Ordnung 
erh~lt man eine Relation 

d log/) 
~ = F ( x )  

und durch Quadr~tur die lineare Gleichung 

D = j ~ - %  

die naeh den Regeln der vorangekeaden Nammer integrirt wird. 

14. Gestattet eine Differen~algleichung mter Ordnung eine Grappe 
yon der Form 

X l q  " - " X ~ q ,  lo, 

so ist sie reducibel auf die Form 

Q ~ -~-~-" �9 dx~,_ ~ 

wo ~o eine lineare und homogene Function mit constanten Coetficienten 

yon y Yt �9 �9 �9 Y* d~rs~ellt: 
cp ~ c y  + c~ y~ + �9 �9 �9 + c~y~. 

Man integrirt Q ~  0, die als eine Gleiehung ( m - - r ~ l )  ter Ordnung 
zu betrachten ist. ttierdurch findet man eine Differentialgleiehung 
r t~ Ordnung der Form 

c y  + �9 �9 �9 + c r y ,  ~ 2 ' ( x ) ,  

die in der bekannten Weise integrirt wird. 

15. Gestattet eine Differentialgleichung m TM Ordnung die Grappe 

X , q . . .  X.q yq p, 
so ist sie reducibe] auf die Form 

[ dm-r - -2  eP2 

9t and cp2 haben die Werthe 
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de #tp 
da: dx* 

wo tp wie soeben eine ganze und homogene Function mit r 
Coefficienten yon y y, . . .  Y, bezeichnet. 

Durch Integration der Gleichung ( m - - r - - 2 )  t~' Ordnung Q ~--0 
kommt eine Relation 

= 

oder 
1 d2q~ d log cp 

oder endlich 
d s log r d log r ( d log rp ~ 

= - -  - 

Diese Differentialgleiehung zweiter Ordnung erledigt man durch zwei 
Quadraturen, and erhalt so eine Gleichung 

= .F(x)  

die in der bekannten Weise integrirt wird. 

16. Gestattet eine Gleichung m t~ Ordnung die Gruppe 

q x q .  �9 �9 x~-~q, p ,  x p  + cyg ,  c :~= r ,  
so ist sic reducibel auf die Form 

Q(tP,~2" �9 " d~-'-2~')----O, 
d (pi m-'r-~ 

w o  

Yr+l Yr+s 
r ~--- c-~-I ~ r ~ a---r--2 

y,. ~--," y,. o-," 

Durch Integration der Gleichung (m--r~2) t~ Ordnung Q ~---0 erh~It 
man eine Relation 

e--r---2 
dY~+l ~-~. 

Y~-I --Xs = W f ( ~ , ) ,  

die eine Differentialgleichung 1. O. in den Variabeln y~ und yr+l dar- 
stellt. Diese Gleichung gestattet die.infinitesimale Transformation 

0f ~f Of ~f x - ~  -[- c y - ~  - 4 - ' ' '  + (c--r)y~-~-~ + ( c - - r - - 1 ) y ~ + l ~ - ~ + ,  

und also giebt eine Quadratur eine Bestimmung yon y~+l a ls Function 
yon y~. Darnach giebt eine zweite Quadratur y~ als Function yon x 
und endlich finder man verm6ge r neuer Quadraturen y als Function 
v o n  ag. 

17. Gestattet eine Gleichung m t~" Ordnung die Gruppe 

q x q . . . ' x ~ - l q  p x p  -1- r y q ,  
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so ist sie, wenn wir yon den integrabeln Gleichungen y~_, ~ - O ,  
y~ ~ Const. absehen, reducibel auf die Form 

WO 

/ 
Q ~ l  ~2 �9 �9 �9 ---- O, 

d~ol ~--~-~ ] 

Y~-2 

Dutch Integration der Gleichung ( m - - r - - 2 )  te, Ordnung !2 ~ 0 erl~lt  
man eine Relation 

y~+~ = y~+~ f(y , )  
oder 

dYr+l 
ay~ ~ y~+~f(y~), 

w o r a u 8  

yr-t-1 ~ - -  e f  f ( ~r ) '~Yr 

und 

~ f  dy~ e ff(y~) dy~ W 

Hierdurch ist y~ bestimmt als l~hncfion yon x und daher finder man 
y durch r weitere Quadraturen. 

18. Gestattet eine Differentialgleiehung m t~ Ordnung die Gruppe 

q x q  �9 �9 �9 x ~ - l q  p x p  -I- ( r y - { - x r ) q ,  

so hat  sie die Form 

( d ~ - " - - ~ )  ~- O, Q 
\ o p t  cp~ �9 �9 d~,,~_~_ ~ 

WO 
~wYr 

1_~_ 1 �9 2 - -  �9 ( r - - 1 ) r .  
~O 

Durch Integration der Gleichung ( m - - r - - 2 )  re" Ordnang Q ~--0 erh~lt 
man eine Relation q~_ ~ f ( ~ )  oder 

Y~+i dy r 

das heisst eine Differentialgleichung 1. O. zwischen y~ und g~+l mit  
der bekann~n infinitesimalen Transformation 

~f  ~f I ~f ~ f  . ~ +  ( ~ . y + ~ )  + . . .  + ~ + , ~  

Daher bestimmt man zuerst y ~  als ~lnet ion yon y~ dutch eine 
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Quadratur, darnach yr als Function yon x durch eine zweite Quadratur 
und schliesslich y als Function yon x vermSge r Quadra~_ren. 

19. Gestattet eine Differentialgleichung mt" Ordnung die Grappe 

q xq  �9 �9 �9 x"-~q yq p xp ,  

so hat sie, wenn wir yon den beiden integrabeln Gleiehungen y, ~ 0~ 
y~-i ~ 0 absehen~ die Form 

Q (~Pl rp~ �9 dd~ "~-~-~a ~ �9 �9 ] ~ O~ 

W O  

Yr Yr+~ Y2 Y~t-a 

Durch Integration der Glelchung ( m - - r - - 3 )  t~ Ordnung Q ~ - 0  erhilt 
man eine Relation r ~ f ( ~ l ) ,  das heisst eine Differentialgleichung 
2. O. in y, und y,+~: 

~+s aY,+2 Y'~+' r (  Y'Y'+~ '~ d (y,+, ay,+~ "~ 

mit zwei bekannten infinitesimalen Trausformationen 

r Of und Yr+l b f  Y ~ ay,+a 

Hier Ftihren wir 

y -~- log Y~a, ~ ~ log y~ 

als neue Variabeln ein, dann wird 

Y,.Y,-+2 dV d~n "4- 2 dv~ d~ 

sodass die Gleichung ~2 ~f(q~l)  die Form annimmt: 

d ~  

Daher geben zwei Quadmturen ~ als Function yon ~, das heisst y~+l 
als Function yon Yr. Eine neue Quadratur gieb~ y~ als Function yon 
x, wonach y durch r Quadraturen als Function yon x bestlmmt wird. 

20. Gestattet eine Diffcrentialgleichung m to~ Ordnung die Gruppe 

ft ~q... ~-~q p 2xp + (r-- I) yq x~p + (r-- 1)xyq 

so ist st% wenn wir yon der unmittelbar integrabetn Gleichung yr -~- 0 
absehen, reducibel auf die Form 
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d ~-~'-3 ~______._~2 ~ = 0 
Q cpl cp~,.- �9 d~ ._ ,_a  ] 

wo cpj und ~: die Werthe 

--s(r§ --2 (r+3) 

'~1 y, "+' ((~ + 1) Y,U~ (r + ) Y,+l) = Y, 
- s  (r-l-a) 

r-I-1 ep2 ~ y~ Ul 

-3 (r-F3) 

hubert. Dureh Integration der Gleichung ( m - - r -  3) t~' Ordnung 
Q ~ - 0  erh~lt man eine Relation q~z--~f((pl), die nicht Mlgemein 
integrabel ist, w~hrend sie~ wie jetzt gezeigt werden soil, immer auf 
eine t~iccatiscIx Gleiehung 1. O. redueirt werden kanm Wir w~hlen 
cpl und 

als neue Variabeln. Dann wird 

dcpl ~2 - - ~ "  

Ist W(wp,) = Cbnst. eine Integmlgleiehung dieser Riecatisehen 
Gleiehung, so finder man zwei weitere Integralgleiehungen yon 
~ ~ f(~,)  dureh Differentiation. In der Tha~ setz~ man 

Of Of B f =  (r + 1) xy  ~ + [@ + 3) xy,+, + (r + 1) y,] ~U~+, 

~f -~- [(r + 5) xy,+2 + 2@ -a u 2) y,+,] bU,+~.' 

so ist Bcpa = 0, w~hrend die Ausdrfieke 

0 f (r -{- 1) y, B W = T ~  
Of O'f (r -~- 1)~y~ ~ --~ (r -{- 1)2 xy~ 

yon W unabhiingig sind, Daher sind die Relationen W~--Const., 
B W == Const., ~ B  W ~--- Const. unabh;4n~ge Integralgleichungen 
yon ~ = f ( ~ ) .  Und daher ertffflt man dureh Elimination yon y~+~y~.+~ 
und y~__~ eine Differenf~algleichung der Form 

. U~ = ~ ( x )  

(mit der bekannten-Gruppe ~ x ~ . - .  x~-~q) und schtiesslieh geben 
r Quadraturen die Bestimmung yon y ats Fune~on yon x. 

Mathematisehe A~v-!ea. ~ ' ~ I -  ~$ 
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21. Gestattet eine Differentialgleichung m t~ Ordnung (tie Gruppe 

q x q . . . x ' - ~ q  p ,  x p  yq  x ~ l ~ + ( r - - 1 )  x y ~  

so ist sie, wenn wir yon den unmitteibar integrabeln Gleichungen 

yr ~ O~ 

ahsehen, reducibel auf die Form 
i 

(r r " " " Q 

WO 

.~m --r--4 cp, 

3 

~f 

Setzen wit 

w~hrend u,  u I und u~ dieselben Werthe wie in der vorangehenden 
Nummer (siehe anch Abschn. I~ Nummer 23) haben. Durch Inte- 
gration der Gle~chung ( m -  r -  4) t~ Ordnung ~ ~ 0 erhiilt man 
eine Differentialgleichung ( r -  4) t~* Ordnung ep 2 -~f(ePl),  die aller- 
dings nicht allgemein integrabel ist, wiihrend sie immer, wie jetzt 
gezeigt werden soll, auf eine Riccatische Differentialgleichung 1. O. 
reducir~t werden kann. Um dies nachzuweisen betrachten wit cp2 ~f(ept  ) 
als eine Differentialgleichung vierter Ordnung zwischen y, und x. In 
diesen Variabeln erhalten die bekannten inf. Transformationen p ,  xp, 
yq ,  x~-p -~- (r ~ 1) x y q  die Formen 

Of ~f ~ ~f - -  (r-4- l) xy ,  ~f x -~Z-' y~ ~yr , x- - ~ -  0y~ 

1 

z / ~  Yr , 

so erhalten wit eine Differentialgleichung vierter Ordnung zwischen 
and x mit den vier bekannten infinitesimalen Transformationen 

~f  ~f  ~f x ~ ~f  9 f  

Daher finder man nach den Regeln der Nummer 11 vermSge einer 
Riccatischen Gleichung 1. O. die Gr5sse ~ bestimm~ als Function 
VOn X 

1 

woraus 
y~ ~ F(x)- (~+~); 

hiernach geniigen r Quadra~aren zur Bestimmung yon y als Function 
VOn X. 
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w  

Integration yon Differentialgleichungen mit bekannton infmitoaimalon 
Transformationen dot Form X ( x y ) : p - k  Y ( ~ Y ) q .  

In diesem Paragraphen integrire ich alle Differentialgleichungen 
mit einer bekannten fiinfgliedrlgen, sechsgliedrigen oder achtgliedrigen 
Gruppe; dabei wird ausdriicklich voraasgesetzt, dass die betreffende 
Gruppe keine Curvensehaar q ) ( x y ) ~ - - a  invariant l[isst und class sie 
daher in Uebereinstimmung mit meinen alien Untersuehungen auf die 
Form einer projectiven Gruppe gebracht worden ist. Ich sehe ab yon 
den unmittelbar intega'abeln Gleichungen 

Y 2 - ~ O ,  5 y 3 2 - - 3 y ~ y  4 ~ 0 ,  

9y2y5 - -  45y:y3y  4 ~- 40y33 ~ 0, 

unter denen die ers~e alle gerade Linien, die zweite alte Parabeln, die 
dritte alle Kegelschnitte der Ebene x y  best~mmt. 

22. Gestattet eine Differentialgleichung, deren Ordnungszaht m 
grSsser als 2 ist, die Gruppe 

p q x q  x ~ - - y q  y.p, 

so besitzt sie die Form 

[ d~z Q % . . . . .  

w o  

and 

8 

p~ --~ 3y~y  4 ~ 5y3"- , 

t~--' e,~ -~-0 
d ~l  ~ - ~  

40 
P3 -~- 3Y~'~Y~ - -  15y~yay4 -{- y y.a. 

Man integrir~ die Gleichung ( m -  5) t~r Ordnung f2 ~--0 and erh~t 
hierdurch eine Relation 

(P2 ~- F(~I) 

das heisst eine Differentialgleichung*) fiinfter 0rdnung, die wit jetzt 
auf eine ]~iccatische Gleichung 1. O. reduciren werden. 

Wir fiihren neue Variabela ein, n~mlieh q~l uad 
4 
3 

u --~Y2 Y~; 

dann wird, wie man leichf findet 

du 1 t~'-bY8 ~ 1 ~t'{-u~ 

Y~ qz 

~) W i t  s ehen  im Texte  ab  yon de~ unmi t t e lba r  i a tog l~b len  Gle ichung  
cpi ~ Const.  

18"  
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oder 
du 1 ~ -]- ~ 

Isl 
W(ucp , )  = Const. 

eine Integralgleichung dieser Riccatischen Gleichung, so finder man 
folgendermassen zwei neue Integralgleichungen yen ep~---~ F ( ~ )  
dutch Differentiation. Man se~zt 

~f 3f _ 3yly~ ~f 5. ~f B f  ~ y ~ - -  y,~ ~y~ ~ - -  (4y~y3 -[- 3y2") 3y3 

~ f  
- -  (5ylY4 ~ 10y2y3) -~y4' 

dann ist 
2 

Btp~ ---~ 0, B u  ~ - -  3y_~ X 
und 

/ ~ W = -  - -  3 - g ~ -  y2 3 
4 2 

9y-~  ~ W  - 0W - ~ v ' { -  6y~ y~ ~ ~u 

sodass 
W ~ Cons~., .B W ~--- Const., B B  W" ~ Consk 

drei unabh~ngige Integralgleichungen yon cp~-----~(~) darstellen. 
Eliminirt man zwischen ihnen die GrSssen y~ Ya und y ~  so erh~lt 
man eine Differentialgleichung zwischen Yt und y~  die durch zwei 
Quadraturen erledigt wird. 

/ 

23. Gestattet eine DifferentSalgleichung m t~ 0rdaung  (m > 4) 
die Gruppe 

p q x q  y q  x p  yp~ 
so besitzt sie die Form 

- - - - -  ~ - * - -  ~ - - ' ~ 0  (P~ 9~ d~p~ d ~ - ~  
WO 

und 

3 

O~ ~ 3y2Y4 - -  5Y3 ~, 

~3 "~- 3Y22Y5 15y~y3 Y4 ~- ? Ya 3 
35 

Qa -~  3Y23Y~ - -  21y2~YaY~ "{- 35y~Y~2Y4 - -  -~- Ya 4- 

Wir integrlren zuerst die Gleichung ( m -  6) t~ Ordnung ~ ~--O, und 
erhalten hierdurch eine Relation mit m ~ 6 Constanten ~) 

*) Wir betrachten im Texte nich~ die unmi~;~elbar in~egrable Gleichung 
qh -~ Const. 
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die selbs~ eine Differen~ialgleichung sechs~er Ordnung dars~ell~. Wit 
reduciren dieselbe dutch Quadratur auf eine Gleichung ffinf~er Ord- 
nung~ die nach den Regeln der le~zten Nummer vermSge einer 
I~iecatischen Gleichumg 1. O. erledig~ werden k a ~ .  

Die bekannte seehsgliedrige Gruppe en~h~lt n~mlich die i~variante 
ffinfgliedrige Un~ergruppe 

1o q xq x p - - y ~  Ylo. 
Daher bildet die mi~ der vorgeleg~en Gleichung y~ ~ 1~ ~luivalen~e 
fineare par~ielle Differenfialgleichung 

Of ~f ~f ~f 

zusammen mi~ den fiinf Gleichungen 

Of ~ f  ~ f  . . - - S y ~  ~ f  ~ - 0  

~[ ~ f  �9 �9 ~-- 0 B ~ f  = y ~ ~ yi  ~ ~y--7 - -  " 

ein volls~ndiges Sysh~m mi~ der bekannten infinitesimalen Trans- 
formation 

B J - ~  x - ~ -  + y - ~  - -  y~ ~ - -  . .  ~ .  

Daher liefern meine al~en Theorien dutch eine Quadra~r ein In~gral 
U(xy �9 �9 �9 y~) - ~  Cons~. 

des voUs~ndigen Systems. Nun abet ist U ~--- Const. eine Differen~ial- 
gleichung ftinfter Or~nung, welche die Gruppe !~ q x q  x l a -  y q  y~v 

gestatte~, und welehe somi~ nach den Regeln der vorangehenden 
Nummer vermSge einer Ricca~ischen Gleichung 1. O. integrir~ wird. 

Um die hiermit~ scizzir~n Rechnungen in einfachster Weise dureh- 
zufiihren~ is~ es zweckm~ssig~ folgendermassen zu verfahren. Wir 
fiihren in q~ ~ ~'((Pi) neue Variabela eia~ n~mlich 

8 5 8 

a t -~- y~ ~ ~ --~ 3 y ~ - - a y ,  ~ 5y~ - ~  y ~  
40 

a~ --~ Y~--*O~ --'~ 3Y~--~Y: ~ 15y~--SYaY* -{" "~ Y~--*Ya~" 

Dann wird 
5 5 , y )  a , ( ~ , _ 5 )  

und 
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3 3 

r -~- 02 03 ~- % as, 
w o r a ~  

3 

~ ~? ~ + T  a ~  �9 

Die hiermit gefundene Differentialgleichung 1. O. zwisehen a 1 und ~2 
gestattet die infinitesimale Transformation 

~f ~f 4 a ~f ~f x - ~ -  + y ~ - -  - -  -a- l ~ 2a~ ~ 

und wird daher dutch eine Quadratur integrirt. Die hervorgehende 
Relation zwisehen a I and a S ist eine Differentialgleichung fiinfter 
Ordnung, die nach den Regeln der vorangehenden Nummer vermSge 
einer Riccatischen Gleichung 1.0 .  erledi~ wird. 

24. Gest, atte~ eine Differentialgleichung m t~r Ordnung (m > 5) 
die allgemeine projective Gruppe 

P, ~l, xq ,  yq,  xp ,  yp,  x~p -[- x y q ,  x y p  + y~q 

so is~ si% wenn wir die Symbole 0~, a, Ct und (P~ in derselben Be- 
deutuag wie in Nummer 3 des ersten Abschnittes brauchen, reducibel 
auf die Form 

Q (0102 ~ d  O~ dO~ '~-sg'~-s r �9 . . ] �9 

Durch Integration dieser Gleichung ( m -  8) t~ Ordnung erhal~en wir 
eine Differentialgleichung achter Ordnung 

die wir je~zt in Uebereinsfimmung mit meinen al~en allgemeinen Inte- 
grationstheorien auf eiae Gleiehung zweiter Ordnung "*) redaciren werden. 
Da nimlich die atlgemeine achtgliedrige projective Gruppe sechsgliedrige 
Untergruppen (dagegen keine siebengliedrige Unterg~ppe) en~hiilt, so 
ist es nach mir mSglieh, zwei*) Integralgleichungen yon @2 ~ 2'(r 
durch Integration einer Gleiehung zwei~er Ordnung herzuleiten. Aus 
diesen beiden Integralen finder man dunn naeh meinen allgemeinen 
Regeln neue dutch Differa~tiation, und zwar finder mah in dieser 
Weise nile, da die achtgliedrige Gruppe keine invariante Untergruppe 
enthilt. 

Um die Reehnungen in einfachster Weise durchzuffihren, ist es 
zweekm~ssig~ neue Variabeln einzuffihren und zwar (P~ und die GrSssen 

�9 ) lqa~h einer neueren Bemerkung yon mir, die ich der Gesellschaf~ tier 
Wissenschas in Christiania im Septbr. 1882 mit~heilte, genfigt es sog~r, r 
Integral dieser Gleiehtmg 2. O. ~afzufinden. 
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(wir gebrauchen wie schon gesagt die Bezeichnungen der Nummer 3 
des ersten Abschnif~es). Wir berechnen die Differenfialquo~ientea 
yon A, ~ und r hinsichflich x und tinden darnach durch Division 
die Differen~ialquofienten yon A und B hinsiehtlich ~)1- Zar Aus- 
fahrung dieser Rechnung bes~immen wit zuersr die nachsf~henden 
Wer~he der Differentialquotien~en der GrSssen ~k hinsichflich x: 

, 10 

�9 5 
Y~a -~ Oa - -  ~- ~):~ "4- 5yaoa, 

1 8 2O 

, 1 35 25 

Folglich wird 
5 3 .4z 

d A  3 2 
a--~ = - � 8 9  ; 

Y=O= 

f 
d.B q)IA -[-- 19 A - -  12A.B .-}- 3 /  

d x  _�89 
6Yt#= 

und 

8 2 

dx z! -�89 
Q~ 3 YtOs 

da (B 5 -�89 

2 
d ~1 T (p~ - -  35 

r  

Da (I)2 eine gegebene Function yon r darstellt, so kennen wir hier- 
mi~ ein gewShnliehes simultanes System zwisehen A,  B und r das 
offenbar einer Differen~ialgleiehung zwei~er Ordnung ~iquivalent ist 

Unser simultanes System erh~ilt dutch die Substitution 
g 
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die bemerkenswer~he Form 

(L) d~ 

Segzg man endlich 

4 (I) ,  - -  2 1 0  

~V,~ - -  ~ - -  6 .). 
4~ z ~ 210 

X~ 

dxs 2x~ 

so erh~lt unser simultanes System die lineare Form 

dxi . ~  dx~ _~- dxs -~  dePt 
~vs  -~ ~2 '2 cP~x~ -- 6x3 - 2xi 4~2 -- 210 

und kann daher, wenn man es vorzieht, dutch eine ~quivalente lineare 
DifferentJalgleic]~ung 3. O. ersetzt werden. 

Kennt man die LDsuugen W~ W2 des Systems (L)~ so is~ nach 
meinem friiher ci~ir~en Satze die Integration yon ~2 ~ F(r als ge- 
leiste~ zu betraehten. Dies sieh~ man auch so ein: Die Gleiehungen 
W 1 ~ a~ W~ ~ b m i t  zwei bes~immten Constanten geben ov~ In~egral- 
curven, deren Inbegriff alle projective Transformationen gestattetj bei 
denen die unendlieh en~fernte Gerade ihre Lage beh~l~. Man f~ihre 
jetzt durch eiue projective Transformation diese Gerade in e~ne ~euv 
Lage gi fiber. Gleichzeitig erhalten W~ und W~ die Werthe Wt(o W~(i). 
W~hlt man nun vier Geraden g, g~ g~ g4, so bestimmen die aeht 
Gleiehungen 

W~(o ~ a~, W2(o -~ b~ (i ~ 1 2 3 4) 

mit acht bestimmten Constanten eine Schaar yon Inlegraleurvea, deren 
Inbegriff alle projective Transformationen gestattet, bei denen g~ g~ ga ga 
invariant bleiben. Haben daher unsere vier Geraden eine allgemeine 
Lage, so gebeu die acht Gleichungen eine einzige Integralcurve, sodass 
die Integration geleis~et ~sk 

Aus meinen 1874 gegebenen allgemeinen Integrationstheorien 
folgt, wie sehon gesag~ als Corollar, dass eine Gleiehung m t~ Ord- 
nung, welehe die allgemeine projective Gruppe gestattet, verm5ge zweier 
Hiiffsgleiehungen yon ( m -  8) ~e~ und zweit~r Ordnung integrirt wird. 
Dass die Hiiffsgleiehung zweiter Ordnung mit einer I in~ren Gleichung 
3. O. ~quivalent ist, bemerkte Ha~ohen in der Si~zung yore 3. Novbr. 
1882 der socig~g mathgmatique. 

*) Interpretirt man ~ und ~ ale Cartesische Coordinaten in einer Ebene, 
r als die Zei~, so defmiren die Gleichungen (L) eine mit der Zei~ variiremie 
projective und infiaite~male Trausformat~ion dex besprochenen Ebene. 



Ueber Different~leichungen, die eine Gruppe ges~t~en. ~81 

Is~ jetzt eine beliebige Gleichung f ( x  y y~ . . . )  ~- 0 mit einer 
bekaunten Gruppe :B 1 f . . -  Br f  vorgeleg~, so bestimmt man zuerst 
nach den Regeln des ersf~u Abschnittes die canonische Form der 
Gruppe~ und bringt sie darnach auf diese Form. Hiernach verFahrt 
man nach den Regela dieses Abschnit~es. Ich discut~re sp~f~r n~her 
die F~le der eanonischen Formen q; q yq;  q yq  y~[. 

Im niiehsten Absehnitte zeige ieh, wie man die Gruppe einer 
Gleichung in einfachster Weise bestimmt. 

M~rz 1883. 

Die vorstehende Abhandlung erschien im Jahre 1883 im norwegischen Archly. 
Sie ist also iil~er als Sylvesters Untersuchunffen t~'ber 1~eci1~'oca~. Ebenso is~ 
meine in diesen Annalen Bd. XXIV, ,1884 gedruckte Arbeit fiber Differential- 
invarianten i~lter als die genannten Sylvester'~ehen Publicationea mad die sich 
daran auschliessenden Untersuehungeu. 

Juli 1888. 
Sophus Lie. 


