Classification und Integration von gewdhnlichen Differential-
gleichungen zwischen zy, die eine Gruppe von Transformationen
gestatten.

Von
Sorpavs Lir in Leipzig.

(Die nachstehende Arbeit erschien zum ersten Male im Frihling 1883 im
norwegischen Archiv,)

In einer kurzen Note zur Gesellschaft der Wissenschaften in
Gottingen (3. December 1874) gab ich u. A. eine Aufzihlung aller
continuirlichen Gruppen von Transformationen zwischen zwei Variabeln
z und y. Ich lenkte ausdriicklich und stark die Aufmerksamkeit darauf,
dass sich hierauf eine Classification und eine rationelle Integrations-
theorie aller Differentialgleichungen

fzyy - -y™) =0,
die eine continnirliche Transformationsgruppe gestatten, begriinden
lasst. Spater habe ich nun das hiermit scizzirte grosse Programm
mehr im Detail ausgefiihrt. So gab ich in den Abhandlungen der
Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania (1874%)) eine rationelle
Methode zur Integration von linearen partiellen Differentialgleichungen
mit einer Reihe bekannter infinitesimaler Transformationen; hiermit
hatte ich dann gleichzeitig eine vollstindige Integrationstheorie von
gewohnlichen Differentialgleichungen

fleyy - -- y=) =0 ,
mit bekannien infinitesimalen Transformationen erhalten. Ich gab
ferner in mehreren Abhandlungen®) in diesem Archiv (1876, 78)
eine Darstellung von denjenigen Methoden, vermdge deren ich in den

*) Die betrefende Arbeit ist im Wesentlichen reproducirt in den Math. Aun.

Bd. X1.
*) Diese Abhandlungen sind theilweise (aber nicht vollstindig) in den Math.

Ann, Bd, XVI in neuer Bearbeitung reproducirt worden.
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Jahren 1873 — 1874 alle continuirlichen Gruppen von Transformationen
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt hatte.

Hiermit war indess keineswegs mein 1874 scizzirtes Programm,
selbst auf gewdhnliche Differentialgleichungen zwischen z und y be-
schrinkt, zur Aunsfihrong gebracht. Nicht allein hatte ich die an-
gekiindigte Classification noch nicht durchgefiihrt, sondern es stand
auch noch zuriick nachzuweisen, einerseits, wie man entscheidet, ob
eine vorgelegte Differentialgleichung eine continuirliche Gruppe ge-
stattet, anderseits wie man diejenigen Differentialgleichungen in ratio-
neller Weise integrirt*), die zur Bestimmung der betreffenden Gruppe
dienen. Der Hauptzweck dieser Abhandlung ist, diese beiden wich-
tigen Capitel meiner Theorie eingehend zu entwickeln. Gleichzeitig
halte ich es fiir zweckmissig, einige Theile meiner Theorie, die ich
allerdings frither schon im Wesentlichen gegeben habe, auf’s Neue und
mehr ausfithrlich zu behandeln.

Im ersten Abschnitte fithre ich die von mir 1874 angekiindigte
Classification von gewOhnlichen Differentialgleichungen, die eine con-
tinuirliche Gruppe von Transformationen zwischen z und y gestatten,
vollstindig durch. Ich betrachte successiv alle derartigen Gruppen,
reducirt auf canonische Formen, und bestimme die zugehdrigen in-
varianten Differentialgleichungen®¥). Darnach zeige ich, dass eine
beliebige vorgelegte Gruppe im Aligemeinen ohne Integration von
Differentialgleichungen und jedenfalls durch Integration einer Diffe-
rentialgleichung 1. O. auf ihre canonische Form gebracht werden kann.
Hierdurch gelingt es, alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe in-
variante Differentialgleichungen anzugeben**¥),

¥) Siehe die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri-
stiania 1881. Siehe anch meine Begriindung einer Invariantentheorie der Be-
rihrungstransformationen. Math. Ann. Bd. VIII, 1874.

*##) Die (Yesichtspunkte der citirten Note fiihren indess noch weiter. Man
kann u. A. jede Gruppe von Berihrungstransformationen zwischen zyy aunf ge-
wisse von mir bestimmte canonische Formen bringen, und darnach die zu jeder
canonischen Form entsprechenden invarianten Gleichungen angeben u.s. w.

¥¥%) Als ich 1874 in meiner mehrmals besprochenen Note hervorhob, dass
auf meine Bestimmung aller Gruppen von Transformationen der Ebene eine

Classification aller Gleichungen flzyy . ..4"™) =0 mit einer Gruppe gegrindet
werden kann, hatte ich diese Classification noch nicht im Detail ausgefilhrt, Ich
hatte die Moglichkeit einer Classification, d. k. die Méglichkeit der Aufstellung
der Typen aller Differentialgleichungen f= 0, die eine Gruppe gestatten, er-
kannt. Die hierszu erforderlichen Rechnungen hatte ich aber nicht im Detail aus;
gefilhrt, und noch weniger publicirt. Indem ich dies ausdriicklich hervorhebe,
bemerke ich, dass der berihmte franzdsische Geometer Halphen In seinen aus-
gezeichneten Untersuchungen tiber Differentialinvarianten (Liouvilles Journal Bd. 2
(Serie 3) 1876, Sur les invariants diff,, Thése, Paris 1878 u, s. w.) im Grunde
einen wichigen, wenn auch sehr speciellen Theil meines Programms ausgefiihrt
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Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit wende ich meine allgemeine
lingst publicirte Integrationstheorie von linearen partiellen Differential-
gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen anf ge-
wohnliche Differentialgleichungen f(zyy - - - ™) = 0 mit einer be-
Lannten Gruppe an. Derartige Gleichungen konnen in zwel etwas
verschiedenen Weisen behandelt werden. Entweder kann man meine
allgemeine Theorie direct anwenden und muss dann successiv eine Reihe
vollstindiger Systeme aufstellen. Oder auch man fingt damit an, die
vorgelegte Gruppe auf ihre canonische Form zu bringen; dadurch er-
hilt f==0 ebenfalls eine canonische Form; hierbei hat man nur ge-
wohnliche Differentialgleichungen zwischen zwei Variabeln zu be-
handeln. Die Entwickelungen dieses Abschuittes sind grosstentheils
nur als Beispiele und Illustrationen zn meiner alten allgemeinen Theorie
zu betrachien.

Im dritten Abschnitte denke ich mir eine ganz beliebige Gleichung
fleyy - --) =0 vorgelegt und stelle die Frage, ob dieselbe infini-
tesimale Transformationen gestattet. Ist dies der Fall, so werden diese
Transformationen bestimmt durch gewisse lineare partielle Differential-
gleichungen erster und hoherer Ordnung, deren Integration in den
meisten Fillen durch successive Quadraturen oder dureh Integration
einer Riccatischen Gleichung 1. 0. geleistet werden kann. Ks giebt
nur zwei Fille, in denen die Bestimmung der infinitesimalen Trans-
formationen von f = 0 nicht in dieser einfachen Weise geleistet werden
kann. Wenn f = O eine Gruppe gestattet, als deren canonische Form
die allgemeine projective Gruppe der Ebene gewihlt werden kann, so
verlangt die Bestimmung dieser Gruppe im Allgemeinen die Integration
einer linearen Gleichung dritter Ordnung. Gestattet andererseits =0
eine Gruppe, als deren canonische Form die Gruppe einer linearen
Gleichung*) gewihlt werden kann, so verlangt die Bestimmuug unserer
Gruppe die Integration einer gewdhnlichen linearen Differentialgleichung.

hat (siche § 1, Nummer 3 dieser Arbeit) allerdings mit schinen Anwendungen,
die mir theilweise ferner lagen, Halphen macht anfmerksam auf die Beziehungen
zwischen seinen Untersuchungen und Klein’s und meinen gemeinsamen friiheren
Untersuchungen tber solche Curven, die eine infinitesimale lineare Transforma-
tion gestatten. Dagegen kannte er nicht meine andeven viel weiter reichenden
Arbeiten, insbesondere nicht meine Note in den Gottinger Nachr., wie auch nicht
meine 1874 publicirte Theorie der Integration von linearen partiellen Differential-
gleichungen, die eine bekannte Gruppe von Transformationen gestatten.

*) Besonders merkwiirdig ist dex Fall, dass die lineare Gleichung des Textes
in eine mit constanten Coefficienten sich umwandeln ldsst. In diesem Falle ge-
schieht wiederum die Bestimmung der gesuchten inf, Transformationen durch
Quadratur; kann jedoch die besprochene lineare Gleichung mit constanten Coeffi-
cienten die Form y™ =0 erhalten, so ist die Integration einer Riccatischen
Gleichung 1. O. erforderlich.
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In weiteren Abschnitten gedenke ich einige verwandte Theorien,
die ich schon seit einiger Zeit im Detail ausgefithrt babe, zu ent-
wickeln. Insbesondere werde ich meine Theorien auf solche Gleichungen
fzy---y™)=0 anwenden, in denen die Grdsse y™—1 nicht vor-
kommt. Anderseits werde ich alle Gruppen von Berithrungstransfor-
mationen der Ebene in canonischer Form betrachten, und ihre in-
varianten Differentialgleichungen aufstellen; hieran schliesst sich eine
rationelle Integrationstheorie solcher Gleichungen f == 0, die eine be-
liebige Gruppe von DBerihrungstransformationen gestatten.

Abschnitt 1.

Classification aller gewdhnlichen Differentialgleichungen
zwischen xy, die eine Gruppe von Transformationen zwischen
diesen Variabeln gestatten.

Bestimmen die Gleichungen
x = fzyoa,---a)
=p(zya,a, - - - a)
zwischen den alten Variabeln zy, den neuen Variabeln z,%, und den

Parametern a, 4@, - - - @, eine (continuirliche) Gruppe von Transforma-
tionen, so liefert eine Relation der Form

Q(ftpb, coeb)y =0
mit r - ¢ Pavametern a; - --a, b, - - - b, eine Schaar und zwar die
allgemeinste Schaar von Cnrven deren Inbegriff die vorgelegte Gruppe
gestattet. Dies folgt unmlttelbar aus dem Begriffe Transformations-
gruppe. Zu bemerken ist allerdings dabei, dass die » 4 ¢ Parameter
@, b; nicht simmilich wegentlich zo sein brauchen*).

Wihlt man die Function Q in bestimmter Weise, so kann man
durch wiederbolte Differentiation hinsichtlich z so viele Gleichungen
zwischen zy, den Differentialquotienten

n_ %y
YO = o
*} Die r ¢ Parameter sind wesentlich, wenn eine beliebige Curve der

Qwyd, - -bp) =0
mit ¢ wesentlichen Parametern durch keine infinitesimale Transformation der
Gruppe in sich trausformirt wird und auch nicht in eine benachbarte Curve
dieser Schaar dbergefiihrt wird; giebt es dagegen ¢ umabhiingige infinitesimale
Travsformationen der Gruppe, welche eine beliebige Curve der Schaar wiederum
in eine Cmrve der Schaar dberfihrt, so sind unter den r 4 o Parametern
@y dg by- - by vur 4 o — ¢ wesentlich.
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und den Parametern a;b; bilden, dass es moglich wird, diese Para-
meter wegzuschaffen. Hierdurch findet man in jedem einzelnen Falle
eine Differentialgleichung, die unsere Gruppe gestattet. Und offenbar
kann jede derartige Differentialgleichung in dieser Weise gebildet
werden. Diese Methode ist indess nicht zweckmissig, indem sie uns
keine Uebersicht iiber die Gestalt und die Eigenschaften der betreffenden
Differentialgleichungen liefert. Zweckmissiger ist es, wie ich seit
1874 bei allen meinen Untersuchungen iiber Transformationsgruppen
zu thun pflege, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ein-
zufithren, und vermbge derselben die Bestimmung der betreffenden
Differentialgleichungen durchzufiihren.

Unsere Gruppe mit den # Parametern a; enthdlt nach mir » un-
abhingige infinitesimale Transformationen¥), etwa

ar af
Bif = &i(wy) 5 + wley) g,
G=1,2--.7)
Bei einer solchen inf. Transformation erhlt # das Increment 82 =§;0%,
y das Increment 8y — 5,0¢; gleichzeitig erhilt ¢ ein Increment dy,

y” ein Increment 83" und tberhaupt y® ein Increment dy®. Wir
werden diese Incremente berechnen. Es ist

8 8
3t T 8t dx dat
oder
3 _ gy.40%2

sy WA WAy gg—ydE
t dz? dz

. o (01 9EY _ 98 _ Lo

—-7—}-1/ oy sz T Y Gy v

Dementsprechend ist

dy” _ dn®—y'di

at dx =1

und iiberhaupt

sy™  aymV — ™ ge .
3t dx

#) Die infinitesimale Transformation, bei der z und y die Incremente
3z = E(zxy) 8, 3y =y} dt
erhalten, bezeichne ich immer mit‘dem Symbol

of 3/
g 115
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Setze ich nun

2
Binf=t-4 +’2z~f + 7 £ af + - +m"”’7%,
(z==1’2... )

so sind B, f, B,™f, ... B.Mf die r infinitesimalen Transformationen
unserer Gruppe, aufgefasst als transformirend nicht allein zy, sondern
zugleich die Differentialquotienten y - - . y™. Und also (Gotting.
Nachr. 1874, p. 537; Math. Ann, XVI p. 462—463) bestehen

-’1"————-9— Belationen von der Form

173
B (B (£)) — By (B (£)) — Z’ Girs BAY,

in denen die ¢z, Constanten sind, die iiberdies von der Zahl m unab-
hingig sind.
Soll nun eine Differentialgleichung
f(xyy’ cen y(m)) =0

unsere Gruppe gestatten, so ist hierzu erforderlich und auch hin-
reichend, dass sie die r inf. Transformationen B;™f gestattet; denn
dann gestattet /= 0 jede infinitesimale Transformation X B f der
Gruppe und also zugleich jede endliche Transformation derselben, die
ja durch Wiederholung einer inf. Transformation erzeugt werden kann.
Und dies kommt darauf hinaus, dass die » Gleichungen

O bl G <0

vermoge [ ==0 identisch bestehen sollen.

Die weitere Discussion stellt sich verschieden jenachdem r gleich,
kleiner oder grosser als m -+ 2 ist.

Nehmen wir zundchst an, dass m 42 =7 ist. Dann ist zum
Bestehen der # Gleichungen (1) erforderlich, dass die Determinante

A= |Em - - D]
verschwindet. Dabei kbnnen wir vorliufig von dem Falle, dass A
identisch verschwindet, absehen, indem dies, wie wir spiter zeigen,
nur ganz ausnahmsweise eintritt. Daher muss die Gleichung A =0
vermdge f= 0 bestehen. [Es ist anderseits nicht schwierig zu be-
weisen, dass die Differentialgleichung A = 0 immer unsere Transfor-
mationsgruppe gestattet. Fiir eine synthetische Auffassung ist dies
unmittelbar evident. Rin Werthsystem zyy’ - - - 42 geniigt nimlich
der Gleichung A == 0 dann und nor dann, wenn dasselbe nicht ver-
mbge der Groppe in jedes benachbarte Werthsystem iibergefiihrt
werden kann. Wiinscht man einen analytischen Beweis, so bemerke
ich, dass ich fiir den Fall m = 1 schon einen solchen Beweis geliefert
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habe (siche Math. Ann. Bd. XVI p. 475), dass ferner der Beweis filr
einen allgemeinen Werth von m in ganz entsprechender Weise ge-
filhrt wird. Hierauf niher einzugehen halte ich hier nicht fiir noth-
wendig. Ich bemerke nur, dass man im Folgenden bei jeder An-
wendung des betreffenden Satzes seine Richtigkeit leicht direct verificirt,
Wir wollen sodann annehmen, dass m -+ 2 < # ist. Dann ist zum
Bestehen der Gleichungen (1) erforderlich, dass alle in der Matrix

lgi N4 ni(l) PN m(m)l

enthaltenen (m-}-2)-reihigen Determinanten gleichzeitig verschwinden;
und da dieselben nicht identisch gleich Null sein kGnnen, indem A
nach unserer Voraussetzung nicht identisch verschwinden soll, so
miissen die soeben besprochenen Determinanten, die offenbar ganze
Functionen der Grissen y® sind, einen gemeinsamen Factor (A) ent-
halten; dabei ist klar, dass diese Grosse (A) ebenfalls ein Factor von
A sein muss. Dies giebt uns nun zundchst den Satz:

Satz. Sucht man alle bei der vorgelegien Gruppe Bif - -+ B,f

invarianten Differentialgleichungen

fzyy - - y) =0,
deren Ordnungszahl m wicht grosser als r — 2 ist, so muss man die
Determinante

A = !gz i 171-(1) ‘e ni(’—ml
bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, so liefern ihwe Factoren
gleich Null gesetet die gesuchien Differentialgleichungen.

Als Corollar fliesst hieraus der Satz:

Gestattet eine Differentialgleichung m*r Ordnung f =0 wm 4 2
oder moch mehr infinitesimale Punkitransformationen, so kanm man
ohne Beschrinkung annehmen, dass f eine ganse Function der Gréssen
Yy st

Dieser Satz ist im Vorangehenden nur unter der Voraussetzung
erwiesen, dass die Determinante A nicht identisch verschwindet. Der-
selbe ist indess allgemein giiltig, wie wir spiter nachweisen werden.

Es eriibrigh noch alle bei der Gruppe invarianten Differential-
gleichungen f(zyy - - - y™) =0, deren Ordnungszahl m grosser als
y — 2 ist, zu finden, Dabei schliessen wir wie friher vorliufig den
Ausnahmefall A = O aus. Unter dieser Voraussetzung bilden die
7 Gleichungen (1) nach meinem frither citirten Satze ein vollstiindiges
System mit m -} 2 — 7 gemeinsamen Losungen. Sei zundchst
m 4 2 =r 4 1, dann giebt es eine Losung ¢,, die durch Integration
gefunden wird®). Dabei hingt @, nur von zyy --- gD ab. Sei

*) Diese Integration kann immer, geleistet werden, wemn die endlichen
Transformationen der Gruppe bekannt sind.
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darnach m 4 2 = r + 2, dann glebt es zwei Lisungen, unfer denen
@, die eine ist; die zweite Losung ¢, hingt von zyy - - -y ab. Ist
m—+ 2=y 3, so giebt es drei Losungen ¢,, ¢, und @;, welch’
letatere von «yy - - - y*tD abhingt. Fir einen belichigen Werth
von m giebt es m — r 4 2 Lsungen @, ¢, - - @prrjs. Es ist nun
leicht zu sehen, dass jedenfalls nur die beiden ersten ¢y, nimlich ¢,
und ¢,, durch Integration bestimmi zu werden brauchen. Kennt man
¢, und @,, so findet man die tbrigen ¢; folgendermassen durch
Differentiation.
Es ist die Gleichung

@ — ap +b=0
mit den beiden arbitriiren Constanten ¢ und b eine invariante Diffe-

rentialgleichung 7% Qrdnung. Differentiirt man nun hinsichtlich z,
so ist die hervorgehende Gleichung

oder die Zquivalente

eine invariante Gleichung (r 4 1)*r Ordnung mit einer arbitriren
Constante,
Also kann die Grisse
49, , dgy
dx ° dz
als Grisse ¢, gewdhlt werden. Dementsprechend kann

do; | doy
dx * dx

als Grosse ¢, gewihlt werden u. s. w. Dieses Bildungsgesetz zeigt,

dass @, hinsichtlich &+, dass ¢, hinsichtlich y+? linear ist u. s. w.
Satz. Jede bei der Gruppe B,f - - - B,f imwariante Differential-

gleichung, deren Ordnung grosser als r — 2 ist, besitzt die Form

Qg @5+ - 1) =0.

Zuletzt nur noch einige weitere Bemerkungen - tiber invariante
Differentialgleichungen
flay - --y@) =0,
deren Ordnung ¢ nicht r — 1 #bersteigh. Nehmen wir wieder an,
dass A nicht identisch verschwindet, und sei A, ein Factor von A,
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der von den Grissen zyy' ...y > abhingt. Dann enthilt das
Integral von A; =0  # — ¢ — 2 arbitriire Consianten:

oEye ...t i3)=0,
d. h. die Gleichung A; = 0 hat co™—2 Integralcarven. Bei den Trans-
formationen der Gruppe werden diese Integralcurven unter sich ver-
tauscht, und zwar wird jede einzelne Integralcurve durch ¢ 4 2 unab-
hingige infinitesimale Transformationen der Gruppe in sich selbst
transformirt,

Ist insbesondere A, ein Factor von A, der die Grosse yr—% ent-
hilt®), so ist A, == 0 eine invariante Differentialgleichung, von deren
Integraleurven jede swei unabhingige infinitesimale Transformationen
der Gruppe gestattet. Besitzt A keinen Factor A;, der y*—* wirklich
enthilt, so heisst dies, dass es keine Curve giebt, die zwei und nur
zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe gestattet.

Betrachten wir endlich die invariante Differentialgleichung (v — 1)
Ordnung

Py == Qo
deren arbitrire Constante @, einen bestimmten Werth erhalten hat,
Diese Differentialgleichung hat oo™! Integralcurven, die durch die 7
unabhingigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe unter sich
vertauscht werden. Also schliessen wir, dass jede Integralcarve durch
eine und nur eine infinitesimale Transformation der Gruppe in sich
transformirt wird.

In den drei ersten Paragraphen dieses Abschnitbes betrachten wir
successiv alle Gruppen von Punkttransformationen der Ebene, indem
wir sie auf die von mir bestimmten canonischen Formen gebracht
voraussetzen. Fiir jede solche canonische Gruppe bestimmen wir die
zugehprigen invarianten Differentialgleichungen. In.dem letzten Para-
graphen zeigen wir, wie eine beliebige vorgelegte Gruppe auf ihre
canonische Form gebracht wird.

§ 1.

Gruppen, die keine Differentialgleichung 1. 0. invariant lassen.

In meiner Aufzihlung aller Gruppen von Punktiransformationen
einer Ebene (Gottinger Nachr. 1874, Math. Ann. Bd. XVI) theilte ich

alle derartigen Gruppen in gewisse Hauptelassen, jenachdem die be-
treffende Gruppe keine, eine, oder mehrere Differentialgleichungen

erster Ordnung invariant ldsst.
In diesem+ Paragraphen betrachte ich jede Gruppe, die keine
Differentialgleichung erster Ordnung invariant lHsst, und bestimme

*) Die Form der Determinante A zeigt, dass A, hinsichtlich 4¥ ) linear ist.
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alle zugehorigen invarianten Differentialgleichungen hoherer Ordnung,
onter denen sich immer eine von zweiter Ordnung findet (welche durch
passende Coordinatenwahl die lineare Form ” = O erhalten kann).

Die betreffende Gruppe enthilt entweder acht oder sechs oder
fiinf Parameter, Sie ist hnlich mit der allgemeinen projectiven Gruppe
der Ebene oder mit einer Untergruppe derselben, die sechs oder fiinf
Parameter enthilt. Wir denken uns im Folgenden unsere Gruppen
auf die soeben genannten canonischen Formen gebracht.

1. Jede fiinfgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung erster
Ordnung invariant lasst, kann auf die canonische Form¥*)

b, 4, %4, ¥p — Y49, Yp

gebracht werden. Die Determinante A erhilt fiir diese canonische
Form den nicht identisch verschwindenden Werth:

1 0 0 0 0 |
0 1 0 0 0 l

A=|0 z 1 0 0 = 9y”3,
y —y —2y° —3y" —4y” ‘
y 0 —y* —3yy" —4y'y” —3y"

Daher'ist y” = O die einzige invariante Differentialgleichung, deren
Ordnung kleiner als vier ist.

Zur Bestimmung der Grissen ¢, und ¢, bilden wir die folgenden
linearen partiellen Gleichungen, in denen wir, wie immer im Folgen-
den, y; statt y® schreiben:

B,f= -gia{_=o'

Bf— 4L—o

Bf—a gl +2L—0

B4f=x—g—£—y§§ _2%_%1___3%%_.__6%38_2220
Bif =y 4L — v 2L — 3y, 2L — (ayi9,+30) i

3 ”
— Oy,9, 1+ 109, 95) ‘@% — (6,95 +15y,y, +10y,?) ;%;‘ =0

*) Sta,ttg—‘: und % pflege ich zu schreiben p und ¢, So z. B. schreibe ich
xp — yq stath mg—i —y%

S =xdt, dy=—ydt

, um die infinitesimale Transformation

zu bezeichnen.
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und suchen ihre beiden gemeinsamen Losungen. Die drei ersten Glei-
chungen zeigen, dass ¢; und ¢, nicht von z, ¥ oder y, abhiingen. Die
beiden letzten Gleichungen erhalten dureh Reduction die einfachere Form

B,f = 519 +4J3 9f + %aa; + 6y, %, af
B f = 3?/22 ﬁf + 10y, 9, 63; + (151‘/2.1/4""‘10?/3) = (0.

Wir integriren B f ==0 in der gewthnlichen Weise, fiihren sodann
ihre Losungen

35
Yo 03 =39¥y — 5% 03 =392’y — D0y — 5 4%

als neue unabhingige Variaheln in

B,f = Byyy - 5.~ +B492 + 403 5 - f =0

ein und erhalten hierdurch d1e Glelchnng

39 2L + 80, L+ 120, 2L — 0,

deren Lisungen

[ e
= T
Yo

eben die gesuchten Grissen @, **) und ¢, sind. Es bleibt nur ibrig,
die friiher gefundenen Werthe der Grissen ¢, und @; einzusetzen. Man
bemerkt, dass ¢, linear hinsichtlich y, und anderseits ¢, linear hin-
sichtlich y; ist.

Da ¢, hinsichtlich y, irrational ist, so kann es zuweilen zweck-
miissiger sein die Grosse g% als ¢, zu wihlen. Eine Zhnliche Be-
merkang lisst sich mehrmals spiter machen.

2. Jede sechsgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung
erster Ordnung invariant lisst, kann die canonische Form

», 4 %29, Y4, TP, Yp
erhalten. Die Determinante A wird fiir diese canonische Form gleich

% Die Grosse g erhilt durch die Substitution g, = 3%y, — 5%, den Werth

40
== 392 ys — 158 ¥sYs + ——ya .

Es ergiebt sich spiter, dass die Gleichung ¢y =0 eine bemerkenswerthe geo-
metrische Bedeutung besitzt.

#¥) Man verificirt leicht, dass jede Integraleurve einer Gleichung ¢, == Const.
wirklich eine infinitesimale lineare Transformation unserer Gruppe gestattet. Ich
erinnere daran, dass Klein und ich in einer gemeinsamen Arbeit die Theorie
dieser Curven eingehend entwickelt haben.
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10 0 0 0 0
01 © 0 0 0

a0z b0 0 ° —29 Gy
Oy u % Y5 Y ~—39,9,).
20—y —2y, —3y —4y,
¥y 0 —y® —3y,y. —4yyy —3y* —5y,y, —104,9,

Es giebt daher zwei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnungs-
zah! kleiner als fiinf ist, ndmlich
Y, =0, und 5y — 3y,y, = 0%).
Zur Bestimmung der Grdssen ¢, und ¢, miissen wir nach unseren
gewbhnlichen Rege]n sechs lineare partielle Differentialgleichungen
zwischen xy4,y, . . . yo bilden. Drei unter diesen Gleichungen

Bf_i’i_o Bf=4L—0, Bf=agl4+ 2L —0

sagen nur aus, dass ¢, und ¢, von 2z, y und y, unabhingig sind; die
drei iibrigen Gleichungen erhalten durch eine einfache Reduction die
Form

Bf= yzdy2+y30f+ 95—
Bif = ?lzaf + 24, aayf +o b - W =0
Byf =3y, f + 10y, 2L + (15%,%-;— 1097 2L
+ (219, +354545) g; =0.
Die Liésungen von Baf = 0, nimlich
3Y,y, — ByYs® =
39,°Ys — By, — ‘g‘ Ys® = 65 = 39,7y, — 154,95y, + %9‘ ¥s*
39°Ys — a3y, — 77? 6,y5* — 3Bys* = 6, = 3y,%y, — 21y, y¥;
+ 359,97y, — %5_ ,*
filhren wir als neue Variabeln in die Gleichung B,f =0 ein und

bringen sie hierdurch auf die Form

*) In der gewihblten canonischen Form besteht unsere Gruppe aus allen
projectiven Transformationen, bei denen die nnendlich entfernte Gerade ihre Lage
behilt. Die Integralcurven der Gleichung 5y,® = 3y, sind alle Parabeln, d. k.
Kegelschnitte, welche jene Gerade beriihren, Jede solche Curve gestattet wirk-
lich zwei anabhiingige inf. Transformationen unserer Gruppe,
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24, of + 36, of — 46, of

00, ks FI

Die entsprechenden Losungen, nimlich

S3 64
3 7,
622 EH

befriedigen als Grossen nullter Ordnung hinsichtlich g, ¢, . . . y, eben-
falls B,f = O und k6nnen daher als die gesuchten Invarianten ¢, und ¢,

O3
>

Py = 62% ), @= PX

gewshlt werden. Auch jetszt sind ¢, und @, ganze Functionen von
.9, und dabei ist g, linear hinsichtlich y,, ¢, linear hinsichtlich y,.

3. Wenn eine achtgliedrige Gruppe keine Differentialgleichung
1. O. invariant lisst, so kann sie auf die caponische Form

D, g, 29, ¥q, TP, YP, &P + vyq, rYp + ¥4

gebracht werden. Die Determinante A erbilt durch Ausfiihrung und
einfache Reduction die Form

Y Y3 Yy Ys Ye
0 y 2y 3y 4y,
=10 3¢, 10y, 15y,9,+109? 219,35y,
0 3y, 8Y, 15y, 24y,
10 0 6y,>  309,y; 60y, y,+40y,° |

Zur Berechnung derselben subtrahirt man von den Gliedern der dritten
Reihe zuerst digjenigen der vierten Reihe, multiplicirt mit y,, und

darnach diejenigen der finften Reihe, multiplicirt mit —5%3—2—; dann ver-

schwinden alle Glieder der dritten Reihe ausgenommen das letate, und
es wird

¥s 2y, 3%
3y, 8y, 15y,
0 6y 309y,

- 40
A= (1092%.% ~3y22%-——3*933}

oder
= — 2¢,(99,2%s — 459, 4,9, +409,7),

sodass A nicht identisch gleich Null ist. Es giebt swei invariante

#) Auch jetat gestattet jede Integralenrye eimer Gleichung ¢, = Const, eine
infinitesimale Transformation und gehdrt somit der von Klein und mir unter-
suchten Categorie an.

Mathematische Annalen, XEXIL 15
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Differentialgleichungen, deren Ordnung kleiner als 7 ist*), nimlich
y, = 0 und

@ 99,°y; — 459,9:9, + 40y, = 0.

Um jetzt die Grossen &, und @, zu berechnen, miissen wir nach
unseren gewohnlichen Regeln acht lineare partielle Differentialglei-
chungen in den Variabeln 2 y ¥, . . . ¢, (den acht infinitesimalen Trans-

formationen p, g, ©¢, yg, 5p, 4 + 2yp, YD, CYP +9°g ent:
sprechend) bilden. Die drei ersten unter diesen Gleichungen

Bf=2L—0, Bf=2L—0, Bf—afl + -

sagen nur aus, dass ®, und &, von z y und ¥, unabhanglg sind. Diejenige
Gleichung, die der inf. Transformation zyp + y*g entspricht, branchen
wir nicht zu bilden; sie ist nimlich wegen der Relation

(yp, #*p+2yq) = 2yp + ¥*¢
eine Consequenz der ﬁbrigen. Die Grossen &, @, sind daher bestimmt
als Functionen von ¢, 45 ... ys durch die Gleichungen

B,f =19, 3;+yaaf+ +ys‘_ 0
Bif =y, 3f+2?/4 a@;__*_ "f"G?/s_i‘:O
Bof — 3y, 25+ 8y, 2L 4159, 2L 24y, 2L 435y, -2
+48y-3i_0

Bif = 3922 2L+ 1099, 2L + (15, 1092y 2L

f = 3y, + 923133 + (159, 3,4 10y,%) v

+ 21y, y; +35?/3?/4) + (28?/-2?/5+ 56%?1’5"‘53?/42)
(36y2y7+84:'/3%+ 126 Ys¥s) a—ys =0.

Zur Bestimmung der gemeinsamen Ldsungen @, und ¢, derselben
bilden wir zuerst die Lésungen von By = f, nimlich

Y=Y,
02 = 39,4, — 4y;®
20 1 -
03 = 39"y — DYy0, — 5 Ys® = r3 (99,2 y; — 459,959, -+ 40y5°)

#) Das Resultat des Textes war a priori evident. Denn es giebt ja nur
zwei Curven, die gerade Linie und der Kegelschnith, die mehr als eine infinitesi-
male und lineare Transformation in sich gestatten, Halphen hat zuerst die
obenstehende Differentialgleichung (2) der Kegelschnitfe wirklich aufgestellt:
Ebenso hat Halphen zuerst die spitter aufgestellen Grossen ¢, und ¢, berechnet.
[Ich erfabre nachtriiglich, dass schon Monge die Differentialgleichung der Kegel-
schnitte berechnet hat. Januar 1888].
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40 5
0 = 332" Yo—8Y;05—20y5 05— —-15*=3y,ys—249, %5y +60y,9,%y,—40ys*

700 "
0; = 99,*y:—35y30, — 140y, 0, — -5’0, — — %0 g

1120 9

== 9y, %y, — 1059,3y, ys -+ 420 9,2y, *y, — 100y, y3y, -+
05 = 279, Ys—48y; 0,—24 35 y.20,—16. 140y, 93-—28003;34@2 8 28"_«,3

und fihren sie darnach zusammen mit y; als neue Variabeln in B,f=0,
B,f=0, Bjf =0 und B,f =0 ein. Nun ist, wie man leicht sieht

Byyy =1y, ByYs =y;, Byor = ko3
Byy, =0, Byy; =1y, By o:=1ie:
also erhilt B,f =0 in den neuen Variabeln die Form
yzayf+ysaf+ 90 + 933f+ +696
und B,f =0 die Form
ysayf + QQaf + -+ 6 39 =0,
sodass B,f = 0 sich auf

of __
Y2 0
reducirt. Ferner ist klar, dass Byf = 0 die Form
of
0Ys =0

annimmt. Zur Binfithrang der ¢; als Variabeln in B;f =0 bilden
wir die Ausdriicke

B, 0, = 6y,%y;

B0, =0

B,o, = — 3y,° 05 + 204,°Y50

B, g, = y,*(—219,+350,) + 9.7y5 - 1050,

B, gg = 9,2(—369;43-126 0, 0,) + 9,°¥5(504 0, 1-2109,%);
also erhilt B,f = 0 durch Division mit g,? die Form

9216 2L 200, 2L 4 1050, 2L + (5040, + 21005 14
+ {’* 393'3—5 +(— 2194"‘35022)‘3_"]'(”‘3695 +3-1260,0,) 3—‘?;}:‘0’

welch letztere Gleichung sich wegen — - 67" == 0 in zwei spaltet. Die ge-

suchten Grossen ¢, und &, sind daher bestimmt als PFunetionen von

0, 03 - . . 0 durch die drei Gleichungen
15*
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2oza’°+393§{+ +F 60, 7L =0
Of =6 2L 420, 27 11050, L 4 (5040, +2100:9) 2L = 0

Df——30; 2L +(—210,4+350) I +(—360,+3-1260,05) 2L =0
00y

[unter denen die erste aussagt, dass @, und ®, Functionen von den
Verhiiltnissen der Grissen 92é 92"1'- .- 96% sind]. Wir bestimmen die
Losungen von Cf = O, nimlich
5 o
Q35 Uy = 9y — 5 02
35
Uy = Q5 — 3 @203

175
Uy = @5 — —5— @,° — 840,u,

und filhren sie als Variable in D f ==0 ein. Nun ist
Do, =0, Du, = — 39,, Du; = — 21u,, Duy = — 36u;
und also erhalt Df = 0 durch Division mit ~ 3 die Form

os 2L + Tu, 2L + 120, 2L =

Die entsprechenden Losungen sind

5 ,\2
01, 0= 2050 — Tu,2 = 20,0, — 350,02 — T (0, — 5 02

66 14
Gy == Q3 — o U2 —“g%

5 28 5.\
—93(06——84@3944— 0,5) —12( 05 — 9293)(94—‘5922)+5;(94”§922) .
Und da die gesuchten Grossen ¢, und ®, Functionen von den Ver-

1
hiltnissen der Gréssen 9;‘” 0% -+ 96}" sind, so kdnnen wir setzen:

¢1=

64
¢2=—3-

_°
93§ ’ Q3

Hiermit ist diese Untersuchung zum Abschluss gebracht®).

#) Im Laufe dieser Abhandlung benutze ich hiufig den folgenden bekannten
Satz: ,Bilden 4,f=0... A4, f=0 ein vollstindiges System in x, ... z,, so kann

die Integration desselben folgendermassen geschehen. Man sucht die Losungen
Py ... @, ; vou A, f==0; bildet sodann

Hf—0—yg PLt -t st O

Sind die Verhiilsnisse der 4,9, nicht Functionen von ¢, . . . g, _, allein, so zerlegt
die Gleichung 4,f == 0 sich in mehrere. Wir integriren eine beliecbige unter ihnen

_of

71—1
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§ 2

Gruppen, die zwei und nur zZwei Differentialgleichungen erster Qrdnung
invariant lassen.

Im vorangehenden Paragraphen behandelten wir alle Gruppen, die
keine Differentialgleichung erster Ordnung invariant lassen, und be-
stimmten ihre zugehdrigen invaritanten Differentiaigleichungen hoherer
Ordnung. Jetzt erledigen wir dasselbe Problem fiir alle Gruppen mit
zwei und nur zwei invarianten Differentialgleichungen 1. Q. Dabei
konnen wir nach meinen fritheren Untersuchungen (Gott. Nachr, 1874,
Math. Ann. Bd, XVI) annehmen, dass diese beiden Gleichungen 1. Q.
eben sind

ylz%%r-O, und —j—; -—=i=0,
und dass demeuntsprechend die betreffende Gruppe eine der folgenden

canonischen Formen besifzi:

a| |4 » | lallalla
ya| (¥4 g el yel ye
Py |wpteye, P! ¥ ¥4
g Cdspl PP
yg| | ¢ p+¢ (e |
y*q| |ya| | @p+yq |2
p | |¥e |(#pt+Ye,

Wir werden der Reihe nach diese 9 Gruppen betrachten und ihre
zugehivrigen invarianten Differentialgleichungen zweiter und hoherer
Ordnung bestimmen.

4. Zuerst betrachten wir die zweigliedrige Gruppe ¢, y¢. Die
zugehorige Determinante
}0 1
A =
|0 vy

verschwindet identisch; dies beruht darauf, dass jede Curve (d. h. Gerade)
der Schaar z — Const. bei der Gruppe invariant bleibf. Zur Bestim-
mung der invarisnten Differentialgleichungen mter Ordnung

f@yyy - yn) =0
und fihren die entsprechenden Losungen ;. ..%, 5 étwa in A;f=10 ein. Die

hervorgehende Gleichung A3, % +4 - - . ==0 behandeln wir daon in analoger
1
Weise u. 8. w.
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bilden wir die beiden Gleichungen

—0, y gy L. +ymag3 =0.

Ist m > 1, so ergiebt sich, dass f eine arbitrire Function der Grossen

Y Y, Ym

Yy o o
ist. Wenn dagegen m = 1 ist, so kinnen die beiden Gleichangen

g?";':o? yay'l_yl =0

nur dann gleichzeitig bestehen, wenn y, = 0 ist; es ist nimlich an
sich unmiglich, dass f nur & enthilt. Zu den hiermit gefundenen
invarianten Differentialgleichungen muss die Gleichung

20
Y1

gefiigh werden. Dieselbe entgeht uns bei unserer Coordinatenwahl,
Dieselbe Bemerkung ist bei allen Gruoppen dieses Paragraphen zu
machen,

5. Die zu der Grappe p, ¢, yg gehorige Determinante
100
010
0 9 ¥
verschwindet nicht identisch. Sie liefert die invariante Differential-
gleichung erster Ordnung y, = 0, wozu wie soeben die Gleichung

L —=0m fiigen ist.
%

A=

Die invarianten Differentialgleichungen f==0, deren Ordnung
grosser als 1 ist, werden bestimmt durch die Relationen

e, 20, gLty JL o+ Y

und somit ist f eine arbitrire Function von

Y2 Y, Im
Yo Y1
6. Die zu der Gruppe p, g, ¥g, zp gehorige Determinante
10 0 0

= —Y ¥
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verschwindet nicht identisch. Es giebt drei invariante Differential-
gleichungen, deren Ordnung kleiner als 3 ist, nimlich

1
y1=0) I=0; yg"—:O.

Zur Bildung der invarianten Gleichungen hoherer Ordnung

f@y...9)=0
bilden wir vier lineare partielle Differentiaigleichungen, unter denen
zwel nur aussagen, dass f von z und y unabhiingig ist. Die beiden
iibrigen Gleichungen

Lyttt =0

Y By L+ ¥

Yo 5.~ ay _'_ ys + + (m_'l)ym 3?/ =0

zeigen, dass [ eine arbitrire Funetion von
m—2

PPN T 1
Jz ? 0% ’ y2ﬂ4—1
1st.
7. Die zu der Gruppe p, ¢, zp + cyq gehorige Determinante
1 0 0 {
A={0 1 0 = (c—1)y,
z ¢y (c— Dy,
verschwindet identisch dann und nur dann, wenn ¢ =1 ist. Diesen
Ausnahmefall berficksichtigen wir nicht in diesem Paragraphen, indem
die Gruppe p, g, zp -+ yg einfachk unendlich viele Differentialglei-
chungen erster Ordnung, nimlich jede Gleichung der Form
4, == Const.
invariant l#sst.
Wenn ¢ verschieden von 1 ist, so lisst unsere Gruppe nur zwei
Gleichungen erster Ordnung, nimlich

1
y, =0, und ;—-O

invariant. Die invarianten (leichungen hoherer Ordnung f = O werden
bestimmt durch

o0, 2 =0, (c— 1y 2L +e— D+ =My =0,
so dass f eine arbitrire Function der (xrossen

v, I

c—2 Cc:zl
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sein muss. Diese Bestlmmung bleibt auch dann giiltig, wenn ¢ gleich
einer unter den Zahlen 2,3,...m ist

8. Die zu der Gruppe g, ¥g, y*q gehdrige Determinante

01 0
A=|(0 y Y
0 ¥ 29y,

verschwindet identisch, indem jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar
2 = Const. bei unserer Gruppe invariant bleibt,

Zur Bestimmung der invariauten Differentialgleichungen zweiter
und hdherer Ovdnung bilden wir die Gleichungen

'g%=7 1ay+ ‘l‘?/m =0

? fyf;+ Y19 5 +(4ylys+3yz) +

deren Losungen sind
3 2
Y195 — 5 Y2
9 ?
Man veriﬁcirt leicht, dass g, (Siche die Einleitung) eine Function von

Z, P 1

Y2y 139 — 4 vy

e ete,
1

P =&, @Py= @3 =

, indem

dg
P = da;

ist. Jede bei der Gruppe ¢ y¢ y?¢ invariante Differentialgleichung
dritter oder hoherer Ordnung hat somit die Form

f(x P2 @? dd?"-)=0,

wo ¢, den obenstehenden Werth besitzt.*)

9. Die zu der Gruppe p g yq y°g gehorige Determinante

10 0 0 |
01 0 0 |

A — | = 2y,°
0y u oo
1

[0 9% 2yy, 2yy,+42y,2

verschwindet nicht identisch; es giebt, wie man sieht, keine invariante
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Durch Rechnungen, die mit
denen der vorangehenden Nummer fast identisch sind, findet man zur

*) [Die Differentialinvariante ¢,, die schon bei Lagrange auftritt, spielt
in Schwarz's schonen Untersuchungen eine wichtige Rolle; Januar 1888.]
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Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen dritter und hoherer
Ordnung die Werthe

3 2
G 39 __ ¥y — 4%yt 3y
1=y T gy ¥
und iberhaupt
dk
=& %,
P* = "qu,

Die betreffenden invarianten Differentialgleichungen haben die Form
f (s 9s--.96)=0.

10. Die zu der Gruppe » + ¢, xp -+ yq, «*p + y*q gehodrige
Determinante

1 1 0
acle y 0 |=20—apy,
22y 2(y—a)y,

verschwindet nicht identisch. Die Gleichung

y —z=0
bestimmt eine invariante Curve. Die invarianten Differentialgleichungen
zweiter und dritter Ordnung werden bestimmt durch die Gleichungen

E+L_
af
+y 3y — Y a@yf 2?/3
ng—g-l— 2 +2y- D) 4L +[(2y 12)p+ 29— 29, 2L
+[(2y—6»'v)ys+6yzy2—6%3—%’,}::0,

von denen die erste uns lehrt, dass f die Grossen z und y nur in der
Combination #% =2 — y enthilt. Die beiden letzten Gleichungen
erhalten durch Einfiihrung von w als Variabeln statt z und y die Form

8f or or
% 3‘.’/2 ?/3 3?!3 ’

2“% + [3?'0?/2—‘2?!12’{'2?/1] 3% + [4uy, — 64,9, 6y,
Wir fuhren die Losungen der ersten Gleichung, nimlich

Yy UYy = U2y Yy =0y
als Variabeln in die letzte Gleichunﬂ’ ein; dies giebt

H

of __
]?/3—

of
29, i + (Bo,—2y,2+24y) 31, + [4v;— 69,9, + 6v,] ‘5':: =0.

Die entsprechenden Losungen
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_3 ( 1 1
L2 Yy 2+2 yxz‘!'yx 2)———‘-93,,

1 1
vy, ~% + 69, (%2 +u 2) — 6ty =,
sind die gesuchten Grossen ¢, und ¢,. Es bleibt nur iibrig die Werthe
von v, und v, einzufiihren,

11. Die zu dex Gruppe p, ¢, yq, Zp, y*q gehorige Determinante

10 0 0 0
01 0 0 0

- —dy? 3

A=|0 y ¥ ¥ =492 (% %—5 %)
z 0 —y  —2y, — 39,

10 9 29y 2y1+29° 2yy+60,% |
verschwindet nicht identisch. Es giebt ausser y, = 0 und ~y1—= 0 nur
1
eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung nicht 3 tiber-
steigt, ndmlich
29,95 — 3/?/2? = 0%).

Zur Bestimmung der Grbssen ¢, ¢, bemerken wir, dass sie als
Functionen der drei Grossen

“(1——‘”"—( )

. dw y y
3 w. =——L_._—-—4 278
(3) r =g =y +3
d?w, Ys yg% '!/3 Y2* Ys P2t
Wy =z, =y T YV Tye —425 41127 — 920

durch die (der infinitesimalen Transformation zp entsprechende) Gleichung

Bif =il 2y 2L 8y, 2L 44y, 2 —
bestimmt sind. Nun ist aber
B,w, = 2w,, Bw,=3w,, B,w;=4w,
und also wird

1%4f=0=2w1 -;-3@02 +4w3 f.

Die Losungen dieser Gleichungen

_ W W,
@y = 51 Po= w2
wl'f' 1

sind die gesuchten Grdssen ¢, und ¢,.

*) Die invariante Differentialgleichung des Textes bestimmt alle Kegelschnitte
durch zwel gemeinsame Punkte. Diese Kegelschnitbe werden durch passende
Coordinatenwahl alle Kreise der Ebene (oder alle Kreise ciner Kugel).
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12. Die zu der Gruppe

» 9997 yq 2
gehorige Determinante P

10 0 0 0 0
0L 0 0 0 0
A 6 v Y. Y3 Ys
z 0 —y  — 2y — 3y, — 4y,
0 ¥ 2yy 2yy.+29° 29936919, 2yy,+8y.45+69,°
2t 0 —2zy, —4zy,—2y, —6zy,—6y, ~—8xy,—12y,

hat den nicht identiseh verschwindenden Werth
A=—4y (2.’/1?/3 — 3y,)*
Es giebt daher ausser y, =0 und ? == 0 nur eine invariante Diffe-

rentialgleichung, deren Ordnung kleiner als fiinf ist, die folgende
nénlich:
29,95 — 3y, = 0.
Die zu der Gruppe gehdrigen Grossen ¢, und ¢, sind Functionen
von den frither (3) gefundenen Grissen

Wy = A3 — 73‘7722*)

W, = 1, — 49,75 + 39,°

wy = 1y — Supny — 432 + 1T’ ny — 9!

w, = 155 — 69,95 — 137qm, + 2T .2y, + 42n0,n5* — 877,° g + 367,°

und zwar gentigen sie.(den Transformationen zp und z%p entsprechend)
den beiden Gleichungen

Af =n, af ton Lo om Sl =0,

Bf= fL 43950 af + 61, a" + 109, 2L 4 159, L = 0.
Nun ist

Aw, = 2w, Aw,=3w,, Aw,=4w;, Aw,=>dw,

Bw, =0, Bw, = 2w,, Bw,=5w,, Bw,= 9w;.
Daher sind ¢, und @, bestimmi als Functionen der w, durch die
Gleichungen f

a Vi
210, 2L 4 3w, 2L 4y T4 5wy 5 =0,

8
2w, af + 510, gy + 9%y f
deren Lésungen sind

Y;
*) Im Texte setzen wir iiberall 7; stath o
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410,085 — B0
Py = 20,7 )
4w Pwy — Bwwyw, + 15w,°
S

k1
W,

Py ==

Pithrt man hier die Werthe der Grossen u; ein, so erhdlt man die
Ausdriicke von ¢, und g, als Functionen von den .

§ 3.
Gruppen, die eine mnd nur eine Differentialgleichung erster Ordnung
invariant lassen.

Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung 1. O. invariant
lassen, konnen (Gottinger Nachr. 1874; Math. Annalen, Bd. XVI) auf
eine der folgenden canonischen Formen gebracht werden, wobel X
eine Function von z, & und ¢ Constante bezeichnen.

X9 | X¢ X, q X q q
Xaq N B : %g
. | .
| o .
X.q | Xuq X.q zq
| yq p
X.q | yg |pteye p |72+ eyq
q g1 4q q
xq zqg | xq zq
vo  wewdwg
P yqg | p p
ﬂcp+[(f+1>.«H-:«:’Jf‘]ez1 p Pup-tryq yq
| 2P [ ptrayq «p
vt prayg
| [ —
p ye
zp+ygq P
zp

ztp-+-2zyq lwzp%cyq
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Wir werden successiv diese canonischen Gruppen betrachten und ihre
invarianten Differentialgleichungen zweiter und hdherer Ordnung be-
stimmen.

13. Die zu der Gruppe p, zp -+ yq, z°p -+ 2xyg gehbrige
Determinante

10 O
A=lz y 0 |=2¢
x* 2zy 2y
verschwindet nicht identisch. Die invariante Gleichung 1. O.:
=0

entgeht uns bei unserer speciellen Coordinatenwahl.
Die Grossen @, und ¢, haben als Losangen der Gleichungen

o _¢o o2 of of _ o

Er Y Ty —yza—y;—“?ys 39,
of of
e + % Ty
die Werthe
P =29y, — 9% @ =4'Y;.

14. Die zu der Gruppe y¢, p, 2p, °p + zyq gehorige Deter-
minante

i 0 0 0
A— 0 ¥ 2 Y — o
iz O - —2y, | Y9

2t zy y—xy, —3zY,
verschwindet nicht identisch. Die Gruppe lisst daher eine Gleichung
zweiter Ordnung und zwar y, = O invariant, was darauf hinauskommt,

dass die Gruppe eine projective ist.
Die Grossen ¢, und @, befriedigen die vier Gleichungen

2 —o, ynf+ +y4_—0
+ ¥ 3;"1" Y2 3f+ +4!/4 =0

Vi
ya;{- %ayf+8y3 I~y

und haben somit die Werthe

_ YYs+3UYe
LA
¥y

__ 3yYhys— 4y
Py = %3
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15, Die zu der Gruppe X,q - - - X,q gehorige Determirante
0X, X,-.. X9

A= e
0X, L - X
verschwindet identisch, da jede Curve (d. h. Gerade) der Schaar
2 = Const. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Bestimmung der in-
varianten Differentialgleichungen

f@Yyyy -« Yu) =0

bilden wir die r Gleichungen

@ X g+ Xz L <,

die nur wenn m > r — 1 ist, andere gemeinsame Ldsungen als z
besitzen konnen¥®). Fiir m = r ist, wie man leicht verificirt, ausser
zugleich die Determinante

XX/ - X0
D= XX ... X
¥ % - ¥
eine Losung. Wir kénnen daher
P =%, Q== D*x)

setzen. Setzt man iiberhaupt

XX ... Xe-nX e+

D; = XX/ ... X, 0-0X 40
¥ Y - Y- Yry

so ist D; immer eine Losung der Gleichungen (4), dabei vorausgesetzt
dass m >r -}-4. Man kann daher
Pitg = D;
setzen.
16. Die zu der Gruppe X, ¢ - - - X,q yq gehorige Determinante A
verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen f == 0
sind bestimmt durch die (r 4 1) Gleichungen

*) Der Schluss im Texte beruht darauf, dass die X in dem Sinne un-

abhiingige Functionen von « sind, dass keine Relation der Form ¢ X, =0 mit
constanten Coefficienten besteht.

*#) Ist r==1, so0 giebt es unbeschriinkt viele invariante Differentialgleichungen
erster Ordnung, indem die invariante Gleichung D = f(x) von erster Ordnung ist.
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P of 4o m of
'6y+X' By T X gy =0

of 9
R
Dieselben haben (ausser x) keine gemeinsame Ldsung, wenn m < 7.
Ist m =, so giebt es eine specielle gemeinsame Losung, nimlich
die lineare und homogene Differentialgleichung

D—o,

wobei wir D in derselben Bedeutung wie soeben brauchen. Ist
m=r -4 ¢, so sind die Grossen

2 D1 Dy D
D D D

Lisungen uanserer linearen partiellen Differentialgleichungen, und wir

konnen daher
D.

i3

D
Pr=2=2, Q=5 P17

setzen,
17. Die zu der Gruppe

X,q--- X.q, p-+ eyq (¢ = Const.)

gehorige Determinante

1 ey ey -« &4
0 X, X;/--- X0

0 X, X/ .+ X0

verschwindet nicht identisch, Ausser " 0 giebt es keine invariante
1

Differentialgleichung, deren Ordnung kleiner als # ist*). Die Grossen

©, @, - - - sind Functionen von x, D,D,,D,... und geniigen dabei
der Gleichung
Bf =L ey Ll 4 o e F =0

oder der §quivalenten

?
Bz 2 L BD,- 1’;1-;--

#) Den Fall #=1 schliessen wir im Texte aug, indem es dann unendlich
viele invariante Differentialgleichungen 1. O. giebt (siehe § 4).
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wo Bx=1 zu setzen ist. Zur Berechnung der Ausdriicke BD,
erinnern wir (Math. Ann. Bd. XVI p. 499) daran, dass die X; Rela-
tionen der Form

X =iy X

X = 3-21X1 + 3'22X0

X3 = Ay, X1 + 132X —[—-2.33 X3 (4:z = Const.)

Xk = 3-7:1X + lkzxq-r . lka

erfiillen. Daher ist, wie man durch Ausfiihrung findet,

BD =y +4p+- -+ 4+ D =5kD
BD,= (- « = « « - - . . )D,=kD1

BDi=(- - « « « + - « . )D_.LD

wo k eine Constante bezeichnet. Die gesuchten Grissen ¢, ¢, sind
daher bestimmt doreh die Gleichung

+ kD +7., 15D D -+ -
sodass
py=2Detz, @y=Det, ... gy = De*=
wird.
Unter Nummer 15 gaben wir die allgemeinen Ausdriicke der
Grossen D; Diese Ausdriicke kbnnen indess vermége der Formeln
(5) wesentlich vereinfacht werden. Denn es ist

oD,
—a‘m— = (A“ + + lrr) -D = Elkk -D

woraus
X2
.Di = t Q1

wo Q; eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten
von 94, - Yr-14r; bezeichnet, Daher wird

D; = xzzkk(kzo y+tay A+ -+ By + Borti Yes)
und
Pipr =€ (ko y + - - -+ Fora e + Kirts Yraa)-
Wir gehen hier nicht auf die einfache Berechnung der Constanten
k;; ein®). Dagegen heben wir ausdriicklich hervor, dass die Con-

*)} D == 0 ist, wie wir gesehen haben, im vorliegenden Falle eine lineare ho-
mogene Differentialgleichung mit constanten Coefficienten. Es ist dabei klar,
dass diese Constante beliebige Werthe haben kénnen.
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stante ¢ ohne wesentliche Beschrinkung gleich Null gesetzt werden
kann.

‘Wir bemerken nur noch, dass sich unter den invarianten Diffe-
rentialgleichungen beliebig viele lineare und homogene mit constanten
Coefficienten finden. Denn wenn ¢, ¢, - - - beliebige Constanten be-
zeichnen, so stellt

aotep,+---=0
immer eine solche Gleichung dar.

18. Die der Gruppe
Xiqg- - Xqyqp
entsprechende Determinante

i1 0 0 --- O
0 X, X/ .- X0

Aelew v - o . . . |l=D
0 Xr Xr, "t X"(T)li
O v w - 9 |

i

verschwindet nicht identisch. Es giebt ansser 7;-—- O eine und nur

eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht tber-
steigt, nimlich

D = 0%).
Die Grbssen ¢, g, - - - sind Functionen von z, D, Dy - .-, bestimmt
durch die Gleichungen ’
ar - af 8D | of 8D,
3z == +'a’1“>“a'£+ap e T
0= + J1 + + ‘ym af

Nun ist, da die X; durch R.elatlonen der Form
X =t X+ 4 Xy - - 2 X
verkniipft sind: '

A —Dihy 4 - + b) = Diky

woraus
D; = &2 (e;0y + ey, + - -+ CGr—a1 Y1+ CorgiYryid-

Hieraus ergiebt sich, dass wir

D D,

Py = “‘ﬁl“: D=3 ete.
% Jst r =1, so giebt es zwel invariante Gleichungen 1 0.: —!—:-—=-= 6 und
1
D = 0. Diesen Fall schliessen wir im Texte aus.
Mathematische Annalen, XXXIT, 16
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setzen konnen. Die ¢z sind Briicke, deren Zihler und Nenner ganze
und lineare Functionen (mit constanten Coefficienten) von yy, ¢, -- - sind.

19. Die Determinante A der Gruppe

qxg---xlq pxp - cyg
hat den Wexth

(1 0 0 e e e e e e e e 0 '
}0 1 0 e e e e 0 |
0 1t (r—Da? ... ¢g—1)...3.2.1 0

2 ey =Dy - e—r—Dga (-

d. h. es ist, wenn wir einen nicht verschwindenden Factor wegwerfen,
A=(c— 7)Yy,
A verschwindet daher nur, wenn ¢ = # ist.
Ist e=#, soist 4, =0 (ausser —yl_f = 0) die einzige invariante

Differentialgleichung, deren Ordnung # nicht iibersteigt*). Die Grossen
@y @5 - - - sind (Nummer 15) Functionen von DD, - - . und erfiillen
{iherdies die Relationen

L0, sty fire—ny Lt =0

Nun aber ist, wie man durch Ausfilhrung findet, indem man un-
wesentliche constante Factoren wegwirft,

D=y, Di=1yr11, D) =14y.ps

Also wird
yr—{~1 yr+2
Py = 3 Pr=—7,"5>
yr e—r yr Cc—r

Zuriick steht noch der Ausnahmefall ¢ = 7. In diesem Falle ver-
schwindet A identisch. Man findet, dass
i =0, y = Const.™), yp,1=0
die einzigen invarianten Differentialgleichungen sind, deren Ordnung
7 -} 1 nicht iibersteigt. Die Griossen ¢, @, sind Functionen von
Yrs Yry1y Yra2 - vy

*) Auch jetzt soll der Fall r =1 ausgeschlossen sein,
*#) Ist insbesondere r=c=1, so giebt es oo! invariante Differential-
gleichungen 1. O, (siehe § 4).
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bestimmt durch die G]eichung

yl“l—l ay + y’+2 2 + 3?/r+3 a;r:‘.s + fer = O'
Daher wird
_ _ Yrpe _ '.’I,.;,s
P =Yry; Pr=—7% 3 P3= ete. -
Yrga Yrt1

20. Die Determinante A der Gruppe

qxq---27g p apt (ry 427 ¢q
hat den Werth
A=yr(r—1)...3.2.1

und verschwindet somit weder identisch noch fiir specielle Werthe der
Variabeln. Ausse fy—’- == 0 giebt es daher keine invariante Differential-

gleichung, deren Ordnung # nicht tbersteigt. Die Grossen g, ¢, sind
bestimmt durch die Relation

rr—1y-.-3-2. 1——-——J,-+1 35:‘_1_29’”,2 I ...=0

und haben daher, wenn man zur Abkiirzung

7(7_1)...3.2.1;-,1_

]

setzt, die Werthe
@y, 2wy, 30y,
@y =Yr1t 5 Po=Yri26 , P3=1Yrpa€ et
21. Die Determinante der Gruppe

qgzq---lqyq pap
hat den Werth:
A = YrYri1
Es giebt daher drei invariante Differentialgleichangen, deren Ordnung
kleiner als .-} 2 ist, nimlich
?;730’ ¥ =0, Yry1=0%.
Die Grossen ¢, ¢, - - - hingen nur von Y, Yrp1¥%r2 - -+ ab und er-
fiillen dabei die beiden Gleichungen

of e
+yr+1 ‘)y + y+ 0y+2 + O

of _
Yot a,y + Yrit 3y — " + =0,

#) Der Fall £ ==1 ist im Texte ansgeschlossen.
t6*
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Sie besitzen somit die Form

Yy Yrpe Y Yy
q)1= 7‘21‘_’ ¢2= 5 gt
yr-l—l yr—}—l

22. Die Determinante A der Gruppe

g, g, - @7'q, p, 2ap+ (r — Vyg, #*p+ (r — Dzyg
besitzt (wenn wir von einem nicht verschwindenden constanten Factor

absehen) den Werth: g2 Es giebt daher ausser yi 0 nur eine

invariante Gleichung, nimlich y, == 0%), deren Ordnung r -} 1 nicht
iibersteigt. Die Grissen ¢, ¢, --- sind Functionen von y, ¢4, - -
und erfiillen dabei die beiden Gleichungen:

Bf =+ Do 4 (4 9)ia 2+ O B) s 5 0=0

of of of __
(r+ 1)%*@:1‘ +20r+2yr11 5, » +30+3)¥rse s 0.
Die Lésungen der letzten Gleichung sind

Yry O+ Doryris — " + 2) gra = w0
(r+1042943— 3+ 1D +3) 9 Yr11Yrp2+2(r+2) (r+3) 1= u,.
Fithrt man dieselben als Variabeln in Bf==0 ein, so kommt die
Gleichung

O+ D% A 20+ ) uil 4+ 3¢+ 3w 5l =0

mit den Losungen

_ u
P = 27w
1
y, "t

P, = _3*@-'_55 '
v, "
23. Die Determinante A der Grappe
qzq---atqyqgp zp *p+ (r—1) xyg
hat den Werth
A= yr[(r + 2) ?/12-;-1 - (f + 1) ?/r?/r+2];
dabei ist vorausgesetat, dass wir von einem constanten, nicht verschwin-
denden Factor absehen. Es giebt daher aunsser 7;— =0 nur zwei

invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung # - 2 nicht iiber-

*) Der Fall r=1 soll im Texte ausgeschlossen sein.
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steigt. Die eine ist y, = 0%), die zweite kann auf die bemerkens-

werthe Form
(y: 1) =0
gebracht werden.
Die Grossen ¢, ¢, - - - usnserer Gruppe sind Functionen von den

¢ der vorangehenden Gruppe. Ueberdies erfiillen sie, der Trans-
formation ygq entsprechend die Relation

of
m-{—..«_—_o;

Yr == ay +yr+l

daher kidnnen wir, indem wir die Symbole %, %, 4, in derselben Be-
deutung wie in der vorangehenden Nummer gebrauchen, den Grossen
;. unserer Gruppe die folgenden Werthe beilegen:

P = '3%"  P2= TZ% )
U
§ 4
Gruppen, die unendlich viele Differentialgleichungen 1. 0. invariant
lassen.

Wenn eine Gruppe unendlich viele Differentialgleichungen 1. O,
invariant lisst, so kann sie auf eine von den drei folgenden cano-
nischen Formen gebracht werden

p ¢ |7,
lvf:1>+yq} 1_J

zp + yq

Wir werden successiv diese drei canonischen Gruppen betrachten und
ihre invarianten Differentialgleichungen bestimmen.

24. Die Determinante A der Gruppe p q zp -+ ¥yg¢:
100
010
z y 0
verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen sind
bestimmt durch die Relationen

2 of
Lo, w0, w2 g gy =

A=

%) Der Fall r=1 soll im Texte ausgeschlossen sein.
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Daher sind

4 = Const,, y, =0
die einzigen invarianten Differentialgleichungen, deren Ordnung 2
nicht iibersteigt. Die Grossen ¢, ¢, - - - haben die Werthe

Py =Y, ‘P2=§%’ ‘1’3=§%"' ’
25. Die Determinante A der Gruppe g zp - yg:
01
== = —
oy

verschwindet nicht identiseh. Die Gerade 2 == 0 bleibt bei der Gruppe
invariant. Die Grossen ¢; sind bestimmt dorch die Relationen

of __ o 0 o Of o, o
797—0’ T 3a T Yy, 29s 0Ys 3y432/4 =0

und haben daher die Werthe:

P1=%h%, @=1Y&", @y=ya* ...
25. Wenn endlich eine Differentialgleichung die einzige infini-
tesimale Transformation p gestattet, so besitzt sie die Form

FY9Y: -« Yu) = 0.

Hiermit kennen wir canonische Formen aller Differentialgleichungen

zwischen 2 und y, die eine Gruppe von Transformationen zwischen z
nnd y gestatten.

8 5.
Reduction einer beliehigen Gruppe auf ihre canonische Form.

Wenn eine beliebige Gruppe von Trausformationen zwischen z
und y vorgelegt ist, so lisst sich immer, wie wir zeigen werden,
durch ausfihrbare Operationen entscheiden, auf welche canonische
Form sie gebracht werden kann. Ist diese Bestimmung geleistet, so
verlangt die wirkliche Reduction der vorgelegten Gruppe aunf ihre cano-
nische Form in den meisten Fillen nur ausfiihibare Operationen; aus-
nahmsweise wird jedoch die Integration einer Gleichung 1. O. noth-
wendig,

Hieraus folgt, dass die Bestimmung der zu einer beliebigen Gruppe
gehorigen invarianten Differentialgleichungen im ungiinstigsten Falle
die Integration einer Gleichung 1. O. verlangt.

26. Wir zeigen in dieser Nummer, wie man durch susfibrbare
Operationen entscheidet, auf welche canonische Form eine vorgelegte
Gruppe gebracht werden kann,
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Man bestimmt zuerst durch Determinantenbildung, ob es keine,
eine, zwei oder unendlich viele invariante Differentialgleichungen 1. O.
giebt. «
Existirt keine solche Gleichung 1. 0., so hat die Gruppe 5, 6
oder acht unabhingige infinitesimale Trapsformationen. In jedem von
diesen drei Fillen giebt es nur eine entsprechende canonische Form,
so dass eine weitere Discussion fiberfliissig wird.

Giebt es zwel und nur zwei invariante Gleichungen 1. 0., so fragt
es sich zanichst, ob A identiseh verschwindet oder nicht. Verschwindet
A nicht identisch, so hat die Gruppe 3, 4, 5 oder 6 unabhingige
infinitesimale Transformationen, und dabei ist die canonische Form
vollstindig bestimmt, wenn die Zahl der inf. Transformationen gleich 5
oder 6 ist. Enthilt unsere Gruppe drei infinitesimale Transformationen
B, f, B.f, Bsf, so kann sie entweder die canonische Form p, ¢, 2p-+cyq
oder die canonische Form p -+ ¢, p 4 yq, 2°p + y*q erhalten. Diese
beiden Fille lassen sich dadurch charakterisiren, dass die inf, Trans-
formationen (B;F;) im ersten Falle eine zweigliedrige Untergruppe
bestimmen, wihrend sie im letzfen Falle eine dreigliedrige Gruppe,
nimlich die urspriingliche Gruppe liefern. Enthilt unsere Gruppe vier
infimitesimale Transformationen, so kann sie entweder die canonische
Form ¢ ygq p zp oder die Form ¢ yg y*q p erhalten; diese Fille
lassen sich dadurch charakterisiren, dass die (B;B:) im ersten Falle
eine zweigliedrige Untergruppe, im zweiten eine dreigliedrige Unter-
gruppe liefern. Verschwindet A identisch, so kann die Gruppe ent-
weder auf die canonische Form ¢, yg, oder auf die canonische Form
4, ¥4, y*q gebracht werden. Die Zahl der unabhingigen infini-
tesimalen Transformationen entscheidet, weleher Fall vorliegt,

Jetzt setzen wir voraus, dass eine vorgelegte Gruppe Bif - - - B,f
eine und nur eine Gleichung erster Ordnung

of of _ gp—
x Lyl —ar=0

invariant Jisst. Unter den infinitesimalen Transformationen &, B, .-

+%, B, giebt es einige, etwa BiOf, die eine Relation der Form
BOf = gu(xy) Af

erfiillen; denn es giebt ja jedenfalls r — 3 inf. Transformationen, die

jede Integraleurve von Af==0 invariant lassen. Wir haben also

4 wesentlich verschiedene Moglichkeiten zu beriicksichtigen: a) Be-

friedigt eine jede inf. Transformation Bf eine Relation der Form
Bif = gu(2y) 4f,

so kann die Gruppe entweder auf die canonische Form X,q-.-- X, q

oder auf die Form X,q - -- X,q yq gebracht werden. Das erste trith

ein, wenn alle (B;B;) = 0 sind. Die zweite Hypothese findet stath
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wenn die (B;B:) nicht simmtlich verschwinden. b) Giebt es unter
den s Ausdriicken B;fs— 1, etwa B,%f . -« BY,f, die eine Relation

BOf = gi(zy) Af
erfilllen, so bilden die s— 1 Transformationen ByOf eine Untergruppe,
die der Categorie (@) angehdrt. Verschwinden alle (B9B,®), so hat
die Gruppe B:f die eanonische Form X ¢ --- X,q¢ » + sygq, wo ¢
ohne Beschrinkung gleich Null gesetzt werden kann. Verschwinden
die (B0 B®) nieht simmtlich, so ist X,¢--- X,q yg p die ge-
suchte canonische Form. ¢) Giebt es s — 2 Ausdriicke By0f, die
eine Relation
BOf=¢-4Af

erfilllen, so bilden die Transformationen (B;B;) eine Untergruppe,
die der Categorie (b) gehdrt. Eine zweite Untergruppe bilden alle
B,Of. Verschwinden die (B B®) nicht simmtlich, so hat die
Gruppe die canonische Form ¢ zg.--277¢q yq p zp. Verschwinden
dagegen alle (BB, so kann die Gruppe entweder die Form
g 2q---2™1 p xp}Kyg oder die Form gzg---2'q p zp+ (ryt27)q
erhalten. Um zwischen diesen beiden Méglichkeiten zu entscheiden,
bildet man die Determinante A, Ist A ein nicht identisch ver-
schwindender Differentialansdruck (s — 2)r Ordnung, so hat unsere
Gruppe die canonische Form

q xg---oq p 2p + Kyg
K1
Verschwindet A identisch, so hat die Gruppe ebenfalls die eben
hingeschriebene Form, nar mit dem Unterschiede, dass K = r ist.
Wenn endlich A eine picht identisch verschwindende Function von z,
y und %’ ist, so kaun unsere Gruppe die canonische Form
q xg---@lg p ap+(ry 4 ) g4
erhalten. d) Giebt es s — 3 infinitesimale Transformationen B;®, so

sind vier verschiedene Fille moglich. Ist 5 = 3, so kann die Gruppe
die canonische Form

p zp +ygq #*p 4 2zyq
erhalten. Ist s =4, so ist
¥yq p zp T°p -+ zYq
die gesuchte canonische Form. Ist s > 4 und ist dabei jedes
(B Bi9) = 0, so ist
qxg---2 g p, 2zp+(r—)yg, &*p+ (r — 1) zyq

die gesuchte canonische Form. Sind dagegen die (B B®) nicht
simmtlich Null, so kann unsere Gruppe die canonische Form
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g zq-- -2, Y¢, p, zp, TP+ (r—1) zyg
erhalten.

Wenn endlich eine vorgelegte Gruppe unendlich viele Gleichungen
erster Ordnung invariant lasst, so kann sie auf eine von den drei
Formen

9 ¢ pteyy pazpt+yq
gebracht werden. Die Anzahl der unabhiingigen inf. Transformationen
entscheidet, welcher Fall vorliegt.

Also ist es uns wirklich gelungen, durch sehr einfache, immer
ausfiihrbare Rechnungen zu entscheiden, welche canonische Form eine
vorgelegte Gruppe besitzt.

27. Hat man nach den soeben entwickelten Regeln die zu einer
beliebig vorgelegten Gruppe gehorige canonische Form bestimmt, so
stellt sich die Frage, wie die Ueberfiihrang auf diese Form wirklich
geleistet wird. Ych gebe eine kurzgefasste Erledigung dieser Frage.

Betrachten wir zunichst ein einfaches Beispiel. Sei B,f--- B,f
die vorgelegte Gruppe und p,, ¢, #; P, ¥; ¢, ihre canonische Korm.
Bilde ich dann die (B;B;:), so erbalte ich eine zweigliedrige Unter-
gruppe, die iiberdies in der viergliedrigen invariant ist. Sei B, B
diese Untergrnppe. Ich bilde die Gleichungen

(¢, B, + ¢, B,, By) =k (e, B, + ¢, By)

(¢, B, + ¢ By, B,) =ky(¢, By + ¢, By),
in denen ¢, ¢,k %, Constante bezeichnen sollen. Das Verhiliniss
A wird bestimmt durch eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln

2
ich ohne Beschrinkung gleich 0 und oo setzen kann. Alsdann sind
B, und B, die beiden einzigen invarianten Transformationen unserer
Gruppe; sie entsprechen daber p, und ¢;. Darnach wihle ich B; und
B, so, dass die folgenden Relationen bestehen:
(BBy)=B,, (B,B,)~=0, (ByB,)=B,, (ByB;)=0, (B;B,)=0.
Setze ich sodann

Bi=tp+n9=p, Bi=5&p+ma=4q:
By, =&p+ 9 =20, Bi=£Ep+nu1=94,
so finde ich
& — 3 Y = ,g.i_ o= ")
£ 7’ &
Durch Einfihrung der hiermit bestimmten Vanabeln Z, y, erhalt die
vorgelegte Gruppe B;f ihre canonische Form.
Als zweites Beispiel betrachte ich eine dreigliedrige Gruppe
B,f B.f B,f, die auf die canonische Form ¢, 2, ¢, 9, gebracht
werden kann. Ich bilde die drei Ausdriicke (B;B), die eine zwei~
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gliedrige Untergruppe, etwa B,°B,% bilden. Dabei kann ich ohne
Beschrinkung annehmen, dass B,% B,° und B, unabhingige infini-
tesimale Transformationen unserer Gruppe sind; durch Multiplication
von B; mit einer zweckmissigen Counstante erreicht man, dass Rela-
tionen der Form

(B)°B,%) =0, (B,"B;)= B, (B,°B;)= B,
bestehen. Sodann setze ich
B =§&p+ nq=7q,
B, = £,p Lm0 = x,q,
Bl=§&p+me=y94q,
woraus durch Elimination von ¢,
& —zE)p+(p —2m)g=0
G —wé)p+n—wnn)qg=20

und
& 2
X = ==
t &y i
— &
% & M

folgt. Hiermit kennen wir eine Punkttransformation, vermége deren
unsere Gruppe auf ibre canonische Form gebracht wird.

In den beiden vorangehenden Beispielen hat die Reduction der
vorgelegten Gruppe auf ihre canonische Form weder Quadraturen noch
Integrationen von Differentialgleichungen, sondern nur Differentiationen
und andere ausfiibrbare Operationen verlangt.

Als drittes Beispiel betrachten wir eine dreigliedrige Gruppe
By B, B, mit der canonischen Form ¢ zq p. Wir bestimmen wie
in der vorangehenden Nummer die invariante Gleichung 1.- O.:

Af =X —% -+ Y —gg— und suchen darnach alle infinitesimalen Trans-

formationen B°, die eine Relation der Form

Bof = gu(wy) Af
erfilllen. Wir wollen annehmen, dass B,f und B,f solche sind. Dann
kann ich ohne Beschrinkung voraussetzen, .dass die folgenden Rela-
tionen bestehen:

(B1 -B3 =0, (BaBs) = By, (Bl B‘z) = 0.
Alsdann sefze ich
B =§p+mi=q
B, = Ep + 1.9 = %14,

By = &p 4 1,9 =p,
woraus zunichst
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gz — M2
= §1 M
hervorgeht. Die Grosse y, ist eine Losung der Gleichung
(4) U o=t Ly L

und diese Gleichung gestattet die bekannte 1nﬁmte81male Transformation
g9, = £,p -+ n,¢; daher findet man ohne weiteres einen Integrabilitits-
factor und fiir y, den Werth

&dy nsdx .
§1 75— &3
Als viertes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe

B, B, mit der canonischen Form ¢y, #,p, + 9,9,- Wir konnen ohne
Beschriinkung annehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen

=Xp+ Yig=a
B, = X,p + Yoq = ap, + 4 -
Dann ist z, eine Losung der Gleichung
of of
7y —0=Xig T Y, =
mit der bekannten infinitesimalen Transformatxon B,f. Also ist der

Ausdruek
w0 == ng Y- Yl dz
X, Y, — Y, X,
eine Function von z, und zwar, wie wir jetat zeigen, gleich log ;.

Es ist nach meinen bekannten Formeln
(¢12) =0, (20 F 919> %) =

das heisst
X, g? + Y1 Bx, =0, X2 9.7:1 + 2%;" = Ty
worans
(X1 Y2~X2YI) alog% = Y:
(X, Y, — X, Y,) 2 91°g‘°‘ = X,
und X,d Y, d
N [ Xydy— tsacx
gz = | Xv,— %%,

folgt, wie behauptet wurde. — Zur Bestimmung von y, bilden wir
die Gleichungen

(y) =1, @Ep+99,9)="H4%
oder die Zquivalenten

By‘ + Y: 331, =1, 3% + Y2 8@;. ==Y
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und hieraus die Relationen
XY, —X,Y)) %Z,L + Yy =X,

(XY, —%7) % — Xy, = — X,

vermoge deren y, durch zwei successive Quadraturen bestimmt wird.

Als finftes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe
B, B, mit der canonischen Korm g¢,, y, ¢,. Dabei kénnen wir an-
nehmen, dass (B, B,) = B, ist. Wir setzen

Bi=Xp+ Yiqg=g¢
B, = X,p+ Y,q9=1y,4q,,

woraus
=2 L,
=% Ty,
Die Grosse z, ist eine ganz beliebige Losung der Gleichung
2
X 3L+ 1 7 —o,

deren Integration somit erforderlich 1st.
Sei jetzt @berhaupt B, ... B,,

Bif = ch + ch
eine beliebige vorgelegte Gruppe und C ... 0,,
af
Of"“gzam + ;ay;
ihre canonische Form, die nach den Regeln der vorangehenden Num-

mer bestimmt wird. Wir kinnen in jedem einzelnen Falle die B,f
derart wihlen, dass die » Gleichungen

Bif = C\fy Byf = Cof, . .. B,f =GCof
bestehen konnen. Konnen diese Relationen zwischen zyp ¢ und
Z, ¥, P, ¢, hinsichtlich z, y, aufgelost werden, so ist hiermit die gesuchte
Punkttransformation gefunden. Ist eine solche Auflsung unmdglich
so bildet man zunichst die Ausdriicke

Ciw, Ciyy,
die bekapmte Functionen von z;, und y, sind und setzt sodann
By = X 28 4+ T 3% — Ga,
8 0
By, = z-—a%-!— Y; 5ot = Ciye-
Dies giebt 27 Differentialgleichungen 1. O. zwischen z,y, y und z,
die im Allgemeinen zur Bestimmung von z; ¥, durch Quadratur ge-

niigen. Nur wenn die canonische Form die eine von den "drei
folgenden ist
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% B Y95 G %% YC s
ist die Integration einer Differentialgleichung 1. O. nothwendig.
Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen 2wischen x und y
vorgelegt ist, so entscheidet man suerst durch Differentiation, auf welche
canonische Form sie gebracht werden kann. Ist dies geschehen, so ver-
langt die Reduction auf diese canonische Form im Allgemeinen nur
ausfiihrbare Operationen. Nur wenn die betreffende Formy eine von
den folgenden ist,
% 0,90 6 Y99
wird die Integration einer Gleichung 1. O. nothwendig.

28. Sucht man alle bei einer beliebig vorgelegten Gruppe zwischen
x und y invarianten Differentialgleichungen, so bringt man die Gruppe
zuerst auf ihre canonische Form und stellt sodann ohne weiteres die
betreffenden Differentialgleichungen auf.

Dies giebt den folgenden Satz, der die wichtigsten Ergebnisse
dieser Abhandlung resumirt.

Ist eine game beliebige continwirliche Gruppe von Transformationen
zwischen z und y vorgelegt, so findet man alle invarianten Differential-
gleichungen ohne Integration von Differentialgleichungen, wenn die Gruppe
mehr als drei infinitesimale Tranmsformationen enthill. Giebt es drei
inf. Tramsformationen mit der camomischen Form q yq y2q oder zwei
inf. Transformationen mit der canonischen Form q yq oder endlich nur
eine inf. Tramsformation, so wird die Integration einer Gleichung 1. O.
nothwendig. In allen anderen Fillen geniigen Differentiationen und
Quadraturen.

In diesem Satze wird vorausgesetzt, dass nur die infinitesimalen
Transformationen der vorgelegten Gruppe bekannt sind. Kennt man
zugleich die endlichen Transformationen dieser Gruppe, so kann man
immer, aueh in den drei Ausnahmefillen, die zugehbrigen invarianten
Differentialgleichungen ohne Quadratur oder Integration angeben,

Januar 1883.

Abschnitt IL.

In dem vorhergehenden Abschnith bestimmte ich die Form aller
Gleichungen
f@49, .- 9=) =0,
die eine continuirliche Gruppe von Transformationen gestatten. In
diesem zweiten Abschnitt entwickele ich die allgemeine Integrations-
theorie aller derartigen Gleichungen, indem ich meine aligemeine
Integrationstheorie von linearen partiellen Differentialgleichungen it
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bekannten infinitesimalen Transformationen fiir die betreffenden Bei-
spiele im Detail durchfiihre,

Dieser Abschnitt zerfillt in mehrere Paragraphen, deren jeder
sich an einen bestimmten Paragraphen der ersten Arbeit als Fortsetzung
anschliesst.

§ 1
Integrationstheorie von Differentialgleichungen mif bekannten
infinitesimalen Transformationen der Form
X(@)p + Y q-
In diesem Paragraphen integrire ich successive alle Differential-

gleichungen 2t und hoherer Ordnung mit einer bekannten Gruppe,
deren infinitesimale Transformationen simmtlich die Form

X(@)p + Y ()¢
besitzen. Hs wird dabei vorausgesetzt, dass die betreffende Gruppe

1 .
- =0 in-

variant 13sst.

1. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe

g, ¥q so ist sie, wenn wir %
1

du a2y )

= o setzen, reducibel auf die Form

Q R

Man integrirt diese Gleichung (# — 2)tr Ordnung und erhilt hierdurch
eine Relation mit m — 2 Constanten

Yo =t f(ma, ... an-2),
aus der durch wiederholte Integration

ff(:c) dz
Y=

y fd j_'f(x)da:

2. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe
P, 4, yg, so ist sie, wenn wir

hervorgeht.

Yo _ Ys
Y b Y1
setzen, reducibel auf die Form
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Durch Integration dieser Gleichung (m — 3)tr Ordnung erhili man
eine Relation mit m — 3 Constanten
Y ¥,
(1) f Y yl -3) 0
die wir auch folgendermassen schreiben kbnnen

7 (o as G ) =0

Man erhiilt daher Jedenfalls durch eine Quadrator eine Gleichung,
Y, = 9, F'(z), die nach den Regeln der vorangehenden Nummer durch
zwei Quadraturen integrirt wird.

Nach der soeben angegebenen Methode verlangt die Integration
einer Gleichung der Form

Ys __ Y2

@ 2—F(%)
drei und zwar drei successive Quadraturen. Ich entwickele jetzt in
Uebereinstimmung mit meinen alten Integrationstheorien eine etwas
andere Methode, die allerdings ebenfalls drei Quadraturen, nicht aber
drei successive Quadraturen verlangt. Die Gleichung (2) ist dquivalent
mit der linearen partiellen Differentialgleichung

4 +?/1 d;+923£+91 37":0,

welche die drei mﬁultesmalen Transformationen
0
B1f='g’£‘: Byf = f; B:af‘“?/ay‘f'%af‘f‘y‘zg;;

gestattet. Jetzt kann man in zwei Weisen ein dreigliedriges voll-
stindiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transformation
bilden. Einerseits gestattet nimlich das vollstindige System
Af =0, B,f=0, B,f=0
die infinitesimale Transformation B,f und daher (Math. Ann. Bd. XI)
hat die #quivalente totale Differentialgleichung
y Fdy, —9,dy,=0

einen bekannten Integrabilitdtsfactor, nimlich —Z—, wo

Uy, o yF

10 0 0
=2——2,
A=101 0 0 Yt — 9 F
0Oy % %

Dies liefert ein Integral von Af = 0 ndmlich

9. Fdy — %% __ (ong
®) f e b
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Anderseits aber gestattet das vollstindige System

Af =0, B,f=0, B;f=0
die bekannte infinitesimale Transformation B, f und daher lefert meine
alte Theorie anch das Integral

f @ F—yhde 4 ydy, — yidys

VR F =y = Const.

von Af = 0. Aus den beiden hiermit gefundenen Integralgleichungen
erhiilt man durch Auflésung y, als Function von #, und darnach durch
eine neue Quadratur y als Function von 2.

3. Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung die Gruppe
P, 4, £p -+ cyq, wobei die Constante ¢ von Null und 1 verschieden
sein soll, so kann sie, indem wir

Y Y
P= 3 Py ="3
c—1 c—1

¥ Y

setzen, auf die Form
d o, gr—3
Q ( -2 ... 47‘2) =0
P P2 do, Aoy

reducirt werden. Durch Integration dieser Gleichung (m — 3)tr Ord-
nung erhilt man eine Relation mit m — 3 Constanten

(@1 9284 .. - ays) = 0.
Kommt in derselben ¢, nicht vor, so findet man durch Auflésung

4

Yy, =K - ?/1cw1

und darnach y als Function von z durch zwei (unabhiingige) Quadraturen.
Hat man dagegen zur Integration eine Gleichung der Form

o3
y3=y.°”‘F( ?—3) =T,
¥t

d
%:ng%:n

so setzt man

woraus
e—38

d c—1
“ -d;g:—=y2_1?/1 IF( 3112)=¢'

c—1

Y1

Diese Gleichung 1. Q. zwischen den Variabeln y; und g, gestattet die
infinitesimale Transformation

(e 2L + 29, 2L,
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und daher ist
1 ___ 1
1 e l o (c—2)yp — (c— Dy, @
e—D) y (e— )9
ein Integrabilititsfactor und somit
dy, — od
f =iy~ 176 — Const

ein Integral von (4). Nachdem hiermit eine Relation zwischen z,
und ¥y, erhalten ist, bestimmi man y als Funetion von z durch zwei
(unabhiingige) Quadraturen.

4. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe
P q yq xp, so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Glei-
chung y” = O absehen, reducibel auf die Form

e
Q (¢1¢2 .. dq)im—z)= 0,
wo g, und ¢, die Werthe

Y
Toyd

haben. Daurch Integration dieser Gleichung (m —4)ter Ordnung erhilt
man eine Relation zwischen ¢, ¢, und m — 4 Constanten:
@, = (91)

wobei wir von dem einfachen Falle einer Relation ¢, = Const. ab-
sehen. Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form

__9® o~ f 1Y
Ys _Z:T ys* )

Y2 Y%
¥

L2 Py =

zu integriren, Wir setzen

Y , LI w3
. K21 %
dann wird
du Yy — YalYs __ v P2 — Py
- : —
dv Y1Ys — Y2 o —1

u
Py = 'gz—? Py =f(‘52_)1
sodass wir eine Differentialgleichung 1. 0. der Form

du %
2 o7 (%)

integriren miissen. Dieselbe ist homogen in » und ¢% und also ist

‘du—vFdo
j Fu—eF = Lot

Mathematische Annalen, XXXIL 17
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eine Integralgleichung. Hiermit ist Alles reducirt auf die Integration
einer Differentialgleichung dritter Ordnung der Form % = 9 (v) oder

Ys __ Y2

w=r ()
Dieselbe kann nach den Regeln der Nummer 2 erledigt werden. Es
ist aber moglich einen anderen und einfacheren Weg zu gehen, wie
ich jetzt in Uebereinstimmung mit meiner alten Integrationstheorie

zeigen werde.
Die vorgelegte Gleichung

Y, = ?/iys ) w

ist ﬁquivalent mit der linearen partlellen Differentialgleichung

ar=2L 4y Lty Lty 2Ly wil—o,

welche vier bekannte infinitesimale Tra.nsformataonen, niamlich
Blf = ’BL’ zf - —

Bsf‘“—‘?/ +1‘I1 a;‘f‘?/z 3f+?/3 BYs

8f af o, OF of
Bf =z Bz Ny Y Fr — 39 s

gestattet. Dabei bilden einerseits die Gleichungen
Af=0, Bif=0, Byf=0, Byf=0

ein vollstéindiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma-
tion B,f und dem entsprechenden Integrale

W= W)dy + s W—wa9s) e + (42— 9s) dys ;
Y2 Ys — 28 Ys° + e W

und anderseits bilden die Gleichungen
Af =0, Bif=0, B,f=0, B,f=0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Transforma-
tion B,f und dem entsprechenden Integrale

By —20W)dy, + (s W —39:95) s + (2922 — 41 95) 39, .
Y'Y — 299t + i W

Eliminirt man y, zwischen den beiden gefundenen Integralgleichungen,
so erhilt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

?%,%) =0,
die durch zwei (unabhingige) Quadraturen erledigt wird.
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5. Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung die Gruppe
»+ 4, zp + yq, #*p + y*q, so ist sie, wenn wir
1

_8 1 _n
@ = (Z—Y) %% ’+2(yf+y1 ")

1 1
@, = (Z— 9y~ % + 69, (912 + 2) — 6 +yH
setzen, reducibel anf die Form

Wir integrirven diese Differentialgleichung (m—3)'r Ordnung und erhalten
hierdurch eine Relation mit m-—3 Constanten

flpr @0y ---)=0.
Enthalt dieselbe nicht die Grosse @,, so integrirt man die betreffende
Gleichung @, = Const., indem man nur die infinitesimalen Trans-
formationen p + ¢ und zp -} yg beriicksichtigh. Dagegen ist es un-
mboglich, eine Gleichung der Form

9, = F(p,)
allgemein zu integriren, wihrend man sie allerdings auf eine Riccatische
Gleichung erster Ordnung reduciren kanm. Dies soll jetzt gezeigt
werden.
Als Variabeln wihlen wir die Grossen y, und @,. Es ist, wie
eine einfache Rechnung zeigt:

1 p—
dy - (‘Pl"2?lxi—2?h é‘)
do,

3
P~ o1 — 12
oder, wenn wir }'y, — 2 setzen,
dz _ zp —222—2
de, 3
e Flo)— 5 91— 12

Ist ®(y,¢,) = Const. eine Integralgleichung der soeben gefundenen
Riceatischen Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integral-
gleichungen von ¢, = F(g,), durch Differentiation. Setzer wir nimlich

- i
Bf =t 2t 2 20y 2(y=2)9, 2L +[Co—42)y*+297 2l 5,
so sind

B(®) = Const. und B(B(®)) = Const.

ebenfalls Iniegralgleichungen von @, = F(9;), und es geniigh daher

nachzuweisen, dass die drei Grossen ¢, B® und B(B(®)) unabhingige

Functionen von zyy, und g, sind. Es ist, da By, verschwindet:
7*
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[
B(®) =2(y—4) -y, 5

B(B@®) = 4(y— )y, 2% (?ls ) + 2(p* "‘x2)?/1 v

und also sind die Grossen ¢, Bd und B(B (@) unabhanglg ]nnsicht—
lich zyy, und ¢,, womit der Nachweis gefiihrt ist¥).

6. Gestattet eine Differentialgleichung m'e Ordnung die Gruppe
4, ¥4, ¥*q, so ist sie reducibel auf die Form

wo
Ys 3 ¥ __ w

k! 2y
gesetzt ist. Wir integriren die Gleichung (m—3)tr Ordnung Q = 0
und erhalten hierdurch eine Differentialgleichung 3. O. der Form

o 2y
die wir jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. Q. reduciren werden.
Setzen wir

= z’
. Y

so wird

az __ Y _ %

dzx Ys Y?
oder

dz 1,
®) i = g4+ F).

Ist W(zx) = Const. eine Integralgleichung dieser Riceatischen
Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integralgleichungen von
w = F(x) folgendermassen durch Differentiation. Setzen wir

Y Z; + 29y 2L +(2yy2+2yl)—~ = Bf,

*) Die Entwickelungen des Textes liefern das einfachste Beispiel zu einem
allgemeinen Theoreme in meiner Theorie der Transformationsgruppen. Gesetzt
in der That, dass ein vollstindiges System 4f=0... 4, f=0 in den Variabeln
&y ... 2,0 —7, inf. Transformationen B,f...B,  f gestattet, und dass es nicht
gelingt, ein Integral durch Differentiation zu bilden. Dann kann man ohne Be-
schrinkung annehmen, dass die B,f eine Gruppe bilden, Sei diese Gruppe ein-
fach, und sei B,f ... B,f eine Untergruppe mit der grdsstmdglichen Zahl Para-
meter. Dann bildet man das vollstindige System

A4f=0...4,f=0, Bf=0...B,f=0,

Gelingt es dasselbe zu integriren, so findet man immer die fehlenden Losungen
des Systems 4,f=0 durch Differentiation, In dieser Arbeit setze ich diesen
Satz, den ich im Uebrigen frither in viel allgemeinerer Form aufgestellt habe,
nicht als bekannt voraus.
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so sind B W == Const. und B(B(W)) = Const. bekanntlich Integral-
gleichungen von w = F(x); es gentigh daher nachzuweisen, dass
W, BW und B(B(W)) unabhingige Functionen von zyy, und g,
sind. Es ist B(z) = 0 und

3W —9o W 6W

Yis

IKNWD—4%ﬁ91+435%m

sodass W, BW und B(B(W)) wirklich hinsichtlich y zy, und 2z
unabhiingig sind. Hiermit ist die Integration von w = F(x) auf die-
jenige der Riccatischen Gleichung (5) zuriickgefithrt.

7. Gestattet eine Differentialgleichung ' Ordnung die Gruppe
qyqy*qp, so ist sie reducibel auf die Form

dw 3w
2o s ) =0
wo wiederum
Y 3 9
Yy 2yl

gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung (m — 3)'*r Ordnung, die
offenbar immer auf eine Gleichung (m— 4)" Ordnung reducirbar ist.
Die hierdurch gefundene Differentialgleichung 3. 0. von der Form

w = F(x)
wird darnach nach den Regeln der letzten Nummer auf eine Riccatische
Gleichung 1. O. zuriickgefiihrt.

8. Gestattet eine Differentialgleichung m'er Ordnung die Gruppe

2999°¢p 2D,
50 ist sie®) reducibel auf die Form

d & @,
Q('Pt‘;% d:: m—;)"o

w’ w” , dw ./ dw
971=""§_'; @y, = wE w-—dm’ w=da:‘
w

wo

gesetzt ist. Man integrirt die Gleichung (m~—5)‘°' Ordnung Q=10
und findet hierdurch eine Differentialgleichung

@, = (1)
die wir folgendermassen schreiben

*) Wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung: 2y;y; — 39" =0
absehen.
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c=vr(5)

Diese Differentialgleichung gestattet zwei bekannte infinitesimale Trans-
formationen

i o 0 e
'a—}:" und x f '_'?11 a;! 2?/2 f 3?/3 a; Tty
die in den Va.nabeln z und w die Form
of of af
-a—-’l? 9% Zw
besitzen, Also ist
w' dw’ — wf.dw
j “Swr—awsr  — Comst

eine erste Integralgleichung. Hiernach findet man durch Auflésung
und Quadratur eine Differentialgleichung der Form
w = F(a),
die nach den Regeln der Nummer 6 auf eine Riccatische Gleichung
1. O. reducirt wird.
Man kann im Uebrigen die Integration der Gleichung g, = f(g,)

in etwas anderer Weise durchfithren, wie hier kurz angedeutet werden
soll. In der That, setzt man

_ Y 3
U= I/ 5

au _ ue—2ut—1

doy 29,— 39,
Ist diese Riccatische Gleichung integrirt, so findet man durch Differen-
tiation zwel weitere Integralgleichungen der Gleichung ¢, = f(9,),
die man darnach auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
den beiden infinitesimalen Transformationen p und zp reducirt. Durch
zwei Quadraturen findet man daher endlich y als Function von z.

so wird

9. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe

4949 ¥*q p xp 2°p,
so ist sie, wenn wir von der integrablen Gleichung 2y, 4, — 3y,* =
absehen, reducibel auf die Form

dm»—aﬁlpz
Q(%% T 7;1,,7:@“ =0,
wo
. 4w’ — 50’2
Py = P
dwPw" — 18www ‘- tBw'3
Py =

.wf
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und wie frither
we Y _ 38 L _dw
dx
gesetzt isk. Durch Integration der Gleichung (m—6) Ordnung
Q == 0 erhilt man eine Relation der Form

9, = f(gy),
die eine Differentialgleichung 3. O. in den Variabeln z und w darstellt.
Dieselbe gestattet drei bekannte infinitesimale Transformationen p, zp,
#?p, die in den Variabeln zw die Form

of L Of _ g, 0f of of
dr? Tos T WGy ¥ gy — 480 5y

besitzen. Zur Integration unserer Differentialgleichung 3. O. fithren

wir die Grossen
3

* = w~?w’, ¢, = 4dw2w” — bw3w'?

als neue Variabeln ein. Dann wird

du _ g
(6) do, P2
Ist

W (ug,) = Const.
eine Integralgleichung dieser Riceatischen Gleichung 1. O., so findet
man folgendermassen durch Differentiation die beiden fehlendeén Integral-
gleichungen von @, = f(¢,), aufgefasst als Differentialgleichung 3. 0.
in w und 2z Setzen wir

Bf=a? 20 — 4w 3L — (62w + sw) 2L — Bow'+10w) 2L

so ist Bg, =0
ef oW T
1
BBW — 1627 w1 — 8zw * 2V

ou?
und da die Grossen W, BW und BB W hinsichtlich u ¢; # und w
unabhingig sind, so findet man durch Elimination von u und @,
zwischen den drei Gleichungen

M W = Const., BW = Const., BBW = Const,
die Grosse w bestimmt als Function von 2%
w = F(z)-

Diese Gleichung ist nun selbst eine Differentialgleichung 3. 0. in ¥
und z, die nach den Regeln der Nummer 6 vermdge einer Riceatischen

L. O. integrirt wird.
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Hiermit ist die Gleichung sechster Ordnung ¢, = f(@,) vermoge
zweier Riccatischer Gleichungen 1. O. integrirt. Dabei ist indess zu
bemerken, dass wir erst nach der Integration der ersten Hiilfsgleichung
(6) die zweite Hiilfsgleichung 1. O. aufstellen konnten. Es ist aber
nicht schwierig einzusehen, dass man die Integration von ¢, = f(p))
auf die Integration zweler von einander umabhingiger Riccatischer
Gleichungen 1. O. zuriickfithren kann. Man bemerke in der That nur,
dass die beiden Gruppen ¢, ¥g, y2¢ und p zp 2*p vollstindig gleich-
berechtigt sind. Vertauscht man daher im Vorangehenden die Grdssen
z und y, so erhdlt man eine mit (6) analoge Riccatische Gleichung,
deren Integration ebenfalls drei Integralgleichungen

W, = Const., CW, = Const., CCW, = Const.
von @, = f(¢,) lefert. Dabei ist es einleuchtend, dass diese drei
neuen Integralgleichungen von den drei fritheren (7) unabhingig sind.
Und also ist wirklich die Gleichung sechster Ordnung ¢, = f(¢,) auf
zwei unabhiingige Riccatische Gleichungen 1. O. zuriickgefiihrt.

§ 2.

Integration von Differentialgleichungen mit bekannten infinifesimalen
Transformationen der Form
X(®)p + Y(xy)g.

In diesem Paragraphen entwickeln wir die Integrationstheorie aller
Differentialgleichungen von zweiter und hoherer Ordnung mit einer
bekannten Gruppe, deren simmtliche infinitesimale Transformationen
die Form X(2)p -+ n(xy)g besitzen., Dabei wird ausdriicklich voraus-
gesetat, dass die betreffende Gruppe keine andere Differentialgleichung
erster Ordnung als ?IL = () invariant Hsst.

Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung die Gruppe
p, 20+ yg, 2 + 22y4, so ist sie, wenn wir
299 — 9 =P, Yh =9,
setzen, reducibel auf die Form

dm—3
Q(Q’:‘Pz . E& =0.

Man integrirt diese Gleichung (m—3). 0. und erhilt hierdurch eine
Differentialgleichung 3. O.:
P, = f(91),
die wir jetzt auf eine Riecatische Gleichung 1. Q. reduciren werden.
Wir fiilhren neue Variable ein, niimlich y, und ¢,; dann wird
ayy — 9+ o
do, 49,
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Sei W (y,®,) = Const. eine Integralgleichung der soeben erhaltenen
Riccatischen Gleichung und sei

Bf=2* - 8f + 2xy —l— 2y -]—- (2y,—22y,) —aa———

so wird oW
BW=2"— o Y
BBW — 4y S0 + day 20,

Y Gy
Y
und, da die Grossen W, BW und BB W offenbar unabhingig sind,
so geben die Integralgleichungen
W = Const., BW = Const., BB W = Const,

durch Elimination von y, und ¢, die Bestimmung von y als Function
von z.

11. Gestattet eine Differentialgleichung m'e Ordnung die Gruppe

Y4, p, xp, 2°p-+2Yq
so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung y,=0
absehen, reducibel auf die Form

=t
2(pig - Tam)=0

wo @, und ¢, die Werthe
r 3 - _1

o =9y, "y+3y ny

@, = 3yy, 7Yy — 499,77y’
haben. Wir integriren die Gleichung (m—4) Ordnung Q =0, und
erhalten hierdurch eine Relation

9, =1(91)

das heisst eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die unsere Gruppe
gestattet. Dieselbe soll jetzt auf eine Riccatische Gleichung 1. O.
reducirt werden. Wir fiihren ¢, und

w = (yy,~? ?h)%
als nene Variabeln ein. Dann wird

23

Ugy — 2 —2u*

du
9 -;- 92— "31.‘ o+ 6

Ist W(uep,) eine Integralgleichung der gefundenen Riccatischen Glei-
chung, so setzen wir

Bf = a2 af +my 3f + y—zY) 5. 3‘,{ 3$y2 (5‘”3/3‘*"32/2)
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und bilden die Aunsdriicke
w
BW = — %T uyy,~*
W w
BBW =ul-(ull)yy + u Ll (29,2 —2ayy,),

die offenbar von einander und von W unabhiingig sind. Daher erhilt
man durch Elimination von # und ¢, zwischen den Gleichungen

W = Const., B W == Const., BB W == Const.
eine Relation der Form

yy,~' = F(2),
woraus als definitive Integralgleichung
dz
y
hervorgeht.
Mar kann im Uebrigen die Integration der Gleichung ¢,=f(p,)
in etwas anderer Weise durchfiihren, wie ich hier kurz angeben werde.
Bringt man in der That die vorgelegte Gruppe auf die Form

Bif=p, B,f=2zp+yq, Bif=2a’p-+ zyg
B,f=yq,
so bilden B,f B,f B;f eine dreigliedrige Untergruppe und dabei be-
stehen die Relationen
(Bl B,)=0, (Bz B)=0, (B B)=0
(die, wie ich beiliufig bemerke, aussagen, dass B, B, B, eine invariante

Untergruppe bilden). Bringe ich daher die Gleichung ¢, = f(g,) auf
die Form

9s = F(2yy,9,95)
und ersetze sie darnach durch die lineare partielle Differentialgleichung

of ? 2 aof of
Af="3;"+?li‘5§+y2@£+y3@: F’g?};= >

so bilden die Gleichungen

Bf=0, Bijf=0, B,f=0, B,f=0
ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans-
formation B,f. Das entsprechende Integral, das man ohne weiteres
aufstellen kann, liefert eine Differentialgleichung 3. O. mit der be-
kannten Gruppe p, 2zp + yq, 2*p + 2yq. Sie wird nach den Regeln

der vorangehenden Nummer auf eine Riceatische Gleichung 1. O.
reducirt.

13. Gestattet eine Differentialgleichung m'r Ordnung die Gruppe
X9, Xoq...X0q,
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so ist sie reducibel anf die Form
ab arp
2(e0 % TaF) =0
wo
XX/ - X0
XX .. % |=P
Y Y Y

gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m— r)* Ordnung Q=0
erhilt man eine Relation

D = F(x)

das heisst eine lineare Differentialgleichung 7t Ordnung, die bekannt-
lich nach Lagranges oder Cauchys Regeln integrirt werden kann, indem
das allgemeine Integral von D == 0 bekannt und gleich Z¢;X; ist.

Ist die vorgelegte Gleichung m' Ordnung linear, so ist auch
Q = 0 linear. Der bekannte Satz, dass eine lineare Gleichung m'r
Ordnung mit 7 bekannten Particnlarintegralen sich aunf eine lineare
Gleichung (m — 7)*r Ordnung reduciren lisst, ist somit ein sehr
specieller Fall unserer soeben entwickelten Theorie.

Auch die oben besprochene Reduction der Gleichung D = F(z)
auf die einfachere Gleichung D = O fliesst als sehr specielles Corollar
aus meinen alten Integrationstheorien. Ich werde diesen Zusammen-
hang in zwei etwas von einander verschiedenen Weisen begriinden.
Sei die Gleichung D = F(z) auf die Form

=7V
oder die #quivalente Form
__af af .. of
Af=2 4y 2y V=0

gebracht. Diese lineare partielle Differentialgleichung gestattet » be-
kannte infinitesimale Transformationen:

r_x. of s of 4 ... -1y OF
B:f‘—' Xz 3?[ + i ayi + + X’ 3%_1 ’
(f=L,2---7)

die paarweise in der Beziehung
(B:Byy =0
stehen. Also bilden die Gleichungen
Af =0 Bf =0 By-1/ =0 Bysf=0---B,f =0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans-
formation B.f; und daher findet man die entsprechende Losung W
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durch Quadratur. In dieser Weise findet man » unabhingige Losungen
von Af = 0, deren Integration hiermit geleistet ist.

Die hiermit ausgefithrte, principiell einfache Integration von
D = F(z) ist insofern unvollkommen, als sie nicht die explicite
Form der Grosse y als Function von & Lefert. Daher fiige ich die
folgenden Bemerkungen hinzu, Setze ich

X, X/ . - X0
SRR
Xogooo o X 2

so kann die Gleichung D 4- F(x) = 0 nach dem Vorangehenden auf
die Form

dxr r+f(x)=0

gebracht werden. Ordunen wir die lefzte Gleichung nach den Gréssen
¥:, so kommt

(XX, X5+ 9 g} + o @) =0
und anderseits erhilt D - F(z) durch Entwwkelung , Wenn wir zur
Abkiirzung

(XX X = B
setzen, die Form:

Ayt S2 g+ -+ Fla).

Durch Vergleichung findet man daher die folgenden Werthe von ¢ (z)
und f(z):

@)=L, f@) = F @),

(XX, - X5 =A
gesetzb ist. Also kavn D +4- F(2) = 0 die Form

dDr leD‘A
dx +

erhalten und durch Integratlon kommt

_——_fA F(a)ds.

Analoge Ueberlegungen geben uns die » Formeln

Di= -_ —;-fA,F(x) dm, ('i"-——"‘l"'r),

und da die r Grossen D; linear und homogen in den Grossen y¥;...Yr—
sind, so findet man durch Auflosung die bekannte Form der Grosse y.

wo

D, + 2 Py =0
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Man sieht leicht, dass diese beiden Integrationstheorien der Glei-
chung D - F'(x) = 0 im Weszentlichen identisch sind.

13. Gestattet eine Differentialgleichung mtr Ordnung die Gruppe
Xq---Xq ¥4,
80 ist sie reducibel auf die Form

-
Q(x dl:z)gl)_” a" logD)______(),
z dx™

wo D dieselbe Determinante wie in der vorangehenden Nummer be-
zeichnet. Durch Integration dieser Gleichung (m—r—1)t Ordnung
erhilt man eine Relation

dlog D _ F(m)

da
und durch Quadratur die lineare Gleichung
.D —_ ej'F«IZ

die nach den Regeln der vorangehenden Nummer integrirt wird.

14. Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung eine Gruppe
von der Form

Xiq---Xq, p,
so ist sie reducibel auf die Form
Q((p do s dm—rq))zO

dx ax™ v

wo g eine lineare und homogene Kunction mit constanten Coefficienten
von y g . .. ¥ darstellt:

= cy + oy, + ey
Man integrirt Q = 0, die als eine Gleichung (m —#—1)%r Ordnung
zu hetrachten ist. Hierdurch findet man eine Differentialgleichung
rier Ordnung der Form

¢y + -+ oy = F(2),

die in der bekannten Weise integrirt wird.

15. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe
X,q---X:9 49 P,
so ist sie reducibel auf die Form

@, und @, haben die Werthe
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a 2o
_ d=z __da?
Py o 2 =

wo ¢ wie soeben eine ganze und homogene Function mit constanten
Coefficienten von y 9, ...y, bezeichnet.
Durch Integration der Gleichung (m—# — 2)tr Ordnung Q@ =0
kommt eine Relation
P2 = f(9y)

1 dlogtp
v =f

oder

oder endlich

d*;(a)g«p __f(dlocrq:) (dlogqo

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung erledigt man durch zwei
Quadrataren, und erhilt so eine Gleichung

9 = F(z)
die in der bekannten Weise integrirt wird.
16. Gestattet eine Gleichung mter Ordnung die Gruppe

qzq---27'q, p, zp+cygq, c+r,
30 ist sie reducibel aunf die Form

dm——r—Z
Q(%‘;% s EW—%)=O’

wo
Y e Yrye
P =3 2T T -2
9, c—r 9, c—r

Durch Integration der Gleichung (m— 7 —2)tr Ordnung Q = O erhilt

man eine Relation
dy, o=t
1 -
Yris =gyt =9 " [ (90,

die eine Differentialgleichung 1. O. in den Variabeln ¥, und g, dar-
stellt. Diese Gleichung gestattet die.infinitesimale Transformation

T R N G N R AR o

und also giebt eine Quadrator eine Bestlmmung von ¥,4 als Funetion
von y.. Darnach giebt eine zweite Quadratur y, als Function von z

und endlich findet man vermdge r neuer Quadraturen y als Function
von Zz.

17, Gestattet eine Gleichung m'r Ordnung die Gruppe
qzg.. T7gp ap+ryyq,
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so ist sie, wenn wir von den integrabeln Gleichungen y.y; = 0,
g, = Const. absehen, reducibel auf die Form

dm—r-—2
Q (‘Pl P - d m_,g; ) 0,
wo
Yrie

E=1] yf =
P1 P2 wiy

Durch Integration der Gleichung (m—7—2)er Ordnung Q = O erhilt
man eine Relation

Yrte = Yr41 f(yr)

oder

dy,._,_ = Yri1f (),
woraus
und Yrpr = &7 (9%

w—fdy WAL

Hierdurch ist y. bestimmt als Function von z und daher findet man
y durch 7 weitere Quadraturen.
18. Gestattet eine Differentialgleichung mter Ordnung die Gruppe
g eg-- &g pap+ (ry+2)4e,
so hat sie die Form
. m) -0
Q (‘Pl P2 A2 ’
wo
» 2wy,
Q1 = Y1 €, Py =1Yrq2€ "
1
E:..—l-?---(r—-l)r.

Durch Integration der Gleichung (m — 7 —2)t*" Ordnang Q = O erhalt
man eine Relation ¢, = f(p,) oder

d _
Yrp1 g;H = ¢ [ (yopa €°7),

das heisst eine Differentialgleichung 1. O. zwischen g, und g4, mit
der bekannten infinitesimalen Transformation

1 of
2t oy+a 2L + t+ W"‘ L TR

Daber bestimmt man zmerst ¢4, als Function von g, durch eine
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Quadratur, darnach y, als Function von # durch eine zweite Quadratur
und schliesslich y als Function von z vermdge r Quadraturen.

19. Gestattet eine Differentialgleichung m' Ordnung die Gruppe

qxq---2"7'q Yyq p 2P,
so hat sie, wenn wir von den beiden integrabeln Gleichungen y, = 0,
Y42 = O absehen, die Form

mvr-—-s
Q (‘P1 P, - d T ) ==
WO
__ yryr+2 w o y yrs—}-s

Q=3

yr-]-l yr—i-l

Durch Integration der Gleichung (m—r—3)tr Ordnung Q = O erhilt
man eine Relation ¢, = f(¢,), das heisst eine Differentialgleichung
2.0.in Y- und Yrp1:

Yris __ Y49 — Y5 f ( ?Ir?!r-{-e ) ( y a9,y )
Yy 41 dy’_ y’_'l y"-{'l dy ref-1 a Y,

mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen

0
yr—sg,f: und Yr41 3%.;.1 *
Hier fiithren wir
p=1og Yy1, &E=1logy,

als neue Variabeln ein, dann wird

. Y Yrio ’____d;'i dﬂz i’l
‘Pl""’ yﬁ{-l ~d§’ Py == d§“+2 d&’
sodass die Gleichung @, — f(tp,) die Form annimmt:
=7 (

Daber geben zwei Quadraturen 5 als Function von £, das heisst ¢pp
als Function von y,. Eine neue Quadratur giebt y, als Function von
z, wonach y durch » Quadraturen als Function von z bestimmt wird,

20. Gestattet eine Differentialgleichung m' Ordnung die Gruppe
gaq---algp 2ep+ (r—1) yqg @°p + r—Dayg

so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrabeln Gleichung y, = 0
absehen, reducibel anf die Form
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dm—r—%
Q(% Pgrv - - P ) =0

d lpim-r——?;
wo @, und @, die Werthe

-2 (r43) ~2 (r4-3)

Q=1 ~H ((r + 1) YrYriz — (7' + 2) y3+1) = Yr H %
=3
P =1Yr rH Uy =
—3(r43)

g, " (1292 Yris— B0 (- 3) Y Yrae+ 2042) (13 9i4)

haben. Durch Integration der Gleichung (m — r — 3)tr Ordnung
Q =0 erhiilt man eine Relation ¢, = f(¢p,), die nicht allgemein
integrabel ist, wihrend sie, wie jetzt gezeigt werden soll, immer auf
eine Riccatische Gleichung 1. O. reducirt werden kann. Wir wihlen

¢, und
H—3

v=9 " ypa
als neue Variabeln. Dann wird

A
dgy P2 floy)

Ist W(ve,) = Const. eine Integralgleichung dieser Riccatischen
Gleichung, so findet man zwei weitere Integralgleichungen von
¢, = f(p,) durch Differentiation. In der That setzt man

Bf =(r+ Doy -2l + [0+ 8) ators + O + D y] 5
+ [(r + 5) 2yrie + 2(r + 2) :'/r+1]

ayr-}—?‘ ’
so ist B, = 0, wihrend die Ausdriicke

BW=2L(+1)y
BBW = 3f<r+1)2 24 (1) 2y, £

von W unabhiingig sind. Daher sind die Relationen W = Const,
BW = Const., BBW — Const. unabhiingige Integralgleichungen
von @, = f(p,). Und daher erhiilt man durch Elimination von #.119ri2
und g, eine Differentialgleichung der Form

<y = F(z)
(mit der bekannten-Gruppe ¢ zg---2""'g) und schliesslich geben
7 Quadraturen die Bestimmung von y als Function von z.
Mathematische Aunalen. XXXIT 18
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21. Gestattet eine Differentialgleichung mtr Ordnung die Gruppe
g xg---@'q p, xp yg #*p+ {r — ayg
50 ist sie, wenn wir von den unmitielbar integrabeln Gleichungen
1"
y.=0, @ﬁ%)=0
absehen, reducibel auf die Form

dm—-r—4 R
2 (9,0 - T8 ) 0,

a ¢1m—7‘——4

wo
L]

o=u "y, @ =ulu

wihrend u, #, und %, dieselben Werthe wie in der vorangehenden
Nummer (siche auch Abschn, I, Nummer 23) haben. Durch Inte-
gration der Gleichung (m — r — 4)* Ordnung Q =0 erhilt man
eine Differentialgleichung (» — 4)t Ordnung ¢, = f(g,), die aller-
dings nicht allgemein integrabel ist, wihrend sie immer, wie jetzt
gezeigt werden soll, auf eine Riccatische Differentialgleichung 1. O.
reducirt werden kann. Um dies nachzuweisen betrachten wir @, =f(g,)
als eine Differentialgleichung vierfer Ordnung zwischen g, und 2. In
diesen Variabeln erhalten die bekannten inf. Transformationen p, zp,
yq, #’p+ (» — 1) zyq die Formen

of _ of of o of of .
Gz T Yoy 0 % 5z — -+ 1)3??17—?};

Setzen wir
1

7 =Y r+1’

so erhalten wir eine Differentialgleichung vierter Ordnung zwischen 7
und z mit den vier hekanuten infinitesimalen Transformationen

ef of of 2 of of

B2 “a0 Tonr T oa TGy
Daher findet man nach den Regeln der Nummer 11 vermdge einer
Riccatischen Gleichung 1. O. die Grosse y bestimmt als Function
von %

1
N =Y = F(z),
woraus
4, = Flay-oeo;

hiernach gentigen » Quadraturen zur Bestimmung von g als Function
von .
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§ 3.

Integration von Differentialgleichungen mif bekannten infinitesimalen
Transformationen der Form X(xy)p + Y(x¥y)q.

In diesem Paragraphen integrire ich alle Differentialgleichungen
mit einer bekannten fiinfgliedrigen, sechsgliedrigen oder achtgliedrigen
Gruppe; dabei wird ausdriicklich vorausgesetzt, dass die betreffende
Gruppe keine Curvenschaar @(2y) == a invariaut lisst und dass sie
daher in Uebereinstimmung mit meinen alten Untersuchungen auf die
Form einer projectiven Gruppe gebracht worden ist. Ich sehe ab von
den unmittelbar integrabeln Gleichungen

Y.==0, 5y’ —3yy, =0,
IY*ys — Y4y, + 40y,> = 0,
unter denen die erste alle gerade Linien, die zweite alle Parabeln, die
dritte alle Kegelschnitte der Ebene zy bestimmt,
22. Gestattet eine Differentialgleichung, deren Ordnungszahl m
grosser als 2 ist, die Gruppe

P qxq xp—Yq yp,
so besitzt sie die Form

dops dm_ﬁfp‘e)w_o
Q(‘Pi% do dg )
wo
_8
Py =1 : 015 P2 = Yy10,
und

Y ” = 40
0. = 3% 4y — DYy’ 05 =31y, — 100,43y, + Yy Ys*.

Man integrirt die Gleichung (m — 5)** Ordnung Q =0 und erhilt
hierdurch eine Relation
9, = F(op)
das heisst eine Differentialgleichung®) fiinfter Ordnung, die wir jefzt
auf eine Riccatische Gleichung 1. O. reduciren werden.
Wir fithren neue Variabeln ein, nimlich ¢, uud
4

U =Y, 3?/35

dann wird, wie man leicht findet

du 1 o2+ yd __:_:_L“Et“f'uz

dg, 3 -% 3 P2
Y: 03

*) Wir sehen im Texte ab von der nnmittelbar integrablen Gleichunrg
¢, = Coust, '

18*
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oder
u + o .
F (@0

W (ug,) = Const.

eine Integralgleichung dieser Riceatischen Gleichung, so findet man
folgendermassen zwei neue Integralgleichungen ven ¢, = F(p,)
durch Differentiation. Man setzt

Bf = Y 3w Bf —y;® 33,; — 3y Y, = 8 (4?/1?/3 + 3?/‘»)

— (5919, + 10y,¥,) 5!7“;

du
de,

1
3
ISt

dann ist
2
Bg, =0, Bu=—3¢,"
und
2
BW=—3 61;’ Yy’
2
W oW
BBW = 9y," 9 Yt 699,
sodass

W == Const.,, BW = Const., BB W = Const,

drei unabhingige Integralgleichungen von ¢, = F{g,) darstellen.
Eliminirt man zwischen ihnen die Gréssen y;, y, uad y,, so erhilt
man eine Differentialgleichung zwischen y, und y,, die durch zwei
Quadraturen erledigt wird.

23. Gestattet eine Differentialgleichung m'r Ordnung (m > 4)
die Gruppe

. L P q 29 yq xp Yp,
so besitzt sie die Form

d o, - dm_s'% ) == 0
Q (‘P: P2 G, dg" 6 /"
WO
_3
P = 0y : 03 ®2=0,%¢,
und

0, = 344, — 5ys?,
- 40
0 =392y — Ly v+ 5 %5
35
0, = 39,25 — 219y ys + 354,957y, — 5 ¥s*

Wir integriren zuerst die Gleichung (m — 6)¢r Ordnung Q = 0, und
erhalten hierdurch eine Relation mit m — 6 Constanten*)

¥} Wir betrachten im Texte nicht die nnmittelbar integrable Gleichung
¢, = Const.
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9, =F(p,) oder ys= Wy, -y,

die selbst eine Differentialgleichung sechster Ordnung darstellt. Wir
reduciren dieselbe durch Quadratur auf eine Gleichung finfter Ord-
nung, die nach den Regeln der letzten Nummer vermdge einer
Riceatischen Gleichung 1. O. erledigt werden kann,

Die bekannte sechsgliedrige Gruppe enthdlt nimlich die invariante
fiinfgliedrige Untergruppe

P g Tg 2p—Yq Y.

Daher bildet die mit der vorgelegten Gleichung y, = W &quivalente
lineare partielle Differentialgleichung

df =Lty Lty LW

zusammen mit den fiinf Gleichungen

Bf=2L—o0, Bf=fl—0, Bf=afl+ 2~
0

Bf==xa£—-—y§;; 2%5; 5%_.7:__0
2

Bf—y gt —y2 L —... =0

ein vollstindiges System mit der bekannten infinitesimalen Trans-

formation

g 9 2
B6f=x%£+y§§‘~?!z“gyl}"""—‘4% a@yf

Daher liefern meine alten Theorien durch eine Quadratur ein Integral
U(zy - - - y5) = Const.
des vollstindigen Systems. Nun aber ist U = Const. eine Differential-
gleichung fiinfter Ordnung, welche die Gruppe » q 29 Zp — yq Yp
gestattet, und welche somit nach den Regeln der vorangehenden
Nummer vermbge einer Riccatischen Gleichung 1. O. integrirt wird.
Um die hiermit scizzirten Rechnungen in einfachster Weise durch-
zufiihren, ist es zweckmissig, folgendermassen zu verfahren. Wir
filhven in g, = F(g,) neue Variabeln ein, nimlich

8 —_—
ey ==Y, 5 e.=3% "y —>54 "y’
40
oy = yy~tey = 3y, ~%y, — 159, %y, + 5 a9’

| o
| o

Dann wird .
—5 5 3T —_ _5..
doy _ Y2 94—3‘0‘123!2 _ “12(% 32—
dey ¥ o
Yo o

und
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3 3

]
Py = Q9 03 =&, %y,
woraus

3
@y de, 5 ~%
P2 = (:::2 d«x,z + 3T F(“i “2) :

Die hiermit gefundene Differentialgleichung 1. O. zwischen ¢, und e,
gestattet die infinitesimale Transformation

2 4 0
x—gg"f'ﬁl‘z?f:_?%"a%”‘ 2ay 3,,];

und wird daber durch eine Quadratur integriri. Die hervorgehende
Relation zwischen e, und @, ist eine Differentialgleichung fiinfter
Ordnung, die nach den Regeln der vorangehenden Nummer vermbge
einer Riccatischen Gleichung 1. 0. erledigt wird.

24. Gestattet eine Differentialgleichung mte Ordnung (m > b5)
die allgemeine projective Gruppe

P, 9 24, Y49, £p, yp, 2’p + zyq, xyp 4+ ¥q

so 1st sie, wenn wir die Symbole ¢z, 6, ®; und @, in derselben Be-
deutung wie in Nummer 3 des ersten Abschniftes brauchen, reducibel

auf die Form .
ao, 4" b,
@ (00,500 - £02).
Durch Integration dieser Gleichung (m — 8) Ordnung erhalten wir
eine Differentialgleichung achter Ordnung
q)2 = F(q)l) E

die wir jetzt in Uebereinstimmung mit meinen alten allgemeinen Inte-
grationstheorien auf eine Gleichung zweiter Ordnung *) reduciren werden.
Da némlich die allgemeine achtgliedrige projective Gruppe sechsgliedrige
Untergruppen (dagegen keine siebengliedrige Untergruppe) enthilt, so
ist es nach mir moglich, zwei*) Integralgleichungen von ¢, = F(®,)
durch Integration einer Gleichung zweiter Orduung herzuleiten. Aus
diesen beiden Integralen findet man dann nach meinen allgemeinen
Regeln neuve durch Differentiation, und zwar findet man in dieser
Weise alle, da die achigliedrige Gruppe keine invariante Untergruppe
enthilt,

Um die Rechnungen in einfachster Weise durchzufithren, ist es
zweckmissig , neue Variabeln einzufiihren und zwar ®, und die Grossen

3
A=¢9, * g, B=o"¢,

*) Nach einer neueren Bemerkung von mir, die ich der Gesellschaft der
Wissenschaften in Christiania im Septbr. 1882 mittheilte, geuniigt es sogar, ein
Integral dieser Gleichung 2, O. aufzufinden.
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(wir gebrauchen wie schon gesagh die Bezeichnungen der Nummer 3
des ersten Abschnittes). Wir berechnen die Differentialquotienten
von A, B und ®; hinsichtlich # und finden darnach durch Division
die Differentialquotienten von 4 und B hinsichtlich ¢,. Zur Aus-
fiihrung dieser Rechnung bestimmen wir zuerst die nachstehenden
Werthe der Differentialquotienten der Grossen g hinsichtlich x:

, 10
Y202 = 05+ 5 Y3045
r 5
%05 = 0, — 3 &° + 59505
. 1 8 20
Y0 = 5 & — 5 020+ 3 %100,

. 1 35 25
Y205 =5 @ — 3 ©0: + 5 Y05
Folglich wird

ia  EB—3—3#
dx 1 2

Y202

3 52
g oA +194—124B+7(B— 2) 4
dz - y

6yz02

.8, 2
a®, 90 — 3 06 B —3-‘1’2-—35
dx 11 = 3

02 Y205 i

und
5y ~% 3 %

aa B4 7-54
a4 ,
a® —2?:%—35

4 2 2 —4
iB ¢,A?+IQA%—12A§B+7(B——§) 43
L Eow)

Da &, eine gegebene Function von ®; darstellt, so kennen wir hier-

mit ein gewdhnliches simultanes System zwischen 4, B und ¢,, das

offenbar einer Differentialgleichung zweiter Ordnung fquivalent ist,
Unser simultanes System erhilt durch die Substitution

4
ema(B-)

—5 sy %
p=4 *(B-2) -4
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die bemerkenswerthe Form
de @y —2024-@

a%®, ~  1d, —3210
@ i 200—2a¢f—6 %
a0, — 40, — 210 ’
Setzt man endlich
o 4 = %
&= 25! B X
dx3 2$1

ad, 4P, —210°
so erhilt unser simultanes System die lineare Form

dz, - da, _ dxy oy
2,y 292y — 6, - 22, 4P, — 210

und kann daher, wenn man es vorzieht, durch eine iquivalente lineare
Differentialgleichung 3. O. ersetzt werden.

Kennt mar die Losungen W,, W, des Systems (L), so ist nach
meinem frither citirten Satze die Integration von ¢, = F(d,) als ge-
leistet zu betrachten. Dies sieht man auch so ein: Die Gleichungen
W, =a, W, =15 mit zwei bestimmten Constanten geben oo® Integral-
curven, deren Inbegriff alle projective Transformationen gestattet, bei
denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage behilt. Man fithre
jetzt durch eine projective Transformation diese Gerade in eine nene
Lage g; iiber. Gleichzeitig erhalten W, und W, die Werthe W, W,®,
Wihlt man nun vier Geraden g, g, g, g,, so bestimmen die acht
Gleichungen

W0 =qa, W= (=1234)
mit acht bestimmten Constanten eine Schaar von Integralcurven, deren
Inbegriff alle projective Transformationen gestattet, bei denen g, ¢, g; g,
invariant bleiben. Haben daher unsere vier Geraden eine allgemeine
Lage, so geben die acht Gleichungen eine einzige Integralcurve, sodass
die Integration geleistet ist.

Aus meinen 1874 gegebenen allgemeinen Integrationstheorien
folgt, wie schon gesagt, als Corollar, dass eine Gleichung mter Ord-
nung, welche die allgemeine projective Gruppe gestattet, vermbge zweier
Hilfsgleichungen von (m — 8)tr und zweiter Ordnung integrirt wird.
Dass die Hiilfsgleichung zweiter Ordnung mit einer linearen Gleichung
3. O. dquivalent ist, bemerkte Halphen in der Sitzung vom 3. Novbr.
1882 der société mathématique.

¥) Interpretirt man « und § als Cartesische Coordinaten in einer Ebene,
&, als die Zeit, so definiren die Gleichungen (L) eine mit der Zeit variirende
projective und infinitesimale Transformation der hesprochenen Ebene.
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Ist jetzt eine beliebige Gleichung f(zxyy, ---) == 0 mit einer
bekannten Gruppe B,f .- B,f vorgelegt, so bestimmt man zuerst
nach den Regeln des ersten Abschrittes die canonische Form der
Gruppe, und bringt sie darnach auf diese Form. Hiernach verfihrt
man nach den Regeln dieses Abschnittes. Ieh discutire spiter ndher
die Fille der canonischen Formen ¢q; ¢ yq; ¢ ¥9 ¥*¢

Im niichsten Abschnitte zeige ich, wie man die Gruppe einer
Gleichung in einfachster Weise bestimmt.

Mirz 1883,

Die vorstehende Abhandlung erschien im Jahre 1883 im norwegischen Archiv.
Sie ist also dlter als Sylvesters Uniersuchumgen wber Reciprocanten. Ebenso ish
meine in diesen Annalen Bd. XXIV, 1884 gedruckte Arbeit tiber Differential-
invarianten ilter als die genannten Sylvester’schen Publicationen und die sich
daran anschliessenden Untersuchungen.
Juli 1888,
Sophus Lie.



