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Zur Theorie  der Maxima und Minima einfacher Integrale  mi t  

b e s t i m m t e n  In tegra t ionsgrenzen .  

Von 

J.  W.  LL~DEBERG in  Helsingfors. 

1. Es sei 0 Bin Punkt auf einer Lagrange'sehen Kurve C, die dem 
Problem das Integral 

zu einem Extremum zu maehen, entspricht. Ferner sei 1 der zu 0 kon- 
jugierte Punkt auf C, 2 ein drifter Punkt dieser Kurve und Coo das zwischen 
den Punkten 0 und 2 fallende Stiick derselben. SchlieBlich werde an- 

genommen die Funktion Fv, v, ~-~ =-b-v~ (x, y, y') habe auf Co~, inklusive die 

Grenzen~ ein festes Vorzeichen ohne zu versehwinden. Wenn der Punkt 2 
zwischen 0 und 1 fiillt, gibt dann bekannflich der Bogen Co2 , i m  Ver- 
gleieh mit allen Kurven deren Endpunkte 0 und 2 sind, und die einer 
gewissen engeren Naehbarschaf~ desselben angehgren, ein Extremum des 
Integrals (1). Wean der Punkt 2 mit 1 zusammenfiill$, gib~ derselbe im 
allgemeinen nicht mehr ein Extremum und wenn der Bogen Co~ fiber 1 
hinausreicht, so finde~ das Extremum niemals start. Das AufhSren des 
Ex~remums in diesem letzten Falle wurde zuerst yon WeierstraB mit Hilfe 
der Theorie der zweiten Variation streng nachgewiesen, und ganz neulich 
hat Kneser*) einen neuen Beweis daffir gegeben, der auch den Fall~ wo 
der Punk~ 2 mit 1 zusammenf.~illt, erledi~. Der Beweis yon Kneser ist 
sehr einfach, erforder~ aber dab yon dem Punkte 1 ein Zweig der En- 
veloppe der durch den Punkt 0 gehenden Schar yon Lagrange'schen 
Kurven in der Richtung yon 1 nach 0 ausgeht~ und schlieBt somit den 
Fall aus, wo die Enveloppe in 1 einen Riickkehrpunkt hat und die beiden 
Zweige derselben die zu der Rich~ung yon 1 naeh 0 entgegengesefzte 
Richtung haben. 

*) Kneser, Zur Varia~ionsrechnung. M~hem~tisehe Ann~len Bd. 50. 
Mathemati~che Annalen. LIX. 21 
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Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist zu zeigen wie man durch 
Veffolgung des yon K-eser eingeschlagenen Weges die Frage ob und 
warm das Extremum aufhSrt ohue di~ zwei~e Variation in Betracht zu 
nehmen v o l l s ~ d i g  15sen kann. Aus dieser Untersuchung wird auch her- 
vorgehen daB, obgleich ein Bogen yon C der in 0 anf~i~gr und fiber 1 hin- 
ansreicht niemals ein Extremum ergibt, doch verschiedene F~lle vorkommen 
kSnnen, wenn man atff die M6glichkeit Riicksicht nimmt, Punkte yon C 
a uBerhalb Col mit 0 vermittels Kurven zu verbinden, die wirklieh ein Ex- 
tremum ergeben. 

Die Voraussetzungen, die der Untersuchung zu Grunde liegen, sind 
folgende: 

1) Die Funktion .F(x~ y~ y') ist in der Umgebung jedes in Betracht 
kommenden Wortsystems yon x~ y and y' eine eindeutige regul~re ana- 
lytische Flmktion. 

2) Die Ableitung E v,~,,(x, y, y') hat auf jedem in Frage kommenden 
Bogen yon C ein konstantes Vorzeichen ohne zu verschwinden. 

3) Jedes Stfick yon C, das in Betracht genommen wird, definiert y 
als eine eindeutige Funktion yon x~ daren Ableitung niemals unendlich wird. 

Da es sich haupts~chlich um einen Beweis fiir das AufhSren des 
Extvemums handeln wird, und das s~rke Extremum niemals eintreten 
kann ohne daB das schwache vorlieg~, so werelen wir nur diese letzte Art 
yon Extremum berficksichtigen. SchlieBlich wollen wir, um die Rede- 
weise abzukiirzen, nut das Minimum in Betracht nehmen, und setzen also 
voraus, die Funk~ion .Fv,~,(x ~ y, y') sol immer posi~iv. 

2. Es seien xo, Yo und xl, Yl die Koordinaten der Punkte 0 und 1 
(x o < xl) , und y = y (x, X) die Gleiehung de~ dutch den Punkt 0 gehen- 
den Sehar yon Lagrangdsehen Karven. Hierbei nehmen wir ma it sei so 

~y 
gew~ihlt, dab it =~-~ (x~ ~), and mit 2 0 bezeiclmen wit den Wert yon it 

der der Kurve C en~spricht. Die Funktion y(x, it) ist dann, auf Grand 
tier fiber die FunkCion F(x~ y~ y') and ihre zweite Ableitung nach y '  ge- 
machten Voraussetzungen, in der Umgebung jedes Wertsystems xo~x<xx~ 

= 20 eine regul~re analytisehe Funktion ihrer Argumente and man hat 
~y ~y 

(Xo, 20) = o ;  = o .  

Die Ableiffaag ~y (x, -~  20) behiil$ ferner im In~ervalle x o < x < x 1 dasselbe 

Vorzeichen ,otme zu verschwinden~ und zwar w'Lrd sie~ zufolge der fiber )~ 
.. ~ y  

g~ae.:hten Vorausset~mg, positiv. Hieraus folg~ dab die (~rol~e ~ (xl, ~Io) , 
die ~ieht Null sein kama*), negativ ist. 

*) K~eaer~ Le~bue~ clef gaxi~t~onsreeh~ng 2~. 



Maxima mad Minima ein~acher Integrale. 323 

~Y Es sei noch -g~ (x, 2) die erste Ableitung yon y (x ,  2) nach 2, die fiir 

x = x,, 2 = 20 nicht versehwindet~ und es werde gesetzt 

~Y ~ ~Y @1, ~o)= 2r 2 ~'y . L ~. ~ (x,,  20) = M; ~ _  ~): ~ ~ ( x .  20) = = -  

Man hat dann 

~,(~, Z) - -  Y ( ~ I ,  20) = M ( x  - -  x~) - -  L ~ ( x  - -  ~,) (~ - -  20) 

x (2 - ~o)" + ~ 1 ( ~  - ~i ,  2 - ~o), +-g 

wo /~1 (x -- x l ,  2 - -  20) eine nach Potenzen yon x -- xl und 2 -- 20 fort- 
sehreitende Reihe bedeutet, wo die Glieder, die nut  x -- x 1 oder nut  Z -- ~o 
enthalten, yon hSherem Grade als resp. tier ersten und der n ~= und die 
iibrigen Glieder yon hSherem Grade als der zweiten sin& Die Reihen- 

entw~cklung yon ~-~ ~y .(x, ~) in der Umgebung yon x = x  1, 2 = 20 f~ingt also 

mit den Gliedern - - L ~  ZT(2--2o)~-1 an, und die Gleichung 
~y 
~-T(x, Z ) = - 0  gibt daher, nach x - - x  1 aufgel~ist, das Resultat 

(2 - 20) - - I  + ~ ( x -  20), (3) x - x ~ = ~  

wo / ~ ( 2 - - 2 o )  eine nach Potenzen yon 2 - - 2 0  fortschreitende l~ ihe  be- 
deutet, die nur Glieder yon h~iherer Ordnung als der n -  1 ~= enth~il~. 
Diese Gleiehung stellt, zusammen mit (2), die Enveloppe der Kurvensehar 
y - = y ( x ,  Z) dar. Wenn wir ffir x - - x  i den Ausdruck (3) substituieren, 
nimmt (2) die einfaehere Form 

(4) y - y~ = - ~ -  + ~ ( ~  - ~o), 

wo /~3(X -- ~o) dieselbe Bedeutung hat wie R ~ ( 2 -  Xo), und die Enveloppe 
w~rd somit ~ c h  d~r~h di~ ~ i  O J ~ i c ~ g ~  (3) ~ d  (4) r ~ p e ~ i ~ .  

Wir wenden uns zuniichst zu einer Untersuchung dot Gestalt tier 
Enveloppe und des Verlaufes der Kurven y ~ y (x ,  ~) in der Umgebung 
des Punktes 1. Hierbei unterscheidea wir die folgenden vier Fiffie: 

(a) ~z ist gerade, 
(b) n ist ungerude und _N positiv, 
(c) n ist ungerade und N negativ, 
(d) n ist unendlich. 
Im FaUe (a) kaun man, da die GrSfle ~V nach ihrer Definition yon 

Null versc'meden ist, aus den Gleichnngen (3) und (4) unmittelbar schlieflen, 
dais die Enveloppe in 1 einen gewShn!ichen Pnn!~ ha~ Um zu unter- 
suehen wie die Kurven der S c h a r  y ffi y ( x ,  ~,) im Verh~tnis zu der En- 
~lzelopt~e verlaufen, ve r f~ ren  wi t  wie folgt. 

21" 
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Es sei ~' ein Weft  yon ;1 aus der Umgebung yon 20, und mit x' 
werde die Abszisse des Punktes bezeichne~, wo die Kurve y = y(~; 2') die 
Enveloppe berfihr~. Beachten wit, da$ naeh (3) 

~V 
�9 ' -  --- ( ; 1 ' -  ao) -1 + ;1o) 

und bilden wir mit Hflfe der Gleichung (2) die Differenz y(x ' ,2 ' ) - -y (x ' ,2o) ,  
so kommt 

(5) y(~;  2)  -- y(~', ~o) = (~- -- lV) (Z -- ~o)~ + ~ ( Z  -- 2o), 

wo / ~ 4 ( 2 ' -  ;1o) eine nach Potenzen yon 2 ' - -~o  fortschreitende Reihe be- 
dearer, die nur Glieder yon hSherem Grade als der n t~ enth~lt. Die 
rechte Seite dieser Gleichung beh~ilt nun fiir jedes 2' aus der Umgebung 
yon ~t o ein konstautes Vorzeichen, das nur yon dem Zeichen yon N ab- 
h~agt. W e n ,  beobachtet wird, dab y(x,;1')  die Ordinate des Punktes der 
Enveloppe is~, deren Abszisse x' ist, so fo l~  hieraus, dal~ die Kurve C 
in tier Umgebung ihres Beriihrungspunkt~s mit der Enveloppe vollst~ndig 
entweder oberhalb oder unterhalb derselben f~illt. Jedenfalls setmeidet 
also die Kurve C die Enveloppe im Punkte 1 nicht. Was die zu C be- 
nachbar~en Kurven der Schar y = y(x,  ~,) betrifft, so verlaufen sie offenbar 
in der Umgebung ihrer Beriihrungspunkte mit der Enveloppe ~hnlich wie 
die Kurve C. 

Es sei jetzt, immer unter  der Voraussetzung (a), e eine positive Kon- 
stante -mad T~ die Gesamtheit der Bogen, die zu den Kurven der Schar 
y = y(x,  2) gehSren, f'tir welche t2 -- 2 0 ! < e, und die zwisehen dem Punkt~ 
0 und den Berfihrungsptmkten dieser Kurven mit der Enveloppe fallen. 
Wi t  wollen zeigen, dab diese Gesamtheit, wenn ~ hinreiehend klein ist, 
ein gewisses Gebiet der Ebene vollsfiindig aber einfaeh bedeekt. 

Zun~ehs~ kSnnen wir offenbar zwei positive GrSl~en % und e x so fest- 

stellen~ dal~ die Ableitung ~y --~ (x, ;1) im Gebiete Ix -- xol < eo, I;1 -- ;101 < ~o 

nut  ft~ x ----- Xo, ;1 -~ 20 und im Gebiete Ix --  xll  < ~1, I ;1 --  ;10 ! < el nur 
for Wertsysteme yon x und Z, die der Gleiehung (3) genfigen, :Null wird. 
Da diese Ableitung eine in der Umgebung der Wertsysteme x o ~ x ~ xx, 

~y 
;1 ~-;10 stetige Funktion ihrer Argumente ist und -~  (x, ;1o) im Intervalle 

xo q-~o ~ x ~ x ~ - - e  1 nicht N ,  II wird, so ist es ferner mSglieh eine po- 
sitive GrSl~e % so klein zu w~Men, dab die genannte hblei tung im Ge- 
b ie~  x o q- % < x < x~ --  ~ ,  12 --  2ol <~ ~ nieht verschwinde~. Schliefllieh 
is~, d a  die Voraussetzung (a) unserer Beta~ch~ang zu Grunde liegt, die 
Faxis~elaz einer solchen positiven GrSl~e E s gesieher~, dab die dutch die 
Gleiehung (3) definierf~ Funk6on x yon ;1 im Intervalle 1;1--Ze]-~ e~ 
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en{weder best~indig zunehmend oder besf/indig abnehmend isK Wenn nun 
e kleiner is~ als die kleinsfe der GrSBen ~o~ ~i, ~ und ~,  so geh~ in 
folgender Weise hervor~ dab die Gesamtheit T~ ein gewisses Gebiet der 
Ebene genau einfach bedeckK 

Es seien it' und it" ( X ' <  it") zwei WerCe yon it aus dem lnf~rvalle 
l i t -  i to l<  e und mit x" und x" m(igen die Abszissen der Punkte be- 
zeichne~ werden, wo die entsprechenden Kurven der Schar y .= y(x, it) die 
Enveloppe beriihren. Aus den Feststellungen fiber e folgt~ dab die Kurven~ 
ffir welche ;( < it < it", die Enveloppe in Punk~en berfihren, deren Abszissen 
zwischen x" und x" fallen, und weiter~ daB~ wenn ~ grSSer als x o aber 

~y 
kleiner als x" und x" ist, die Ablei~ung -~  (~, it) im Intervalle i t '<  it < it" 

wesentlich positiv isK Die Werte der GriiSen y(~, it') und y(~, it") kSnnen 
daher nicht gleich seir b und also k(innen die Bogen der Schax T~, die zu 
den Werten ),' und it" von it gehSren, einander nicht schneiden. Da X' 
und it" beliebige Wer~e yon it aus dem In~ervalle ] 2 , -  i to l<  ~ sind, so 
folgt hieraus~ dab keine zwei Bogen der Gesamlhei~ T, einander schneiden 
konnen. 

Insbesondere schneiden die Teile der Kurven y-= y(x, ito-{" ~) und 
y-= y(x, i to -  e), die zwischen dem Punk~ 0 und den Berfihrungspm~kten 
derselben mi~ der Enveloppe fallen~ weder einander noch den Bogen Co,. 
Wir bezeichnen das Gebie~ der Ebene, das yon diesen Kurvenstiieken trod 
der Euveloppe begrenzt wird, mi~ ~q~, und behaupten, dab durch jeden 
Punk~ dieses Gebie~es ein Bogen der Gesamthei~ T~ gehK 

Wenn 6, ~ ein Punk~ dieses Gebie~es is~, so schneider die Gerade 
x = ~ die Begrenzung desselben in zwei Punk~en, yon denen der eine 
immer auf eine der begrenzenden Lagrange'schen Kurven fiill~, tier zwei~e 
en~-weder auf die andere Lagrange'sehe Kurve oder auf die Enveloppe. 
]an ersf~n FaMe sind die Ordinaten der Schnit~punk~e y(~, ;to + ~) und 
Y(~, i t o -  ~), and da ~/ zwischen diesen beiden Werf~n lieg4, so mug es, 
da die Funktion y(~, it) im Intervalle~ i t -  ito t <  e s~e~ig is~, einen W e n  
yon it in diesem In~ervalle geben, f~r welehen y(~, 2 ,)= y. Da die ent- 
sprechende Kur~re y = y ( x ,  ~,) die Envelolape in einem Punk~e berfihr~, 
deren Abszisse grSSer als ~ is~, so lieg~ also der Punk~ ~, ~/ auf der 
Stwecke dieser Kurve, die zu der Gesam~heil T~ gehiirk Im zweiten FaMe 
sei X' der Wer~ yon it der zu der Kurve der Schax y =-y(x, X) gehS~, 
die die E n~eloppe in ihrem Scbni~'punk'~ mi~ der {?reraden x = ~ b e t h , .  
Die GrSge ~' liegi zwisehen ;t o + e und i t o -  e und es gibl, je naehdem 
der zwei~e Sehni~;pnnl~ zu der gurve y=---y(x, ito4-e ) oder 
gdhi~rt,, enIweder zwisehen ;t' und ;t o q- ~ oder zwisdtten ;t" und i t o -  ~ einen 
Wer~ yon it, flit welehen y(~, i t ) =  ~. Hieraus fotg~, gleieh wie oberb 
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auch in diese~ Fatle der be~rach~ete Punk~ auf einem Bogen der Gesam~- 
heir T, Iiegr und unsere Behauptung isi hiermi~ bewiesen. 

Da nun keine zwei Bogen der Schar T~ e~nander schneiden kSnnen 
und dutch jeden Pun~  des (~ebietes S~ ein solcher Bogen geht, bedeckl 
diese Schar also volls~ndig abet einfach das genann~e Gebie~. 

Nach dem vorigen wissen wir, (taft die Kurve C die Enveloppe ira 
Punkte I nicht schneider. Sie triY~ also nach der Beriihrung mit der- 

:Fig. 1. 

selben wieder in das Gebiet S~ ein 
(Fig. 1), und wir kiinnen somit be- 
haup~en, dab jeder Punkt 2 yon C~ der 
in der Niihe yon 1 augerhalb Co~ li%-r 
mit 0 vermit~els eines Bogens der Ge- 
samiheii T~ verbunden werden kann. 

Man kann auch bemerken, da$ dieser Bogen sich unendlich nahe an C 
schlieSt, wenn tier Punk~ 2 gegen 1 rtickk 

Im Falle (b) fol~ aus den Gleichungen (3) und (4), cla~ die Enve- 
loppe in 1 einen Riicld~ehrpunk~ hai~ wovon die beiden Zweige nach rech~s 
ausgehen. Die Gleichung 

(6) 
,j(x, 4 ) -  y(x, 

{ -  L (x- + + 

die unmit~lbar aus (2) folgt und w o / ~ ( x -  xa, 4 -  40) eine naeh Vo~enzen 
yon x - - x  1 und ;t -- ;t o fortsehreitende Reihe bodeute~, in weleher die yon 
x - - x  I freien Glieder yon h6herem Grade als n und die iibrigen Glieder 
yon hSherem Grade als 1 sin(t, zeig~ uns in diesem FaUe zun~hst, da6 
die Sehni~punkh~ der Geraden x -~ xf mi~ den Kulwen y = y(x ,  Z), it > 4 o 
oberhalb C liegen, w'~,hrend die Schni~unk~e dieser (~eraden mi~ der andern 

HKlf~e der Kurven y ~ y(x~ 4) sich un~er- 
halb C befinden. Ferner folgl aus (5), daft 
eine Kurve dcr Schar y = y(x,  ;t)~ die einem 
Wer~ X' yon ;t en~spricht, der gr~iSer als 
4 o ist, die Enveloppe unterhalb C berithrr 
Sie schneide~ also ersl die Kurve CauSer- 

halh Coi und beriihr~ nachher die Enveloppe (Fig. 2). Ebenso sieht man, 
da6, wenn ~' < 2o, die entsprechende Kurve der Schar y ~ - y ( x ~ )  ers~ 
die Kurve C aut~erhalb Col schneide~ und na~hber die Enveloppe ober- 
~ b  C berahrL 

Bezeich,en wit jef~t; mlt; T+, die Gesamtheig der.Bogen, die zu den 
Kmwe~ der Schar y ~- y(x, ~) fox welche ;L o < ~<: ~o + s geh6ren und 
.~om, Pnnld6e O his zu den Berfihrungslmnk~en diesex Kurven mit der En~e- 
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loppe gerechnet sind, so gel~en offenbar fiir diese Gesamthei!;, wenn e 
hinreichend klein ist, alle im Falle (a) hinsichflich "~der Gesamtheit T, 
gemachten Schlfisse. Ebenso gelt~n diese SchIfisse fiir die Gesamtheit 
T_~ die aus den Kurven y = y(x~ s fiir welche A o --  ~ < )~ < )'o ~hnlieh 
wie T+~ aus der andern H~lfte derselben her4orgehk Die beiden Scharen 
T+ ~ und T_, bedecken also gewisse Gebiete der Ebene genau einfach, und 
es geht durch jeden Punkt 2 yon C, der in der N~he yon 1 auSerhalb 
Col lie~, sowohl ein Bogen yon T+, als ein Bogen yon T_,. 

Wenn der Fall (c) vorlieg~ so hat die Enveloppe wie im vorigen 
Falle in 1 einen Riickkehrpunk~ die beiden Zweige derselben gehen aber 
diesmal yon diesem Punkte nach linl~s aus. Um zu sehen, ob und wo 
die Kurven y-= y(x,  ;~) die Kurve C schneiden, 15sen wir die Gleichung 
y(x,  ~) --  y(x ,  ~o) ~- 0 nach x -- x~ auf und erhalten dabei, wegen der 
Gleichung (6), ein Resultat yon der Form 

( x  - + - x -- x~ =- ~-Z-~ 

wo / ~ ( ~ -  ~o) nur Glieder in ) , -  2 0 yon hSherem Grade als n -  1 en~- 
hi~lk Geh5r~ nun ~ einer gewissen Umgebnng yon ~o, so sind~ d a n  un- 
gerade find 2V negativ is~, die zugehSrigen Wer~e yon x alle kleiner als 
x 1. Die entsprechenden Kurven y ~ y ( x , ) ~ )  
sehneiden also die Kurve C auf der S~recke 
C,~ (Fig. 3), und wir kSnnen also be- 
haul)ten, da~ dutch die Punkte yon C, die 
auBerha]b Col in der N~he yon 1 liegen~ 
keine Kurven der Schar y =  y (x ,  ;~) fiir 
welche I X -  Xot klein ist gehen. 

Im Falle (d) schlieBlich gehen alle Kurven der Schar y = y ( x , ; ~ )  
dutch den Punk~ 1. Die Punkte aus der Umgebung yon 1, die auf C 
liegen, kSnnen also nich~ mR 0 vermittels andern Kurven der betrachte~en 
Schar als der Kurve C verbunden werden. 

3. Es sei je~zt c ein Bogen einer Kurve der Schar y = y(x ,  ;0, der 
in seiner ganzen Ausdehnung zwischen 0 und dem Beriihrungspunkte dieser 
Kurve mit der Enveloppe fiill~, und mR T werde eine Schar yon Bogen 
der Kurven y = y(x~ ).) bezeichne~, die ein das Kurvens~iick en~hal~endes 
Gebie~ S der Ebene genau einfach bedeckk Ferner sei ~ eine im Gebie~e 
S vertaufende regut~re Kurve mi~ denselben Endpunkten wie c und .p(x, y) 
die Funk~ion yon x und y, die in jedem Punk~ yon S mR der AbleRung 
des durch denselben gehenden Bogens der Schar T iibereinstimm~. Wenn 
/ mad /_ die Werte des Integrals (1) fiber respek~ive c und ~ ers~reck~ 
bedeu~en, so hat man dann*) 

*) Siehe z. B. Kne~r, Lehrbuah der Variationsrectmung 20. 
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(7) 

wo alas Integral tiber die Kur-ve ~ zu erstrecken is~. 
Wenn nun der Fall (a) vorliegt sod T~ die Bogengesaantheit is~ die 

ftir die Bestimmung der Funktion p(x, 71) zu Grunde liegt, so gilt ~lso 
diese Gleiehung zuniichst, wenn c ein Stiick yon Cot ist, das keinen der 
Endp!ml~ 0 und 1 enthKlt, and g eine regul~ire Kurve mig denselben 
Endpunkten bedeutet~ die volls~iindig im Innern des Oebietes S~ liegt. 
Die genann~ Gleiehung gilt abet noeh, wie man obne Schwierigkeit dutch 
einen Grenztibergang einsieht, wenn man als c den Bogen C01 selbst 
nimmt and als S die Kurve, die yon 0 bis zu einem Punkte 3 der Enveloppe 
mi~ dem diese Punkte verbindenden Bogen der Gesamtheit T,, und yon 
3 his 1 mi~ der Enveloppe selbs~ zusammenfiillt. Die Tangen~e der Kurve 

f~llt abet dama in jedem Punkte mit der Tangente des dutch denselben 
gehenden Bogens der GesamtJaeit T~ zusammen, sod" die GrSBe y" erhg~lt 
also in jedem Punkte yon ~ denselben Wert wie 2o(x, y). Hieraus folg~, 
dab der Integrmad der Gleichtmg (7) in jedem Punkf~ verschwinde~ und 
es komm$ also 

1 _ - - 1 = 0 .  
c C 

Nun ist zu bemerken, dab die Enveloppe in der Umgebung yon 1 keine 
Lagrange'sche Kurve ist; denn dutch einen Punkt kSnnen nicht zwei 
Lagrange'sehe Kurven mit derselben Tangen~e geIaen, wenn die Ableitung 
F~,,~,(x,y~y') ffir den yon dem Punkte und der Tangente deEnier~en Were- 
system yon x~ y trod y" yon Null verschieden ist. Es gibt also in jeder 
beliebigen noch so eng fes~gesteUten Nachbarschaft des Bogens 3 1 der 
Enveloppe die Pnnlrte 3 und 1 verbindende Kurven, die dem In~egrale (1) 
kleinere Wertse erteilen als dieser Bogen. Hieraus folg~ unmi/stelbar, das 
es aueh in jeder Nachbarsehaf~ des B~)gens Col Kurven gibe, die das In- 
tegral (1) kleiner machen als dieser, and hiermi~ is~ bewiesen, dab das 
Stiick Coi yon C im Fal]e (a) kein Minimum geben kann. 

Ein Sttiek Co~ yon C, das fiber 1 hinausreicht~ ergibt also auch nich~ 
ein Minimum. 

I m w  2 wurde erw~mt, daft jeder Punk~ 2 yon C, der in der :S~he 
yon 1 au~rtmlb C0t liegt, mit 0 vermitf~ls eines Bogens der Gesamtheit 
T~ verbtmden werden kann~ sad dab sich dieser" Bogen, den wit mit C~ 
bezeiehnen wollen~ unendlich nahe an C schliel~t, wema der Ptmkt 2 gegen 
! rfickk Da nun die Ableitsog .~.f(x, y, y') flu" jedes, dureh ein Element 
des Bogens Co~ de.fi~_ierte Wertsystem yon x~ y and y ,  positiv ist, so 
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karl: man-also, indem man den Punkt 2 hinreichend nahe an 1 nimrod, 
bewirken, dab diese Ablei~ung anch fiir alle dureh den Bogen Cff~ deft- 
nier~e Wertsysteme dieser GrSl~en positiv wird. Wean dies der Fall is~, 
so gib~ Co'~ im Vergleieh mi~ allen Kurven einer gewissen ~aehbaxsehaf4 
ein Minimum des Integrals (1), denn der Endpunkt dieses Bogens liegt 
vor dem zum Anfangspunkte konjugier~en Punkte der entspreehendea 
Lagrange'schen Kurve. 

Man kann bemerken, daB, we, n 2 hinreichend nahe an I liege, aueh 
die Kurve Co2 zu den Kurven geh5rt, im Vergleich mi~ welehen das Mi- 
nimum ~ stattfmdet. Die Gleiehtmg (7) gil~ nKmlich noeh, wenn m ~  Cff~ 
alsc und Cos als ~ nimmt. Im Intervalle yon 0 his I stimmen dann die 
Werte yon y' and p(x,y) fiberein, und der Integrand der Gleiehung (7) 
verschwinde~ daher in jedem Punkte dieses Intervalles. Von 1 bis 2 
werden dagegen die Werte yon y" und .p(x,y) versehieden, denn die Bogen 
der Gesam~hei~ T~ sehneiden die Kurve C unter nicht verschwindendem 
WinkeL Beachtet man, dai~ cheser Winkel in 1 Null is~ und sieh beim 
Fortgange l~ngs C stetig ver~indert~ so kann hieraus geschlossen werden, 
dat~, wenn 2 hinreichend nahe an 1 begS, die genannten Wer~e zu dem 
Bereiche gehSren~ wo der Integrand der GleichLmg (7), zufolge der fiber 
Fy, ,f (x, y, y') gemachten Voraussetzung, positiv verbleibt ohne zu ver- 
sehwinden. Man erh~lt also / _ - 1 ~  ~ 0, and hiermit is~ die gemachte 
Behauptung bewiesen. 

Im Falle (b) ergibt das Stiick C01 yon C noch eia Minimum. Die 
Gleiehung (7) gilt niimlich dana noch, we,n man als c das SFdck Co~ 
yon C nimmt and als ~ eine beliebige Kurve aus der :Nachbarschaf~ yon 
Cox , and der Integrand dieser Gleichung kann nieht 1;4ngs einer solchen 
Kurve identisch verschwinden. Wean der Bogen Co~ fiber 1 hinansreich~, 
kann man in folgender Weise zeige~ dab das Minimum nicht mehr s~at~- 
finder. 

Es werde angenommen, dab der Punkt 2 so aahe an 1 liege, dab der- 
selbe mit 0 vermit~ls eines der Gesamtheit T+~ zugehSrigen Bogens C~: 
verbunden werden kann. Is~ die Fanktion lP(x,y) so bestimmt, dal~ sie 
der Bogenschar T+, entspricht, so kSnnen wit dieses Bogenstfiek a l s c  
trod das Stfick Co~ yon C als ~ nehmen. Der In~egrand der Gleichung (7) 
wird dann Null auf der Sh'ecke yon 0 his 1. Wenn 2 hinreiehend nahe 
an 1 ~liegr wird derselbe aber yon 1 his 2 positiv und van Null ver- 
sehieden, dean die Bogem der Schar T+~ kSnnen nicht die Kurve C in 
ihren Schni~tpunkten mi~ derselben bertihren. Der Bogen C~'~ gibt also 
dem I n ~ e  (1) einen kleineren Wert als der Bogen Cos. 

~ermi~ ist abex noeh nicht bewiesen, dal~ der Bogen C~ nicht ein 
Minimum ergeben ~.nn~ sondez-n wit mils.sen noch zeigen, da~ es aach 



~ e b i g e r  N~he derselben Kurven gibe, die das Integral (1) ]dei!aer machen 
als ~ Bogen. 

Wenn 3 ein Punk~ yon C bedeutet, der sieh zwisehen i and 2 be- 
finder, folg~ umni~relbar aus dem obigen, dab das Kurvenstfick, das aus 
dem die P u n l ~  0 und 3 verbindenden Bogen der Gesamtheit T+~ und 
des S~fickes 3 2 yon C zusammsngese~zt ist~ das Integral (1) kleiner macht 
als der Bogen Cos. Indem man den Punkt 3 hinreichend nahe an 1 
nimmt b kann man abet bewirken~ dab das genann~e Kurvensgick einer be- 
liebig eng festgestellten Nachbarseha~ der Kurve C0~ angehSrt. Es gib~ 
also in jeder solchen Naehbarsehaft Kurven mit densetben End~unkten 
wie C~.. die dem Integrale (1) kleinere Werte ergeben als dieser Bogen, 
und hiermit ist bewiesen, dab derselbe nieht ein Minimum ergib~. 

Da es aueh einen der Gesamtheit T ~ zugehSrigen Bogen gibt, der dutch 
2 geht b so kann in dem vorliegenden Falle jeder Punk~ yon C~ der in der 
NKhe yon 1 auSerhalb Cox f~llt~ vermi~tels zweier Bogen mit 0 verbunden 
werden~ die beide im Vergleieh mit den Kurven gewisser Naehbarsehaf~en 
der-~lben Minima ergeben~ und diese Bogen sehheSen sieh beide unend- 
lieh nahe an C, wean der Punl~ 2 gegen 1 rfiel~. 

Im ralle (e) kann m~., wie im Falte (a) zeigen, daft der Bogen Co~ 
mad also aueh ein Bogen C,o~ , der fiber 1 hinausreieh~, nieh~ mehr ein Mini- 
mum ergibh Wie schon im vorigen w bemerk~ wurde, ist in diesem Falle 
audh keine in der N~he yon C faUende Kurve der Schar y-~ y(x, A) yor- 
handen, die dureh einen Punkt 2 yon C, der augerhalb Cox in der N~i~e 
yon 1 liege, gehk Da keine andere als eine Lagrange'sche Kurve ein 
Minimum ergeben kann, folg~ hieraus, dab es in diesem FaHe keinen in 
der N~he yon C fallenden Bogen gib$, der einen solchen Punkt mR 0 
verbinde~ und ein Minimum des Integrals (t) ergibt. 

Wenn schliet~lich der Fall (d) vorlieg~ geben oit~nbar auf Grund der 
Gleiehung (7), die Teile yon den Kurven der Sehar y =  y(x, ;t)~ die zwischen 
die Punlr~e 0 mad 1 fallen,, dem Integrals (1) alle denselben Wert, und 
eIer Bogen Col gib~ also kein Minimum. Es gibt abet diesmal keine die 
l ~ n k ~  0 und 1 vsrbindende Kurven, die dem Integrale kleinere Wer~e 
sr*~eilen als Coi. Lieg~ der Punk$ 2 auf C auBerhalb Coi, so gibt es such 
so!ehe benachbar~ Kurven, die das Integral (1) kleiner machen als Co~. 

Kurvs, die yon 0 his 1 mig einsr zu C benachbarten Kurve der 
Sehar y .~y(x, ~) zu~m__~enf~lR und yon 1 his 2 l~ings C l~uR, erteil~ 
~l~_ch dem Integrals (1) densolben Wea~ wie Co~ , und da diese Kurve 
in 1 einsn Eckptml~ tm~, so gib~ es in der Naehbarsehaf4 derselben Kurven, 

dem ht~grale (t) noeh klsinere Wer#~e er~eile~ 
tavern wir uns der Bedeutung yon n mad ~ erinnem, kSnnen wit 
~in folgeneler Weise die erhattenen Resultate zusammenfassen: 
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Wenn d~r Bogen Co~ iiber 1 hinvu~sreicht, so gibt dersdbe niemals ei~ 
J~xtremum. Der Bogen Cox selbst g~bt im allgemeinen auch nicht ein Ez~tre- 

~ y  
mum; wenn abet n u~gerade und ~-~(xl, ~o) P ~ ist~ so find~ hiervon 

eine Ausnahme start, indem das Extremum noch besteht. 
Ist n gerade, so kann jed~ t)unkt 2 yon C~ der in der _hT~he yon 1 

auflerha~ Col liegt, mit 0 vermittds einvr abet nut einer Lagrange'schen 
Kurve verbunden werden, die iu der ~iihe yon Co~ verYiuft und die im 
Vergleich mit allen Kurven einer gewissen Nachbarschaft d~rsdben, ~u welcher 
auch der Bogen Co~ gehSrt, ein Extremum ergibt. In dem ~alle won  ungerade 

~ y  
ist~ g~t es zwei so~che Bogy,, wenn -~ (x~ ,  ~o) positiv, abet kvinen einzigen, 

wenn diese GrSfle negativ ist. Ist ~ unendlich, so gibt es auch "keinen 
~ogen dieser Art. 


