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Zur Theorie der Maxima und Minima einfacher Integrale mit
bestimmten Integrationsgrenzen.
Von
J. W. Lixpesere in Helsingfors.

1. Es sei O ein Punkt auf einer Lagrange’schen Kurve C, die dem
Problem das Integral

& [Fapyie  (y=2

zu einem Extremum zu machen, entspricht. Ferner sei 1 der zu O kon-
jugierte Punkt auf C, 2 ein dritter Punkt dieser Kurve und C,, das zwischen
den Punkten O und 2 fallende Stiick derselben. Schlieflich werde an-

. . o:F , . . .
genommen die Funktion ¥, = e (%, y,y") habe auf C,,, inklusive die

Grenzen, ein festes Vorzeichen ohne zu verschwinden. Wenn der Punkt 2
zwischen O und 1 fallt, gibt dann bekanntlich der Bogen C,, im Ver-
gleich mit allen Kurven deren Endpunkte O und 2 sind, und die einer
gewissen engeren Nachbarschaft desselben angehdren, ein Extremum des
Integrals (1). Wenn dev Punkt 2 mit 1 zusammenfillt, gibt derselbe im
allgemeinen nicht mehr ein Extremum und wenn der Bogen C,, iber 1
hinausreicht, so findet das Extremum niemals statt. Das Aufhoren des
Extremums in diesem letzten Falle wurde zuerst von Weierstra mit Hilfe
der Theorie der zweiten Variation streng nachgewiesen, und ganz neulich
hat Kuneser®) einen neuen Beweis dafiir gegeben, der auch den Fall, wo
der Punkt 2 mit 1 zusammenfillt, erledigt. Der Beweis von Kneser ist
sehr einfach, erfordert aber daB von dem Punkte 1 ein Zweig der En-
veloppe der durch den Punkt O gehenden Schar von Lagrange’schen
Kurven in der Richtung von 1 nach O ausgeht, und schlieft somit den
Fall aus, wo die Enveloppe in 1 einen Riickkehrpunkt hat und die beiden
Zweige derselben die zu der Richtung von 1 nach O entgegengesetzte
Richtung haben.

*) Kneser, Zur Variationsrechnung. Mathematische Annalen Bd. 50.
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Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist zu zeigen wie man durch
Verfolgung des von Kneser eingeschlagenen Weges die Frage ob und
wann das Extremum aunfhort ohne die zweite Variation in Betracht zu
nehmen vollstindig 16sen kann. Aus dieser Untersuchung wird auch her-
vorgehen daB, obgleich ein Bogen von C der in O anfingt und iiber 1 hin-
ausreicht niemals ein Extremum ergibt, doch verschiedene Fille vorkommen
kénnen, wenn man auf die Moglichkeit Riicksicht nimmt, Punkte von C
anBerhalb €, mit O vermittels Kurven zu verbinden, die wirklich ein Ex-
tremum ergeben.

Die Voraussetzungen, die der Untersuchung zn Grunde liegen, sind
folgende:

1) Die Funktion F'(z,9,9") ist in der Umgebung jedes in Betracht
kommenden Wertsystems von z, y und gy’ eine eindeutige regulire ana-
Iytische Funktion.

2) Die Ableitung F, (2, y,y") hat auf jedem in Frage kommenden
Bogen von C ein konstantes Vorzeichen ohne zu verschwinden.

3) Jedes Stiick von C, das in Betracht genommen wird, definiert y
als eine eindeutige Funktion von z, deren Ableitung niemals unendlich wird.

Da es sich hauptsichlich um einen Beweis fiir das Aufhdren des
Extremums handeln wird, und das starke Extremum niemals eintreten
kann ohne daB das schwache vorliegt, so werden wir nur diese letzte Art
von Extremum beriicksichtigen. SchlieBlich wollen wir, um die Rede-
weise abzukiirzen, nur das Minimum in Betracht nehmen, und setzen also
voraus, die Funktion F, . (z,9,y") sei immer positiv.

2. Es seien z,, 9, und 2, %, die Koordinaten der Punkte O und 1
(2, < %), und y =y (z, 1) die Gleichung der durch den Punkt O gehen-
den Schar von Lagrange’schen Kurven. Hierbei nehmen wir an 1 sei so

gewihlt, daB 1 = g——g (2 4), und mit 2, bezeichnen wir den Wert von 1

der der Kurve C entspricht. Die Funktion y(z, 1) ist dann, auf Grund
der iiber die Funktion F(z,y,y") und ihre zweite Ableitung nach y " ge-
machten Voraussetzungen, in der Umgebung jedes Wertsystems z, <z <z,
4 = 2, eine regulire analytische Funktion ibrer Argumente und man hat

2 d
“g% (%o, 4p) = O3 5% (%, 4) = 0.

Die Ableitung % (s, 4,) bebilt forner im Intervalle 2, <z <z, dasselbe
Vorzeichen ohne zu verschwinden, und zwar wird sie, zufolge der iiber 4

gemachten Voraussetzung, positiv. Hieraus folgt, da8 die Grifle 5%% (%, 40)s
die nicht Null sein kaon®), negativ ist.

*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechning 24.
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Es sei noch 2 8 o Y (%, 4) die erste Ableitung von y(z, 2) nach 2, die fiir

z = %,, 4 = 2, nicht verschwindet, und es werde gesetzt

9 1
y (xn A) = m 81“ (xn L) =N; 257 3;,3 (@, &) =— L2

Man hat dann
y(@, A) — y(x,, 4y) = M(x — 2,) — L*(z — 2,) (A — 4,)

2)
(4 +%(Z—20”+R1(x'—x1;l~x‘0))

wo R,(z — x,, 4 — 4,) eine nach Potenzen von z —z, und i — 4, fort-
schreitende Reihe bedeutet, wo die Glieder, die nur 2 — %, oder nur 1 — 4,
enthalten, von héherem Grade als resp. der ersten und der »*" und die
iibrigen Glieder von hoherem Grade als der zweiten sind. Die Reihen-

entwicklung von %‘%(w, 2) in der Umgebung von z=ux,, 4 =1, fingt also
mit den Gliedern — L*(z —z,) + N(A — 45)*~! an, und die Gleichung
g-;—{- (z, ) = O gibt daher, nach z — «, aufgeldst, das Resultat

N
3) L —& =72 (A — &) 1+ By (2 — 4y),

wo R,(2 — 4,) eine nach Potenzen von A — 2, fortschreitende Reihe be-
deutet, die nur Glieder von hoherer Ordnung als der % — 1*® enthilt.
Diese Gleichung stellt, zusammen mit (2), die Enveloppe der Kurvenschar
y=1y(z, 1) dar. Wenn wir fiir z — 2, den Ausdruck (3) substituieren,
nimmt (2) die einfachere Form

@ y— gy = TR (4= Ayt By(d — 1),

wo Ry(42 — 2,) dieselbe Bedeutung hat wie R,(4 — 4,), und die Enveloppe
wird somit auch durch die zwei Gleichungen (3) und (4) reprisentiert.

Wir wenden uns zunichst zu einer Untersuchung der Gestalt der
Enveloppe und des Verlaufes der Kurven y = y(x, 1) in der Umgebung
des Punktes 1. Hierbei unterscheiden wir die folgenden vier Fille:

(@)  » ist gerade,

(b)  » ist ungerade und N positiv,

(¢)  n ist ungerade und N negativ,

(d)  » ist unendlich.

Im Falle (a) kann man, da die GroSe N nach ihrer Definition von
Null verschieden ist, aus den Gleichungen (3) und (4) unmittelbar schlieBen,
daB die Enveloppe in 1 einen gewdhnlichen Punkt hat. Um zu unter-
suchen wie die Kurven der Schar y = y(z, 1) im Verhilinis zu der En-
veloppe verlaufen, verfahren wir wie folgt.

21*
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Es sei 2’ ein Wert von 4 aus der Umgebung von 4,, und mit &’
werde die Abszisse des Punktes bezeichnet, wo die Kurve y = y(xz, ") die
Enveloppe beriihrt. Beachten wir, daf nach (3)

[ N ’ ’
=@y =z (A — 4+ Ry(X' — 2,)

und bilden wir mit Hilfe der Gleichung (2) die Differenz y(2',1") — y (2, 2,),
so kommt

) y@D) —y@ k) = (2~ M) (¥ — i)+ B — &),

wo R,(1 — 4,) eine nach Potenzen von A’ — 1, fortschreitende Reihe be-
deutet, die nur Glieder von hoherem Grade als der »*® enthdlt. Die
rechte Seite dieser Gleichung behilt nun fiir jedes 1" aus der Umgebung
von 1, ein konstantes Vorzeichen, das nur von dem Zeichen von N ab-
hingt. Wenn beobachtet wird, daB y(«',4") die Ordinate des Punktes der
Enveloppe ist, deren Abszisse z’ ist, so folgt hieraus, daB die Kurve C
in der Umgebung ihres Berithrungspunktes mit der Enveloppe vollstindig
entweder oberhalb oder unterhalb derselben fillt. Jedenfalls schneidet
also die Kurve C die Enveloppe im Punkte 1 nicht. Was die zu C be-
nachbarten Kurven der Schar y = y(z, 1) betrifft, so verlaufen sie offenbar
in der Umgebung ihrer Beriihrungspunkte mit der Enveloppe dhnlich wie
die Kurve C.

Es sei jetzt, immer unter der Voraussetzung (a), ¢ eine positive Kon-
stante und 7', die Gesamtheit der Bogen, die zu den Kurven der Schar
y = y(xz, A) gehoren, fiir welche |4 — 1,| < ¢, und die zwischen dem Punkte
0 und den Beriihrungspunkten dieser Kurven mit der Enveloppe fallen.
Wir wollen zeigen, daB diese Gesamtheit, wenn ¢ hinreichend klein ist,
ein gewisses Gebiet der Ebene vollstindig aber einfach bedeckt.

Zundchst konnen wir offenbar zwei positive GroBen & und & so fest-

stellen, daB die Ableitung %Y (7,2) im Gebiete |2 — x| <ey, |4 — %<

nur fir 2 =1x,, 4 =4, und im Gebiete |z — z,| ¢, |4 — 4,! <& nur
fir Wertsysteme von 2 und 1, die der Gleichung (3) geniigen, Null wird.
Da diese Ableitung eine in der Umgebung der Wertsysteme z, <z < z,,

= }, stetige Funktion ihrer Argumente ist und ?911{ (z, 4,) im Intervalle

Zy + gy < 2 < 2, — & nicht Null wird, so ist es ferner moglich eine po-
sitive GroBe &, so klein zu wihlen, daf die genannte Ableitung im Ge-
biete 2, + g <2 <&, — ¢, |2 — 4| < & nicht verschwindet. SchlieBlich
ist, da die Voraussetzung (a) unserer Betrachtung zu Grunde liegt, die
Eixistenz einer solchen positiven GrioBe g gesichert, daB die durch die
Gleichung (3) definierte Funktion z von 4 im Intervalle |2 — 4,] <z
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entweder bestindig zunehmend oder bestindig abnehmend ist. Wenn nun
¢ kleiner ist als die kleinste der GroBen ¢, &, & und &, so geht in
folgender Weise hervor, dafl die Gesamtheit T, ein gewisses Gebiet der
Ebene genau einfach bedeckt.

Es seien 2" und 1”7 (1’ <1”) zwei Werte von 1 aus dem Intervalle
|4 —2,| <& und mit 2" und 2” mbgen die Abszissen der Punkte be-
zeichnet werden, wo die entsprechenden Kurven der Schar y = y(z, 1) die
Enveloppe beriithren. Aus den Feststellungen tiber ¢ folgt, daB die Kurven,
fiir welehe A’ << 1< 1", die Enveloppe in Punkten beriihren, deren Abszissen
zwischen 2” und 2" fallen, und weiter, daB, wenn £ groBer als z, aber

kleiner als 2" und 2" ist, die Ableitung % (¢, 1) im Intervalle ' <i1<1”

wesentlich positiv ist. Die Werte der GroBen y(§, 1) und y(§, 2") kdnnen
daher nicht gleich sein, und also kénnen die Bogen der Schar T, die zu
den Werten 4" und 4”7 von 1 gehdren, einander nicht schneiden. Da 4’
und A" beliebige Werte von 1 aus dem Intervalle |1 — 4, < & sind, so
folgt hieraus, daf keine zwei Bogen der Gesamtheit 7', einander schneiden
konnen.

Insbesondere schneiden die Teile der Kurven y = y(x, 1,4 ¢) und
y = y(x, 4, — &), die zwischen dem Punkte O und den Beriihrungspunkten
derselben mit der Enveloppe fallen, weder einander noch den Bogen C,,.
Wir bezeichnen das Gebiet der Ebene, das von diesen Kurvenstiicken und
der Enveloppe begrenzt wird, mit S,, und behaupten, daf durch jeden
Punkt dieses Gebietes ein Bogen der Gesamtheit 7', geht.

Wenn £, 4 ein Punkt dieses Gebietes ist, so schneidet die Gerade
x = ¢ die Begrenzung desselben in zwei Punkten, von denen der eine
immer auf eine der begrenzenden Lagrange’schen Kurven fallt, der zweite
entweder auf die andere Lagrange’sche Kurve oder auf die Fnveloppe.
Im ersten Falle sind die Ordinaten der Schnittpunkte y(§, 4, + &) und
y(§ 4, — ), und da % zwischen diesen beiden Werten liegt, so muB es,
da die Funktion y(£, 1) im Intervalle’|1 — 1,| < & stetig ist, einen Wert
von 1 in diesem Intervalle geben, fiir welchen y(§,2) =#. Da die ent-
sprechende Kurve y = y(z, 1) die Enveloppe in einem Punkte beriihrt,
deren Abszisse groBer als £ ist, so liegt also der Punkt &, % auf der
Strecke dieser Kurve, die zu der Gesamtheit 7, gehort. Im zweiten Falle
sei 2 der Wert von A der zu der Kurve der Schar y = y(z, 1) gehort,
die die Enveloppe in ihrem Schnittpunkte mit der Geraden z = £ beriihrt.
Die GroBe 4 liegt zwischen 1,4 ¢ und 1, — ¢ und es gibt, je naechdem
der zweite Schuittpunkt zu der Kurve y=y(2,1,+¢) oder y=y(z,1,—¢)
géhort, entweder zwischen 1" und 2,4 ¢ oder zwischen 1" und 4, — & einen
Wert von %, fiir welchen y(§, 1) = v, Hieraus folgt, gleich wie oben, da8
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auch in diesem Falle der betrachtete Punkt auf einem Bogen der Gesamt-
heit 7, liegt, und unsere Behauptung ist hiermit bewiesen.

Da nun keine zwei Bogen der Schar T, einander schneiden kénnen
und durch jeden Punkt des Gebietes S, ein solcher Bogen geht, bedeckt
diese Schar also vollstindig aber einfach das genannte Gebiet.

Nach dem vorigen wissen wir, daB die Kurve C die Enveloppe im
Punkte 1 nicht schneidet. Sie tritt also nach der Beriihrung mit der-
selben wieder in das Gebiet S, ein
(Fig. 1), und wir konnen somit be-
haupten, daB jeder Punkt 2 von C, der
in der Néhe von 1 auBerhalb C,, liegt,

Fig. 1. ' mit 0 vermittels eines Bogens der Ge-

samtheit 7, verbunden werden kann.

Man kann auch bemerken, daB dieser Bogen sich unendlich nahe an C
schlieBt, wenn der Punkt 2 gegen 1 riickt.

Im Falle (b) folgt aus den Gleichungen (3) und (4), daB die Enve-
loppe in 1 einen Riickkehrpunkt hat, wovon die beiden Zweige nach rechts
ausgehen. Die Gleichung

Yy (‘7’3 l) —Y (x7 lo)
:_,_(3'“20) {'— L2(x~ 6!71) + %Z ('1 - }‘o>n_1+-R5 (‘1 -—-lo,x*—‘.%l)} ’

(6)

die unmittelbar aus (2) folgt und wo R,(x —x,, A — 1,) eine nach Potenzen
von z — z, und 4 — 2, fortschreitende Reihe bedeutet, in welcher die von
x — #, freien Glieder von héherem Grade als » und die iibrigen Glieder
von hoherem Grade als 1 sind, zeigt uns in diesem Falle zuniichst, daB
die Schnittpunkte der Geraden z = z; mit den Kurven y = y(z, 1), 1 > 4,
oberhalb C liegen, wihrend die Schnittpunkte dieser Geraden mit der andern
Hilfte der Kurven y = y(z, 1) sich unter-
halb C befinden. Ferner folgt aus (5), daB
0 eine Kunrve der Schar y = y(z, 1), die einem
Werte 1’ von 4 entspricht, der gréBer als
4, ist, die Enveloppe unterhalb C beriihrt.
Sie schneidet also erst die Kurve C auBer-
balb. Gy, und beriihrt nachher die Enveloppe (Fig. 2). Ebenso sieht man,
daB, wenn 1’ < 4,, die entsprechende Kurve der Schar y = y(z, 1) erst
die Kurve C auBerhalb (), schneidet und nachher die Enveloppe ober-
halb C beriihrt.
Bezeiehnen wir jetzt mit T',, die Gesamtheit der.Bogen, die zu den
Kurven der Sechar y=y(=,2) fur welche 1, < A<, + & gehoren und
vom Punkte O bis zu den Berithrungspunkten dieser Kmexa mit der Enve-

Fig. 2.
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loppe gerechnet sind, so gelten offenbar fiir diese Gesamtheit, wenn &
hinreichend klein ist, alle im Falle (a) hinsichtlich “der Gesamtheit 7,
gemachten Schliisse. Ebenso gelten diese Schliisse fiir die Gesamtheit
T_, die aus den Kurven y = y(x, 1) fiir welche 4, — ¢ <1 < 4, dhnlich
wie T, aus der andern Hilfte derselben hervorgeht. Die beiden Scharen
T,.,und T_, bedecken also gewisse Gebiete der Ebene genau einfach, und
es geht durch jeden Punkt 2 von C, der in der Nihe von 1 auBerhalb
C,, liegt, sowohl ein Bogen von T , als ein Bogen von T_,.

Wenn der Fall (¢) vorliegt, so hat die Enveloppe wie im vorigen
Falle in 1 einen Riickkehrpunkt, die beiden Zweige derselben gehen aber
diesmal von diesem Punkte nach links aus. Um zu sehen, ob und wo
die Kurven y = y(z, 1) die Kurve C schneiden, 16sen wir die Gleichung
y(z, 4) — y(z, 4,) = 0 nach z —x; auf und erhalten dabei, wegen der
Gleichung (6), ein Resultat von der Form

N
L — % = 73 (A — )"+ Bg(4 — 4),

wo R,(A — 2,) nur Glieder in 4 — 4, von hoherem Grade als » — 1 ent-
hilt. Gehort nun A einer gewissen Umgebung von 1,, so sind, da » un-
gerade und N negativ ist, die zugehdrigen Werte von z alle kleiner als
z;. Die entsprechenden Kurven y=y(z,4)

schneiden also die Kurve C auf der Strecke

C,; (Fig.3), und wir konnen also be- 7
haupten, daB durch die Punkte von C, die o

auBerhalb C,, in der Nihe von 1 liegen,

keine Kurven der Schar y = y(z, 1) fir g s,

welche {1 — 1,] klein ist gehen.

Im Falle (d) schlieBlich gehen alle Kurven der Schar y = y(z, 4)
durch den Punkt 1. Die Punkte aus der Umgebung von 1, die auf C
liegen, konnen also nicht mit O vermittels andern XKurven der betrachteten
Schar als der Kurve C verbunden werden.

3. Es sei jetzt ¢ ein Bogen einer Kurve der Schar y = y(z, 1), der
in seiner ganzen Ausdehnung zwischen O und dem Beriihrungspunkte dieser
Kurve mit der Enveloppe fillt, und mit 7' werde eine Schar von Bogen
der Kurven y = y(z, 1) bezeichnet, die ein das Kurvenstiick enthaltendes
Gebiet S der Ebene genau einfach bedeckt. Ferner sei ¢ eine im Gebiete
S verlaufende regulire Kurve mit denselben Endpunkten wie ¢ und p(z,y)
die Funktion von # und ¢, die in jedem Punkte von S mit der Ableitung
des durch denselben gehenden Bogens der Schar T iibereinstimmt. Wenn
I und I_ die Werte des Integrals (1) tiber respektive ¢ und ¢ erstreckt
bedeuten, so hat man dann¥)

#) Siehe z. B. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung 20.
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. p oF
(0 L—1= f (F@,9,9) — Flay,0@9) — 0 —p@,9) 37 (@3, p@)|dz
° r 3y
(y =~ oz)?

wo das Integral iiber die Kurve ¢ zu erstrecken ist.

Wenn nun der Fall (a) vorliegt und 7', die Bogengesamtheit ist, die
fiir die Bestimmung der Funktion p(z,y) zu Grunde liegh, so gilt also
diese Gleichung zundchst, wenn ¢ ein Stiick von (), ist, das keinen der
Endpunkte O und 1 enthdlf, und ¢ eine regulire Kurve mit denselben
Endpunkten bedeutet, die vollstindig im Innern des Gebietes S, liegt.
Die genannte Gleichung gilt aber noch, wie man ohne Schwierigkeit durch
einen Grenziibergang einsieht, wenn man als ¢ den Bogen C,; selbst
nimmt und als ¢ die Kurve, die von 0 bis zu einem Punkte 3 der Enveloppe
mit dem diese Punkte verbindenden Bogen der Gesamtheit 7', und von
3 bis 1 mit der Enveloppe selbst zusammenfillt. Die Tangente der Kurve
¢ fallt aber dann in jedem Punkte mit der Tangente des durch denselben
gehenden Bogens der Gesamtheit 7', zusammen, und die GroBe y’ erhilt
also in jedem Punkte von ¢ denselben Wert wie p(x, y). Hieraus folgt,
daB der Integrand der Gleichung (7) in jedem Punkte verschwindet, und

es kommt also
Ic_ —_ Ic= 0.

Nun ist zu bemerken, daB die Knveloppe in der Umgebung von 1 keine
Lagrange’sche Kurve ist; denn duorch einen Punkt kénnen nicht zwel
Lagrange’sche Kurven mit derselben Tangente gehen, wenn die Ableitung
F, (#,9,y") fir den von dem Punkte und der Tangente definierten Wert-
system von z, ¥ und y¥* von Null verschieden ist. Es gibt also in jeder
beliebigen noch so eng festgestellten Nachbarschaft des Bogens 3 1 der
Enveloppe die Punkte 3 und 1 verbindende Kurven, die dem Integrale (1)
kleinere Werte erteilen als dieser Bogen. Hieraus folgt unmittelbar, daB
es auch in jeder Nachbarschaft des Bogens C,, Kurven gibt, die das In-
tegral (1) kleiner machen als dieser, und hiermit ist bewiesen, daf das
Stiick Gy von C im Falle (a) kein Minimum geben kann.

Ein Stiick Cy; von O, das iiber 1 hinausreicht, ergibt also auch nicht
ein Minimam.

Im § 2 wurde erwihnt, daB jeder Punkt 2 von C, der in der Nihe
von 1 auBlerhalb C;, liegt, mit O vermittels eines Bogens der Gesamtheit
T, verbunden werden kann, und daB sich dieser Bogen, den wir mit Cy;
bezeichnen wollen, unendlich nahe an C schlieBt, wenn der Punkt 2 gegen
1 riickt. Da nun die Ableitung F,, (z,4,y") fiir jedes, durch ein Element
des Bogens (,, defimierte Wertsystem von 2, y und y’, positiv ist, so
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kann man-also, indem man den Punkt 2 hinreichend nahe an 1 nimmg,
bewirken, daB diese Ableitung auch fiir alle durch den Bogen Cg, defi-
nierte Wertsysteme dieser GrioBen positiv wird. Wenn dies der Fall ist,
so gibt (5. im Vergleich mit allen Kurven einer gewissen Nachbarschaft
ein Minimum des Integrals (1), denn der Endpunkt dieses Bogens liegt
vor dem zum Anfangspunkte konjugierten Punkte der entsprechenden
Lagrange’schen Kurve.

Man kann bemerken, dal, wenn 2 hinreichend nahe an 1 liegf, auch
die Kurve C,, zu den Kurven gehort, im Vergleich mit welchen das Mi-
nimum’ stattfindet. Die Gleichung (7) gilt nimlich noch, wenn man Oy,
als ¢ und C, als ¢ nimmt. Im Intervalle von O his 1 stimmen dann die
Werte von y” und p(z,y) iiberein, und der Integrand der Gleichung (7)
verschwindet daher in jedem Punkte dieses Intervalles. Von 1 bis 2
werden dagegen die Werte von y” und p(z,y) verschieden, denn die Bogen
der Gesamtheit 7', schneiden die Kurve C unter nicht verschwindendem
Winkel. Beachtet man, daB dieser Winkel in 1 Null ist und sich beim
Fortgange lings C stetig verindert, so kann hieraus geschlossen werden,
daB, wenn 2 hinreichend nahe an 1 liegt, die genannten Werte zu dem
Bereiche gehoren, wo der Integrand der Gleichung (7), zufolge der iiber
F,,(z,y4,9) gemachten Voraussetzung, positiv verbleibt ohne zu ver-
schwinden. Man erhilt also I_— I,> 0, und hiermit ist die gemachte
Behauptung bewiesen.

Im Falle (b) ergibt das Stiick C,; von C noch ein Minimum. Die
Gleichung (7) gilt nimlich dann noch, wenn man als ¢ das Stiick Gy,
von C nimmt und als ¢ eine beliebige Kurve aus der Nachbarschaft von
Coy, und der Integrand dieser Gleichung kann nicht lings einer solchen
Kurve identisch verschwinden. Wenn der Bogen C,, iiber 1 hinausreicht,
kann man in folgender Weise zeigen, daB das Minimum nicht mehr statt-
findet.

Es werde angenommen, daB der Punkt 2 so nahe an 1 liegt, daB der-
selbe mit O vermittels eines der Gesamtheit 7', zugehdrigen Bogens Gy
verbunden werden kann. Ist die Funktion p(z,y) so bestimmit, daB sie
der Bogenschar T, entspricht, so konnen wir dieses Bogenstiick als ¢
und das Stiick Gy, von C als ¢ nehmen. Der Integrand der Gleichung (7)
wird dann Null auf der Strecke von O bis 1. Wenn 2 hinreichend nahe
an 1 liegt, wird derselbe aber von 1 bis 2 positiv und von Null ver-
schieden, denn die Bogen der Schar 7, konnen nicht die Kurve C in
ihren Schnittpunkten mit derselben beriihren. Der Bogen Cjs gibt also
dem Integrale (1) einen kleineren Wert als der Bogen C,,.

Hiermit ist aber noch nicht bewiesen, daB der Bogen C,, nicht ein
Minimum ergeben kann, sondern wir miissen noch zeigen, daB es auch in
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Mebiger Nihe derselben Kurven gibt, die das Integral (1) kleiner machen
als dieser Bogen.

‘Wenn 3 ein Ponkt von C bedeutet, der sich zwischen 1 und 2 be-
findet, folgt unmittelbar aus dem obigen, daB das Kurvenstiick, das aus
dem die Punkte O und 3 verbindenden Bogen der Gesamtheit 7, und
des Stiickes 3 2 von C zusammengesetzt ist, das Integral (1) kleiner macht
als der Bogen Cy,. Indem man den Punkt 3 hinreichend nahe an 1
nimmt, kann man aber bewirken, daf das genannte Kurvenstiick einer be-
liebig eng festgestellten Nachbarschaft der Kurve C,, angehort. Es gibt
also in jeder solchen Nachbarschaft Kurven mit denselben Endpunkten
wie G, die dem Integrale (1) kleinere Werte ergeben als dieser Bogen,
und hiermit ist bewiesen, daf derselbe nicht ein Minimum ergibt.

Da es auch einen der Gesamtheit 7', zugehorigen Bogen gibt, der durch
2 geht, so kann in dem vorliegenden Falle jeder Punkt von C, der in der
Nahe von 1 auBerhalb C), fallt, vermittels zweier Bogen mit O verbunden
werden, die beide im Vergleich mit den Kurven gewisser Nachbarschaften
derselben Minima ergeben, und diese Bogen schlieBen sich beide unend-
lich nahe an C, wenn der Punkt 2 gegen 1 riickt.

Im Falle (¢) kann man, wie im Falle (a) zeigen, daB der Bogen C,,
und also auch ein Bogen C,,, der iiber 1 hinausreicht, nicht mehr ein Mini-
mum ergibt. Wie schon im vorigen § bemerkt wurde, ist in diesem Falle
auch keine in der Nihe von C fallende Kurve der Schar y = y(z,1) yor-
handen, die durch einen Punkt 2 von C, der auBerhalb C, in der Nihe
von 1 liegt, geht. Da keine andere als eine Lagrange’sche Kurve ein
Minimum ergeben kann, folgt hieraus, daB es in diesem Falle keinen in
der Nihe von C fallenden Bogen gibt, der einen solchen Punkt mit O
verbindet und ein Minimum des Integrals (1) ergibt.

Wenn schlieBlich der Fall (d) vorliegt, geben offenbar auf Grund der
Gleichung (7), die Teile von den Kurven der Schar y =y(z, 1), die zwischen
die Pankte 0 und 1 fallen, dem Integrale (1) alle denselben Wert, und
der Bogen (), gibt also kein Minimum. Es gibt aber diesmal keine die
Punkte O und 1 verbindende Kurven, die dem Integrale kleinere Werte
ertetlen als C;. Liegt der Punkt 2 auf C auBerhalb C;,, so gibt es auch
solche benachbarte Kurven, die das Integral (1) kleiner machen als C,.
Eine Kurve, die von O bis 1 mit einer zu C benachbarten Kurve der
Schar y = y(z,1) zusammenfallt und von 1 bis 2 lings C lauft, erteilt
nimlich dem Integrale (1) denselben Wert wie C,,, und da diese Kurve
1 1 einen Eckpunkt hat, so gibt es in der Nachbarschaft derselben Kurven,
die dem Imfegrale (1) noch kleinere Werte erteilen.

Indem wir uns der Bedeutung von % und N erinnern, kdnnen wir
jetzt in folgender Weise die erhaltenen Resultate zusammenfassen:
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Wenn der Bogen C,, tiber 1 himausreicht, so gibt derselbe wiemals ein
Eztremum. Der Bogen C,, selbst gibt im ollgemeinen auch nicht ein Extre-

mum; wenn aber n ungerade und g%(xl, o) positiv ist, so findet hiervon

eine Ausnahme statt, indem das Extremwm noch besteht.

Ist n gerade, so kann jeder Punkt 2 von C, der in der Nihe von 1
auPerhalb Cy, liegt, mit 0 vermittels einer aber nur einer Lagrange’schen
Kurve verbunden werden, die in der Nihe von C,, verliuft und die im
Vergleich mit allen Kurven einer gewissen Nachbarschaft derselben, zu welcher
auch der Bogen C,q gehirt, ein Extremum ergibt. In dem Falle wo n ungerade

wst, gibt es zwei solche Bogen, wenn —%f«,{(xi, Lo) positiv, aber Leinen einzigen,

wenn diese Grofe negativ ist. Ist n unendlich, so gibt es auch keinen
Bogen dieser Art.




