Ueber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier
Punkte.

(Aug einem an Herrn F. Klein gerichteten Briefe).
Von

Davio Huprrt in Konigsherg i. Pr.

Nehmen wir die Punkte, die Geraden und die Ebenen als Elemente,
so konnen zur Begriindung der Geometrie die folgenden Axiome dienen:

1. Die Axiome, welche die Verkniipfung dieser Kle-
mente untereinander betreffen; kurz zusammengefasst, lauten
dieselben, wie folgt:

- Irgend 2 Punkte 4 und B bestimmen stets eine Gerade a. —
Trgend 3 nicht auf einer Geraden gelegenen Punkte 4, B, C bestim-
men eine Ebene o. — Wenn 2 Punkte 4, B einer Geraden ¢ in
einer Ebene « liegen, so liegt die Gerade g vollstindig in der Ebene
¢. — Wenn 2 Ebenen «, 8 einen Punkt 4 gemein haben, so haben
sie wenigstens noch einen weiteren Punkt B gemein. — Auf jeder
Geraden giebt es wenigstens 2 Punkte, in jeder Ebene wenigstens 3,
nicht auf einer Geraden gelegene Punkte, und im Raume giebt es
wenigstens 4 nicht in einer Ebene gelegene Punkte. —

9. Die Axiome, durch welche der Begriff der Strecke
und der Begriff der Reihenfolge von Punkten einer Ge-
raden eingefiihrt wird. Diese Axiome sind von M, Pasch¥) zuerst
aufgestellt und systematisch untersucht worden; dieselben sind im
wesentlichen folgende:

Zwischen 2 Punkten 4, B einer Geraden giebt es stets wenigstens
einen dritten Punkt C der Geraden, — Unter 3 Punkten einer Ge-
raden giebt es stets einen und nur einen, welcher zwischen den beiden
anderen liegt. — Wenn A, B auf der Geraden g liegen, so giebt es
stets einen Punkt C der nimlichen Geraden a, so dass B zwischen
4 und C liegt. — Irgend 4 Punkte 4,, 4,, 4;, 4, einer Geraden o

*) Vgl. Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Teubner 1882.
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konnen stets in der Weise angeordnet werden, dass allgemein 4
zwischen 4, und 4; liegt, sobald der Index % kleiner und % grésser
als ¢ oder umgekehrt der Index % kleiner und A grésser als 5 ist, —
Jede Gerade @, welche in einer Ebene ¢ liegt trennt die Punkte dieser
Ebene « in 2 Gebiete von folgender Beschaffenheit: ein jeder Punkt 4
des einen Gebietes bestimmt mit jedem Punkt 4’ des anderen Gebietes
zusammen eine Strecke A A°, ipnerhalb welcher ein Punkt der Ge-
raden ¢ liegt; dagegen bestimmen irgend 2 Punkte 4 und B des
némlichen Gebietes eine Strecke 4B, welche keinen Punkt der Ge-
raden @ eunthilt.

3. Das Axiom der 'Stetigkeit, welchem ich folgende Fassung

ebe:

; Wenn 4,, A,, 4, ... eine unendliche Reihe von Punkten einer Ge-
raden a sind und B ein weiterer Punkt auf @ ist, von der Art, dass
alligemein 4; zwischen 4, und B liegt, sobald der Index % kleiner
als ¢ ist, so giebt es einen Punkt C, welcher folgende Eigenschaft
besitzt: simmtliche Punkte der unendlichen Reibe 4,, 4,, 4,,...
liegen zwischen 4, und C und jeder andere Punkt (', fiir welchen dies
ebenfalls zutrifft, liegt zwischen C und B.

Auf diese Axiome lisst sich in vollkommener Strenge die Theorie
der harmonischen Punkte griinden, und wenn wir uns derselben in
dbnlicher Weise bedienen, wie dies F. Lindemann*) thut, so gelangen
wir zu folgendem Satze:

Jedem Punkte kann man 3 endliche reelle Zahlen z, y, # und
jeder Ebene eine lineare Relation zwischen diesen 3 Zahlen z, y, #
zuordnen, derart, dass alle Punkte, fiir welche die 3 Zahlen gz, y, 2
die lineare Relation erfiillen, in der betreffenden Ebene liegen und
dass umgekehrt allen in dieser Ebene gelegenen Punkten Zahlen z, y, &
entsprechen, welche der linearen Relation geniigen. Werden ferner
%, y, # als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im gewhn-
lichen Euklidischen Raume gedeutet, so entsprechen den Punkten des
urspriinglichen Raumes Punkte im Inneren eines gewissen nirgends
concaven Korpers des Euklidischen Raumes und aumgekehrt entsprechen
allen Punkten im Innern dieses nirgends concaven Korpers Punkte
unseres urspriinglichen Raumes: wunser urspriinglicher Raum ist mithin
auf das Innere eines nirgends concaven Korpers des Euklidischen Raumes
abgebildet.

Hierbei ist unter einem nirgends concaven Korper ein Korper von
der Beschaffenheit verstanden, dass, wenn man 2 im Inneren des
Kbrpers gelegene Punkte miteinander durch eine Gerade verbindet,
der zwischen diesen beiden Punkten gelegene Theil der Geraden ganz

*) Vgl. Vorlesungen #ber Geometrie Bd. IL. Theil 1, §.433 u, f.
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in das Innere des Korpers fillt. Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam
zu machen, dass diesen hier auftretenden nirgends concaven Kéorpern
auch in den zahlentheoretischen Untersuchungen von H. Minkowski®)
eine wichtige Rolle zukommt, und dass H. Minkowski fiir dieselben
eine einfache analytische Definition gefunden hat.

‘Wenn umgekehrt im Euklidischen Raume ein heliebiger nirgends
concaver Korper gegeben ist, so definirt derselbe eine bestimmte
Geometrie, in welcher die genannten Axiome simmtlich giiltig sind:
jedem Punkt im Inneren des nirgends concaven Korpers entspricht ein
Punkt in jener Geometrie; jeder durch das Innere des Korpers gehen-
den Geraden und Ebene des Euklidischen Raumes entspricht eine
Gerade beztiglich Ebene der allgemeinen Geometrie; den auf der Grenze
oder ausserhalb des nirgends concaven Korpers gelegenen Punkten
und den ganz ausserhalb des Korpers verlaufenden Geraden und
Ebenen des Euklidischen Raumes entsprechen keine Elemente der ali-
gemeinen Geometrie. Der obige Satz iiber die Abbildung der Punkte
in der allgemeinen Geometrie auf das Innere des mirgends concaven
Korpers im Euklidischen Raume driickt somit eine Eigenschaft der
Elemente der allgemeinen Geometrie aus, welche inhaltlich mit den
anfangs aufgesteliten Axiomen vollkommen gleichbedeutend ist.

Wir definiren nun den Begriff der Linge einer Strecke 4B in
unserer allgemeinen Geometrie und bezeichnen zu dem Zwecke die-
jenigen beiden Punkte des Euklidischen Raumes, welche den Punkten
A und B des urspriinglichen Raumes entsprechen, ebenfalls mit 4 und
B; wir verlingern daon die Gerade 4B im Euklidischen Raume itber
A und B hinaus, bis dieselbe die Begrenzung des nirgends concaven
Kérpers in den Punkten X beziiglich Y trifft und bezeichnen allgemein
die Euklidische Entfernung zwischen irgend 2 Punkten P und @ des

Euklidischen Raumes kurz mit PQ; dann heisst der reelle Werth
R YA XB
48 = Z{ﬁ )
die Linge der Strecke AB in unserer allgemeinen Geometrie. Wegen

YA XB
¥4 XB .y
o A v i

ist diese Linge stets eine positive Grosse.
Es lassen sich leicht die Bigenschaften des Begriffs der Linge
aufzihlen, welche mit Nothwendigkeit auf einen Ausdruck der an-

gegebenen Art fur ﬁ fihren; doch unterlasse ich dies, damit ich
durch diesen Brief nicht allzusehr Ihre Aufmerksamkeit ermide.

¥ Vgl. Geometrie der Zahlen. Tenbmer 1895.
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Die aufgestellte Formel fiir AB lehrt zugleich, in welcher Weise
diese Grosse von der Gestalt des nirgends concaven Korpers abhingt.
Halten wir némlich die Punkte 4 und B im Inneren des Korpers
fest und #ndern nur die Begrenzung des Korpers derart, dass der
Grenzpunkt X sich nach 4 hinbewegt und Y sich dem Punkte B
nihert, so ist klar, dass jeder der beiden Quotienten

¥i I
YB’ XA

und folglich auch der Werth von AP sich vergrossert,

Es sei jetzt im Inneren des nirgends coneaven Korpers ein Dreieck
ABC gegeben. Die Ebene o desselben schneidet aus dem Korper ein
nirgends concaves Oval aus. Wir denken uns ferner jede der 3 Seiten
AB, AC, BC des Dreieckes tiber beide Endpunkte hinaus verlingert,
bis sie die Begrenzung des Ovals beziiglich in den Punkten X und Y,
U und 7, T und Z schneiden; dann construiren wir die geraden
Verbindungslinien UZ und 7'V und verlingern dieselben bis zu ihrem
Durchschnitt W ihre Schnittpunkte mit der Geraden X Y bezeichnen

w

wir mit X’ beztiglich ¥’. Wir legen nunmehr statt des urspriinglichen
nirgends econcaven Ovals in der Ebene & das Dreieck U WI zu Grunde
und erkennen leicht, dass in der durch dieses Dreieck bestimmten ebenen

Geometrie die Léngen A0 und BC die gleichen sind, wie in der
urspriinglichen Geometrie, wihrend die Linge der Seite 4B durch
die vorgenommene Aenderung vergrbssexrt worden ist. Wir bezeichnen
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die neue Lénge der Seite 4 B zum Unterschiede von der urspriinglichen

Linge A’l? mit ﬁ; dann ist f]?> 4@
Es gilt nun fiir die Lingen der Seiten des Dreiecks A B(C die
einfache Beziehung

AB— 404 BO,

Zum Beweise verbinden wir W mit C und verlingern diese Gerade
bis zum Durchschnitt D mit 4 B. Nach dem bekannten Satze vom
Doppelverhiltniss ist dann wegen der perspectiven Lage der beiden
Punktreihen X', 4, D, Y und U, 4, C, V

Y4 XD __ VA UC
YD XA 7VC T4

und wegen der perspectiven Lage der beiden Punktreihen Y, B, D, X
und 7, B, C, Z ist

Die Multiplication beider Gleichungen ergiebt

Y4 XB _ V4 TC ZB TG
YB X 4 VC TA ZC TB

und diese neue Gleichung beweist meine Behauptang.

Aus obiger Untersuchung erkennen Sie, dass lediglich auf Grund
der zu Anfang meines Briefes aufgezihiten Axiome der allgemeine
Satz gilt:

In jedem Dreieck ist die Summe sweier Seiten grisser oder gleich
der dritten Seite.

Zugleich ist klar, dass der Fall der Gleichheit dann und nur
dann vorkommt, wenn die Ebene « aus der Begrenzung des nirgends
concaven Korpers zwei gerade Liniensticke UZ und TV aus-
schneidet. Die letztere Bedingung lisst sich auch ohne Zuhilfenahme
des nirgends coveaven Korpers ausdriicken. Sind ndmlich irgend 2
in einer Ebene o gelegene und in einem Punkte C sich schneidende
Geraden ¢ und b der urspriinglichen Geometrie gegeben, s0 werden
im Allgemeinen in jedem der 4 in @ um C herum entstehenden ebenen
Winkelrsume solche gerade Linien vorhanden sein, welche keine der
beiden Geraden @ und b schneiden; sind jedoch insbesondere in 2 sich
gegeniiberliogenden ebenen Winkelrfumen keine solchen geraden
Linien vorhanden, so ist die fragliche Bedingung erfillt, und es giebt
dann stets Dreiecke, fiir welche die Summe sweier Seiten gleich der
dritten, ist. In dem betrachteten Falle ist also zwischen gewissen
Punkten 4 und B ein aus 2 geradlinigen Stiicken zusammengesetzter
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Weg miglich, deren Gesammtlinge gleich der directen Entfernung
der beiden Punkte 4 und B ist; es lisst sich ohne Schwierigkeit
zeigen, dass alle Wege swischen den beiden Punkien A4 und B von
derselben Eigenschaft sich aus den construirten Wegen susammensetzen
lassen und dass die iibrigen Verbindungswege wvon grosserer Gesammi-
linge sind. Die nzhere Untersuchung dieser Frage nach den kiirzesten
Wegen ist leicht ausfiihrbar und bietet ein besonderes Interesse in
dem Falle, dass fiir die Begrenzung des nirgends concaven Kérpers
ein Tetraeder zu Grunde gelegt wird.

Zum Schluss erlaube ich mir, darauf hinzuweisen, dass ich bei
der vorstehenden Entwicklung stets den nirgends concaven Korper als
ganz im Endlichen gelegen angenommen habe. Wenn jedoch in der
durch die uvrspriinglichen Axiome definirten Geometrie eine Gerade und
ein Punkt vorhanden ist von der Eigenschaft, dass durch diesen Punkt
za der Geraden nur eine einzige Parallele moglich ist, so ist jene
Annahme nicht gerechtfertigt. Es wird leicht erkannt, welche Ab-
dnderungen meine Betrachtung dann zu erfabren hat.

Kleinteich bei Ostseebad Rauschen, den 14. August 1894,




