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Beweis eines Satzes von Legendre.
(Von Herrn Stern in Géottingen.)

1.

Legendre stellt in seinem traité des intégrales Euleriennes einen Satz
auf, welchen er durch Induction gefunden hat, und den man, meines Wissens,
bis jetzt nicht bewiesen hat. Ist namlich z eine gegebene ganze positive Zahl
und legt man die beiden bekannten Gleichungen

7
sinw e

(B) Iz.I(++a)..r(2=142) = Iaz.a= (@)

a

(4) Iz.I'd—z) =

zu Grunde, so kann man, nach diesem Satze, mit Hilfe dieser Gleichungen,
die sammtlichen in der Reihe

A2 s
ey I—, I'—, ... r

%

enthaltenen Grossen finden, wenn man von denselben bereits die Anzahl

N = $ (===
kennt, wo «, 3, 7, ... u. 8. w. die Primzahlen bedeuten, durch welche z
theilbar ist, so dass also N der Hilfte der Anzahl der Zahlen gleich ist,
welche relative Primzahlen zu z sind.

Legendre bemerkt jedoch zugleich, dass man nicht willkiirlich N Grossen
aus der Reihe (C.) zu diesem Zwecke auswihlen kann, dass vielmehr diese
Auswahl Beschrankungen unterliegt, und dass es nicht leicht sei, vorauszu-
sehen, welche N Grossen fir einen gegebenen Werth 5 mit Sicherheit zur
Berechnung der iibrigen fithren. Ich hoffe, dass die folgenden Erorterungen
zur Aufklirung dieses Gegenstandes beitragen werden. '

2.
Zur Abkirzung soll im Folgenden statt log.l‘-::— das Zeichen [—%]
gesetzt werden. Setzt man in (B.)

b n
T=—; Q@=-—
n c
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und nimmt die Logarithmen, so hat man also

ab ,
IOg. (a‘}-T‘ 2%((1—1).”%(0——1)) _l_[_?] —_ [%_] + [_?_%f_] doet [_M%‘:_j_)i] .

Ich werde jedoch den in dieser Formel erscheinenden Logarithmen, auf welchen
bei der Beweisfiihrung Nichts ankommt, weglassen und kirzer schreiben

D) [2] = [S]+[HE s [r0=00],

so dass man jedesmal, wenn die Formel streng richtig sein soll, den betreffenden

Logarithmen noch zu suppliren hat. In demselben Sinne schreibe ich statt
der Gleichung (A.), die Gleichung

(E) [a] = —[1—a]
Auch werde ich, statt zu sagen logI‘—I;—, mich des Ausdrucks bedienen: der

Bruch mit dem Zihler b und dem Nenner =, oder: der Bruch [%], was zu

keinem Missverstindnisse fihren kann, da von anderen Grossen in Bruchform
/

keine Rede sein wird. Sind zwei solche Briiche [—Z—] und [%] so beschaffen,

dass b+ b'=mn, so sage ich: diese Briiche ergdnzen sich, und man hat also

nach (E.)
[ =-[3]

Auch werde ich die Zahlen, welche zu n Primzahlen und nicht grosser als
% sind, die Hauptzahlen von n nennen.

3.

Sei nun zuerst z =»" und = eine Primzahl (2 nicht ausgeschlossen).
L ]
Es ist also zu beweisen, dass man simmtliche in der Reihe

® [ D - [S]

enthaltenen Briiche finden kann, wenn man gewisse in dieser Reihe enthaltene
o 1 .
Glieder kennt, deren Anzahl —%—(1——) ist.
n

Dies ist aber auch die Anzahl der Hauptzahlen von n*. Man nehme
daher an, dass alle Briche aus der Reihe (F.) bekannt sind, deren Zéhler
die Hauptzahlen von #° sind und es wird.nun leicht zu zeigen sein, dass man
aus diesen alle ibrigen Briiche der Reihe (F.) finden kann.

15 *
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Zunachst findet man durch Formel (E.) die Briiche, welche die als
bekannt angenommenen erginzen, man kennt also alle in (F.) enthaltenen
Briiche, deren Zahler nicht durch n theilbar sind. Man bilde nun alle Briche

von der Form [ ] wo k die Haupizahlen von n“~' bedeutet. Nach (D.)

hat man, wenn man fir % seine verschiedenen Werthe setzt, die T(i——ﬂ-)

Gleichungen
ne ]+[n°‘ _]+ +[n"‘ ”;1 ?

][
R

Jede dieser Gleichungen enthilt auf der rechten Seite z Briiche; in allen Gleichun~

gen zusammen genommen kommen also auf der rechten Seite %(1—-%) Briiche

vor. Es ist klar, dass sich keiner dieser Briiche auf einen Bruch mit kleinerem
Nenner als »* reduciren lasst. Auch konnen nicht zwei dieser Briiche gleich

v m A . T
+7] = [ e +%] wiirde {—m = (m'—1")n*"" folgen,
es wire also /—m durch »*~' theilbar, wihrend sowohl ! als m kleiner als

o1

5— sind. Es folgt hieraus zugleich, dass auch /+m nicht durch »*~* theil-

sein.

4
bar ist, es konnen sich also auch nicht zwei dieser Briiche [—;la——%%] und

nma +—'—:—'] erginzen, da hieraus I[+m-+(I'+m')n*~' =n* folgen wiirde, also

{+m durch ' theilbar wire.

Es ergiebt sich hieraus, dass alle diese Briiche entweder die urspriing-
lich als bekannt angenommenen oder deren Erginzungen sind, mithin jeden-
falls bekannt sind. Es folgt aber zugleich, dass man, um sie kennen zu
lernen, auch wirklich die sdmmitlicher als bekannt vorausgesetzien Briiche
(oder ihre Erginzungen) kennen muss.

Vermittelst der Gleichungen (G.) findet man nun alle oben erwihnten

Briiche von der Form [7;;_7] und aus diesen wieder ihre Erginzungen, d. h.

also, man kennt nun alle Briiche aus der Reihe (F.) bei welchen der Zihler
durch # und keine hohere Potenz von n theilbar ist, oder, mit anderen Worten,
alle Briiche aus der Reihe
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1 ne—1 1
5] [t
bei welchen der Zahler nicht durch = theilbar ist.

Aus diesen findet man nun wieder alle Briiche aus der Reihe (F.) bei
welchen der Zihler durch #* und keine hohere Potenz von = theilbar ist.

Diese Briche (oder ihre Ergénzungen) sind namlich in der Form [%]

enthalten, wenn k' eine der Hauptzahlen von n“~* bezeichnet. Nun folgt

aus (D.)
[na—’l] [na—l]+ =y __]+ +[”a_l+n—n—1]'

Die Briiche auf der rechten Seite dieser Gleichung, welche simmtlich in der
K+ 1.ne=?
o neT

Form

] enthalten sind, haben aber Zihler, welche nicht durch »

theilbar sind, sie sind also bekannt und mithin auch die Briche von der Form

’
[nf—‘l] und ihre Ergénzungen. Aus diesen Briichen findet man wieder auf

dieselbe Weise alle Briiche der Reihe (F.), bei welchen der Zahler durch »°
und keine hohere Potenz von n theilbar ist, und so sieht man, wie allmahlich
alle Briiche der Reihe (F.) vermittelst der urspringlich als bekannt angenom-
menen Briiche gefunden werden. Es ist mithin fiir diesen Fall der Legendresche
Satz bewiesen.

4.
Sei nun z =ab, wo a und b Primzahlen sind. Man nehme zuerst an,
dass man alle Briiche kennt, deren Zihler die Hauptzahlen von @b sind, deren

Anzahl mithin %‘—(1——2—)(1—%) ist. Aus diesen findet man ihre Ergin-

zungen und kennt mithin die sammitlichen Briche, deren Zihler Primzahlen zu
o und b sind. Man nehme ferner an, dass b nicht =2 ist und bezeichne
durch & eine der Hauptzahlen von b, also eine der Zahlen 1, 2, ... 1(b—1).
Nun hat man nach (D.)

a4 =[]

Indem man fir & seine verschiedenen Werthe setzt, erhéilt man mithin §(6—1)
solche Gleichungen. Die Briiche auf der rechten Seite der Gleichung sind

alle in der Form [’%—@] enthalten, ihre Zihler also jedenfalls nicht durch b

theilbar. Ferner sind alle in diesen § (b—1) Gleichungen enthaltenen Briiche von

k+b

1)b]
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einander verschieden. Dass némlich diejenigen, welche zu demselben Werthe
von k gehoren, nicht gleich sein konnen, versteht sich von selbst. Wire aber
[k+nb] [k'tb”'b], also k— k' = b(n'—n), so miisste k—Fk' durch b theilbar
sein, wihrend % und /' beide kleiner als & sind. In jeder Gleichung wird
aber unter diesen Briichen eirer und nur einer vorkommen, dessen Zihler
durch @ theilbar ist, da man der Gleichung %+ bz = ay, wenn x und y ganze
Zahlen bedeuten, immer durch ein einziges Werthenpaar « << a, y <'b ge-
nigen kann. Ist also ! der Werth, fur welchen %+ /b = ma, so bringe man

den entsprechenden Bruch [%?—] auf die linke Seite der Gleichung und zwar

nehme man, wenn m > }b, statt dessen seine Ergénzung mit enigegenge-
setztem Zeichen. Unter dieser Voraussetzung hat man also

(1 [ [ [ et

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nun nur Briiche, deren Zihler
Primzahlen zu ab sind, deren Werthe mithin bekannt sind, ihre Anzahl ist
a—1. Indem man dann statt & seine verschiedenen Werthe setzt, erhilt man
also ein System Gleichungen (H'.), welche auf der rechten Seite

N T

verschiedene Briiche enthalten, d. h. so viel als man als bekannt angenom-

men hat.

Die Briiche, deren Differenz auf der linken Seite steht, [—%] und [%]
gehoren beide zu der Reihe von Briichen, deren Zihler durch ¢ und nicht durch
b theilbar ist, und zugleich sind & und m kleiner als }b. Nun giebt es iiber-
haupt nur §(b—1) verschiedene Briiche dieser Art, in den } (b—1) Gleichungen
(H'.) kommen aber b—1 solcher Briche vor. Es muss daher jeder dieser
Bruche zweimal und nicht ofter vorkommen, da die Briiche, welche sich aus
[ ergeben, wenn man fir k seine verschiedenen Werthe setzt, unter ein-
ander verschieden sind, wie auch die Briiche, die sich aus [ b] ergeben.

Es sind nun folgende Fiélle moglich:

1) Fir einen bestimmten Werth von k ist [ik; [am] Dann
ﬁnget man aus der entsprechenden Gleichung (H'.) unmittelbar den Werth von

a

3 und dieser Bruch kommt nun in keiner einem anderen Werthe von £

entsprechenden Gleichung (H'.) weiter vor.



Stern, Beweis eines Saizes von Legendre. 119

Dieser Fall wird immer und nur dann eintréten, wenn a+1 durch &
theilbar ist. Ist néamlich [ b]— [ ], so ist ek = ab—am, nun sei

am = k-+1b, also k(a+1) = (a—1!)b, da nun k nicht durch b theilbar ist, so
muss mithin b ein Factor von a+1 sein. Ist umgekehrt a+1 durch b theilbar,
so hat man

ak = ab~[k+ b(a-——(a—zi)kﬂ-

(a+1)k
b

eips DE . e
Nun ist k< 4b, also < , mithin a———@ib—)— eine ganze positive

Zahl, die kleiner als @ ist; setzt man sie =/, so kommt der Zihler k4-1b
auf der rechten Seite der Gleichung (H'.) vor und da mithin

ak = ab—(k+1b),

so ist k+Ib=am und [-Z—:]:_[Z_’:].

L) LA LS [T LI [0 2 21+ ) [,
[29] = [2)+[2)+ 2]+ [2 ]+[i]+[ SRR E RE A R kP
o i e (]3], (2]

Wie in diesem Beispiele, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass
@berhaupt, sobald die Gleichung [ %] = —[—%] far irgend einen Werth von
k Statt findet, dies bei allen Werthen von k£ der Fall ist, d. h. man findet in
diesem Falle fiir jedes gegebene & unmittelbar den entsprechenden Werth von
[%] aus der Gleichung (H'.), in welcher dieser Bruch vorkommt.

a1
2

2) Fur einen bestimmten Werth von k ist [ ] [ ] Die ent-
sprechende Gleichung (H'.) geht also in

0 = [h] 4 [Er 0]

iber, d. h. der Bruch [ ] lasst sich nun nicht mehr aus dieser Gleichung

bestimmen, er kommt aber auch in keiner anderen weiter vor. Statt dessen
hat man aber nun eine Bedingungsgleichung zwischen den Briichen, welche
man als arspriinglich gegebene und von einander unabhingige angenommen
hat. Man sireiche also einen dieser Briiche aus der Reihe der gegebenen und
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nehme dafiir den Bruch [Z—:] als gegeben an, so dass man im Ganzen wieder
dieselbe Zahl gegebener Briiche hat.

Dieser Fall wird immer und nur dann einireten, wenn b ein Factor
a—1 ist. Soll er namlich eintreten, so muss ka = k- Ib sein, da nun k nicht
durch b theilbar ist, so muss b ein Factor von ¢—1 sein. Ist umgekehrt
k(a—1)=1b also ka = k+1Ib so ist /< a und mithin kommt in der Gleichung
(H'.), der Bruch [—k—}bl—b—] nothwendig auf der rechten Seite vor. Es findet dies
aber offenbar in jeder der 4(b—1) Gleichungen statt, die sich aus (H') er-
geben, indem man fir k£ seine verschiedenen Werthe setzt, d. h. man muss
alsdann } (b—1) der urspriinglich als gegeben angenommenen Briiche streichen
und dafir die Briiche [757] ------ [i%n—a] als gegeben voraussetzen, und
zwar 0, dass man in jeder Gleichung (H'.) einen der darin vorkommenden
urspriinglich als bekannt angenommenen Briiche aus der Reihe der gegebenen
streicht und dafir den in derselben Gleichung vorkommenden Bruch [Z—I;]
als bekannt annimmt. ' '

Wire z. B. 3=21, a="7, =3, so miisste man, nach der fritheren
Vorschrift zunéchst die Briche [5'v], [5*], [2%), [z} [2%), [4§] als bekannt
annehmen, aus welchen sich dann ihre Ergénzungen ergiben. Man hatte aber

(1] = L]+ 0]+ + B+ ]+ [38]+ (3]
mithin
0 = [Zr]+DA ]3]+ (3] + 381+ (31
Man nimm¢ daher [;%] als gegeben an, wihrend man etwa [5%] aus der
Reihe der gegebenen Briiche streicht und seinen Werth aus der letzten Glei-
chung findet.
3) Findet keiner dieser zwei Fille statt, so kommt in den Gleichungen

(H'.) jeder der auf der linken Seite stehenden Briiche [Z—z in zwei verschiedenen

Gleichungen vor und zwar jedesmal mit einem von ihm verschiedenen ver-
bunden. Er kann aber nicht beidemal mit demselben Bruche und demselber
Zeichen verbunden sein. Kime nidmlich auf der linken Seite in der einen

Gleichung die Differenz [‘%‘]_[%l‘]' und in der anderen die Differenz

[ vor it waro [%] =[], torver [£][22], 0

dass man zweimal die Differenz [%]-[%;?—] hitte, so sei am = k-+ b,
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am' =K'+ 1I'b, man hitte also

ak = ab—(k'+1b),

ak' = ab—(k+1b),
mithin (a—1)(k—k) = (I—1')b,
es miisste also «a—1 durch b theilbar sein und mithin, wie oben bewiesen
wurde, m =k und m' =k, also ak = ab—ak' und k+% =05, was nicht sein
kann, da k& und &' beide kleiner als }b sind.

Dagegen kann es vorkommen, dass drei der Gleichungen (H'.) die
Form haben

ak'
[ I+ [ ] =
kl!
[Z1+(55] =
und zugleich k=m", K =m, k' =m' ist. Dann ist die Summe der auf der
linken Seile der zwei ersten Gleichungen stehenden Ausdricke, dem auf der
linken Seite der dritten Gleichung stehenden Ausdrucke gleich. Man hat mithin

wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den als bekannt angenommenen
Briichen, man streicht daher einen dieser Briiche aus der Relhe der gegebenen

a ak'
und nimmt statt dessen einen der drei Briiche [E] [ ] [ ] als bekannt
an, aus welchem sich dann die zwei anderen vermlttelst der erwahnten Glei-
chungen ergeben.

Es konnen auch complicirtere Beziehungen zwischen den Briichen von
der Form [%] statt finden, welche zu Bedingungsgleichungen zwischen den
urspriinglich als bekannt angenommenen Grossen fihren. Man kann z. B. das
System von finf Gleichungen haben

[+l

—
a'a
S
+

—
Q8
S8,

e e b

[l

ak'™” am'
%)l =
wo zugleich k=m", k'=m, K'=m", K" =m', k" =m".
Journal fiir Mathematlk Bd. LXVIL. Heft 2. 16



122 Stern, Beweis eines Salzes von Legendre.

Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so erhélt man die
"
Differenz [%]—[% und dasselbe erhalt man, wenn man die drei ibrigen

Gleichungen zusammen addirt; man hat also wieder eine Bedingungsgleichung
zwischen den als gegeben angenommenen Grossen. Man muss daher einen

der finf Briiche [%] C [%tb;] als bekannt annehmen, und dafir einen der

in der entsprechenden Gleichung (H'.) auf der rechten Seite vorkommenden
Briiche aus der Reihe der gegebenen streichen, dessen Werth man alsdann
aus der Bedmgungsglelchung kennen lernt.

Dies wire z. B. der Fall, wenn 2=55, a=5, b=11. Hier hitte man

(5] = [l (] )+ )+ [
] = [+l Gl ]+
= el + [l +HE]+ 560+
)+ 2]+ Gl + Gl +
= [+ s+ E]+ ]+

[55]+[ ] [55]+"'
[.:) ]+[55] = ['5_5]+
[31- (2] =[]+
(2118 = [+
[ ] [55] [; ]""

Die Differenz der zweiten und der ersten Gleichung giebt [—zg]~ [5—05—] und

[5] [55
[5] (55
[57] = [5
(5] (55

und demnach

dasselbe erhilt man, wenn man die drei letzten Gleichungen addirt. Man

. 1 .
streicht also z. B. [%] aus der Reihe der gegebenen Grossen und nimmt

[535] als bekannt an, dann findet man den Werth von [,)—15-] aus der Bedin-
gungsgleichung und ferner aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe von

[;)% D) [%g] u. s. w.
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Jedenfalls wird man, indem man die Werthe der Grossen [%] aus

den Gleichungen (H'.) zu bestimmen suchi, eniweder auf solche Bedingungs-
gleichungen zwischen den urspriinglich als gegeben angenommenen Grossen
gefiihrt, oder man findet die Grossen %’5] wirklich durch Elimination. Dem-
nach ergiebt sich, dass man alle Briiche, deren Zihler weder durch @ noch
durch b theilbar sind, sowie alle Briiche, deren Zihler durch @ und nicht
durch b theilbar sind, kennen lernt, indem man nur dieselbe Anzahl Briiche,
‘wie anfanglich, als bekannt vorausselzt, und sieht zugleich, dass man diese
Anzahl nothwendig kennen wmuss. Auf dieselbe Weise behandelt man die
Briiche, deren Zahler durch b und nicht durch @ theilbar sind. Es ist also
auch in diesem Falle der Legendresche Satz bewiesen.

Zur Ergénzung ist nur noch der friher ausgeschlossene Fall zu be-
trachten, wenn b =2. In diesem Falle giebt es nur einen Bruch von der
Form [ b] némlich [—2—] oder [4] dessen Werth sich, wie bekannt, unmittel-

bar aus (A.) ergiebt, wenn man dort x = § setzt, es bleibt also Alles wie
frither.

5.

Um das Vorhergehende an einem Beispiele zu erldutern, sei z =77.
Man nimmt also zuerst die 30 Briiche als bekannt an, deren Zahler die Haupt-
zablen von 77 sind. Schreibt man stalt [] zur Abkirzung nur einfach die
Ziffer 1 und so in allen iibrigen Fillen, so sind diese Briiche: 1, 2, 3, 4,
5, 6, 8,9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 29,
30, 31, 32, 34, 36, 37, 38.

Aus diesen findet man zunichst ihre Ergéinzungen. Dann hat man
nach (D.)

[17_77- = 1412423+ 34+45+ 56+ 67,

[ 24+ 13+24435+464 57468,

[77_-7_ — 8+14+25436+ 4745869,

4.1
kg

[.5771 — 5416427+ 38+49460+71.
16 *

| = 4+15+ 26+37+48+59+70,
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Hieraus folgt
7+21 = 14+12423+34+45+67,

14-35 = 24+13+24+46 157468,

21 —14 = 3425436 +47+58+ 69,

284+ 7 = 44+15+26+437448+59,

35+28 = 5+16+274+384+60+71,
aus welchen Gleichungen man durch Elimination alle auf der linken Seite
stehenden Briiche und dann ihre Erginzungen findet, so dass man nun alle
Briiche kennt, deren Zéhler durch 7 theilbar sind.

Ferner hat man

17_;1‘] = 14 8415+22+29436+443+4504+57+64+71,
27'—;1] = 2+ 9+16423+30+37+44+451+58+465+72,

[2:1] = 34104174244 31438445452 + 594 66+ 73,

also .

11-22 = 14+ 8+15+4+29+4+364+434504 57464471,

R2+33 = 2+ 9+16+23430+37+51+58+ 65472,

33+11 = 34104174244+ 314+38+45+52+59+73,
die zwei ersten dieser Gleichungen geben den Werth von 11 433 wie auch
die dritte. Hier erhalt man also eine Bedingungsgleichung zwischen den
Briichen die man als bekannt angenommen hat. Man streicht daher einen
dieser Briiche aus der Reihe der gegebenen und nimmt statt dessen einen der
Briiche 11, 22, 33 als bekannt an, wodurch man die Werthe aller Briiche
findet, deren Zihler durch 11 theilbar sind.

I

6.
Es ist nun leicht auf den allgemeinen Fall iiberzugehen. Sei z=a“b%¢...
und @, b, c ... verschiedene Primzahlen. Man beriicksichtige nur, dass, sobald

ka®bPich... k
a*bPfer. .. ] = [aa—aib,g_ﬁi c"’t,,,] kennt,

wo o, <a, 3, <f3, y,<y u. s. w. und k eine der Hauptzahlen von

man alle Briiche von der Form-

a* " e

ist, man auch deren Erginzungen, mithin alle Briiche kennt, deren Zihler zu
o~ b* ", Primzahlen und kleiner als diese Zahl sind.
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Man geht auch hier wieder zunichst von der Voraussetzung aus, dass
die Briiche bekannt sind, deren Zihler die Hauptzahlen von z sind, deren

Anzahl also m——( )(1——)(1——) - ist, und aus welchen man

ihre Erginzungen findet, so dass alle Briiche bekannt sind, deren Zahler Prim-
zahlen zu z sind.

Man berechnet nun die Briiche, deren Zahler durch a, a® . .. aber
nicht durch b, c... theilbar sind, auf folgende Weise. Versteht man unter % die
Hauptzahlen von a*'bf¢” ..., so hat man

L L e

Man setze zunédchst voraus, dass « >1. Alsdann sind die Zihler aller auf
der rechien Seite dieser Gleichung stehenden Briiche weder durch a noch
durch b, ¢ u. s. w. theilbar; diese Briiche sind mithin bekannt und man findet

aus denselben alle Briiche von der Form [l‘;] Setzt man fir k£ seine ver-

. a*1bfer... 1 1 .
schiedenen Werthe, deren Anzahl —T—(i—'E)(i_T) ... ist, so er-
halt man ein System Gleichungen, welche auf der rechten Seite im Ganzen

o b
acb cy (1————)(1— ) ... Briiche enthalten, und man zeigt wieder leicht,

dass keine zwei dieser Briiche identisch sind. Dass ndmlich die in derselben
Gleichung vorkommenden nicht gleich sein konnen, versteht sich von selbst.
Wiren aber zwei Briiche aus verschiedenen Gleichungen einander gleich, so
wirde aus k-+la*'bfc’... = K +1l'a*"bfc’ ... folgen, dass k—Fk' durch
a*'bfecr ... theilbar ist, wihrend % und &' kleiner als a*~'b%¢” ... sind. Es
finden sich also auf der rechten Seite gerade so viel verschiedene Briiche,
als man als bekannt angenommen hat. Weniger als diese Anzahl darf daher

nicht als bekannt angenommen werden, wenn alle Briiche von der Form [%J
und mithin alle Briiche, deren Zihler durch die erste und keine hohere Potenz
von a (und nicht durch b, ¢ u. s. w.) theilbar sind, gefunden werden sollen.
Aus diesen letzteren Briichen findet man nun ebenso die Briiche von
-der Form [’%], indem man jetzt fir k die Hauptzahlen von a**bfcr .

nimmt, denn man hat

| [I%’] _ [%g_]+[ka—l—a““bﬂc%..]_{_m_*—[lca—{—(a—i)a“_'bﬂcr...]'

2 2
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Nun sind hier die Zihler aller auf der rechten Seite der Gleichung stehenden
Briiche durch a und keine hohere Potenz von @, auch nicht durch b, ¢ ...

theilbar, also bekannt und daher auch [%ai] Auf diese Weise fahrt man

ka~
) 2
wo nun % die Haup;zahlen von b’¢’... bedeutet, wihrend man die Werthe

der Briche, deren Zihler durch a*' (und nicht durch a%, b, ¢ ...) theilbar
sind, schon als bekannt voraussetzt. Hier bedarf die Rechnung einer Modi-
fication. Man hat namlich nun

[ka“] _ [kaa—l]+[kaa—1+an—1bﬂcr...]+m+ [kaa-,—l_{_(a_i)aa_lbﬁcy“. ]

2 % % %z

fort, bis man zuletzt noch die Briiche von der Form [ ] zu ‘berechnen hat,

Die Zihler aller auf der rechten Seite stehenden Glieder sind jedenfalls durch
a*~" und nicht durch b, ¢ . . . theilbar. Setzt man nun fiir %k einen seiner
Werthe, welcher nicht durch e theilbar ist, so findet sich unter diesen Gliedern
eines, und nur eines, dessen Zihler ka*~'+la*~'bPcr... = a*'(k+1bP¢c"...) so
beschaffen ist, dass k-4 IbPc’... durch a theilbar ist, da man der Gleichung
ax —bPc?...y="Fk immer und nur durch einen einzigen Werth von y, der kleiner
als a ist, Geniige leisten kann. Mithin findet sich auf der rechten Seite ein
und zur ein Bruch, dessen Zihler durch a* theilbar ist. Setzt man dagegen
fir & einen der Werthe, welche durch @ theilbar sind, so ist ka*~"' durch a”
theilbar, es findet sich also auch in diesem Falle ein einziger Bruch auf der

. a—1
rechten Seite, dessen Zihler durch e theilbar ist, niamlich der erste [kaz ],

wiihrend offenbar die Zahler der iibrigen auf dieser Seite stehenden Briiche
nur durch @*~' theilbar sind. Jedenfalls findet sich also auf der rechten Seite
ein und nur ein Glied, welches durch a® theilbar ist. Dieses Glied bringe
man auf die linke Seite der Gleichung. Sei ka*~'+la*~'bP¢?... = ma* (Wo
auch /= 0 sein kann), so hat man nun

][] = -

. . . ma* .
sein, so nimmt man wieder statt [——;—] seine Er-

Ber...
sollte aber m > b 02

génzung mit entgegengesetztem Zeichen. Indem man nun fir % seine ver-
schiedenen Werthe setzt, erhilt man also ein System von

_bﬂ;r... (1_%>(1__:_)_“

‘Gleichungen. Man kann nun wieder leicht zeigen, dass alle auf der rechten
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Seite dieser Gleichungen stehenden Briiche von einander verschieden sind und
diese Briiche sind alle bekannt, da ihre Zihler durch keine hohere Potenz
von a als die @—1'" theilbar sind. Auch ist klar, dass unter den Brichen

ma“ . . . .. . .
[ p ] keine zwei gleichen vorkommen konnen und da dies auch bei den

Briichen [k_f:] der Fall ist, so folgt, dass jeder dieser Briiche zweimal vor-

kommt. Es treten daher hier wieder dieselben Fille ein, wie sie schon in

§. 4 besprochen worden sind. Ist fiir einen Werth von % der Werth von

[M] und des correspondirenden [—"EL] derselbe, so giebt dies eine Bedin-
% 2

gungsgleichung zwischen den auf der rechten Seite der Gleichung stehenden

a—1

Ausdricken. Diese sind aber alle von der Form [ha ] wo h gegen z Prim-

zahl, und man kann sie auf die urspriinglich als bekannt angenommenen, d. h.
auf diejenigen zuriickfihren, deren Zihler Primzahlen gegen z sind. Denn

man hat
[haa_l] _ [%]+[h+a1;ﬂcr...]+[h+2¢;bﬂcy"']+...,

2

wo die Zihler aller auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke offenbar Prim-

zahlen zu 7 sind. Eine Bedingungsgleichung zwischen den Grossen [ha:_l]
heisst also soviel als eine Bedingungsgleichung zwischen den urspriinglich
gegebenen Grossen. Man streicht daher eine dieser letzteren aus der Reihe
der als bekannt angenommenen Grossen und nimmt dagegen das entsprechende
[%l—a—] als bekannt an. Man beweist auch hier, dhnlich wie in dem einfacheren
friiher betrachteten Falle (§. 4), dass dies immer und nur dann’ eintreten wird,
wenn a—1 durch bfc” ... theilbar ist.

Auch in allen iibrigen Fallen, wo sich eine Bedingungsgleichung zwischen
den urspriinglich gegebenen Grossen herausstellt, verfiahrt man in dhnlicher
Weise, wie dies schon bei dem erwihnten einfacheren Falle erortert wor-
den ist.

Man sieht hieraus, dass man nun schliesslich die Werthe sammtlicher
Briiche kennt, deren Zahler entweder durch keine der Zahlen a, b, ¢, . . .
oder durch die verschiedenen Potenzen von @ und nicht durch b, ¢, .
theilbar sind, wiéhrend die Zahl der urspriinglich als bekannt angenommenen
Briche immer dieselbe geblieben ist.

Im Vorhergehenden wurde o =>1 angenommen. Ist ¢=1, so hat man
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gleich von Anfang [El:—u-] zu berechnen und fiihrt dies nach dem so eben be-

sprochenen Verfahren aus.

Dasselbe Verfahren zeigt nun auch, wie man die Werthe der Briiche
finden kann, deren Zihler nur durch die verschiedenen Potenzen von b oder
nur durch die verschiedenen Potenzen von ¢ u. s. w. theilbar sind, wihrend
die Anzahl der als bekannt angenommenen Briiche immer dieselbe bleibt.

Um nun die Briiche zu finden, welche in der Form [k;Lb] enthalten

sind, wo k& eine der Hauptzahlen von a“~'b%~'¢’ ... bedeutet, geht man von
der Gleichung aus

[ﬁ:_b_J _ [lc;]+[kb—}—a":bﬂcr...]+__'+[kb+(a——l)z’a““‘bﬁcr...].

Die Briiche auf der rechten Seite dieser Gleichung haben Zahler, welche nur
durch die erste Potenz von b und nicht durch a, ¢, ... u. s. w. theilbar und
mithin bekannt sind. Aus den Briichen mit dem Zahler kab findet man dann
wieder auf dieselbe Weise die Briiche mit dem Zihler ka’h, wo nun k die
Hauptzahlen von a**b#~'¢? . .. sind u. s. w. = Schliesslich sind noch die Briiche
mit den Zihlern ka"b zu finden. Hier bezeichnet & die Hauptzahlen von
b#'¢’ ... und man hat

ka*b ka*—1b ka*—1b - a*—'bFcr ... ka*='b 4 (a —1) a*'bPcr ...
(5] = [+ [ | I

% % 2

Man beweist nun wieder, wie friher, dass auf der rechten Seite dieser Glei-
chung ein und nur ein Glied vorkommt, welches durch & theilbar ist, und
dass in jeder Gleichung, die man durch Specialisirung des Werthes von &
erhilt, ein anderes Glied dieser Art erscheint. Bringt man daher wieder alle
diese Glieder, oder, falls sie grosser als 4 sind, ihre Erginzungen mit ent-
gegengesetztem Zeichen, auf die andere Seite der Gleichung, so zeigt man
nun auch wieder, wie in den ahnlichen fritheren Fillen, dass jedes dieser
Glieder zweimal vorkommt, und dass man daher eniweder ihre Werthe durch
Elimination findet, oder hierdurch zu einer Bedingungsgleichung zwischen den
auf der rechten Seite gebliebenen Gliedern gefihrt wird. Im letzteren Falle
hat man wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den urspriinglich als be-

a*—'h la“"bﬂc}’...]
%

o g . k- 1bB—1er ... k-4 1bB—1¢r ... B—ley,, 7
in die Reihe [i——ZL—]H: * o+ abller ]+ verwandelt wer-

%z

kannt angenommenen Grossen, da jedes Glied von der Form [k

den kann, deren Glieder nur Zahler enthalien, die Primzahlen zu 5 sind. Man
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sireicht daher wieder eine dieser Grossen aus der Reihe der bekannten und
. . . ka~
nimmt einen der Briiche [—:-] als bekannt an.

Aus den bekannten Briichen von der Form [k—:g] findet man dann

wieder die Briiche von der Form [E%l-’i] und iberhaupt sieht man nun, wie
man, immer in derselben Weise fortschreitend, allgemein die Briiche finden
kann, deren Zihler in der Form ka*bfich... enthalten sind, wo & die Haupt-
zahlen von a*~"1b#~Pic"=7 .. bezeichnet, wihrend die Anzahl der als bekannt
anzunehmenden Briiche immer die urspriinglich vorausgesetzte bleibt, wodurch
der Legendresche Satz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen ist. -

Gottingen, 1. August 1866.
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