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COMPLEMENT A I’ANALYSIS SITUS;

Par M. H. Poincaré, 3 Paris.

Adunanza del 26 marzo 1899.

S 1.

Introduction.

Dans le Journal de PEcole Polytechnique (volume du centenaire
de la fondation de I'Ecole, 1894) jai publié un mémoire intitulé 4na-
lysis situs, ot jétudie les variétés de Pespace 4 plus de trois dimen-
sions et les propriétés des nombres de Betti. Clest 4 ce mémoire que
se rapporteront les renvois que je serai amené 4 faire fréquemment
dans la suite, en mentionnant seulement le titre Analysis situs.

Dans ce mémoire se trouve énoncé le théoréme suivant: Pour
toute variété fermée, les nombres de Betti également distants des extré-
mes, sont dgaux.

Le méme théoréme a été énoncé par M. Picard dans sa
Théorie des fonctions algébriques de deux variables.

M. Heegaard vient de revenir sur ce méme probléme dans un
travail trés remarquable, publié en langue danoise, sous le titre « For-
studier 1l en topologisk teori fior de algebraiske Saminenhing » (Copen-
hague, det Nordiske Forlag Ernst Bojesen, 1898). D’aprés lui, le théo-
réme en question est inexact et les démonstrations sont sans valeur.
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Avant d’examiner les objectons de M. Heegaard, il convient
de faire une distinction. Il y a deux maniéres de définir les nombres
de Betti

Considérons une variété / que je supposerai, par exemple, fermée;
solent v, v,, ..., U,, # variétés 4 p dimensions, faisant partie de
V. Je suppose qu'on ne puisse pas trouver de variété 4 p 41 di-
mensions, faisant partie de ¥ et dont v,, v,, ... , v, constituent la
frontiére compléte; mais que, si on leur adjoint une (n-f-1)* variété
4 p dimensions, que j’appellerai v,,, et qui fera partie de 7, on puisse
trouver une variété 4 p -~ 1 dimensions, faisant parte de 7, dont
V., Uyy -vv , U, ,,, constituent la frontiére compléte et cela de quelque
maniére que Uon ait choisi la (n- 1)™° vari¢té v, . Dans ce cas, on
dit que le nombre de Betti est égal 4 # - 1 pour les variétés 3 p
dimensions.

C’est la définition adoptée par Betti.

Mais on peut donner une seconde définition.

Supposons que l'on puisse trouver dans 7 une variéeé & p 1
dimensions, dont v, v,, ..., v, constituent la frontiére compléte;
jexprimerai ce fait par la relatdon suivante:

v, 40, 4. v, ~0

que j’appellerai une homologic.

Il pourra se faire que sur la fronti¢re compléte de notre variéeé
A p - 1 dimensions, une méme variété v, se retrouve plusieurs fois;
dans ce cas, elle figurera dans le premier membre de ’homologie avec
un coefficient, qui devra étre un nombre enter.

D’aprés cette définition, on peut additonner les homologies, les
soustraire les unes des autres, les multiplier par un nombre entier.

Nous conviendrons également qu’il est permis de diviser une homo-
logie par un nombre entier, quand tous les coefficients sont divisibles
par cet entier. Par conséquent, s’il y a une variété 3 p-{-1 dimensions,
dont la frontére compléte sera constituée par 4 fois la variéee v,
nous conviendrons qu’on peut écrire non seulement ’homologie :

4vx o~ O’
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mais encor: ’homolozie :

V. e 0

1

de sorte que cette homologic signifie quil y a des variétés & p -1
dimensions, qui admettent pour frontiére compléte la variété v, ou un
certain nombre de fois cette variété.

I’homologie

20, 4 39, % 0

signifie qu'il y a des variétés 4 p -~ 1 dimensions, qui ont pour
frontiére compléte 2 fois v, et 3 fois v,, ou 4 fois v, et 6 fois v,,
ou 6 fois v, et 9 fois v,, etc.

Telles sont les conventions que j’al adoptées dans I’ Analysis
situs, page I9.

Je dirai que plusieurs variétés sont indépendantes, si elles ne sont
pas libes par aucune homologie 4 coefficients entiers.

Si alors il y a n variétés indépendantes 4 p dimensions, le nombre
de Betti, d’aprés la seconde définition, est égal 4 # - 1.

Cette seconde définition, qui est celle que jai adoptée dans
U Analysis situs, ne concorde pas avec la premiére.

Le théoréme ¢énoncé plus haut, et critiqué par M. Heegaard,
est vrai pour les nombres de Betti, définis de la seconde maniére,
et faux pour les nombres de Betti, définis de la premiére maniére.

Clest ce que prouve Uexemple cité par M. Heegaard, page 86.

Si P'on adopte la premitre définition, on a:

P =2 P =1
et par conségquent

P, < P.
Si 'on adopte, au contraire, la seconde définition, on trouve :

P=1, P=1,
et par conséquent

P =P,

conformément au théoréme énoncé,
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C’est ce que prouvait également un exemple que jai cité, moi-
méme, dans I'Analysis situs. Clest le 3*™ exemple, page 51. Mais en
renvoyant 4 cet exemple et 4 cette page de U'Aialysis situs, je dois
signaler une faute d’impression, qui pourrait géner le lecteur (*).

Au lieu de
ABBA'=DD'C’'C,
il faut lire
ABB' A’ = C'CD D,
au lieu de
AB=B'D = C4’,
il faut lire

AB = B'D" = CC.

I

Nous avons forme (page 66) les ¢juivalences fondamentales, qui
s’écrivent de la fagon suivante:

2C,=2C,=2C

2 3

I

0, 4C =o;
nous pouvons en déduire fes homologies :
4C e~ 4C o 4C o0

Comme; d’apres notre convention, on peut diviser ces homologies
3 3 fg
par 4, nous arrivons au systéme suivant d’homologies fondamentales:

C‘NCZNC‘J\‘;O.

Si alors P, et P, sont les nombres de Betti, définis de la seconde
mawniére, on trouve

(*) Je profite de I'occasion pour signaler un autre erratum de I'Analysis situs.
Au bas de la page 102, il faut lire: «ou plus précisément les deux Uy 4> AUXquelles
v, appartiendra, appartiendront aux mémes v, , aux mémes Vgugs - -+ AUK mMémMeS
v, ; de telle fagon que la suppression de v, et Pannexion mutuelle des deux v g1
ne changera rien aux o,,,, aux Vo ., ..., AUK Tpn.
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Mais P'égalit¢ entre les nombres P et P, ne subsisterait pas si on
avait adopté la premicre définition, qui est celle de Betti; nous aurions
toujours F, = 1, mais nous n’aurions plus P — 1.

En effet, il n’y a pas d: variété & deux dimensions qui ait pour
frontiére compléte la ligne fermée C,, sans quoi nous aurions équi-
valence C, =o.

Ce qui est vrai seulement, c’est qu’il y a une variété i deux
dimensions, admettant pour frontiére 4 fois la ligne C,. Donc P,
n’est pas égal 4 1.

Revenons au théoréme d’aprés laquel les nombres de Betti, éga-
lement distants des extrémes, sont égaux.

La démonstration que j’en ai donnée dans I’ Analysis situs, semble
s’appliquer également bien aux deux d‘finitions des nombres de Bettj;
elle doit donc avoir un point faible, puisque les exemples qui précedent,
montrent suffisamment que le théoréme n’est pas vrai pour la pre-
mi¢re définition.

M. Heegaard s’en est bien rendu compte; mais je ne crois pas
que sa premiére objection soit fondée.

Aprés avoir cité la facon dont je définis les variétés V_, 7,, ..., ¥ »
(Analysis situs, page 43), par les équations ® == o, F; = o, il ajoute
(page 70) « Enhver af Mangfoldighederne V' skulde altsaa kunne vare
den fulstaendige Skoering mellem p Mangfoldigheder af h — 1 Dimen-
sioner 1 U ». Cela n’est pas exact, car, outre mes égalités, j’ai un
certain nombre d’inégalités, que j’ai introduites au début du mémoire
et que jai négligé d’écrire de nouveau dans la suite; mes variétés ne
sont donc pas des intersections complétes.

La seconde objection est, au contraire, fondée. « Naar omvendt, dit

M. Heegaard, Homologien >V, s 0 ikke finder Sted, saa i U’ kan
legges en lukket Kurve V', saa at

2N, V)#o

men det er tkke sikkert, at denne Kurve kan udskares af nogen Mang-
foldighed V'». Clest 1, en effet, le véritable point faible de la dé-
monstration.

Rend, Cirg, Matem., t. XIII, parte 1“,—Stampato il 13 giugno 1899. 37
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Il est donc nécessaire de revenir sur la question, et ’est P'objet
du présent travail.

Souvent, pour simplifier les démonstrations, j’ai envisagé seule-
ment le cas des variétés fermées 4 3 dimensions, contenues dans Pespace
3 4 dimensions. On pourrait facilement les étendre au cas général,

Jenvisage, donc, dans la suite, une variété 7 fermée, mais pour
calculer ses nombres de Betti, je la suppose divisée en variétés plus
petites; de fagon & former un polyédre, au sens donné 3 ce mot 4
la page 100 de I'Adnalysis situs.

§ Il

Schéma &’un polyédre.

Considérons, donc, comme & la page 100 de VAnalysis situs, un
polyédre 4 p dimensions, c’est-d-dire une variété ¥ i p dimensions,
divisée en variétés v,3 les frontiéres des v, séront les V,_,» celles des
v,_, seront lesv, 5.0y celles des v, (arétes) seront les v, (sommets).

Jappellerai &, le nombre des v,

Soient a?, al, +s4 , 4, les différentes Uy

Scit a! une des variétés v, et a!7" une des variétés v, qui
lui sert de frontiére, Etudions les rapports de af et de a?™".

Soient
¢)) F,=F=...=F,_ =F,_ . =0 ¢>0

les égalités et les inégalités qui définissent a?~*, d’aprés la premiére
définition des variéés (Analysis situs, page 4).
Les relations qui définissent a? pourront se mettre sous la forme :

(2) F1:Fz="'=Fn—q=o’ Fn_q+;>o, ?r>0'

Dans ce cas, nous dirons que la relation de af et de af™* est
directe.

Cette.relation deviendrait inverse, si Pune de- ces deux variétés
était remplacée par la variété opposée; elle redeviendrait directe, si
chacune des deux variétés éuait remplacée par la variété oppostée.
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On sait qwune variété est remplacée par la wariéid opposée (Ana-
lysis situs, page 15), quand on permute deux des fonctions F (qui,
égalées & zéra, donnent les équations qui définissent la variétd), ou
qwon change le signe de Pune delles,

Ainsi les deux variétés

F =F,=F =o F =F, =, F.> o

F,.=F,=F, =0 F=F=o0 F<0q

o
Il
"y
|
oy
il

o F,=F =0, F>q

sont en relation directe; tandis que les deux variétés

FI:FZI-:.F = 0; F:F = 0, F3<O;

ey
Il
&)
i
"y
Il
L
*ri
I
i
i

13 3 O’ Fg>0;

sont en relation inverse.

Cela posé, soit ! un nombre qui sera égal 2 o, si 47" n’est pas
frontiere de af; 4 - 1, si af™" est frontitre de af et en relaton
directe avec af; et, enfin, & — 1, si @%™ est frontitre de @f, mais en
relation inverse avec af,

Nous conviendrons d’écrire la congruengce

[ — —1
(3 al= D e;al™,
; :
qui nous fait connaitre les frontiéres de al.
L’ensemble des congruences (3), relatives aux différentes v,

Vpys ones Vg de 7, constitue ce quon peut appeler le schéma d’un
polyédre.

On peut se poser deux questions :

1° Un schéma éuant donné, existera-til toujours un polyédre, qui
y corresponde ?

2° Deux polyédres qui ont méme schéma, sont-ils homéomorphes ?

Sans aborder, pour le moment, ces deux questions, cherchons
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quelques-unes des conditions auxquelles doit satisfaire un schéma, pour
qu’un polyédre y puisse correspondre.

Considérons l'une des v,_,,
séparer, 'une de Pautre, deux des v, et deux seulement; de sorte que,
parmi les nombres .

at~" par exemple; cette variété devra

?
€19
il y en aura un qui sera égal & -1, un qui sera égal 3 — 1 et
tous les autres seront égaux i o.
> 1 . H > =t
Ce n’est pas tout; envisageons I'une quelconque des v, of par

exemple, et une quelconque des v al™* par exemple.

g—2?
De deux choses, lune: ou bien a{™® n’appartiendra pas 4 af, et

dans ce cas tout les produits

4 e

seront nuls, car si a’™' n’appartient pas 4 4f, le premier facteur est
nul; si, au contraire, 4% appartient 4 af, la variété 4§™* ne peut pas
appartenir 4 4% (sans quoi, elle appartiendrait 4 af, contrairement &
I'hypothese), et le second facteur doit étre nul.

Ou bien a{™* appartiendra 4 af; mais alors nous pourrons rai-
sonner- sur la variété af, comme nous raisonnions tout & I’heure sur
la variété V, et nous conclurons que ai~* doit séparer, Pune de Pautre,
deux des variétés v,_,, qui appartiennent i af, et deux seulement:
soient a!™" et al™".

Parmi les produits (4) il n’y en aura que deux qui ne seront
pas nuls, 4 savoir

g go—t g gg—t
ei,x sx,k > ei,z sz,k *
Pour tous les autres, en effet, ou bien a%™ n’appartiendra pas 4
q 3 g—2 b : g—1
af, ou bien 4" n’appartiendra pas 4 a’™".
Ces deux produits sont d’ailleurs égaux: 'un 4 ~}- 1, Pautre 4 — 1.
On aura donc dans tous les cas:

() : a?,l. sl.;‘ = o.
J
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Nous avons de méme

. et, plus généralement, quel que soit k:
(5°%) Zsf,k =0

La relation (5%¢) peut étre regardée, 4 un certain point de vue,
comme un cas particulier de la relation ().

Soit P la portion de Iespace 4 p - 1 dimensions, limitée par le
polyédre /; alors la frontére compléte de P se composera des diverses
variétés v,, qui, par leur ensemble, forment /; nous pourrons donc
écrire, au sens de la congruence (3),

G*) P=3d,
H

ou encore
0,%

P= Z et al
:

ol les nombres %" seront tous, par définition, égaux 3 1.
A ce compte, la rélaton (5%¢), qui peut s’écrire

prrap
Zso,i ei,k =0,
t]

n’est plus qu’un cas particulier de la relation ().
Nous avons, ensuite, chaque v, qui a2 pour limites deux v , et
deux seulement, ce qui nous donne des congruences (3) de la forme:

I o 40 o
a; =a;—ay,
et une relation analogue 4 (5) et (5%):

ZE:J =0,
i

qui rentrerait encore dans la forme (), en convenant de faire tous
o 2
les € égaux i1 -} 1.
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D’autre part, envisageons I'une des a, toutes les o™’ auxquelles
elle sert de frontitre; toutes les al™*, auxquelles ces ai™* servent de
frontiéres et ainsi de suite. L’ensemble de toutes ces variétés consti-
tuera ce que nous avons appele un aster (Analysis situs, page 106).

Nous avons vu (loc. cit., page 107) que le polyédre qui corre-
spond 4 un aster, doit étre simplement connexe. Ainsi une condition
pour qu’un polyédre puisse correspondre 4 un schéma donné, c’est
que les polyédres qui correspondent aux différents asters, d’aprés la
convention d¢ la page 107 de Udnalysis situs, soient tous simplement
connexes.

Considérons maintenant une des af, toutesles 4! qui lui servent
de frontiéres, les 4] qui servent de frontiéres 4 ces a!™* et ainsi de
suite. Cet ensemble de variétés constituera un polyédre 4 ¢ dimensions;
nous supposerons que ce polyédre scit simplement connexe. '

Ce n’est plus 12 une condition nécessaire pour qu’un polyédre
puisse correspondre au schéma; cest simplement une conditon que,
sauf avis contraire, nous supposerons remplie.

Pour éclairer ces définitions par quelques exemples, voyons d’abord
quel est le schéma du’ tétra¢dre généralisé, défini & la page 105 (Ana-
lysis situs).

Les faces de ce tétraédre seront définies par les # - 1 équations:

X, =0, X,==0,...

y X, — O

x+x+ ... +x,=1

O

On obtiendra les af en supprimant ¢ -+ 1 de ces équations; pour
définir le sens de la variété af, nous supposerons qu’on supprime ces
q -} 1 équations, mais sans changer lordre des » — ¢ &quations
restantes.

Cela posé, considérons la relation de af et de a%~* et cherchons
3 déterminer le nombre & .

D’abord, pour que a!™" appartienne 4 af, il faut que ai™" soit
définie par les n — ¢ équations qui définissent af, auxquelles on devra
adjoindre une (#— g}~ 1)*™ équadon, prise parmi les équations (6).
Sil n’est pas ainsi, le nombre €f; sera nul.
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Supposons; donc, que ai™* soit obtenu en supprimant les ¢ équa-
tions qui occupent les

‘rangs.

Supposons que af soit obtenue en supprimant, en outre, la féme
équation; alors le nombre ¢! ;» dont la valeur absolue sera toujours
ésale 4 1; atra méne signe que le produit:

(B—o)®—d) ... (B—x)

Il est ais¢ de vérifier alors que la relation (§) a lieu.
Considérons, en effet, la varlété a{~*, obtenue en supprimant les
équations de rang =z, &,, +.. , «,_, et la variété 4!, obtenue en
supptimant, en outre, les équadons de rang § ety. (Il est clair que si
a! ne g'obtendit pas en supprimant les mémes équations que pour ai—*,
plus deux autres, tous les produits &f ¢!7* seraient nuls).
Dans ce cas, tous ces produits seront encore nuls, sauf deux:
g gg—t g gI—t
si,tsx,k et si,zez,k H
qui correspondront aux deux variétés af~ et al™?, obtertues respective-
ment en supprimant les équations de rang «,, %, ..., %, B et
celles de rang «, ., ..., z,_,, Y.
Alors les quatre nombres

7 g1 7 71
si:’ ex,k » %2 sz,k

auront respectivement méme signe que:
=B —2)y—e) ... (y—2_),
B—=e)®—2)... 6 —¢_),
C—NE—2)B—e)... B—=_)
h—=)—2) o (y—2_)
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On vérifie ainsi que les deux produits, qui ne sont pas nuls, sont
égaux et de signe contraire. c. @ F. b. (%

§ NI

Nombres de Betti réduits.

Je m’en vais chercher, maintenant, les nombres de Betti, relatifs
4 un polyédre, mais afin d’éviter I'équivoque, dont jai signalé plus
haut la possibilité, je conviendrai de définir ces nombres de la seconde
maniére, Cestd-dire que P — 1 sera le nombre de variétés fermées 4
q dimensions, que 'on peut tracer sur notre polyédre ¥ et qui sont
lindairement indépendantes, je veux dire, qui ne sont liées par aucune
homologie 4 coeflicients entiers, au sens de ’Adnalysis situs, page 18.

Mais je me proposerai d’abord de déterminer le nombre P, —1
des variétés 4 g dimensions, fermées et linéairement indépendantes, que
Pon peut tracer sur notre polyédre V, mais en nous bornant & celles
qui sont des combinaisons des variétés v,.

Le nombre P sera, alors, ce que j’ appellerai le nombre de Betti
réduit.

Les variétés & ¢ dimensions, qui sont des combinaisons des (2
pourront évidemment étre représentées par :

>,

les X, étant des coeflicients enters et les lettres a4 continuant 4 dési-
gner les différentes variétts v,.

Quelle est d’abord la condition pour que la variété D> %.a! soit
i

fermée ?

Pour cela, cherchons quelles sont les variétés v,_,, qui forment
les frontiéres de cette variété. Pour les trouver, il suffit évidemment
de remplacer af par sa valeur donnée par la congruence (3).

(*) Le polyédre ainsi défini, ainsi que tout polyédre a» dimensions, limité par
n -} 1 variétés planes, s’appellera télraidre généralisé rectiligne. J'appellerai téiraddre
généralisé toute variété homéomorphe 4 un tétraddre généralis¢ rectiligne.
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Cet ensemble de variétés frontiéres sera donc donné par la
formule :

Z Z e al

Pour que la variété Zli a? soit fermée, il suffit, donc, que l'on
i

ait identiquement :
-1 —
ZZ i s,/ 3 0,
Cest-d-dire que, quel que soit 7, on ait:

Z 1‘. E?:i ==
1]

En d'autres termes, la variété > X4 sera fermée, si on a:
i

(7, 9) Nl =o,

en vertu des congruences (3, q); j’appelle ainsi celles des congruences
(3), qui lient les af aux af™

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent exister entre
les variétés af. On obtiendra toutes ces homologies, en combinant
celles que I'on peut obtenir de la fagon suivante.

Considérons la congruence:

(8) =Y eta,

i

qui, d’aprés la convention que nous venons de faire, est une con-
gruence (3, ¢ -~ 1); remplagons le signe == par >, et le premier
membre par zéro; il viendra:

+1
(9, ) Zs{ﬁ. al e~ o.
i
Cette homologie aura évidemment lieu, puisque, par définition, elle
exprime, comme la congruence (8), que les 4! forment la frontiére
q+l

complete de af
Rend. Circ. Matem., t. XI1L, parte 1%.—Stampato il 14 giugno 1899. 38
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Nous démontrerons plus loin (§ 6), qu’il n’y en a pas d’autres.

Je désigne cette homologie par (9, ¢) pour marquer qu’elle a lieu
entre les af.

Je dis que si ’homologie (9, ¢) a lieu, la congruence

(10, 9) 2 ciial=o

i

sera une conséquence des congruences (3, ¢).
Remplagons, en effet, les af par leurs valeurs, données par ces
congruences (3, ¢); i viendra:

qu+xaq J— Z Z q+x q‘] a;{—!.

Le second membre est identiquement nul en vertu des relations ().

Cela posé, soit z, le nombre des variétés af; soit @, le nombre
de ces variétés qui restent distinctes, si 'on ne regarde pas comme
distinctes des variétés liées par une homologie de la forme (9, ¢); soit
2. le nombre de ces variétés qui restent distinctes, si I'on ne regarde
pas comme distinctes des variétés lites par une congruence cfe la
forme (7, q).

Il résulte de ces définitons:

°quil y a2 2 — «; homologies distinctes de la forme (9, ¢);

2 quil y a o — «. congruences distinctes de la forme (7, ¢);

3° que

@ X\ al;

car si plusieurs af sont lites par une homologie de la forme (9, ¢),
elles seront lices également par la congruence (10, ¢) correspondante.

Enfin le nombre cherch¢ P, — 1 est égal &

« —a
q 92

car les variétés fermées de la forme D %, a!, réellement distinctes, sont
i
en nombre égal & celui des congruences (7, ¢), C’est-d-dire au nombre

a — 2,
de ] g

Le nombre P, — 1 est le nombre de ces variltés qui restent
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distinctes, en ne regardant pas comme distinctes celles qui sont lides
par une homologie (9, ¢). Or lz nombre de ces homologies est 2, — = ;

bd

nous avons donc:
Pl—1 :(zq———'zq)—(zq—aq)zaq—zq C. Q. F.D.
Soient 4!, af, ..., a! des variétés v , au nombre de i et

I I
A= c,4
q—I

=D ,d!

o= T

les congruences (3) correspondantes. Formons les homologies corre-
spondantes :

Z'fa"“c\ao qu a""No,...,an‘l—’No.

La condition nécessaire et suffisante pour que ces homologies soient
distinctes, c’est que I'on n’ait entre les 1 variétés o, af, ..., a! au-
cune congruence de la forme:

lx“f'f‘)\zai-{- "‘+)‘;agEO.

Le nombre des homologies distinctes est donc égal au nombre des
a! distinctes, en tenant compte des congruences (7, ¢). Donc:

”

g—1 g—t = 141’
aq—x = aq-—l + aq'

Nous aurons d’autre part

ou

%z, — I.

Si, en effet, on peut aller d’un sommet quelconque 4% 4 un autre
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sommet quelconque 47, en suivant des arétes (C’est-d-dire si le po-
lyédre est d’un seul tenant), on aura I’homologie :

o}

al

o}

Na‘.,

Cest-d-dire qu’il n’y aura qu’un seul sommet distinct, en tenant compte
des homologies.
Envisageons maintenant la congruence (3%*)

P=D al;
I’homologie correspondante s’¢crit:
Zaf o0,
et il n’y a pas d’autre homologie (9, p). Donc
x, =a, + 1.

De plus, le polyddre étant d’'un seul tenant, une seule des combinaisons
D Aaf pourra étre fermée, cest le polyédre lui-méme dans son entier,

représenté par la formule > af.
Nous aurons donc une seule congruence de la forme (7, p):

Da=o.

azP:aP—I—I, %, = o

Done

Nous avons donc la série d’équations :

“OZO,
a°=ao-—|—txl, a!—xl:_PI—I,
1 2

a = o, «, —a, =P —1,
X, =, -+ %, X,y = Pp—x —1,

OLP:aLP—l-I, ap—ap_—_'o,
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d’ott Pon tire aisément:

ap_a‘p—l_l—“p—z—"'ilx:—i——lo:I—(P;:—x—l)+“
F@E—DEE—DF 1,

tout 4 fait analogue 4 la formule:

o, —w,  Fa,_ — ...t Fo=1—(P,_ —1)F ...
TR DEE—DFr,

que nous avons trouvée dans I'Analysis situs, page 121.

S V.

Subdivision des Polyédres.

Considérons un polysdre 7, 4 p dimensions, avec ses diverses
variétés :

1 I 0
at, a=', ..., al, al.

|3 T

Supposons que I'on subdivise chacune des variétés a? en plusieurs
autres, que jappellerai les b%; soient ensuite b#~" les variétés & p—1
dimensions, qui servent de frontére aux b%; soient b!~* les variétés 4
p—2 dimensions, ‘qui servent de frontéres aux b2~'; ... et, enfin, b?
les variétés 4 o dimensions (sommets), qui servent de frontidres aux
b} (arétes).

On aura ainsi un nouveau polyédre V7, qui sera dérivé du po-
lyedre 7, au sens que jai attaché & ce mot 2 la page 101 de V'Adna-
lysis situs.

On peut supposer, dailleurs, que si une variééov,_,
ou multiplement connexe, sert de frontiére 4 deux variétés b4 er bf,
elle ne forme pas forcément une seule des variétés 57", mais peut
étre elleméme subdivisée en plusieurs variétés 57~'. Dans ce cas, pour
reprendre la terminologie des pages 102 et 103 de Pdnalysis situs,
ces variétés bI™" seront irrégulibres et les variétés 772, qui les séparent
les unes des autres, seront singulidres.

simplement
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Cela posé, recherchons une classification des variétés 7.

Si une vari¢té 4 ne fait pas partie d’'une des variéés af, elle
fera parde d’une des variétés ai™, ou d’une des variétés art o,
ou, tout au moins, d’une des-variétés af.

Peut-elle faire parte 4 la fois de deuv variétés af et a7 ?

D’aprés la fagon dont la subdivision a été supposée faite, en
ajoutant toujours de nouvelles frontitres, sans en supprimer jamais,
cela ne pourra arriver que si ces deux variétés a7 et af’ sont contigiies
, et st b! fait partie de cette fron-

M=

et ont une frontiére commune 4j
tigre aj ",

Je suppose alors que b% fasse partie de a” et ne fasse partie
d’aucune variété aj, ot m < bh. La variété a emste toujours et Yon
a qu, de plus, la variéte a est unique, cest—z‘L dire que b! ne peut
faire partie 4 la fois de deux var1étés différentes al. et al.

Si donc je conviens de ranger dans une méme classe toutes les
variétés !, qui font partie de la variété a?, sans faire partic ’aucune
des variétés 4}, ol m <h, toute variété b? fera partie d’une classe et
d’une seule.

Je pourrai alors représenter »% par une notation i quatre indices

= B(g, b, j, k)

Iindice ¢ indique le nombre des dimensions de b?; les indices & et §
indiquent que b% fait partie de la classe a; et lindice % sert 4 di-
stinguer les unes des autres les différentes variétés d’une méme classe.
Onabh>g.
Nous aurons, alors, pour deéfinir le polyédre 7 et sa subdivision:
1° Les congruences (3, ¢), relatives au polyédre ¥, que jécrirai:

(31 q’ i) aq‘-—— Zs;,] q_x
2° Les équations qui donnent la subdivision de la variété af:
(1, ¢, 1) al = ZkB(g, g, 1, k).

] . . .
3° Les congruences analogues aux congruences (3), mais relatives
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w
]
wa

au polyedre V’; je les écrirai:

(20058 Blghj,=2LB(g—r1b,j,F)

Les § sont des nombres é3aux 4 %=1, ou 1 o; ils dépendent des
sept indices ¢, b, j, k, b’, j', ¥, de sorte que je les écrirai, quand
cela sera nécessaire, sous la forme:

C(q: b: j: k: h” j’5 k’)'

Sous le signe >, les indices #’, j*, ¥ peuvent prendre toutes les
valeurs. Observons, cependant, que les B(g—1), qui servent de fron-
dére 4 B(q, b, §, k), doivent, comme B(q, b, j, k), faire parde de
a;f ; mais pourront faire partie d’autres variétés aj.’f, d’un nombre moindre
de dimensions, mais faisant partie de a;?. On aura donc

Lh  BFNg—1

Dailleurs si b' = b, on aura j' = .

Pour que les relations (1), (2), (3) puissent définir une véritable
subdivision, elles doivent satisfaire 4 certaines conditons.

Les relations (1, ¢, %), (3, ¢, i) donnent

0 5B D=3

Si dans le premier membre je remplace B(g, ¢, i, k) par sa
valeur, tirée de (2, g, g, i, k), et a!™" par sa valeur tirée de (1, ¢—1, f),
les deux membres devront devenir identique; voild une premiére con-
dition, qui est évidente; elle n’est d’ailleurs pas suffisante.

§ V.

Influence de la subdivision sur les nombres de Betti
réduits.

Soit D «B(g, b, j, k) une combinaison des variétés b?, qui re-
presente une variété fermée 4 ¢ dimensions, de telle sorte que Pon
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ait, avec nos notations,

(1) > aB(g, b, j, k) =o, (hX>q)

Parmi les variétés b! qui figurent dans le premier membre de (1),
réunissons celles qui appartiennent 4 une méme classe. Soit

SeB(q, b, §, k)

Pensemble de celles qui appartiennent i la classe ajf ; le signe de som-
mation S signifie, donc, qu’on ne prend que les variétes d’une méme

classe, tandis que le signe Y signific qu’on les prend toutes.
On aura alors:

(2) SeB(g, b, j, =2 BB(g—1, I, j’, ¥),

Cest-A-dire que la variété 4 g — 1 dimensions D PB(g —1, V', j*, ¥)
forme la frontiére compléte de la variéd 4 ¢ dimensions

SaB(yq, b, j, k).

Les variétés a;?.' doivent appartenir 4 la frontiére de n;?, ou se
confondre avec a;f; en effer, B(¢g — 1, »’, j*, k') appartiant 3 a;fi et,
d’autre part, & une des B(q, b, j, k), qui fait lui-méme partie de
a;f, si donc a;?.' ne faisait pas parte de a?, B(g—1,V, ), k) ferait
partiz d’une variété 4f, partie commune 3 ajf et a;fi, et qui aurait
moins de b° dimensions. Cela est contraire 4 la définition que nous
avons donnée des classes.

D'autre part 4/ ne peut pas se confondre avec al.

Soit, en effet,

S:“zB(q’ by ji» k)= ZOCB(Q, h, j, k)~ SaB(g, b, )

Pensemble des variétés qui figurent dans le premier membre de (1),
et qui n’appartiennent pas 4 la classe a.jf; on aura évidemment :

Sxa'xB(q’ ]]l’ jx’ kx)E—ZBB(q_ I b’, j’: kl)-
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Donc B(g — 1, b, j', k") doit faire partic 4 la fois de a’l’l, et de
Pune des B(q, b, j,, k), et, par conséquent, de P'une des a}t, diffé-
rentes de a;f. Si donc a]”.I se confondait avec aj?,

Blg—1, 0, )= B(g—1, b, 7> k)

devrait appartenir 4 une variété g, parte commune 2 a? et a’s. De
deux choses, 'une: ou bien a;f ne ferait pas partde de a’i, et alors
on aurait encore m < b, ce qui serait encore contraire 4 la définition
des classes; ou bien a;? ferait partie- de 4}, et alors on auraith, > h.
Supposons que j’ai choisi la classe a?, qui correspond au plus grand
nombre 5. Alors on ne pourra pas avoir b, > b, et a’. devra appar-
tenir 4 la frondere de 4.
La congruence (2) entraine ’homologie

() S 8B — 1, ¥, ', K)o,

comme, d’autre part, a;? est simplement connexe et que toutes les va-
riétes B(¢g — 1, b, j', k") sont situées sur la frondére de a?, le
premier membre de (3), représentant une variétt fermée 4 ¢ —1
dimensions, située sur cette frontére, formera la frontiére compléte
d’une variété 4 ¢ dimensions

ZYB(q) b", ]'Il’ k"),

également située sur la frontiere de a?. (Il y aurait cxception si Pon
avait b = ¢). De sorte qu’on aura la congruence

4) ZBB(Q— L b, g k) EZTB(9> LW 4F

D’ailleurs, comme B(g, h", j', ¥'*) est sur la fronticre de a:f, il
en sera de méme de ajfff; car si B(q, b, j", k') fait partie 4 la fois
de a;’.'f et d’une variété a:ff, faisant parte de la frontiére de aj.’; ou
bien a;’.'.' ne fait pas parde de a;’l, et alors B devrait faire partic de

m

Cay, ot m < h”, et nous avons vu que cela ¢tair impossible.
Rend, Circ. Matom., t. XIII, parte 1*,—Stampato il 14 giugno 1899. 39
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On a donc

b’ < h

Les congruences (2) et (4) donnent

SaB(% h’ j’ k) = Z'YB<9, b": j", k"):

et, comme toutes les variétés -qui figurent dans cette congruence, font
partie de a:f, ou de sa frontiére, comme, d’autce part, aj? est simple-
ment connexe, on aura ’homologie

SaB(q: h: j: k) o ZTB(Q, b”) jn, k")-

On peut, donc, remplacer, dans le premier membre de (1), en-
semble des termes Sx B(q, b, j, k) par 'ensemble des termes

ZYB(q’ b"’ j”’ k")'

Si on opére de méme pour toutes les classes correspondantes 2
une méme valeur de b, la plus grande de toutes, on aura remplacé le
premier membre de (1) par

Z“z'B(g’ hz’ jz’ kz)’

ot la plus grande valeur de b, sera plus petite que la plus grande
valeur de b. On aura, d’ailleurs, ’homologie

2.2B(g, b, j, )~ 2 2,B(g, by, j,, k).

En continuant de la sorte, on pourra diminuer encore la plus
grande valeur de b. On ne sera arrét¢ que quand on aura partout
h=q.

On peut donc, finalement, remplacer le premier membre de (1)
par:

Z“oB(q’ ‘I: jo’ kq))
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et on aura d’aillears:
(5) ZMB(q’ h’ j’ k)NZaoB(q’ q’ io’ ko)

O 2.%,B(g, ¢ jo» k) =0

Cela posé¢, dans le premier membre de (6) prenons les con-
gruences qui appartiennent 4 une classe déterminée ah,; soit:

S“OB(q’ q’ jo’ ko)'

Nous aurons:
@) Sa B(q, g, j,» k) =D B,B(g — 1, B, fu, E,).

I, . . .
Nous verrions, comme plus haut, que aif’ doit faire partic de la
o

frontiére de af,, d’ob b, <gq (et, comme b, > g—1, on aura
h,=¢q — 1).
Soit alors:

(8) a?o = ZB(q’ q’ jo’ ko)

Péquation (1, ¢, j,), qui dé¢finit la subdivision de la variété 4l , et
soient B(q, ¢, j,, 1) et B(q, ¢, j,, 2) deux variétés, figurant dans
le second membre de (8); je dis quelles devront figurer dans le premier
membre de (6) avec le méme coefficient «.

Supposons, d’abord, que ces deux variétés soient limitrophes;
parmi les variétés 4 ¢ — 1 dimensions ‘qui leur serviront de fronti¢re
commune, il y en aura, au moins, une qui n’appartiendra pas i la
frontiére de af, qui fera, par conséquent, partie de la classe af.

Soit B(g — 1, ¢, f,, 1) cette variété: elle n’appartiendra pas
aucune autre des variétés B(q, ¢, j,, k).

Soit alors

B(q, g5 jo» 1) =¢bi"
(9) B(q, 9 o> 2) =l

B(q’ Ve io’ k)ESb?_‘ (k>2)
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les congruences (2, ¢, ¢, o, 1), (2, 4, 4, Jo» 2), (25 ¢, ¢, Jo» F)s
qui nous font connaitre les frontitres des variétés B(y, ¢, j,). Voyons

avec quel coefficient ¢ la variétt B(g—1, ¢, j,, 1) figurera dans
ces congruences.

D’aprés ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient
- 1 dans la premiére, avec le coefficient — 1 dans la seconde, avec
le coefficient o dans les autres.

Soient donc «, et «, les valeurs des coefficients « , correspon-
dantes aux deux varittés B(q, g, j,, 1) et B(q, ¢, j,, 2).

La combinaison des congruences (9) nous fournira une congruence

(10) Sa,B(q, 9, 7,5 k) =¢cbi™",

qui devra éwre identique & (7), et le coefficient ¢, avec lequel figurera
B(q—1, g, j,, 1) dans le second membre de (10), sera évidemment
o — a,. Mais B(¢g — 1, ¢, f,, 1) ne peut pas figurer dans le second
membre de (7), puisque nous avons vu que dans ce second membre
on doit avoir b, = ¢-— 1. Donc on doit avoir &, — &, = o.

Ainsi les deux variétés B(q, ¢, j,, 1) et B(yq, g, j,, 2) devront
avoir méme coeflicient «_, si elles sont limitrophes. Cela sera encore
vrai, si elles ne le sont pas, parce que af étant d’un seul tenant, on
pourra passer d’une de ces variétés 4 Pautre par une suite d’autres
variétés analogues, chacune d’elles étant limitrophe de celle qui la
précede.

Donc le coefficient «, est le méme pour toutes nos variétés. D’otr:

S“oB(g’ ) jo’ ko) - aoZB(q’ 9, jo’ ko) = “oa},'o'
La congruence (6) et I'homologie (5) peuvent donc s’écrire:
(5°) 2.2B(g, by j, B) e 2 a,al,
(6%) 2 xal =o.

Si un nombre quelconque de congruences de la forme (1) sont
distinctes, C’est-d-dire si aucune combinaison linéaire de leurs premiers
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membres n’est pas homologue 4 o, je dis que les congruences (6)
seront ¢galement distinctes, et réciproquement.

En effet la comparaison des relations (1), (5%¢) et (6%¢) montre
que si 'on a

ZacB(q, b, j, k) e~ 0,

on aura également

Z %, a?o 0,
et réciproquement.

Il résulte de 13 que si les af et les #? sont simplement connexes,
les nombres de Betti réduits sont les mémes pour les deux polyedres
VelV.

Soit maintenant /7 une variété quelconque, fermée, 4 ¢ dimen-
sions, située sur /. On peut toujours construire un polyédre 77,
dérivé de 7, au sens de la page 101 de P'Analysis situs, et tel que
W soit une combinaison des bf.

Nous devons donc conclure que: si les af sont simplement con-
nexes, les nombres de Betti réduits, relatifs au polyédre ¥, sont iden-
tiques aux nombres de Betti proprement dits, définis de la seconde
maniére.

§ VI

Retour sur les démonstrations du § I,

Nous avons 4 revenir ici sur un point essentiel du raisonnement
qui précéde. J’ai dit plus haut qu’il n’y avait d’autre homologie que
les homologies (9, ¢), obtenues au § 3. Cela n’est pas évident, cela
ne serait pas méme toujours vrai, si nous ne supposions pas les af
simplement connexes.

Démontrons-le d’abord pour un polyédre P, dans Pespace 4 4
dimensions.

Considérons un certain nombre de variétés v, ou 4}, appartenant
3 ce polyédre; je les appellerai ses faces, de méme que les a?, les a]
et les a} de ce polyedre P pourront s’appeler ses cases, ses arétes et
ses sommets.
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Supposons que Pon ait entre ces faces 4} une homologie

Zaf ~ 0.

Cette homologie signifie qu’il existe une varié¢té 4 3 dimensions,

V, faisant partie de P, et admettant Y a? comme frontiére compléte.

Je dis que 7 se compose d’un certain nombre de cases de P.

Si, en effet, un point d’une case appardent & F, il en sera de
méme de tout autre point de cette case, car on peut aller du premier
point au second, sans rencontrer aucune face et, par conséquent, sans
rencontrer la frontére de 7 et sans sortir de V.

Le théoréme est donc évident en ce qui concerne les polyédres
de Pespace 4 4 dimensions et les homologies entre les faces.

Soit maintenant une homologie entre les arétes:

be NO’

les b, étant un cetain nombre d’arétes 4. Cela veut dire qu’il

existe une variété i 2 dimensions, ¥, dont D b est la frontiére
compléte.

Je désignerai par ¥ (a}) Pensemble des points communs i ¥
et & al.

Les V' (a}) seront des variétés 4 2 dimensions, dont la frontiére
sera formée soit par quelques-unes des arétes 4,, soit par les V' (a}),
les a; étant les faces qui servent de frontiére 4 la case a}. On ne peut,
en effet, sortir de V' (a}) qu’en sortant de ¥V par sa frontiere, Cest-
d-dire, en traversant une des & , ou qu'en sortant de a! par sa fron-
tiere, Cest-d-dire en traversant une face a;, €t, ccmme on reste sur
V, en traversant une des lignes V' (a3).

La variée¢ totale V est formée de I'ensemble des 7 (a}).

Considérons maintenant / (2;); nous devons distinguer deux cas:

1° ou bien aucune des arétes b, n’appartient 32 a’. Nous ne
pourrons alors sortir de ¥ (a]), qu’en sortant de a?, c’est-d-dire en
traversant une des arétes a;; la frontiére de V'(4}) est donc formée

par les V (a;.).
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2° ou bien une (ou plusicurs) aréte b, fait parte de af; dans ce
cas elle fera également partie de /'(a}); mais il pourra se faire que
V (a}) se compose, outre l'aréte b, , d’autres lignes; ces lignes auront
pour frontiéres des points V(a;), ou des points situé¢s sur b,. Ces
points situés sur & , et ot les autres lignes, dont se compose ¥ '(a}),
viennent se terminer sur laréte b, seront ce que jappellerai des
points nodaux.

Dans tous les cas V' (a?) sera une ligne ou un ensemble de
lignes; si, en effet, V' (a}) était une surface, c’est que 4}, ou une por-
tion de cette face, ferait partie de V. Mais jai'le droit de déformer
¥, pourvu que je ne change pas sa frontitre > b, ; je puis toujours,
par une déformation infiniment petite, éviter qu’une région de a; fasse
partie de 7.

Pour la méme raison je puis toujours supposer que V(a}) se
réduit 4 un ou plusieurs points, sauf si a} est Pune des arétes b,
auquel cas ¥ (a}) sera cette aréte elle-méme.

Cela posé, je puis déformer V :

1° de maniére que tous les ¥ (a) [autres que V' (4,)] soient des
sommets. Soit 47 un sommet de ;. Soit M l'un des points dont se
compose ¥ (a;}); autour du point M et sur ¥ décrivons une petite
courbe fermée C. Soit K laire infiniment petite découpée sur V' par
cette courbe C. Construisons une sorte de manchon, infiniment deli¢,
entourant l'aréte a; et passant par C. Par le sommet 4} je méne une
surface quelconque S; elle viendra découper sur le manchon une courbe
fermée trés petite C’. Soit K’ la portion de la surface S limitée par
C; soit H la surface du manchon comprise entre C et C’. On figu-
rera ainsi une sorte de tambour, dont H sera la surface latérale, K
et K’ les deux bases.

Considérons alors la variété

V=V —K-+ H- K"

Cette variété aura méme frontiére que /; muis elle ne coupera
plus a; en M, puisqu’on a supprimé la portion K de V, ol se trouvait
ce point M. En revanche, H ne coupera pas Paréte 4}, et K’ coupera
cette aréte en 4.
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En opérant de méme sur tous les points d’intersection de ¥ et-
de 4}, on ameénerait tous ces points 4 coincider avec 4.

2° de maniére que tous les points nodaux solent des sommets.

Seit, en effet, 4 une face passant par l'aréte b ; lintersection de
V et a} comprendra, outre b , d’autres lignes; soit ¢ l'une de ces
lignes, venant se terminer sur 5, en un point nodal D. Soient af et
a; les deux sommets de 5,. Par &, je fais passer une surface S, faisant
partie de P et ne coupant pas a;. Comme a3 et a; sont sur la fron-
tiére de 7, je joins ces deux points par une ligne L, située sur ¥ et
s’écartant peu de b. Cette ligne s’écartant peu de b, , je puis mener
par’ L une autre surface $’, qui ne passera pas par b, mais qui
coupera S suivant une ligne L’, trés peu différente de 5. Ces trois
lignes L, b, et L’ auront mémes extrémités 4; et 4;.

Soit ¥, la portion de ¥, comprise entre L et &_; soit'S, la portion
de S, comprise entre L’ et b, et S, la portion de &', comprise entre
Loet L.

Je remplace ¥ par

V'=V—V,+S +S.

V' a mémes frontiéres que ¥, mais V’(a}) ne présente plus de points
nodaux, en dghors de 4 et ay; car si une ligne analogue 4 ¢ venait
aboutir 2 un point nodal, situé entre 4 et a;, la portion de cette
ligne ¢, voisine de ce point nodal, devrait se trouver sur S,, ce qui
est impossible, puisque S ne coupe pas 4.

En résumé: nous pouvons toujours supposer que les ¥ (a}) sont
des lignes, dont les extrémités sont des sommets de 4.

Soit alors L une des lignes, dont se compose ¥ (a}), ayant pour
extrémités deux sommets 4 et a; de 4. On peut aller de 45 2 43,
en suivant le périmétre de a?; soit > 4 Pensemble des arétes de a2,
comprises entre 4} et 4;. Comme la face 4] est supposée simplement
connexe, la ligne L la divisera en deux partes. Soit Q I'une de ces
parties, comprise entre L et D a,.

Soient aj et 4] les deux cases séparées par a}. Par les arétes >4k
je fais passer une surface S, peu différente de la face 4} et située toute
entiére dans la case @3; par les mémes arétes je fais passer une seconde
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surface &', peu différente de 4] et située dans la case 4’5 ces deux
surfaces S et " couperont V, suivant deux lignes L et L), peu dif-
férentes de L, et ayant pour extrémités 4 et 4. Soit S, la portion

de S comprise entre > 4, et L ; soit S, la portion de S’ comprise

entre > 4} et L ; soit ¥, la portion de ¥ comprise entre L, et L;
Cest sur ¥ que se trouvera L.
Soit maintenant

V’=V—Vx+sx+sx'

V’ a mémes frontitres que V; 7’ ne passe plus par L, mais en re-

vanche passe par les arétes Y al.

En opérant de la méme maniére pour toutes les lignes telles que
L, on voit qu'on peut toujours supposer que tous: les V'(a}) se ré-
duisent 4 des combinaisons d’arétes.

Comme les frontitres de /(a}) sont ou des b, ou des /' (a}), on
voit que les frontitres des 7 (4!) sont des combinaisons d’arétes de
P, et, bien entendu, toutes ces arétes doivent appartenir 4 4. Ainsi
donc V(a}) est une surface simplement ou multiplement connexe,
limitée par une ou plusicurs lignes fermées, qui, elles-mémes, sont des
combinaisons d’arétes de a’.

Comme la case a} est simplement connexe, ces lignes fermées
subdiviseront la surface de cette case en un certain nombre de régions,
et comme ces lignes fermées sont des combinaisons d’arétes de a?,
ces régions seront des combinaisons des faces de al.

On pourra toujours trouver une combinaison de ces régions, qui
aura mémes frontitres que 7 (a!). Supposons, par exemple, que la
frontiére de 7' (a!) se compose de trois lignes fermées L, L, L ; la
ligne L divisera la surface de a} en deux régions R et R’; les lignes
L, et L, diviseront de méme cette surface en deux régions R, et R,
ou R, et R. Je suppose qu'en parcourant L dans un certain sens, on
ait 4 sa gauche V'(a?), et R et R’ 4 sa droite; je suppose de méme
qu'en parcourant L et L, dans un sens convenable, on ait 4 sa
gauche 7 (a?) et R,, ou ¥V (a}) et R,.

Alors la variét¢ R 4- R, + R, aura méme frontiére que V (al);
on pourra donc remplacer ¥ (a}) par R+ R, 4 R,.

Rend. Cirg, Matem., t. XIII, parte 1°,—Stampato il 15 giugno 189g. 40
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En opérant de la méme maniére sur tous les /'(a}), on aura

remplacé 7 par une autre variété, qui aura méme frontidre X b, et
qui sera une combinaison de faces de P.

Le théoréme est donc démontré en ce qui concerne les polyédres
de Pespace 4 4 dimensions et les homologies entre les arites.

On le démontrerait de méme pour un polyédre quelconque.

§ Vil
Polyedre réciproque.

Soit P un polyédre dans I'espace 4 4 dimensions; ce polyédre
sera subdivisé en un certain nombre de variétés v , que jappellerai
ses cases, et que jé désignerai par 4. Ces cases seront separées les
unes ‘des autres par des variétés v, ou 4}, que jappellerai les faces;
ces faces auront pour frontiéres des variétés v, , ou aj, que jappel-
lerai les arétes, et les extrémités dzs arétes seront des points v, ou af,
que jappellerai les sommets.

Je supposerai, bien entendu, que les cases et les faces sont sim-
plement connexes.

Marquons, 4 lintérieur de chaque cass 4}, un point P(4}); & l'in-
térieur de chaque face 4}, un point P(a}); sur chaque aréte 4], un
point P(a;); chaque aréte se trouvera ainsi partagée en deux parties
par le point P(a}).

Joignons par des lignes le point P(a?) i chacun des sommets de
la face 4} et 4 chacun des points P(a}), correspondant aux diverses
arétes a; de la face 4. Toutes css lignes devront étre tracées sur la
face 4}, Cette face sera ainsi partagée en triangles, et le nombre de
ces triangles sera double du nombre des arétes de al. Nous ferons de
méme pour toutes les autres faces.

Considérons maintenant une case a}; décomposons en triangles
T toutes les faces 4} de cette case, ainsi que nous venons de le dire.
Construisons des triangles curvilignes, ayant pour sommet commun le
point P(a}) et pour bases les différents cotés des différents triangles
T. La case a} scra ainsi décomposée en tétraddres, ayant P(a}) pour
sommet commun et pour bases les differents triangles 7.
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Nous disunguerons six sortes de lignes (qui seront les ardtes de
nos tétraédres):

cells de la 1% sorts joindront un sommet 47 4 un point P(a});
chaque aréte sera ainsi formée de deux lignes de la 1%* sorte;

celles de la 2% sorte joindront un point P(a]) 4 un point P(a});

2 o,

» » 3 » » »  P(a) » sommet 43;

1 . 2y,

» » 45 » » » P(a}) » point P (al.),

3 1.

» » §¢ » » » P(a) » » P(a j)’
» » 65 » » » »

»  sommet 4.

Les lignes de la 2% sorte peuvent s’accoupler deux 3 deux de
deux maniéres :

1° Ce que jappellerai la ligne &} sera formée de deux lignes de
la 2% sorte, joignant un méme point P(a}) & deux points P(a}) et
P(a}), correspondant aux deux cases 4} et aj séparées par la face a.
Il y aura donc autant de lignes &) que de faces a.

2° Ce que j'appellerai une ligne ¢ sera formée de deux lignes de
la 2% sorte, joignant un méme point P(a}) 4 deux points P(a]) et
P(a;), correspondant 4 deux faces 4} et a; de la case 4l

Il nous faut définir des surfaces que jappellerai les surfaces 47

Soit une aréte quelconque a} et le point P(a}). Supposons que
les faces qui passent par a], solent successivement :

2 2 2
a5 Gy ooy Gy,

et que les cases, auxquelles appartient a4, soient successivement :

de telle fagon que a; sépare 4} de 4, 4] sépare 4} de al, ..., et
qu'enfin, a; sépare a} de a}. Convenons, pour plus de symétrie, de
désigner indifféremment la case 4’ par 4’ ou a,,

Décomposons chaque case en tétraddres, et envisageons en part-
culfer les tétracdres qui admettent pour sommet le point P(a}). Con-

sidérons les 2 ¢ triangles curvilignes :

P(a)P(a) P(s}), P(a)P(a )P(ad). (=1, 2 ...,4q)
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L’ensemble de ces 2¢ triangles formera un certain polygone que
jappellerai 42, et qui aura pour frontiére 'ensemble des lignes

I I I
b, B, ..., B

Définissons maintenant les volumes 5}; le volume 4} sera Pen-
semble des tétraédres qui admettent pour sommet le point af; ce vo-
lume sera un polyédre -4 3 dimensions, simplement connexe, quiaura
pour frontiére ensemble des surfaces b, correspondant aux arétes a;,
qui aboutissent au point a;.

La juxtaposition des volumes & constituera un nouveau polyédre
P’, que jappellerai le polyédre réciproque de P, et qui aura pour cases
le B3, pour faces les b, pour arétes les b;, pour sommets les points

b = P(a}).

A chaque  case b} de P’ correspondra un sommet 4 de P,
» » face b} » » » une aréte a; » »
» » aréte b; » » » » face a; » »
» » sommet b} » » » » case @@ » .

De plus, au sens du § II, il y aura la méme relation, par exemple,
entre laréte b; et la face b7, qu'entre la face a4} et laréte a).
Si donc les congruences caractéristiques du polyédre P s’écrivent:

3 3 .2 2 ___ 2 1 | S 1 0
4; = z g% &= zi:si,jai’ a; = Z:si,ja’j’
j j j

celles du polyedre P’ s’écriront:

| J— I 2 2= 2 1 I= 3 (e
bi:Z_ai;ibi’ bi—zsi.ibi’ b,.__z_s;,ibi.
7 7

]

Considérons maintenant une ligne ¢, formée de deux lignesde la

seconde sorte, joignant un méme point P(a}) 4 deux points P(a})
2
et P(a}).

Soient aj, et a; deux sommets, appartenant respectivement tous
deux 4 la case a}. Solent d et d’ les deux lignes de la 3*=¢ sorte qui
. " 2 0 2 o
joignent respectivement P(al.? i a,, et P(a;) 4 a,.

Comme 4, et ) appartiennent 4 une méme case 4}, on pourra
aller de Pun de ces sommets a l'autre, en suivant une ligne brisée

formée d’arétes o' appartenant 3 al.
, PP i
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. : . . . o o.
Soit Zaq cette ligne brisée, dont les extrémités sont a;, et a;
Pensemble des lignes ¢ — d — Za; - d’ sera une ligne fermée, ce

que jexprimerai par la congruence :

CEd—l—Za;—-d'.

Comme 4} est simplement connexe, cette ligne fermée sera la
frontitre d’une varitté 3 2 dimensions, intérieure 4 &}, ce que jex-
H P
primerai par ’homologie :

ceodt D a—d.

Réciproquement :  soit Za; une ligne brisée, formée d’arétes
appartenant toutes 4 4}, et dont les extrémités sont les sommets a;,
et a;; ces deux sommets appartiendront respectivement 4 deux faces
a; et a;, faisant toutes deux partie de a}. Soient les trois lignes:

¢ = P(a;)P(zz}) -+ P(a})P(ay), d= P(aj) a2, d = P(a;) a,.
On aura encore

cood4 D al—d.

Soit maintenant 4 un sommet appartenant 3 deux faces 4} et a;.
Soient les deux lignes de la 3*=¢ sorte:

d, = P(a})a}, d, = P(a})a’.

Nous pouvons tracer une ligne L, s’écartant infiniment peu du
sommet a7, et allant d’'un point de 4} 4 un point de a;.

Supposons, pour fixer les idées, que cette ligne traverse trois cases
et quelle rencontre successivement la face 47, la case 4}, la face 2},
la case @}, la face ays la case a), et enfin la face 4.

Construisons les trois lignes ¢:

¢, = P(@) P(a}) + P(a}) P(a3),
¢, = P(a;) P(a}) + P(a}) P(a}),
£, = P(a;) P(a;) -+ P(a;)P(a;),
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et les deux lignes de la 3™ sorte:

d, = P(a})a;, d,= P(a})a;.

On aura:
c=d,—d, c¢,=d,—d, c,=d,—d;

et comme les trois cases a}, 4}, a} sont simplement connexes :

cieod,—ad,, ¢, ecod, —d, c,eod —d,,

et enfin:

¢te, e, ~od —d,.

On peut donc toujours trouver une ligne brisée, formée de lignes
¢ et homologue 4 d; —d,, d; et d, érant des lignes de la 37 sorte,
aboutissant 4 un méme sommet.

Cela posé, soit

0 Sh=o

une congruence entre les arétes b; du polyédre P’

La ligne brisée D b} est évidemment formée d’un nombre pair
de lignes de la 2m¢ sorte, et en parcourant cette ligne brisée, on ren-
contrera successivement g faces

2

2 2
Ay Gy ~on s @,

pour revenir 4 la face 4}, que je désignerai également par 4] ; et
on rencontrera ¢ cases

3 5
al, 4, ..., a,
pour revenir 4 la case 4}, que je désignerai également par al,,, de

sorte que la face a; séparera la case o} de la case a4, .
Notre congruence s’écrit alors:

2 [P(a) P(@) + P(&) P(a),)] = o,
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ou, ce qui revient au méme,

2 [P(5;_) P(a}) + P(a) P(4)] = o.

Soit alors 4 un sommet de la face a4}, appartenant, par consé-
quent, A la fois aux cases 4} et aj .

Soit d, la ligne de la 3™ sorte P(a;)a;; nous venons de voir
quil existe une ligne brisée A,, formée d’arétes appartenant 4 la case
al, et telle que Pon ait I’homologie:

P(a;_)P(a) + P(@) P(a) =~ d,_, + 4, — d,.

En additionnant toutes ces homologies, le premier membre se
réduit 3:

2 [P(a;_) P(a}) + P(@)) P(a))] = 2 b5

les lignes de la 3%=¢ sorte d, disparaissent, et il reste:
Z b; e Z 4y,
D b= d,=o.

Donc, 4 toute congruence Zb: == 0 entre les arétes de P’, cor-

et par conséquent

respond une congruence ) 4, = o entre les arétes de P, et telle que
Pon ait:

Zb: o ZAk'

Si donc on a D b~ 0, on aura > A, ~ o0, et réciproquement.
Soit maintenant

(2) ZA}: =0

une congruence entre les arétes de P; supposons que A, soit une
ligne bris¢e formée d’arétes appartenant i la case a.
Le premier membre de la congruence (2) se composera de ¢
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semblables lignes brisées :

A, 4, ...,4

29 g2

et je désignerai indifféremment 4, par 4, ou 4, et 4, par 4, ou 4.
Soient a;_, et ay les deux extrémités de la ligne 4,; le sommet
a, appartiendra 4 la fois aux cases a4} et @}, ; soit a7 la face de a4},
et a,,, la face de a},,, auxquelles appartient aj.
Soient les lignes de la 3%=¢ sorte

o 2y L0 . 2 o
d, = P(a;)a;, dy,, = P(a;,)a,
et d’autre parte:
J— 2 3 3 ‘2
& = P(a;) P(a}) + P(a}) P(a)).
Nous avons vu que
dyeo—d+ o+ dy
D’autre part, les lignes d,, et d, aboutissent 4 un méme sommet
ay; nous avons vu également que l'on peut trouver une combinaison
C, de lignes ¢, telle que l'on ait
Coeod,—4d,_,.
En additionnant toutes ces homologies, je trouve :

ZAI:NZC}:—I—ZCH
Z%—FZCV—:—O-

Le premier membre de certe derniere congruence est une combi-

et par conséquent :

naison de lignes ¢, ou, ce qui revient au méme, une combinaison
d’arétes b] du polyedre P’, de sorte que je puis poser:

ch-l—ZCk:Zb.‘,
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ZAk o~ Zb:

En résumé: 4 toute congruence entre les arétes de P, correspond
une congruence entre celles de P’, et réciproquement, et la condition
nécessaire et suffisante pour que le premier membre de 'une des con-
gruences soit homologue 4 zéro, c’est que Pautre le soit.

En d’autres termes, le nombre des congruences distinctes entre les
arétes est le méme pour P et P’, en ne considérant pas des congruences
comme distinctes, quand une combinaison linéaire des premiers membres
de ces congruences est homologue 2 zéro.

En d’autres termes encore, le nombre de Betti réduit, relatf
aux arétes de P, est égal au nombre de Betti réduit, relatf aux
arétes de P’.

On pourrait arriver au méme résultat, en remarquant que lon
peut construire un polyédre qui serait, & la fois, dérivé du polyedre
P et dérivé du polyedre réciproque P’, et en appliquant le théoréme
du § 5.

Nous verrons plus loin, au § 10, que cette proposition peut étre
présentée sous une autre forme.

Dautre part, cela peut permettre, plus simplement qu’au § s, de
démontrer que les nombres de Betti réduits sont égaux aux nombres
de Betti proprement dits.

En effet la définition du polyédre P’ comporte un certain arbi-
traire : ses sommets 7 ne sont assujettis qu’a étre intérieurs aux cases
a} de P. Dans ces conditions, on peut ¢videmment choisir toujours le
polyedre P’ de facon qu’une ligne fermée guelcongue soit une com-
binaison des 5;.

§ Vil

Démonstration dw théorémne fondamental,

Soit N, le nombre des arétes de notre polyédre P, N, le nombre
des faces, N, celui des cases. Formons un tableau d’aprés les régles
suivantes.

Rend. Circ, Matemn., t. XIIL, parte 1°.—Stampato il 15 giugno 1899. 41
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Le tableau aura N, 4~ N, colonnes, N, dites de la 1% sorte et
N, dites de la 2%; il aura N, -~ N, lignes, N, de la 1** et N, de
la 2% sorte. Voici quels seront les éléments du tableau:

1° Pour I'#lément de la = ligne de la 1% sorte et la o™ co-
lonne de la 1% sorte, jécrirai 1, sl i =7, et o, si i 4 j.

2° Les é&léments appartenant 4 une ligne de la 24 sorte et i une
colonne de la 2% sorte, seront tous nuls.

3° L’élément de la #=°¢ colonne de la 1% sorte et de la jé=° ligne
de la 2% sorte, sera ¢, & étant le nombre qui nous fait connaitre
la relation entre la face a4} et Varéte aj,

4° L’élément de la ™ ligne de la 1% sorte et de la /*=* colonne
de la 2% sorte, sera ¢, cest-d-dire le nombre qui fait connaitre la
relation entre la case 4] et la face 4.

Notre tableau, s’il y a par exemple deux cases, quatre faces et

trois arétes, présentera un aspect tel que celuici:

(1) 0 0 0 I & ¢

e &€ & &£ 0 O

Je n’ai pas écrit les indices des nombres ¢ pour simplifier.

Voici maintenant les opérations que je regarde comme permises
sur ce tableau.

1° Ajouter une colonne 2 une autre de méme sorte, ou len
retrancher.

2° Ajouter une ligne 4 une autre de méme sorte, ou 'en retrancher.

3° Permuter deux colonnes de méme sorte, en changeant tous les
signes de Pune d’elles,
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4" Permuter deux lignes de méme sorte, en changeant tous les
signes de l'une d’elles.

Toutes ces transformations, pour lesquelles les éléments du tableau
restent entiers, s’appelleront les transformations arithmetiques du tableau.

On peut s’en servir pour simplifier la partie du tableau qui appar-
tient aux colonnes de la 1% sorte et aux lignes de la 2% sorte, et
celle qui appartient aux colonnes de la 28m¢ sorte et aux lignes de la
1% sorte.

Voici jusqu’ott 'on peut pousser la simplification, d’aprés des
théorémes bien connus d’arithmétique; quand la réduction sera terminée:

L’¢lément de la *™ colonne de la 1% sorte et de la jém¢ ligne
de la 29 sorte:

1° Sera nul, si i > j.

° Sera égal 4 un entier H;, qui pourra étre nul, si i = 7.

3° Sera encore nul, si i <Cj et si H, est premier avec H,

4° Enfin sera nul, si j > N,.

Il en sera de méme de élément de la s*™ ligne de la 1*sorte
et de la jé= colonne de la 2% sorte.

(&)

La réducton peut étre poussée encore plus loin, si 'on autorise
une cinqui¢me opération : multiplier tous les éléments d’une ligne ou
d’une colonne par un méme nombre entier ou non, différent de zéro.

Les transtormations correspondantes s’appelleront les transformations
algébriques du tableau.

On peut alors supposer que I'élément de la #*me colonne de la
1 sorte et de la j*™° ligne de la 2% sorte (de méme que I'élément
de la i ligne dela 1% sorte et de la j*™ colonne de la 2% sorte)
est nul, si 14 . Si i =7, il peut étre égal 4 0 ou 4 1. S’il en est
ainsi, je dirai que le tableau est réduit.

Aprés la cinquitme opération, les éléments qui appartiennent aux
lignes et aux colonnes de la 1 sorte pourront ne pas rester entiers;
de plus, le déterminant formé par ces lignes et ces colonnes pourra
ne pas rester ¢gal & 1, mais il restera différent de zéro.

Le tableau (1) est relatif aux faces du polyédre P er 4 leurs
relations avec les cases et les arétes. Nous pourrions en dresser un,
tout pareil, relatf aux arétes du polyédre P et A leurs relations avec
les faces et les sommets.
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Nous pourrions également envisager le polyédre P’, défini plus
haut, et construire deux tableaux reladfs I'un aux faces de P’, Pautre
ad ses arétes.

Comparons le tableau (1), relatif aux faces de P, avec le tableau
(%) relatif aux arétes de P’.

Il résulte de ce qui précéde, que ces deux tableaux peuvent sz
déduire 'un de autre en remplacant les lignes par les colonnes et
inversement.

Cela posé, envisageons le tableau (1), relatif aux faces de P, et
examinons comment on peut déduire de ce tableau le nombre de Betti
P, du polyedre P.

Comment, d’abord, pourra-t-on en déduire les congruences enire les
faces et les arétes?

Considérons une colonne quelconque de la 1% sorte; par exemple
la i#*=¢ colonne. Multiplions les ¢léments de cette colonne et de la kéme
ligne de la 1% sorte par a; et ajoutons; puis égalons 3 la somme
obtenue, en multpliant les élements de cette méme colonne et de la
ji= ligne de la 2% sorte par @;; nous obtiendrons la congruence

2 ___ 2 1
ﬂi = Zei,iai,

ce qui est bien une des congruences (3) du § II. Toutes les autres
congruences n’en sont que des combinaisons.
Comment pourra-t-on maintenant trowver les homologies enire les faces?
Pour cela, envisageons par exemple la i#™¢ colonne de la 2% sorte;
muldplions les éléments de la k*= ligne et de cette colonne par aj,
ajoutons et égalons 4 zéro; nous trouverons :

3 2
Zsikak e 0,

ce qui est bien une des homologies (5) du § II, dont toutes les
autres ne sont que des combinaisons.

Qu’adviendra-til, maintenant, si Pon applique @ notre tablean (1)
une transformation algébrique quelconque ?

Avant la transformation, chaque colonne de la 1% sorte correspond
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4 une face, chaque colonne de la 2% sorte 3 une case, chaque ligne
de la 1%* sorte 4 une face, chaque ligne de la 2% sorte i une aréte.

On obtient, comme nous 'avons vu, autant de congruences et
d’homologies que de colonnes, en muldpliant les éléments de chaque
ligne de la 1% sorte par la face correspondante, ceux de chaque ligne
de la 29 sorte par I'aréte correspondante, et ajoutant.

Supposons maintenant qu’on fasse la deuxiéme opératon, c’est--
dire qu'on transforme en ajoutant la ligne de la 1% sorte, qui corre-
spond & a4}, 4 celle de la 1% sorte, qui correspond 4 4;. Nous con-
venons de dire qu’a la nouvelle 2™ ligne (celle 4 laquelle on a ajouté
la ¢*=e ligrie) correspond toujours la variété a}; mais qu’d la nouvelle
= ligne (qui d’ailleurs n’a pas chang¢) correspond la variété a} —a;.

Si Pon fait la cinquiéme opération sur la k*= ligne de la 1% sorte,
en en muldpliant les éléments par une constante m, nous conviendrons

. cme 1¢ oo 1 .
de dire qu'a la nouvelle k*= ligne correspond la variété Wa: (notation

. . . I o
qui n’a qu’une valeur symbolique, 4 moins que —-- ne soit entier).

Quant & la quatriéme opération, ce n’est qu'une combinaison de
plusieurs opérations analogues 4 la deuxi¢me.

Nous avons ainsi défini la variété qui correspond 4 chacune des
lignes de la 1% sorte du tableau, aprés qu'on a appliqué 2 ces lignes
une combinaison quelconque des 28=¢, 4™ et sime opératons.

Nous définirions de méme les variétés qui correspondent aux dif-
férentes lignes de la 29 sorte, aprés qu’on aurait appliqué A ces lignes
une combinaison des 28m¢, 4¢me et géme opérations.

Grice 4 ces conventions, il suffira encore, pour obtenir les con-
gruences et les homologies, d’ajouter et d’égaler i zéro, aprés avoir
multipli¢ les éléments de chaque ligne par la variété correspondante,
et avoir changé le signe des produits ainsi obtenus, en ce qui concerne
les lignes de la 29 sorte.

Maintenant, si Pon applique aux colonnes du tableau les 1ve, 3ime
et 5™ opératons, on ne fera que combiner les congruences entre elles,
et les homologies entre elles; ou multiplier une congruence et une
homologie par un facteur constant.

D'ou le résultat suivant:



326 H. POINCARE.

Pour déduire les congruences du tablean transformé, voici ce qu’il
faut faire: muldplier chaque ligne de la 1% sorte pour la variété qui
lui correspond en vertu de la convention que nous venons de faire,
et ajouter; faire de méme pour les lignes de la 2% sorte; égaler les
deux résultats ainsi obtenus; on aura ainsi autant de congruences que
de colonnes de la 1 sorte; toutes les autres congruences possibles ne
seront que des combihaisons.

Pour déduire de ménme les homologies, il faut: multiplier chaque
ligne de la 1% sorte pour la variété correspondante, ajouter et égaler
4 zéro; on aura ainsi autant d’honiologies que de colonnes de la 2t
sorte; toutes les autres homologics possibles n’en seront que des com-
binaisons.

1l importe de renidrquer que les congruences et homologies ainsi
obtenues, pourront n’avoir qu’une valeur symbolique, parce que les
coeflicients pourront étre fractionnaires.

Et, en effer, d’une part les éléments du tableau transformé peuvent
ne plus étre enters; d’autre part, la variété qui correspond 4 une ligne
peut, comme je l'ai dit plus haut, n’avoir elleméme qu'une valeur
symbolique.

Mais comme les coefficients, entiers ou non, sont toujours com-
mensurables, il suffira de multiplier notre congruence ou notre ho-
mologie par un entier convenable, pour en déduire une congruence
ou une homologie 4 coefficients entiers, qui aura un sens pour elle-
niéme.

Supposons, maiitenant, qu'on ait réduit le tablean, comme je ai dit
plus haut.

Combien y aura-t-il d’homologies distinctes ?

Parmi nos N colonnes de la 2% sorte, il y en aura N, — N,
dont tous les él¢éments seront nuls, et N, dont un ¢lément sera égal
4 1 et tous les autres nuls. Les N, — N, premicres ne nous donneront
aucune homologie; chacune des N, autres nous en donnera une et ces
N, homologies seront évidem:ment toutes distinctes.

Il 'y a donc N, homologies distinctes.

Combien y a-t-il de congruences distinctes entre les faces et les
arétes ?

Il y en a évidemment N,, correspondant aux N, colonnes de la
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1% sorte, et ces congruences sont distinctes, parce que le déterminant
formé avec les lignes et les colonnes de la 1% sorte, n’est pas nul

Considérons maintenant dans notre tableau réduit les N, lignes
de la 2% sorte; parmi elles il y en aura N, — N, dont tous les éle-
ments sont nuls, et N,, dont un élément est égal 4 1 et tous les autres
nuls. Parmi nos N, congruences il y en aura donc N, qui contien-
dront une aréte, et N, — N, qui ne contiendront aucune aréte. Il y a
donc N, — N congruences enire les faces seulement, et ces congruences
sont toutes distinctes.

Il y aura donc enmire les faces seulement N, — N, — N, con-
gruences, qui resteront distinctes, si 'on ne regarde plus comme di-
stinctes celles que I'on peut déduire les unes des autres par le moyen
des homologies.

Le nombre de Betts relatif aux faces de P est donc :

N,—N,— N, 1.

Cherchons maintenant le nombre de Betti relatif aux arétes de P.

On le trouvera évidemment en opérant comme nous venons de
faire sur le tableau (1%¢), reladf aux arétes de P’.

Mais on passe d’un tableau 4 lautre, en remplacant les lignes par
les colonnes, et réciproquement. Les nombres qui joueront, par rapport
3 (1%), le méme réle que

Nz’ Nz’ Nz
jouent par rapport & (1), seront donc respectivement :
N,, N, N..
Donc le nombre de Bertti relatif aux arétes de P’ est encore:

N, — N, — N/ + 1.

Ainsi les nombres de Betti relatifs, Pun aux faces de P, lautre
aux arétes de P’, sont égaux.
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Or nous avons vu plus haut que les nombres de Betti relatifs
aux arétes de P et 4 celles de P’ sont égaux, de méme que les nom~
bres de Betti relatfs aux faces de P et 4 celles de P’.

Donc le nombre de Betti relatif aux faces de P est égal an nombre
de Betti relatif aux arétes de P.

Notre théoréme fondamental est donc démontré en ce qui con-
cerne le polyédre P, c’est-d-dire, en ce qui concerne les polyédres de
Pespace 4 quatre dimensions.

La démonstration pourrait, sans aucun doute, s’étendre & un po-
lyédre quelconque.

§ IX.

Remarques diverses.

Le théoréme fondamental est ainsi établi par une démonstration,
qui différe essentiellement de celle de la page 43 de VAnalysis situs.

Mais cela ne saurait pas nous suffire. Il faut nous efforcer de
retrouver les propositions intermédiaires, et, en particulier, celle-ci:

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse trouver
une variété ¥ telle que > N(V, ¥,)5%o0, cest que Pon n’ait pas Pho-
mologie D ¥, e o.

Considérons deux variétés, la premi¢re 7, i une dimension,
composée d’arétes de P’, la seconde 7, 4 deux dimensions, composée
de faces de P, de telle sorte qu’on aura:

V,=2ub, V,=2da,

Paréte b} étant celle qui correspond 4 la face 4}, d’aprés les conven-
tions du § 7.

L’aréte b} coupe la face 4}, et n’en coupe aucune autre, de telle
sorte que si nous reprenons la notation de Udnalysis situs, pag. 38,
nous aurons:

N(V:’ Vz) = Zdi“’i'

Nous supposerons dans ce qui va suivre, que les variétés 7 et
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V, sont fermées, ce qui s’exprime par les congruences :

® Sobmo, Sda=

Vérifions d’abord que 'on aura

2 &a, =0,

pourvu que P'on ait Pune des deux homologies (*):

(2) 2biev0, D aateso.

Si en effet nous avons, par exemple, la seconde homologie (2),
c’est qu'on aura:

“_ZZI'I’

j=1

{; éant un coefficient ne dépendant que de j.
Dun autre cété, la premitre des congruences (1) peut se déduire
de I'une des suivantes:

(3) b;

d’oti

I

Zbo ]1’
Zoc,.b‘f = ZZ“.b;E;,

En égalant 3 zéro le coefficient de b7, il vient successivement :

2 % € ZZ“ i =0 Zaiaizo, C.Q F.D.

On raisonnerait de méme si on avait la premiére homologie (2).

Je dis maintenant que si la seconde homologie (2) n’a pas lieu,
on peut choisir les «; de telle fagon que V| reste fermée et cependant
que > e, ne soit pas nul.

En effer, dire que la seconde homologie (2) n’a pas leu, Cest

(*) Cir. Analysis situs, pag. 42.
Rend, Circ, Matem.,, t. XIII, parte 1*,—Stampato il 19 giugno 1899. 42
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dire qu’'on ne peut pas trouver des nombres ; tels que Pon ait:

(4) “;' = Zcisj',;'

Dire que 7, reste fermée, c’est dire que les «; sont assujettis aux
conditions :

() Z“i 5,;',;' = o.

Or il est clair que si les «; ne satisfont pas 4 des égalités de la

forme (4), Péquation lindaire D «,«, = o sera distincte des équations
(5); on pourra donc toujours trouver des nombres «;, qui satisfassent
aux équations (5) sans satisfaire & D e, == o.

Remarquons d’ailleurs que nous n’avons pas restreint la généralité
en supposant que nos variétés Vet V, étaient des combinaisons des
b; et des a}, quelle que soit la variété 7, dont la subdivision forme
les polyedres P et P’. Quelles que soient les variétés ¥ et 7, nous
pouvons toujours subdiviser ¥, de mani¢re i former deux polyedres
réciproques P et P’ tels que ¥V soit une combinaison des arétes du
second, et ¥, une combinaison des faces du premier.

Il faudrait voir comment le tableau (1) du § 8 et les tableaux
analogues, peuvent nous permettre de déterminer les nombres de Betti,
tels que Betri les définit lui-méme, et non plus les nombres de Betti
définis de la seconde maniere, Cest-d-dire ceux que nous avons consi-
dérés jusqu’d présent.

Considérons, par exemple, un tableau analogue au tableau (1),
mais relatif aux arltes du polyédre P et & leurs relations avec les faces
et les sommets. Considérons, en particulier, les colonnes de la 2%
sorte et les signes de la 1% sorte, ol figurent les nombres ¢ . Soit
T le tableau partiel ainsi obtenu. A l'aide de ce tableau on pourra
former les congruences

2 2 1
a; = Z si:i ﬂj 5
d’ou l'on déduit les homologies
2 I
(6) Zsi,j a; e 0.

Alors pour reconnaitre si plusieurs lignes fermées, formées de
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combinaisons dcs arétes a; sont distinctes au sens de la 1% définition,
Cest-d-dire, au sens de Betii, il faut savoir si elles sont liées par une
homologie obtenue en combinant les homologies (6) par addition,
soustraction ou multiplication, mais sans division.

Supposons qu’on ait appliqué 4 notre tableau une série de ces
transformations, que j’ai appelées arithmétiques au § 8.

Soit L} le nombre qui, dans le tableau transformé¢, figure dans
la jeme ligne de la 1% sorte et la #*™ colonne de la 2 sorte. Soit ¢;
la variété qui correspond 4 la jme ligne de la 1®™ sorte de notre tableau
transformé en vertu des conventions du § 8. D’aprés ce que nous
avons vu dans ce § 8, cette variété n’est qu'une combinaison des arétes
a;. Nous aurons alors les homologies

(64%) 2 8 .cieo0.

Ces homologies ne sont que des combinaisons des homologiss (6),
que Pon peut obtenir sans division, et réciproquement on peut tirer
des homologies (6) des homologies (6%¢) sans division, C’est 13 une
conséquence du caractére arithmétique des transformations.

On peut donc, quand on veut s’assurer si deux lignes fermées
sont distinctes au sens de Betti, se servir des homologies (6%) au
lieu des homologies (6).

Nous pouvons supposer qu’on s’est servi des transformations arith-
métiques pour réduire le tableau, comme je Pai expliqué au § 8, et
par conséquent que £} est nul: 1° si i > j; 2°si j > N,

Le tableau réduit aux colonnes de la 2% sorte et aux lignes de
la 1%¥° sorte prendra, par exemple, la forme suivante:

a (o} o} (o) (¢)
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J’ai supposé 6 lignes et § colonnes; j’ai supposé¢ que l'un des
nombres C‘?}‘. est ¢gal 4 zéro, de fagon qu’une des colonnes du tableau
transformé soit entiérement composée de zéros. J’ajoute que si d était
¢gal 4 1, les nombres b, k, I, qui figurent 4 la méme ligne, seraient nuls.

Cela posé, si d n’est pas égal 4 1, les deux définitions des nom-
bres de Betti ne coincident pas, parce que 'on a 'homologie d¢,~ o,
d’olt Pon ne pourrait déduire ’homologie ¢, ~ 0 que par division. Si
d=1, on a h==k=I=o0, et si ¢ n'est pas égal & 1, on aura Iho-
mologie ¢¢; = 0, et les deux définitions ne concorderont pas; et ainsi
de suite.

En résumé, pour que les deux définitions concordent, il faut et il
suffit que le produit abcd soit égal & 1.

Pour interpréter ce résultat, revenons au tableau non transformé.
Le produit abcd sera le plus grand commun diviseur de tous les dé-
terminants obtenus en supprimant N, — N, lignes dans le tableau T,
pourvu que ces déterminants ne soient pas tous nuls (auquel cas il n’y
_aurait pas dans le tableau transformé de colonne exclusivement com-
‘posée de zéros). Si les déterminants sont tous nuls, on en formera
d’autres en supprimant dans le tableau T une colonne et N,— N, 41
lignes; le produit abcd sera le plus grand commun diviseur de tous
ces déterminants, s’ils ne sont pas tous nuls; et ainsi de suite.

Nous arrivons ainsi 4 la régle suivante.

Soit A, le plus grand commun diviseur des déterminants obtenus
en partant du tableau T et y supprimant p lignes et N, — N, -} p
colonnes. La condition nécessaire et suffisante pour que les deux défi-
nitions des nombres de Betti coincident, c’est que le premier des A,
qui ne s’annule pas, soit égal 4 1 (le plus grand commun diviseur de
plusieurs nombres égaux 4 zéro étant zéro par définition).

Supposons que la variétd V., = D «.b!, considérée au débur de
ce paragraphe, ne peut pas étre frontitre d’une variété A deux dimen-
sions, mais satisfait 4 Phomologie 7, s 0. En d’autres termes, I’ho-
mologie 7 > 0 peut se déduire des homologies (6) par division, mais

non pas sans division. Dans ce cas, on aura néanmoins :

N(Vl’-Vz):Zaia;z 0.
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§ X

Démonstration arithmétique de Uun
des théorémes du § Vil

Voici une maniére de former les homologies qui pourra étre utle
A connaitre.

Soit b} un sommet du polyédre P’, situé i lintérieur d’une case
a} du polyédre P. Soit, d’autre part, 4; un sommet de P, appartenant
4 la case a}. Joignons 5] 4 4 par une ligne que jappelleral simple-
ment b; a;.

Soit maintenant b; une aréte de P’, dont les deux .extrémités
sont 7 et b;, de telle sorte que I'une des congruences (3) (cfr. § 2)
relatves 4 P’ soit:

b= — b3

Soit, d’autre part, 4} la face de P qui correspond A Paréte b} de
P’ et a; un des sommets de 47; nous aurons I’homologie :

(1) b e a3 b} — ay bl

Soit a; une aréte de P, dont les deux extrémités sont 4 et 43,
de sorte que I'une des congruences (3) relatives & P soit:

1 0 o
ai‘=a’- — G4

Soit 4} l'une des cases de P auxquelles appartient aj, et by le
sommet correspondant de P’; on aura ’homologie :

I o O o 0
(2) a; « by a; — by a;.
Je dis maintenant que toutes les homologies entre les a} peuvent

se déduire des homologies: (2).
En effet, soit 4} une face quelconque de P, et soit:

2 __ 2 I
a, = Zsi’jai
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la congruence de la forme (3) qui lui correspond; on en déduit Vho-
mologie :

(3) ZE?’]- d;- o 0’

et nous avons vu au § 6 que toutes les homologies entre les arétes de
P sont des combinaisons de celles qu'on obtent de la sorte.
Soit alors a; l'une des arétes de P qui figurent dans homologie

(3), et soit:
I —. 0 [+
a} =4 — 4.
Soit d’ailleurs o} I'une des cases dont fait parte a;. Nous aurons
I’homologie :

bi 1 Qo L0 o L0
(2b) a; e~ bia, — bl a).

Si nous additionnons les homologies (2%¢) qui sont de la forme
(2), aprés les avoir muldpliées par ¢};, tous les termes du second
membre disparaitront en vertu des relatdons (5) du § 2; on retrou-
verait donc I’homologie (3). C. Q. F. D.

On démontrerait de méme que toutes les homologies entre les b;
peuvent se déduire des homologies (1).

Nous avons vu plus haut, au § 7, que sil’on a une congruence:

| Qe
Zdi =0,
on peut trouver une autre congruence entre les arétes de P’:
| Q—
Zb’ =20,
et de telle fagon qu’on ait ’homologie :

@ a2 0

Je dis maintenant que cette homologie (4) peut étre déduite des
homologies (1) et (2).
Découpons, en effet, le premier membre de notre congruence

D 4l =0 en un cermin nombre de groupes, de telle fagon que les
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arétes d’'un méme groupe appartiennent & une méme case aj. Soit

Zal‘. Pun de ces groupes; nous aurons la congruence :

(s) 24 =ua, —a;,

a,, et a; étant les deux extrémités de la ligne formée par ensemble
des arétes de ce groupe. Je suppose que toutes ces arétes appartien-
nent 3 la case a}. Soit

| o 0
ﬂi =aq,—aq
Pune de ces arétes; nous aurons I’homologie :
X ee— }LO 4,0 o 0O
(2r) a; =bya; — braj,

et en ajoutant toutes ces homologies, on trouverait :

(6) 2.a; o bal, — ha.

Ajoutons d’une part toutes les homologies (6), d’autre part toutes
les congruences (), qui correspondent aux différents groupes. L’addi-

tion des congruences (5) doit nous donner la congruence D a! ==o;
il s’en suit que si un sommet 4 figure dans une des congruences (5)
avec le signe -, il devra figurer dans une autre avec le signe —.
L’addidon des homologies (6) nous donnera donc:

) D ale D (bl — bad).

En écrivant cette relation je suppose que a° figure dans deux
des congruences (5), une fois avec le signe -+ dans la congruence qui
correspond 4 la case a4}, et une fois avec le signe — dans la con-
gruence qui correspond 4 la case a.

Observons maintenant que 49 et b sont deux sommets de P,
et que ces deux sommets appartiennent 'un et lautre 3 la case b’

m*

On peut alors trouver une ligne formée d’arétes de P’, appartenant

4 cette case b}, et allant de by & b7. Soit > b cette ligne; on aura

m?2

(%) 2h=0—1
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De méme que de la congruence (5) des homologies (2t*r), qui
sont de la forme (2), nous avons déduit I’homologie (6); de méme
de la congruence (5%*) et d’homologies de la forme (1), nous pourrons
déduire ’homologie :

(6°%) Dbt es al by — al b,

A chaque terme du second membre de (7) correspond une homo-

logie (6%). En les additionnant, on trouvera:

(7°) 2.2 b D (g by — aby),

d’ou:
© o+ 3 Sk o0,

homologie de la forme (4), qui se déduit, comme on le wvoit, des
homologies (1) et (2). C. Q. F. D.

On peut se demander pourquoi jai jugé nécessaire de revenir sur
un théoréme déja démontré au § 7. On le comprendra si on se rend
compte de la nature géométrique, pour ainsi dire, de la démonstration
du § 7. La présente démonstraton a, au contraire, un caractére arith-
métique; elle n’invoque que des propriétés des schémas définis au
§ 2, et des tableaux construits au § 8; et elle conserverait sa valeur
alors méme qud ces schémas et 4 ces tableaux ne correspondrait aucun
polyédre.

Qu’avons-nous supposé en effet? Clest que si «f, a?, af sont
les nombres des sommets, des arétes et des faces appartenant 4 une
méme case, et si B2, B2, B2 sont les nombres des cases, des faces et
des arétes auxquelles appartient un méme sommet, on a:

ot =B — B =2,

et en outre que deux sommets quelconques a4} et a; sont liés par
Phomologte :

o o
(9) a; & 4

Or on peut reconnaitre si un sommet appartient 4 une face, par
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exemple, en appliquant au tableau du § 8 des régles purement arith-
métiques, et on peut de la méme mani¢re reconnaitre si une homo-
logie telle que (9) a lieu.

§ XL
Possibilité de la subdivision.

Tout ce qui précéde suppose qu’une variété quelconque peut étre
subdivisée en variétés simplement connexes, de manitre & former un
polyedre P, & p dimensions, pour lequel les variétés af, a?™, ..., 2, a;,
4 sont toutes simplement connexes. Par exemple, toute variété 3 trois
dimensions pourra &tre subdivisée en cases simplement connexes, sé-
parées les unes des autres par des faces simplement connexes.

Cest cela qu'il nous reste 4 démontrer, et c’est cette démonstration
que je vais donner. Je précise davantage: je vais montrer que toute
‘variété 4 p dimensions peut étre subdivisée de fagon 4 former un po-
lyédre P, dont toutes les variétés af, a?™, ..., 4}, a}, a sont des
tétraédres généralises.

Je supposerai que le théoréme’a été démontré pour une variété
4 p — 1 dimensions, et je me propose de I'étendre 4 une variété i P
dimensions.

Nous présenterons la définition de notre variété sous la forme
suivante, qui comprendra les deux définitions données dans I'Ana-
lysis situs.

Nous aurons les équations et les inégalités

xi=ei(}':’yz""’yq)’ (i=12,...,8)

(1) fk(yx’yz""’yq)=o’ (k=I:2’---,q—P)
?h(yx’ yz’ ""yq)>o'

Ces ¢équations et ces inégalités définiront une variété v qui sera
limitée et, en général, non fermée; on aura différents systémes ana-
logues d’¢quations et d’inégalités, définissant autant de variétés partielles
que jappellerai v, v,, ..., v,.

Rend, Circ, Matem., t. XIII, parte 1%, —Stampato il 19 giugno 1399. 43



S H. POINCARE.

wa
wa

Deux de ces variétés seront dites contigiies, si elles ont une partie
commune, et je puis supposer que 'on peut passer d’un point quel-
conque de l'une de ces variétés 4 un point quelconque d’une autre
quelconque d’entre elles, sans sortir de Pensemble de ces variétés. Cet
ensemble constituera la variété que jappellerai 7, et qu’il sagissait de
définir.

Je supposerai que cette variété 7 est bilatdre.

Clest évidemment 1d la fagon la plus générale possible de définir
une variété.

Considérons la variété partielle v,, définie par les équations (1).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on pourra satisfaire
aux équations

fk=0>

en faisant

J’,-='~P,-((.a K22 *oe) (p):

les ¢ éant des fonctions holomorphes des z; mais les séries § pourront
ne pas converger pour tous les points de la variété o,
Les conditions de convergence seront certaines inégalités :

wk((l’ zz! LRI (P)>O.
Quand on remplacera les y en fonctions des z, les relations :

x =0, ¢, >0

deviendront ;

% =05 %> > zp)
?'k({x’ Z.z’ AR | Z.p)> 0.
Alors Pensemble des relations

(1%%) x =9, ¢, >0, n, >0

définira une certaine variéte ), de telle fagon que Pensemble des va-
rictés analogues 4 v, reproduira la variét¢ v,
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Nous sommes ainsi ramenés 3 la seconde définition de I'Ana-
lysis situs.

Cela posé, soit v7 une autre variété v, satisfaisant aux conditions
suivantes : elle sera tout entiére contenue dans v,; elle comprendra
tous les points de v, qui ne lui sont pas communs avec une des va-
riétés contgiies; par conséquent la frontiére compléte de v) sera tout
entiére dans la partie commune 4 v, et aux variétés contigiies.

A chacune des variétés

Uiy Vyy anns

dont Pensemble constitue 7, correspondra ainsi une variété

’”

”
N R

satisfaisant aux conditions que je viens d’énoncer; et il est clair qu'on
peut s’arranger de telle fagon que tout point de 7 appdrtienne 4 P'une
des variétés v”, et 4 une seule, 4 moins qu’il ne soit sur la frontiére
de T'une des variétés v”, aujuel cas il devra appartenir, en outre, 4 la
frontiére au moins d’une autre variété v,

La variété 7, ainsi subdivisée en variétés v/, constitue un polyedre
P, au sens donné¢ 4 ce mot au § 2. Mais ce polyédre ne convient pas
encore 4 la question, car nous ne pouvons savoir si les variétés v’
sont des tétraddres généralisés, ou méme sont simplement connexes.

Considérons la variété v, et soit:

5,=0, 1,=0, ..., (P-_—:O
un point intérienr & celte vari¢lé; considérons la variété 4 une dimension:

o=t 3, =0l ..., {szlpt,
ol les « sont des constantes, et ol nous ferons varier ¢ depuis o
jusqud -}~ 0. Clest ce que jappellerai un rayon vecteur.
Chaque rayon vecteur rencontrera la frontiére compléte de v en
un nombre impair de points; en effet, quand on suivra ce rayon, en
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faisant varier ¢ de 0 4 - oo, on sortira de la variété v7; on pourra
y rentrer ensuite et en sortr plusieurs fois, mais on finira toujours
par en sortir pour n’y plus rentrer.

Il pourra se faire qu'un rayon vecteur rencontre la frontiére de
v, en deux points confondus. Les rayons vecteurs qui satsfont & cette
condition s’appelleront les rayons remarquables.

L’ensemble des rayons remarquables formera une ou plusieurs
variétés 4 p — 1 dimensions, que jappellerai les cdnes remarquables.

Les intersections des cénes remarquables avec la frontitre de o]
formeront une ou plusieurs variétés 4 p — 2 dimensions, que j’appel-
lerai U, et ces variétés U partageront la frontire de v, en régions
que j’appellerai R.

Une région R ne peut étre rencontrée par un rayen vecteur en
plus d’un point; mais d’aprés ce que nous venons de voir, il peut se
présenter deux cas: quand on suit ce rayon vecteur, en faisant croitre
1 de 0 4 o0, on peut, au moment ol on rencontre R, sortir de v} ou
y rentrer. Si le premier cas, par exemple, sz présente pour un des
vecteurs qui rencontrent R, il se présentera pour tous les vecteurs qui
rencontrent R.

D’ou la distinction des régions R en régions de la 1% sorte, que
les rayons vecteurs rencontrent en sortant de v), et en régions de la
29 sorte, que les rayons vecteurs rencontrent en rentrant dans v).

Les régions R étant des variétés 4 p — 1 dimensions pourront,
d’aprés 'hypothése faite au début, étre subdivisées en tétraédres gé-
néralisés.

Supposons, pour fixer les idées, qu’un rayon vecteur rencontre
trois fois la frontitre de v/, quil rencontre successivement les régions
R, R,, R; R et R, seront de la 1% sorte, R, sera de la 2% sorte.

Subdivisons R, et R en tétraédres généralisés 4 p— 1 dimensions.

Si T, est une des subdivisions de R,, menons tous les rayons
vecteurs qui passent par les différents points de T, et conservons la
partie de ces rayons vecteurs qui est comprise entre le point z,=o0
et le rayon R, (parte qui est intérieure & v)); 'ensemble de ces vecteurs
formera un tétraédre généralisé 4 p dimensions, ayant pour sommet
le point 7, = o, et pour base le tétra¢dre généralisé 4 p — 1 dimen-
sions T,.



COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS. 341

Soit maintenant T une des subdivisions de R,; menons encore
tous les rayons vecteurs qui passent par les différents points de T, et
conservons la partie de ces rayons vectsurs qui est comprise entre R,
e R, (partie qui est intérieure & 7). Cet ensemble forme une variété
a p — 1 dimensions que l'on pourrait appeler un tronc de tétraédre
généralisé, dont les deux bases sont T, et un tétraddre généralisé 2
p — 1 dimensions, que jappellerai T, et qui fera parde de R,. Cest,
en d’autres termes, la différence de deux tétraddres généralisés, ayant
pour sommet commun le point z;==o0 et pour bases 'un T,
Pautre T,.

Ce tronc de tétraddre généralisé pourra 4 son tour étre partagé
en p tétraddres généralisés, de méme que dans le théoréme classique,
le tronc de pyramide triangulaire se partage en trois pyramides trian-
gulaires.

Finalement v] sera partagé en tétraédres généralisés.

Une difficulté subsiste cependant; on peut subdiviser comme v/ les
autres variétés analogues v;, v;, ...; considérons la subdivision de v;
en tétraddres généralisés T et celle de v] en tétraddres généralisés T,.
La frontére commune de v] et v, se trouvera subdivisée d’une part
en tétracdres généralisés 3 p — 1 dimensions 7, qui seront les faces
des T,, et d’autres part en tétraédres généralisés & p — 1 dimensions
©,, qui seront les faces des T,; mais il w’est pas dvident que ces deux
subdivisions coincident.

Considérons alors la partie commune 4 P'un des 7, et & Pun des
7,; je pourrai, d’aprés hypothese faite au début, la subdiviser en té-
traédres généralisés 4 p— 1 dimensions 6. Ainsi chacun des tétrae¢dres
7, et chacun des tétraédres =, sera subdivis¢ en tétradres 6.

Soit maintenant v, une des variétés 4 ¢ dimensions appartenant 2
=, (femploie ici le mot appartenir dans le méme sens que quand je
dis que les faces, les arétes et les sommets d’un tétraédre ordinaire
appartiennent 4 ce’tétraddre, ou quand je disais au § 2 que les varictés
a! appartenaient au polyedre P). Soit de méme 7, une des variétés 3
g dimensions appartenant i 7,. Ces deux variétés =, et =, seront des
térracdres généralisés, puisque d’aprés la définition du tétraédre géné-
ralisé, toute variété qui appartient & un tétraddre généralisé, est elle-méme
un tétraédre généralisé. Alors =, et =, se trouveront subdivisés en té-

i 2
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traddres généralisés 4 ¢ dimensions e, qui appariiendront aux tétratdres
4 p — 1 dimensions .

Cela 4 la rigueur pourrait nous suffire; nos variétés v7, etc., se-
raient partagées en tétraédres généralisés 4 p dimensions 77, leurs fron-
tiéres en tétraédres 4 p — 1 dimensions T?7', etc.; seulement ces té-
traédres T?7" ne seraient pas ceux qui appartiennent aux tétraédres 17,
cela en seraient seulement des subdivisions.

Mais nous pouvons aller plus loin.

Considérons P'un des tétraédres 4 p dimensions T? dans lequel v/
est subdivisé. Je rappelle qu'on les a obtenus en subdivisant les troncs
de tétra¢dres généralisés, dont il a ét¢ quesdon plus haut. Par consé-
quent 17 a tous ses sommets sur la frontére de v (il y aurait exception
pour les tétraédres dont un sommet est au point 7, == 0, mais pour
ceux-A il n’y a pas de difficulté).

Supposons, par exemple, que les points communs 3 T? et 4 la
région que j’ai appelée plus haut R, forment un tétraédre généralist
4 ¢ dimensions T appartenant 4 T?, et que les points communs 3 T?
et 4 la région R, forment un tétraédre 4 p — g— 1 dimensions T7~47,
appartenant & T2,

Les tétraédres T? et T?7?~' sont analogues aux tétratdres =,
traités plus haug ils peuvent donc étre subdivisés en tétraédres ana-
logues 4 ceux que j’ai appelés ¢’; soient S7, S7..., les tétraédres ana-
logues 4 ¢’, qui sont des subdivisions de T% soient SP—#%, S~ ...
les tétraédres analogues 4 ¢° qui sont des subdivisions de T?~7*. Je
dis qu’on peut subdiviser T4 en tétraédres 4 p dimensions de telle fagon
que les variétés 7, 7, ..., §P77', SP=4~' . . appartiennent 3 T

Pour le démontrer je suppose d’abord que T? soit un tétraldre
rectiligne (cfr. § 2 in fine). On sait qu’un tétraédre rectiligne est entié-
rement défini quand on connait ses p -1 sommets. Alors T? est le
tétraédre rectiligne qui a pour sommets ceux de T? et de T+~

Supposons que T? se décompose en g tétragdres partels:

S, 8,..., 8

'R
g

et TP=1=" en p tétraédres partels :

S, S L S
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On vérifiera alors que T? se décompose en gh tétraddres partiels
qui sont ceux dont les sommets sont ceux de

Stoet ST (Gi=1,2,..., 5 k=1,2..., b

Si le tétraedre T? n’est pas rectiligne, le résultat subsiste puisque
un tétraédre quelconque est homéomorphe 4 un tétraddre rectiligne.

Ainsi notre variété est décomposée en tétratdres 4 p dimensions
de fagon 4 former un polyddre tel que toute variété appartenant i ce
polyédre, appartient 4 'un de ces tétraddres.

On est ainsi débarrassé des derniers doutes qui pouvaient subsister
au sujet de la possibilit¢ de subdiviser une variété V' de facon 4 former
un polyédre P, pour lequsl tous les @ soient simplement connexes.

Paris, mars 1899.

H. PoiNcart,





