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COMPLI~MENT 2k L'ANALYSIS SITUS; 

Par M. H. P o i n o a r f i ,  ~t Paris. 

A d u n a n z a  del  26 m a t z o  x899. 

St. 

In t roduc t ions .  

Dans le Journal de l'l~cole Polytechnique (volume du centenaire 
de la fondation de l'l~cole, 1894) j'ai publifi un m~moire intituI6 Ana- 
lysis situs, o~a j'&udie les vari&6s de l'espace :i plus de trois dimen- 
sions et les propri&6s des nombres de B e t t i .  C'est ~l ce m~moire que 
se rapporteront les renvois que je serai amen6 .~ faire fr6quemment 
dans la suite, en mentionnant seulement le titre Analysis situs. 

Dans ce m6moire se trouve 6nonc6 le tMor~me suivant: Pour 
route varigtd fermge, les nombres de B etti  ggalement distants des extrd- 
rues, $ont ggaux. 

Le m~me tMor~me a &6 6nonc6 par M. P i c a r d  dans sa 
Thdorie des fonctions algdbriques de deux variables. 

M. H e e g a a r d vient de revenir sur ce m~me probl6me dans un 
travail tr6s remarquable, publi+ en langue danoise, sous le titre cc For- 
studier til en topologisk teori for de algebraiske Sammenhgtng ~ (Copen- 
hague, det Nordiske Forlag Ernst Bojesen, 1898 ). D'apr6s lui, le th6o- 
r6me en question est inexact et les d~monstrations sont sans valeur. 
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Avant d'examiner les objections de M. H e e g a a r d, il convient 
de faire une distinction. I1 y a deux mani~res de d~finir les nombres 

de B e t t i .  
Consid&ons une vari&6 V que je supposerai, par exemple, ferm6e; 

soient G ,  v , ,  . . .  , v ,  r~ vari6t6s .4 p dimensions, s partie de 

/1". Je suppose qu'on ne puisse pas trouver d e v a r i & 6  .4 p-Jr- i di- 

mensions, faisant partie de V et dont v , ,  G ,  " -  , v, constituent la 
fronti~re compRte; mais que, si on leur adjoin.t une (n-a t- I) ~m~ vari&6 
.4 p dimensions, que j'appellerai v,+ x et qui fera partie de V, on puisse 
trouver une vari6t6 ~. p -Jr- i dimensions, faisant partie de /1, dont 
v~, v~, . . .  , v ,  v+~ constituent la fronti~re complete et cela de quelque 
mani&e que I'on ait choisi Ia (n- t- I )  ~m~ varidtd v+ , .  Darts ce cas, on 
dit que le nombre de B e t ti  est 6gal .4 n-~- I pour les vari6t6s .4 p 

dimensions. 
C'est la d6finition adopt6e par B e t t i .  
Mais on peut donner une seconde d6finltion. 
Supposons que l'on puisse trouver dans V u.ne vari6t6 .4 p + x 

dimensions, dont v , ,  G ,  " . .  , v constituent la fronti~re comp!~te; 

j'exprimerai ce fa k par la relation suivante: 

v, + + v. ,- ,  o, 

que j'appellerai une bomologie. 
II pourra se faire que sur la fronti6re compRte de notre vari&6 

~t p -l- I dimensions, une m~me vari6tfi v, se retrouve plusieurs lois; 
dans ce cas, eUe figurera dans le premier membre de l 'homolo~e avec 

un coefficient, qui devra 4tre un nombre entier. 
D'apr~s cette d~finition, on peut additionner les homologies, les 

soustraire les unes des autres, les multiplier par un nombre entier. 
Nous conviendrous 6galement qu'il est permis de diviser une homo- 

lo~e par un nombre entier, quand tous les coefficients sont divisibles 

par cet entier. Par cons6quent, s'il y a une vari6t6 .4 p 2 r- I dimensions, 

dont la fronti6re compRte sera constitu6e par 4 lois la vari&6 G ,  
nous conviendrons qu'on peut 6crire non seulement l 'homologie: 

4W~ ~ O~ 
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mais encore l'homologie: 

v ~-~ O; 

de sorte que cette homologie signifie qu'il y a des vari&~s ,~ p - t -  I 
dimensions, qui admettent pour frontiere complete la vari&+ v, ou un 

certain nombre de lois cette vari&& 

L'homologie 

2 v ,  -t-" 3% " o 

signifie qu'il y a des vari&& ~t p - ~ - I  dimensions, qui ont pour 
frontiere complete 2 fols v, et 3 lois %, ou 4 fois v, et 6 fois v=, 
ou 6 lois v, et 9 lois %, etc. 

Telles sont les conventions que j'ai adopt&s darts l'Analysis 
situs, page 19. 

Je dirai que plusieurs vari&& sont ind~pendantes, si elles ne sont 
pas li&s par aucune homologie k coefficients entiers. 

Si alors il y a n vari&~s ind~pendantes k p dimensions, le nombre 

de Be t t i ,  d'apres la seconde d~finition, est &gal k n - I -  I. 
Cette seconde d~finition, qui est celle que j'ai adoptfie dans 

l'Analysis situs, ne concorde pas avec la premiere. 
Le th~oreme ~nonc~ plus haut, et critiqu~ par M. H e e g a a r d ,  

est vrai pour les nombres de B e t t i ,  d6finis de la seconde maniere, 
et faux pour les nombres de Be t t i ,  d~finis de la premiere maniere. 

C'est ce que prouve l'ex.emple cit~ par M. H e e g a a r d ,  page 86. 

Si l'on adopte la premiX.re d~finkion, on a :  

et par consequent 
~ 2 ~  P2~I 

P= < P,. 

Si l'on adopte, au contraire, la seconde d~finition, on trouve : 

et par consequent 
PI _---z_ I~ e2 = i~ 

P ---. P~, 

t i t r au th~or[mr enonce, 
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C'est ce que prouvait 6galement un exemple que j'ai cit6, moi- 

m4me, dans l'dnalysis situs. C'est le 3 ~=~ exemple, page 5 r. Mais en 

renvoyant  ~t cet exemple et ~t cette page de l'dnalysis situs, je dois 

signaler une faute d'impression, qui pourrai t  g4ner le lecteu-r (*). 

Au lien de 

il faut lire 

au lieu de 

il faut lire 

ABB'A"  ~ DD'C'  C, 

ABB'A"  -~- C'CDD'; 

r J  P A B ~  B ' D ' ~  C.71, 

.,'IB~___ B ' D ' ~  C'C. 

Nous  avorls forme (page 64) les &luivalences fondamentales,  qui 

s ecnvent  de la fa~on suivante" 

2 C ~ 2 C ~ 2 C - ~ - o ,  4 C ,  ~ o; 

nous pouvons en d&duire Ies h o m o l o ~ e s :  

4 C, ~ 4C= ,'--, 4C~ , ~  o. 

Comme;  d'apres notre  convention,  on  pe.ut diviser ces homologies 

par 4, nous arrivons au systeme suivant d 'homologies fondamenmles:  

C, ~ C, ,-.., C --, o. 

Si alors P et P sont Iesnombres  de B e t t i ,  dgfinis de Ia seconde 
manidre, on trouve 

P, - -  P== r. 

(*) Je profite de l'occasion pour signaler un autre erratum de l'dnalysis situs. 
Au bas de la page xo2, iI leaut lire: cc o u plus pr~cis~mentles deux v~+~, auxquelles 
vq apparriendra, appartiendront aux m6mes vq+~, aux m~mes vq.+_~,..., aux m~rnes 
vp ; de telle faqon que la suppression de vq et. l'annexion mutuelle des deux v~+z, 
ne changera rien aux v~+ 2, aux vq+~, . . .  , aux vpz. 
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Mais l'~galit~ entre les hombres Px et P_, ne subsisterak pas si on 
avait adopt8 la premiere d~finition, qui est celle de B e t t i; nous aurions 
toujours _P, ~ I, mais nous n'aurions plus P ~ i. 

En effet, il n 'y a pas de vari&~ ~ deux dimensions qui ait pour 
fronti6re compl6te la ligne ferrule C, ,  sans quoi nous aurions l'~qui- 
valence C, ~ -  o. 

Ce qui est vrai seulement, c'est qu'il y a une vari~t~ ~ deu.x 
dimensions, admettant pour fronti6re 4 lois la ligne C,. Donc P, 
n'est pas 8gal ~1 I. 

Revenons au th~or~me d'apr6s L~quel les hombres de B e t t i, ~ga- 
lement distants des extr6mes, sont ~gaux. 

La d~monstration que j'en ai donn~e dans l'Analysis situs, semble 
s'appliquer ~galement bien aux deux d'finkions des nombres de B e t t i; 
elle dolt donc avoir un point faible, puisque les exemples qui pr&6dent, 
montrent  suffisamment que le th~or6me n'est pas vrai pour la pre- 
mi6re d~finition. 

M. H e e g a a r d  s'en est bien rendu compte; mais je ne crois pas 
que sa premi6re objection soit fond~e. 

Apr6s avoir cit8 la faqon dont je d~finis les vari~tSs V ,  V~, . . . ,  f r  
(Analysis situs, page 43), par les ~quations a ~ - - o ,  F~'--" o, il ajoute 
(page 70) ~, Enbver af  Mangfoldighederne V skulde altsaa kunne vcere 
den fu.Istaendige 5koering mellem p Mangfoldigbeder af  b ~ I Dimen- 
sioner i U ~. Cela n'est pas exact, car, outre rues +galit6s, j'ai un 
certain nombre d'in6galit6s, que j'ai introduites au d~but du m~moire 
et que j'ai n~glig~ d'6crire de nouveau dans la suite; rues vari+t6s ne 
sont donc pas des intersections comp16tes. 

La seconde objection est, au contraire, fond~e. (( Naar omvendt, d~t 

M. H e e g a a r d, Homologien ~" V~ ,.-, o ikke finder 5ted, saa i U' ka~ 
l'egges en lukket Kurve V', saa at 

X N(V', V,) o 

men deter ikke sikkert, at denne Kurve kan udskceres af  nogen Mang- 
foldigbed V ' , .  C'est l'~, en effet, le v~ritable point faible de la d6- 
monstration. 

R~nd. Circ. 3fat~m.~ t. XIII, parte z~,--Stampato il ~3 ~u~o I899. 37 
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ILl est done ntcessaire de revenir sur la question, et c'est l'objet 
du prtsent  travail. 

Souvent, pour simplifier les d~monstrations, j'ai envisag6 seulo- 
ment le cas des vari&ts ferm~es ~t 3 dimensions, contenues duns l'espace 
~t 4 dimensions. On  pourrait facilement les 6tendre au cas gtn~ral, 

J'envisage, donc, dans la suite, une vari&6 F" fermte, mais pour 
caletder ses nombres de B e t t i ,  je la suppose diviste en vari&~s plus 
petitesi de faqon ~t former un poly~dre, au sens donut  ~ r mot  ~t 
la page ~oo de l'.dnalysis situs. 

w II. 

8 e h 6 m a  d ' u n  l~olv~dre~ 

Consid~rons, donc, comme ~t la page x oo de l'Analysis situs, un 
poly~dre ~t p dimensions, c'est-~t-dire une vari&~ V ~ p .dimensions, 
divis~e en vari&~s re ;  les fronti~res des vp seront les re_, ~ celles des 
v~_, seront les %_~, . . . ,  celles des v, (ar&es) seront les % (sommets).  

J'appeUerai ~i le nombre des v e 
Soient a~, a~,, , , ,  , agtq les diff~rentes vr  
Soit a~ une des ~r v~ et a~- * une des vari&~s vq_~, qui 

lui sert de fronti~re~ Etudions les rapports de a~ et de aq - ' .  
Soient 

(x) F ,  - -  F~ = . . .  = F,_~ = F ._v ,  , = o, % > .  o 

les ~galit~s et les in~galit~s qui d~nissent  a] -* , d'aprds la premiere 
d~finition des vari&~s (Analysis situs, page 4). 

Les relations qui d6finisseut a q, pourront  se mettre sous la forme : 

(2) F,--F~=...=F._q=o, F _ ~ + , > o ,  % > 0 .  

Dans ce cas, nous dirons que la relation de a~ et de a~-' est 
directe. 

Cette. relation deviendrait inverse, si l 'une de. ces deux vari&~s 
&ait remplac~e par la vari~t~ oppos~e; elle redeviendrait directe, si 
chacune des deux vari&~s trait remplac~e par la vari~t~ oppos~e. 
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On sait qu'une vari~t6 est remplac~e par la ztarir opposie (dna,. 
tysis situs, page x5), quand on permute deux des fonctions F (qui~ 
~gal~cs ~ z~ro, donnem les ~quatioas qui d~finissent La varietY), ou 

qu'on change le signe de l'une d'eUes. 
Ainsi les deux vari~t~s 

F x "-- F ,  - -  F 3 - -  o; F,  - -  F ,  - -  o, F 3 ~> o; 

F~ - -  F~ ---- F 3 = o; F ,  = F 3 -~ o, F~ <~ o; 

F ,  - -  F~ = F~ ---- o; F ,  - -  F 3 - -  o, F ,  ~> o; 

sont en relation directe; tandis que les deux vari~t~s 

F,  - -  F :  F 3 - -  o; F, ~-F~ = o, F 3 < o; 

F,  - -  F :  = F 3 - -  o; F ,  = F 3 - -  o, F~ > o; 

sont en relation inverse. 
Cela pos~, s o i t d ,  un hombre qui sera ~gal ~t o, si a~-' n'est pas '31 

frontitre de a~; ~ + I, si a ~  ' r frontitre de a~ et en relation 

directe avec a~; et, enfin, ~t ~ ~, si o~ -~ est fronti~re de al, mais en 
relation inverge aver a~, 

Nous conviendrons d'~crire h r 

(3) aq ~ ~'- d .aq. - '  t ~ b l  I ~t 
! 

qui nous fait connaitre les ffonti~res de a[. 
L'ensemble des congruences (3),  relatives aux difftrentes v~, 

v~_~, . . . ,  v o de V, constime ce qu'on peut appeler le scMma cl'un 
poly~dre. 

On peut se poser deux questions: 
i ~ Un schema ~tant donn~, existera-t-il toujours un poly~dre, qui 

y corresponde ? 
2 ~ Deux poly~dres qui ont m~me schtma, sont-ils hom~omorphes ? 

Sans aborder, pour le moment, ces deux questions, cherchons 
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quelques-unes des conditions auxqueLles doit satisfaire un sch6ma, pour 
qu'un poly+dre y puisse correspondre. 

Consid&ons l'une des vi,_, , a{ -~ par exemple; cette vari6t6 devra 
s6parer, l 'une de l'autre, deux des v0 et deux seulement; de sorte que, 
parmi les nombres 

,.P 
t j I  

il y e n  aura un qui sera 6gal ~ - ] - I ,  un qui sera 6gal ~ - - I  et 
tous les  autres seront 6gatux h o. 

Ce n'est pas tout; envisageons l'une quelconque des v ,  a~ par 
exemple, et une quelconque des vq_~, aq-2k par exemple. 

De deux choses, l 'une:  ou bien a e- '  n'appartiendra pas h a q et 
dans ce cas tout les produits 

(4) d ~q-' i , j  j ,  lt 

seront nuls, car si a~-' n'appartient pas ~t a~, le premier facteur est 
nul; si, au contraire, a ~ '  appartient ~t a l ,  la vari6t6 a] -2 ne peut pas 
appartenir ~ a~-' (sans quoi, elle appartiendrait dt a~, contrairement dt 
l'hypoth4se), et le second facteur dolt 4tre nuL 

Ou bien a] -2 appartiendra /t al; mais alors nous pourrons rai- 
sonner, sur la vari&6 a~, "corn-me nous raisonnions tout dt l'heure sur 
la vari&6 V, et nous conclurons que a] -2 doit s4parer, l'une de l'autre, 
deux des vari&6s v~_~, qui appartiennent ~t a~, et deux settlement: 
soient a] - '  et aq, - ' .  

Parmi les produits ( 4 ) i l  n 'y en aura que deux qui ne seront 
pas nuls, ~t savoir 

~q Cq--z ~.q sq--x 
isI I~k 1 i~2 2~1t ~ 

Pour tous les autres, en effet, ou bien a~.-' n'appartiendra pas 
al, ou bien a] -2 n'appartiendra pas ~t aq. - '  l " 

Ces deux produits sont d'ailleurs 6gaux : Fun ~t q-  I, l'autre ~ - -  I. 
On aura donc dans tous les  cas: 

J 
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Nous avons de m~me 

293 

Z s l ~--- O} 

�9 O r  i et, plus ~,~neralement, quel que soit k :  

( s "9  y , ' ,  = o. 

La relation (5 bls) peut &re regard&, :i un certain point de vue, 
comme un cas particulier de la relation (5)- 

Soit P la portion de l'espace ~t p -t- i dimensions, limit& par le 
poly~dre V; alors la fronti&e compl&e de P se composera des diverses 
vari&~s v~, qui, par leur ensemble, forment V; nous pourrons done 
&fire, au sens de la congruence (3), 

(3~,,) I, ~ 5-  af, 
i 

ou encore 

P =-- 5-to'5'  a,', 

o~ les nombres ~P§ o,i seront tous, par d~finition, egaux ~t x. 
A c e  compte, la relation (5b~9, qui peut s'&rire 

E ~ p + x  8p, k .__. O) o)i 
i 

n'est plus qu'un cas particulier de la relation (5). 
Nous avons, ensuite, chaque v~ qui a pour limites deux vo, et 

deux seulement, ce qui nous donne des congruences ( 3 ) d e  la forme: 

aX a O . ~  o 

et une relation analogue A (5) et (5his): 

y ~:,j = o, 
J 

qui rentrerait encore dans la forme (5), en convenant de faire tous 
les ~o ~gaux .~ + I. 
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D'autre part, envisageons l'une des a~, tomes les a~ +' attxquelles 
eUe sert de fronti~re; toutes les a] +=, auxqueUes ces a~ +z servent de 
fronti~res et ainsi de suite. L'ensemble de toutes ces vari&~s consti- 
tuera ce que nous avons appel~ un aster (Analysis situs, page lO6). 

Nous avons vu (loc. cir., page I o7) que le poly~dre qui corre. 
spond ~t un aster, dolt &re simplement connexe. Ainsi une condition 
pour qu'un poly~dre puisse correspondre ~i un schema donn~, c'est 
que les poly~dres qui correspondent aux diff~rents asters, d'apr~s la 
convention de la page t o7 de l'Anal.vsis situs, soient tous simplement 
connexes. 

Consid&ons maintenant une des a~, toutes les a~ -~ qui lui servent 
de fronti~res, les a{ -= qui servent de fronti~res ~t ces a~-' et ainsi de 
suite. Cet ensemhle de vari&& corlstituera un poly~dre ~t q dimensions; 
nous supposerons que ce poly&drQ soit simplement connexe. 

Ce n'est plus l~t une condition n&essaire pour qu'un poly~dre 
puisse correspondre au schema; c.'est simplement une condition que, 
saul avis contraire, nous supposerons remplie. 

Pour ~clairer ces d~finitions par quelques exemples, voyons d'abord 
quel est le schema du t&ra~dre g6n~ralis~, d~fini h la p a ~  x o 5 (Ana- 
lysis situs). 

Les faces de ce t~tra~dre seron~ d6finies par les n + I ~quations: 

(6 )  
X z - - O ,  X 2 - -  O, . . .  ~ X , , - -  O 

. . .  + x , =  I .  

On obtiendra les a~ en supprimant q + I de ces ~quationsl pour 
d~finir le sens de la vari~t6 aT, " nous supposerons qu'on supprkne ces 
q + x 6quations, mais sans changer l'ordre des n - - q  6quations 
restantes. 

Cela pos~, consid&ons la relation de a~ et de a}-' et cherchons 
d~terminer le nombre d.. ga] I 

D'abord, pour que a~ -z appartienne ~t a~, il faut que a~-' soit 
d6finie par les n - - q  ~quations qui d~finissent a~, auxqueUes on devra 
adjoindre, une ( n - - q +  I) ~m~ &lua,~ion, prise parmi les &luatiGns (6). 
S'il n'est Fas ainsi, le nombre d .  sera nul. 

b ]  



COMPLI~MBNT A L~ANALYSIS SITUS. 295 

Supposon% donc, que a~-' soit obtenu en supprimant les q ~qua- 
tions qui occupent les 

q 

�9 
Supposons que a~ soit obtenue en supprimant, en outre, la }~m. 

&quation; alors le nombre d dont la valeur absolue sera toujours i,j 
/~gale ~i *i aura m~me signe que le produit: 

I1 est ais~ de v&ifier alors que la relation (5) a lieu. 
Consid&ons, en effet, la vart&~ al-2j obtenuo en supprimant les 

~quations de rang %,  ~ ,  , . .  , ~ _ ,  et la vari~t~ a s~, obtenue eri 
supptimant, en otltre, les ~quattorls de tang ~ et "1'. (I1 est clair que si 
a~ ne s'obtenait pas en supprimant les m~mes ~quations que pour al -*,  
plus deux autres, tous les  produits ~ gq-' seraient nuls). i d j , t  

Dans ce cas, tous ces produits seront encore nuls, saul deux: 

*.q s~7~ ' et d ~q-' 
I , i I  �9 1~12 2f lc  :t 

q-' obtenues respective- qui correspondront aux deux vari~t~s a~ -x et a 2 , 
ment en supprimant les ~quations de rang %, %,  . . .  , ~q_,, ~ et 

celles de rang %, %, . . .  , ~ _ , ,  7' 
Mors les quatre nombres 

Kq g,q--z ~q eq- - t  
i I 1 I j t  I i~2 1 ~2jt  

auront respectivement m~me signe que: 

Cr - l~) (y  - ~ ) ( " r  - ~ )  . . .  ("r - % _ 3 ,  

(~  - ~ - 3 ( ~  - ~ 3  . . .  (~  - % _ 3 ,  

(~  - ~ , ) ( Y  - -  ~ )  , . .  ( ~  - -  % _ 3 .  
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On %rifle ainsi que les deux produits, qui ne sont pas nuls, sont 
~gaux et de signe "contraire. c. o_. ~. D. (*) 

I I I .  

2~omb~,es  d e  B e t t i r ~ d u i t s .  

Je m'en vais chercher, maintenant, les nombres de B e t t i ,  relatifs 
/t un poly+dre, mais afin d'~viter l'6quivoque, dont j'ai signal+ plus 
haut la possibifit~, je conviendrai de d~finir ces nombres de la secon& 
mani#e, c'est-~t-dire que Pq - -  I sera le nombre de vari~t~s ferm~es li 
q dimensions, que l'on peut tracer sur notre poly~dre V et qui sont 
lingairement indg.pendantes, je veux dire, qui ne sont li~es par aucune 
homolo~e ~i coefficients entiers, au sens de l'.,4nalysis situs, page 18. 

Mais je me proposerai d'abord de d~terminer le nombre P ~ -  I 
des vari~t~s .~ q dimensions, ferrules et lin~airement ind~pendantes, que 
l'on peut tracer sur notre polyedre /1, mais en nous bornant gt celles 
qui sont des combinaisons des varigtgs vq. 

Le nombre Pq" sera, alors, ce que j' appellerai le nombre de B e t t i  
rdduit. 

Les vari~t~s :l q dimensions, qui sont des combinaisons des v ,  
pourront ~videmment ~tre repr~sent~es par:  

i 

les ~r ~tant des coefficients entiers et les lettres a~ continuant .~ d~si- 
gner les diff~rentes vari~t~s v .  

Quelle est d'abord la condition pour que la vari~t~ ~--?,:a~ soit 

ferrule ? 
Pour cela, cherchons queUes sont les vari~t~s v _ , ,  qui forment 

les fronti~res de cette varlet& Pour les trouver, ii sutth ~videmment 
de remplacer a~ par sa valeur donn~e par la congruence (3). 

(*) Le poly~dre ainsi d6fini, ainsi que tout poly~dre ~ n dimensions, Hmit~ par 
n -{-- I vari~t6s planes, s'appellera tdtra~'dre g~n~ralis~ rectiligne. J'appellerai tJtrakdre 
gdn~raIisd route vari~t6 hom~omorphe .~ un t~tra~dre g6n6ralis6 rectiligne. 



Cet ensemble 
formule : 

COMPLI~MENT ,k. L'ANALYRIS SITUS. 297 

de vari6t4s ffonti+res sera done donn6 par la 

6 ]  j " 
�9 j 

Pour que la vari6t4 y Xla~ soit ferm6e, il suffit, donc, que l 'on 
i 

ait identiquement : 

Y 5- 4:-, = o, s ' , I  I j 

c'est-s que, qud  que soit j ,  on ait :  

Y )'i ~,j - -  O. 
i 

En d'autres termes, la vari6t6 y" ),ia~ sera ferm6e, si l'on a: 
i 

(7, q) y.x,a  o, 
i 

en vertu des congruences (3, q); j'appelle ainsi celles des congruences 
(3), qui lient les a~ aux a~-' 

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent 
les vari&6s a. q. On obtiendra routes ces homologies, 
celles que l'on peut obtenir de la fa~on suivante. 

Consid&ons la congruence: 

exister entre 
en combinant 

(8) m+~ 
i 

qui, d'apr6s la convention que nous venons de faire, 
gruence (3, q + I); rempla~ons le signe ~ par ~ ,  
membre par z&o; il viendra: 

est une con- 
et le premier 

(9, q) Y '~5' a, q" "" o. 
i 

Cette homologie aura 6videmment lieu, puisque, par d6finition, elle 
exprime, comme la congruence (8), que les a~ forment la fronti6re 
complete de a~ § 

Rand. Circ. Mature., t. XIII, parte vL--Stampato il 14 giugrlo 1899. 38 
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Nous d~montrerons plus loin (~ 6), qu'il n'y en a pas d'autres. 
Je d~signe cette homologie par (9, q)pour marquer qu'elle a lieu 

entre les a~. 
Je dis que si rhomologie (9, q) a lieu, la congruence 

0 o ,  q)  * - - =  o 
i 

sera une consequence des congruences (3, q)- 
Rempla.~ons, en effet, les a~ par leurs valeurs, donn&s par 

congruences (3, q); il viendra: 
c e s  

J,! I " 
i i j 

Le second membre est identiquement nul en vertu des relations (5). 
Cela pos~, soit ~q le nombre des vari&~s a~; soit ~ le hombre 

de ces vari&~s qui restent distinctes, si l'on ne regarde pas comme 
distinctes des vari&~s h&s par une homologie de la forme (9, q); soit 
~'~ le nombre de ces vari&6s qui restent distinctes, si l'on ne regarde 
pas comme distinctes des vari&~s li&s par une congruence de la 
forme (7, q). 

I1 r~sulte de ces d~finitions : 
x ~ qu'il y a ~ -  ~ homolo~es distinctes de la forme (9, q); 
2 ~ qu'il y 0. ~ . q -  0~" congruences distinctes de la forme (7, q); 

3 ~ que 

�9 " o 

fi '4, 
car si plusieurs a~ sont h&s par une homologie de la forme (9, q), 
elles seront li&s ~galement par la congruence (xo, q)correspondante. 

Enfin le nombie cherch6 P ~ -  I e s t  ~gal 

- 

car les vari&& ferm&s de la forme ~-kla~, r~ellement distinctes, ~ont 

en nombre ~gal ~, celui des congruences (7, q), c'est4-dire au nombre 
de ~ - -  ~'. 

Le hombre P j -  ~ est le nombrr de ces vari&~s qui restent 
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distinctes, en ne regardant pas comme distinctes celles qui sont li&s 

par une homol%4e (9, q). Or le nombre de ces homologies est :cq ~ x~; 

nous avons donc: 

Soient a q,, a,,~ . . .  , a. q, des vari&~s vq, au nombre de i et 

a,~ = 5 -  e a~-' 
l t l  ] 1 

�9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

a. q ~ ~ d . .  aq. - '  

les congruences (3) correspondantes. Formons les homologies corre- 
spondantes : 

5- q , ;~F '  " o, Y % ~ F '  " -  o, . . . ,  5- q.J#F'  " o. 

La condition n&essaire et suffisante pour que ces homologies soient 
distinctes, c'est que l'on n'ait entre les i vari&~s a~, d, ,  . . .  , a~ au- 

cune congruence de la forme: 

L ~, + x~ a~, + . . .  + x ,~ = o. 

Le nombre des homolo~es distinctes est donc ~gal au nombre des 

a~ distinctes, en tenant compte des congruences (7, q). Donc: 

O13. 

~q_~ = ~;_, + ~;. 

Nous aurons d'autre part 

~ o =  I.  

Si, en effet, on peut aller d'un sommet quelconque a~ un autre 
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sommet quelconque a ~ en suivant des ar~tes (c'est-A-dire si le po- 
ly6dre est d'un seul tenant), on aura l 'homolo#e: 

o a o 

a x O ~  ~, 

c'est-fi.-dire qu'il n'y aura qu'un seul sommet distinct, en tenant compte 
des homologies. 

Envisageons maintenant la congruence (3 his) 

l'homologie correspondante s'~crit: 

X a~ oo  O, 

et il n'y a pas d'autre homologie (9, P). Donc 

De plus, le poly6dre &ant d'url seul tenant, une seule des combinaisons 

)-" ),~a~ pourra &re ferm6e, c'est le poly6dre lui-m~me dans son enfier, 

repr6sent6 par la formule ) - - a  t. 
Nous au~ons donc une seule congruence de la forme (7, P) :  

~--a~ ~ o. 

Donc 

Nous avons done la s6rie d'6quations: 

0% : O, 

o~ ~ ---- cZ ~ - i  I-- ~ ,  

~ = ~ + ~ ,  

�9 �9 o �9 . . . .  

~,_, = ~;_, + ~;, 

~, = ~; + ~, 

�9 . . . . . . .  o �9 �9 

~ ; -  ~; = o, 
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d'o~ l'on tire ais~ment : 

~ - ~- ,  + ~-~ - - . . .  +__ ~, T ~o = i  - -  ( P ~ _ , -  

�9 . .  T(~D2-- I)'-~'- ( P : -  I ) ~  i, 

tout ~ fait analog~ue .~ la formule:  

~ - ~ - ,  + ~ - ~  - - . .  + ~ ,  T % - ~ - ( e , _ ,  - 

. , .  T ( ion-  ~ ) - r  ~) ~ ~, 

que nous avons trouv& dans l'Analysis si~us, page i21. 

3oI 

O +  . . .  

~ ) +  . . .  

IV. 

Str des Poly~d~'es. 

Consid&ons un poly~dre V, ~t p dimensions, avec ses diverses 
vari&&s : 

aL a~- ' ,  , a'  a. ~ 
" ' ~  i ~  z ~ 

Supposons que l'on subdivise chacune des vari&~s a~ en plusieurs 
autres, que j'appellerai les b~; soient ensuite b~-' les vari&~s ~t p m I 
dimensions, qui servent de fronti&e aux b~; soient b~ -~ les vari&~s ~i 
p - - 2  dimensions, qu i  servent de s aux b~-'; ... et, enfin, b~' 

les vari&~s ~ o dimensions (sommets), qui servent de fronti6res aux 
b; (ar&es) .  

On aura ainsi un nouveau poly~dre V', qui sera d~riv~ du po- 
ly~dre /I, au sens que j'ai attach~ ~t ce mot i la page IOI de l'Ana- 
lysis situs. 

On peut supposer, d'ailleurs, que si une vari&~ vq_,, simplement 
ou multiplement connexe, sert de s k deux vari&~s b~ et b~, 
elle ne s pas s une seule des vari&~s bl- '  , mais peut 
&re elle-m~me subdivis& en plusieurs vari&ts b~-'. Darts ce cas, pour 
reprendre la terminologie des pages Io2 et io  3 de l'Analysis situs, 
ces vari&& b~-' seront irrggulifres et les vari&~s b~-', qui les s~parent 
les unes des aurres, seront singuli~res. 
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Cela pos,5, recherchons une classification des vari&~s b~. 
Si une vari&~ b] ne fait pas partie d'une des vari&~s a~, elle 

fera partie d'une des vari&& a ~+' " ' ; , ou d'une des varletes a q+a ] ' o .  �9 , 

ou, tout au moins, d'une des vari&~s a~. 
Peut-elle faire partie ~ la lois de deux vari&~s a ~.J et a~". 
D'apr~s la fa~on dont la subdivision a &~ suppos& fake, en 

ajoutant toujours de nouvelles fronff6res, sans en supprimer jamais, 
cela ne pourra arriver que si ces deux vari&~s a"j' e t a "  sont contig~ies 

~ 9 | - - I  et ont une frontiere commune a~ , et si b~ fait parfie de cette fron- 
ti~re " - '  tZ b . 

Je suppose alors que b] fasse pattie de a~, et ne fasse partie 
m ~ existe toujours et l 'on d'aucune vari&~ ak, o~ m < h. La vari&~ a i 

a h ~ q; de plus, la vari&~ a~ est unique, c'est-~i-dire que b~ ne peut 
t, h fake partie :i la lois de deux vari&& diff~rentes a i e t  ak. " 

Si donc je conviens de ranger dans une m~me classe toutes les 
vari&~s b], qui font partie de la vari&~ a ~ i ,  saris fake pattie d'aucune 
des vari&~s a~', o~ m < h, toute vari&~ b~ fera pattie d'une classe et 
d'une seule. 

Je pourrai alors representer/ ,]  par une notation ,'i quatre indices 

= B(q,  b, i ,  k); 

l'indice q indique le nombre des dimensions de b]; les indices h e t  ] 
indiquent que b] fait pattie de la classe a ~ j;  et Hndice k sert .4 di_ 
stinguer les unes des autres les diff~rentes vari&~s d'une m~me classe. 
O n a  h > q .  

Nous aurons, alors, pour d~finir le poly~dre V e t  sa subdivision: 
I ~ Les congruences (3, q), relatives au polyedre /1, que j'&rirai: 

(3, q, i) M., ~ ~-  ~.q.,,1 a~-'. 
J 

2 ~ Les 6quations qui donnent la subdivision de la vari&6 a~: 

(I ,  q, i) 
k 

"~ Les congruences analogues aux congruences (3), mais relatives ) 
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au polyMre V'; je les 6crirai: 

9 0 9  

(2, q , h , i , k )  B ( q , h , j , k ) ~ - { B ( q - - ~ , b ' , ] ' , k ' ) .  

Les ~ sont des nombres ~gaux ~t "4-I,  ou k o; ils d~pendent des 
sept indices q, h, j, k, Is', ]', k', de sorte qua je les &rirai, quand 
cela sera n&essaire, sous la forme:  

~(q, b, j, k, h', j'; k'). 

Sous le signe [~--, les indices h', j ' ,  k' peuvent prendre toutes les 
valeurs. Observons, cependant, que les B ( q - - i ) ,  qui serveat de fron- 
tiere 5. B(q,  b, j, k), doivent, comme B(q, b, j, k), faire partie de 
a ~" mais pourront faire partie d'autres vari&& a h" i '  f ,  d 'un nombre moindre 

On aura donc de dimensions, mais faisant partie de a i. 

h'_Lb, 

D'ailleurs si b ' - - - b ,  on aura j ' =  j. 
Pour  que les relations (x), (2), (3) puissent d~finir une v&itable 

subdivision, elles doivent satisfaire ~i certaines conditions. 
Les relations (I,  q, i), (3, q, i) donnent  

y B(q, q, i, k) - -  e 
Z.._ z,I I " 

k 

Si clans le premier membre je remplace B(q, q, i, k) par sa 
valeur, tir6e de (2, q, q, i, k), et a~-' par sa valeur tir~e de O ,  q - -  I, j), 
les deux membres devront devenir identique; voiL4 une premi6re con- 
dition, qui est 6vidente; elle n'est d'aiUeurs pas suffisante. 

S v .  

I~ f l~e .~ve  de  lee s ' t ebdiv i s ion  su~" les ~ton~,b,t.es de  B e t $ i  
i 'dd,uits .  

Soit ~--~ B (q, b, j, k) une combinaison des vari&6s b~, qui re- 
pr~sente une varlet6 ferm6e "5. q dimensions, de telle so:te que l 'on 
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ait, avec nos notations, 

( 0  Y ~ B ( q ,  I,, ], k) - -  o, (~xq) 

Parmi les vari&~s b~ qui figurent dans le premier membre de ( i ) ,  
r~unissons celles qui appartiennent ~t une m~me classe. Soit 

s~B(q, b, ], k) 

l'ensemble de celles qui apparfiennent /t la classe a~; le siomae de som- 
marion 5 signifie, donc, qu'on ne prend que les vari&~s d'une m~me 

classe, tandis que le signe Y signifie qu'on les prend toutes. 
On aura alors: 

(2) s~B(q,  Is, ], k ) - - - - - Z ~ B ( q -  I, t,. j', k'), 

c'est-.~-dire que la vari&~ ~i q -  I dimensions ~--~ B ( q -  I, b', j', k') 
s la fronri~re complrte de la vari&~ ~i q dimensions 

s~B(q,  Is, j, k). 

Les vari&~s ct~; doivent appartenir ~i la fronti~re de a~, ou se 
confondre avec a~; en effet, B ( q -  I, Is', j', k ~ appartimt ~t a~: et, 
d'autre part, ~ l'une des B(q, b, j, k), qui fait lui-m~me pattie de 
a~, si done a~; ne faisait pas parrie de ct~, B ( q - - I ,  h', j ' ,  k') ferait 
partie d'une vari&~ a~", parrie commune ~ a~ et a h' j f ,  et qui aurait 
moins de b' dimensions. Cela est contraire ~i la d~finition que nous 
avons donn~e des classes. 

h D'autre part a~;j ne peut pas se confondre avec aj. 
Soit, en effet, 

$ o~ B(q, b,, j,,  k~)-- Yo~B(q, Is, ], k)--So~B(q, h, j ,k)  

l'ensemble des vz/ri~t~s qui figurent dans le premier membre de ( i ) ,  
et qui n'apparriennent pas k la classe a~; on aura ~videmment : 

S o~,B(q, Is,, j , ,  l q ) - ~ - - Y ~ B ( q - - I ,  b', j', k'). 
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Done B (q - -  x, b', j ' ,  k') dolt faire partie ~. la fois de a~;:, et de 

l'une d.~s B(q, b,, ],, IL), et, par cons+quent, de l'une des a}:, diffg- 
" Si done a~: se confondait avec a~, rentes de a~. 

B ( q - -  i, b', ]', k') : B(q - -  i, h, ], k) 

" ~, De devrait appartenir ~. une vari&+ a~, partie commune ~. a h. et ai,. / 
/h deux choses, l 'une: ou bien a ~. ne ferait pas pattie de a~, et alors 

on aurait encore m < h, ce qui serait encore contraire :i la d~finition 

des classes; ou bien a~ ferait pattie de a ~ ,  et alors on aurait h, > b. 
Supposons que j'ai choisi la classe a h qui correspond au plus grand ) '  

h. devra appar- nombre b. Alors on ne pourca pas avoir b, > h, e t a  z 

tenir ~. la fronti~re de a~. 
La congruence (2) entraine l'homologie 

(3) Y ~ B ( q  - -  i, b', ]', k'), , , ,  o; 

hest simplement connexe et que toutes les va- comme, d'autre part, a] 
ri&~s B(q  ~ i, b', j ' ,  k') sont situ~es sur la fronti~re de a h le j '  
premier membre de (3), repr6sentant une vari&6 ferrule k q ~ I 
dimensions, situ6e sur cette fronti+re, formera la fronfi~re compl6te 
d'une vari~t~ ~t q dimensions 

Y'vB(q, h", j", k"), 

~galement situ+e sur la fronti6re de a h (I1 y aurait exception si l'on j. 
avait h - - - q ) .  De sorte qu'on aura la congruence 

(4) Y {~ B (q - -  i,  b', j ' ,  k') ~ }--" y B (q, h", j " ,  k"). 

D'ailleurs, comme B(9 , b", j " ,  k")  est sur la fronti~re de a'! il 1' 
en sera de m~me de a~:" car si B(q, b", ]", k") fait pattie ~. la lois 
de a~:j et d'unc vari~t~ a~:j, faisant pattie de la fronti6re de a~j; ou 

bien a~': ne fait pas partie de a'!: et alors B dcvrait faire pattie de 
�9 a"~, o~. m < b", et nous avons vu que cela &air impossible. 

Rr Circ. Mature., t. XIII, parte it--Stampato il I4 ~ugno i899. 39 
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On a donc 

h"<h.  

Les congruences (2) et (4) donnent 

s~B(q, h, i, k)=_ Y-rB(q, b", ; ' ,  k"), 

et, comme toutes les vari&~s-qui fiomarent dans cette congruence, font 
partie de a~, ou de sa fronti6re, comme, d'aut:e part, a h. est simple- J 
ment connexe, on aura l'homologie 

S~B(q,  h, ], 0 "  Y y B ( q ,  h", ]", k"). 

On peut, donc, remphcer, dans le premier membre de (I) ,  Fen- 
semble des termes S~B(q, h, ], k) par l'ensemble des termes 

ZrB(q, b", i", z'). 

Si on op~re de m~me pour toutes les classes correspondantes 
une m~me valeur de h, la plus grande de toutes, on aura remplac+ le 
premier membre de ( I )  par 

o~t la plus grande valeur de h~ sera plus petite que la plus grande 
valeur de h. On aura, d'aiUeurs, l'homologie 

Y~B(q, h, ], k),., Y ~ ( q ,  h~, i:, k~). 

En continuant de la sorte, on pourra diminuer encore la plus 
grande valeur de h. On ne sera arr&~ que quand on aura partout 
h--q.  

On peut donc, finalement, remplacer le premier membre de O)  
par : 

X~o~(q, q, jo, ko), 
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et on aura d'ailleurs: 

(s) Z ~ B ( q ,  h, i, k ) ~  Z ~ o B ( q ,  q, io, ~o) 

(6) 5- ~o B(q, q, io, ko) ~ o. 

Cela pos~, dans le premier membre de (6) prenons les con- 

gruences qui appartiennent ~. une classe d&ermin& aio; soit: 

S~oB(q, q, Jo, k3. 

Nous aurons: 

(7) S%B(q,  q, io, ko) -~ ~"~oB(q - -  x, ho, Jo, k'o). 

b; 
Nous verrions, comme plus haut, que a.. dolt faire partie de la 

1o 

fronti6re de a~o, d'ofi ho. ~ q (et, comme h o ~ q - - I ,  on aura 

bo = q - i).  
Soit alors : 

(8) 40 = 5-B(q,  q, io, ko) 

l'6quation (1, q, ]o), qui d~finit la subdivision de la vari&6 a~o , et 
soient B(q, q, ]o, I) et B(q, q, ]o, 2) deux vari&~s, figurant dans 
le second membre de (8); je dis qu'elles devront figurer dans le premier 
membre de (6) avec le m~me coefficient %. 

Supposons, d'abord, que ces deux vari&~s soient limitrophes; 
parmi les vari&~s ~ q -  I dimensions 'qui leur serviront de fronti~re 
commune, il y en aura, au moins, une qui n'appartiendra pas ~t la 

f ront i6re  de a~o , qui fera, par consequent, pattie de la classe a~o. 
Soit B ( q -  I, q, jo, i )  cette vari&~ : eUe n'appartiendra pas ~t 

aucune autre des vari&~s B(q, q, ]o, k). 
Soit alors 

B(q, q, io, O----~bV x 

(9) B (q, q , /o ,  2) ~ ebb-' 

B (q, q, ]o, k) --~. b~ -~ ( k >  2) 
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les congruences (2, q, q, ]o, I), (2, q, q, ]o, 2), (2, q, q, ]o, k), 
qui nous font connaitre les fronti~res des vari&~s B (q, q, Jo). Voyons 

avec quel coefficient , la vari&6 B(q ~ I, q, jo, I)  figurera dans 
ces congruences. 

D'apr~s ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient 
-Jr- i dans la premiere, avec le coefficient - -  I dans la seconde, avec 
le coefficient o clans les autres. 

Soient donc ~ et 0~ les valeurs des coefficients %,  correspon- 

dantes aux deux vari&~s B(q, q, Jo, I )  et B(q, q, ]o, 2). 
La combinaison des congruences (9) nous fournira une congruence 

0o) S~o/3(q, f, io, ko) ---- ,bV' ,  

qui devra &re identique ~t (7), et le coefficient ~, avec lequel figurera 

B(q ~ I, q, Jo, I)  dans le second membre de ( to ) ,  sera ~videmment 
a, - -  %. Mais B (q - -  I, q, jo,  I)  ne peut pas figurer dans le second 
membre de (7), puisque nous avons vu que dans ce second membre 

on dolt avoir b o = q . - -  i. Donc on dolt avoir % - -  0~2 - -  o. 

Ainsi les deux vari&~s B(q, q, Jo, ~) et B(q, q, Jo, 2) devront 
avoir m~me coefficient % ,  si elles sont limitrophes. Cela sera encore 

vrai, si eUes ne le sont pas, parce que ayo &ant d'un seul tenant, on 
pourra F asser d'une de ces vari&$s ~t l'autre par une suite d'autres 
vari&~s analogues, chacune d'elles &ant limitrophe de ceUe qui la 
pr&~de. 

Donc le coefficient % est le mdme pour toutes nos vari&~s. D'o~:  

s%t(q, q, io, ko)= ~oZ B(q, q, io, ko)= %40- 

La congruence (6) et l'homologie (5) peuvent donc s'&rire: 

(S his) Z~B(q, h, i, k),-, Z%4o 

(6bi9 Z % 40 ~- o. 

Si un nombre quelconque de congruences de la forme ( 0  sont 
distinctes, c'est-k-dire si aucune combinaison lin~aire de leurs premiers 
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membres n'est pas homologue .4 o, je dis que les congruences (6 hiS) 

seront 6galement distinctes, et r&iproquement. 
En effet la comparaison des relations ( I ) ,  (5 b~S) et (6 hi') montre 

que si l'on a 

S ~ B ( q ,  h, j, k),'..,o, 
on aura ~galement 

~-"- 0~o ~o ~ O, 
et r&iproquement. 

I1 r~sulte de Ii que si les a~ et les b~ sont simplement connexes, 
les nombres de B e t t i  rtduits sont les m~mes pour les deux poly~dres 
V et V'. 

Soit maintenant W une. vari&6 quelconque, ferm&, i q dimen- 
sions, situ& sur V. On peut toujours construire un poly~dre V', 
d~riv6 de V, au sens de la page IOI de l'Analysis situs, et tel que 
IV soit une combinaison des b~. 

Nous devons done conclure que: si les a~ sont simplement con- 
nexes, les nombres de B e t t i  rtduits, relatifs au poly~dre V, sont iden- 
tiques aux nombres de B e t r i  proprement dits, ddfinis de la seconde 
manidre. 

S VI. 

l~eto~tr su~" les  d $ m o n s t r a t i o n s  d u  ~ III. 

Nous avons i revenir M sur un point essentiel du raisonnement 
qui pr&~de. J'ai dit plus haut qu'il n 'y avait d'autre homolo~e que 
les homologies (9, q), obtenues au ~ 3. Cela n'est pas &ident ,  cela 
ne serait pas mtme toujours vrai, si nous ne supposions pas les a~ 
simplement connexes. 

D~montrons-te d'abord pour un poly~dre P, dans l'espaca 4̀ 4 
dimensions. 

Consid~rons un certain nombre de vari&ts v ou a~, appartenant 
4̀ ce poly~dre; je les appellerai ses faces, de m~me que les a~, les a~ 
et les a ~ de ca poly~dre P pourront s'appeler ses cases, ses ar&es et 
ses somII le t s .  
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Supposons que l'on ait entre cos faces a~ une homologie 

Cette homologie signifie qu'il existe une vari~t~ ~t 3 dimensions, 

/1, faisant pattie de P, et admettant )--a2 comme fronti~re complete. 

Je dis que V se compose d'un certain hombre de cases de P. 
Si, en effet, un point d'une case appartient ~t I% il en sera de 

m~me de tout autre point de cette case, car on peut aller du premier 
point au second, sans rencontrer aucune face et, par consequent, sans 

rencoritrer la frontiare de V e t  sans sortir de V. 
Le tMor~me est donc ~vident en ce qui concerne les poly~dres 

de l'espace .~ 4 dimensions et les homologies entre les faces. 

Soit maintenant une homologie entre les ar~tes: 

~" b, ~ o, 

les b, ~tant un cetain nombre d'ar~tes a~. Cela veut dire qu'il 

existe une vari6t6 ,~ 2 dimensions, V, dont )--b~ est la fronti~re 

compl~te. 
Je d~signerai par V(a~) l'ensemble des points communs ~t V 

et ~. a~. 
Les V(a]) seront des vari~t~s ~t 2 dimensions, dont la fronti~re 

sera fortune soit par quelques-unes des ar~tes b., soit par les V(a)) ,  
les a; ~tant les faces qui servent de fronti~re ~ la case a~. On ne peut, 

en effet, sortir de V(a~) qu'en sortant de V par sa fronti~re, c'est- 
,~t-dire, en traversant une des b ,  ou qu'en sortant de a~ par sa fron- 

ti~re, c'est-s en traversant une face a~, et, ccmme on reste sur 
V, en traversant une des lignes V(a~). 

La vari~t~ totale V e s t  fortune de l'ensemble des V(a~). 
Consid6rons maintenant V(a~); nous devons distin~maer deux cas: 

i ~ ou bien aucune des ar~tes b, n'appartient ~t a~. Nous ne 
pourrons aiors sortir de V(a~), qu'en sortant de a~, c'est-~.-dire en 
traversant une des ar~tes aj ,  la fronti~re de V(a~) est donc fortune 
par les V(a)). 
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2 ~ ou bien une (ou plusieurs) ar&e b, fait partie de a~; dans ce 
cas die fera ~galement partie de V(a~); mais il pourra se fake que 
V(a~) se compose, outre l'ar&e b,, d'autres lignes; ces lignes auront 
pour fronti~res des points g(a}), ou des points situ~s sur b,. Ces 
points situ~s sur b,, et o~ les autres lignes, dont se compose g(a~), 
viennent se terminer sur l'ar6te b,, seront ce clue j'appellerai des 
points nodaux. 

Darts tous les  cas g(a~) sera une ligne ou un ensemble de 

lignes; si, en effet, V(a~) &ait une surface, c'est que a~, ou une por- 
tion de cette face, ferait partie de g. Mais j 'a i  le droit de d~former 

Y, pourvu que je ne change pas sa fronti~re ~--b, ; je puis toujours, 
par une dfiformation infiniment petite, ~viter qu'une r~gion de a~ fasse 
partie de g. 

Pour la m~me raison je puis toujours supposer que g(a~) se 
r~duit ~t un ou plusieurs points, saul si a~ est l'une des aretes bz, 
auqud cas V(a~) sera cette ar~te elle-m~me. 

Cela pos~, je puis d~former V:  
i ~ de mani~re que tousles  V(a~) [autres que g(b , ) ]  soient des 

sommets. Soit a7 un sommet de a~. Soit M Fun des points dont se 
compose g(a~); autour du point M e t  sur V d&rivons une petite 
courbe ferrule C. Soit K l'aire infiniment petite d&oup~e sur V par 
cette courbe C. Construisons une sorte de manchon, infiniment d~li6, 
entourant l'ar&e a~ et passant' par C. Par le sommet a~ je m~ne une 
surface qudconque S; elle viendra d~couper sur le manchon une courbe 
ferm& tr~s petite C'. Soit K' la portion de la surt:ace S limitgae par 
C; soit H la surface du manchon comprise entre C et C'. On figu- 
rera ainsi une sorte de tambour, dont H sera la surface lat&ale, K 
et K' les deux bases. 

Consid&rons alors la vari~t& 

V ' - - V - - K @ H @ K ' .  

Cette vari&6 aura mdme frontifire que K; mais die ne coupera 
plus a I en M, puisqu'on a supprim6 la portion K de K, oft se trouvait 
ce point M. En revanche, H ne couper a pas l'ar~te a'i, et K'  coupera 

cette ar~te en a~. 
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En operant de m~me sur tous les  points d'intersection de V et" 
de tt x ~, on am~nerait tous ces points ~t coincider avec a ~ j "  

:~o de mani~re que tous les points nodaux soient des sommets. 
Soit, en effet, a~ une face passant par l'ar~te b~ ; Hntersection de 

V e t  a~ comprendra, outre b, ,  d'autres lignes; soit c l'une de ces 
lignes, venant se terminer sur b1 en un point nodal D. Soient a~ et 
a~ les deux sommets de b~. Par b~ je fais passer une surface S, faisant 
partie de P e t  ne coupant pas a~. Comme a~ et a~ sont sur la fron- 
ti~re de V, ie joins ces deux points par une ligne L, situte sur V e t  
s'tcartaat peu de b .  Cette ligne s'tcartant peu de b~, je puis mener 
par L une. autre surface S', qui ne passera pas par b~, mais qui 
coupera S suivant une ligne L ' ,  tr4s pea  diff4rente de b~. Ces trois 

o o lignes L, b~ et L '  auront m~ines extrtmitts a i e t  a k. 
Soit V l a  portion de V, comprise entre L et b~ ; soit S~ la portion 

de S,. comprise entre L '  et b~, et S~ la portion de S', comprise entre 
L e t  L'. 

Je remphce Jr par 

V' a m~mes fronti~res que 11, mais jr, (a~) ne pr~sente plus de points 
o Oo nodaux, en dehors, de a i e t  ak, car si une ligne analogue /t c venait 

aboutir ~. un point nodal, situ~ entre a~ et a k~ , la portion de cette 
ligne c, voisine de ce point nodal, devrait se trotlver sur Si, ce qui 
est impossible, puisque S n e  coupe pas a~. 

En r~sum~ : nous pouvons toujours supposer que les V(a~)sont 
des lignes, dont les extr~mitts sont des sommets de a~. 

Soit alors L une des lignes, dont se compose V(a~), ayant pour 
O O O extr~mit~s deux sommets a i et a k de a =~. On peut aller de a ~ ~t ak, 

=- soit ~--a*m l'ensemble des ar~tes de a = en suivant le p~rim~tre de a~, ~, 
comprises entre a i e t  a ~ Comme la face a = o k. ~ est suppos~e simplement 
connexe, la ligne L la divisera en deux parties. Soit Q l'une de ces 

parties, comprise entre L e t  Y a~. 

Soient ap3 et a 3q les deux cases s~par~es par a ~;. Par les ar~tes Y a I,~ 
je. fais passer une surface S, peu diff~rente de la face a~ et situ~e toute 
enti~re dans la case a~; par les m~mes ar~tes je fais passer une seconde 
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surface S', peu diff~rente de a~ et situ~e dans la case a~; ces deux 
surfaces S e t  S' couperont V, suivant deux lignes L e t  L], peu dif- 
f~rentes de L, et ayant pour extr~mit~s a7 et a~. Soit S~ la portion 

de S comprise entre ~--aim et L ; soit S la portion de S' comprise 

entre 5- a~ et L] ; soit V la portion de V comprise entre L, et L~ ; 
c'est sur g que se trouvera L. 

Soit midntenant 

v , = r - v , + s , + s .  

g '  a m~mes fronti~res que V; V' ne passe plus par L, mais en re- 

vanche passe par les ar&es Y a~. 
En optrant de la mdme mani~re pour toutes les iignes teUes que 

L, on voit qu'on peut toujours supposer que tous. les g(a~) se r~- 
duisent ~t des combinaisons d'arttes. 

Comme les fronti~res de V(a~) sont ou des b, ou des V(aj), on 
volt que les fronti~res des V(a~) sont des combinaisons d'ardtes de 
P, et, bien entendu, routes ces ar~tes doivent appartenir ~t a~. Ainsi 
donc V(a~)est une surface simplement ou mulfiplement connexe, 
limitte par une ou plusieurs lignes ferrules, qui, elles-mSmes, sont des 
combinaisons d'arttes de a~. 

Comme la case a~ est simplement connexe, ces lignes ferm~es 
subdiviseront la surface de cette case en un certain nombre de rt~ons, 
et comme ces lignes fermtes sont des combinaisons d'ar&es de a~, 
ces rtgions seront des combinaisons des faces de a~. 

On pourra toujours tcouver une combinaison de ces rtgions, qui 
aura mtmes fronti~res que V(a~). Supposons, par exemple, que la 
fronti~re de V(a~) se compose de trois lignes fermtes L, L,  L:; la 
ligne L divisera la surface de a~ en deux rtgions R et R'; les lignes 
L et L, diviseront de m~me cette surface en deux rtgions R z et R~, 
ou R, et R~. Je suppose qu'en parcourant L duns un certain sens, on 
air ~ sa gauche V(al) , et R et R" ~ sa droite; je suppose de mtme 
qu'en parcourant L et L 2 duns un sens convenable, on ait ~ sa 
gauche Z(a~) et R,, ou V(a~) et R~. 

Alors la vari~t+ R-Jr-R z + R2 aura mtme fronti+re que V(al); 
on pourra donc remplacer V(a~) par R-~-R,  + R,. 

R~nd. Cirr Mat~m.~ t. XIII, parte ia.--Stampato il r 5 giug'no r899. 40 
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En op&ant de la mSme mani+re sur t o u s l e s  V(a~), on aura 

remplac~ V par une autre vari+t~, qui aura mSme fronti6re ~-'b,,  et 
qui sera une combinaison de faces de P. 

Le th~or~me est donc d~montr~ en ce qui concerne les poly6dres 
de l'espace ~t 4 dimensions et les homologies entre les ar&es. 

On le d+montrerait de m~me pour un poly6dre quelconque. 

VII. 

l~oly~dre r$ciproquv.  

Soit P u n  poly~dre dans l'espace ~t 4 dimensions; ce poly~dre 
sera subdivis~ en un certain nombre de vari&& v3, que j'appellerai 
ses cases, et que j6 d~signerai par a~. Ces cases seront separ~es les 
unes des autres par des vari~t6s v 2 ou a~, que j'appellerai les faces; 
ces faces auront pour fronti~res des vari&& % ,  ou a~, que j'appel- 
lerai les ar&s, et les extr~mit~s des ar~tes seront des points v o ou a ~ 

i '  

que j'appellerai les sommets. 
Je supposerai, bien entendu, que les cases et les faces sont sim- 

plement connexes. 
Marquons, ~t l'int&ieur de chaque case a~, un point P(a~); ii l'in- 

t~rieur de chaque face a~, un point P(a~); sur chaque ar&e a~, un 
point P(a~); chaque ar~te se trouvera ainsi partag~e en deux parties 
par le point P(a~). 

Joignons par des lignes le point P(a~) ~. chacun des sommets de 
la face a~ et ~t chacun des points P(a~), correspondant aux diverses 
ar~tes a} de la face a~. Toutes ces lignes devront 6tre trac6es sur la 
face a~. Cette face sera ainsi partag& en triangles, et le nombre de 
ces triangles sera double du hombre des ar~tes de a~. Nous ferons de 
m6me pour routes les autres faces. 

Consid&ons maintenant une case a~; d&omposons en triangles 
T toutes les faces a~ de cette case, ainsi que nous venons de le dire. 

1 

Construisons des triangles curvilignes, ayant pour sommet commun le 
point P(a~) et pour bases les diff&ents c6t& des diff&ents triangles 
T. La case a~ sera ainsi d&ompos~e en t&ra~dres, ayant P(al)pour 
~ommet commun et pour bases les diff~rents triangles T. 
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Nous distinguerons six sortes de lignes (qui seront les ar&es de 
nos t&ra~dres) : 

cellas de la I ~* sorta joindront un 

chaque ar&e sera ainsi fortune de deux 
ceUes de la 2 a~ sorte joindront un 

)) )) 3 e )) )) 

1> )> 4 e )) , 

)) D 5 e D )) 

>) )> 6 e )) )) 

Les lignes de la 2 a~ sorte peuvent 

deux maniSres : 

sommet a ~ .4 un point P(a}); 

lignes de la i ~r~ sorte; 
~2 point P(al) ~. un point P (  i); 

,, ,, s o m m e t  

,, P(a~i) ,, point P(a~); 
,, P ( < )  ,, ,, 

,, }~ ~ sommet a~ / 

s'accoupler deux ~ deux de 

i ~ Ce que j'appellerai la ligne b'i sera form6e de deux lignes de 
la 2 d* sorte, joignant un m4me point P(a~) ~. deux points P(a}) et 

P(a2), correspondant aux deux cases a 3. e t a ]  s6par6es par la face a = 
1 i" 

I1 y aura donc autant de lignes b~ que de faces a~. 

2 ~ Ce que j'appellerai une ligne c sera form& de deux lignes de 
la 2 a~ sorte, joignant un m,3me point P(a~) ~ deux points P(a~) et 
P(a~), correspondant ~t deux faces a~ et a~ de la case a]. 

I1 nous faut d4finir des surfaces que j'appellerai les surfaces b~. 
Soit une ar&e quelconque a'~-et le point P(al). Supposons que 

les faces qui passent par a j ,  soient successivement: 

a~, a ~ , . . . ,  a~, 

et que les cases, auxquellcs appartient a~, soient successivement: 

<, 

de telle faqon que a~ s@are a I de a3=, a~ s~pare a3= de a ~ , . . . ,  et, 
qu'enfin, a = s@are a 3 de a 3. Convenons, pour plus de sym&rie, de q q 

d&igner indiff&emment la case a~ par a I ou a~+,. 
D&omposons chaque case en t&ra6dres, et envisageons en pard- 

culler les t&ra6dres qui admettent pour sommet le point P(a~). Con- 
sid&ons les 2 q triangles curvilignes: 

1'(4)I"(4)1"(,4), ( k = , ,  . . . . .  
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L'ensemble de ces 2 q triangles formera un certain polygone que 

j'appeUerai hi, et qui aura pour fronti+re l'ensemble des lignes 

b: b' v , 2 1  " ' "  1 q" 

D~finissons maintenant les volumes b~; le volume b~ sere l'en- 
semble des t&ra6dres qui admettent pour sommet le point a7; ce vo- 

lume sere un poly6dre A 3 dimensions, simplement connexe, qui aura 

pour fronti6re l'ensemble des surfaces b~, correspondent aux ar&es a~, 

qui aboutissent au point a ~ 
La juxtaposition des volumes b] constituera un nouveau poly6dre 

P ' ,  que j'appellerai le polyddre rdciproque de P, et qui aura pour cases 

le b 3 pour faces les b~, pour ar&es les b~, pour sommets les points 
i ,  

b o = 

A cheque case b~ de P" correspondra un sommet a~' de P, 

~ ~) face b~ ~ ,, ~, une ar&e a ~ i )1 )1 

, )) ar&e b~ ~ ~) ~ ~ face a~ ~ , 

z )) s o m m e t  b ~ i )) ~) ') )) c a s e  a 3, ~) ~). 

De plus, au sens du ~ II, il y aura la m~me relation, par exemple, 
en t re  l'ar&e b~ et la face bj,2 qu'entre la face a 2~ et l'ar&e a '.j. 

Si donc les congruences caract&istiques du polyedre P s'&rivent: 

- Z a; - -  Z q , j< ,  a; --- Y 
j i J 

ceUes du poly6dre P '  s'&riront : 

i J J 

Consid&ons maintenant une ligne c, form& de deux lignes de la 

seconde sorte, joignant un m~me point P(a]) ?t deux points P(aj)  
et 

o Soient a ~ et % deux sommets, appartenant respectivement tous 
deux ~. la case a]. Soient d et d' les deux lignes de la 3 ~me sorte qui 

joignent respectivement P(a~) ~ a~ et P(a~) ~. %.~ 
o Comme a ~ et a e appartiennent ~l une m~me case a~, on pourra 

aUer de l'un de ces sommets ~i l'autre, en suivant une ligne bris6e 
I form& d'ar&es a~ appartenant :i a! t "  
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O .  Soit Y a ~ cerce ligne bris6e, dont les extr~mit6s sont a ~ et ap, q m 

l 'ensemble des lignes c -  d -  ~-a~q 27 d' sera une ligne ferm6e, ce 

que j'exprimerai par la congruence:  

I - -  d J  c__-- - -d+Y% 

Comme a~ est simplement connexe, cette ligne ferrule sera la 

frontiare d 'une vari&6 A 2 dimensions, int6rieure .~ a~, ce que j'ex- 

primerai par l 'homolo~e : 

, . . .  e +  e'. 

R&iproquement :  soit Y a ~ m~e ligne bris~e, form~e d'ar&es q 

appartenant routes ~ a~, et dont  les extr~mit~s sont les sommets a ~ 

et a~; ces deux sommets appartiendront respectivement .~ deux faces 
2 2 a i e t  ak, faisant toutes deux partie de a!. Soient les trois lignes: 

c = P(a~)P(a~)  -a t- P (a~)P(a; ) ,  d = P(a~)a  ~ d' - -  P(a2)a,.~ 

O n  a u r a  e n c o r e  

d +  Xa - a'. 

Soit maintenant a ~ un sommet appartenant .~ deux faces a ~.J et av2 

Soient les detLx lignes de la 3 am~ sorte:  

- ' - -  a 2  4 o dj P ( j )  ,, = 

Nous pouvons tracer une ligne L,  s '&artant  infiniment peu du 

sommet a ~ ;, et allant d 'un point de a ~ ~t un point de a ~ ] k" 

Supposons, pour fixer les id6es, que cette ligne traverse trois cases 

et qu'elle rencontre successivement la f ace  a ~ la case a 3 la f ace  a ~ i '  i '  ~ '  
2 la case a 3,., la face a~, la case @, et enfin la face a k. 

Construisons les trois lignes c :  

cj = P(a})  P(a})  + P(a})  P ( 4 . ) ,  

3 2 
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et Ies deux lignes de la 3 eme s o r t e :  

O i l  a u r a  : 

c i . ~ d ~ d m ,  c , . _ ~ _ d . ~ d e ,  c e ~ d  e ~ d ~ ;  

et comme les trois cases a!~, a 3=, ap~ sont simplement connexes : 

et enfin : 

C i r c r Cpr d p - - d k ,  

ci + c,, + cp ,-., dj - -  d~. 

On peut donc toujours trouver une ligne bris6e, form6e de lignes 
c et homologue A d i - - d k ,  dj et dk &ant des lignes de la 3 ~~ sorte, 
aboutissant A un m~me sommet. 

Cela pos6, soit 

une congruence entre les ar&es b~ du poly~dre P ' .  

La ligne bris6e ~ 3; est &idemment form6e d'un nombre pair 
de lignes de la 2 ~* sorte, et en parcourant cette ligne bris&, on ren- 
contrera successivement q faces 

pour revenir ~. la face a~, que je d6signerai 6galement par aq§ ," 
on rencontrera q cases 

a 3, 3 

el: 

pour revenir ~t la case a~, que je d~signerai 6galement par 
sorte que la face a~ s~parera la case a2 de la case a~+ v 

Notre congruence s'&rit alors: 

a; de q + l '  

Y [P(a~) P(a;) + P(~;) p(aL,)] - o, 
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on, ce qui revient au m~me, 

319 

Y [P(4-,) P(~) + P(~) P(~;)] = o. 

Soit alors a ~ k un sommet de la face a~k, appartenant, par cons6- 

quent, ~t la lois aux cases a~ e t a  3 k+l" 
P Fa2"~ a o . Soit d r la ligne de la 3 ~m~ sorte _, .  kJ k, nous venons de voir 

qu'il existe une ligne bris6e A~, form+e d'ar6tes appartenant ~. la case 

a ] ,  et telIe que l 'on ait l 'homologie: 

P ( a k , )  P(a~) + P(a~) P(a; )  ,.., d~_, + A k - -  d k. 

En additionnant toutes ces homologies, le premier 

rfidult ~ : 

~- [P(a2_:) P(a~) -t- P(a~) P(a2)] - -  Y b~; 

membre se 

les 'lignes de la 3 kin" s o r t e d  k disparaissent, et il reste:  

et par consequent 
Z b ~ Z A ~ ,  

Zb;--= ZA~ =- o. 

Donc, ~t toute congruence ~-b~ ~ o entre les ar&es de P ' ,  cor- 

respond une congruence Y A~ ~ o entre les ar~tes de P, et telle que 

l 'on ait : 

Yb: ,,, YAh. 

Si donc on a 5--b I ,-., o, on aura Y ~/k " o, et r&iproquement.  

Soit maintenant 

(2) 5-  Ak ---- o 

une congruence entre les ar&es de P; supposons que r soit une 

ligne bris6e form6e d'ar~tes appartenant A la case a~. 

Le premier membre de la congruence (2) se composera de q 
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semblables lignes bris&s: 

A ,  A~, . . .  , A ,  

et je d&ignerai indiff&emment A, par A, ou A~+,, et Aq par A o ou Aq. 
Soient ak~ et a~ les deux extr6mit& de 1.a ligne Ae; le sommet 

a~ appartiendra /t la lois aux cases a~ et a'k+1 ; soit a'=e la face de a~ , 
O et ak+ , ~ la face de a 3k+, , auxquelles appartient a k. 

Soient les lignes de la 3 ~m~ sorte 

a , 2  o 2 o = P (  e)a , ae+, = 

et d'autre parte:  

: a 2  3 '2 ck P ( k )  P(a~) -}- P(ak) P(a k). 

[Nous avons vu que 

Ak "-' - -  Z~ + ek + d;. 

D'autre part, les lignes de+ ' et d; aboutissent it un m4me sommet 
O~ ak, nous avons vu 6galement que l'on peut trouver une combinaison 

C e de lignes c, telle que l'on ait 

C e r d~ - -  de_ ,. 

En additionnant toutes ces homologies, je trouve : 

et par cons+quent : 
Z-4,  Zc,+ Zq, 

Z c , + Z q - o .  

Le premier membre de cette derni6re congruence est une combi- 
naison de lignes c, ou, ce qui revient au m~me, une combinaison 
d'ar~tes b'i du polyadre P', de sorte que je puis poser:  

Zc + Zq=Zb: ,  
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d'o~ 

>-.4k ,., Yb . 

En r~sum~ : ~. route congruence entre les ar~tes de P, correspond 
une congruence entre ceUes de P', et r~ciproquement, et la condition 
n~cessaire et suffisante pour que le premier membre de l'une des con- 
gruences soit homologue ~. z~ro, c'est que l'autre le soit. 

En d'autres termes, le nombre des congruences distinctes entre les 
ar~tes est le m~me pour P e t  P ' ,  en ne consid~rant pas des congruences 
comme distinctes, quand une combinaison lin~aire des premiers membres 
de ces congruences est homologue 5. z~ro. 

En d'autres termes encore, le nombre de B e t t i  r~duit, relatif 
aux ar~tes de P ,  est ~gal au nombre de B e t t i  r~duit, relatif aux 
ar~tes de P ' .  

On pourrait arriver au m~me r~sultat, en remarquant que ].'on 
peut construire un poly~dre qui serait, ~. la fois, d~riv~ du poly~dre 
P e t  d~riv~ du poly~dre r~ciproque P ' ,  et en appliquant le th~or~me 

duS 5. 
Nous verrons plus loin, au ~ TO, que cette proposition peut ~tre 

pr~sent~e sous une autre forme. 
D'autre part, cela peut permettre, plus simplement qu'au ~ 5, de 

d~montrer que les hombres de B e t t i  r~duits sont ~gaux aux hombres 
de B e t t i proprement dits. 

En effet kt d~finition du poly~dre P '  comporte un certain arbi- 
traire: ses sommets b ~ ne sont assujettis qu'5. ~tre int~rieurs aux cases 
a~ de P. Dans ces conditions, on peut 5videmment choisir toujours le 
poly~dre P '  de facon qu'une ligne ferrule quelconque soit une com- 
binaison des b~. 

S vm. 

D6mons$,ratio.Jt d.le thdo~"~me fo~da~Jiental .  

Soit N, le nombre des ar~tes de .notre polyedre P, N= le hombre 
des faces, N 3 celui des cases. Formons un tableau d'apr~s les r+gles 
suivantes. 

Rend. Cite. Matem., t. XIII, parte zL--Stampato il 15 ~ugno I899. 4I 
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Le tableau aura ~ \  ~ N~ colonnes, N= dites de ta i ~r~ sorw et 

N 3 dites de la 2a~; il aura N~ q - N ,  ligaes, N~ de la I ~~ et N,  de 
la _,d~ sorte. Voici quels seront les ~l~ments du tableau: 

t ~ Pour l'~l~ment de la i ~ ligne de la i ~ sorte et la /~~ co- 

torme de la I ~ sorte, j'&rirai I, si i = j,  et o, si i--/: }. 
2 ~ Les ~l~rnents appartenant ~t une ligne de h 2 ~ sorte et 5.une 

colonne de la 2 a~ sorte, seront ~ u s  nuls. 

3 ~ Lu de ta i ~ colonne de la I ~ sorte et de la j~~  ligne 

de h .2 a~ sorte, sera e[j ,  r ~tant le hombre qui nous fait connaitre 
ta relation entre la face a~ ct t'ar~te a~. 

4 ~ L'~l~ment de la i ~ tigne de la i ~ sorte et de h j ~  col.orme 
,cle h 2 a~ sorte, sera ~.~. c'est~-dire le r~ombre qui fait connaltre la 
r~lation entre h case a} et h face a~. 

Notre tableau, s'il y a par exemple deux cases, quatre faces .e~ 

~ois ar~te% tx'&oexttera am a.~pe.c~ tel qtie cel~-ci :  

I 0 0 0 ~ 

0 I 0 0 S 

0 0 I 0 ~ 

( I )  0 0 0 I ~ 

~ z ~ 0 0 

r ~ Z g 0 0 

~ ~ ~ 0 0 

Je n'ai pas ~crit les indices des hombres -~ pour simplifier. 
Voici maintenant les operations que je regarde comme permises 

sur ce tableau. 

i ~ Ajouter une colonne ~t une autre de mgme sor~, ou Fen 
retrancher. 

2 ~ Ajouter une ligne ~t une autre de mgme sorte, ou Fen retrancher. 

4o Permuter deux r de m~me sorte, en changeant tousles ) 

signes de l'une d'elles, 
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4 ~ Permuter deux lignes de m~me sorte, en changeant t o u s l e s  
signes de l'une d'elles. 

Toutes ces transformations, pour lesquelles les +l+ments du tableau 

restent entiers, s'appelleront les tranfformations arithmdtiques du tableau. 

On peut s'en servir pour simplifier la partie du tableau qui appar- 

tient aux colonnes de la I ~re sorte et aux lignes de la 2 ae sorte, et 

celle qui appartient aux colonnes de la 2 ~'e sorte et aux lignes de la 
16re sorte. 

VoM jusqu'oa l'on peut pousser la simplification, d'apr& des 

th~or6mes bien connus d'arithm&ique; quand la r+duction sera termin+e: 

L'+l~ment de la i am~ colonne de la I ~r~ sorte et de la ]~mo ligne 
de la 2 d" sorte: 

I~ Sera nul, si i >  j.  

2 ~ Sera 6gal 3. un enrier /-/~, qui pourra &re nul, si i - - j .  

3 ~ Seri encore nul, si i , <  j e t  si ~ est premier avec /-//. 
4 ~ Enfin sera nul, si/" > N,. 

11 en sera de m~me de l'616ment de la i ~m~ ligne de la I ~r~ sorte 
et de la /'~m~ colonne de la 2 a~ sorte. 

La r6duction peut &re pouss~e encore plus loin, si l'on autorise 
une cinqui&ne op&ation: multiplier tous les 616ments d'une ligne ou 

d'une colonne par un m~me nombre entier ou non, diff6rent de z6ro. 

Les transformations correspondantes s'appelleront les transformations 
algdbriques du tableau. 

On peut alors supposer que l'61~ment de la i ~me colonne de la 

I ~e sorte et de la j~mo ligne de la 2 a~ sorte (de m~me que l'~l~ment 

de la i a"'~ ligne dela I ~e sorte et de la ]am~ colonne de la 2 a~ sorte) 

est nul, si i=5~-j. Si i = - j ,  il peut &re ~gal ,~ o ou ~t I. S'il e n e s t  
ainsi, je dirai que le tableau est r&hdt. 

Apt& la cinqui~me operation, les 616ments qui appartiennent aux 
lignes et aux colonnes de la i ~ sorte pourront ne pas rester entiers; 

de plus, le d&erminant forn'.6 par ces lignes et ces colonnes pourra 
ne pas rester 6gal k I, mais il restera diff6rent de z6ro. 

Le tableau ( I )  est relatif aux faces du .poly~dre P e t  3. leurs 

relations avec les cases et les ar&es. Nous pourrions en dresser un, 

tout pardi, relatif aux ar&es du poly~dre P e t  3. leurs relations avec 
les faces et les sommets. 
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Nous pourrions +galement envisager le poly~dre P ' ,  d~fini plus 

haut, et construire deux tableaux relatifs Fun aux faces de P ' ,  l'autre 

~. ses ar~tes. 
Comparons le tableau (I) ,  relatis aux faces de P, avec le tableau 

( I  hi') relatif aux ar~tes de P ' .  

11 r+sulte de ce qui pr&~de, que ces deux tableaux peuvent s- ~ 
d~duire l'un de l'autre en remplacant les lignes par les colonnes et 

inversement. 
Cela pos+, envisageons le tableau ( I ) ,  relatif aux faces de P, et 

examinons comment on peut dMuire de ce tableau le nombre de B e t t i 
P,  du poly~dre P. 

Comment, d'abord, pourra-t-on en dgduire les congruences entre les 
faces et les argtes ? 

Cohsid~rons une colonne quelconque de la I ~" sorte; par exemple 
la i ~me colonne. Multiplions les ~l~ments de cette colonneet  de la k a~~ 
ligne de la i ~" sorte .par a~ et ajoutons; puis ~galons ~t la son.me 

obtenue, en multipliant les +lements de cette m~me colonne et de la 
j~=~ ligne de la e ar sorte par a~.; nous obtiendrons la congruence 

a' Z : , ;  

ce qui est bien une des congruences (3) du ~ II. Toutes les autres 
congruences n'en sont que des combinaisons. 

Comment pourra-t-on maintenant trouver les homologies entre les faces ? 
Pour cela, envisageons par exemple la i ~m" colonne de la 2 d~ sorte; 

multiplions les ~l~ments de la k ~* figne et de cette colonne par a~,, 

ajoutons et ~galons ~. z+ro; nous trouverons:  

Z 8  2 i ~ ak ~ O~ 

ce qui est bien une des homolo~es (5) du ~ II, dont toutes les 
autres ne sont que des combinaisons. 

Qu'adviendra-t-il, maimenant, si l'on applique d notre tableau ( i )  
une transformation alggbrique queIconque ? 

Avant la transformation, chaque colonne de la I ~ sorte correspond 



COMPL~MENT ,~ L'ANALYSIS SITUS. 32~ 

.4 une face, chaque colonne de la 2 a~ sorte .4 une case, chaque ligne 
de la I ~re sorte ~ une face, chaque ligne de la 2 ae sorte ~t une ar~te. 

On obtient, comme nous l'avons vu, autant de congruences et 
d'homolo~es que de colonnes, en multipliant les ~l~ments de chaque 
ligne de la I are sorte par ia face correspondante, ceux de chaque ligne 

de la 2 ae sorte par l'ar~te correspondante, et ajoutant. 
Supposons maintenant qu'on fasse la deuxi~me operation, c'est-.4- 

dire qu'on transforme en ajoutant la ligne de la I ere sorte, qui corre- 

spond ~l a 2~, ~ celle de la i ~e sorte, qui correspond .4 a 'k. Nous con- 
venons de dire qu'.~ la nouveUe k ~me ligne (ceUe k laquelle on a ajoutfi 
la i ~=e ligrie) correspond toujours la vari~t~ a1,2. mais qu'~t la nouvelle 

i t=e ligne (qui d'aiUeurs n'a pas change)corresp9nd la vari~t~ a~--a~. 
Si l 'on fait la cinqui~me operation sur la k ~me ligne de la I ~e sorte, 

en en multipliant les ~l~ments par une constante m, nous conviendrons 

de dire qu'~l la nouvelle k ~=e ligne correspond la vari~t& I---a~ (notation 
m 

qui n'a qu'une valeur symbolique, ~t moins que I - -  ne soit entier). 
m 

Quant ~t la quatrieme operation, ce n'est qu'une combinaison de 
plusieurs operations analogues ~ la deuxi~me. 

Nous avons ainsi dfifini la vari~t~ qui correspond .~ chacune des 
lignes de la I a~e sorte du tableau, apres qu'on a appliqu~ .~ ces lignes 

une combinaison quelconque des 2 ~=e, 4 ~=e et 5 a=e operations. 
Nous d~finirions de mfime les vari~t~s qui correspondent aux dif- 

f~rentes lignes de la 2 a~ sorte, apr~s qu'on aurait appliqu& ~t ces lignes 
une combinaison des 2 ~e ,  4 ~me et 5 ~me operations. 

Gr.4ce ~i ces conventions, il suffira encore, pour obtenir les con- 
gruences et les homolo~es, d'ajouter et d'~galer ~i z~ro, apr~s avoir 
multipli~ les ~l~ments de chaque ligne par la vari~t~ correspondante, 
et avoir chang~ le signe des pro&fits ainsi obtenus, en ce qui concerne 
les lignes de la 2 a~ sorte. 

Maintenant, si l'on applique aux colonnes du tableau les lame, )~me 
et 5 ame operations, on ne fera que combiner les congruences entre elles, 
et les homologies entre elles; ou multiplier une congruence et une 
homolo~e par un facteur constant. 

D'o{1 le r~sultat suivant: 
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Potw dddldre les co~zgruences dtt tab/earl transformd, voici ce qu'il 
rant faire: multiplier chaque ligne de la i ~r~ sorte pour la vari~t~ qui 
lui correspond en vertu de la convention que nous venons de faire, 

et ajouter; faire de m ~ m e p o u r  les lignes de la a d~ sorte; ~galer les 
deux r6sultats ainsi obrenus; on aura ainsi autant de congruences que 

de colonnes de l a x  ar~ sorte; routes les autres congruences possibles ne 
seront que des combinaisons. 

Pour ddduire de mdme les homologies, il faut : multiplier chaque 
ligne de la i ~ sor~e pour la vari6t6 correspondante, ajouter et 6galer 

It z6ro; on aura alnsi autant d'homologies que de colonnes de la 2 a~ 
sorte; toutes les auttes h0molo~es possibles n'en seront que des com~ 
binaisons. 

11 importe de remarquer que les congruences et homolo#es ainsi 
obtenues, pourront n'avoir qu'une valeur symbolique, parce que les 
coefficients pourront 6tre fractionnaires. 

Et, en effet, d'une part les 616menrs du tableau transform6 peuvent 
ne plus 4tre entiers; d'autre part, la vari6t6 qui correspond ~une  ligne 

peut, comme je l'ai dit plus haut, n'avoir elle-m~me qu'une valeur 
symbolique. 

Mais comme les coefficients, entiers ou non, sont toujours com- 
mensurables, il suffira de multiplier notre congruence ou notre ho- 
rnolo~e par un entier convenable, pour en d4duir~ une congruence 

ou une homologie A coefficients enr.iers, qui aura un sens pour elle- 
mame. 

Supposons, maiittenant, qu'on air ridui~ le tableau, comme je l'ai dit 
plus ham. 

Combien y aura-t-il d'homologies distinctes ? 

Parmi nos N 3 colonnes de la 2 d~ sorte, il y en aura N 3 - N ~  
dont tous les  61~ments seront nuls, et N~ dont un ~It~ment sera ~gal 

I et tous les  autres nuls. Les N 3 ~ N~ premieres ne nous donneront 
aucune homologie; chacune des N~ amres nous en donnera une et ces 
N;  homologies seront ~viden:ment routes di~tinctes. 

I1 y a done N;  homolo#es distinctes. 

Combien y a-t-il de congruences distinctes entre les faces et les 
ar6tes ? 

11 y en a 6videmment N , ,  correspondant aux N~ cotonnes de la 
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I &~ sorte, et ces congruences sont distin.ctes, parce que le d&erminant 

form6 avec les lignes et les colonnes de la I ~* some, n'est pas nuL 

Consid&ons ma,:ntenant dans notre tableau r6duit les N i lignes 

de la 2 a* sorte; parmi elles il y en aura N , -  N~" dont tous les ~16- 

ments sont nuls, et N~', dont un 61~ment est 6gal ~ I e t  tousles autres 

nuLs. Parmi nos N~ congruences il y en aura donc N~ qui confien- 

dront une ar~te, et N,  ~ N~ qui ne confiendront aacune ar&e. II y a 

done N,  - -  N~ congruences entre les faces seulement, et ces congruences 

sont routes distinctes. 

I1 y aura donc ent,'e les faces seulement N 2 -  N ; -  N: con- 
gruences, qui resteront distinctes, si l'on ne regarde plus comme di- 

sfinctes celles que l'on peut d~duire les unes des autres par le rnoyen 

des homologies. 

Le nombre de Bet t i  rdatif a~x faces de .Pest donc: 

Gherchons maintenant le hombre de B e t t i relatis aux ar&es de P. 
On le trouvera &idemment en op&ant comme nous venons de 

faire sur le tableau (ibis), relatif aux ar&es de P' .  

Mais on passe d'un t~bleau .4 l'autre, en remplacant les lignes par 

les colonnes, et r&iproquement. Les nombres qui joueront, par rapport 
(Ibis), le mSme r61e que 

jouent par rapport k 0 ) ,  seront doric respectivement : 

N~, N'~, N'~. 

Donc le nombre de B e t t i  relafif aux ar&es de P '  est encore: 

 V2-- N'I + :. 

Ainsi les nombres de B e t t i  relatifs, l 'un aux faces de P, l'autre 

aux ar&es de 2 ~', sont ~gaux. 
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Or nous avons vu plus haut que les nombres de B e t t i  relatifs 
aux ar~tes de P e t  i celles de P '  sont 6gaux, de m~me que les nom- 
bres de B e t t i  relatifs aux faces de P e t  A celles de P'.  

Donc le hombre de B e t t i relatif aux faces de P est dgaI au nombre 
de B e t t i  relatif aux ardtes de P. 

Notre th~or6me fondamental est donc d~montr~ en ce qui con- 
cerne le poly6dre P, c'est-~-dlre, en ce qui concerne les poly6dres de 
l'espace ~ quatre dimensions. 

La dfimonstration pourrait, sans aucun doute, s'&endre .-i un po- 
ly6dre quelconque. 

IX. 

~ e m a ~ ' q u e s  d i v e , ' s e s .  

Le th~or~me fondamental est ainsi ~tabli par une d~monstration, 
qui diff~re essentiellement de celle de la page 43 de l',4nalysis situs. 

Mais cela ne saurait pas nous suffire. Ii faut nous efforcer de 
retrouver les propositions interm~diaires, et, en parficulier, celle-ci: 

La condition n~cessaire et sufl-]sante pour que l'on puisse trouver 

une vari&~ g telle que ~ - N ( V ,  Vi)--~o , c'est que l'on n'ait pas l'ho- 

mologie Y V~ ,--, o. 
Consid+rons detL,: varlet+s, la prenfi6re V,, 5, une dimension, 

compos~e d'ar6tes de P ' ,  la seconde V,,  ~. detnx dimensions, compos+e 
de faces de P, de telle sorte qu'on aura:  

l'ar~te b[ &ant celle qui correspond i la face a~, d'apr~s les conven- 

tions du ~ 7. 
L'ar~te b; coupe la face a~, et n 'en coupe aucune autre, de telle 

sorte que si nous reprenons la notation de l'Analysis situs, pag. 38, 
nous aurons : 

N(v,, v . )= 

Nous supposerons dans ce qui va suivre, que les vari6t~s V et 
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sont ferm&s, ce qui s'exprime par les congruences: 

5- ~,b,~ - -  o, 5- <a  ~ ,=o .  

V&ifions d'abord que l'on aura 

pourvu que l'on air l'une des deux homologies (*): 

( ,)  5- ~,b; ,,, o, Z 4r ~ o. 

329 

Si en effet nous avons, par exemple, la seconde homologie (2), 
c'est qu'on aura : 

i=2%. 3 < Z~j ' , , j ,  

~i &ant un coefficient ne d6pendant que de j. 
D'un autre c6t6, la premi&e des congruences ( I )peu t  se d6duire 

de l'une des suivantes: 

b' Z _~_ b 2 e3.. 
1 ],~ IP 

Z~,b; - -  5-Y~b~ 

(3) 
d'o6 

En 6galant ~t z6ro le coefficient de b ~ il vient successivement: j ,  

~- % r , , , = o ,  Z Z ~ ; ~ j ~ I , ; = o ,  Z ~ , ~ , = o ,  c.Q.~.D. 

On raisonnerait de m~me si on avait la premiere homolo#e (2). 
Je dis maintenant que si la seconde homologie (2) n'a pas lieu, 

on peut choisir les % de tetle fa~on que V reste ferm& et cependant 

que ~--~i ~i ne soit pas nul. 
En effet, dire que la seconde homologie (2) n'a pas lieu, c'est 

(*) Cir. Analysis situs, pag. 42. 
Rend. Circ, Matem., t. XIII, parte IL--Stampato il 19 giugno i899. 42 
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dire qu'on ne peut pas trouver des nombres ~j. tels que l'on air: 

(4) ~ = Z ~i~,, �9 

Dire que V z reste ferrule, c'est dire que les ~ sont assujettis aux 
conditions : 

(s) X = o. 

Or il est clair que si les ~ ne satisfont pas i des ~galit~s de la 

forme (4), l'~quation lin&ire ~ - - ~ i - - o  sera distincte des ~quations 
(5); on pourra donc toujours trouver des nombres ~i, qui satisfassent 

aux ~quations (5) sans satisfaire i ~- ~ ,~  = o. 
Remarquons d'aiUeurs que nous n'avons pas restreint la g~n~ralit~ 

en supposant que nos vari~t~s Vz et V~ ~taient des combinaisons des 
b~ et des a ~, quelle que soit la vari~t~ /I, dont la subdivision forme 
les poly~dres P et P ' .  Quelles que soient les vari~t~s V~ et / I2,  nous 
pouvons toujours subdiviser /1, de mani~re k former deux poly~dres 
r~ciproques P e t  P '  tels que V soit une combinaison des ar~tes du 
second, et V une combinaison des rices du premier. 

I1 faudrait voir comment le tableau (x) du ~ 8 et les tableaux 
analogues, peuvent nous permettre de d6terminer les hombres de B e t t i ,  
tels que B e t t i  les d~finit lui-m~me, et non plus les hombres de B e t t i  
d~finis de la seconde mani~re, c'est-.4-dire ceux qu: nous avons consi- 
d~r~s jusqu'~, present. 

Consid~rons, par exemple, un tableau analogue au tableau ( 0 ,  
mais relatif aux ar~tes du poly~dre P e t  ~i leurs relations avec les faces 
et les sommets. Consid~rons, en particulier, les colonnes de la 2 d~ 
sorte et les signes de l ax  ~ sorte, o~ figurcnt les nombres z;,i" Soit 
T le tableau partiel ainsi obtenu. A l'aide de ce tableau on pourra 
former les congruences 

Z':,j  

d'o~l l'on d~duit les homologies 

( 63 Y- .'., , . ,  o. 

Alors pour reconnaitre si plusieurs lignes ferrules, form6es de 
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combinaisons des ar&es a) sont distinctes a,e sens de la I ~r~ ddfinition, 

c'est-~t-dire, a~ sens de B e  t t i, il faut savoir si elies sont li&s par une 
homologie obtenue en combinant les homologies (6) par addition, 
soustraction ou multiplication, mais sans division. 

Supposons qu'on air appliqu~ ~. notre tableau une s&ie de ces 
transformations, que j'ai appel&s arithm~tiques au ~ 8. 

Soit [= le nombre qui, dans le tableau transformS, figure dans 
- i,] 

la j~m~ ligne de la I ~re sorte et la i ~m~ colonne de la 2 a~ sorte. Soit c i 

la vari&b qui correspond ~t la j~=~ ligne de la I ~r~ sorte de notre tableau 
transform~ en vertu des conventions du ~ 8. D'apr6s ce que nous 
avons vu dang ce ~ 8, cette vari&~ n'est qu'une combinaison des ar&es 
a~. Nous aurons alors les homolo~es 

Ces homologies ne sont que des combinaisons des homolo#es (6), 
que l'on peut obtenir sans divisio~j, et r6ciproquement on peut tirer 
des homolo#es (6) des homolo#es (6 b~') sans division, c'est l a u n e  
cons6quence du caract4re arithm&ique des transformations. 

On peut donc, quand on veut s'assurer si detux lignes ferm&s 
sont distinctes au sens de B e t t i ,  se servir des homolo6es (6 his) au 
lieu des homolo#es (6). 

Nous pouvons supposer qu'on s'est servi des transformations arith- 
m&iques pour r6duire le tableau, comme je l'ai expliqu4 au ~ 8, et 
par cons6quent que ~ I ~ 2 ~ r est nul :  si i > j; si j > N=. 

Le tableau r4duit aux colonnes de la 2 ae sorte et aux lignes de 
la I ~re sorte prendra, par exemple, la forme suivante: 

0 0 0 0 

e b o o o 

f g c o o 

h k I d o 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 O. 
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J'ai suppos~ 6 lignes et 5 colonnes; j'ai suppos~ que Fun des 
nombres [~.z est ~gal ~t z~ro, de faqon qu'une des colonnes du tableau 
transform~ soit enti6rement compos~e de z~ros. J'ajoute que si d ~tait 
6gal ~t I, les nombres h, k, 1, qui figurent ~t la mdme ligne, seraient nuls. 

Cela pos~, si d n'est pas ~gal ~. I, les deux d~finitions des nom- 
bres de B e t t i ne coincident pas, parce que l'on a l'homologie d c, r o, 
d'ofl l 'on ne pourrait d~duire Fhomolo~e c 4 ~.0 o que par division. Si 
d - -  I, on a h - - k - - l - - o ,  et s i c  n'est pas ~gal ~. I, on aura l'ho- 
molo~e c q ,-., o, et les deux d~finitions ne concorderont 15as; et ainsi 
de suite. 

En r~sum~, pour que les deux d~finifions concordent, il faut et il 
suffit que le produit a b c d soit ~gal ~t I. 

Pour interpreter ce r~sultat, revenons au tableau non transformS. 
Le produit a b c d sera le plus grand commun diviseur de tous les  d6- 
terminants obtenus en supprimant N = - - N  3 lignes dans le tableau 7', 
pourvu que ces d~terminants ne soient pas tous nuls (auquel cas il n 'y 
aurait pas dans le tableau transform~ de colonne exclusivement com- 

"posSe de z~ros). Si les d~terminants sont tous nuls, on en formera 
d'autres en supprimant dans le tableau T une colonne et N ~ - -  N 3 -s r- I 
lignes; le produit abcd  sera le plus grand commun diviseur de tous 
ces d~terminants, s'ils ne sont pas tous nuls; et ainsi de suite. 

Nous arrivons ainsi ~t la r~gle suivante. 
Soit A~ le plus grand commun diviseur des d6terminants obtenus 

en partant du tableau T et y supprimant p lignes et N,  - -  N 3 + p 
colonnes. La condition n~cessaire et suffisante pour que les deux d~fi- 
nitions des nombres de B e t t i  coi'ncident, c'est que le premier des Ae 
qui ne s'annule pas, soit ~gal ~t I (le plus grand commun diviseur de 
plusieurs nombres ~gaux ~i z6ro ~tant z~ro par d~finition). 

Supposons que la vari~t~ V~ - -  5 - ~  b~, consid~r~e au d~but de 
ce paragraphe, ne peut pas &re fronti6re d'une vari~t~ h deux dimen- 
sions, mais satisfait ~l l 'homolo~e It, ,-., o. En d'autres termes, l'ho- 
molo~e V, ,-., o peut se d~duire des homolo~es (6) par division, mais 
non pas sans division. Dans ce cas, on aura n~anmoins : 

N ( g . ,  V. )  = = o. 
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5x. 
1 ) J m o n s t r a t i o n  a r i t h m J t , h l u e  de  e u n  

d e s  t h J o r ~ m e s  d u  ~ VII. 

Voici une mani&e de former les homologies qui pourra &re utile 

/t connaitre. 

Soit b7 un sommet du poly~dre P ' ,  sim~ .~ l'int~rieur d'une case 
a~ du poly~dre P. Soit, d'autre part, a~ un sommet de P, appartenant 

:t la case al. Joignons b ~ k a~ par une ligne que j'appellerai simple- 

ment b~ a~ k. 
Soit maintenant b~ une ar&e de P ' ,  dont les d e u x  extr~mit~s 

sont b~. et hi, de telle sorte que l'une des congruences (3) (cir. S 2) 
relatives k P '  soit: 

Soit, d'autre part, a~ la face de P qui correspond /t l'ar&e b~ de 
P ' ,  et a~ un des sommets de a~; nous aurons l 'homologie: 

( I )  bX o o __ a o i,o i ~ ak b] ~ ~h. 

Soit a ~ o o une ar&e de P, dont les deux extr~mit~s sont aj et a~, 
de sorte que l'une des congruences (3) relatives ~ P soit: 

0 0 

Soit a~ l'une des cases de P auxquelles appartient a x~, et b~~ le 
sommet correspondant de P ' ;  on aura l 'homologie: 

:2) l~x o o o~o i~ " '  bk aj - -  b k b. 

Je dis maintenant que routes les homologies entre les a~ peuvent 
se d~duire des homolo~es  (2). 

En effet, soit a~ une face quelconque de P, et soit: 
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la congruence de ta forme (3) qui lui correspond; on en d~duit l'ho- 
molo~e : 

(3) Z e  z, / gj ~ % 

et nous avons vu au ~ 6 que toutes tes homolo~es entre les ar&es de 
P sont des combinaisons de celles qu'on obtient de la sorte. 

Soit alors a) l'une des ar&es de P qui figurent dans l'homologie 

(3), et soit: 

tZl ao o 

Soit d'ailleurs a~ l'une des cases dont fait partie a~. Nous aurons 
rhomologie : 

(,ui 9 a ]  ~ h ~  a ~ ~ o o 
~t I, bk a t .  

Si nous additionnons les homologies (2 hi') qui sont de la forme 
(2), apr~s les avoir multipli&s par ,.~ t ous l e s  termes du second 
membre disparaitront en vertu des relations (5) du ~ 2; on retrou- 
verait donc l'homologie (3)- c. o_. v. D. 

On d~montrerait de m~me que toutes les homolo~es entre les b~ 
peuvent se d~duire des homolo~es (I).  

Nous avons vu plus haut, au ~ 7, que si l'on a une congruence: 

Z a] ~ O~ 

on peut trouver une autre congruence entre les ar&es de P' :  

b i ~ O, 

et de teUe faqon qu'on ait l'homologie: 

(4) ~-- a~ r ~__ b~. 

Je dis maintenant que cette homolo~e (4) peut &re d~duite des 
homologies ( I )  et (2). 

D&oupons, en effet, le premier membre de notre congruence 

a'/ ~_ o en un certain hombre de groupes, de telle fagon que les 
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ar&es d'un m~me groupe appartiennent ~t une m~me case a~. Soit 

5 -a}  l'un de ces groupes; nous aurons la congruence: 

(5) y ~} _ ~o _ ~ ,  

0 a~ et ae &ant les deux extr~mit~s de la ligne form& par l'ensemble 
des ar&es de ce groupe. Je suppose que routes ces ar&es appartien- 

nent ~i la case a~. Soit 

l 'une de ces ar&es; nous aurons l 'homolo~e : 

(~'~ ~ - -  8~ ~ - 8~ ~, 

et en ajoutant routes ces homolo~es, on trouverait : 

(6) X ~  8 ~ ~  o o o m ~ b k a p "  

Ajoutons d'une part toutes les homologies (6), d'autre part toutes 
les congruences (5), qui correspondent aux diff~rents groupes. L'addi- 

tion des  congruences (5) dolt nous donner la congruence IF-a~ ~ o; 
il s'en suit que si un sommet a,~ figure clans une des congruences (5) 
avec le signe -}-, il devra figurer dans une autre avec le signe ~ .  
L'addition des homologies (6) nous donnera donc:  

l O ~ o  (7) 5 -  ~j .-., 5 -  (8~ ~ - 8 ~ r a j "  

En &rivant cette relation je suppose que a ~ f i~ re  dans deux 

des congruences (5), une lois avec le signe q -  dans la congruence qui 
correspond ~. la case a2, et une fois avec le s i g n e -  dans la con- 
gruence qui correspond ~i la case a~. 

Observons maintenant que b ~ o k et 8q sont deux sommets de P', 
et que ces de~x sommets appartiennent l'un et l'autre 5. la case b~. 

On peut alors trouver une ligne fortune d'ar&es de P ' ,  appartenant 
0 cette case b~, et allant de b~ 5. bq. Soit ~-b~s cette ligne; on aura 

(5 u~s) Z 8; ~ 8~ - 8 o r 
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De m~me que de La congruence (5) des homologies (2'~'), qui 
sont de la forme (2), nous avons d~duit l 'homolo~e (6); de m~me 
de la congruence (5 bi~) et d'homologies de la forme (I) ,  nous pourrons 
d~duire l'homologie : 

I O O O O ~ ' b ,  ,'..., a,,,b t - -  a,,,br 

A chaque terme du second membre de (7) correspond une homo- 
lone (6hi 0.  En les additionnant, on trouvera: 

(7 bi~ ) 

d'o~ : 

(8) 

o ~ a o bO,~ Z Z b :  ,.., Z ( a ~  ,. q.,, 

+ ZZb: 

homologie de la forme. (4), qui se d~duit, comme on le volt, des 
homologies ( I )  et (2). c.o.. v. D. 

On peut se demander pourquoi j'ai jug~ n&essaire de revenir sur 
un th~or&'ne d~j~t d&nontr~ au ~ 7. On le comprendra si on se rend 
compte de la nature g~om&rique, pour ainsi dire, de la d6monstration 
du ~ 7. La pr~sente d~monstrarion a, au contraire, un caract~re arith- 
m&ique; elle n'invoque que des propri&ks des schemas d~finis au 

2, et des tableaux construits au ~ 8; et elle conserverait sa valeur 
alors m~me qu'~ ces schemas et .~ ces tableaux ne correspondrait aucun 

poly~dre. 
Qu'avons-nous suppos6 en effet ? C'est que si %P, ~ ,  ,~ sont 

les nombres des sommets, des ar&es et des faces appartenant ~ une 
rn~me case, et si ~o p, ~,~, [~ sont les hombres des cases, des faces et 
des ar&es auxquelles appartient un mdme sommet, on a:  

2; 

et en outre que deux sommets quelconques a ~ o et a k sont li~s par 
l 'homolo~e : 

(9) a~ 

Or on peut reconnaitre si un sommet appartient ~t une face, par 
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exemple, en appliquant au tableau du ~ 8 des rhgtes purement arith- 
m6tiques, et on peut de la m4me marli6re reconnaitre si une homo- 

logie telie que (9) a fieu. 

w Xl. 

Poss ib i l i t~  d e  ~a s u b d i v i s i o n .  

Tout ce qui pr6c~de suppose qu'une vari&6 quelconque peut 6tre 
subdivis6e en vari6t6s simpiement connexes, de mani~re ~t former un 
poly~dre if, ~t p dimensions, pour lequel les variLt~s a{, a~-', ..., a~, a~, 

a, ~ sont toutes simplement connexes. Par exemple, toute vari&6 A trois 
dimensions pourra dtre subdivis~e en cases simplement connexes, s6- 
parses les unes des autres par des faces simplement connexes. 

C'est cela qu'il nous reste ~t d~montrer, et c'est cette d~monstration 
que je vais donner. Je pr6cise davantage: je vais montrer que toute 

vari&6 ~t p dimensions peut 6tre subdivis6e de faqon ~t former un po- 
ly~dre P, dont toutes les vari6t6s a~, a~-', . . . ,  a ~ a' a ~ , i ,  i sont des 
t~tra~dres g~n~ralis~s. 

Je supposerai que le th~or~me "a ~t6 d6montr~ pour une varlet6 
ft. p - -  I dimensions, et je me propose de l'6tendre ~t une vari&6/t p 
dimensions. 

Nous pr6senterons la d6finition de notre vari&~ sous la forme 
suivante, qui comprendra les detLx d6finitions donn6es dans l'.dna- 

lysis situs. 

Nous aurons les ~quations et les in~galit~s 

x i = 0 , ( 3 ,  , , y~, - . . ,  y ~ ) ,  

(x) L ( Y , ,  Y=, " " ,  Y~) = o, 

% ( y , ,  y~,  . . . ,  y~) > o. 

Ces 6quations et ces in6galit+s d+finiront une vari&+ v qui sera 
limit~e et, en g6n6ral, non fermi.e; on aura cliff, rents syst&nes ana- 
logues d'6quations et d'in~galit6s, d6finissant autant de vari&6s parfieUes 
que j'appellerai % ,  % ,  . . . ,  v m. 

Rend. Cite, Mature., t. XIII, parte ff . --Stampato il 19 giugno 1899. 43 

( i ' - -  I, 2, . . . ,  n) 

( k  = I ,  2 . . . . .  q - -  p )  
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Deux de ces vari&~s seront dites contigties, si elles ont une partie 
commune, et je puis supposer que l'on peut passer d'un point quel- 
conque de l'une de ces vari&6s :i un point quelconque d'une autre 
quelconque d'entre elles, sans sortir de l'ensemble de ces vari&ts. Cet 
ensemble constituera la vari&6 que j'appellerai /1, et qu'il s'atssait de 
dtfinir. 

Je supposerai que cette vari&~ V est bilat~re. 
C'est &idemment 1~ la faqon la plus g~n~rale possible de d~finir 

une vari&& 
Consid~rons la vari&~ partielle v,, d~finie par les ~quations 0 ) .  
D'apr~s le th~or~me des fonctions implicites, on pourra satisfaii:e 

aux ~quations 

en faisant 

A = o ,  

yj = +j(~, ,  ~,,  . . . ,  ~ ) ,  

les + &ant des fonctions holomorphes des Z; mais les sSries + pourront 
ne pas converger pour tousles points de la vari&~ v I. 

Les conditions de convergence serofit certaines in~galit&: 

~(~1 ,  z~, . . . ,  ~ p ) >  o. 

Quand on remplacera les y e n  fonctions des Z, les relations: 

deviendront : 
xr - "  0r % ~ o 

x, = 0',(~,, ~2, . . . ,  ~p) 

~;RI,  ~2, . . . ,  ~ ) >  o. 

Alors l'ensemble des relations 

( I  bis ) X i --'- Oi, (p; > o:, "ilk > 0 

d~finira une certaine vari&~ v;, de telle faqon que l'ensemble des va- 
li&~s analogues ~t v~ reproduira la vari&~ v,. 
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N.ous sommes ainsi ramen& ~. la seconde d~finition de l'Ana- 
lysis situs. 

Cela pos~, soit v'~ une autre vari&~ v] satisfaisant aux conditions 

suivantes: eUe sera tout enti~re contenue darts v~; elle comprendra 

tous les points de v~ qui ne lui sont pas communs avec une des va- 

ri&~s contigi~es; par consequent la fronfi~re compl&e de v~ sera tout 

enti~re dans la pattie commune ~t v] et aux vari&& contigties. 

A chacune des vari&~s 

i o 

dont l'ensemble constitue P', correspondra ainsi une vari&6 

satisfaisant aux conditions que je viens d'~noncer; et il est clair qu'on 

peut s'arranger de teUe fa~on que tout point de V app~/rtienne ~. l'une 

des vari&~s v", et ~t une seule, /t moins qu'il ne soit sur la fronfi~re 

de l'une des vari&~s v",  au:luel cas il devra appartenir, en outre, ~. la 

fronti&e au moins d'une autre vari&~ v".  

La vari&~ V, ainsi subdivis& en vari&~s v" ,  constitue un poly~dre 

P, au sens donn~ 'k ce mot au ~ 2. Mais ce poly~dre ne convient pas 

encore k la question, car nous ne pouvons savoir si les vari&~s v "  

sont des t&ra~dres g~n&alis~s, ou m6me sont simplement connexes. 
Consid~rons la vari&~ v~', et soit: 

~-z-~- O, ~[2 ~ O, . . . ,  ;~p---  0 

un point intdrieur d cette varidld; consid6rons 1,~ vari6t6/t une dimension: 

off les ~ sont des constantes, et off nous ferons varier t depuis o 

jusqu'~t -i t- co. C'est ce que j'appellerai un rayon vecteur. 
Chaque rayon vecteur rencontrera la fronti~re compl&e de v'~ en 

un hombre impair de points; en effet, quand on suivra ce rayon~ en, 
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faisant varier t de 0 ~t + o% on sortira de la vari&~ v~'; on pourra 

y rentrer ensuite et en sortir plusieurs lois, mais on finira toujours 

par en sortir pour n 'y plus rentrer. 

I1 pourra se faire qu'un rayon vecteur rencontre la s de 

v~ en deux points confondus. Les rayons vecteurs qui satisfont ",i cette 

condition s'appelleront les rayons remarquables. 
L'ensernble des rayons remarquables formera une ou plusieurs 

vari&6s ~. p -  x dimensions, que j'appellerai les c~nes remarquables. 
Les intersections des c6nes remarquables avec la fronti~re de v]" 

formeront une ou plusieurs vari&~s ~t p -  2 dimensions, que j'appel- 

lerai U, et ces vari&~s U partageront la fronti~re de v~ en r ~ o n s  

que j'appellerai R. 

Une r~60n R ne peut ~tre rencontr~e par un rayon vecteur en 

plus d'un point; mais d'apr~s ce que nous venons de volt, il peut se 

presenter deux cas : quand on suit ce rayon vecteur, en faisant croitre 

t de 0 ~. o% on peut, au moment o~l on rencontre R, sortir de v~" ou 

y rentrer. Si le premier cas, par exemple, se pr6sente pour un des 

vecteurs qui rencont,ent R, il se pr~sentera pour tousles vecteurs qui 

rencontrent R. 

D'o~l la distinction des r6gions R en r660ns de la I ~re sorte, que 

les rayons vecteurs rencontrent en sortant de v~', et en r6#ons de la 

2 a~ sorte, que les rayons vecteurs rencontrent en rentrant dans v~'. 

Les r6gions R &ant des vari~t~s ~. p -  I dimensions pourront, 

d'aprSs l'hypoth~se fake au d6but, 8tre subdivis6es en t&ra~dres g6- 

n&alis6s. 

Supposons, pour fixer les idles, qu'un rayon vecteur rencontre 

trois lois la fronti~re de v~', qu'il rencontre successivement les r~gions 

R:, R~, R3; R, et R~ seront de la I ~re sorte, R~ sera de la 2 a~ sorte. 

Subdivisons R, et R 3 en t&ra~dres g~n~ralis~s ~t p - -  I dimensions. 

Si T est une des subdivisions de R: ,  menons tous les rayons 

vecteurs qui passent par les diff&'ents points de T ,  et conservons la 

par~e de ces rayons vecteurs qui est comprise entre le point z ~ - - 0  

et le rayon R, (pattie qui est int6rieure ~. v[); l'ensemble de ces vecteurs 

formera un t&ra~dre g6n6ralis6 ~t p dimensions, ayant pour sommet 

le point z, = o, et pour base le t6tra~dre g6n~ralis~ ,-t p - -  ~ dimen- 

sions T~. 
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Soit maintenant T~ une des subdivisions de R3; menons encore 

tous les rayons vecteurs qui passent par les diff6rents points de T 3 et 
conservons la partie de ces rayons vecteurs qui est comprise entre R~ 
e R 3 (partie qui est int4rieure ~t v~). Cet ensemble forme une vari6t6 
~t p - -  I dimensions que l'on pourrait appeler un tronc de tdtra~dre 
gdndralisG dont les deux bases sont T~ et un t4trahdre g6n6ralis6 ~t 
p - -  r dimensions, que j'appellerai T~ et qui fera pattie de R~. C'est, 
en d'autres termes, la diff6rence de deux t6trahdres g6n6ralis6s, ayant 
pour sommet commun le point K~---o et pour bases Pun T3, 
l'autre T2. 

Ce tronc de t6trahdre g6n6ralis6 pourra ~t son tour 4tre partag6 
en p t6trahdres g6n6ralis~s, de m4me que dans le th6orhme classique, 
le tronc de pyramide triangxllaire se partage en trois pyramides trian- 
gulaires. 

Finalement v~ sera partag6 en t&ra~dres g6n&alis6s. 
Une difficult6 subsiste cependant; on peut subdiviser comme v~" les 

autres vari&~s anal%maes v~, v~', . . .  ; consid&ons la subdivision 4e v'~ 
en t6tra~dres g6n&alis6s 7", et celle de v~ en t6tra~dres g6n&alis6s T~. 
La ffonti&e commune de v~ et v~ se trouvera subdivis6e d'une part 
en t6tra~dres g6n&alis6s ,~ p -  I dimensions v ,  qui seront les faces 
des T. ,  et d'autres part en t&ra~dres g6n&alis~s ~t p ~ I dimensions 
%,  qui seront les faces des T~; mais il n'est pas dvident que ces deux 
subdivisions coi'ncident. 

Consid&ons alors la partie commune ~ Pun des G et k Pun des 
% ; je pourrai, d'apres l'hypoth~se fake an d6but, la subdiviser en t6- 
tra~dres g6n&alis6s 5 p -  i dimensions , .  Ainsi chacun des t&ra+~tres 
, r  et chacun des t6tra6dres % sera subdivis6 en t&ra~dres ~. 

Soit maintenant v; une des vari&6s /t q dimensions appartenant ?t 
"G (j'emploie ici le mot appartenir dans le m~me sens que quand je 
dis que les faces, les ar&es et les somrpets d'un t&ra6dre ordinaire 
apparfiennent ~t ce" t&ra~dre, ou quand je disais au ~ 2 que les vari&&s 
a] appartenaient au poly6dre P). Soit de mSme v~ une des vari&Ss 
q dimensions appartenant k %. Ces deux vari&~s "r~ et ":; seront des 
t&ra+dres g4n4ralis6s, puisque d'aprSs la d~finition du t&ra6dre g6n~- 
ralis6, toute vari&6 qui appartient ~ un t&ra+dre g6n6ralis6, est elle-m~me 
un t&ra~dre g~n~ralis6. Alors -:.] et ":.; se trouveront subdivis6s en t+- 
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tra~dres g6n6ralis6s A q dimensions % qui appartiendront aux t&ra,~dres 
p -- I dimensions ~. 

Cela ,h la rigueur pourrait nous suffire; nos vari&ts v~', etc., se- 
raient partag~es en t&ratdres gtntralists ~t p dinaensions T p, leurs fron- 
ti~res en t&ra~dres .h p - -  I dimensions T t-t ,  etc.; seulement ces t& 

tra~dres T p-x ne seraient pas ceux qui appartiennent aux t&ra~dres T ~, 
cela en seraient seulement des subdivisions. 

Mais nous pouvons aller plus loin. 
Consid&ons Fun des t&ra~dres /t p dimensions T t dans lequel v~ 

est subdivis& Je rappelle qu'on les a obtenus en subdivisant les troncs 
de t&ra~dres gtntralis&, dont il a &6 question plus haut. Par cons& 
quent T p a tous ses sommets sur la fronti~re de v~ (il y aurait exception 
pour les t&ra~dres dont un sommet est an point Z~ "--o,  mais pour 
ceux-1/t il n 'y a pas de diCficultt). 

Supposons, par exemple, que les points communs A T ~ et ~t la 
r6gion que j'ai appel6e plus haut R 3 forment un t&ra~dre g~n6ralis6 
,4 q dimensions T q appartenant ,h T ~, et que les points cornmuns ~t T ? 
et ~t la r4gion R, forment un t6trahdre ~t p - -  q ~ I dimensions T ~-q-x, 
appartenant /t T p. 

Les t6tra4dres Tq et T ~-a-' sont analoomaes aux t&rahdres -r~ 
trait& plus haut; ils peuvent donc &re subdivis6s en t&ra4dres ana- 
logues ~t ceux que j'ai appel4s r soient S~, S ~ . . . ,  les t&rahdres ana- 
logues ,h r qui sont des subdivisions de Tq; soient S~ -q- ' ,  ~ - q - ' , . . .  
les t&rahdres analogues ~t ~' qui sont des subdivisions de T ~-q-'. Je 
dis qu'on peut subdiviser T~ en t&rahdres ,h p dimensions de telle faqon 
que les vari&6s S~, ~ ,  . . . ,  S~ -q- ' ,  S~-q-', . . .  appartiennent ~t T p. 

Pour le d6montrer je suppose d'abord que T p soit un ldlraddre 
rectiligne (cfr. ~ 2 in fine). On salt qu'un t&ra4dre rectilJgne est end& 
rement d4fini quand on connait ses p q - I  sommets. Alors T ~ est le 
t&rahdre rectiligne qui a pour sommets ceux de T r et de T t -c- ' .  

Supposons que T ~ se d6compose en g t&ra6dres partiels; 

et T ~-~-' en h t&ra~dres partiels: 

p - - q - - l l  p - - q - - l ~  " " " I~ s h ~ - - q - - l o  
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On v~rifiera alors que T ~ se d&ompose en gh t&ra~dres partiels 
qui sont ceux dont les sommets sont ceux de 

S~ et ~-~-~ ( i = ~ , 2  . . . . .  g; k = i ,  2 . . . . .  h). 

Si le t&ra~dre T~ n'est pas rectiligne, le r&ulmt subsiste puisque 
un t&ra~dre quelconque est hom~omorphe ~t un t&ra~dre rectiligne. 

Ainsi notre vari&~ est d&ompos& en t&ra~dres ~t p dimensions 
de faqon ~t former un poly~dre tel que toute vari&~ appartenant .h ce 
poly~dre, appardent ~t Fun de ces t&ra~dres. 

On est ainsi d~barrass& des derniers doutes qui pouvaient subsister 
au sujet de la possibilit~ de subdiviser une vari&~ g de faqon ~t former 
un poly~dre P, pour lequel tous les  a~ soient simplement connexes. 

Pads, maxs x899. 
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