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IV. Ercviederung auf die Bemerkungen von Hrn. 
C laus ius ;  (Jon H HeImh o Ztz.  

H e r r  C I a u s i  u s  greift in diesel~ Annalen Bd. LXXXIX, 
S .  568 einige Stellen mciner Schrift iiber die Erhaltung der 
Kraft an. Bei dem erstrn Punkte, den er behandelt, die 
Ableitung des Gesetzes der Warmeentwickelung bei elek- 
trischen Entladungen aus dem Priiicipe von der Erhaltung 
der Kraft betreffend, ist seine Polemik durch ein vollstan- 
diges Mifsverstsndnifs dessen, was ich gemeint und ausge- 
sprochen habe, bedingt. 

Iclt soil namlich von der irrigen Ansicht ausgegangen 
seyn, das, was ich Potential einer Masse auf sich selbst 
geitannt habe, sey gleich der gethanen Arbeit, wahrend es 
doch in Wahrheit doppelt so grofs ist, und als Beleg da- 
fur citirt C l a u s i u s  auf S .  569 seiiies Aufsatzes eine Stelle 
aus S. 39 meiner Schrift so, als hlt te ich diese Stelle all- 
gemeiiigultig bingestellt, wahrend ich ihr vielmehr heson- 
dere Annahmen vorausgeschickt habe, welche Bedingungeri 
ihrer Galtigkeit sind. Wenn  aber auch meine W o r t e  i n  
jener Stelle vielleicht einen Zweifel erregen konnten, so 
babe ich doch auf der folgenden Seite den auch von C 1 a u -  
s i  us citirten matheinatischen Ausdruck frir die durcli zwei 
elektrisirte Korper repraseiitirte Arbeit gegeben , aus dcr 
meine A~isicht iiber diesen Punkt jedeufalls ganz unzwei- 
deritig zu entiiclimen war. Man braucht nur den einen 
der beidcn Kilrper als unendlich grofs und uliendlich ent- 
fernt anzunehmen, so erhalt mati die Arbeit, welche dcr 
elektriscticn Vertheilung i n  dem anderen Kiirper entspricht, 
gleich dem halben Potentiale seiner Elektricitat auf sich 
selbst, also ubereinstimmend init C l a  u s i  u s  gleich dew 
was dieser ganzes Potential genannt hat. Ich habe diese 
Folgerung an jener Stelle niclit ausdrucklich ausgespro- 
chen, wcil wir es, streng gcnommen, nie mit einem elek- 
trischen Korper allein zu tbun haben, sondcrn s)ets min- 
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desteiis init zweien, von denen der zwcitc die Erde sryn 
kann. Doch findet sich die genannte Folgerung fur gaiiz 
analoge Verhaltnisse bei Magneten auf S. 63 meincr schrift, 
wo ausdrucklich das lialbe Potential eines Magneten auf 
sich selbst als Maafs der Arbeit anerkannt wird. 

Meine Beweisfiihrung geht niclit von einer falschen An- 
nahine uber das Arbeits-Aequivalent des gei~annten Potentials 
aus, sondern hat im Gegentheile den Zweck, diefs Arbeits- 
Aeqiiivalent erst zu finden. Bci einer Bewegung zweier 
elektrisirten KBrper ohue Aenderuug der Vertheilung ist, 
wie ich unmittelbar vorher gezeigt habe, der Gewinn an 
Arbcit der Differenz des Potentials der elektrischell Mas- 
sen auf cinander gleich. Jetzt mufste auch der Arbeits- 
gewinn bei Aenderung der Vertheilung gefunden werden. 
Diefs geschah durch die Betrachtung eines Falls von Ent- 
ladung, wobei ich die wirkende Elektricit'at so in vier elek- 
trische Massen eintheilte, dafs die Arbeit, welche bei der 
Entladung durch Vertheilungsanderungen dieser vier Mas- 
sen elitstand, gleich Null war, indein namlich zwei von 
diesen vier Massen ihren Platz und ihre Vertheilung be- 
hielten, zwei aiidere von gleicher GrBfse und entgegenge- 
setztem Zeichen beides vertauschten, wodurch offenbar keitie 
Arbeit gewonnen oder verloren wird. Es wurde dadurch 
also ein Fall von Rewegung mit Vertheiluiigslnderung auf 
einen obne Vertheilungsanderung zuriickgefuhrt , und es 
konnte deshalb die gewonnene Arbeit gleicb der Differenz 
der Potentialsumme gesetzt werden. Allerdings habe ich 
den Grund, warurn letzteres geschehen konnte, dem Leser 
zu erglnzen iiberlassen. W e n n  Herr C l a  u s i u s  meinen 
Beweis in diesem Sinne ansieht, wird er ihn, denke ich, 
richtig finden. 

Zweitens nimmt C l a u s i u s  Anstok daran, dafs ich eine 
von V o r s s e l m a n  d e  H e e r  aus den Versuclieii von 
R i e Is gezogene Folgerung aufgenommen habc, welche eine 
unerlaubte Verallgemeinerung der durch die Versuche ge- 
wonnenen Resultate enthalte. E r  hat nicht bemerkt, dafs 
ich dabei selbst auf den Aufsatz von RiePs verwiesen 
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habe, welclier die Bedenken gegen eine solche Verallgc- 
ineinerung enthalt. Ich habe also nichts Uiisichercs als si- 
cher, und nichts Luckenhaftes als vollstandig ausgeben wol- 
lei). In seiner eigenen Untersuchung der Sache gelangt 
C l a u s i u s  zu dem Ergebnisse, dafs die SchluLweise von 
V o r s s e l m a n  d e  H e e r ,  die ich, indem ich sie citirte, 
inindestens als berucksichtigenswerth bezeichnet hattt!, fur 
den vorliegenden Zweck vorlaufig gain unbrauchbar sey. 
Es konute also scheinen, als sey ich ganz unberechtigt ge- 
wesen, auf jene Folkerungen hinzuweisen. Indessen bitte 
ich zu bemerken, daCs C I a u s  i u s zu dieser vollstandigen 
Verwerfung nur dadurch kommt, dafs er  schliefslich aucli 
das von R i  e Is aus seinen Versuchen abgeleitete Gesetz als 
uiisicher verwirft. Hebt man die thatsachliche Grundlage 
auf, so fallen natiirlich auch alle Folgerungen daraus zu- 
saminen. W i r  wollen zunachst also festzustellen suchen, 
was von den Schliissen von V o r s s e l i n a n  d e  H e e r  ste- 
hen bleibe und fur unseren Zweck brauchbar sey, wenn wir 
die Gesetze von R i e f s  so weit als giiltig betrachten, wie 
dieser es selbst als erlaubt ansieht, und aufserdem nur die- 
selbe Anrialiine als wahrscbeinlich beibehalten, welche C1 a u - 
s i u s  selbst anwendet, wo er aus dem theoretischen Prin- 
cipe zu folgern sucht, daCs die Warmeentwickeluug in den 
eiiizelnen Theileii des Scliliefsungsdrahtes dein Producte 
BUS Quantitat und Dichtigkeit der Elektricitat in der Bat- 
terie proportional seyn iniisse, die Aimahme iiamlich, dafs 
bei Schliefsungsbiigeii von grofser reducirter Lange gegen 
die in den contiuuirlichen Theileli des Schliefsungsbogens 
entwickelte Warniemenge die Arbeits-Aequivalente der ubri- 
gen Entladungsvorgange verschwinden. Diese Annahme 
ist in dcr That deshalb hiichst wahrscheinlich richtig, weil 
die im ganzeii continuirlichen Thcile des Scbliefsungsbo- 
gens entwickeltQWarmc bei wachsender Lange desselben 
nach den Gesetzen von R i e f  s fortdauernd wacbst, und 
alle iibrigen bekannten Entladungswirkungen dagegen fort- 
dauernd abzunehmcn scheinen. Unter diesen Unistanden 
konnen wir folgern, dafs mindestens bei Schliefsungsbogea 
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von sehr grolser reducirter Lange und einer bescliI:iukten 
Anzahl von  Verbiridungsstelleii verschiedener Metalle, die 
hei der Entladuiig entwickelte Werme bis auf verschwin- 
dend kleine Tlieile vou der Lange, Verzweiguiig und Zu- 
sanimensetzuug des Bogens nnabhangig sey. 1st w die re- 
diicirte Lange des continuirlichen Theils des verzweigten 
oder unverzweigten Leitungsdrahtes, 9. die i n  diesem Theile 
entwickelte Warme, q die Quaiititat der Elektricitat in der 
Ratterie, und s die Zahl der gleich construirteri Leydcner 
Flaschen, so ist nach R i e f s  

aw q z  a=------ 
b f  w ' s  

wo a und b Constanten sind. Wird  nun bei wachsender 
GriiLe von w uicht gleichzeitig die Zahl der Verhindungs- 
stellen verschiedener Metalle vermehrt, so wird sich nach 
deli obigen Voraussetzungen eine Gr6fse von 00 erreichen 
lassen, wo die Warmeentwickelung in den Verbindungs- 
stellen, im Funken, in deli Belegen der Flaschen und an- 
dere Arbeits-Aequivalente gegen 9. verschwindet, 9. also bis 
auf unmerklich kleine Quantiteten die ganze cntwickelte 
Warme reprasentirt. Ferner wird sich w aiich so grofs 
inaclien lassen, da€s b dagegen verschwindet, dann wird 

8 = a -  !la 

wie es das theoretische Gesetz verlangt. 
Dagegeu will ich C 1 a us i u s  gern zugeben , dafs wir 

iiicht durch thatsachliche Beweise eutscheiden k6nnen , ob 
bei den Versuchen VOD R i e € s  die gemachten Voraussez- 
zungen erfiillt waren, weder ob die Theile der Arbeit ver- 
schwanden, welche nicht dem Gesetze der Warmeentwicke- 
lung in Iinearen Leitern voii constantein Widerstande fol- 
gen, noch auch ob die GriiLc b wirklich, wenn von ihr 
die reducirten Langen der constanten u e i l e  des Schlie- 
bungsbogens ab und zu 20 hinzugerechnet wurden, gegen 
w verschwindend klein war. Setzen wir das theoretische 
Gesetz, das aus der Aquivaleuz von Warme und mecha- 
nischer Kraft hergeleitet ist, als richtig voraus, so folgt 
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daraus allerdiags, dals, so weit, die Versuche von R i e f s  
sich der von ihm daraus abgeleiteten Forinel fiigen, die 
gesarninte Arbeitsleistung in den nicht untersuchten Thei- 
len der Leitung aequivalent seyn mufste der Warme, wel- 
che durch die Entladung in der reducirten LInge b zu 
entwickelu war. Denn die ganze zu leistende Arbeit ist 

qa a . - ,  

die in  den linearen Leitungen vom Widerstande w ent- 
wickelte 

also die Differenz beider 

d. h. gleicli der Warme, welche in der reducirten Lange 
b zu entwickcln wlre. Wahrend also durch das aus den 
Versuchen hergeleitete Gesetz, wenigstens theilweise, fur 
grofse Werthc von w ,  wo die etwa vorhandenen storen- 
den Ulnstinde verschwinden mufsten, das allgcineine Prin- 
cip bestatigt wird , lnacht letzteres wieder wahrscheinlicb, 
daf6 unter den Bedingungen, wo jene Versuche angestellt 
sind, entweder keine unbekannten Uinsta~ide einen merk- 
lichen Einflufs hatten, oder dafs sie, w e u  sie wirksam 
waren, auch mit uiiter jenes empirische Gesetz fielen. 

C l a u s i u s  deutet in seinem Aufsatze an, dafs eine sol- 
che Schlufsfolgerung, wie ich sie eben gezogen babe, mog- 
lich sey; doch lafst er sich nicbt darauf ein, sie zu zieheii, 
weil ihin die Richtigkeit der empirische~i Forinel vou R i  e f s  
zweifelhaft crscheint. Er  inacht darauf aufmerksaln , dafs 
die allerdings kleinen Abweichungeu zwischen der Forinel 
und den Reobachtungen ein constantes Gesetz zu befolgen 
scheinen. Indessen ist dicfs fast allgeinein bei den Beob- 
achtungsreihen von R i  e fs wit dein elektrisclien Thermo- 
meter der Fall. Die starkercn Erwarmungeu sind fast iin 
iner kleiner gefunden, als sie nacli der Rcchnung seyll 
solltei~, was davon herriihrcii mag, dafs der Wlrineverlust 
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im Thermometer bei hoheren Te~nperaturunterscliieden ver- 
haltnifsidsig starker war. Indessen sind die Abweicliun- 
gen uberall so gering, d a t  wir bei der grofsen Sclrwie- 
rigkeit dieser Versuche deshalb wobl iioch keinen Verdacht 
gegee die Gesctze zu scliopfen brauchen. Mindestens selie 
ich keinen Grund, den einen Factor der Forinel, welcher 
voin Widerstande abhangig ist, mehr zu bezweifeln, als 
den voii der Ladung abhangigcn, welchen C 1 a us i  U S  fur 
scine Folgerungen benutzt. Indessen wenii er geiieigt ist, 
die Uebereinstimmung der Versuche mit jenem ersten Theile 
des Gesetzes fiir einen bloLen Zufall zu halten, so lafst 
sich dariiber iiaturlich nicht weiter init ihm rechten. Ich 
bin gem geneigt, jedeii Zweifel, der uns stets dazu fuhreii 
kann, die Thatsachen genauer festzustellen, zu ehren ; aber 
wir mussen UIIS dadurch nicbt verhindern lassen, uns die 
Consequeuzen solcher Gesetze klar zu machen , die durclr 
eine lauge Reihe von Thatsachen so weit erwiesen sind, 
als es zur Zeit maglich erscheint 

C 1 a II s i u s neigt sich in dieser Sache zu der Annahmc, 
dafs die bisher nicht untersucbten Theile der Arbeit eiiien 
betrachtlichen Theil der Gesammtwirkung bilden. Mir 
schieii aus der Uebereinstiminung des theoretischen und 
crnpirischen Gesetzes das Gegentheil wahrscheinlicher. In- 
dessen da es a n  factisclien E~itscbeidu~~gsmittel~i gaiiz fehlt, 
ist es unniitz iiber die grofserc oder geriiigere Wahrschein- 
lichkeit der einen oder der aiideren Annahme zu streiten. 
Ich kann es deshalb wohl unterlassen, gegen die Wabr- 
scheinlichkeitsgrunde, welclie Cla us i  u s  vorgebracht hat, 
Einwendungcn zu inacheii und andere dagegen zu stellen, 
besonders da eine Eutscheidung der Hauptpunhte durcli 
Versuche ~liclit eben allzu schwer crscheiot. 

Der dritte Punkt, den C l a u s i u s  angegriffeu Bat, betrifft 
den Bewcis des folgenden allgemeiiicn Satzes: das Prin- 
cip von der Erhaltung der lebendigen Kraft gilt nur da, 
wo die wirkenden Krafte sich auflosen lassen in Krafte 
inaterieller Punkte, welche in der Richtung der Verbindungs- 
linie wirken, und deren Intensitat nur eon der Entfernung 
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abhlingt. Wir wolleu auf solche Kriifte allein den besoa- 
deren Naincn Centralkrafte aiiwenden, wie es in ineiner 
Schrift schon geschehen ist. 

Ich gebe in ineiner Schrift zuerst die bekannte analy- 
tische Folgerung, dafs in eiiiem solclien Falle Richtung 
und Grofse der auf eiiien der materiellcn Punkte wirken- 
den Gesammtkraft nur Function von RaumgrBhen (Coor- 
dinaten) niclit vom Zeit, Geechwindigkeit u. s. w. seyu 
kbnnen. Dieser Theil des Beweises lafst sich ausfuhren, 
ohne die auf deli betrachteteii Punkt wirkende Gesammt- 
kraft in ihre einzelnen Theile aufzulosen, die den einzel- 
iieii wirkenden Punkten angehoren. I)er Grund, warnm 
es iiiclbt ganz unwichtig erscheint, die Theile der Folge- 
ruagen besonders hiiizustellen, welche eine solcbe Auflo- 
sung nicht erfordern, wird weiter unten erhelleu. 

Urn die Krafte zu finden, mit deiien zwei einzeliie ma- 
terielle Punkte gegen einander wirken , inufs icb naturlich 
das System aufgelost denken, uud zwei solche Punkte al- 
lein betrachten. Dieser Theil des Beweises kann iibrigens 
von den] ersten ganz unabhangig gemacht werden, uiid auf 
ihn bezieheii sicb die Einwiirfe von C l a u s i u s .  Er be- 
hauptet namlich, ich listte aufser der Annahme, dafs die Er- 
haltung der lebendigen Kraft stattfinde, noch eiiie zweite 
Aunahme gemacht, die iiamlich, da€s die GrBfse der Kraft 
Function der Eutfernung sey, und daraus erst geschlossen, 
dafs die Richtung der Kraft die der Verbinduiigslinie sey. 
Icli liabe aber in der betreffenden Stelle die Behauptung iiber 
die Griifse der Kraft nicht als hnnahine, sondern als Fol- 
geruiig aus dem vorhergehenden Theile dcs Beweises hin- 
gestellt, rind wenu ich ein iieues Princip angewendet hahe, 
so war es iiur das Priocip, wenn mail es so nenneii will, 
dafs Starke und Richtung reell vorhandener Naturkrsftc 
iiicht voii der Lage blofs’ vorgestellter Coordinatsystcme, 
sondern uur voii der Lage reell vorhandener pliysischer 
Objcctc abhangig geinacht werden klinnten. 

Ua dieser Theil des Beweises iibrigens in mcincr Schrift 
durch die Verbinduiig mit dem ersten Theile schwerfalli- 
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ger gcwordeii ist als iiathig war, uiid wie icli sche auch 
i n  Rezieliung der Gedanlienverbindung scliarfer seyn kijnnte, 
SO mijge es mir wegen der Wichtigkeit des bestrittencii 
l’unktes erlaubt seyn, ihu bier abgetreiint von dem ersten 
Theile und init specieller Angabe aller seiner Vordersiitze 
wieder anzufiiliren , damit inan die Grundlagen auf denen 
cr ruht, klar Ubersehe. Das Princip von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft ist gemafs der Formulirung auf S. 9 
iiieiner Schrift, wenn wir es nur auf beweglicbe Massen- 
punkte beziehen, folgeiides: J) Wenn in befiebiger Zahl be- 
wegliche Massenpunkte sich nur unter dem Einflusse solcher 
Krafte bewegen, die sie selbst gegen einander ausiiben, so 
ist die Summe der lebendigen Krafte aller zusammengenom- 
men BU allen Zeitpunkten dieselbe, in welchen alle Punkte 
dieselben relaticen Lagen gegen einander einnehmen, wie 
auch ihre Bahnen und Geschwindigkeiten in der Zwischen- 
zeit gewesen seyn mogen.11 Ieh mufs bier besonders auf 
den Begriff der relativen Lage aufinerksarn machen, der 
vielleiclit nicht von allen Mechanikern in diesem Priiicipc 
angewendet worden ist, der aber offenbar fur die physi- 
kaliscbe Anwendung des Princips durchaus weseutlich ist. 
Ich denke, es wird gegen folgende Definition dieses Be- 
griffs nichts einzuweuden seyn: )) Gleiche relative Lage BU 
einander haben bewegliche Punkte, so oft ein Coordinaten- 
system BU construiren ist, in welchem alle ihre Coordinaten 
beziehungsweise dieselben Werthe wiederbekornmen. n 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar fur zwei Punkte, 
dafs sie dieselbe relative Lage zu einander haben, so oft 
sie sich in gleicher Entfernung voii einauder befinden; denn 
so oft diefs der Fall ist, lafst sich niclit blofs ein, sondern 
es lassea sich durch Drehung dieses einen urn die Ver- 
bindungslinie der Puiikte unzahlig viele Coordinatsysteine 
finden, in denen die Coordinaten beider Puukte bezic- 
huugsweise dieselben Werthe annebmen. Die Summe dcr 
lebendigen Krafte sol1 nach der Aunahine gleich seyn bci 
gleicher relativer Lage der Punkte. Die relative Lage 
ist gleich bci gleicher Eiitferuung, folglich wird durcli unsere 
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Auiiahme auch bedingt, daL fur zwei Puiikte die lebendige 
Kraft gleich sey bei gleicher Entfernuag, also ihrer Grafse 
iiach abhangig sey nur voii der Eiitfernung. Hicrvoii geht 
der zweite Theil tneines Beweises aus, der sich auf zwei 
einzeliie Puiikte bezieht. Nemieii wir die gaiize lebendige 
Kraft des Systems L, welche Grafse also nach dem eben 
Gesagteii Function der Entferiiung T ist. Die Coordina- 
t e ~ ~  der beideu beweglicheti Puiikte seyeii beziehlich s,, 
y,,  z., und x,, y2,  z,, die Coinpouenten der Kraft, we lch  
auf den ersten Puukt ausgeiibt wird, X, Y ,  2, und ihre 
Kesultaiite R, so ist nach bekaiiiiteii aiialytischen Satzen 

Die Gleichnagen 1, 2 uiid 3 sagen aus, daL die Krafi 
nach der Richtung der Verbinduiigsliiiie wirke, die Glei- 
cbuug 4, dah  ihre Grsfse Function der Entferiiung T sey ; 
9 . e . d .  

C l a  u s  i u s stellt meineii Satzen die Maglichkeit eiitge- 
gen, dafs bei den Bewegungeii eiiies beweglicheii Puuktes 
b uin eineii festen a die lebeudige Kraft cine beliehigc 
Fuiiction der Coordinaten sey. Eiue solche Aiinahiiie wiirde 
zunlchst der oben gegebenen Formulirung des Priiicips 
von der Erhaltung der Kraft iiicbt gemiifs seyu; sic wiirde 
also rein logisch gciioinmen kein Gewicht gegen die Fol- 
gerungcn enthalten, die ich daraus 'gezogen tiabe. Aber 
cs ist dagegen auch zu erinnern, dafs wenii diese Aiinahinc 
auch zuweilen bei mathematischen Untersuchungen auf dein 
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Papiere, wo wan ’ sicli die Coordiuataxen hinzeiclinen kann, 
cine erlaubte uod niitzliche Vereinfachuiig der Vorstellung 
scyn katin, sie sich doch nicht auf die physikalische Wirk-  
lichkeit iibertragen liifst, so lange wir dem Grundsatze treu 
bleiben wollen , fur reelle Wirkungen den vollstandigen 
Grund auch nur in den Beziehungen reeller Dinge zu ein- 
aiider zu suchen. Denn wenn der festc Punkt a irgendwo 
iun Kaulne gegeben ware, miifsten docli auch unmittelbar 
dadurcli, dafs er gegeben ist, diejenigen Richtuiigen gegeben 
seyn, in denen die lebendige Kraft urn ihn heruio die griikte 
oder die kleinste ist, und diese Richtungen konnen cr- 
siclitlich durch die bloke Lage des Punktes nicht gegeben 
seyn. W i r  mussm hier scharf zwischen einein Punkte und 
eincm kiirperlichen Elemente unterscheiden. Ein kiirpcr- 
liches Elcment hat drei Dimensionen und durch seine Lage 
sind deshalb auch Riclitungeu bestimmt. Sobald uns z. B. 
die Lage eines korperlichen Elements eines Krystalls voll- 
stzndig gegeben ist, sind uns auch die Richtungen der 
Krystnllaxen gegeben. DelugerniiEs liegt auch kein Wider- 
spruch darin, dais ein solches Element nach verschiedenen 
I\ichtnngen verschiedene Krafte aiisiibe, wie es z. B. die 
E!cmente eines magnetisirten Kiirpers thun. Aber inner- 
lialb eines solchen Elements konnen wir uns auch eine uii- 
cndliche Verschiedenheit von wirkenden Punkten denken. 
Korperliclie Elementc sind deshalb noch nicht das letzte 
sleichartigste, bei dem unsere Analyse der Krafte aufhii- 
ren mufste. 

Wetin also die Mechaniker in einein beweglichen Sy- 
steune von Masseopunkten die lebendige Kraft als Fuuction 
dcr Coordinaten der Punktc betrachten, so diirfen sic liicr 
statt dcr Punkte nicht kiirperlichc Eleinente substituiren, 
deun d a m  wiirde die lebendige Kraft auch noch von den 
I~ichtungen dreier fester Axen in jedem Elemente abhan- 
geu. Dein entsprecliend miissen wir auch in dem Beispielc 
von Claus ius  statt des festen Puukts a ein kiirperliches 
Elcment sctzen. Wcnn nun dic lebcndige Kraft des be- 
wegtcn l’unktes b eine beliebigc Function dcr Coordiua- 
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ten y ist, so kann gefragt werden, ob in jedem Falle eiue 
Anordnung von wirkenden Punkten mit Centralkraften in- 
nerhalb des Volumelelnents a m6glich sey , welche die 
lebendige Kraft cp hervorbringeii kiiunte. 

Es lafst sich nun einsehen, dafs diefs fur Entfernungen, 
gegen welclie die GrOfse des EIeineiits verschwindet, stets 
inoglich sey, und auch, dafs sogar jedesmal uiiendlich viele 
verschiedene Anordnungeii dieser Art existiren werden. 
Unter ihnen ist fur den zu fiihrenden Beweis diejenige die 
bequeinste, wo wir uns die wirkenden Punkte auf der Ober- 
flache einer unendlich kleinen Kugel voin. Radius Q ver- 
theilt denken. Die Function .y sey nach den Kugelfunc- 
tionen von L a p l a c e  entwickelt. Wenn y ,  wie wir hier 
annehmen mussen, continuirlich ist, so giebt diese Entwicke- 
luug bekanntlich stets eine convergirende Reihe, und in- 
dem wir eine gewisse endliche Anzahl ihrer Glieder be- 
nutzen, k6nnen wir dadurch die Function rp mit jedem be- 
liebigen Grade von Gemuigkeit darstellen. I)er Mittel- 
punlrt des Goordinatensystems sey im Mittelpunkte dcr 
Kugel. Die Coordinaten eiues iiufseren Punktes seycn 

x = P cosw, 
y = P sinw sin8, 
z = r s i n w  cos9.. 

a = 4 cosq  
b = g sinn sin/?, 
c = Q sina cosp. 

Die cines Punktes auf der Kugel seyen 

Wir betracbten p sls verscliwindend klein gegen 1; ulld 
llciinen den reciproken Werth der letztern Grafse e ,  dcn 
der Eutfernung der beideii Puuktc s y z  und U ~ C  dagegcn 
e, so dafs also 

1 e = -  r 
1 - _ _ -  & =  

V c r - - a ) a  + (y--d)l + ( I - C Y  

W i r  setzen ferner 
8 - e = Ae. 
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Bekannt ist die Entwickelung von E nacli Kugelfunctio- 
neu, deren Glieder die Form haben 

wo bca, ein Zahlencoefhient und Pl(w) eine ganze Func- 
tion des nten Grades von cosw ist, welche entweder nur 
gerade oder nur uugerade Potenzen dieser Griirse enthalt. 
Die Entwickelung von Ae ergiebt sich daraus sogleich, 
weiiii man das erste Glied der Reihe fur 6, welches e ist, 
wcgnimmtr Die Entwickeluug der Function cp liefert da- 
gegen eine Summe von Gliedern der Form 

wo 9 eine Function von e ist, die jcde mtigliche Form ha- 
hen kann. W i r  wollen die Reihe abschliefsen init den 
(3iedc1-n fur welche n = v ist. 

Die Aufgabe ist also: fur die Punkte der Kugelobcr 
fliiclie eiue Fuuction U von E ,  a und p so zu bestimmeo, 
dafs wir haben: 

d 2 1  

cp = ffUeqsina da dp. 
n o  

Wir kiinnen nun U in cine Summe von Theilen zcr- 
legen, welche einzelnen Gliedern oder Gliedergruppen der 
Keihe fur y entspreclieu. Nehineii wir aus dieser Reihe 
alle Glieder heraus, fur welche na einen coilstanten Werth p, 
11 dagegen die Wcrthe v ,  v - 2, v - 3 u. s. w. bis ,u 
oder p I- 1 Iiin hat, und welche c o s ( m 9 )  als Factor eiit- 
lialten, und bezcicliiieii wir die Summe dieser Glicder init 
yvp,  den dam gehiirigen Theil von U init Uvp,  so I2fsl 
sich zeigen, dafs der Gleichung 

1 2% 

qVp = f f U v p p 2  sina d n  d F  1) 
<! 
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(h i i i ge  gcschicht, wenn wir fur U 
sctzcn, wie yVp ist, deren Glieder die Form Iiaben 

cine ~ihnliclic Siiiniiic "r". 

wo ebenfalls n die Werthe v ,  v - 2, v - 4 u. s. w. bis 
p oder p + 1 annimint, und u eine Function von E al- 
lcin ist. 

Setzt man nun fur UVp in die Gleichung 1) diese Samme, 
entwickelt jcdcs u nach dein T ay l  orschen Satze 

de u 1 a,=u us = u, + de Ae + - - Ae2 + etc., 1.2 * de2 

setzt auch fur Ae seine Entwickclung nach Kugelfuiictio- 
nen, so kann man schliefslich alle vorhandenen GroEsen als 
constante Factoren vor das Integralzeichen setzen, init Aas- 
nahme der Kugelfunctionen und trigonometrischeu Functio- 
lien von a: und ,$, und die Integration danii ausfuhren. 
Wenn man weiter beriicksichtigt, dafs 

2% 

J08 ( p  p) cos c9 (9. - @)I d p  = 0 
0 

so oft nicht p gleich q ist, d a b  ferner 

so oft p kleiner als n--m ist, und behalt inau ferner von 
den Gliedern, welche als Factor dieselbe Function uSp oder 
einen ihrer Differentialquotieute~~ enthalten, nur diejenigen 
bei, welche mit den niedrigsten Potenzen von p inultiplicirt 
sind, da Q so klein gelnacht werdeii kann als man will, SO 
reducirt sich schliefslich die Gleichung 1) auf ein Systcrn 
linearer, partieller DifferentialgIeichungen 
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u. s. w. 
Die Grofsen a, b, c u. s. w. sind ZahlencoBfficieuten. 

Aus der ersten dieser Gleichungen kann inan nach bckann- 
ten Integrationsregeln u(,,,~,, aus der zweiten d a m  ~ ( ~ ~ - 2 , ~ )  

finden u. s. w. Aus dem Verfahren, welches man bei der 
Integration zu befolgen hat, geht auch hervor, dafs wenn 
die Functionen y fur endliche Werthe von e endlich sind, 
auch die Griifsen @'uvrc und deren Ableitiingen nach e, so 
weit sic in unseren Reihenentwickelungen vorkommen, fur 
endliche Werthe von e und r stets endlich sind. Sowie 
soinit die Theile von Uvp gefunden sind, lassen sic11 die 
fur jedes andere ahnliche Aggregat von Gliedern von y 
finden, und somit lafst sich die gestellte Aufgabe jeden- 
falls bis zu jedein beliebigeii Grade von Genauigkeit 
liisen. 

Vori einer anderen Seite hatte ich vielleicht Einwen- 
dungen gegen ineinen Satz erwartcn kiinnen. Ich habe 
nIinlich ein Princip angewendet, welches allerdings in der 
matheinatischen Mechanik ganz allgemein gebraucht mird, 
nach desscii Berechtigung aber vielleicht gefragt werden 
konnte. Icli habe narnlich vorausgesetzt, dafs die Kraft, 
welche ein Punkt a auf einen anderen b ausiibt, unabhan- 
gig von der Anwesenheit jedes dritteti Punktes c sey, so 
dafs also die Kraft welche a und c gleichzeitig auf b aus- 
Uben, die Suinme derjenigen ist, welche sie eiiize111 genom- 
inen ausuben wiirden. Nur unter dieser Voraussetzung 
bin ich berechtigt anzunelin~eii, wie es in  dein vorausge- 
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gangenen Bcwcise geschelien mufstc, dafs das, was fur die 
Krafte der beiden bewegtcn Punkte a und b ,  wenn sie 
sich allein befinden gilt, auch noch gelte, weiiii sie sich ver- 
bunden niit einem griifseren Systeme inaterieller Punkte 
bewegen. Wenn wir die Richtigkeit dieses Princips aner- 
kennen, wie es hisher in der Mechanik iinmer geschehen ist, 
so folgt daraus, dafs die lebendige Kraft iiiclit eine ganz be- 
liebige Function der Coordinaten des System seyn kiinne, 
soiidcrn eine Function, welche gewisse particulare Diffe- 
reiitialgleichungen erfiillen miisse. Nennen wir L die le- 
bendige Kraft, a, b, c, d u. s. w. die einzelnen materiellen 
Punkte, za, y., z j , ,  xb, ya, z, u. s. w. ihre Coordinaten, X,, 
die der m Axe parallele Componente der Kraft, welche der 
Punkt b auf den Puukt a ausiibt, so ist nach bekannten 
Satzen 

Die Kraft X,, wiirde nach dem eben ausgesprochenen 
Principe unabhangig seyn von der Anwesenheit oder Lagc 
sammtlicher anderen materiellen Pankte, mit Ausnahme vou 
a und b, wiirde also auch nur Fuiictioii von den Coordi- 
naten dieser Punkte seyn konncn, ebenso X,, nur Function 
der Coordinaten von'a und von c. Daraus folgt, wenn 
wir iiach ya differenziren, dafs 

dxab __- - - - a= L 
d x q d y b  dyb ' 

Da der Ausdruck der rechten Seite nur noch Function 
der Coordinaten von a und b ist, kann auch der der lin- 
ken nur eine eben solche Function seyu. Es mussen also 
alle Differenzialquotienten von der Form 

a 3  L a= L n= L 
dxa,  dya j dx, Oder dr.,dzs,dy, Odcr dx., d X 6 ,  dX. 

gleich Null seyn. 
Verbindeu wir hiermit, was ich eben aus dem Begriffe 

der relativen Lage fur die physikalische Anwendbarkeit 
hergeleitet habe, so folgt, dafs die Function L eine Sumine 
von Functionen seyn mufs, deren jede nur abhangig von 
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d w  Entfernung zweier einzelnen Punkte ist, so wic icli sir. 
in meiner Abhandlung Iiingrstellt habe. 

W a s  cndlicb den vicrtcti Punkt betrifft, der glucklicher 
weise iiiclit in wesentlicher Verbindung mit  dem Haupt- 
theina meines Buches steht, namlich das, was ich iiber die 
Schrift von H o l t z m a n n  gesagt habe, so mufs ich hier 
allerdings einen Irrthutn eingestehen. I3 o 1 t zm a n II spriclit 
ini Anfange sein Princip so aus, dafs es wie einc Ancr- 
kennung der Aequivalenz von Warme und Arbeit klingt, 
und der bei weitein grofste Theil der mathematischen Fol- 
gerungen, die er ziebt, so weit sie ohne Integration zu er- 
Iinlten siud, entspreclicn dem auch. Die Integration ist 
aher, wie C 1 a u s i u s  nachgewiesen hat, nicht in  der Weise 
auszufuhren , wie es H o 1 t z in a n II gethaii hat, wenn das 
Princip der Aequivalenz festgehalten werdeii sol]. 

in  der Theorie des Galvauismus mufs ich die Einwiirfe 
von C l a i i s i u s  erwarten. Das Kapitel der Elektrodyna- 
inik dagegen ist in meiner Schrift nur unter einer sehr 
beschr#nkenden Voraussetzung durchgefiihrt, weil ich da- 
inals von aller mathematisch physikalischen Literator ent- 
blofst, fast auf das bcschrlnkt war, was ich selbst zu er- 
finden wufste. Ich habe deshalb deli Magnetismus des Ei- 
sens nur unter der Voraussetzung bthandeln konnen, dafs 
dasselbc vollkommeii wcicli sey, d. h. der magnetischeii 
Vertheiluog gar kein Hindernifs entgegensetze, so dafs 
diesc Vertheilung genau dieselbe wurde, wie die der Elek- 
tricitat an clektrisirten Leitern. Unter der allgemeineren 
Voraussetzung jedoch, wclche P o i s  s o ti seinen Theoremen 
zii Grunde gelegt hat, daL die Starke der Magnetisirung 
der inagnetisirenden Kraft proportional sey , was fur ge-  
ringe Starkc der Magnetisirung jedenfalls mit  der Erfah- 
rung stimmt, mit Benutzung ferner der seit jener Zeit i n  
Deutschland bekannt gcwordcncn Theoremen von G r e e n ,  
und mciner eigenen Untersuchungen iiber den Verlauf der 
durch Stromesschwankungen inducirten Striime, lafst sich 
das genannte Kapitel jetzt vollstandiger und geniigcnder 
als irgend ein anderes behandeln, uiid aamentlicli Iafst sich 

dns 
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das sllgemeine Gesetz VOII N e u m a n  n fur die iiiducirteii 
Strihne jetzt vie1 vollstandiger aus dem Principe von der 
Erhaltung d& Kraft herleiten. 

Da C 1 a q s i  u s  eine Arbeit iiber diet's Kapitel ankiindigt, 
will ich ihin inicht' vorgreifen, durch eine Veriiffentlichung 
meiner eigenen weiteren Arbeiten hieriiber. Ich kann es 
nur fur einen.Gewinn halten, weun die Ideenverbindungen, 
welche ich in ineiner Schrift damals zu einer Zeit, wo sie 
noch wenig Anklang unter den Phgsikern fanden, darzu- 
legen suchte, jetzt von einern Andern in anderer Forin 
wieder aufgeqommen, uud in so vollsttindiger und kritischer 
Weise durchgzarbeitet werden , wie es bisher bei anderen 
Kapiteln der Tbeorie von der Erhaltung der Kraft durch 
Herrn C l a u s i u s  geschehen ist. Nur sey es mir vergonnt, 
die Resultate, wie ich sie mit erweiterten Hiilfsinitteln spa- 
ter gewonnen habe, hier kurz zosarnineiizustellen, daniit ich 
n i t  meiuer alteren Darstellung nicht in zu ungiinstigein 
Lichte neben Herrn C 1 a u s i u s  stehen bleibe. 

Die Voraussetzung ist demnach, dafs das magnetische 
Moment eines jeden kiirperlichen Elements innerhalb eines 
durcir Vertheilung magiietisirten Kirrpers A der magneti- 
schen Riclitkraft an dieser Stelle proportional sey und die- 
selbe Richtung habe. Das Potential des vertheilten Kor- 
pers A gegen den vertheilenden Magneten €3 sey V, das 
voii A auf sich selbst (uach C l a u s i u s  Definition) sei W, 
so lassen sich folgende Sitze ableiten. 

1) Wenii der vertheilende Magnet aus unendlicher Ent- 
fernung dem vertheilten Kiirper A genahert wird, SO wird 
dabei niechanische Arbeit gewonnen gleich dein Werthe von 
1 --V am Ende des Weges. D i e t  ist ein, SO vie1 ich weirs, 
2 
lieuer Satz in der inathematischcn Theorie des Magnetis- 
Inus. Wird der in A erzeugte Magnetisnias nun fixirt und 
der Magnet in unendliche Entfernung gebracht , so wird 
dabei die mechanische Arbeit V aufgehraucht. Die erzeugte 

Magoetisirung von A hat also die mechanische Arbeit TV 
1 

Poggendorff's Anna!. Bd. XCI. 17 
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crfordert. Nur wenn die magnetische Vertheilung iia Ei- 
sen ganz unbehindert ist, wird entspre'chend den elektri- 
sirten Korpern, wie ich es i n  meiner Sqhrift *angenoinmeii 
babe, die durch die Magnetisirung reprasentirtebrbeit gleich 
- W, d. h. gleich der Arbeit, welche du&h dig Anziehungs- 
krsfte der frei gewordenen magnetischen FIuMa verricblet 

werden kann. Der Unterschied 2V - (- W )  repriisentirt 

also die Grbfse der Moleculararbeit innerhalb des magne- 
tisirten K6rpers. 

2) Aus meinen Untersuchungen fiber die. durch Stro- 
inesschwankungen inducirten Strome ') ergie)t sich , dafs 
die Ansteigung eines galvaiiischen Stromes 'gegeben wird 
durch eine Gleichung von folgender Form 

1 
* 

wo A die elektromotorische Kraft, w der Widerstand, t die 
Zeit und p eine Constaote ist, welche nur von der Form 
der Leitung abhangt ( nach N e urn a n  n ,  das doppelte Po- 
tential der Leituug auf sich selbst bei der Stromeseinheit, 
dividirt durch die Inductionsconstante). Der durch das 
Ansteigen des Stromes iuducirte Integralstrom ist dann 

J, 
W 

wo J den grd l ten  Werth, welchen i erreicht, bezeichnet. 
Dabei wird durch den inducirten Strom die W" arme- 
menge 

vernichtet, wenn die Einheit van w diejenige ist, in der 
die willkuhrliche Einheit der Stromintensitst in der Zeit- 
einheit die Warnieeinheit entwickelt. Wird der Strom so 
unterbrochen, dafs der dabei inducirte Extracurrent eine 
Leitung findet , so wird dieselbe Warmemenge wiederer- 
zeugt, ohne da€s dafiir ein anderer Arbeitsverbrauch statt- 
fande. Der galvanische Strom J reprasentirt uns also, so 

1 )  Diese Annalen Bd. LXXXIII, S. 505. 



259 

lange er besteht, eine geleistete Arbeit, aequivalent der 
Warmemeage 

3) Wenn  demnach ein Stromleiter von unverandcrlicher 
Form mit unverauderlichen Stahlmagneteu und Eisenmas- 
sen in Wechselwirknug tritt, welche letzteren theils durch 
ihn selbst, theib durch die Magnete magnetisirt werden, so 
mufs in jedem Augenblicke durch den inducirten Strom so 
vie1 Warme in der Stromleitung entwickelt oder vernich- 
tee werden, als an Arbeit bei den stattfindenden Beweguii- 
gen, hei der Magnetisirung der Eisenmassen und Veriinde- 
rung der Stromintensitat verloren oder gewonnen wird. 
Daraus lal'st sich jetzt fur die Induction durch Magnete 
ganz allgemein das Gesetz von N e u m  a n n  ableiten, dafs 
die inducirte elektromotorische Kraft gleich ist den Ver- 
anderungen des Potentials der vorhandenen Magnete aof 
die von der Stromeinheit durchflossene Stromleitung, mul-  
tiplicirt mit einer Constanten, und ferner, dafs diese Con- 
stante bei der angegebenen Einheit des Widerstandes gleich 
dem reciproken Werthe des mechanischen Aequivalents der 
Warmeeinheit ist. Diese Ableitung konnte ich in meiner 
fruheren Schrift vollstandig nur durchfuhren fiir die In- 
duction durch Bewegung eines unveranderlichen Magneten. 

4) W. W e b e r  1) het die Induction bei Bewegung ei- 
nes Stromleiters gegen einen anderen experimentell ver- 
glichen mit der bei Bewegung des Stromleiters gegen ei- 
nen Magneten, und gefunden, dal's beide gleich sind, unter 
Urnstanden wo die Veranderungen des Potentials auf den 
von der Stromeinheit durchflossenen Leiter gleich sind. 
Wenn  also das Inductionsgesetz von N e u m a n n  fii Mag- 
netinduction vollstandig gilt, erscheint es gerechtfertigt, 
dasselbe auch auf Induction durch Bewegung von Strom- 
leitern zu iibertragen. D a m  Mst  sich weiter aus dem 
Principe von der Erhaltung der Kraft folgern, dal's anch 
die in dem einen Leiter darch Stromesschwankunge~~ des 
1 ) Elektrodrnamische Nlaarsbestimmungen. Leipzig 1846, S. 71. . 17 * 
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andern inducirten Strome demselbcn Gesetze folgen. Fur 
eineii einzelnen Stromeskreis ist cs mir noch nicht gelun- 
gen zu beweisen, dafs die oben init p bezeichnete Con- 
stante gleich dem dopyelten Potentiale seyn miisse, SO 

wnhrscheinlich diefs auch nach der Analogie der ubrigen 
Falle seyn mag. 

Die in ineiner friiheren Schrift gegebene Gleichung fur 
die Induction zweier bewegten Stromleiter auf einander, 
ist nur fur den Fall richtig, wo der eine Stroin gegen 
deli andern verschwindend klein ist, weil ich damals noch 
iiicht deli Einflufs der Inductioii bei Unterbrechung dcr 
Stromleitungen zu beriicksicbtigen wufste. 

V. Die mechanische Arbeit, welche zur Erhultung 
eines elektrischen Stromes erforderlich is t ;  

oon C. H o l t z m a n n .  

1. B e w e g t  man deii Magnetismus ,u urn eiiien Leiter 
der Elektricitat, welcher aufser der Bahn von p geschlos- 
sen ist, so entsteht in dieseln Leiter eiii elektrischer Stroin. 
Dieser iibt riickwarts auf deli Magnetismus eine Kraft aus, 
welche der Bewegung des Magnetismus entgegenwirkt. 
Man bedarf deshalb zur Bewegung des Magnetismus einer 
Kraft, welche den Magnetisinus durch seine Bahn fiihrt, 
eine mechanische Arbeit als dereii Aequivalent der erregte 
Strom erscheint. Die oben angegebene Art einen elek- 
trischeli Strom hervorzubringen, ist in dem von PIG c k  e r  
angegebenen Apparat von F e s s e l  in Cbln verwirklicht, 
und dieser Apparat ist es auch in der That, welcher mir 
diesen Weg, das mechanische Aequivaleiit des elektrischen 
Stronies festzustelleii , zeigte. 

2. Das lineare Element S d s  eines elektrischen Stro- 
incs S ubt nach dem bekannten Biot’schen Satze auf eiii 

I. 




