
Zur Theorie der Abe]'schen Functionen. 

Von 

FELIX KLEIN ~1 GS~tingen. 

Anknfipfend an die Untersuchungen fiber hyperelIiptisehe Func- 
tionen beliebig vieler VariabIer, fiber die in Bd. 32 dieser Annalen 
beriehtet ist~ babe ich in den Specialvorlesungen der letzten drei 
Semester die Theorie der Abel'schen 2"unctionen in Betracht gezogen 
und bei ihnen die yore algebraischen Gebilde ausgehende Definition 
der Thetafunctionen his zu demselben Punkte zu fiihren gesucht, der 
bei den hyperelliptischen erreicht ist. Dies gelang, wenigstens in der 
Hauptsache, hinsichtlich aller dm~enigen Fragen, bei denen die Moduln 
des algebraischen Gebildes als lest gegeben angesehen werden; sollen 
die Moduln als ver~nderlich gelten (eine Auffassung, die ich im Falle 
der hyperelliptischen Functionen in Bd. 32 auch nur erst gestreift 
babe), so erwies sieh die Beschr~inkung auf den Fall p ~--3 einst- 
weilen als nothwendig. Hiermi~ ist die Eintheilung des folgenden 
Berichtes in zwei Hauptabschnitte gegeben, die sich nach Inhalt und 
Methode unterscheiden. Ich war leider dutch ~ussere Verh~ltnisse 
verhindert~ einzelne Punkte so ausffihrlich zu behandeln, wie ich dies 
gewfinscht h~tte. Neben meinen Abhandlungen fiber hyperellip~ische 
Sigmafunctionen in den B~nden 27 und 32 wird zum Verst~ndnisse 
die Bearbeitung eines Theiles meiner hyperelliptischen Vorlesungen 
nfitzlich sein, welche Hr. B u r k h a r d t  neuerdings in Bd. 35 dieser 
Annalen verSffentlicht hat*). Uebrigens wird man bemerken, dass 
vermSge meiner neuen Darstellung die Theorie der hyperelliptischen 
Sigmafanctionen selbst an vielen Punkten eine weitere Durchbildung 
bez. neue Grundlegung erf~hrt. Ueber die Gliederung der nach- 

*) Grundzfige einer aUgemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. -- Uebrigens vergleiehe man aueh Hrn. Burkhardt ' s  Ab- 
handlung: Beitrgge zur Theorie tier hyperelliptischen Sigmafunc~ionen (Math. 
Ann. k 32, 1888); der Leser wird daselbst eine Reihe yon Entwickelungen finden, 
die lima als Erg~uzung der yon mir im Texte gegebenen Darstellung willkommea 
sein werden. 
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folgenden Be~raeh~ungen wird das folgende Verzeichniss den bes~en 
Aufschluss geben :*) 
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Ia alts-u 
den Funetionen auf gegebener Riemann'seher ~l~ehe.  
Die Riemann'sche Fl~ohe als Grundlage der Theorie. In~egrale erster 
und driRer Gattung. 
Ein~hrung tier Formen~heorie auf Grund der ~. 
Das Differen~l d~. Die ~n~egrale zwe~er C~a~ung. 
Die Primform ~(~, ~). 
Von den ~i~telformen. 
F~lle besonders ehJaeher algebra~scher Darstellung. 
AUgemeines tiber algebraisehe Formen auf einer Curve. 
Kanon~sche Curven. 
Grundformeln der kanonischen Darstellung. 
Yon den L~sungen des Umkehrproblems. 
Wurzelformen bei k~uonischen Curven. 
Ch~r~k~eristiken yon Wurzelformen, insbesondere Primchara]~ristiken. 
Fundameu~o~meln f~ir die auf k~,uonische Curven bezogenen Theta- 
functionen. 
Bewe~s der aufges~etlt~n Formeln, nebs~ weiteren auf sie bez~iglichen 
Bemerkungen. 

II.  Speeiello Theorie des ~alles ~ ~ 3. 

w 15. Die ebene Curve vier~er Ordnung. 
Stufe und transcendente Moduln. 

w 16. Adjunction yon Wurzelformen und 
S~ufe. 

w I7. Von don Ber~rung~curven dr~t~er Ordnung erster Art. 
w IS. Von den Bertihrungseurven drifter Ordnung zweiter A~t. 
w I9. Vonder Discriminan~e der G 4 und ihrer Dars~ellung in den Ra~,ionalit~ts- 

bereichen erster und zweiter S~ufe. 
w ~0. Ueber das Verhalten der Berfihrungseurven dri~er Ordnung beim Auf- 

tre~en eines Doppelpunktes. 
w 21. Neue S ~ e  fiber das Ver]~alten der CurvendJscriminante. 
w ~2. Erneu~e Inbetrach~nahme der Thetafunctionem 

23. ])as Product clef Nnllwer~e der ~6 geraden Theh~func~onen. 
~4. Das Anf~gsglied in tier Reihenen~wickelung des einzelnen @. 

w ~5o Von den Funct~oneu Th. 
26. Exeurs ~iber Integrale dri~er Gat~ung. 

w Die h~heren Glieder in der Reihenen~wickelung der @. Die Sigma- 
funci~onen. 

*) Was die neu in denselben abzuleitenden R ~ u l ~ e  angeht, so babe ict~ 
dieselben grossentheils schon in vorl~ufigen Mittheilungen bekannt gemach~; vergl. 
drei Noten in den GOttinger Na~hrichten (Ueber h-rationale Cov~rianten, M~rz 
1~8, Zur Theorie de~ Abel'schen Funet;i~nen I, II, M~r~ nnd Mai 1889), zwr 
Note~ in den Comptes Rendu~ der Pariser Academie (Formes principales sur les 
su~fac~ ~de Riemaua, Jan. 188% des tbnetinns th~ta ~u~ la surface g~n&~le de 
Riemann, Febr. t8~9), e~dii~h ein~ 1%~ in de~ Praceeding~ tier London Ma~he- 
mat i~ l  ~e ie ty  (Febr. 1889), 

Algebraisehe Modutn der ersten 

zugehOrigen Moduln der zweiten 



Abel'sche Func~ionen. 

Ers ter  Abschnitt. 

Yon den Funct ionen  a u f  gegebener  R iemann ' scher  Fl~che.  

w  

Dio Riomann'sche Fl~cho als 8ru~dlage der Theorie. Integrale erster 
und dritter Gattung. 

Bei den hyperelliptischen Gebilden is~ yon vorneherein eine ein- 
fachste algebraische Darstellung bekann~, die man zweckm~ssiger 
Weise allen auf sie bezfiglichen Untersuchungen zu Grunde legt und 
yon der selbstverst~ndlicherweise auch in Bd. 32 ausgegangen wurde. 
Nieh~ so bei den allgemeinen algebraischen Gebilden*). Von den 
zahlreiehen bei ihnen in Vorschlag gebraehten Normalgleichungen 
bietet ffir die bier in Betraeht kommenden Fragestellungen keine soleh 
besonderen Vortheile~ dass es nfi~zlich sehiene, gerade sie zum Aus- 
gangspunkte der Entwickelung zu nehmen. u finde ich es 
am zweckm~ssigsten, mit der R i e m a n n ' s e h e n  Auffassung zu be- 
ginnen und erst aus ihr diejenige Fo~rm der algebraisehen Darstellung, 
welche fiir uns die dienlichste sein d~irf~e, zu entwiekeln. Als Rie- 
mann'sche ~kuffassung schlech~weg bezeichne ich dabei diejenige, bei 
der das algebraische Gebilde geradezu durch eine Riemann'sche _Fltivhe 
gegeben wird, auf der dann erst hinterher die Funetionen, die uns 
interessiren mSgen, insbesondere die algebraischen Funetionen, con- 
struirt werden. Ich babe die wesentlichen Momente dieser Auffassung, 
so wie ich dieselben verstehe, 1881 in einer besonderen Schrif~ dar- 
gestellt**); im folgenden Jahre gab ich in Bd. 21 dieser A naalen Er- 
l~uterungen fiber die dabei in Betrach~ kommenden Existenzbeweise *** ). 
Nachdem inzwischen Hr. C a r l  N e u m a n n  eine ausffihrliche Dar- 
]egung der le2zteren publicirt har t ) ,  daft ieh die betreffenden An- 
schauungen im Folgenden als bekann~ voraussetzen. Es sei hier nut  
daran erinner~, dass vermSge derselben die In~egrale erster und drit~er 

*) Ich bediene reich dieses aus den Weiers~rass'schen Vorlesungen 
st~ramenden Ausdruckes (den man ev. noch dutch das Wor~ ,,eind/mensional" 
n~her umgrenzen kann) ~berall da, wo die Beneanungen ,,Riemann'sche Fl~he" 
oder ,,algebraische Curve" st~rende Nebenvorstellungen mit sich ffihren wfirden; 
wo diese Nebenvors~ellungen wesentlich sind, werden let~tere Benennungen 
herangezogen. 

~) Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Fanctionen und ihrer Integrale 
(Teubner].- Ich citire im Folgenden raSglichs~ unter Beiffigung tier Jahreszaklen, 
wobei ich reich, wo es anging, an die vom Verf. sell)st gegebeno Datimng halte. 

*~) l~eue Beit~ge zur Riemann'schen Functionentheorie; vergl. ~ o n d e r e  
daselbs~ p. 155 fi- 

t) Vorlesungen ~iber Riemann's Theorie tier Abel'achen lntegrale, Zweite 
Auflage (Teubner, 1884). 

1" 
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Gattung das prius sind~ aus welchem die Integrale zweiter Gattung 
und insbesondere die a/gebraischen Functionen erst hinterher abgeleitet 
werden. Ich will gleich hier die Bezeielmungen zusammenstellen, die 
ieh far die Integrale erster und drifter Gattung weiterhin gebrauche: 

Irgend p linear tmabhiingige In~egrale erster Gattung nenne ich 
(1) w , ,  w~, . . .  % ,  

oder ausftihrtieher, wenn die obere Grenze x und die untere Grenze y 
in Betrach~ kommen: 

w~: ~', @~, . . .  ~,~. 

Die 21o Perioden yon w~ an den Querschnitten A~, ~,~ einer 
kanonischen Zerschneidung heissen 
(2) ~,~ hez. e%,j~_t~. 
MR Htilfe derselben setzen wir uns aus den w die ,transcendent 
nomirten" Integrale erster Gattung 
(3) v~, v2, . . .  ~ 

zusammen; die Perioden derselben sind durch das Schema gegeben: 

q J l  
(4) v~ 

% 

A 1 . . . A : p  

1 0 . . .  0 
0 1 . . . ~  

0 0 . . .  1 

" ~ 1  . �9 �9 - ~ / a  

' g l l  " " " T l P  

"t~21 �9 ~ T ' 2 ~  

T ~ I  - - �9 'Yiol9 

Eia Integral drifter Gat/mng mit den ,,Grenzen" x, y und den 
,Parametern" ~y heisst al]gemein 

(5) ~ .  
Dasselbe kann insbesondere so specialisir~ werden, dass es als Function 
yon x (oder y ) a n  den Querschnitten A, B die folgenden Perioden 
darbietet: 

. . .  A~ 1 Bl . . .  Bp At 
(6) ~' 

0 0 2z~iv~ ~ " " " [ " " " 

L 

wit bezeichnen dasselbe dann mR 

(7) rf~ 
und benennen es als ,transcenden~ normirtes" Integral drifter Gattung. 
Ans dem l l ~  (oder irgend einem anderen speciell gewiihlten Integral 
drifter Ga~tung) ergiebt sich alas allgemeinste 2 ~ ,  wenn man irgend 
e~e ln'lineare Verbindung der v,~u, v~ ~ hinzuftigt: 

(8) = rr 7 
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Nimmt man bier c~fl ~ c ~ ,  so h a t  man insbesondere diejenigen Inte- 
grale dritter Gattung~ welche, wie das l'[ selbst~ Yertauschung yon 
Parameter und Argument zulassen. 

w  

Einfiihru~g der Formentheorie auf 6rund der ~p. 

Wir schreiben jetzt, indem wit die Differentiale der tiberall end- 
lichen Integrale in Betracht ziehen: 

(9) d w ~  : d w ~  : �9 �9 �9 d w p  ~ ~1 : cP2 : " " " ~ "  

Die Herren Weber*)  und N5ther**)  haben bereiis die so einge- 
fiihrten (Pl~---cPp als homogene Coordinaten der Punkte eines Raumes 
yon ( T -  1)Dimensionen int~rpretirt, innerhalb dessen dann~ unserer 
Riemann'schen Fl~che entsprechend, eine Curve ( 2 p -  2) t~ Ordnung 
(C-2p-2), die ~ ' o r m a l c u r v e  t ier  r lieg4***). Wir adopiziren den hiermi~ 
gegebenen Gedanken, indem wir ihn weiter entwickeln. Die Func- 
tionen~ welche man in der Theorie der Aberschen Functionen bisher 
ausschliesslich zu betrachten pfieg4, sind nur yon den Verhiilhaissen 
der (p abhiingig, sie sind h o m o g e n e  ~ u n c t i o n e n  n u l l t e n  G r a d e s  der 
( p l . . .  (p~. Wir werden Veranlassung nehmen iiberhaupt homogene 
Functionen der r  r in Be~rach~ zu ziehen. Wir bezeichnen die- 
selben im Gegensatze zu jenen nur yon den Verh~iltnissen der ~p ab- 
h~ngigen Functionen als ~'ormen. 

Der hiermi~ bezeichne~e Schrit~ yon den Functionen zu den Formen 
wird mehr oder minder bewusst immer vollzogen~ wenn man irgend- 
welche atgebraische Gebilde analytisch-geometrisch im Sinne projectiver 
Auffassung behandelt. Inzwischen hat sich eben hierdurch, wenn ich 
nicht~ irre, eine gewisse Unklarheit fes~gesetz~. Man m5chte dieselbe 
zu dem Satze verdich~en: Funcirionen ~ d. h. Formen nullter Dimension~ 
haben an sich eine geome~rische Bedeutung~ Formen hSherer Dimension 
abet nut ,  insofern sie gleich Null oder Unendlich gesetzt werden. 
Dieser Satz ist bei der gewShnlichen Darst~llung in der Thai vSllig 
richtdg~ aber doch nur in Folge der willkfirlichen Verabredung~ ver- 
mSge deren man yon vorneherein nur die Verh~ltnisse der homogenen 

�9 ) Ueber gewisse in der Theorie tier Aberschen Functioneu auf~e~ende 
Ausnahmei~alle, Math. Ann. t. 13 (1878). 

�9 *) Ueber die invariante Darstellung atgebraische~ Functionen, Math. Ann. 

Im hyperelliptischen Falle arte~ dieselbe bekauntlich in die doppel~- 
z~hlende rationale G~_~ aus; dies hinder~ abet niche, dass wit die C~_s' auch 
im hypezellipt~schen Falle in Betracht ziehen, den w~ ~berhaupt im Felgenden 
immer als miteingeschlossen be'trachten, sofem wit niche, wie in w 7~ ausdriieklich 
das Gegentheil bemexken. 



6 F. Kn~,~. 

Variabelen geome~iseh inf~rpretirt hat. Letzteres ist ja in der That 
ffir viele Zwecke ausserordentlieh nfitzlich, wie es dean im Folgenden 
durchweg in der herkSmmliehen Weise gesehehen solt. Abet es steht 
d oeh nichts entgegen, die homogenen Variabelen in einem mit einer 
Dimension mehr ausgestatteten Raume als absolute Coordinaten zu 
interpre0iren. Dann gewinnen sofort die Formen irgend welehen Grades 
selbst ihre geometrisehe Bedeutung. Man nehme das Beispiel unserer 
~ , , . . .  ~p. Wenn wir, in Uebereinstimmung mit dem gewShnliehen 
Ansa~ze, wie wit es gerade sagten, die Verh~ltuisse ~1 : ~ : " �9 " r 
als Coordinaten eines im Raume yon (i o - -  1) Dimensionen gelegenen 
Punktes interpretiren, wo dann jeder Stelle der Riemann'schen Fl~iehe 
ein soleher Punkt entsprieht und der Riemann'schen Fl~che selbst, 
als den Inbegriff ihrer Stellen, die gerade erw~hnte C~v_~ eorrespondirt, 
dann ist es freilich unmSglieh, bei einer yon den ~ nieht im nullten 
Grade abh~ngenden Form etwas Anderes als die Null- und die Un- 
endliehkeitsstellen geometriseh aufzufassen. Aber wir ki~nnen doch die 
�9 ~ ~ 2 , . - - ~ v  ebensowohl als gewShnliche (Cartesisehe) Coordina~en 
des Raumes yon p Dimensionen deuten.  Dann erhebeu wit uns zu 
einem hSheren Standpunkte: einer jeden Stelle tier Riemann'sehen 
Fl~che entspricht dann ein ganzer, dutch den Coordinatenanfangspunkt 
laufender ~rahl; dieser Strahl beschreibt, wenn die Stelle die Rie- 
mann'sehe Fl~iehe fibers~reicht, einen Kegd der (2p ~ 2)  tea O r d n u n g ,  

and auf diesem Kegel finden dann alle die in den n~ehsten Paragraphen 
einzuf'fihrenden Formen: das Differential dco, die Primform Q, etc. 
ihre vollwer~hige geometrisehe Interpretation. 

l~oeh ein paar Worte fiber den Gebraueh homogener Variabler 
iiberhaupt. Ieh entsehliesse reich zu demselben nieht irgend weleher 
Tradition oder GewShnang zu liebe, sondern urn das Wesen der Sache, 
so wie ich dasselbe verstehe, klarer herauszustellen. Um nur yon den 
n~hsffolgenden Para~aphen zu reden, so ist es tier Zielpank~ der- 
selben, gewisse complieirtere Fanc~ionen der bisherigen Theorie, die 
In~egrale driver Gafiung) die Thef~fune~ionen etc. aus einfacheren 
Elementen aufzubauen; dies wiirde ohne homogene Variable unmSglieh 
sein, denn diese einfaeheren Element~ existiren eben nur im Bereieh 
der homogenen Variabelen. Dabei wolle man sieh, was die Formulirang 
der ~?~tze angeht, immer gegenw~r~ig tmlten) dass beim Gebraueh 
homogener Variabler nieht nur unendlich grosse Wer~he tier Ver~nder- 
lichen ausgeschtossen sind, sondern aueh das gteiehzeifige Verschwinden 
s~mmflieher Ver~nderlichen. Nnr hierdurch werden die im Folgenden 
imme~ wiederkehrenden S~tze mSglieh, class gewisse Formen niema!s 
unendlioh werden ef~. 

DieErl~u~erungen, welehe ieh .hiermit-iiber das Wesen tier ho- 
mogenen Yariabelen and ih're geome~ische Interprefafion insbesondere 
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gegeben habe, machen keinen hnspruch auf Neuheii. Trotzdem schien 
es im Interesse besserer Verst~ndlichkeit der folgenden Entwickelungen 
nfitzlich, dieselben hierher zu setzen. In der That hat reich die Er- 
fahrung belehrt, dass selbst solche Mathema~iker, die an den Gebrauch 
homogener Variabeler im Gebiete rationaler algebraischer Operationen 
durchaus gew5hnt sind, einen Augenblick shltzen, wenn sie die gleiche 
Art des Ansatzes im transcendenten Gebiete handhaben soUen. 

w  

Das Differential deo. Dis Integrale zweiter 6attaug. 

Der erste Effolg, der aus der Einfiihrung der ~ resul~irt, ist der~ 
dass wir in einfachster Form einen Differentialausdruck (eine Differential- 
form) cons~ruiren kSnnen, welcher nirgendwo auf dem algebraischen 
Gebilde (oder besser gesag~: auf der fiir uns in Be~racht kommenden 
Mannig~altigkeit der cp)Null oder Unendlich wird. Derselbe lautet~ 
unter a eine beliebige der Zahlen 1, 2 , . . . p  versfanden: 

d w  a 
(lo) 

cPa 

Dass hier der WerOa des a durchaus gleichgfiltig ist, ergibt sich so- 
fort aus (9); wir kSnnten~ unter den c~ irgendwelche Constante ver- 
shmden ~ ebensowohl schreiben: 

(10a) dea -.=- Zc,~ dw~ . 

Aber ebensowohl folg~ aus (9), unter Beriicksichtigung unserer Fest~ 
setzungen fiber den Bereich~ innerhalb dessen sich die homogenen 
Variabelen (p zu bewegen haben~ dass d ca keine Null- oder Unendlich- 
keitsstellen besitzt: in Formel (10a) kann~ bei gegebenen ca, aUer- 
dings Z~ihler und Nenner gIeichzeitig verschwinden, aber wit gehen 
dann jedesmal sofor~ zu einem bestimmten endlichen Werthe des dca 
iiber~ indem wit die c~ durch irgendwelche andere Constante erse~en. 

Das so gewonnene d~ erweist sich nun in der Folge als ganz 
besonders nfiCzlich. Ich werde dasselbe hier zun~chst zur Definition 
del Integrale zwei~er Ga~ung anwenden. Man fiihrt diese Integrale 
in die Riemann'sche Theorie allgemein so ein, dass man ein I n ~  
drifter Ga~tung naeh einem seiner Parameter differenliirt. Aber was 
heisst nach einem Parameter (fiberhaupt nach einer St~lle tier Rie- 
mann'schen Fl~che) differen~iiren? Die gewShnliche DarsteUung be- 
nutzt dazu irgend eine Function der St~lle und different~rt nach dieser 
Function; sie fiihrt damit in die De~nition der Integrale zweiter GatCung 
eine unnS~hige Par~icularisirung ein.  Ffir uns ist in allen solche.n 
F~llen unmittelbax die Benuizung des d~ gegebea. .Eine ~ u ~  
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auf  der l~iemann'schen ~Tiiche differentiiren heisst, das Differential 
der _~unction dutch d o  dividiren. Ist also :ygu ein Integral zweiter 
Ga~ung mit den Grenzen x~ y und der Unste~igkeitsstelle ~, so 
setzen wir : 

(::) r g '  a r g  

Hier ist deo~ yon der ( -  1) ten Dimension in den ~p der Stelle ~; es 
ist also Y eine ~orm ( ly  ~ Dimension in den q~ der Unstetigkeitsstelle. 
Natiirlich wechselt das Y mit dem zu Grunde geleg~en Integral drifter 
Gattung. Indem wit in (11) start t) das Normalintegral H setzen, 
woilen wit insbesondere schreiben: 

Formel (8) gib~ dann: 
a ~  

Andererseitz ergeben sich aus (6) als Perioden des Integrals Y~: 

(14) 

Ich babe dabei diejenigen linearen Verbin&:ngen der (p, die, verm5ge 
(9), den Differentialen d r 1 . . ,  dv~ der l~:ormalintegrale v entsprechen, 
mit ~Pi, - �9 - Cp bezeichnet. 

Ich schliesse einige Folgerungen an, welche man aus der so ver- 
sch~rften Definition der Integrale zweiter Ga~tung ohne Miihe ableite~. 

�9 g � 9  

Seien t ,  t , . . .  t = irgend m Stellen des algebraischen Gebildes. 
Wit  haben dann in 

(15) c'Y  'y + c + . . .  + + 0 

die allgemeinste Integratfunetion vor uns~ welehe an den Stellen 
t', t", . . .  t~} je einfach algebraisch unendlieh wird und dabei an den 
Quersehnitten A l . . .  A,  durehaus versehwindende Periodiei~:itsmoduln 
aufweis~. Bes~immen wir jetzt vermfge (14) die c', g ; . . .  dm~ so, 
dass auch noch die Perioden zweiter Ar~ verschwinden, so haben wit 
die allgemeinste auf dem Gebflde eindeutige algebraische Function der 
S~lle x vor uns, wetche fiir x ~ t ,  t " , . . ,  tom) einfach unendlich 
wixd. Dies gibt sofor~ den R i e m a n n ' - R o c h ' s c h e n  Satz fiber die 
ZahI tier in einer solchen Function noch ~willk,:rliche~ Constanten 

r f  

c~ c ~ . : .  r die Za~l dieser Co~tar&~n ist 

(16) m ~ p -I- *,~ 
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wo ~ die Z a h l  der l inear unabhiingigen l inearen Verbindungen der q~ ist, 
die f i ix  t ' ,  t",  . . .  t ' ,  verschwinden. 

Wir beh'achten ferner (p-~-1) Stellen des Gebildes: t~ t', . . .  t(~) 
und bilden die Determinante: 

(17) 

z y  y~,-v y(~) 

(t') 

v (t) %Ct ) 
Wit schliessen sofort, dass dies eine algebraische Function der Stelle x 
(bez. y) ist, welche fiir x ~ y verschwindet, dagegen einfach unendlich 
wird, wenn x (oder y) mit t ,  t ,  . . .  t(~) zusammenf~llt. Wir wollen 
diese Function mit dem Zeichen 
(18) Alg(x, y; t ,  t ' ,  . . . t~) 

bezeichnen; in den ~ (t), ~ (t'), . . .  ist sic beziehungsweise yon der 
-+- 1 t~" Dimension. Jetzt wird (17) nach Formel (13) nicht germdert, 
wenn wit die Y dutch beliebige Y ersetzen; sic ~ndert sich nur um 
einen constan~en Factor, indem wir start der ~ die anf~nglichen 
einfiihrem Indem wit diesen constanten Factor mit in die Definition 
der algebraischen Function (18) aufnehmen, haben wit die Gleichung: 

t P  

(t) (t') (19) I Alg(x, y; t ,  t ,  . . . t% 

Hier entwickele man jetzt linker Hand nach den Element'en der ersten 
Verticatreihe und dividire durch den Coeffieienten yon Y7 u. Indem 
wir dann noch der Kiirze wegen ffir die auftretenden llnearen Ver- 
bindungen der :Y7 v, . . .  Yt~ die Zeichen - -  y~u ,  . . .  __ :y;u ein- 

ffihren, erhalten wit: 

(20) Y ~  =- ~,  (t) . Y : u  + ~ ( t ) .  Y~'~ + . . .  + ~ (t) . Y ; ~  

+ Alg(~, u; t, ~ , ' . . .  t ~ ) .  

%(t3.  .. %(tv) 

Die hiermit erhaltene Formel ist, yon unwesenflichen Aendemngen 
abgesehen, dieselbe, welche in den Vorlesungen yon Hrn. W e i e r s t r a s s  
eine bekannte wichtige Rolle spiel~ [sic wird dort nut in ganz anderer 
Weise gewonnen, indem die algebraische Function (18).in direeter 
Weise hergestr und dann in Aggregate yon I~tegralen zweiter Gattung 

J 

gespalten wird]. Man kSnnte die yon den p Stelten t ,  t , . . .  t~ )ab-  



t0 F. K~m. 

h~ngigen Y~, Y~, 
Gattung nennen. 
zunRchs~ die der 
combinationen Y~ . . .  Y~. 
sofort folgendes Schema: 

@1) 

. . .  Y~ l~ormalcombinationen yon Integralen zweiter 
Um ihre Perioden zu erforschen, bilden wir uns 
Determinautenform (17) entsprechenden Normal- 

Ftir die Perioden der letzteren ergiebt (14) 

Y1 

A 1 ~ . . . ~  

0 0 

0 0 

. B  1 . . o . B p  

2~i  0 

0 2~i  

Wir schliessen, class die t)erioden der s Y t , . . .  ~Yp 
yon der Auswahl der 32 Stellen t ' , . . . ,  ~(p) unabh~ngig sind, und also 
nut yon der Wahl des Integrals drifter Gattung P (~'ormel (11)), be- 
~iehungsweise der p Integralv erster Gattung w~, dutch wdche wit die 
~ bestimmt haben, abMingen. Diese 2erioden sind es jetzt, die wit 
t)erioden ~weiter Gattung nennen werden. Der Formel (2) entsprechend 
bezeichnen wir die Perioden yon Y~ an den Querschnitten A~, jB~ mi~ 

(22) ~ ~,~,  bez. - -  ~,fl-t-~ �9 
Die Perioden yon :Yt werden dann beziehungsweise, nach Formel (20): 

(23) - -  ~ r ~ ,~ ,  und - -  ~ (~(t) Ua,~+~.*) 

w  

Dio Prtmfom Q(x, V). 
In den vorigen beiden Paragraphen war ~o ~ 1 vorausgese~zt. Wir 

betrachten einen Augenbtick die F~lle p ~ 0 und p ~- 1. Es ist sehr 
leich~, bei ihnen Differentialausdrficke anzugeben, die insofern dem dco 
des vorigen Paragraphen en~sprechen, als sie gleichfalls auf dem 
algebraischen Gebilde nirgendwo NulI oder UnendIich werden und 
dabei, yon einem etwaigen consf~n~en Factor abgesehen: den wir nach 
Belieben zufiigen m5gen, v51lig bestimm~ sin& Bei p ~--1 is~ dies 
das Differential des einen in diesem FaUe iiberhaupt vorhandenen 
fiberall endlichen Integrals selbst: 

(24) = d w .  

Bei p ~ 0 werden wir uns auf dem algebraisehen Gebilde zunRchs~ 
eine solche algebraische Function x construiren~ die jeden Wer~h nur 

*) Ich babe die Definition tier ~7 im Texto um so lieber ausffihrlick gegeben, 
als ich in Bd. 32, p. S65 ft. bei den entsprechenden Entwickelungen fiir den Fall 
d~r hyperelIila~isehen Functionen unnS~hige Part~eularisationen einffihr~e. Die 
dor~ benut~en Z(1 t), Z(~0, - . . ,  Z(~ ) sind solche Normalverbindungen yon tntegralen 
zweiter Garbing, deren sRmmCliche Unstetigkei~tellen in die sine m~$t benannt~ 
S*~e des h y p e ~ e l h ' p ~ n  Gebitdes zu~mmengeriiek~ sin(L 
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einmal annimmt, dieses x ~-  x~ setzen und endlich deo gleich der Deter- 
W2 

minante (x  I dx  2 ~ x2dx~) wKhlen: 

(25) d ~, = (x d x) .  

Ich werde jetzt umgekehrt ein wesentliches Element der allgemeinen 
Theorie einfilhren, indem ich mit den F~llen p ~-- 0 und ~v ~ 1 beginne. 

Bei p ~- 0 und p ~ 1 kann man n~imlich einen einfachen nut  yon 
zwei Stellen des Gebildes, x und y, abMingigen. Ausdruck • (x, y) au[- 
bauen, der nut  verschwindet, und zwar wie d~, wenn die beiden Htellen 
x, y zusammenriicken, und der nirgends unendlich wird ; mit Hiilfe dieses 
fi lassen sich die zum Gebilde geh6rigen Integrale in einfachster Weise 
darstellen. 

Bei p ~--0 ist einfach 

(26) ~(x ,  y ) = ( x , U  2 - -  x2yl). 
Dabei wird die Definition des zum Gebilde p ~ 0 geh5rigen Integrals 
drifter Gattung: 

xy ___ log (x~) (y~) (27) P~,  (x~) (yi) " 

Bei p ~-- 1 ist die Sache ein wenig complicirCer. Sei ~1 (w) Jaeobi's 
ungerade Thetafunction, gebildet ffir das Integral ersf~r Ga~hmg w 
und seine beiden Perioden col, t%. Ich schreibe dann~ unter c eine 
beliebige Consfzmte verstanden: 

(28) o ,  (w) = : ~ ' .  ~1 (w) : ~ , ' ( o ) .  
Unser ~ entsteht, indem wit in die so dethairte ,,allgemeine 't Theta- 
function Oj fiir w den Werth w ~u substituiren: 

(29) ~(x,  y) = e ,  (w-u). 
Auch bier brauehe ich die in Aussicht gestellten Eigensehaften yon 
~(x, y) nicht ausffthrlich darzulegen. Ich will nut daran erinnern, 
class in der That 

o,(~ ~) �9 e , ( ~ )  (30) ~ ,~= log 
o, ( ~ )  �9 o~ ( ~  ~) 

ein zum Gebflde p ---- 1 gehSriges Integral drifter Gattung defmirt (und 
zwar ein solehes, welches Ver~auschung yon Parameter und Argument 
gestattet); - -  den unendlieh vielen Formen, welehe die Function O 1 
in (28) tier WiUkiir des c entsprechend annehmen kann, entsprechen 
die verschiedenen Definitionen, die bei einem solchen Integral d r i t ~  
Gathmg noch mSglich sin& L~sst man x auf dem algebraischen Ge- 
bflde einen Periodenweg beschreiben, bei welchem w nm a~, alas zu 

und w gehSrige Integral zweiter Gattung Y um - - ~  zunimmt, so 
erh~lt ~(x, y), nach (29), den Factor 

(31)  - e  . 
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Gelten hier ~/und eo aIs bekannt, so giebt uns dies eine Definition 
der GrSsse ufv. Man kann also in der That siimmtliche Integrale 
yon Q beginnend definiren. 

Ich sage nun, dass sich diese Theorie vermSge des im vorigen t)ara . 
graphen fiir p > 1 eingefiihrten Differentialausdruc~s d eo ungeiindert 
au[ den Eall eines gr6sseren p iibertrS~jt. 

Wir miissen zu dem Zwecke die Formelgruppen (26), (27) und 
(29), (30) umkehren. Dies gelingt, wie man sofort nachrectmet, dutch 
die gemeinsame Forme]: 

wo d eo dutch (25), bez. (24) definil4 ist und nattirlich das Vorzeichen 
der Quadratwurzel durch passende Verabredung festzulegen ist. 

~ben diese l~ormel, in tier wit deo dutch (10) erkliizen, unter P 
abet irgend ein zum algebr~schen Gebilde gehSriges Integral drifter 
Gattung vetstehen, ist uns jetzt die Definition des f l (x ,y)  in den 
h6heten JFiilten. 

In der That verificirr man sofort, dass das dutch (32) gegebene 
auch bet h5herem p nur fiir x = y verschwindet~ und zwar bei 

geeigneter Wahl der Quadratwurzel wie de~z selbst, niemals aber un- 
endlich wird. Eine Formel, ganz iihn]ich gebaut wie (27) oder (30)~ 
giebt uns sodann eine Definition des /) durch Q*). Um yon fi aus 
die Integrale erster Gattung zu definiren, bestimmen wit wieder den 
Factor, um den fl w~ichst, wenn x auf dem algebraischen Gebilde 
einen gescklossenen Weg durchl~i-aft, der ffir die w~ die Perioden eo~, 
fiir die Y~ die Perioden - - ~ ,  liefer~; wit finden: 

hier ist das Zeichen ~ an sich unbest;immt, well ~ eine Form ( _ l ) t ~ r  

Dimension in den 9(x) bez. den 9(Y) i s t ; . -  Ich werde das Q, welches 
mi~ dem Integral drifter Gattung l'I gebildet ist, ha Folgenden 
gelegent;!ich Qzr nennen; ftir das allgemeine Q~ hat man daam nach 
Formet  (8)  : 

1 ~ x y  x y  

(34) Q(x, Q ( x ,  �9 

*) Dabei is~ vorausgese~zt, (lass Lo Yertauschung yon Parameter und Argument 
ges~t~e; ~ist~ dies nlcht der Fall, so wircl dureh (32) naeh wie vor ein brauch- 
bares Q(x,y) definir~, ~die Anwendung yon (27), (30) fffhrt abet lxicht z u / ~  

~ond~rn zu 
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Das so gewonnene Q(x, St) is~ nun diejenige-P~'mform, deren 
aUgemeine Einfal~ung ieh bereits in Bd. 32, p. 363 (Fus~no~e)in 
Aussich~ nahm. Ich kann nieh~ zweifeln, dass dieselbe fQr die a!lge- 
meine Theorie der algebraischen ~ebilde nach den verschiedensten 
Richtungen hin Bedeu~ang gewinnen wird. Wenn ieh dieselbe im 
Folgenden nut erst zur Construction der Thetafunetionen benu~ze, so 
is~ das eben nur eine yon den verschiedenen mSglichen Anwendungen. 
Vorbehaltlich der Ergi~nzungen~ welche der folgende Paragraph bringS, 
denke ich mir den Forkschritt, der in der Einffihrung der yon zwei 
Stellen des algebraisehen Gebildes abh~ngigen Primform start des yon 
vier Stellen abh~i~ugenden Integrals dritfer Gaff~ung lie~, genau so, wie 
den Fortsehritt yon der projeetiven Geometrie der geraden Linie, welehe 
nur Doppelverh~ltnisse yon vier Punkten kennt, bez. (bei der Lehre 
yon der projeetiven Massbestimmung) mit Logarithmen soleher Doppel- 
verh~ltnisse operirt, zur bin~ren Invariantentheorie, welehe die Deter- 
minante (xy) als einfachstes Gebilde zu Grunde legt. Ieh babe in 
Bd. 32 1. e. der nahen Beziehung gedacht, welehe zwisehen der ~rim- 
form Q(x,y) und der vonWeiers t rass  in seinen Vorlesungen benutzf~en 
Pri$function E(x, y) bes~eht: Weierstrass warde ohne Zweifet das 
Q(x, y) selbst eingef~ihrt haben, wenn er sieh h~tte entsehliessen 
kSnnen, bei Fragen dieser Art in tier bier benutzten Weise mit 
homogenen Yariabelen zu operiren. Noch n~her kommt dem Q(x, y) 
vermSge seines besonderen Ausgangspunktes Herr S ch oft  ky in seiner 
Abhandlung ,,Ueber eine specielle Function, welche bei einer bestimm- 
ten linearen Transformation ihres Argmmenfes unver~ndert bleib~" 
(Journal far Mathematik, Bd. 101, 1887). Herr Scho~ky behandel~ 
daselbst die Darstellung algebraischer Gebilde durch solehe eindeu*ige 
Functionen einer Variabelen ~ mit hnearen Transformationen in sich, 
welche auf der ganzen ~-Kugel exis~iren (eben die Dm~stellung, welche 
nach dem-yon mir in Band 19 ttieser Annalen (1881) aufgestell~en 
Satze allgemein galtig ist). Dabei erseheint ibm (pag. 242 1. e.) ein yon 
zwei Stellen des Gebildes abh~ngiges unendliehes Product fundamenfal, 
das er, tier Weierstrass'schen Bezeichnung en~prechend, mit i~" benenni: 

= -  
, - 

mit seiner H~ilfe erzeug~ er alle anderen far ihn in Be~racht kommen= 
den Functionen. Hier sind ~, ~/die transcenden~n Argume~te, durch 
welche die beiden S~llen des algebraisehen Gebildes, die wir z,  
nennen, gegeben werden; ~(~ ~. ~) ist i~ ~ol#e dessert mit st~sere~ ~in:- 
form ~(x, y) so gst~ wie it~tisch. Man ha~ nur, um letztmre zu 
erhatten, ~ in geeigae~er Weise gleich ~ :  ~ ,  ~ gle~c']~ ~ :~h za se~zen,~ 
worauf 
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ist ,  sich also durch ein unendliches Product darstellt, dessen einzelne 
Factoren Determinanten veto Typus ( ~ ) ~ - ( ~ , ~ - - ~ h )  sind: 

y) = I - /  
(,f.) 
(,,.) 

Die hiermit gegebene formal ganz unbedeu~ende Modification des 
Schot~ky'schen Ansatzes ist fiir die Auffassung yon fundamen~ler  
Bedeutung. Indem das /~ des Hrn. Schottky ffir ~ ~ - o o  oder ~ ~ oo 
selbst unendlich wird, verh~lt es sich auf dem ursprtinglichen alge- 
braischen Gebilde durchaus complicirt und l~isst in keiner Weise das 
einfache Verhalten erkennen, welches das Q (x,  y )  thats~ichlich besitzt*). 

{}5. 

Von den Mittelformen. 

Wir betrachten jetzt  auf unserem algebraischen Gebilde fiir einen 
Augenblick a]gebraische Functionen, die auf dem Gebilde eindeutig 
sind~ dieselben, die wir oben (w 3) aus Integralen zweiter Gattung 
zusammensetzten. Die Primform Q ergiebt bei beliebigem p eine Dar- 
st~llung dieser Func~ionen, die fiir p ~ 0 wie fiir ~ ~- 1 sehr bekannt 
ist. In der That~ seien die ai die Nullpunkte~ die b~ die Unendlich- 
kei~spunkte einer solchen Function /~, so hat man 

(35) = 

/7 /2  ai) 

Wie aber steht es mit der analogen Darstellung algebraischer/7'ormen ? 
Wir  mfissen, ehe wir diese ]~ra~e bean~worten die Bedeutung des 

*) FSr eine specielle Art algebraischer Gebilde, n~;m]ich die ebenen Curven 
n ~r Ordnung, welche keine singulRren Punkte besitzen, wird Herr Pick in Bd. 29 
der Mathematischen Annalen in der noch wiederholt zu nennenden Arbeit ,,Zur 
Theorie der Abet'schen Functionen" (1886) ebenfaUs ganz in die N~.he der Prim- 
form Q (x, y) geb'~brt. In der That ist, ffir den dort vorliegenden Fall, der p. 267 1. c. 
gegebene Ausdruck: 

(hxy)~ ~ .  e x(xy) 
. a l ,  

geradezu das Quadrat unseres 12. Herr Pick bemerl~ auch die a~sgezeichne~e 
Eigenschafl5 dieses Ausdrucks, nirgends unendlich zn werden und nur bei x ~--y 
zu verschwiaden; er.zieht daraus abet lreine aUgemeine Folgerung betr. die Be- 
deu~lag seinea Ausdruclm, wie er denn insb~ondere nich~ entwickelt~, dass auch 
noch die Q u a d ~ z e l  aua dora Ausdrucke (eben unser Q) auf demalgebraischen 
Gebilde unverzweig~ i~t. 
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Wortes Form noch ers~ genauer fesflegen. Im aUgemeineren Sinne 
wird dies erst welter unten (w 7) geschehen. Indem wit den Fall 

--- 1 vorl~ufig ausschliessen, wollen wit uns bier mit einer vorlliufigen 
Definition fiir p ~-- 0 und p > i begniigen. Im Falle v ~ 0 verstehen 
wir hier unter einer algebra~schen Form eine homogene rationale ganze 
Function der im vorigen Parag~raphen eingefiihrten x~, x 2. Im Falle 
p > 1 wollen wir als algebraische Form eine homogene rationale ganze 
Function der ~j,  r r bezeichnen, durchaus den ErlKuterungen 
des w 2 entsprechend. MSge nun eine solche Form 2'  an den Stellen 
as des algebraischen Gebildes verschwinden. Wir werden dann far 
~v~0 bei geeigneter Wahl der absoluten Werthe der den a~ zugehSrigen 
homogenen Coordinaten sofort schreiben kSnnen: 

~ - - H ( X  a,). 

Ist abet/~ > 1 und wir bflden das entsprechende Product 

so wird dasselbe~ well transcendent, keineswegs mitr/~' iibereinstlmmen. 
1)en Quotienten 

/ / In  
(36) zv 

betrachte ich als 1)efini~ion einer neuen, auf dem algebraischen Gebilde 
nirgendwo 1gull oder Unendlich werdenden Form. Ich bezeichne ulle 
so entstehenden Formen als Mittelformen, weil sie, sozusagen, zwischen 
den transcendenten •-Producten und den algebraischen Formen in der 
Mitre stehen. 

In der hiermit gegebenen'Definition liegt noch, was man wohl 
beachten mSge, eine gewisse Unbestimmthei~. Eine jede der im Zii~er 
yon (36) auftretenden Primformen kann nach (33), unabh~iagig yon 
jeder anderen, um einen Factor 

+-z-/  -4- 
modificir~ werden. Ich werde einen solchen Factor, der Ausdrucks- 
weise yon Weierstrass folgend, eine Einheit nennen. " Dana kaan also 
unser Quofienr um das folgende Produc~ yon Einheiten modifieirr 
werden: 

r o 

Aber unter den so ents~henden Werthen h~ngen augenscheinlich nut 
diejenigen analy~isch zus.aplmen, die sigh um einen Einheik~fac~r 
folgender Form unterscheiden: 
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unter ~ die (nothwefidig gerade) Zahl der lqullstellen a~ verstanden. 
Unser Quotient (36) schliesst also u~endlich vide unter ei~ander anaZytisch 
nicht zusamme~hgn#ende Werthereihen in sich. Wenn wir also unseren 
Quotienien als ein analytisch wohlbesfimmtes Gebilde behandeln, so 
is~ dabei die Voraussetzung, dass wit irgend eine dieser unendlich 
vielen Wer~hereihen fest; gewi~hlt haben. Von der einen Wer~hereihe 
kSnnen wir hernach zu jeder anderen dutch ZuFtigung geeigneter Ein- 
heit~facf~ren iibergehen. 

Wit fiberzeugen uns jetzt, dass wit, yon solchen .F~inheitsfactoren 
abgesehen, alle Miitel/ormen (36) auf eine einzige re(x) ~urit'ckfiihren 
"~nnen. Wir definiren dieses re(x), indem wir in (36) ffir ~' irgend 
eine Linearform C~ (p~" -}- C~ (p~ -1 t- - �9 - + C~ (~ einffihren, deren 22o - -  2 
:Nullpunkte wit c~ nennen wollen: 

/7/-~ (~, c,) 
(37) ~(x)  = oil ,  + . - - +  G ~  

In der That wird (36), ftir irgend eine Form vte€ Grades der cp gebildet, 
yon der v t~= Potenz des so gewonnenen re(x) nur um Einheitsfactoren 
verschieden sein kSnnen. Um dies zu sehen gentigt es, den betreffen- 
den Quotienten (36)-dutch re(x)" zu dividiren und die en~s~ehende 
Function yon x auf der Riemann'schen Fliiche, auf der sic keinerlei 
:Null- oder Unendlichkeitss~ellen hat, auf ihre Periodici~tseigenschaften 
zu untersuchen. 

Das durch (37) eingefQhr~e re(x) is~ in dem allgemeinen Sinne 
des w 2 eine Form (_~)t~= Grades in den (p der Stelle x. Beschreibt 
x einen Periodenweg, bei welchem die w~ um co,, die Y~ um --~/= 
wachsen, so erh~ilt m (x) einen Facet ,  den ich folgendermassen schreiben 
will: 

~ (~ + (~-~)~o) 
(3S) 
Hiex bedeu~et W :  die Integralsumme: 

(39) W :  = w~ ~ + w~ ~ + . . .  + w~.~-~; 

ich babe dieselbe mit einem besonderen Zeichen beleg~ weit dieselbe~ 
dem Abel'schen Theorem zufolg% yon der besonderen Linearform Cr 
deren Verschwindungspunkte die c~ sind, unabh~ingig is&[ 

Wit  kSnnten re(x) die fundamentale Mitte~form nennen. In- 
zwischen bastimm~ uns die Riicksich&auf die fotgenden Entwickehmgen 
des w 6 und 9~ diesen ]Namen lieber flit die (2jp--2) t~ Wurzel aus re(x) 
in Anwendung zu bringen: 
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(4o)  Cx) 
Hierdurch wird ja zun~chst, bei der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens, 
eine neue Unbestimmthei~ eingeftihr~. Allein diese Unbestimmtheit is~ 
weiterhin ohne Belang, insofern in den sp~teren Formeln immer so 
viele Fac~oren ~ mit einander multiplicirt aifftreten~ dass alle Viel- 
deutigkeit wegf~llt~ sobald man an der selbstverst~ndlichen Regel fest- 
h~l~, dass man fiir neben einander stehende Factoren/~ immer nur die 
gleiche Definition in Anwendung bringt. Es is~ dies mit s etwas 
ungenau ausgedrfickt. In der That zeigt sich~ dass in den bald zu 
be~rachtenden speciellen F~llen start /~(x)~ -e schon g(x) '~, we m ein 
Theiler yon 2 p  ~ 2 ist, dutch eine Formel veto Typus (36), (37) 
definirt werden kann, so dass dann zur Weghebung der in Rede stehen- 
den Unbestimmthei~ nut eine kleinere Zahl yon Fact~ren ~(x) zusam- 
menzatreten braucht. 

Die Mi~elformen sind meines Wissens bislang in der Li~eratur 
nich~ aufgetreten. In Band 32 der Annalen konnte ich die Darstellung 
des dor~ zu behandelnden hyperelliptischen Falles so wenden, dass es 
noeh nicht nSthig war, yon Mittelformen zu spreehen. Anders verfuhr 
ich in einer vorher fiber denselben Gegenstand in den GS~inger Nach- 
rich~en publicir~en No~e (Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen 
beliebig vieler Argumente, :Nov. 1887). Dor~ benutzte ich einen Aus- 
druek X (x), der dem g(x) sehr nahe steht. Es ist n~imlich im Sinne 
der damals gebrauchten Bezeichnung: 

I 

w  

F~lle besonders oinfacher algebraischor Darstellung. 

Die ~ bisher gegebenen Definitionen kniipften, wir dies i~ {} 1 in 
Aussicht genommen war'~ durchaus an die Grundvorstellungen der l~ie- 
mann'schen Theorie an~ sie mach~en keinerlei Voraussetzungen oder 
Angahen darfiber, wie das in Betracht zu ziehende algebraische Gebilde 
atgebraisch dargestell~ sein soll~e. Wir wenden uns j e s t  zu der Frage, 
ob es nich~ eine solche Darstellu~g gieb~, die ffir unsere Zweeke 
besonders geeignet is~. Um in dieser Hinsich~ best~immte Ideen zu 
gewinnen~ be~rachten wir vorab zwei ~ l l e  algebraischer Darste!hng, 
die za besonders einfaehen Resultat~n ffthren, so dass sie f~r die 
hSheren F~,lle einen Fingerzeig abzugeben scheinen. Das eine M~t 
tmadet t es sich um die hyperel]iptjsehen Gebitd% bet~effs deren ieh 
zumal auf die in Bd. 32 gegebenen Formdn verweisen will~ das ander~e 

~ a t ~ m a ~ c ,  ho .~am~la~ XXXVL 
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Mal um die ebenen Curven ohne DoppeIpunk4, wegen deren man neben 
den Arbeiten v on C1 e b s c h insbesondere die bereits geuannte A bhandlung 
yon P ick  im 29 te~ Bande der Annalen vergleichen mag. 

Im hyperelliptischen Falle gestaIten sich die Verhiiltnisse folgender- 
massen. Wit haben eine zweibl~t~rige Riemann'sche Fl~che, die dutch 
die Quadratwurzel aus einer Bin~rform ( 2 p . ~ 2 )  ~en Grades 

definirt is~. Das zugeh5rige de  wird: 

( 4 2 )  dco  = . 

In Folge dessen decken sich die ~ mit den rationalen ganzen Formen 
(9--1)  t~ Grades der ~1, z2; wir kSnnen insbesondere setzen: 
(43) ~p~(z) ~-- z,~'-*, cpe(z ) = z ? - ~ z 2 ,  . ,  q~(z)  ~--- z ~ - *  

woran sich die weiteren Formeln schliessen: 

y y y 

Aber auch die Definition der Integrale drifter Gattang wird einfach. 
Dieselben erscheinen als Doppelin~egrale algebraischer Ausdriicke you 
iibersichtlicher Bauart. Invariantentheoretische Betrachtungen, auf 
deren Einzelheiten ich bier nicht einzugehen babe, lassen dabei unter 
allen mSglichen hitegralen drifter Gattung eines, Q~ als besonders 
bevorzug~ erscheinen. Sei f ( z )  symbolisch gleich a~/d-~ gesetz~ so ist 
Q durch folgende Formel gegeben 

~_. [ - * [ ~  f~  deoC " ~ Vf'~-]- az~l  a~-~i (45) 3 j  
y 

aus ihm entsteli~ alas allgemeine . P ~ ,  indem man eine beliebige 
bilineare Combination der w~y uad w~ hinzufiig~ (oder, was dasselbe 
is~ unter dem doppelten Integralzeiehen eine beliebige biliueare Com- 
bination der ~(z) und (p(~)).~- Des Ferneren ergieb~ sich eine 
Dars~ellung der Primform, bei welcher der in Formel (32) postutirte 
Grenztibergang vollzogen ist. Bezeichnet man niimlich mit 2, ~ die 
Stellen, welche zu x, y conjugirt sind (d. h. sich yon den Stellen x, 
nur durch das Vorzeichen der zugehSrigen Quadratwurzel//~, p/f-y 
unterscheiden) ~ so kommt: 

. e - 

Endlich wird die Definition r Mittelform t~ (x) jetzt besonders einfach~ 
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indem wir auf dem hyperelliptischen GebiIde neben den algebraisehen 
Formen, die wir im vorigen Paragraphen ausschliesslich betrachteten~ 
niimlich den rationalen ganzen Formen der cpj~...~ r die sich in 
den zl, z 2 vermSge (43) als rationale ganze Formen yon einem dutch 
( p - - l )  theilbaren Grade darstellen~ fiberhaupt rationale ganze Formen 
der r z~ betrachten kiinnen. Wit werden insbesondere eine lineaxe 
Form dieser Art in Betracht ziehen: C1 zl "[- C:z~; ihre Verschwindungs- 
stellen sollen c~ c heissen. Start (37)~ (40) kSnnen wit dann schreiben 

(x, c)- ~ (x, c-) 
(47) ~ (x)2 = c ,x ,  + c~x~ ' 

so dass also jetzt, entsprechend der am Sehlusse des vorigen Para- 
graphen gemachben Andeutung, die 2 te Potenz yon ~ (x) ebenso defmirt 
erscheint, wie friiher, im allgemeinen Falle, die (2p- -2)% 

Bei den ebenen Curven m t~ Ordnung, welche keinen Doppelpunk~ 
(d. h. iiberhaupt keinen singul~ren Punkt) besitzen trod also dem 
Geschlecht 

m - - l . m - - 2  (48) p = 

angehbren, kommen Formeln ganz ilhnlieher Art vor. Um diesen 
Formeln volIe Symmetrie zu erthdlen, muss man in dieselben bekatmt- 
lich, da es sich um tempe Bildtmgen handelt, Reihen willkiirlicher 
GrSssen einfiihren. Herr P i c k  benutzt zu dem Zwecke, wie es zumeist 
iiblich ist, die Coordinaten eines Hiilfspunktes h. Inzwischen isr es 
im Interesse der spgteren Verallgemeinerung zweckm~sig, start des 
P u n k ,  s h die Coordinaten zweier sich in ibm kreuzender gerader 
Linien a, ,8 einzufiihren. Sei jetzt 

(49) f (z~ z2za) = 0 

die Gleichung der Curve, a, ----- 0, fl+ ~ 0 sind die beiden willk~dicheu 
Geraden, ( fa i l )  die Ftmctionaldetermina~e yon f(z),  a+, fl,. Damn 
hat man vor allen Dingen die folgende Darstellung des zur Curve 
gehSrigen Differentials deo: 

(50) a~,+~- ( ~  - ~+~)  
(f~)  

Es ergeben sich soda.an die cp als identiseh mit den rationalen gmazen 
Formen (m--3)  t~€ Grades der zl,z.2, za, also etwa: 

(51) cpt(z ) = z, ' ' ' z ,  (p=(z) ~--- ,~,=-//~2,.-., tp~,(z) = za '~-s, 

womi~ die zugehSrigen Integrale erster Gattung w,, w~ . . . ,  ~ defmirt 
sind. Die Integrale drifter Gattung wird man wieder als Doppelin~egrale 
darzustellen suchen. Abermals sind es invariantentheoretisahe Ueber- 
legangen, die in dieser Hinsicht zu einer bestimmt~n einfachstan 
Normalform Q ftihren. Sei f(~) symbolisch gleich a,=; ~,~ /~ seien 

2* 
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wieder zwei willkfirliehe Linearformen (die fibrigens yon den in (50) 
benutzten ganz unabh~ingig zu denken sind). Dann taute~ alas yon 
Herrn P i c k aufgestellte Q fo]gendermassen*): 

( 5 2 )  = 

a~ .(aa(3)a z a~ )--.~((aa~)2a~z -1 a~ - ' - I  _m-,_,~ �9 % a 0 
= j j  d 

,~ ~ (,~ ~ r - t~ ~ ~ ) ~  ; 

aus ihm ergiebt sich wieder das allgemeine 2~{( durch Hinzuftigung 
einer bilinearen Verbindung der w~u, w~q. Wir haben ferner eine 
explicite Darstellung der Primform. Zu dem Zwecke muss man die 
( m ~  1) yon der Stelle x verschiedenen S~ellen 

�9 ,, x(m--1)  

der Curve f~-0 einffihren~ fiir welche (ebenso wie fiir x selbst) 

a.t~, - t~.a~ ~-  O, 
desgleiehen die ( m - - l )  Stellen 

I P)* 

Y~ Y ~,-.~Y(~-~) 
die sich in eatspreehender Weise aus y ableiten lassen. Man hat dana**): 

m - 1  

7 / ( ~ t ~ ) ~ - 1 .  (a ~ 6 ) ~  ' - I  

Ffir die Mittelform /~(x) ergiebt sich dem allgemeinen Anzatze des 
vorigen Paragraphen gegeniiber wieder eine Vereinfachung. In der 
That kSnnen wit jetzt alle homogenen rationalen ganzea Verbindungen 
der x I x 2 x 3 als Formen auf der Curve beh"achten. Sei nun C~ eine 
Linearform dieser Art; ihre Nullste!len heissen c'~ c " , . . . ,  din). Wit 
se~en dann einfach: 

1 (54) c,x, + o,=, + 

Ich will noeh ausdrficklich darauf aufmerksam machen, dass die 
Formeln dieses Paragraphen unge~ndert in Geltung bleiben aach wenn 

*) Man kann dasselbe f~r f(z) m m__ ~-- az ~ b~ -- c~ in die folgende Gestal~ sym- 
bolisch umrechnen; 

Y 

wo im ~hler eine aus der Theorie der Doppe]tangenten bekannf~ Covariau~e steh~. 
**) V ergl. die Fussnote auf pag. 14. 



Abel'sche Functionen. 21 

s ~- 0 oder p ~ 1 ist. Damit sind also, der Beschr~nkung des vorigen 
Paragraphen entgegen, Mitte]formen aueh im Falle p ~ - 1  definirt. 
Nur haben dieselben keine absolute Bedeutung, sondern h~ngen yon 
der besonderen Gleichungsform ab, in der wit das elliptische Gebilde 
als gegeben voraussetzen. 

w  

Allgemeines iiber algebraische Formen auf einer Curve. 

Ehe wir welter gehen, miissen wir den Begriff der algebraischen 
:Form auf einer algebraischen Curve noch in allgemeinerem Sinne fest- 
legen, als dies im vorigen Paragraphen geschehen ist, wobei wit 
gleich Gelegenheit nehmen den wichtigen Begriff des vollen -Formen- 
systems einzufiihren. 

Von den beiden im vorigen Paragraphen betrachteten F~illen be- 
trifft der eine (der hyperelliptische) eine solche Curve, die den ein- 
dimensionalen Raum der z l : z  ~ doppelt iiberdeckt, der andere eine 
Curve des zweidimensionalen Raumes der z i : z 2 : z3, welche nur der 
einen Beschr'~nkang unterliegt, keine singul~ren Punkte zu besitzen. 

Indem wir diese beiden F~ille umfassen, denken wit uns jetzt 
im (n--1)-fach ausgedehnten Raume der ~1 : ~.2 : ' ' "  : ~  eine Curve 
mter Ordnung gegeben, welche keinerlei singulRre Punkte (Doppelpunkte, 
Spitzen etc.) besitzen so]l, die aber gerne in eine mehrfache Ueber- 
deckung einer Curve niederer Ordnung ausgeartet sein kann (wo wit 
uns dann diese verschiedenen Ueberdeckungen dutch Verzweigungs- 
punkte in irgendwelcher Weise verbunden denken m5gen). 

Was wollen wir im allgemeinsten Sinne unter einer algebraische~ 
Form ~Le, Grades auf dieser Curve verstehen? Sicher wird uns eine 
rationale ganze homogene Function ~t~ Grades der zi, z 2 , . . . ,  ~ ,  
G~, ein Beispiel hiefftir sein. Wir baben uns im vorigen Paragraphen 
auf dieses Beispiel beschr~nkt. Wit  kntipfen jetzt an den allgemeinen 
Begriff der auf der Curve eindeutigen algebraischen _Function an. Wit 
werden verabreden, dass wit  jede solvhe homogene, ganze, algebraische 
Verbindung 6 t~ Grades der z l, z2, . . .~  z , ,  I'~, eine algebraische Form 
t~ ~'~' Grades nennen wolten, die dutch eine Form G~ dividirt eine auf  der 
Curve eindeutige algebraische ~unction ergiebt. Die m~ Nullstellen 
einer Form I'a sind also schlechtweg solche Punkt~ der Curve, welehe 
zu irgend m~ Punkten G~---0 ~luivalent sind*). 

*) Nach der Ausdruclrsweise yon D e d e k i n d  und W e b e r  im 92 ~ Bande 
~des Journals fftr Mathematik (Theorie der algebraischen Functionen einer Vet- 
~mderliehen, 1880); Br i l !  und N S t h e r  gebrauchen fSr denselben Be~' if  dan 
Wort .corresidu~", welches abet i~n Zusammenhange des Textes Weniger zweck- 
m~sig 8cheint. 



Die so gegebene allgemeine Definition ist mi~ den Entwickelungen 
des vorigen Paragraphen nicht im Widerspruche, abet sie erweiter~ 
dieselbe fiir den Fall des hyperelliptischen Gebildes. Sie l~isst uns 
niimlich die Quadratwurzel//~t-~ (zl z2) als eine zum Gebilde gehSrige 
algebraische Form (p2v'l)ten Grades erscheinen. Bet der ebenen Curve 
f----0 tritt eine solche ErweiCerung nich~ ein: die zu f = 0 gehSrigen 
[" decken sigh einfach, auf Grund bekannter S~tze der analytischen 
Geometrie, mit den ratioaalen ganzen Formen der ~i, ~2, ~3. Bet dem 
hyperelliptischen Gebilde setzt sich die Gesammtheit der F erst :aus 
zl~ z2, ~ zusammengenommen rational und ganz zusammen. 

Wit haben mit diesen letzten Bemerkungen thatsiichlich bereits 
den Begriff des ~ollen Formensystems bertihr~. Allgemein werde ich 
als ein zu unserer Curve geh~riges volles t~ormensystem jede solche Zu- 
sa~rcmenstellung zugehgriger a~gebraischer ~'ormen F', r " , .  . . bezeichnen, 
dutch deren l~ormen sich alle anderen zur ~ r v e  gehgrigen algebraischen 
�9 "ormen rational und ganz darstel~en. 

Die hiermi~ besprochenen Ideenbfldungen finden sich in der Litera~ur 
yon zwei Seiten her bearbeitet, yon geometrischer und yon arithme- 
fischer Seite. 

In erst~erer Hinsichr will ich insbesondere auf die bereits oben 
genannte Arbeit yon Herrn NSthe r  verweisen, in welcher derselbe 
die Normalcurve der q~ untersucht (Math. Ann. Bd. 17: Ueber die in- 
variante Darstellung algebraischer Functionen, 1880). Herr N5~her 
entwickelt daselbst ein Resultat, welches fiir uns besonders wichtig ist. 
In unsere Ausdrucksweise iibersetzt besagt dasselbe~ dass fiir die ~ormal- 
curve der ~ (sofern wit den hyperelliptischen Fall ausnehmen, der bier 
in der Tha~ eine Sonderstellung einnimmt) die ~1, ~2, . . . ,  ~ selbst 
ein volles ]Formensystem bilden. 

In letzterer Hinsicht babe ich auf die gerade genannte Arbeit der 
Herren D e d e k i n d  and W e b e r ,  sowie auf die im 91 t~" Bande des 
Journ. fiir Mathematik verSffenflichte Abhandlung yon Hrn. K r one c k er 
zu verweisen (Ueber die Discriminante algebraischer Functionen ether. 
Yariabelen, 1881). Es seien a~, #~ zwei lineare Formen der z, weIche 
ffir keinen Punkt unserer Curve gemeinsam verschwinden. Wir setzen: 

(projiciren also unsere Curve m t~ Ordnung dutch das Biischel linearer 
Mannigfal~igkei~en 

auf die x-Axe, wodurch le~t~re ra-fach iiberdeck~ wird). Is~ nun eine 

f'a eine auf unserem Gebilde eindeut;ige Form [~ vorgeIeg~, so w i r d ~  

aIgebraische Function sein~ welche nut bet x ~ - c ~  unendlich wh'~t. 
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Dies ist aber gerade, was die genannten Herren schlechtweg als eine 
zum Gebflde gehSrigeganze algebraische Function bezeichnen. Ist 
umgekehrt eine solche ganze algebraische Function gegeben, die bei 
x - ~ - ~  hSchstens ~-fach unendlich wird, so wird ihr Product mit 
x2 ~ eine Form F~ vorstellen. ,,Ganze algebraische Functionen" und 
,,algebraische Formen" stehen einander also sehr nahe; der Unter- 
schied liegt in der Hauptsache darin, dass wit homogene Ver~nderliche 
einf~ihren und uns dadurch yon der dem Wesen der Saehe fremden 
Bevorzugung des Werthes x ~ ~ freimachen. In  der That kSnnen 
wit denn auch den genannten Arbeiten ein ffir uns wichtiges ResuItat 
entnehmen. Es wird dort n~imlich gezeigt, dass man allemal ein 
System yon (m--1)  ganzen Functionen 

so aussuchen kann, dass jede andere ganze Function sich in der Form 
darstellen l~sst : 

unter den g rationale ganze Functionen yon x verstanden. Das heisst, 
in unsere Sprache fibertragen, dass allemal ( m ~  1) algebraische Formen 

I" 1 , I" 2 ,  . . .  ~ I ' ~ _ 1  

mit xl, x~ zusammen ein roUes For-mensystem bilden, dutch welches 
sich alle anderen algebraischen Formen besonders einfaeh ausdrficken 
lassen. Im hyperelliptischen Falle ist dieses Formensystem yon dem 
bei uns benutzten nich~ verschieden, im FaUe der ebenen Curve aber, 
wie in dem der Normalcurve der ~, d~irfte es ffir die Anwendtmg 
complicirter sein als das yon uns angegebene System der xl, x2, x3, 
beziehungsweise der ~1 ~ r �9 �9 -, r 

Ich gebe diese Erl~uterungen fiber volle Formensysteme fibrigens 
wesentlich nut zur allgemeinen Orientirung. Ich werde die folgende 
Darstellung so w~alen, dass ich be~reffs derselben keinerlei allgemeine 
Kenntniss voraussetze; vielmehr dienen mir die vollen Sys~me nur 
zur Exemplicificirung in einze]nen F~llen. 

w 
K a n o n i s c h e  C u r v e n .  

Die Entwiekelungen des vorigen Paragraphen und die anderenj 
yon denen wir in w167 2~ 5 ausgingen, widersprechen einander gewissero 
massen: d~mals definirten wir Formen auf dem algebraischem Gebilde 
ganz al]gemein yon den ~ aus ~ jetzt knfipfen wir zu demselben Zwecke 
an eine bestimmte Art algebraischer Darstellung des Gebildes an~ 
indem wir uns dasselbe als Curve m t~ Ordnung im Raume yon (~ - -1 )  
Dimensibnen gelegen denken- Die zweiertei Fest~e~zungen stSmmen 
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nur in einem einzigen Falle tiberein, wenn n~mlich die Cm mit der 
Normaleurve der q~ identisch ist (wobei wir dann noch, um den 
NSther'schen Satz anwenden zu kSnnen, den hyperelliptischen Fall 
bei Seite lassen mtissen). Inzwischen zeigen die beiden Beispiele des 
w 6, dass doch auch noch auf andere Weise eine Yertr'~glichkeit der 
zweierlei Auffassungen herbeigeffihrt werden kann. Beim hyper- 
ellipffischen Gebilde sind die linearen Verbindungen der r mit den 
Verbindungen ( p - - l )  t e n  Grades der zl, z2, bei den ebenen Curven m te~ 
Ordnung, die wit betrachteten, mit den Verbindungen (m ~ 3) t~" 
Grades der zl, z2, #3 identiseh; dadurch wird erreieht, dass alle ratio- 
nalen ganzen homogenen Verbindungen der qh, q~2 , . . . ,  ~P~ in den 
beiden ~Kllen algebraische Formen auch im Slime des w 7 sind. Ich 
werde alle Curven, bei denen etwas Aehnliches Start hat, kanonische 
Curve~ n e n n e n .  

Xanonische Curven sind also unter den in w 7 betrachteten Curven 
solche, bei denen die q~, q~z, . . . ,  9~ algebraische ~ormen, sagen wi t  
yore c~ ~ Grade, der zj, z2, �9 . . ,  z~ sind. Es ist dies auf Grand be- 
kannter Aequivalenzbetrachtungen dasselbe, als wenn wit sagten, dass 
die Gesammtheit der linearen Verbindungen der ~ mi~ der Gesammt- 
heir der ulgebraischen Formen d re" Grades der z identisch ist. 

Auf Grand dieser Definition ergeben sich sofor~ zwei EigenschM'~en, 
welche ffir die kanonischen Curven churakterisiiseh sind. 

Erstlich beachte man, dass eine r in 2p ~ 2 Punkten verschwindet; 
es ist daher 
(55) 2p--2= d; 
die Ordnung m d e r  ~anonischen Curve ist ein Theiler vo~ 2p ~ 2. 

Zweitens seien a=, fl~ irgend zwei lineare Formen der z l , . . . ,  z , ,  
welehe f~ir keinen Punk~ der kanonischen Curve gemeinsam verschwin- 
den. Der Differentialausdruck 
(56) 
verschwinde~ dann in 

2 m  -t- 2 p  - -  2 = r e ( d + 2 )  

Punk~en der Curve. Ich sage, dass diese m (d~- 2) Punkte die Null- 
s te~n einer algebraisehen Form rat-~ sin& In der That, sei ~rorfiber- 
gehend d W dasjenige fiberall endliche Differential, welches durch die 
Gleichung: 

d W ~ fi=a. d eo 

definir~ ist. Der Differentialquoiienf~ 

- d \ ~ ] : d W  

is~ dann eJne auf tier Curve eindeutige algebraische Function, welche 
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in den genannten r e ( d + 2 )  Punkten verschwindet. Aber die Unend- 
lichkeitspunkte dieser Function liegen (d-a t- 2)-fach ziihlend in den 
Punkten /~, ~ 0; sie sind also die Nullstellen einer Ga+~(z)[urn diese 
im vorigen Paragraphen gelegentlich gebrauchte Bezeichnung wieder 
aufzunehmen]. Daher sind die Nullstellen der Function nach der 
Definition der [" durch das Verschwinden einer ['d+~ gegeben. Wit 
kSnnten geradezu schreiben: 

(57) z . )  = d W  

Ftir deo ergiebt sir dann der Ausdruck 

( 5 8 )  d c o =  . _ _  
va+ 2 (z~ . . . z~) 

Die beiden hiermit genannten Eigenschaften der kanonischen 
Curven, die in der Formel (58) zusammengefasst erscheinen, sind, wie 
ge, sagt, fiir die kanonischen Curven charakteristisch. Denn sobald man 
ftir d~ die Formel (58) hat, werden die Integrale 

dco 

~iberall endliche Integrale vorstellen, die Formen F~ sind also lineare 
u der (p und die Gesammtheit der ra deckt sich, wieder 
vermSge der bekannten Aequivalenzbetrachtungen, mit der Gesammt- 
heir der linearen Verbindungen der 9~ --  

Wir haben bei den letzten Erl~uterT~ngen (indem wir yon den 
handelten) p selbstvers~ndlich > 1 genommen. Unser letzter Satz 
gestatte~-"~ns, die De6n_ition der kanonischen Ct~_en auch auf die 
F~ille io ~ 0 und p ~-- 1 auszudehnen. Wit  werden, bei beliebigem 1o, 
eine Cu/rve kanonisch nennen, wenn das zugeh6rige d co durch eine 
�9 "ormel yore Tylous (58) gegeben ist. 

Dies giebt fiir p ~ 1 ein besonders einfaches Resultat. In der 
That kSnnen wit die Formet'h (57), (58) sofort fiir p ~-- 1 gelten lassen, 
indem wir in denselben d'--~-0 nehmen und d W mit dem einen in 
diesem Falle vorhandenen Differential erster Gattung identificiren. 

i 

Wit haben also: siimmtliche "Curven des w 7, die p ---~ 1 aufweisen, 
sind kanonische Curven. 

Ffir p ~ 0  ergeben sich als kanonische Curven: die elnfach iiber- 
deckte Gerade z I :z2, die m-fach fiberdeckte Gerade, welehe dutch das 
Wurzelzeichen 

definir~ wird, der einfache Kegelschnitt der Ebene. 
J ~ f a ~ l s  liisst sich also jedez algebraische Gebilde i~ l~anonische 

Form setzen. FOx p > I ist ja in allen F~llen die Normalcurve der 
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eine kanonische Curve (auch im hyperellip~ischen Falle, trotzdem dort 
der Satz yore vollen Formensystem der (p nicht gilt). Um zu unter- 
suchen, ob neben ihr gegebenen Fal-les noch niedere kanonische Curven 
exis~iren, hat man nut  nachzusehen, ob ffir irgend einen Theiler d 
der Zahl 22 ~ 2 eine Schaar iiberall (d--1)-fach berfihrender linearer 
Verbindungen der ~ existir~: 

+ + .  + 
is~ dies der Fall ~ und es muss sich jeweils mit algebraischen l~it~eln 
en~scheiden lassen - -  so hat man vermSge der Formeln: 

d d d ~  

eine kanonische Darsteltung des algebraischen Gebildes im Raume 
der z. Es miisste interessant sein, ffir beliebige Werthe des p alle 
M5glichkeiten aufzuz~hlen, welche in dieser Hinsicht existiren. 

Die kanonischen C~rven sind ~un diejenige Jgarstetlung der alge- 
braische~ Gebilde, die wit im ~olgende~ ausschtiesslich ~/~ Grunde 
/egen*). In der That zeig~ sich, dass sich ffir sie die Verh~ltnisse 
immer am einfachsten gestalten. Ich werde in dieser ttinsicht jetz~ 
zun~chs~ entwickeln, dass sich die Formeln des w 6 fast ohne Aenderung 
auf beliebige kanonische Curven iibertragen. 

w 

6randformeln der kanonisohen Darstellung. 
Ich werde die in Betracht kommenden Formeln in derselben Reihen- 

folge geben, wie in w 6~ so dass fortw~ihrender Vergleich mSglich ist. 
Zun~ichst noch eine genauere Fest]egung der unter 458) gegebenen 

Formel flit d~.  Indem wir die in (58) vorkommenden willkfirlichen 
Consf~nten a ,  /~ :in geeigneter Weise par~icularisiren, erhalben wir 
specielle Formeln: 

r(ik)/. 

wo r k ~gend zwei verac]~edene der Indices 1 . . . .  n sind; mdem mLr 

*) Entsprechend dem Ums~ande~ dass wit mit der giemaun'schen Theor~e 
begmnen, gel~en im Texte die ~ und die arts ihnen herzustellenden Ausdrfieke 
yon vornherein als bekann~;; es bleib~ also die Frage durchaus unberfihr~, wie 
wir dieselben herzustellen haben, wenn uns das algebraische Gebilde irgendwie 
dutch Gleidhungen definir~ vorliegt. Ich will aber doch ausdr~cklich darauf hinweisen, 
dass diese Frage l~ugs~ yon anderer Sei~e erledig~ ist~ (so dass also, ~heoref~sch 
zu reden, wirklich die MSglichkeit vorlieg~, yon dem irgendwie algebraisch ge- 
gebenen Gebflde his za jeder zal~issig'en kaJaonischen Darstettung desselben vor- 
~dch~agen). Man vergl, z. B. ~ S t h e r  in Bd. 23 der AnnMen (Rationale Aua- 
~ a u g  tier Oper~tionen in tier Theorie d er algebrai~chen Fauot~ionen, 1883). 
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sodann die einzelnen der so gewonnenen Formeln im Z~hler und Nenner 
mit ( a i f k -  f iat)~--(af)i~ multipliciren und die s~nmtliehen so ent- 
stehenden Ausdrficke vereinigen, kommt: 

~ ) , ~  r ~ ( ~ ,  . . .  ~.) ' 

womit die Abhiingigkeit des in (58) auftretenden Nenners Fd+~ yon den 
Constanten a, 16 klargelegt ist. Wir wollen diese Formel abkiirzender 
Weise so schreiben: 

(60) d ~ ---- rd+~(z, .-.~.; ~ )  

Wir wenden uns zur Definition der (p mad der Integrale ers~er 
Gattuag. Dieselbe is~ bereita in (59) entha]ten: die linearen Fer- 
bindungen der ~ decken sich mit den algebraischen Formen F~(zl...z,); 
unter den ~ormen ['a giebt es genau p linear unabhiingige. 

Sei ferner/~{~ ein Integral drifter Gattung. Wir bilden uns 
b~p 

multipliciren mit (a, t6~ --  f ,  a~) 2, wo die a, f willkiirliehe Gr5ssen 
sind, die iibrigens mit den unter (60) benu~zten durehaus nieht ideniSsch 
zu sein brauehen, und erhalten einen Ausdraek 

v ( x ,  f ;  ~ r  
der sieh linear aus den Verbindungen zweiten Grades der Determinanten 
(af)ik zusammensetzt. Dieser Ausdruek erweist sieh in den x j . . . x . ,  
wie in den f l - - .  ~,, als algebraisehe Form (dut-2) t~" Grades, ver- 
schwindet doppelt, wenn axf l~-  f~a~ ~--0 ist ohne dass x mit 
zusammenf~llt, und geht fiir ~ ~ x in das Quadrat yon ['d+2(xl... x, ,  aft) 
fiber. Wir sehliessen, dass es jedenfalls mSglich sein muss," bei der 
vorgelegten Cm ~'ormcn vg dieser Art  zu /d/den. Das Integral /~ 
erscheint dann in der Form 

f f ,(z :, ~ (61) P / ~  ---~ d~dcor . (%~r fl.ar 
y ~/ 

Umgekehrt wird jedes ~ ,  welches die angegebenen Eigenschaften 
besitzt, in (61) eingesetzt ein Integral drifter Gat~ung deilniren. W-ir 
schliessen, dass der Ausdruek W durch die yon uns angegebenen Eigen- 
sehaften soweit definirt ist, wie das Integral drifter Gattung selbs4: 
aus einem speciel~en Werthe des ~/ werden wit den al~emeine~ erhaY~, 
indem wit  den mit wilgkiirlichen c~ ausgestaltete~ Ausdruck 

(6~) (,~,&--t~,,~-) ~ .~e,~ ~,(~),o~ g)  
hinzuaddiren. 
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Wir ziehen jetzt die Definition (32) der Primform in Betracht. 
Wieder kSnnen wir den daselbst angedeuteten Grenztibergang mi~ 
Hfiffe des kbel'schen Theorems ausftihren, indem wit diejenigen Stellen 

, ~, �9 . X m - I  X ~ X ~ .  

beziehungsweise 
, y , ,  ym-1 

unserer kanonischen Curve einffihren~ welche die Gleichungen 

a~fl,, - -  fl~a, -~- O, bez.  a~fl~,.-- flya,, =.  0 

befriedigen, ohne doch mit x ,  bez. y identisch zu sein. Wir erhalten: 
1 r i 

(63) Q(x, y) ~-- %a,- -6 ,% . e-~ .~P~,Y 

Uebrigens bemerken wir: ~ (x, y) ist i~ ~ Coordi~a~ des ~ ~  

x ,  bez. y yore Grade  d 
2 

Wit besch~ftigen uns endlich mit der Mittolform 9(x). Zu ihrer 
Definition werden wit selbstverst~nd!ich nicht eine lineare Verbindang 
der ~, sondern eine solche der x heranziehen. Wir gewinnen dadurch 
die m te Potenz yon ~a(x) in der Form: 

1 , 

(64) u (x) ,~ ~ -  c~x, 4- C~x~ 4 - . . .  4- o,,x,, 

Wir sehen: # (x) ist in den Coordinaten x yore Grade  - -  P .  
m 

ttiermit sind in der That die Formeln des w 6 auf den Fall einer 
beliebigen kanonischen Curve fibertragen, abgesehen allerdings yon 
einem einzigen Pankte: wit haben in (61), (62) die zur kanonisehen 
Curve gehSrigen Integrale drifter Gattung nut im Allgemeinen definir% 
w~hrend wit in w 6 ffir jeden der beiden dort in Be~achl kommenden 
F-alle ein ganz bestimmtes Integral drifter Gat ing ,  das wir Q nann~en, 
als das einfachste yon allen festgeleg~ batten. Ieh bin einstweilen 
nicht in der Lage, die Theorie dieses Q auf beliebige kanonische 
Curven zu fiber~ragen. In w 26 unten wird fiir e bene Curven ohne 
Doppelpunkt die Eigenart des Q noch n~her erl~iutert; es handel~ s ~  
dabei abet um solche Betrachtungen, bei denen die Constm~ten der 
Riemann'schen Fl~che (die M o d u l n  derselben) als vergnderlich gett~n, 
und diese Be~rachtungen entziehen sich zur Zeit, wie sch6n in der 
Einteflmng angedeutet, der Verallgemeinerung. 
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w 10. 

Von den LSsungen des Umkehrproblems. 

Wir werden jetzt das Umkehrproblem der Integrale ers~er Gattung 
einffihren, bez. diejenigen auf seine LSsungen bezfigliehen S~tze kurz 
zusammenstellen, (lie sogleich gebraueht werden. Die allgemeinste 
Formulirung des Umkehrproblems ist jedenfalls die s dass wir fiir 
a ~-1,  2 , . . . ,  p die Gleichungen anschreiben 

(65) + w + . . .  + 

wo v irgend welche Zahl, und nun verlangen~ den aus den Werthen 
der Wa folgenden algebraischen Zusammenhang zwischen den x~'...x" 
y ' , . . .~  y" anzugeben. Inzwischen wollen wir diese Frages~ellung hier 
gleich so particularisiren~ dass wir die y als gegebene GrSssen und 
nut die x als ver~nderlich, bez. als unbekannt betraehten. Wir haben 
dann jedenfalls den Satz: 

Ist  ~ ,  x " , . . . ,  x ~ irgend eine L6sung der Gleichungen (65), so/s t  
" s . .  x" im Sinne des w 7 iiquivalentv l~unk~ auch jedes ~u den x ,  , .  , 

system eine Z6sung. 
Aber diesen Satz kSnnen wir uamittelbar umkehren. Sind x ' , . . .~x" 

und ~ ' , . . . ~  ~." zwei LSsungssysfeme derselben Gleichangen (65), ,so 
erweist sich der Primformenquotient: 

~(xx')  . . .  ~ (xx ~) 

als algebraische, auf unserer Curve eindeutige Function yon x. Wit 
schliessen: 

�9 . x" und -" ~" yon (65) s/nd Je zwei ZSsungssysteme x ,  . . ,  x ~ . . .  
ii~uivalent. 

Hiernach gestatte~ der Riemann-Roch'sche S a ~  under der Voraus- 
setzung, dass fiberhaupt ein LSsungssystem der Gleiehungen (65) exisCire~ 
die Zahl dieser LSsungen anzugeben. Wit formuliren das Resultar mit 
den Worten: 

Is t  z die Zahl  der linear unabMingigen q~, die in den l~un'k2za 
x , . . . ,  x" irgend eines L6sungssystems der Gleichungen (65) verschwin- 
den~ so ist die Zahl der iiberhaupt vorhandenen :L6~ungen o o ' - ~ .  

Wit siad so zu der fundamenfalen Frage geffihrt~ ob das Gleie.J~aags~ 
system (65) iiberhaupt LSsungen ha~. Ffir v . ( p  verlangt dies jeden- 
falls Bedingu~gen zwiehen den W~ und diesen kSnnen wir bier nich~ 
nachgehen~ da sie sich ersfl mit Hfilfe der hier noch als unbekannt 
gel~nden T h e ~ c ~ i o a e n  formaliren lassen. Dagegen haben wit 
ohne Wei~eres: 

Fiir v ~ p  hat die Problemstellung (65) s/c~r Z~sungen. 
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Allerdings leitet man aueh diesen Satz, nach dem Vorgange yon 
Riemann, vielfach erst aus der Theorie der Thetafunctionen ab. Dem 
gegen~iber ist~ es mit R~icksicht auf den Inhalt der folgenden Para- 
graphen wesentlich, bier ausdrficklich zu constatiren, dass man zu 
diesem Zwecke der Theorie der Thefafunctionen keineswegs bedarf. 
Hr. W e i e r s t r a s s  ha~ in der That seit~ lunge einen ganz elementaren 
Beweis des in Rede stehenden Satzes gegeben. Derselbe l~sst sich mit 
wenigen Worten skizziren. Man beginnt~ damit, fiir die W hinreichend 
kleine GrSssen zu se~en, welche (W)  heissen sollen. L~sst man dann 
~' ~ 2  der zugehSrigen Punkte x mit den correspondirenden Ptmkten y 
zusammenfaHen, so kann man die symmetrischen Functionen der 
Coordinaten der iibrigen x nach Potenzen der (W)  in convergence 
Reihen entwickeln. Damit ist fiir die ( W )  die Existenz eines ersten 
LSsungssystems sicher gestellt. Hierauf gestattet das Abel'sche Theorem, 
fiir GrSssen W ~ - - ~ ( W ) ,  we n irgend eine gauze Zahl, ein LSsungs- 
system aus dem ffir die ( W )  gefundenen algebraisch zu construiren. 
Abet die so definirten W sind an sich die allgemeinsten, die es giebt. 
In der That, wenn irgend welche W vorgeleg~ sind, so kann man n 

immer so gross nehmen, dass die GrSssen ~ zu den berei~ behan- 

del~en ( W )  gehSren. Daher u. s. w. 
Dies ist Alles, was wir yon der Theorie des Umkehrproblems in 

den folgenden Paragraphen brauchen werden. 

w 11. 

Wurzelformen bei kanonischen Curven. 

Wir denken uns jetzt wieder eine kanonisehe (~urve m t~r Ordnung 
des Raumes der ~I : z2 : �9 " �9 : z~ gegeben. 

Eine zu derselben gehSrige algebraische Form irgend welchen 
Grades F~ kann so beschaffen sein, dass ihre ~n~ Nullpunkte, unter 
tt einen Theiler yon m~ verstanden, zu je tt zusammenfalten. Wit  
nennen sie dann eine Heriihrungsform t~ ter S~ufe, die tt t~ Wurzel aber 

eine Wurze~orm der tt re" Stufe. 
Ueber die Mannigfaltigkeit solcher zu einer gegebenen Cm gehSriger 

Wurzelformen geben die Entwickelungen des vorigen Paragraphen eine 
Reihe yon iibrigens wohlbekannt~en S~t;zen, yon denen bier einige in 
knapper Form zusammengestellt werden sollen. 

Mit~ a', a ' , . . . ,  a '~ seien vor[ibergehend die m auf unserer Curve 
gelegenen Verschwindungspunkte einer Linearform a, ,  m i t c  ein fest- 
g e w ~ t e r ,  willk~licher Punkt der Curce bezeichner Wit  se~en, ffir 
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+ + ---- co. 
Ff  

Es seien ferner x', x , . . . ,  x ~ die Verschwindungspunkte einer Wurzel- 

form ~T-a, also ~v ~ m& Dann hat man, wie auch die Integrations- 
wege gew.ihlt werden mSgen, modulo der Perioden erster Gattung 
folgende Congruenzen: 

. . .  + 

Wit schliessen hieraus in bekannter Weise: 

wo ( - -~-) i rgend 

(68) 

einen der y ~  Theilwerthe 

bedeuten soll, die man erhi~lt, indem man hi, h 2 ~ . . . ,  ~r unabhiingig 
yon einander die Werthe 0, 1, . . . ,  ( ~ - -  1) durchlaufen l~sst. Wi t  

' " . x �9 d ie~2$Um- haben also zur Bestimmung der Nullstellen x ,  x ~. ., 
kehrprobleme (67) zu behandeln. 

Indem wir jetzt den Inhalt des vorigen Paragraphen yon rfickw~rts 
durchlaufen, haben wir zuniichst: 

Ob es bei gegebener Curve C~ f'gr v ~ p bei irgendwelcher Annahme 
der hi, h~, . . ., h2~ L6sungen x der Gleichungen (67) giebt, steht dahin; 
sicher abet giebt es solche LSsungen, und zwar bei beliebig angenom- 
menen Werthen der hi ,  h~, . . ., h ~ ,  fiir v ~ p .  

Ftir v ~ p~ erhalten wir also ~ getrennte Systeme yon Wurzel- 
formen ~ter Ordnung 9t~ Stufe; ob es fiir v ~ p derar~ige Systeme 
giebt und wie gross eventuel deren Zahl ist, bleibt unbestimmt. 

Indem wit jetzt unter den Gleichungen (6~ eine bestimmte ins 
Auge fassen, sei v die Anzahl tier linear unabh~ngigen q), welche ffir 

" . x" irgend eines zugehSrigen LSsungssystems die Punkte x', x , . . ,  
verschwinden. Wit  haben dann: 

Die Zahl der IZsungssysteme unserer Gleichung ist oo "-~'+~; die 
t)unkte jed2s einzelnen L5sungssystems sind ~dt x', ~',  . . . ,  ~" iiquivalent: 

Und hieraus: 
Unter den tier einzelnen Gleichung (6"7) zugehgrigen Wurzelformen 

~ / ~  g i~ t  es (v--io-{-v-{-1) linear unabh~ngige; alZe anderen Wurzel- 
formen des Systems setzen sich aus diesen mit :Hiitfe beliebig zu wghlen- 
der constanter Multi2licatoren linear ~usammen. 

Sind also 



unter den Wurzelformen des Systems geschickt ausgew~hlt, so ist 

unHr den v unabh~mgige Constante verstanden~ die allgemelnsH Wurzel- 
form desselben. 

Wir betrachten jetzt Wurzelformen ~t~r Stufe yon den Ordnungen 
mad ~" neben einander. Es entstehen dann gewisse Gruppirungs- 

si~ze, yon denen wit nur zwei herausgreifen: 
1) Ist 6 ~ ~" (rood. t~) und (~" > ~, so g&6rt zu jedem existiren- 

den Systeme yon Wur~eZformen ~/U~ ein bestimmtes System vo~ Wur~d- 

fG. 
Man erh~lt n~mlich Wurzelformen ~/~-~7~,, indem man die ~/-r~ des 

gegebenen Systems mit beliebigen zur C~ gehSrigen algebraischen 

Formen yore Grade - - a  multiplieirt: dureh die so gewonnenen 

~/~-~. ist dann ein ganzes System yon Wurzetformen ~.tr Ordnung 
rational festgeleg~. 

2) Haben ~ und ~" mit l~ verschiedene ~'actoren gemein, so haben 

die Nysteme yon :Formen ~/~,  die es 9iebt~ unter sich eine ganz andere 

Grulrpirung, als die Systeme yon Pormen ~ o ' .  
Ist beispielsweise ~ dureh # theilbar, so finde~ sich unter den zu- 

geh5rigen Systemen des ~/~ ein besonders ausgezeiehneHs: das ist der 

Inbegriff der algebraisehen Formen des Grades ~.  Oder ist #-~-/~'b~" 

und d dutch/~' ~heilbar, so linden sieh unter den Sy'stemen der 

als ausgezeichnete SysHme die WurzeIformen ~ .  

Es ist bier nicht der Ort~ diese Grappirungssiitze weiHr zu ver- 
folgen. Auf den besonderen Fall derselben, weleher der hnnahme 
m ~ 2p ~ 2, /~ ~ 2 en~prieht, is~ insbesondere Herr N b t h e r  wieder- 
holt eingegangen (in tier schon 5fter genannten Arbeit in Bd. 17 der 
Annalen, in Bd. 28 daselbst [Zum Umkehrproblem in der Theorie der 
Abel'sehen Fanctionen, 1888], etc.); der Fall m ~ 2,/v-~-2 (/~ beliebig) 
finde~ seine Erledigung in der in der Einleitung genannten Abhandlang 
yon Herrn B u r k h a r d t  (Systemafik der byperelliptisehea Func~ionen). 

w 12. 
gha~d~ter i~en  yon Wurzelfomen, i~sbesondere P r i m ~ k t e r i ~ i k e n ,  

Die 9 ~  verschiedenen Systeme yon Wurzefformen ~ ,  die es ffir 
r ~ p  giebt, erscheinen vermSge (67)~ (68) je durch eta bestimmtes 
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System der Zahlen h~ ~ h 2 , . . . ,  h ~  fesLgeleg~. Aber diese Zahlen haben 
an sich keine absolute Bedeutung, insofern man tier in derselben Formel 

vorkommenden GriJsse ~" G~ nach Belieben die Lus~ verschiedenen Wer~&e 
er~heilen kann,  welche sich aus einem einzeInen dieser Werthe dutch 
Hinzuffigen eines beliebigen ~-Theiles der Perioden ergeben. Ich werde 
das so ausdriicken: 

Dutch die Formeln (67), (68) werden fiir die Wurzdformen ~ 
keine absoluten Charakteristiken (hi, h2 , . . . ,  h~ ~) sondern nut relative 
Charakteristiken f estgelegt. 

Unter der relaCiven Charak~ristik zweier Sysh~me yon Wurzel- 

formen ~/5  and (~/5) verstehe ich n~mlich den Inbegriffder Differenzen 
der diesen Systemen in (67), (68) entsprechenden Zahlen h, (h), also 
den Zahlencomplex: 

l h~ - -  (h,), h~ - -  ( h 2 ) , . . . ,  h ~  - -  ( ~ ) I  
(siLmmtliche Zahlen immer nur modulo ~ genommen). Wit  kSnnen 
fiir dense lben eine selbstiindige Definition aufsteUen, indem wit den 
Quotienten 

" x ~ diejenigen Punkte unserer in Betrach~ ziehen. Seien x ' , x ,  . . . ,  
Curve, fiir welehe tier Z~hler, (x'), ( x " ) , . . . ,  (x') diejenigen Punkte, 
fiir welche der Nenner verschwindet. Dann ist unser Quotient gleich 
dem Produete yon Primformen: 

~(xz'). ~(xx")--- ~(xx') 

Von hier aus berechnet man jetzt vermSge (33) die Facioren, welehe 
unser Quotient erh31t~ sobald der Punkt x auf der zerschnitien ge- 
dachten Riemann'sehen Fliiche beziehungsweise die Querschnit~e 

. . . ,  . . . ,  

tiberschreitet. Wit finden, vermSge der zwisehea den ~ ~ herrschenden 
Bilinearrela~ionen, 

(70) ~ + 1 -  (~+~) ~ - (~"~). -~ '+(~  - ~ + 0 ~ )  - . .~ ~ ~ ~ ~ �9 . ~ ~ 

wo e--~ e ". In diesen t~actore~ liegt die i~ Aussickt genomme~e 
~efinition der relativen Charakteristik ~weier Systeme van Wur~dforme~. 

Es giebt nun zwei besoadere F~lle~ in denen man, unter hufrechf,- 

erhalttmg der so formulirten S'~tze~ dem einzelaen Systeme der ~f~ 
in zwa~gloser Weise ei~e absolute C h a r a k ~ e ~  

beilegen kann. 
,% 

~ a ~ e m a ~ ' , a c h ~  ~ ~ X Y I .  3 
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Der erste dieser F~lle tritt ein, wenn 8 dureh g theilbar ist. Es 
giebt dann, wie sehon bemerkb ein ausgezeichnetes System yon Wurzel- 

formen ~/~,  dasjenige, welches aus den atgebraischen Formen yore 

Grade ~ bes4~ehL Es is~ natfirlich, diesem System die Charakteristik 
g 

I 0 0 . . .  0 1 zu e#dleilen. Dann sind die Charakteristiken alhr  anderen 
Systeme damit fes~gelegt; wenn wit wollen, dutch die Faetoren 

(71) ~ + 1 ,  -, , - ' - ,  ~ , 
welche der Quotient 

an den Querschnit~n A~ ~B erh~It. Wit  werden die so gewonnenen 
,, absolu~en" Charakteristiken als JElerne~tareharakteriztiker~ bezeichnen. 

Den Elementarcharak~eristiken treten die _Primcharakteristiken 
gegeniiber. Ich w~hle diesen Namen, well bei ihrer Definition die 
Primform Q zu benufzen ist. Der Einfachheit wegen will ich fortan 

~ - 2  setzen. Dann ist der Grad c? derjenigen Wurzelformen, far 
welche es Primcharakteris~iken gieb~, 2 G + d, under r eine beliebige 

ganze Zahl verstanden, wKhrend d---~ 21o- 2 ist. Ist n~nlich eine 

Wurzelform (2 0 + d) t~r Ordnung zwei~er Stufe 

vorgelegt, so kSnnen wit aus ihr eine ~stnc~io~ der Stelte x bilden, 
indem wir ihr den Factor Q (x, y) hinzuf~igen (wo y ein beliebiger Hfilfs- 
punkt) und dann dutch eine beliebige algebraische Form I'r diwidiren. 
Um die Primchamk~eristik ~on//r~e+a zu finden, bestimmen wit die 
Facboren~ welche die in Rede stehende Function 

, 

tr'r 

an den 2~v Quersehnitten der Riemann'sehen Fl$che annimmt. Indem 
wir mit ht ,  h2, . . . ,  ~ geeignete ganze Zahlen bezeichnen~ lauten 
dicse Fae~oren: 

bei At: 

bei A2: 

bei 2~: 

�9 e ~  
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wo die h natfirlich nut modulo 2 bestimmt sind. Die so defi~drten 
h t ,  h 2 ,  . . -  

sind die ~rimcharakteristik der Wurzdform ~/~e+d. In tier That ist 
sofort zu sehen, dass die so gegebene Definition der Charakteristiken 
mit der aus (67), (68) fliessenden vertrr~igtich ist. Bilden wit n~mlich 
ffir zwei Wurzelformen ~/['2e~a aus verschiedenen S y s t e m e n -  sie 
mSgen ~ e + a ,  ( / / r - ~ )  heissen --  nach der neuen gegel die Prim- 
charakteristiken h und (h), so wird deren Quotient 

an den A,  JB die Factoren annehmen: 

( _  1)~+1-(~+~), ( _  1)h~-~-('~+~), . . .  (--  1) %-('$), 

was mit Formel (70) genau tibereinstimmt. 
Uebrigens werden wir, um uns der gewShnlichen Bezeichnung 

anzuschliessen, ftir 

h , ,  h 2 ,  �9 . . h +1, . . .  

in der Folge vielfach 

(73) h~,h~, . . . h ~ ,  g , , . . ,  g~ 

schreiben. In der That gehen die Charakterisfiken~ welche wit deft- 
nirten, in dem besonderen Falle t~ ~ - 2 ,  d ~ - 1 ,  d. h. im Falle der 
Wurzelformen zweiter Stufe bei zu Grunde gelegter Normalcurve der 
(p, in die sonst gebrauchten Charakteristiken tiber; die Primcharak~e- 
ristiken beziehen sich dann auf die Wurzelformen ungerader Ordnung, 
die Elemen~archarakteristiken auf die Formen gerader Ordnung. Die 
Primcharakteristiken werden also das, was man eigentliche Charakte- 
ristiken, die Elementarcharakteris~iken das, was man Gru2pencharak- 
teristiken zu benennen pflegt. Ich babe reich diesen letzteren Be- 
nennungen schon darum nicht anschliessen mSgen, weft ich ffir das 
Wort ,,Grnppe" durchweg die specifische, auf G a lo is  zurfickgehende 
Bedeutung aufrecht erhalten will. 

Uebrigens m5chte ich vorgreifend bier folgende Bemerkung ein- 
schalten. Die Primcharakteristiken wurden, wo sie bislang in der Lite- 
ratur auftraten, nut indirect, yon der Theorie der Thetafunctionen aus, 
eingefiihrt. Aber hierbei blieb eine .Unbesfimmtheit bestehen. Man 
wusste sehr wohl~ dass den 2 ~P unt~rschiedenen Thetafunctionen an 
der Normalcurve der 9~ die 2s~ zu unt~rscheidenden Systeme yon 
Wurzelformen ungerader Ordnung entsprechen, abet man war nicht 
in der Lage, die betreffende Zuordnung in's Einzelne durchzufffitren. 
Nun wit die Primcharakteristiken direct de~iren, ist d:mse Unbestimmt- 

3* 



heir besei~ig~. An der kanonischen C~ wird jeder Thetafunction das- 
jbnige System van Wur~elformen yI"~e+~ entsprechen, deren ~rim- 
charaL'teristik mit der Charakteristik der Thetafunction (deren Definition 
durch die The~reihe selbsr gegeben isr iibereinstimmt. 

Hr. NS the r  hat in Bcl. 28 der Annalen (1. c.) auf das veto 
schiedene Verhalten aufmerksam gemacht, welches die an der Normal- 
curve der ~ ffir /~-~-2 definirtea Charak~eristiken tier beiden Arten 
gegeniiber linearer Periodentransformation zeigen. Dieses Verhalten 
ist yon der Auswahl der zu Grunde zu legenden kaaonischen Curve 
selbstverstiindlieh unabh~ingig. Zugleich ergiebt sich dasselbe bier, 
ohne irgendwelche Bezugnahm~e auf die lineare Transformation der 
The~funcfionen, aus der Betrachtung der Factoren (7I), (72) direct. 
Die Formeln se]bst sind folgende. Sei die lineare Transformation der 
Perioden (ich will reich der Kfirze halber auf p ~ -3  beschr~inken) 
dutch die Formeha gegeben: 

I ~  ~176 + + + ? .  r'~176 oo  
/ 0 3 3  --~--~ ~ ~ ~ ~ �9 - ~ 

b - �9 �9 * �9 �9 

Man hal dann als Umsetzung der Elementarcharakteristiken 

h3-~- - - - - -  ~ �9 ~ " �9 �9 

�9 �9 . �9 . �9 �9 �9 a �9 �9 

dagegen fiir die Primcharakieristiken: 

Ibis-  as h,'-{-ae he'-~-a~ h3"--~a~ h4" +a 5 ]~; +as h6" + (al a4 + a~ as-~-a.~ a~) ] 

] $ 3  ~ ~ . . . . . . .  

Die Folge is~, class unter allen Elementarcharak~eristiken die eine 
(0 0 . . .  0) eine Sonderstellung den anderen gegentiber einnimmt, 
w~hrend sich die Primcharakteristiken in gerade und ungerade zer- 
legen, jenachdem 

gerade oder ungemde ist. 
Diese ~iefgehende Unterscheidung yon Elementarcharak~eristiken 

and Primcharak~eris~iken schliess~ nich~ aus, dass sich beide, sobald 
das d der kanonisd~n Curve eine ger ade Zah~ ist, auf dieselben Wurzel- 
formen heziehen k6nnen. Es is~ dies z. B. bei den hyperelliptisehen 
GebiMen eines ungeraden ,v der Fall. 



Abel'sche Funch'onen. 37 

w 13. 

Fandamentalformeln fiir die auf kano~isohe 0urve~ ~zogeaen 
Thotafunotionon. 

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen, um uns wenigs~ns dem 
ersten Tbeile desjenigen wichtigen Problems zuwenden zu kSnnen, 
dessen Erledigung in der Einleitung als der allgemeine Zielpunkt der 
gegenw~rtigen Abhandlung bezeichnet wurde. 

Es handeli sich um eine Frages~ellung, welche yon derjenigen, 
die i~iemann in Nr. 25 seiner Abel'schen Funetionen gibt, nur wenig 
verschieden ist. 

Wir denken uns n~mHch die 2 ~ Thetareihen~ deren einzelne 

tg  fes~gelegt is~: durch ihre Charakteristik h 

' '>  -- :Z-_o 
W O  

g~ gfl 
1 1 

~ e  t 
in Funetionen auf der uns gegebenen kanonisehen Curve mur Ordnung 
des Raumes yon ( n -  l) Dimensionen verwandelt, indem wit die va~ 
mit den gleichbenannten Perioden tier zugehSrigen Normalintegrale 
erster Gattung zusammenfallen lassen, ftir die v, abet, unter v eine 
beliebige Zahl verstanden, die folgenden Integralsummen einfiihren: 

Die einfachen and fundamentalen Eigenschaften der so definir~en Func- 
tionen der Stellen s  x ~, y '~ . . ,  y" sollen als bekannl gelten. 
Unsere A ufgabe ist, diese neuen Functionen, sofern es mSglich ist, 
dutch die in dem /riiheren Paragra~hen bereits ei~gefiihrten Functionen 
und Formen explicit darzustelle~, was darauf hi,:auskommen wird, sie 
au~ algebraischen Ausdriicken , l~rim.f ormen und M i t t d f  ormen ~usamme~- 
susetzen. 

Von dieser allgemeinen Frage Iassen wir hier~ im ersten hb- 
schni~e der gegenw~rfigen Abhandlung~ unserem ani~s Plane 
entsprechend~ so viel nach~ dass wit auf eine Festlegang der soge- 
nannten constanten Fac~ren der Thetareihen, d: h. derjenigea Factoren, 
welche nicht mehr yon den x ' ~ . . ,  x ~ - y ' ~ . . ,  y~, sondern nut noch 
yon den Moduh~ des algebraischen Gebitdes abh~ngen, verzich~en; w i r  
werden %~o mit Formeln zufrieden sein, die noch eine unbesfimmte 
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multiplicative Constante enthaIten. Die Auswerthung dieser constanten 
Factoren wird dann die Hauptaufgabe unseres zweiten Abschnittes 
sein, wobei wit uns abet, wie ebenfalls schon in der Einleitung be- 
merk~, auf p ~ 3 beschr~nken m~issen. 

Leider abet sind wir nun genSthigt, auch hieriiber hinaus noch 
eine Reduction unseres Problems eintreten zu lassen. Es hat mir 
nKmlich nicht gelingen wollen, ffir die allgemeinen Integralsummen 
(78) zweckm~ssige LGsungen desselben zu finden. Ich sehe reich also 
genSthig~, start der Summen (78) speciellere In~egralsummen einzu- 
ffihrea, die freilich noch so allgemein sind, dass man alle anderen 
F~ille nach dem Aberschen Theoreme auf sie zurEickfiihren kann. Ich 
babe in dieser Hinsicht zwei verschiedene Ansiitze gemacht, die ich 
bier gleich nennen will. I 

1) Um die ][ntegrals~mmen (78) der ersten Art zu definiren, haben 
wit vorab jedem Punkte y unserer kanonischen Curve bez~iglich der 

Primcharakteris~ik h # (Formel (73)) bestimmte ~o Punkte c;,c;' , . . .g 

zuzuordnen. Zu dem Zwecke betrachten wir dasjenige System yon 
Wurzelformen (d - t -2 )  ter Ordnung zweiter Stufe, welches die Prim- 

g l besi~t. Wit w~hlen ferner irgend eine 
I 

charakteristik h Linear- 
1 

form t~,, welche in z ~ y verschwindet; ihre (m - -  1) sonstigen Null- 
punlrLe sollen y ' , . . ,  y(~-l) heissen. Dann gibt es den Umkehr- 
theoremen zufolge eine Warzelform der gerade bezeichneten Art, 
welche in y ' , . . ,  y(m-~) verschwindet. Ihre weiteren p ~rerschwindungs- 
2unite sind die bier gesuchten c~, c~','... ~. In der That hiingen die 
so definir~en c, wie man nach dem Abel'schen Theoreme zeigt, nut yore y 
and der gewKhl~n Primcharak~eristik ab, nicht aber yon der speeiellen, 
bei ihrer Construction benu~zten Linearform a~*). 

Jet~t sind die ]ntegralsummen v~, die wit beim einzdnen ~ 1  in 

erster Linie in l~etracht ziehen wollen: 
J t tt fl 

(79) ~, ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

die x, y, ~, ~ ' , . . .  x2 werden bier willk~irliche Punk~e unserer Carve 
vorstellen. 

*) Die Theorie dieser Punkte ~,  . . .  c~ geht bekanntlieh auf Clebse, h und 

Gozdan zurfick (Theorie der Ab~l'schen Funct~ionen, Leipzig 1866); der dor~ 
gegebenen Dars~llung gegen~iber biete~ die des Textes zumal den Vor~eil, class 
~ie vermGge des Begriffs der Primacharak~eristik unter den 2 ~ fiberhaupt vor- 
bandenen Syst~eznen yon Pumkten r das ~edesmal in Betracht kommende einzeln 
h e z a ~ t .  
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2) Wir nehmen zweibns an,  die ZaM u der in (78) vorkommend~ 
:Einzdintegrale sei dutch m theilbar , a~so v ~-. m e ,  as seien farnvr 
die unteren Grenz2un~e y als die ~'ullstellen irgend einer algebraischen 
2"orm p ~  Grades ['e, gewiih~t. Wir wollen dies an deuten, indem wit 
schreiben: 

(re - - -  o )  

Die so bestimmten v~ wollen wir daan in ein beliebiges @1 g ~l als Argu- 
I 

mente subs~i~uiren. 
In den beiden hiermit bezeiehnebn F~illen l~sst sieh nun in der 

That der Wer~h der Thetafunefion vorbehalflieh einer unbestimmt 
bleibenden multiplieagven Constanten in einfaehsbr Weise dutch ge- 
sehlossene Formeln der yon uns gewollten Ar~ darstellen. Ieh gebe 
bier diese Formeln vorweg ohne Beweis an. In  denselben bedeut~ 
Q, tt diejenigen ~rimformen , bee. Mittelformen , die man erhgZt , indent 
man das bei ihrer Definition zu benutzende Integral drifter Ga#ung 
mit dem transcendent normirten Integral 1-f~ zusammenfalIen liisst. Die 
versehiedenen neben einander s~ehenden Fae~oren Q und $t shad na~'drlich 
in ihrer Vieldeu~gkei~ an einander gebunden, widdgenfalls man eia 
falsehes Resultat erhal$en wiirde; da ieh auf die Einzelheiten der dies- 
beziigliehen Verhiltnisse bier unmSglieh eingehen kann, will ieh vor- 
weg bemerken, dass die analogen Fragen des hyperellipfisehen FaUes 
mit, aIler Ausfiihrliehkeit in Bd. 32 der hnnalen yon Hrn. B u r k h a r d t  
in seiner berei~s in der Einleieung genannten Arbei$ zur Discussion 
gebrach~ worden sind*). 

Formel (79 selen % ,  ( )) " w ]o o 
die Formen ( P t , . . .  ~ an den Stellen x', . . .  x2 annehmen. Ma~ hat 
dann folgende l~or~l:  

~ t "  �9 �9 �9 q~ l  

~(~)~-i ~ 

�9 -~ 

t'i Ira ~weite~ .Fal~ haben wir daz zur Primeharakterisgik h ge- 

hSrige System yon Wtrrzetformen zweit~r Stufe (2e + d) t~ Orchamag 

*) Beitriige zur Theorie "der hyperelliptischen Sigmafunctione~ ~ Ich h~t~e 
den w 22 dieter Arbe'r~ sc-hoa oben eitiren sollen, als yon Weierstra~ ~ Beweis fitr 
die LSsbarkei~ des Umk~hrproblems be2 ~ >  la die Rede war. 

/7i/;/~W~9 
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in Beh-acht zu ziehen. Es sind bier zwei MSglichkeiten auseinander 
d zu halten. Es kann sein - -  und es is~ fiir alle Q > T nothwendig 

der Fall - -  dass in den NuIlpunkbn einer solchen Wurzelform keine 
einzige Linearverbindung der r verschwinde~. / )ann setzen s/c~ nach 
dem t~iemann- l~och' schen Batze die sgmmt~ichen Wurse~formen des 
Systems aus m~ linear u~abMingigen ~usammen, die ich 

V~, V%,. . .  Vr 
nenne~ w///. Es kann abet auch sein, dass in den Nullpunkbn der 
einzelnen Wurzelform v linear unabb~ngige Linearverbindungen der r 
verschwinden. Dann ist die Zahl der linear unabhtingigen ~/q) um 
grSsser. ~ei  ersterer Voraussetzung wird das der Formel (80) ent- 
swechende alg~ l (v, ~) foOenden We~th haben: 

 t,I1 ( ' '  ") = o .  (82) 
~ ,  W) ~ 

mQ mQ 

i i§ 

bei Zdzterer Voraussdzung wird es iden~isch verschwinden und zwar 
v- fach versehwinden, d. h. mit seinen ers~en, zwe/ten, . . .  (v - -  1)re" 
nach den v~, v2, . . .  v~ genomm2ne~ 1)ifferential~uotienten. 

Dabei bedeubn in Formel (82) die / /r  - .  " �9 ~ r  die Wer~he, 
welche die Wurzelformen , . . .  an den Stellen m , . . .  x~r 
annehmen. 

Man sieh~: die beiden Formeln (81), (82) stehen in einem ge- 
wissen Gegensa~ze: hei (81) sind die Argumen~e v ~ in geeigneter Weise 
(dutch Vermi~tung der Punkte ~ ,  . . .  ~ )  yon der Charal~teris~ik 

Y l abh~ngig gemach~, dafiir is~ die rechte Seite yon (81) yon der 
h 

t 

Charakbristik unabhangig; bei (82) is~ es genau umgekehrk 

w 14. 

Beweis der aafgestollten Formeln nebst weiteron auf sio bezfiglichen 
Bemerkangen. 

Ueber den Beweis der Formeha (81), (82) werde ieh hier nut 
solehe Andeu~angen maehen, welehe geeigne~ sind, das Bildungsgesetz 
der rechbr Hand stehenden Ausdrfieke verst~ndlich zu maehen. DabeJ 
sei es der Kfirze halber gestatte~, die Argumente derv als 8ummen 
yon L u b g r a ! z ~  einzuf~hren. 
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Formel (81) ruh~ durchaus auf dem bekannbn Sa~ze~ dass 

, / / .  
nur dann verschwindet, wenn en6weder x mi~ einem der Puakte 
x ' , . . ,  xP zusammenf'~Ilt oder die x ' , . . ,  x:  Nallpunkte einer and der- 
selben IAnearverbindung der ~ sind. Indem die rechte Sei~e yon (81) 
einerseib die Primfacbren Q ( z x ' ) , . . .  Q (xx~),  andererseib die Deter- 
minante 27 ~ ~i" - �9 �9 cp~ enthil~, verschwindet sie in den angegebenen 
FiIlen jedenfalls auch. Abet die genann~e Determinante is~ auch Null, 
wenn es die The~afunction keineswegs ist, wenn n~mlich irgend zwei 

#f  

der Punkte x ,  x , . . .  x~ zusammenfaUen. .Dies nu~ wird gerade 
dutch das der Determinante als iVenner beigefiigte :Product van Prim. 
formen Q(xix ~) comyensirt. Man beach~ sodann, dass die Thet~reihe 
eine Function der Stellen x,  x ' , . . ,  x~ is~, d. h. yon den homogenen 
Coordinabn dieser Stellen im nullten Grade abh~mg~. Um das Gleiche 
auf der reehbn Seite unserer Gleichung zu erzielen, eben dazu dienen 
die verschiedenen daselbst im Z~daler and Nenner als Fae~oren bei- 
gese~zten Mi~telformen. 

In ganz ihnlicher Weise kSnnen wir uns jetzt yon dem Aufbau 
der Formel (82) und den zugehSrigen Bemerkungen fiber den Fall 
v > 0 Rechenschaft geben. Sell die in (82) betrachte~e Thetafanction 
verschwinden ~ so wird man nach dem gerade benu~bn  Satze schreiben 
dtiffen, unter z', . �9 z~ -1 irgendwelche (/~ ~ 1) Pankte unserer Curve 
verstanden: 

z'  ~" ~ r  d #" ~0--t  ,, 

f + f  + . . . + j = - f - j ' -  . . . .  J-a: 
e~ -i e: 

Wir fhhren jetzt solche ( m -  1) Punk~ y ' , . . ,  y<~-l) in die Be- 
trachtung ein, welehe mit y dureh eine lineare Gleichung ~=-~-0 
verbtmden sind, und die also mi~ den e~ ' , . . .  ~ zusammen die Ver- 
sd~windungspunlr~e einer Wurzelform zweiter Smfe der Ordnang 
(2 + d) sind. Indem wir dann vorsfehende Gleichung so schreiben: 

r e = O  @ , , 

bemerken wit,  dass uiisere Tb.Jtafur~t7~. (82) da~n ~ nut  dann 
verschu, Tn&t, wenn die t~jinl~ a', . . .  x~i  ~ u s a m ~  ln~ ~gend ( p - -  t )  
bdiebig a ~ z u n e ~  Punkte~ z', . . .  ,~e-, die 2~ugs~g,.,~'t einear ,str 
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]~rimcharakterist,7~ l h f gehSrigen Wuraelform zwei~er Stu[e der (2 O dr- d) ~ 
Ordnung sin& Dies ist abet, wenn v > 0, immer der Fall, daher 
unser Satz yon dem iden~ischen Versehwinden. Andererseits wird im 
Falle v ~ 0 die rech~e Seibe yon (82) dem so formulirten Saree genau 

iiberfifissiger Weise aach dann versehwinde~, wenn irgend zwei der 
Stellen x ' , . . ,  xmr zusammenfallen, so wird dies wieder dureh das dem 
Nenner zugefiigte Primformproduct eompensirt. Die Mittelformen abet, 
welehe als Faet~ren beigesetzt sind, haben wieder den Zweck, den Grad 
des auf der reehten Seite stehenden Ausdrucks in den homogenen 
Coordinaien der einzelnen Stelle x ' , . . ,  x~e auf Null herabzudrficken. - -  

Ich Fdge nun noch einige Bemerkungen hinzu, welche bestimmt 
sind, die Formeln (81), (82) mlt anderweifig b@annten Resultar 
in Verbindung zu setzen. 

Die in (81), (82) auftretenden Formen Q und g waren, wie wir 
ausdriicklich bervorhoben, unter Zugrundelegung des Integrales drifter 
Gattung H ~  gebilde~. Setzen wit an seine Stelle nach (8) irgend 
ein P :  

so wird sich die linke Seit~ (81)~ (82) in die allgemeine Thetafanction 

oo 'ov 

verwandeln, die wit natiirlich~ der in unseren Formeln vorkommenden 
tmbestimmten Consf~nten C en~prechend~ auch noch mi~ irgend einem 
constanten Factor multiplicirt denken kSnnen. Nun sind die Sigma- 
func~ionen des hyperellip~schen Gebildes, die ich in den Biinden 27, 
32 dieser hnnalen behandelh~, in die hiermil bezeiehneten Functionen 
mit eingesehlossen; bei ihnen is~ alas Integral dritter Gattung P dureh 
das unter (45) genannte Normalinteg~al Q ersetzt. In der That wird 
far m ~-'2 naeh EinFfihrung des Q unsere Formel (82) mi~ der in 
Bd. 32 pag. 368 unter (53) gegebenen Definition der hyperelliptisehen 
S~nnafunetion ohne Weit~res identisch. Man ha~ sich nut vet Augen 
zu halten, class die dor~ betrachteten Integralsummen 

§ 
verm'dge der Eigenart der hyperelliptisehen Gebflde auch so geschriebea 
warden kSnnen: 



Abersche Functionen. 43 

f+...+f+f+...+ 
I ' , = 0  

dass beim hyperellip~isehen Gebilde die Mittelform 9(x) der einfachen 
Definition (47) untertiegt, und dass man beim hyperelliptischen Gebilde 
die s~mmtlichen Wurzelformen zweiter Stufe (2v + d) ter Ordnung 
kennt, sobald man die s~mmtlichen Zerlegungen des fundamentalen 
/~+~ in zwei Factoren q~+I_2~,. r beherrscht; diese Wurzel- 
formen sind dann n~mlich durch 

(8a) r,-,+,,@,, . + . 

gegeben, unter ?z(xl, x2) eine beliebige rationale ganze Form Z t~ 
Grades der xl, x 2 versfanden. Zugleich subsumir~ sich das, was 1. c. 
in w 10 tiber das iden~ische Verschwinden der hyperellipfischen Sigma 
gesag~ wurde, unter die allgemeine ftir alas iden~isehe Verschwinden 
der Theta im vorigen Paragruphen aufgest~ll~e Regel. 

Wir wollen ferner jenes bekannt~ Umkehrtheorem zu Hiilfe nehmen, 
welches sieh tiber die S~tze des w 10 hinaus in bekannter Weise aus 
dem Verschwinden der ungeraden Thetafunctionen ffir die Nullwerthe 
der Argumente ergibt. Dasselbe besag~, dass jeder ungeraden Charak- 

' [  teristik h entsprechend mindestens eine in den ~ lineare Bertihrungs- 

form zweiter S~ufe-~t~l existirt; eventuel kann es deren eine ganze 

Schaar geben*), was wir aber der Ktirze halber bier ausschliessen 
wollen. Von den i~ einem Punkte y vermSge der Charakteristik 
g 
h zugeordneten Punkten c~',.., c~ f~llt dementsprechend einer~ etwa c~ 

in den Punkt y zurfick, w~ihrend die fibrigen p ~ 1 in die Bertihrungs- 

heranziehen, indem wir unter Voraussetzung eines ungeraden 

die x ' , . . ,  xp mi~ den so besfimmten cy,..." ~ zusammenfal!en lassen. 
Wit erhalten dann nach leichter Umformung: 

Es ist dies dieselbe Formel, welche ffir den Fall ebener Curven dime 
Doppelpunkt Hr. P i c k  in Bd. 29 der s aufgestellt hat (wobei 

*) Weber, Ueber gewisse in der Theorie tier AbeI'sc~en Functionen aug 
tretende Auanahmfiilte~ Math. Ann. t~ 13 (187~ 
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er sich nur das Q nicht mit; dem Integral IT, sondern mit dem unter 
(52) angegebenen Q gebildet denkt, wesshalb er auch den Buchstaben 

dutch den Buchstaben # ersetzt*)). Dass sich die ungeraden 

~f ~ t ( / )  wie die mit geeigneten Constanten mul~iplicirten Quadru~- 

wurzeln aus ~01a t(x).9o (y) verhalten is~ ein bekannter Satz yon 

R i e m a n n  (Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen, 1865). 
Uebrigens kann man, wenn man mit der Definition der Thetafunctionen 
heginnen will, (84) als 1)efinition der 2rimform Q(xy) ansehen. Man 
wird mit Hiilfe derselben Q in viele Untersuchungen einfiihren kSnnen, 
in denen man sich bisher mehr oder minder elegant mig Hiilfe der 
Thetafunctionen zurecht gefunden hat. 

Ueberhaupt werden wit die mannigfachen Formeln, die man fttr 
die Darsteltung der Quotienten verschiedener @ am algebraischen Oe- 
bilde aufgestellt hat, mit Leichtigkeit aus (81), (82) ableiten. 

Aus Formet (81) schliessen wit z. B. [ich unterdr~icke dabei der 
K~irze halber linker Hand die Charakterisfikenbezeichnung]: 

~(xx').~($~') 
~- log ~(~.). ~(Ix') -{- " �9 �9 -{- log 

Hier ist nun jeder der rechter Hand s~ehenden Logari~hmen nach (27) 
(30) ein Integral drifter Gat~ung Y I ~ .  Wir haben also die wohl- 

bekann~e und vielfach benutzte Formel vor uns: 

*) Die s'~nm~lichen Entwickelungen des Hm. P i c k  finden durch die Formeln 
(81), (8"2) ihre naturgem~sse Erweiterung. Es ist besonders interessan~, dabei 
den S~tzen ~ber d ~  identische Verschwinden der Theta nachzugehen. Wir haben 
bei tier singulari~tenfreien ebenen Curve das ~ der Formel (82) g!eich row3 zu 
nehmen. Daher w/rd (wor~mf reich Hr. Pick gelegentlich aufmerksam m__~chte) bei 
ungoradem m yon den dor~in Betrach~ kommenden Wurzelformen (2Q-~-d) t~r Ordnung 
ein System rational; dasselbe besteht aus der Ges~mthei t  tier rationalen Formen 

2 

2 8 
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_f--_f--z x" ~t 
(85) l o g . -  

. j s  ). 
(// .... /) 
(j-.J":, ., .... ( )  

~, ~, yixP ~P ~ - n x ~  + . . . +  ~ �9 

Wir wollen ferner in (82) d ~ 1, also m ~ 2 p -  2 setzen und 
0 ~ 1 nehmen. Indem wir die Quotienten der den verschiedenen 

Ch~rakteristiken g entsprechenden Ausdrficke bilden sehen wir, 
h 

dass sich an der Normalcurve der ~ die @ mit den Argumen~en 

z '  x "  z 2 .p ' -2  

f+f+...+f 
wie (2 T - -  2)-gliedrige Determinanten aus Wurzelformen zweiter Stufe 
der dritten Ordnung verhalten. Dieses Resultat ist ffir p ~ - 3  yon 
Hrn. Webe r* ) ,  ffir beliebiges p yon Hrn. NSthe r**)  abgeleitet 
worden. 

Z w e i t e r  Abschnitt. 

Specielle Theorie des Falles 19 ~-3 .  

~5. 

Die ebene Curve vierter Ordnung. Algebraische Moduln dot ersten 
Stufe und transcendente Moduln. 

Wir wenden uns jetzt zu neuen Fragestelluagen, auf deren all- 
gemeinen Charakter bereits in der Einleitung verwiesen wurde. Es 
soll sich nicht mehr darum handeln, nach functionentheoretischen 
Grunds~t~en auf gegebener ]:tiemann'scher .Fliiche zu operiren, vielmehr 
sollen fortan die Constanten der Riemann'schen Fl~che (ihre Moduln) 
als Ver~,nderliche gelten and als solche der functionentheoretischen 
Betrachttmg unterworfen werden, tiler lassen wit nun yon rome- 
herein die bereits in Aussicht genommene Besehr~nkung auf den Fall 
p ~ 3 eintreten. Dass p -~- 3 einfacher ist, a.ls der Fall der hSheren p, 
kann yon vorneherein vorausgesetzt werden, iiberdies abet ist es sehr 

*) Theorie der Abel'~he~a Functionen yore Geschlecht 3. Berlin 1876., 
**) In tier wiederholt genannten A~beit in Bd. 28 der mathemat. A~alen. 
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viel zugihaglicher, wail wir gerade bei p ~--3 noch eine grSssere Zahl 
yon Un~ersuchungen anderer Mathematiker ats Vorarbeiten werden 
benu~en kSnnen. Die Weiterffihrung unserer Untersuchungen ffir 
hShere ~ bleibl anzustreben; vielleich~ dass dabei neue Hiilfsmittel 
werden herangezogen werden miissen. 

Die Normalcurve der (p ist ffir p ~- 3 (veto hyperelliptischen Falle 
abgesehen, den wir um so lieber bei Seite lassea kSnnen, als er mi~ 
Riicksich~ auf die hier vorliegende Fragestellung bereits erledigt ist) 
eine ebene Curve vierter Ordnung allgemeiner ArC: 

(86) f (xl x2 x3) - -  o. 
F_~e sole.he soil der Untersuchung fortan zu Grunde geleg~ sein. Als 
fundamentale Moduln des algebraischen Gebildes betrachten wir conse- 
qaenterweise die Coefficienten yon f ,  sie sind uns, im Gegensatz zu 
anderen bald einzufiihrenden Modulsystemen~ die ,,algebraJschen Moduln 
erster Stufe~C*). Eine geome~rische Deu~ung finden vermSge unserer 
C4 naliirlich nut die Verh~lmisse dieser Coefficienten. Die geometrische 
huffassung, mit der wit arbeiten, wird also wieder nat  solchen 
homogenen Functionen der Veriinderlichen gereeht, die homoge~ 
null~er Dimension sind (vergl. oben w 2); dies hinderc uns abet nicht, 
aUgemein homogene Verbindungen derselben, d. h. Formen, in die 
analytische Un~ersuchung einzuffihren. Daneben haben wir uns for~- 
gesetzt vet Augen zu halten, dass es sich bei unseren Untersuchungen 
nut  um solche Eigenschaften der C 4 oder Constructionen an der 04 
handeln kann, welche gegentiber projectiven Umf()rmungen invarianr 
sin& •s komm~ dies daxauf hinaus, dass wit for~gesetz~ mi~ In- 
varianten, bez. Covarian~en yon f zu thua haben. 

Neben die hiermit festgelegten fundamen~alen Moduln treten nun 
vor allen Dingea die ,,transeendenten" Moduln. Es sind dies zuniichst 
die 3 . 6  Periodem 

f O l l ~  CD12~ �9 . . 0:}i6 

( 8 7 )  % 1 ,  % 2 ,  - -  -  26, 

CO31~ ~ 3 2 ~ . "  * "  ~ 3 6 ~  

welche die fiberall endlichen tntegrale 

an den Quersehnitten A,  B der yon uns gewiihlten kanonisehen Zer- 
sehneidung besitzen**), es sind dann insbesondere die invarianten 

�9 ) VergL bier una in tier Folge ~iberall die aIlerdin~ aaf p ~---2 beztig- 
lichen Erl~Cerungen in den yon Hrn. Burkhard t  publicirten ,,Grundzfigen einer 
allgeme~en System~ik etc." in Bd. 35 dieser Annalen. 

�9 *) Zwischen den 18 GrSssen a~  bestehen bekannflich drei linear unabh~gige 
Bilm" ea~--rela~onea~ so da~s ~dr 15 unabh~mgige GrSssen hehalben, was mit der 
Z ~  dcr ~r yon f ge~au tibereinstimmt. 
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Verbindungen derselben, d.h.  die aus den ~a~ gebitde~en dreigliedrigen 
Deberminanten. Unter den letz~eren greifen wit insbesondere die 
folgende heraus 

t o l l  tO12 tO13 

(88) P123 ~ -  c%~ %~ c%3 , 

C031 t032 CO33 

mit ihrer Hfilfe lassen sich die fibrigen aus den sechs The~amoduln 

(89) ~11, ~12, ~2, ~13, ~23, ~3 

zusammensetzen. Hier is~ Pj~3 eine Invariante yore Grade ( - - 3 )  in 
den Coeffizienten yon f, die ~i~ aber sind absolute Invarianten. Jede 
Invariante yon f verwandelt sich dementsprechend dutch Multiplication 
mit einer geeigneten Potenz yon P1~3 in eine Function tier ~i~. 

Indem bei gegebener C t auf der zu ihr geh5rigen Riemann'schen 
Fl~iche unendlich viele kanonische Querschnittsysteme zur Definition 
der Perioden construirt werden kSnnen~ treten neben die yon uns 
zuerst gew~hlten eo~ (87) unendlich viele andere Periodensysteme eo~-~, 
welche mit den eo~k dutch die schon oben, unter (74), angegebenen 
Formeln der linearen Transformation" zusammenhiingen: 

' - -  21_ b 2 t  % -1 t-  to 2 ---. a 2 to I . . . . . . . . . .  
f 

tO 3 ~ . . . . . . . . . . . . .  

Umgekehr~ is~ bekannt, dass jeder linearen Transformation der 
Perioden der Uebergang yon dem ursprtinglich gew~,hlten Qaerschnitts- 
system zu irgend einem anderen Systeme kanonischer Querschnitte 
entspricht*). Sind alle so en~stehenden Periodensys~eme gegeniiber 
der Ct gleichberech~igt oder zerfallen dieselben in verschiedenwerthige 
Kategorieen? Das ist die fundamentale Frage, fiber die wir uns vor 
allen Dingen klar werden miissen. Ich sage, dass die sgmmtlichen 
Periodensysteme in der That gleichberechtigt sind. Man l~an~ niim~ich 
die Coefficienten yon f yon irgend welchen Anfangswerthen beginnend 
dutch stetige Aenderung so zu" ihren Anfangswerthen zuriickfikhre~, dass 
dabei das irgend einer urs]priinglichen Zerschneidung der zugeh~rigen 
~iemanCschen ~l~iche en~prechende Ter'wdenaystem der to i~ das irgend 
einer andere~ Zerschneidung der ~iiche entsprechende t>erioden~wstem 
tier to" iibergeht. 

Was den Beweis der so formulir~en Behaula~_ag angeht, so er- 
bringt man denselben wolff am einfachs~en, indem man eine Ueber- 

*) IYms i~ zue~t yon Hrs._ Thomae gezeig~ worden, vergl~ dessen ;,Beitrag 
zur Ttmorie der Abel'achen Functionen" in Bd. 75 dea Jouraals f~r Ma~. (t872~, 
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Iegung zu Hfilfe nimmt, welche Riemann in Nr. 12 seiner hbel'schen 
F~nctionen entwickelt. Man interpre~ire die complexen Werthe irgend 
eines an der C 4 hiners~reckten tiberall endlichen Integrals, etwa des 
wl, in einer Ebene. Sodann bride man die zur C 4 gehSrige Rie- 
mann'sche Fl~che verm5ge w 1 zweimal auf diese Ebene ab, das eino 
Mal, nachdem wit sie vermSge des ersten Querschnittsystems, das 
andere Mal, nachdem wit sie verm'Sge des zweiten Querschniff~systems 
zerschnitten haben. Wir erhal~n dann in der Ebene w I zwei Figuren, 
welehe je aus drei iibereinander geschichteten Parallelogrammen be- 
stehen, die durch vier Verzweigungspunkte an einander gehef~t sind. 
Und nun ruht der ganze bier zu erbringende Beweis darauf~ dass man 
jede solche Figur in jede andere derselben Art solcherweise tiberftihren 
kann, dass alle Zwischenlagen yon Figuren der gleichen Art gebildet 
werden, d. h. selbst aus Tripeln iibereinandergelegter und dutch vier 
VerzweigungspunkCe verbundener Parallelogramme bestehen. Einer 
jeden solchen Figur entspricht nfi~nlich rtickwiirts ~) ein algebraisches 
Gebilde p ~ 3, d. h. eine C4; wit kSnnen also der continuirlichen 
Reihenfolge der Figuren eine continuirliche Aus yon Curven 
vierter Ordnung entsprechend setzen: vermSge dieser Reihenfo]ge wird 
also gleichzeitig das Periodensysimm der co in das der co' und die 
urspriinghche C4 in sich selbst tibergefiihrt, was zu beweisen war. 

Es ist in~ressant, und ich ergreife gem die Gelegenheit, hierfiber 
einige Angaben zu machen, class der in Rede ste'hende Sa~z keines- 
wegs mehr richtig bleibt, wenn man sich durchweg auf hyperelliptische 
Gebilde v----3 beschriinkt: liisst m~n die acht Verzweigungspunkte 
einer zweibli~'ttrigen Fliiche des Geschlechtes 3 (also die Moduln eines 
hyperelli~tische~ Gebildes p----3)  irgendwelche Wege beschreiben, 
dutch die sie, einzeln oder in ihrer Gesammtheit, zu ihren Anfangs- 
lagen zurfickgeffihrt werden, w~hrend sie eine ein ffir alle real auf der 
Fl~che angebrachte Zerschneidung vor sich her schieben, so kann man 
dadurch keineswegs jede lineare Transformation der Perioden er- 
zielen**). Vielmehr gelingt dies nut hinsichtlich derjenigen linearen 
Transforma~ionen, die in bestimmter Weise modulo 2 zu kennzeichnen 
sind. Hierdurch zerfallen die linearen Transforma~ionen, die es 
iiberhaup~ gibe, in 36 modulo 2 unterschiedene Kategorieen. Wit 
schliessen daraus, dass es auf der hypereltiptischen Pdiche des Ge- 
schlechtes 3 36 v e r s c h ~ e  (hinsichtlich des hyperelliptischen Gebildes 
nicht gleichberechtigte) Arten kanonischer Qu~rschni~'tsysteme giebt. Auf 
meinen Wunsch ha~ sich Hr. H. D. T h o m p s o n  im Frtihjahr 1888 

*) Yergl. hierzu auch p. 149--150 meiner Arbeit in Bd. 21 der math. Annalen~ 
,~Neue Bei~r~ge zu~ Riemann'schen Funetionentheorie" (1882). 

*~) Dies bemerkt bereits Hr. Cami l l e  J o r d a n  auf ~. 364--65 seine~ Trai~A 
des subst~u~ons (1870). 
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damit beschKftigt, bei gegebener hyperelliptischer Fl~he auf der yon 
derselben doppelt iiberdeckten Ebene Zeich~ungen ffir zweckm~sig 
gew~hlte Repr~sentanten eines jeden dieser 36 F~l]e herzustellen. 
Diese Zeichnungen werden ganz iibersichtlich; man hat in der Haupt- 
sache nut zu unterscheiden, ob in der Ebene der Zeichnung durch 
den einzelnen Querschnitt die 8 Verzweigungspunkte des hyperellip- 
tischen Gebildes in 2 + 6 oder in 4 --}- 4 zerlegt werden. Analyfisch 
ist jede der bier unterschiedenen 36 Arten yon Querschnittsystemen 
durch die Charakteristik gekennzeichnet, welche, bei Zugrundelegung 
derselben, der im vorliegenden Falle vorhandenen ausgezeichneten 
geraden Thetafunction, deren NuIlwerth verschwindet, zu Theil wird: 
je nach der Wahl des Querschnittsystems kann n~m]ich diese Theta- 
function jede beliebige der 36 tiberhaupt vorhandenen geraden Charak- 
teristiken erhalten. 

w 16. 

Adjuuction yon Wurzelformen und zugehSrigen Modnl~ der zweiten Stufe. 

Wir fiihren jetzt neben die algebraischen Modu!n erster Stafe (die 
Coefficienten yon f schlechthin) atgebraische Moduln zweiter Stut~ ein, 
indem wir gewisse auf der C 4 existirende Wurzelfomen und die Rela- 
tionen, durch welche dieselben mit einander verLrniipft sind, in Be. 
tracht ziehen. 

Die alIgemeine Theorie der auf einer kanonischen Curve existirenden 
Wurzelformen wurde bereits in w 11 ski~irt. Wir haben dersetben 
zufolge bei Wurzelformen zweiter Stufe zwischen solchen'von gerader 
und ungerader Ordnung zu unterscheiden. Von jeder Art gibt es 22G 
bei der (74 also 64 Systeme. Die 64 Systeme gerader Ordnung sind 
dutch Elementarcharakterisfiken, die Systeme ungerader Ordnung dutch 
Primcharakteristiken festzulegen (w 12). Entsprechend dem verschieden~ 
artigen Verhalten dieser Charakterisfiken gegeniiber linearer Trans- 
formation (ebenda) spalten sich die 64 Systeme gerader Ordnung in 
1 + 63~ die 64 Systeme ungerader Ordnung in 28 + 36. Wir lesen 
ferner aus dem soeben ({} 15) entwickelten Satze "yon der Gleich- 
berechtigung alIer kanonischen Querschnittsysteme ab, dass die 63 
System% wie die 28, und die 36, ~'e unter sich der C 4 gegenfiber 
gteichbereehtigt ~sind*). Wenn ~ also in alex Fotge irgend eines der 
63 Systeme, oder eines der 28, bez. der 36, adjungiren, so hrauch~u 
wir nicht zu unterscheiden, welches wir gewKhlt hubert. 

*) M.it d~m algebr~chen Nachweise dieter Gleichberecahtigtmg ~ g t ~  
sich n~uerdinga Hr. N~ther in den &bhandlungen tier MiluChener Academic 
(Bd. XVII, I889: Zur Theorie der Berfihrtmgscurven tier ebenen C0xve vier~r 
Ordnu~g~ 

M a t ~ ~  ~ t v n .  ~XYL 4 
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Ich werde den hiermit in abstracter Gestalt mitgetheilten Siltzen 
wei~rhin, woes ohne Missvers~ndnisse geschehen kann, die iiblicbe 
geometrische Form geben. Ieh werde also nicht yon J3eriihrungsformen 
sprechen (durch die die Wurzelformen definir/: sind) sondern yon 
~eriihrungscurven. Dabei solIen die typischen Repriisentanten der 
Beriihrungscurven gerader Ordnung die Beriihrungskegdschni#e sein. 
In Uebereinstimmung mi~ den allgemeinen Siitzen des w 11 besteht 
das eine System derselben aus den doppeR ziihlenden geraden Linien 
der Ebene, is$ also zweifach unendlich; die anderen 63, unter sich 
gleichberech~gf~n Systeme sind je einfach unendlich. Als Repriisen- 
tanf~n der Beriihrungscurven ungerader Ordnung werden zumeist die 
~eriihrungscurven drifter Ordnung dienen. Ihre s~immtlichen 64 Systeme 
sind dreifach unendlich. Ich nenne die 28 Systeme mit ungerader 
Charakteristik Systeme der ersten Art, die 36 Systeme gerader Cha- 
rakteristik Systeme der zweiten Art. Beriihrungscurven erster Ordnung, 
d. h. Doppdtangenten, giebt es auf Grund des in w I4 beriihrten speciellen 
Umkehrtheorems nur im Falle ungerader Charakteristik. Die 28 dem- 
entsprechend zu unterscheidenden Doppeltangenten sind den 28 Systemen 
yon Bertihrungscurven drifter Ordnung erster Ar~ in der Weise einzeln 
zugeordnet, dass jedesmal die DoppeRangente zusammen mit einer 
beliebigen doppeltziihlenden Geraden der Ebene eine Curve drifter 
Ordnung des zugehSrigen Systems bildei. 

Zwecks Definition geeigneter Moduln zweiter Stufe werden wir 
ausschliesslich Beriihrungcurven ungerader Ordnung betrachten. Wir 
denkea uns zu dem Zwecke eines ihrer 28 oder 36 Systeme adjungirt 
and die Gleichung der~Curve vier~er Ordnung dementsprechend in die 
eine oder andere charakteristische Form gesetzt. Die Moduln zweiter 
Stufe, wela~ wit ~eiterhin gebrauchen, sind nichts Anderes als die in 
diesen Gleichungsformen vorkommenden Constanten. Dabei ist es viel- 
fach nfitz!ich, alas geometrische Bild za wechsetn. Den dreifach un- 
endlizh vielen Curven en~prechend, welehe in dem einzelnen Systeme 
yon Berfihrungscurven drifter Ordnung enthalten sind, giebt es unter 
den zugehSrigen Wurzelformen zwei~er Stufe vier linear unabh~ingige. 
Als solche w"ahle ich 

und seize nun 

(90) 
Wir beziehen dadurch unsere C4 auf eine . ~ ~ v e  se~s~r Ord~u~/. 
Je nach der Ar~ des benu~z~en Systems unterscheiden wir Raum~urven 
sech~er Ordnung tier ersten oder der zweiten Ar~. An dieser Curve 
seehsa~er ~ Ordnung werden sich dann die zuers~ in der Ebene zu 
beh~achtenden Consiruc$ionen in riiumliche Constructionen umsef~en. 
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Algebraisch entspriehg dem, dass ~wir yon ~rn~ren Invarian~n zu 
quaterni~.ren schreiten. 

Ich werde jetzi in dem hiermi~ bezeichneten Sinne die zweierlei 
Arten yon Bertihrungscurven drifter Ordnung einzeln in Betraeht ziehen. 

w 17. 

Yon den Beriihrungse~urven dr itter 0rdnung erster Art. 

Sei 29 ~ - 0  eine Doppeltaugente unserer (74. Indem wir dutch 
ihre Beriihrungspunkte einen Kegelschnit~ • ~ 0 legen, kSnnen wit 
die Gleichung der C 4 in folgende Gestalt setzen: 
(91) 29r - -  Q~ -~- 0; 
(b ~- 0 ist dabei, wie man sofort erkennt, eine Berahrangscurve drit2er 
Ordnung des zu 29 gehSrigen Systems. Wir erhalten die s~mmtlichen 
Beriihrungseurven des Systems, indem wir schreiben: 

wo u~ ~- ulxl q- %x2 ~ usx3 and die u beliebig. Zum Beweise geniigt 
es, (91) in die Gestalt zu setzen: 

$ 
D ( r  q- q- u 29) - -  q- u ,D) o. 

VermSge (91) ist also das gauze zu D gehSrige System yon Bertihrungs- 
curven drifter Ordnung rational. Daher ist (91) eine der beiden 
charakterisgischen Gleiehungsformen der C4, die for~an festzuhalten 
sind: .Die Coefficienten yon 1), 2,  r sind die Moduln ~weiter Stufe, 
wdche, die~r Gleichungsform en t s tYre~ ,  als adjungirt gdten soll~. 

Die Zahl der so eingefiihrten Moduln ist 19, en~gegen der Zahl 15 
der Coefficienten yon f. Die erste Frag% fiber die wit uns bei Be- 
nu~ztmg der neuen Moduln klar zu werden haben~ is~ daher die, 
welche Functionen dersetben iiberhaupt ats Fuuetionen der Coeffieienten 
yon f anzusehen sin& Es sind dies offenbar diejemg~n~ welehe bei 
atlen~ continuirlichen Aenderungen der /)~ ~ q)~ die f unge'~ader~ 
l~ssen, selber ungeiindert bleiben. Nun sind diese Ab~inderangen in 
Uebereinstimmung mi~ (92), (93) dureh folgende Formeln gegeben: 

(94) ---- a + . . D ,  

wo ;,, ul, %, % be]iebig. Wir mSgen hier insbesonde~ ~ unendlieh 
wenig verschieden yon 1 and ul, %,  % unendlieh wenig versehiede~ 
yon Null nehme~ lndem wir ausdrtieken, da~s she  F~netion der 
Coefficientea von D~ ~ q~ bei den soleJaergesi~l~ ge~onnenen ~ ~ I i e . ~  

4* 
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kleinen Transformationen unge~n(tert bleibt, erhalten wir ein System 
yon vier linearen partiellen Differentialgleichungen, dutch welches die 
yon uns gesuchf~n Func~onen charakterisir~ sin& Unter diesen Func- 
tionen werden uns insbesondere solche interessiren, welche gegeniiber 
linearen Transformationen der x 1 x 2 x 3 Invarianteneigenschaft besi~zen. 
Ich bezeichne diese!ben als die, der Gleichungsform (91) entsprechenden, 
irrationalen lnvarianten, baz. Covarianten vo~ f. 

Von (92) ausgehend haben wit jetzt folgende vier linear unab- 
h~ngige Wurzelformen unseres Systems 

Indem wit dieselben der Formel (90) entsprechend mit ~1 z2 za ~ pro- 
porCional se~zen, erhalten wit im Raume der ~ eine Curve sechster 
Ordnung, ftir welche die Gleichungen bestehen: 

(96) D(~iz~za). q)(ziz2~a) - -  ~ (~2za )  2 -~- 0, 

(97) (l)(ziz, zz) -- 2~(zlz~z3) . z, + D(z~2z3) . z42 ~-- O. 

Hier stellt (97) eine Fl~che drifter Ordnung vor, welche nur insofern 
particularisir~ is~, als sie dutch die vierte Ecke des Coordinatente~raeders 
der z hindurchl~uf~; (96) ist der Umhtiltungskegel vier~er Ordnung, 
welcher sich yon besagter Ecke an die Fl~che legen liiss~. Indem wir 
das hierin liegende Resultat yon dem speciellen bei uns benutzten 
Coordinatensystem ablSsen, haben wir: Unsere l~aumcurve sechster 
Ordnung kann definirt werden als die ~eriihrungscurve, welche eine 
bdiebige ~'~ mit dem an sie yon einem bdiebigen ihrer Punkte aus- 
l a u f e n ~  Umhiillu~zgskegd vier~r Ordnung gemein hat.*) 

Wir fragen, wie bei der so gewonnenen Raumfigur die 28 Doppel- 
r der C~ zur Geltung kommen. Eben diese Frage hat 
Herr G e i se r  in Bd. I der Mathematischen Annalen un~rsucht (Ueber 
die Doppeltangenten einer ebenen Curve vier~en Grades~ 1868). Es 
handelt sich um die 28 Doppeltangentialebenen des Kegels vierter 
Ordnung (96). Eine derselben is~ yon vornhereia bekannt~ das is~ 
D(z~z~za)---~ O~ die Tangentialebene der ~ltiche drifter Ordnung.in der 
t~egelsl~itze. Die anderen werden nach Geiser dutch die 27 Geraden 
der Flache drifter Ordnung gegeben: sie fallen mit denjenigen ~bene~ 
~usammen, welche die Kegels~it~e be.ziehungsweise mit den 27 Ger ade~ 
der F a verbinden. Von hieraus ergeben sich Vexgleie~spunkte zwischen 
tier Theorie der 28 Doppeltangenten und derjenigea d~  27 Geraden, 
auf die wit  zum Theil noch weiter unten zarfickkommcn. 

*) Diese Bez~h~,angscurve Iiegt ~atiirlich anf einer Fliiche zwei.t~n Grades; 
aus (9~). ~97) fmde~ ~ich ~ dieselbe ~(zt~z~) - -  2 ) ( ~ z ~ .  ~4 ~ O. 
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Wir ffihren jetzt die z in die Formeln (94) ein und erhalten: 

z ~ ' - ~ z ~ ,  z2"~--~z~, z3'~-Z~3, 

Combinirt man diese Formeln mit einer beliebigen linearen Transfor- 
mation der z~ z~zs, so hat man die allgemeinste quaterngre lineare 
Transformation der z~z~z3z ~. Wir schliessen daraus, dass wir die 
erw~hnten irrationalen Invarianten, bez. Covarianten der C~ schlecht- 
weg definiren kSnnen als ]nvarianten, bez. Covarianten des yon der 
~'l~che drifter Ordnung und dem auf ihr gegebenen 1)rojections2unkte 
gebildeten quatern~ren Systems. - -  

Dies sind, was die Bertihrungscurven drifter Ordnung erster hr~ 
angeht~ die Elemente, mit denen wit spgCer zu arbeiien haben werden. 

w 18. 

Von den Boriihrungsourven dritter 0rdnung zweiter Art. 

Unsere Kenntniss der Beriihrungscurven drifter Ordnung zweiter 
Ar~ geh~ bekannflich auf Hesse zuriick (Ueber Determinanten und 
ihre Anwendung in der Geome~rie, insbesondere auf Curven 4 t~ Ord- 
hung, Journal fiir Mathematik Bd. 49, 1855; Ueber Doppeltangenten 
der ebenen Curven 4 ter Ordnung, ebenda). Ich reproducire sein Haupt- 
resultat zun[ichst folgendermassen (indem ich duxchaus in der Ebene 
operire): 

Seien 

vier linearunabh~a~gige Wurzelformen eines Systems zweiter Art. Es 
ergiebt sich dann der Satz, dass auch die Quadrate und Producte 
dieser For men, die wir, vermSge f~-O~ rationaten Formen dritten 
Grades gleich setzen kSnnen: 

linear unabh[ingig sind. Daher is~ es mSglich, die drei Polaren 

~f ~f ~f 

aus den ~ linear zusammenzusetzen, was durch folgende Formeln ge- 
schehen mag: 

~f ~ 2;/~,-IW~, ~f ~ 2;yi~ ~'~. ~f ~ ~ i , ~ ' a , ,  ~ ~ 

Mi~ den s o l ~ ~ a ~  gewonnenen Constanten e~}, $~,  ~'i~ bilde man 
jetz~ die Lined~orme~ 

(99) ~1, -~-a i ,  z, x l  + ~,~x~ -.{- :~,~x s. 
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Dann Yisst sich die Gleichung der C~ in Gestalt/olgender symmetriseher 
39eterminante schreiben: 

I 
(ioo) ." - -" f=  o; 

~'41 " " ~'44 [ 
die ~ abet werden den dreiyliedrigen Unterdeterminanten dieser Deter- 
minante proportional, so dass das zugeh6rige System yon J~eriihrungs- 
curven drifter Ordnung, unter c~ c~ c s c~ willkiirliche Constante verstan- 
den~ durch die rationale Gleichung gegeben ist: 

(101) 

~/1~41 ~g44 
c~ ce c~ c~ 

C! 

e~ ~ -  0 . * )  

c~ 
0 

Hier sind nun die 30 dutch (98) eingefiihrten Gr6ssen ai~, f l~,  7~ 
die yon uns in ~etracht zu ~iehengen Moduln der ~weiten Stufe. Wi t  
fragen uns wieder vor allen Dingen, welchen Bedingungen eine Func- 
tion tier neuen Moduln gentigen muss, um eine Function der Coef- 
ficienten yon f zu sein. Diese Bedingungen ergeben sich fast unmittelbar 
aus (100) and lassen sich in folgender Weise formuliren: Man denke 
sich die ursprfinglich gew~hlten vier Wurzelformen t / ~ , . . ,  //~-4~ 
irgendwie dutch vier ihrer linearen Verbindungen, deren Determinante 
gleich Eins sein sol], erse~t. Dash erleiden ebenfatls die zehn GrSssen 
~i~ und also, nach (98), die ai~, flit, ~ (jede dieser drei Gr'dssenreihen 
fiir sich genommen) eine bestimmte lineare Substitution. 2fur diejenigen 

*) Ich schliesse hier, weft sich in gegenwSx~iger Abhandlung keine andere 
passende Stelle finder, eine Formel f~ir die auf die Curve vierter Ordnung be- 

an, - -  eine Formel, welches das Sei~ens~ck zu der unter (84) gegebenen ffir 
ungerade Thetafuncfionen geltendeu ist, sofern man letztere auf den Fall der 
ebenen Curve vier~er Ordntmg einsehrS.nken will. Die neue Forme| lautet: 

~iex hc~atet/h/~./'~ irgend we!then H~Ifspnnkt de r Ebene und~ die Summation 
hn Exponenten ist ~ber die~enigen Punk~ x', ~', x', bez. y', y", y"" ~ Curve 
zu erstrecken, welche, yon x und y verschieden, der Verbindungs!inie des ~ mit x~ 
bcz. 7/augeh~ren. 
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Functionen der a~, fli~, ~ sind Functionen der Coeffwienten yon f~ 
wdche bei den stimmtlich~ solcherweise entstehenden ~ineare~ Bubstitu. 
tionen ungeiindert bleiben. Hiernach kann man ein System yon ~ 15 
linearen pariiellen Differentialgleiehungen aufs~ellen, durch welches 
sich unsere Func~ionen charakterisiren lassen. - -  Wieder mSgen wir 
unter den so definirten Func~ionen solche heraussuchen, welche gegen- 
tiber linearen Transformationen der xj, x~, x a Invarianteneigenschaf~ 
besitzen. Wit werden dieselben als die zur Gleichungsform (100) ge- 
hb'renden irrationalen Invarianten, bez Covarianten yon f bezeichnen. 

Alle diese Beziehungen werden nun um Vieles durchsichtiger~ 
wenn wit der Formel (90) en~sprechend, wie dies im vorliegenden 
Falle H e s s e selbs~ bereits flm~ raumgeometrische Vorstellungen ein- 
fiihren. Stat~ (90) kSnnen wit hier schreiben: 

~ j 2  : Z l Z 2  . . o . : ~42  ~ 1~/tl . ~ 1 2  : . . . .  : 1~f44~ 

Die Gleichungen (98) also ergeben die drei Fl~ichen zweiten Grades: 

das Fliichennetz, welches sich aus denselben zusammensetzen l~sst~ 
entsprich~ dem Netz der aus den Ausdrticken (98) zusammenzuse~zen- 
den Polaren der Curve vierter Ordnung. Daher entspricht der Curve 
vierter Ordnung im Baume die Kegelspitaencurve sechster Ordnung des 
durch (102) gegebenen Fliichennetzes. Besonders einfach wird, was wir 
fiber die zu (100) gehSrigen irrationalen Invarianten und Covarianten 
der C a gesagt haben. Man betrachte die gemischt tern~r-quaterniire 
Form: 

0.03) x , Z ' a , ,  ziz~ + x , ~ f l , ~  z , , ,  + x 3 Z ~ , z , , , .  

:Es wird sich bei unseren Invarianten und Covarianten um solche vo~ 
(103) abhiingige Ausdriicke handeln~ welche bei beliebigen'linearen Sub- 
stitutionen der x wie der z Invarianteneigenscha# besitzen, d. h. um 
Combinamten des t~liichennetzes im allgemeinsten Sinne. Besehr~ken 
wit uns dabei auf gewShnliehe Invarianten oder Covarian~en yon f, 
so miissen wir natiirlich hinzufiigen, dass in den betreffenden Aus- 
driicken keine z mehr vorkommen sollen. 

.Es eriibrigr dass wir zur Sprache bringen, wie sich die 28 Doppel- 
tangenten unserer (74 an der C s dars~ellen. Zu dem Zweeke miissen 
wit,  mit H e s s e :  die ach~ Punkte,  in denen sieh die F1Kehen (102) 
schneiden, einzeln einffihren. /)/e 28 Ve'rbindungslinien dieser 8 t~unlzte 
sind in gewissem Sinne ~ dos ~Bild der 28 1)ot~.~tanger~ten. Jede dieser 
Verbindungslinien erweis~ sich n~mlich a|s eiue Sekan~ der G~, welehe 
die (76 in solehen zwei P u n k a h  h-lift, die ~erm~ge (90) den Berfihrungs- 
punkten der ebenen C~. mi~ einer ihrer Doppeliangenten en~sprechem 
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w 19. 

Von der Discriminante der (?~ und ihrer Darstellung in den 
Rationalit~tsbereichen erster und zweiter Stufe. 

Eine ganz besondere Rolle spielt im Folgenden die J ) i z c r i m i n a n t e  
der C,4, d. h. diejeni~e Function ihrer Coefficienten, deren Verschwin- 
den das Auftreten emes Doppelpunktes der Curve vierter Ordnung 
anzeigt. Wir mtissen uns hier mit den Darstellungen besch~iftigen, 
welche dieselbe in den yon uns unterschiedenen Rationaliti~tsbereichen 
erster und zweiter Stufe finder. 

Im Bereiche erster Stufe ist die Discriminante definir~ als die- 
jenige rationale, ganze, homogene Function 27 t~ Grades der Coef- 
ficientmn yon f, die sich als Resultante der drei Gleichungen 

0f ~ -0 ,  ~f ~ -0 ,  ~f ~ - 0  
~xi ~x~ ~x3 

bet Elimination der x 1 xe x a ergiebt. Dieselbe ist eine Invariante veto 
Gewichte 36. Ich fiihre dabei gem an, dass es Herrn G o r d a n ,  einer 
brieflichen Mittheilung zufolge, neuerdings gelungen ist, die hier 
geforderf~ Elimination wirklich durchzufiihren, Set f voriibergehend 
symbolisch ~ a~ ~ b~ ~ c~. So geht Hr. Gordan yon der Bemerkung 
aus, dass die folgende, yon uns schon oben (in der Anmerkung zu 
Formel (52)) benu~zh~ Covariante: 

v~ a y b v ~  , 
z+2+#=2 

unter x die Coordinaten eines Doppelpunktes der C 4 verstanden, fiir 
s~immtliche Wer~he d e r y  verschwindeL Dies giebt, indem wir die 
Coefficienten y 2 , . y l  Ye, �9 �9 �9 einzeln gleich Null setzen, sechs Gleichungen 
viertea Grades fiir die x~, x~ ,  x3 ,  d. h. sechs lineare Gleichungen ffir 
die 15 Glieder 4 t~ Dimension x l  4, x t~x2 ,  . . . .  Weitere 9 Gleichungen 
derselben Ar~ erh~lt: man abet, wenn man eine jede der drei bereits 
bekannten Gleichungen 

Of ~--0, ~f 0~ ~1 ~ - 0  

dar Reihe nach mit x l ,  x~ ,  x s multiplici~. &us den so gewonaenen 
15 Gleichungen kSnnen wir jetzt die xt4 , x tax2 ,  . . .  als linear vor- 
kommende GrSssen in elemengarex Weise eliminiren. Das Resul/~t ist 
eine f/infzehnreihige De~erminante, deren erste 6 Zeilen je drit/~n 
Grades in den Ooefficienten yon f sind, w~hrend die neun folgenden 
in den Ooefficienten linear sind. Die Determ:mante L~ also ira Ganzen 
~ ~Grades in den Coefficientcn yon f :  sie is~ mit der gesuehten 
D~riminante oh~e weiteres identisch~ oder weic ht doch nur, wenn 
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wir letztere ihrem absoluten Werthe nach bereits auf andere Weise 
definh't haben, yon ihr tun einen Zahlenfactor ab, der uns bier gleich~ 
g~l~ig is~. 

Wir wenden uns je~zt zu den beiden Rationalit~tsbereichen der 
w167 17 und 18. 

Um mit dem ersten derselben zu beginnen, woUen wit unsere 
Untersuchung in der Weise geometrisch einleiten, dass wit fragen, 
wie man das yon der Fl~che drifter 0rdnung und dem auf ihr liegen- 
den Projectionspuak~e gebildebe System particu]arisiren muss, damit 
der yon dem Projectionspunkte an die Fl~iehe gehende Umhiillungskegel 
vierter Ordnung eine Doppelkante erh~lt. Die Geiser'schen Betrachtungen, 
auf welche wit bereits verwiesen, ergeben in dieser Hinsicht zwei und 
nur zwei MSglichkeiten: /~twedo" muss die Fltiche drifter Ordnu~g 
yon der wi t  ausge~n, sdbst einen D o l ~ d ~ k t  bekommen, oder es muss 
der t)rojectionspunkt, de~ wi t  benutzen, auf eine der 27 Geraden der 
Fliiche riicken. Im ersteren Falle versehwindet ein Ausdruck Z~ den 
wir als ,Discriminanto der .~a ~ be~ennen kSnnem Im anderen Falle 

a 

wird Null erhalten, wenn wit in diejenige Covarianie neunter Oral- 
hung der ~'s, deren Verschwinden auf der JP3 die 27 Geraden festlegt, 
die Coordina~en des Projectionspunktes eintragem Ich will den so 
bestimmten Ausdruck mit T bezeichnen. Wit haben also ffir die 
Discriminante der Curve vierter Ordnung nothwendig eine Darstellung 
folgender Form: 

(104) Distr. ~- 2/~ Tt~, 

unter a, fl noch zu bestimmende MultiplicifRten verstanden*). 
Um e~, fl festzulegen, mfissen wit jetzt genauer darauf eingehen, 

wie sich die Ausdriicke 2~ und T aus den Coefficienten yon/ )~  ~ q) 
aufbauen. Ich will dabei jeden einzelnen Ausdruck aIs eine Summe yon 
Gliedern anschreiben~ deren einzelnes in den Coefficienten yon /) ,  Q, (b 
bez. homogen ist: 

--~ S (D , ~ ,  tp), 

wo l, m, ~ resp. den Grad des einzelnen Gliedes in den Coefficienten 
yon / )~  ~ (b angeben sollen. Wir haben in dieser Hinsieht**): 

I) 2 / i s t  in den Coefficienten unserer ~ (97), deren Gleichung 
wit  noch einmat hersetzen: 

~ 2 ~ z ~  + D~4 2 ~ -  O, 

*) Ich werde, um alle Missverst~ndnisse auszuschliessen, die D i s U S e  
tier C4 in den Formeln immer ausii'ibdieh mit ~Discr. ~, obezeiclmen~ 

~*} Vergl. die ~Angabeff in Salmon's Analytic G e o m ~  of three ~i~n- 
sions, p. 503 tt~ [ioh citire audh weiterhi~ atff die vierte &uz~3ge des Orig~li~ 
(veto Jahre 1882), die ich gerade zur l~tand babel. 
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yon der 32 te~ Ordnung. Daher ha~ man ffir jedes einzelne Glied der 
~'  entsprechenden Summe S: 

1-{- m -{- n ---~ 32. 

Ferner hat 2~ das Gewicht 32.3 ~_ 24. Set~t man jetzt in die Glei- 
4 

chang der E s fiir z 4 2z4, wKhrend z a ~2 zz unge~ndert bleiben, so 
kommt dies darauf ffir (t), Q, / )  beziehungsweise (t), 2 ~  22/) zu 
schreiben. Itierbei solI Z seinem Gewicht entsprechend den Factor 
224 erhalten. Dies giebt ftir jedes Glied unseres S: 

21.-~- m ~ 24. 
Wit erhalten also fiir Z' folgende Darstellung: 

l 24--2l 8 -~  
(105) Z~--  S ( D ,  Q, r  

2) T ist der leih~nde Coefficient einer Covariante unserer-~'a, d.h.  
der Coefficient der hSchsten in dieser Covariante auftretenden Potenz 
yon z 4. Diese Covariante hat in den Variabeln den Grad 9, in den 
Coefficienten den G~ad 11. Hiernach erh~ilt man far die in der Ent- 
wickelung yon T auftre~enden Glieder: 

33 - -  9 
1 - ~ - m - ~ n - ~ -  l l ,  2 1 - ~ - m ~ -  4 {-9----15. 

Daher ist: 
t ~ - -2z  - ~ - ~  

(106) T - ~  S ( D ,  •, O ). 

3) Die Discriminante yon f - ~ - / ) O - - Q 2  er~ebt als Function 
27 ten Grades der Coefficienten yon f eine Darstellung der folgenden 
Form: 

54--2Z 
(107) Discr. ~ S (D ,  !2, r  

Der Vergleich der Formeln (105)--(107) mit (104)ergiebt jetz~ 
mit Nothwendigkeit fiir die in (104) noch unbestimmten Constanten 
a~---1, fl~---2. Wirhaben  also: 

I m  t~ationalit~tsbereiche zweiter Stufe der ersten Art  setzt sich die 
Discriminante der C a aus den in (105), (106) n~iher definirten Bestand~ 
theilen 22, T verm6ge der ~'ormel zusammen: 
(108) Discr. --- Z'T 2. 

Hierbei sind, wie man beachten mag, 2~ und T allein genommen 
keineswegs Functionen der Coefficienten yon f. Sie bleiben aUerdings, 
vermSge ihrer quafern~ren Invarianteneigenschaft, bei denjenigen Opera- 
~ionen (94) unge~ndert, welche 2 ~--1 entsprechen; setz~ man aber, 
um zu den allgemeinen Operationen (94) aufzusteigen, hin~rher 

JY == 21), Q' ~ ~2~ ~'  ~ ~---~ so wird 2~ den Factor 2 -~,  T den Faetor 

2+ ~ e r h ~ e n ;  erst das Product 27. T 2 ist eine Furwtion der Coefficien- 
t e n  y o n  f .  - -  
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Wir betrachten ferner die Raumcurven sechster Ordnuag zweiter 
Art~ Dabei kSnnen wir uns etwas ktirzer fassen, weil das Resul~a~, 
um welches es sieh handelt, sehon anderweitig bekannt ist.*) Soll 
unsere Curve vierter Ordnung einen Doppelpunk~ erhal~en, so zeigf, 
sich, dass die 8 Grundpunkte des die Raumcurve sechster Ordnung 
definirenden Netzes yon Fl~chen zweiter Ordnung eine yon zwei be- 
sonderen Lagen annehmen miissen: es miisse'a e~tweder ~oei de," acid, 
~Punkte zusammenfallen (worauf die C s selbst einen Doppelpunkt erh~lt), 
oder es miissen sich die t)unkte zu vier und vier auf  zwei Ebenen vet- 
theilen (es muss im Fliichennetz ein Ebenenpaarvorhanden sein, worauf 
die C s in die Durchschnittskante der beiden Ebenen und eine C5 zer- 
fgllt). Beide Vorkommnisse werden dutch alas Verschwinden yon In- 
varianten der terniix-quaterniiren Form (103) (yon Combinan~en des 
Flii~chenne~zes) ausgedrtickt. Im ersteren Fal!e ist die be~effende 
Combinante nichts anderes als die sogenannte Tactinvariante des Netzes; 
sie ist als solche in den ai~, ~ ,  ~'i~ je yore 16 t~ Grade; wir wollen 
sie bier mi~ S bezeichnen. Im zweiten Falle haben wit eine Combi- 
nante 10 t~ Grades in den ai~, wie in den ~6~ und den Yi~; sie sod 
T genann~; werden. Nun ist die Discrimiaante unserer Cat mi~ ]?dick- 
sieht auf die unter (100) gegebene Gleichungsfom dersetben, in den 
a ~  fl~, 7~ zusammengenommen yore 108 tea Grade, also in den a~,  
wie in den fl~ oder in den ~ einzeln genommen yore Grade 36. Wit 
sprechen sofor~ das Resullat aus: 

Ira ~ationalitgtsbereiche zweiter Stufe der zweiten Art  hat ma~ 
eine ganz iihnliche Zerlegung der Discriminante der C~, wie oben unter 
(108); es/st: 
(109) Discr. ~ S T  ~. 

Nur sind jetzt hier die beiden Factoren S und T einzeln genom- 
men bereits als Functionen der Coefficienten yon f anzusehen. Denn 
hierzu ist es n a c h w  18 nicht nut erforderlich sondern auch hin- 
reichend ~ dass man es mit Combinanten des Fliichennetzes zu thun hat. 
Als Function der Coefficien~n yon f hat S den Grad 12, T den Grad 7~/~. 

w 20. 

-Ueber das Verhalten der Beriihrungscurven ~ 0rd~ung beim 
A uftr ten DopI dpunk s.*) 

Wir besf~figen die Forme]n (108), (109) und gewinnen zugteicIa 
die Grandlage i~dr sp~tere Folgerungen, indem wit zusehen, wie sich 

*) Vergl. Sa lmon 1. c..p. 208~., insbesondere p.213. 
**) Vergl. bei diesem nnd den beiden folgenden Paragraphan die demu~chs~ 

in diesen Annalen erscheinenden ,Uater~uchungen aus dem Gebiete der hyl~r- 
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die einzelnen Systeme yon Bertihrungscurven drifter Ordnung der C 4 
verhal~en, wenn die C 4 einen Doppelpunk~ bekomm~. Zu dem Zwecke 
werden wit zun~aehst untersuehen, welehen Einfluss die Enkstehung des 
Doppelpunktes auf die The~amoduln ~ hat, wobei uns aber ges~t~et 
sein wird, zwecks Definition der r ~  auf der zur (74 gehSrigen Rie- 
mann'schen Fl~ehe ein mSglichst einfach gew~ltes Sehnittsystem zu 
Grunde zu legen. In der That gewinnen wit auf dem hiermit an- 
gedeute~n Wege in einfachster Weise night nur die in Betracht kom- 
menden S~tze fiber das Verhal~en der Bertihrungscurven sondern 
zugleich die Grundlage ftir unsere spi~teren die Thetafunctionen be- 
i~effenden Entwiekelungen. 

Um jetzt zun~chst das in Rede stehende Schni~tsystem zu definiren, 
denken wit uns die Riemann'sche Fl~che aus der Curve vierter Ordnung 
dutch Projection yon irgend einem der Curve selbst nicht angehSrigen 
Punkte der Ebene aus abgeleitet~ so dass wit eine vierbl~ittrige FI~iche 
mit 12 Verzweigungspunl~en vor uns haben. Da sieht man denn 
ohne Weiteres, wie das Entstehen eines Doppelpunktes der C 4 auf die 
Riemann'sche Fl~he wirkt. Der Erfolg ist der, dass zwei auf der 
Riemann'schen Fl~che durch einen Verzweigungssehnitt verbundene 
Verzweigungspunkte zusammenrficken und sich dadurch compensiren. 
Ich will die Stelle, an der sich die beiden Verzweigungspunkte ver- 
einigen~ insofern sie dem einen der beiden urspriinglich verbundenen 
Bi t t e r  angehSrt, mit ~, insofern sie dem anderen der beiden Bl~it~er 
angehSrt, mit ~/bezeichnen. Dutch das Zusammenriicken der beiden 
Verzweigungspunkte ist das 1o unserer Fliiche auf Zwei herabgesunken. 
Wit  werden jetzt die so erhaltene Fl~che kanonisch zerschneiden, 
indem wit auf ihr nach den bekannten Regeln zwei Paare yon Quer- 
schnitten: A1, B 1 und A2, B 2 herstellen, yon denen indess keiner durch 

oder ~/ hindurchlaufen soll. Ist dies geschehen, so fiihren wir noch 
zwei Schnitte As, ~s,  die folgendermassen definirt sein sollen. A s ffihrt 
yore Punkte ~, ohne den At, B1, A2, JB 2 irgendwie zu begegnen, zum 
Pun~e ~, ~3 umgiebt den Punkr ~ (oder auch ~, wenn wit es vor- 
ziehen sollten) in kleinem Kreise. Wir betrachten j e s t ,  was offenbar 
ges~i~t  ist, dieses Schnitt~etz A ~ / ~ ,  A2,/~2, As,/~s a/s Gre~/age 
einer eben hierdurch definirten kanonischen Zerschneidung der urspriing- 
lichen ~ ' ~ e  10 ~-3.  Hinsichtlieh der so gefundenen Zerschneidung 
ftihren wir dann auf der Fliiche10 ~ 3 _Normalintegrate ers~er Gattung 
ein, die uns hestimm~e Thetamoduln v ~  liefern. Dana gehen wit wieder 
zur Fl~che p ~--2 zuriick und sehen, was dabei aus den Integralen 
erster Ga~tung und den va~ wird. 

el!iptischen Modulfunctionen" van Hrn. Burkhardt;. Es shad dor~ Ueberlegungen 
~mliche~ Ar~, wie die ira Texte ffir p ~- 3 gegebe~en, fox den Fall i ~ ~- 2 m~t 
g ~ c a ~  ~orgf~lt durch~ffihrt~ 
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ich setze das allgemeine Schema der Formel (4) noch einmal her: 

V 1 

V2 

V 3 

Aj A 2 A a 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 I 

TII 'g12 ~13 

Hier iindert sich nun,  was die Integrale v angeht, beim Grenzfiber- 
gang zur Fl~che p ~--2 nur das, dass v 3 in ~ und ~/ logarithmische 
Unstetigkeitsstellen erhiilt und also in ein Integral drifter Gattung 
tibergegangen ist. In der That liefer~ die Ueberschreitung yon A3, 
d. h. die Umkreisung yon ~, fiir v~ dem Schema entsprechend den 

1 Betrag 1; wit haben also ~ als das zum Pankte ~ gehSHge logarith- 

mische Residuum yon v a" anzusehen. Abet unser Schema schreib~ 
gIeichzeitig als Perioden yon v a an A1, A, 0, 0 vor. Nehmen wit 
Beides zusammen, so werden wir~ in der Grenze, 

v s = ~  

setzen diirfen, unter (IT) ein zur Fliiche p-~-2  geh5riges im gewShn- 
lichen Sinne transcendent normirtes Integral drifter Gattung verstan- 
den*). Dabei gehen nun, in Uebereinstimmung mit Formel (6), 
vls ~- %1 und %3 ~ v3-, beziehungsweise in die wohlbestimmten GrSssen 

v 1 ~  und v2~ fiber. Anders aber das %.~. Es ergiebt sich, dass 
v3s-~-ioa wird. Wir wollen in der Folge schreiben: 

(110) q33 - -  e~'~- 

Wir  haben dann: 
~/rtdilt die Curve vierter Ordnu~g einen Dol~ellmnkt, so wird fiir 

das yon uns gew~ildte Schnittsystem q3a zu Null. 
Wir fragen jetzt nach dem zugehSrigen Verhalten der Berfihrungs- 

curven, gerader and ungerader Ordnung, die wit hier beide brauchen**). 
Wir wollen dabei, um mSglichst einfache S~tze zu erhalten, dem ge- 
wShntichen Sprachgebrauche entgegen nur solche Curven zur Curve 
vier~er Ordnung adjungixt nennen, welche eine ungerade Anzahl yon 

*) !ch tmbe dies z,,m ersten Mate vorget~gen, als ich im Sommer 1874 
fiber Abel'sche Func~onen las. 

*~) Vergh insbesondere Brill ,,Ueber die~ Anwendung dcr hypereUiptischen 
Functionen in der Geoznetrie", Journal ffir Mathematik Bd. 65 (t864), sodann die 
ErL~uterungen, welohe Herr L i n d e m a n n / n ~ C t e b s c h ' s  Vorlesungeu fiber Geo- 
metric auf pug. 879, 880 des B& I giebt. Die im Texte gegebenen Theoreme 
scheinen in ihrer vollst~d/gen Form neu zu sei~. 



Malen dureh den Doppelpunkt der le~zteren hindurehlaufen; alle anderen 
Curven heissen nicht-adjungirt. 

Um mit den Beriihrungskegelschnitten zu beginnen, so is~ dere- 
Theorie besonders zug's well wir das einzelne System derselben durch 

g { 

I festlegen kSnnen (w 12). Seien ala,aaaa e i l l e  ~'Tz~,entarcharalc22ristik 
h 

I 

die vier Sclmittpunkte der C+ ,nit einer geraden Linie, ba b~baba die 
Berfihrungspunkte eines dem System angehSrigen Kegelschnittes, 
ca, e%.. .  e% die Perioden eines beliebigen Integrals erster Gatlung, 

I g dutch folgende Gleichung gegeben: so ist die bet,. Charakteristik h 

bL ~ b~ b4 
/ +  f . j _ j f  ~_ f ~___ ]~,e~, Jr" hzeo ~ -~ hsea . -~- g, "~- g~ea~ -[- g, ea, 
al ~ a~ a. 

Dabei kommen yon den mSglichen Werthsystemen [gt allein die 6 3 h  

000 I in Betracht, welche yon verschieden sind. -- Wit schliessen 
0 0 0  

jetz~, mit Riicksicht a, uf den angegebenen Werth yon ~3a: 
Von den 63 Sy~emen yon Beriihrungskegelschnitten, die bei der 

allgemeinen C a zu unterscheiden sind, erweisen sich, sobald die C a einen 
Do~pel~un~ erh~lt, diejenigen 32, deren ga ~- 1 ist, als adjungirt, die 
anderen 31 (mit ga-~" O) als nicht adjungirt. 

Die n~here Un~rsuchung zeigt ferner, dass yon den Kegelschnilt- 
systemen der ersten Art immer diejenigen zwei identisch werdeu~ deren 
Charakeristiken sich nur durch dash a unterscheiden; es giebt also bei 
der C 4 mit 2)qppelpunkt nut 16 getrennte Systeme adjungirter ~Be- 
riihrungskegelschnitte. 

Die Kegelsehnit~syst~me der anderen Art bleiben getrennt. Aber 
unter ihnen ist eines, welches unsere ganz besondere Aufmerksamkeit 
uuf sich zieht. Es ist dies das System mit der Charakteristik 

0 0 0 ]  
" 0 0 1 "  

W~hrend nSmlich die 30 ~br/gen nicht adjungirte~ KegeL~chnit~ysteme 
a~emein zu ~eden aus eigentlichen Xegelsclmitte~ bestehe~ (unter denen 
sich nut einzelne Linienpaare finden), so ist dieses Sgstem in das Biisehel 
der da~eY~lenden &~rch den 1)oppdl~unkt laufenden Geraden aus- 
geart~. Insbesoadere vertxeten bei ibm die sechs yore D0ppelpunkt 
a~a die Curve auslaufende~a Tangent~u, jede dieser sechs Tangenten 
do~peltge~h]~ die ~echs Dappelfange~tenpaare, welche der atlgemeinea 
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Theorie zufolge unter den Kege~s~hnit-~en jedes Be~hrungssys~ems 
vorhanden sein sollen. 

Wir beschiiffigen uns jetzt des N~heren m ~  den 28 Doppeltan- 
genten. Jede einzelne derselben wird uns im altgemeinen~ Falle durch 

g t festgeleg~, die ungerade is~, d. h. fiir die 
[ 

eine Primcharak~eris~ik h 
t 

g~ h~ -~- g2he -{- g~h 3 - -  1 (mod. 2). Erh~ilt jetzt die C4 einen Doppet- 
punkt, so miissen wir diejenigen 12 Doppettangenten, ffir welche 
93 = 0 ist, yon den auderen 16, fiir die g3 ~--- 1 is~, abtrennen. Wir  
finden: 

Iron den 12 Dop~eltangenten mit g3 ~-- 0 fallen jedesmal diejenigen 
zwei, deren Charakteristiken sich nut durch alas h a unterscheiden, mit 
einander zusammen und gehen dabei, indem sie adjungixt werden~ in 
die 6 soeben genannten yore I)ol~elpunkte auslaufenden Tangenten 
//bet. ~ D/e 16 DoI~ltangenten mit g 3 - - 1  verlaufe~ getrennt und 
nicht adjungirt. 

Man beweis~ diese Siitze, indem man bemerkt, dass die Prim- 
charakteristiken irgend zweier Doppeltangenten zusammenaddirt die 
ElementarcharakCeristik gerade desjeaigen Kegelsch~it~sys~ems exgeben 
miissen, unter dessen Kegelschnitten das yon den beiden Doppeltan- 
genten gebildete Linienpaax als specietler Fall enthalten is~. 

Aaf dieselbe Weise welter schliessend~ sieh~ man~ dass man allgemein 
bei den Berfihrungscurven ungerader Ordnung die F~lle ga ~ - 0  und 
ga = 1 auseinanderzuhalten hat: 

Von den Systemen mit ga-~-0 fallen immer diejenigen zwd,  die 
sich nur dutch das ]~3 unterscheiden, zusammen; die Systeme mit g3~-1 
verlaufen getrennt. 

Die siimmttichen C/arven der Systeme mit g~--~ 0 sind adjungixt, 
diejenigen der Systeme mit gs "~- 1 sind nicht adjungirt*). 

Betrachten wir insbesondere Beriihrungscurven drifter Ordnang, 
so haben wir 32 Systeme mit ga ~ - 0  und ebensoviele mi~ ga ~-1 ,  
Wir unterschieden oben die Systeme mi~ ungerader und gerader 
CharakCeristik als solche der ersten und der zwei~en Art. Von den 
Sys~emen erster Art finden sich unter dea 32 mit ga ~ 0 12~ unter 
den 32 mit g~ ~-- 1 16. Die entsprechenden Zahlen ftir Sys/eme zweiber 
Art sind 20 und 16. Unter den Systemen mit ga ~ - 0  fallen selbs~- 
verst~dlich immer nur solche zwei zusammen, die derselben" Ar~ an- 
gehSren. - -  

*) Da~ ist also genau umgekehrt wie bei den dutch FAementarcham~teristiken 
fes~geleg~en Sy~temen yon Ber~_hrtmgskegelschnit~en (odex yon Ber~_bxungscurv~n 
gerader Ordnung, generell). 
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Neue S~tze iiber das Verhalton der 0urvendiscriminante. 

Die im vorigen Paragraphen erhaltenen S~tze gestatten uns vor 
Mlen Dingen, die Theoreme iiber Discriminantenzerlegung, die wir 
in w 19 erhielten, wesenflich zu vervollst~digen: 

Wit  bemerken zun~chst, dass jedesmal, wenn bei einer C 4 ein 
Doppelpunk~ en~steht, eines der 63 Systeme zugehbriger Kegelschnitte 
ausgezeichnet ist. Nun sind, wie wit wissen, alle 63 Systeme an sich 
gleichberechtigt (8 16). Daher schliessen wit: 

Adjungirt man*) siimmtliche Systeme yon ~eriihrungs~gelschnitten, 
so zerf~llt die 1)iscriminante der C 4 in 63 gldchberechtigte Factoren. 

Wir kSnnten diesem Saize wei~er nachgehen, indem wit bemerken, 
dass s~mmfliche Berfihrungskegelschnitte rational bekannt sind, wenn 
man die 28 Doppeltangenten einzeln kennt,  dass man abet letzteres 
im Anschlusse an bekannte Untersuchungen yon A r o n h o ld  erreichen 
kann,  indem man yon 7 Doppeitangenten als willkfirlich gegeben aus- 
geht, etc. Inzwischen wfirde uns dies zu sehr yon dem speeiellen 
Gegenstande unserer Untersuchung abffihren. u wende ich reich 
zu den Entwickelungen des w 19 zurfick.**) 

Wir sind in w 19 yon den Raumfiguren der w 17, 18 ausgegangen. 
Ich sage jetzt,  dass in jeder dieser beiden l~aumfiguren die 63 
�9 "actoren der 1)iscriminante, yon denen wit gerade sFrechen, mit Leichtig- 
keit zu erkennen si~d. 

Um mit der Curve sechster OMnung erster Art zu beginnen, so 
is~ yon vornherein klar, dass tier Factor T tier Zerlegung (108) 27 
der 63 Factoren in sich begreift: besagt doch T ~ - 0 ,  dass der auf 
der Fl~che dritter Ordnung bewegliche Projectionspunkt auf eine der 
27 Geraden der Fl~che geriickt ist. Aber ebenso lassen die bereits 
cit~rten Geis  e r 'schen Entwickelungen erkennen, dass der andere 
Factor der ZerIegung (108), also ~', 36 yon den 65 MSgtichkeiten 
umfassl. Denn wenn, dem Verschwinden yon 2~ entsprechend, die 

�9 ) Im  Galois'schen Sirme. 
�9 *) Ich muss bier speciell auf die Arbeiten der Herren Schot tky und 

Frobenius fiber die Theorie der Curven vierter Ordnung verweisen (Schot~tky: 
Abriss eider Theorie der Abel'schen Func~ionen yon 3 Variabeln (Leipzig 1880). 
Frobenius  in den Brmden "98, 99, 103, 105 des Journals i~Sr Maf~hematik 
(I885--89)). Es ist nich~ zu zweifeln, class in diesen Arbeiten (wie schon vorher 
in Herrn Weber 's  Schrii% fiber die Theorie der Abel'schen Func~onen vom 
Geschlecht 3 (B@rlin 1876)) zahlreiche. Formeln,auftreten, welche mit den yon 
mir ha Te_.r~e gegebenen Entwickelmagenj insbesondere auch ~ denjenigen, die 
we~te~unt~n Qber die The~nullwerthe miCgeWaeilt werden sollen, auf das InnigaCe 
z u s ~ n h ~ g e n .  Inzwischen scheint es, dass die expliciten Theoreme, zu denen 

. ~ch in einfa~hster Weise komme, 'ala solehe bi~er nioht bekannt gewesen sincl., 
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Fl~iche drifter 0rdnung, mit der wir operiren, selbst einen Doppel- 
punkt bekommt, so wird dabei yon den 36 Schliif t i 'schen Dopp~el- 
sechsen, welche die Fl~che trigS, immer eine ausgezeiehne~, und jede 
dieser Doppelseehsen steht zu einer der Ste iner ' schen ,Gruppen ~ 
yon 12 Doppeltangenten der C4, d. h. zu einem der 63 Sys~eme yon 
Berfihrungskegelschnit~en der C4, in ausschliesslieher Beziehtmg. Zusam- 
menfassend wollen wir sehreiben: 

(111) 63 = (27)x -{- (36)z. 

In demselben Sinne werden wir jetz~ Ftir die Curve seehster Ordnung 
zweiter Ar~ erhalten: 

(112) 63 = (35)5 + 
Es ist n•mlieh klar, dazs die Bedingtmg T ~ 0 (el. h. die Bedingung, 
unter der sieh die aeht Grundpunkte des NeNes yon F1Kehen zweiter 
Ordnung zu vier und vier auf zwei Ebenen vertheilen), sofern man die 
Doppeltangenten der (74 und also die Grundpunl~e des Ne~zes als 
einzeln bekannt an sieht, auf 35 versehiedene Weise- zu befriedigen ist 

( 3 5 = V  .1 8.1.2.5.7.6.u wahrend die Fordertmg S ~ - 0  (dnss zwei yon 

den aeh~ Grundpunkten zusammenfallen) genau en~preehend auf 28 
8.7).  M5glichkeiten f ~ r t  (28 ~-- i .  

Wit verbinden diese Resultate je~z~ mit den am Schluss des vorigen 
Paraga'~phen erhaltenen 8Ktzen. 

Den letzteren zufolge zeffallen die 28 Systeme yon Beriihrungs- 
curven drW~er Ordnung erster Art, die es giebt, sobald ein Doppel- 
punkt a u f~ t t ,  in 12, welehe adjungir~, und in 16, welehe nieh~ 
adjungirt werden. Man halte jetzt ein einzelnes der 28 Sys~eme fes~, 
lasse dafiir abet den Doppelpunkt der Reihe nach entspreehend jeder 
einzelnen der 63 hieff~ unterschiedenen M5glichkeit~n auf~eten. Dann 

wird 12.63 _~_ 27real der F~!! vorliegen, dass das gegebene System 28 
yon Berfihrungscurven adjungirt verl~iuft, 1 6 . 6 3  ~ 36 mal wird es nich~ 28 
adjungir~ sein. Hiermi~ vergleiehe man jetzt (111). Wir schliessen: 

I~n ersteren ~'alle versehwinde~ das ~um System der 136riikrun#s- 
curven gehiirige T, im zweiten Falle 22 

Wit maehen jetzt die-eatspreehende &bz~hhmg fiir die 36 Sys~eme 
yon Beriihrungsearven drifter Ordnmag zweiter Ar~. Von den 63 hin- 
sichflieh der Entstehang des Doppelpunktes zu un~erseheidenden MSg- 

lichkei~en m ~ _ u  ffir das einzelne der 36 Sys~eme 9o.a663 _. 35 z u r  

Folge haben, class alas System adjungir~ wird, 16.63 ~ 28, dass es nieht ~6 
adjumgir~ wird. Der Vergleieh mi~ (112) ergiebt; also: 

Mattaematir~he Annalen, XXXVI. 5 
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Das eine Mal verschwindet das rum Systeme der Beriihrungscurven 
ge~rige T, ~ s  andere Mal das S. 

Wir werden diese beiden Ergebnisse j e s t  so zu einem Sutze zu- 
sammenfassen, (lass wir die speciel!e Zerschneidung der Riemann'schen 
Fl~che heranziehen, die im vorigen Paragraphen benutz~ wards. Wit 
haben dann: 

.ErMilt die Curve vierter Ordnung einen JOo~eZ]pun~, so ver- 
schwindet fiir diejenigen ihr ~ugehSrigen Raumcurven sechster Ordnung, 
deren im Sinne yon w 20 bestimmte Charakteristik gz ~ 0 aufweist, 
T beziehungsweise T;  fiir die anderen l~aumcurven~ deren Charakteri- 
stiken g3-= 1 enthalten, verschwindet Z beziehungsweise S. 

Noch wollen wit genauer angeben, wie stark in jedem FalIe der 
einzelne Discriminantenfactor, beziehungsweise die Discriminante selbst 
verschwi~dek Wit wollen uns dabei auf die bekannten Verhiiltnisse 
des elIiptischen Falles beziehen. Ich will le~zteren in gewShnlicher 
Weise dutch eine zweibl~ittrige Riemann'sche Fl~che mi~ vier Ver- 
zweigungspunkten vorgestelli sein lassen~ yon denen jetzt, dem Ansatze 
des w 20 en~preehend, zwei zusammenriicken mSgen. Wir denken 
uns auf dieser Fl~che das den Vorschrfften des w 20 entsprechende 
kanonische Quersctmittsystem constrairt. Wit finden dann, dass in 
der Grenze das zugehSrige ~ gleich icx) wird~ so dass ~ /~  e i ~  ver- 
schwindet. Nun kennen wir abet yon anderer Seite (aus der Theorie 
der elliptischen Functionen) fiir das aus den Argumenten der vier 
Yerzweigungspunkte zu "bildende Differenzenproduc~ eine nach Po~enzen 
yon q fortschreitende Reihe, aus der wit erfahren, dass besagtes 
Differenzenproduct im Grenzfalle ebenso stark wie ~/selbs~ verschwindet. 
Wir iibertragen jetzt dieses Resultat auf die vierbl~ittrige, mit 12 Ver- 
zweigangsptmkten ausgestattete Riemann'sche Ft~che des w 20. Dann 
r an S~e]le des q das q~ (110), und wit finden, dass das Differenzen- 
product der Argumen~e der 12 Verzweigungspunkte, sobald die Curve 
vierter Ordnung einen Doppe!punkr erh~ls wie qua selber verschwindet. 
Je~zt erheben wir rinser Differenzenproduc~ in's Quadrat und erhalten 
so einen Ausdruck, dessen wesenflicher, bier allein in Betracht zu 
ziehender Factor die Discriminante der Curve vierter Ordnung ist. 
Daher haben wir den wichtigen Satz: 

~rh~lt die Curve vierter Ordnung eine~ 1)op~elpunkt, so verschwindet 
die ~ugeldg~e Dise~minante bei Zugrunde~gung des in w 20 defiuirten 
Schnittsys~ems wie q~, 

Dieses Resul~t iibertrTa~ sich dann sofort, vermSge (108), (109) 
auf die einzelnen Discriminan~nfacto;ren 2~, T, bez. ~, T. Insbesondere 
werde~ ~ ~ B, ~ e ~  sie verschwinden (d. h. wenn das gs der im 
Siane yon w 20 in Betracht; kommenden Charak~eristik gleich 1 ist) 
immer auch ~ e r s c h w i ~  wie ~ .  
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w 

Ernouto Inbotrachtnahme dot Thetafunctio~on, 

Wir haben je~zt alle Hfitfsmit~el , umbei der Curve vier~er Ordnung 
die in w 13 aufges~ell~en Formeln wesentlich zu vervolls~ndigen. Bei 
der Wer~hbes~mmung der Theta sind damals die multiplica~iven Con- 
stan~en durehaus unbestimm~ geblieben. Wir nehmen uns je~zt vor, 
diesetben bei der Curve vierter Ordnung jedenfalls so welt fes~ulegen, 
als sie yon den Coefficienten der Curve abhs der numerische 
Bestandtheil~ der dann noch zu bes~immen bleib~ wird durch Grenz- 
iibergang zu niederen F~llen zu eruiren sein. Und zwar werden wit 
die Frage in der Weise anfassen, dass wir geradezu das Glied niederster 
Dimension in der nach Potenzen der vlv2v a (oder, was dasselbe ist, 
in der nach Potenzen der w I w2wa) for~schreitenden Reihenentwickelung 
der Thetafunctionen zu besiimmen suchen. Hieran reih~ sich dann 
naturgem~s als le~zte yon uns zu behandelnde Aufgabe die Frage nach 
den Gliedern hSherer Dimension dieser Entwickelung. Und bier, zum 
Schluss der gegenw~ir~igen Abhandhmg, wird es yon Vortheil, fiir den 
allgemeinen Fall p ~--3 diejenigen Functionen in die Betrach~ung ein- 
zufiihren, die man nach Analogie des ellip~ischen und des hyperelliI~ 
tischen Falles als S~nafunctionen bezeiehnen wird. 

Es handel~ sich, wie man sieh~, in den folgenden Paragraphen 
um dieselben Fragestellungen, die ich ffir hyperetlipt~sche Functionen 
in den w167 11 ~ 14 meiner Arbei~ in Bd. 32 behandel~ habe. Inzwischen 
ist der Ausgangspunk~ hier und dor~ ein wesenflich verschiedener. Ich 
hatte mir damals die Aufgabe gestell~, yore aIgebraischen Gebitde be- 
ginnend auf synthe~ischem Wege zu. den Sigmafunc~ionen ~ und deren 
Reihenen~wickelung zu ge|angen; der Uebergang zu den ~ geschah 
erst hinterher und mehr beil~ufig. Hier dagegen erscheinen die @ als 
das yon vorneherein Gegebene; es sind ganz wesentlich ihre Eigen- 
schaf~en, die uns interessiren; die a erscheinen nut zum Schlusse bei 
der Durchf~hrang der Potenzen~wickelung. Hiermi~ h~ng~ zusammen, 
class ich damals den Werth der hei den @ auf~e~enden mul~ipliea~iven 
Constanten C kurzweg ohne Beweis angab (1. c. pag. 376, 377), w~ahrend 
die Fes~legung dieser Cons~/mn jetz~ ats ein Haup~punk~ der Ent~ 
wic)kelung erschein~ dem wit die n~hs~en beiden Paragraphen aus- 
sehliesslich widmen. , 

Was Un~ersuchungen anderer Mafl~emat~er angeh~, die bier in 
Betraeh~ kommen, so ha~ R i e m a n n  bekannttich in der s~hon-oben 
genannten Nr. 25 seiner Abel'schen Func~ionen darauf hiagewiesen , 
dass die-Bestimmung der .fragtie~en Constanten auf reehnerL.~hera 
Wege dutch Umformung ~derjenigen Differen~ialgieichungen muss ge- 
funden werden kSnnen~ denen die a bezfiglich tier v and tier v ge- 

5* 
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nfigen. Dieser Weg ist dann fiir den Fall der hyperelliptischen Func- 
tionen yon Hrn. T h o m a e wenigstens betreffs der einfachsten bei den- 
selben in Betracht kommenden Thetafunctionen durchgefiihrt worden*), 
und ich fiige gern an, class in seiner demniichst erscheinenden GSttinger 
Disserta~on Hr. S c hr  5 d er die analogen Betrachtungen ftir die h5heren 
hyperellip~ischen Theta zum Abschluss bringt. Es haben sich ferner 
die Herren Thomae**)  und Fuchs***) mi~ der Aufgabe besch~if~ig~, 
bei allgemeineren algebraischen Gebilden den yon Riemann gefor- 
derten Ausdruck ffir d log ~(0 0 . . .  0) zu berechnen. Hr. Th o m ae 
hat sparer auch die Integration dieses Ausdrucks in Betracht ge: 
zogen'~), wobei er sich eines functionen~heoretischen Ansatzes be- 
dient, der, allgemein gesagt, darauf hinauskommt, die Cons~nten der 
Riemann'schen Fl~che als ver~inderliche GrSssen zu betrachten. Le~zteres 
ist, wie man bemerkt, derselbe Gedank% der dem ganzen zweiten 
AbschniF~e tier gegenw~irtigen Abhandlung zu Grunde lieg~ und der 
uns nun in der Thai bei der bier vorliegenden Frage, was den all- 
gemeinen Fall p ~--3 angeht, zu einfachen Schlussresultaten leiten 
soll. Mein Ansatz ist dabei/nsofern einfacher Ms tier yon Hrn. Thomae, 
als ich reich tiberhaupt nicht mit der Different~alformel ffir dlog&(000) 
besch~ftige, sondern die Werfllbestimmung des @(000) ,  bez. der 
anderen, neben O(0 0 0) in Betracht kommenden Cons~nten direct in 
Angriff nehme (so class also mi~ meinen Eatwickelungen zugleich eine 
vereinfachte Bestimmung der betreffenden Constanten der hyperellip- 
~ischen und eUiptischen Theorie gegeben is~). Aber der wesentliche 
Unterschied liegt in der Wahl der veriinderlichen GrSssen, dutch die 
wir die einzelne Riemann'sche Fliiche festlegen. W~rend  ich niimlich 
als solche durchweg die Coefficient.en der Cr beziehungsweise die in 
w 17, 18 definirten Moduln zweiter Stufe verwende, benutzt Hr. Thomae 
die complexen Argumen~e der Verzweigungspunkte, die bei der yon 
itun zu Grunde gelegten Riemann'schen Fl~iche auftreten. An dieser 
Wahl geeigne~r Variabelen, die sich genau dem jeweils in Betracht 
kommenden Rationah'g4tsbereiche anlaassen , hSngt der ganze Effolg 
der weiterhin zu gebenden Entwickelungen. Dabei bew~ihrt sich wieder 
das Princip der homogenen Ver~,uderlichen. Denn die Schlussformeln, 
um die es sich handelt, wfirden sich unnSttfig complicir~ darstellen, 

*) Journal fiir Mathematik, Bd. 71 (1870): Beitrag zu, Bestimmung yon 
~ 0  0 . . .  0) durch die Classenmoduln algebraischer Functionen. 

**) J(~urnal fox Ma~h. Bd. 66 (1866): Be~timmung yon ~log @ (0,0,...0) 
durch-die Ch~senmoduJn. 

**~) Journ. ffir Math. Bd. 73 (1871): Ueber die Form tier &rgumente der 
TheCafancfionen und iiber die Bestimmun'g yon d log ~(0, 0 , . . .  O) ah Function 
dot C ~ n m o d ~ .  

~:) Journ. ffir Math. Bd. 75 (1873): Beih-ag zur Theorie der Abel'~chen 
Function~ 
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wenn man nich~ die bei uns vorkommenden Coefticien~en selbs~ sondern 
irgendwelche aus ihnen zu bildende Quo~ienten als Variable zu Grunde 
gele  h tte ). 

Ich will doch, ehe ich weiter gehe, das Princip der in Rede 
stehenden func~ionen~heoretischen Schlussweise klar formutiren, und 
dies um so mehr~ als ich reich w ~ r h i n ~  bei den einzelnen An- 
wendungen~ der Kfirze halber gezwungen sehe, immer nur die Pr~missen 
der einzelnen Schl~isse und dann gleich die Result~e zu geben. Man 
denke sich die Gesammtheit der yon den 15 Coefficien~en der C 4 an- 
zunehmenden Wer~hsysteme unter dem Bilde eines ffinfzehnfach aus- 
gedehnten Raumes. Innerhalb desselben werden die Coefficienten solcher 
Curven vierter Ordnung, welche einen gewShnlichen Doppelpunk~ be- 
sitzen, durch eine 14-fach ausgedehnte algebraische Mannigfaltigkeit 
vertreten sein: denjenigen C 4 dagegen, welche hShere Singularit~ten 
oder singul~re Punkte in hSherer Zahl besi~en, werden algebraische 
Mannigfal~gkeiten von hSchstens 13 Dimensionen entsprechen; die 
Zahl der verschiedenen derar~ in Betracht~ zu ziehenden Mannigfaltig- 
keiten ist not~wendig endlich, klle Schliisse fiber die Natur der dar- 
zustellenden Functionen werden nun gemacht, indem wir diese s~mmt- 
lichen hSchstens 13-fach ausgedehn~en Mannigfaltigkei~en schlechh~reg 
bei Seite lassen, in der Weise, dass wir jedesmal solche zwei Func- 
tionen identisch setzen, yon denen wir wissen, dass sie sich an s~mmt- 
lichen Stellen, die j~nen hSchstens 13-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keiten nicht angehSren, gleichartig verhalt~u. 

Es ertibrig~ dass ich die specielten Grundlagen des angewandten 
Verfahrens angebe. Dieselben werden zun~ichst~ yon den S~tzen ge- 
bildet, die R i e m a n n  in seiner Abhandlung tiber das V~rschwinden 
der Theta gab, beziehungsweise yon den Folgerungen, welche fir. We b e r 
aus diesen S~tzen gezogen hal (in tier schon oben genannt~n" Ab- 
handlung in Bd. 13 der mathematischen Annalen (18/8): Ueber ge- 
wisse in der Theorie der Aberschen Functionen auftretende Ausnahme- 
~!!e). Aus denselben folg~ n~nli~ch, was die Vorausse~ung alter 
wei~eren Schl~isse ist, dass bei keiner der 64 zu einer singalari~ten- 
freien C~ gehSrigen The~functionen das erste G!ied der nach Potenzen 
der v~ v2v ~ fortschreitenden En~wickelung identisch verschwinden kann. 
HierSber hinaus aber benu~en w~r das Y e r h a ~  der ~ g e g e ~ , r  
linearer .Perioden~a~sfor~nat~on. Ich will bier die Fundamen~lformel 
ffir die lineare Transformation der ~ in einer Form hersetzen, in der 
Hr. T h o m ae dieselbe im 75. Bande des Journals ffir Mathema~k (1. c.) 

*) Hr. Thomae is~ seiaersei~s neuerdings aaf den Fall p-~-3 zurfivk- 
gekommen (in den S~r Berich~en yon 1887: Fpemerkungen iiber Theta- 
functionen yore Ge~hlecht 3). 
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entwickell hat. Es sei ~,2s die unter (88) eingefiihr~ Periodendeter- 
minante; v', ~'~ l ~ ,  g'~ h" seien die !ransformirten Werthe der v, v, 
~01~ a, g, h; M bezeichne den Quotienten: 

(113) 
Dann hat; man 

(114) i f  

under ..Jill eine yon der Charakteristik abh~ngige achte Einheitswurzel 

verstanden, deren besonderer Werth fiir "uns nicht in Betracht kommt. 

w 

Das Product der }~ullwerthe der 36 geraden Thetafunctionen. 

Wir betrachten je~zt zun~chst~ wieder im Ansehlusse an Thomae, 
Bd. 75, das durch p~S a dividirte Produc~ der Nullwerthe der 36 geraden 
The~afunctionen, oder vielmehr, um Formel (114) bequem anwenden 
zu lrSnnen~ die achte Potenz des so definirten Ausdrucks, d.h. 

36 

(115) 

Nach Formel (114) 5~uder~ sich dieser Ausdruck bei linearer Trans- 
formation der Perioden iiberhaup~ niche, is~ also eine eindeu~ige Func- 
tion der Coefficienten yon f. Die ~(0 0 0) sind in diesen Coefficien~en 
homogen yore nullten Grade, Pt~a ist yore Grade - - 3 .  Der Grad 
unseres Ausdrucks ist; also -]-432. 

Es handelt sich jetzt datum, diesen Ausdruck, wenn mSglich, als 
rationale Function der Coefficienten yon f daxzas~ellen. 

Zu dem Zwecke miissen wit uns zun~chst damit besch~ftigen, zu 
untersuchen, wie sich die 36 zu f gehSrigen geraden Thetafunctionen 
beim Ents~ehen eines DoppelpunkCes verhalten. Wir dehnen diese 
Untersuchung, da es ohue Miihe geschieht und wit das Resultat spiiter 
doch brauchen, gleich mit auf die 28 ungeraden Thetafuncfionen aus. 
Indem wit fiber ~e Formela der linearen Periodent~m~asformafion ver- 
ffigen, durah welche wit yon jedem beliebigen kanonischen Querschni~ 
system zu jedem anderen fibergehen .kSnnen, so diirfen wit bei dieser 
Untersuchung irgend welche hequem gew~hlte Zerschneidung der Rie- 
mann'schen Fl~che zu Grunde ~ !egen.. AIs solche benutzen wir jet~ 
die in w 20 gegebene, vermSge deren die Argumenh~ v, �9 tier Theta- 
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(117) 

WO: 

funcfionen beim Ein~reten des Doppetpunktes keine andexe Aenderung 
erlitten, als dass %~ gleich ic~ wurde, so dass ~/33 ~ da~  verschwand. 
Wit veffahren hiernach einfach so, dass wir ~3 ~ -0  in die 64 Theta- 
reihen eintragen. So ergiebt sich ein Resultat, dessen Ueberein- 
stimmung mit dem in w 20 (gegen Ende des Paragraphen) f i r  die 
Bedihrungscurven dritbr Ordnung abgeleiteten auf der Hand liegt. 
Wir finden : 

Diejenigen 32 Theta, deren g3 ~--0 ist (die also adjungir~en 
Berfihrungscurven drifter Ordnung enbprechen), fallen l~aarweise ~u- 
sammen, indem sie in die 16 Thetareihe~ des Falles ~ ~ - 2  iibergehen, 
d/e anderen 32 (welche den nich~ adjung]rbn Berihrungscurven dri~er 
Ordnung correspondiren) verschwi~den i~ntisch. 

Wit werden bei den 32 ~ der letzteren Kategorie tinter den 
Gliedern der Reihenentwickelung jetz~ diejenigen heraussuchen, die am 
schw~ichsten verschwinden. Es erg~ebt sich, dass dieselben alle den 
Factor a'/. besitzen. Betrachten wir ~/~ als unendlich kleine GrSsse, 

~33 
so werden wit dementsprechend in erster Ann~iherung setizen dirfen: 
(116) al,~', ~ ~t (v, v) -~ o'/,._~ ai~l~kt (v, v). 

Hier ist al~ l~l ein solches Grenztheta, wie es schon in den Unter- 

suchungen yon R o s e n h a i n  auftrit~ und spibr  yon Clebs.ch und 
G or dan vielfach bei der Behandlung ebener Curven mi~ Dolapelpunl~ 
gebraucht wurde*). Die Definigon dieser '~1~1,~ wird dutch die Reihe 

gegeben: 

+ 

ga gfl ga g= ~a 

.EI.~_ B I I ~ 7 

/ 2 2 2 \ 

or- 
\ I I i i / 

ieh theile dieselbe hier mit, damit man sich iiberzeugt, was wir spibr  
brauchen werden, dass die ~ ebenso wie die • gauze Funetionen der 
vt v~% sin& 

Wit kehren jetzt zu den Nultwer~en der gera~len Thef~ zurfick, 
Bezfiglich derselben werden wit sofor~ sagen: 

*) Abel'sche Functionen, p. 2~0 if, (das Gapi~l vom ,~erweiterten" Umkehro 
problem), Clebsch-Lindemann, Vortesungen ~ber Geametri~ Bd.I~ pag. 867 ft. 



Sobah~ die C 4 einen Doppdpunkt erhiilt, werden vo~ den 36 
geroz~ Thetanu~twerthen 16 NuU wie q~, die iibrigen 20 bZeiben yon 
Null v e r s c h ~ .  

Nun wird, sofern wir an dem besonderen in w 20 eingeffihrten 
Quersclmi~tsys~m festhal~en, die Periodende~erminante P~2z yon dem 
]!lnts~ehen eines Doppelpunktes fiberhaupt nich~ in Mifleidenschaft ge- 
zogen. Wit haben daher: 

Unser Product (115) verschwindet beim ~tstehen eines Dololael- 
 nTd s wie 

Jetz~ ziehen wit den Sa~z heran, den wit gegen Schluss des w 22 
der Riemann'sehen Abhandlung fiber das Verschwinden der Theta- 
funefionen entnahmen. Derselbe besag~ fiir die hier in Betraeht 
kommenden Thetanullwer~he, dass keiner derselben versehwinden kann, 
so lunge die Curve vierter Ordnung keinen Doppelpunk~ (oder hSheren 
singul~en Punk~) bekomm~. Das Gleiche wird also aueh fiir unser 
Product (115) gel~en. 

Hiermit haben wit aber, bei unserem Produete, lauh~r Eigen- 
schaf~en, welche gleicherweise der 16 ten Po~enz der Curvendiscriminante 
zukommen. In der That, die 16 te Potenz der Diseriminante is~ in 
den Coefficien~en yon [ yore Grade 432, sie versehwinde~ (nach w 21) 
beim Entstehen eines Doppelpunktes wie ~ q33, sie wird gewiss nicht 
Null, so tange kein Doppetpank~ vorlieg~. Und nun trilt die Sehluss- 
weise, yon der wir im vorigen Paragraphen handelten, in ihr Recht. 

Wit schliessen, dass unser Product bis auf einen constanten ~'actor 
mit der l& e~ t)otenz der 1)iscriminanle iibereinstimmt. Wir wollen hier 
noeh beidersei~s die achte Wurzel ziehen. 1)ann haben wir~ unter c 
eine numerische Constante verstanden: 

36 

(118) / - J  #]gl (0 0 0) :  p~s 3 --= c.  Diser3 

Die Fragestellung, yon der wit zu Anfang dieses Paragraphea 
ausgingen, ist damir volls~ndig beantwor~e~. Nebenbei folgt, dass 
das Product der 36 in (114) de6nlr~en~ uuf gerade Charakteris~iken 

]gl bezfgliehen aeh~en Einheikswurzeln Jill,, allemal der Einhei~ 

gleieh isi*). 

*) Formel (118) dehni sich mit Leiehtigkei~ auf ~ ~-4 aus. Die Normal- 
curve der ~p is~ bei s im dreidimen~ionalen Raume als Dur~hschnit~ einer 
M'~ und einer M'~ gegebe~. Nan sei A die De~erminante der ~ ,  T die Tact- 
invariante v(m .~ und ~'~s. Dann komm~ ftir das Produc~ der Nullwerthe der 
zugehSrigen 136 geraden Thetafancidonen: " 

I~6 

I (ooo 
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w 

Das Anf~gsgUcd in der R~enent~[ckelung des einzelnen ~. 

Wir haben das Product des vorigen Paragraphen vorab betrachtet, 
well bei ihm die Schlussweise, auf die es ankommt, innerhalb des/ 
Rationalit~tsbereiches erster Stufe zur Geltung gelang~. Indem wir 
uns jetzt dazu wenden, dutch en~spreehende Betrachtungen das An- 
fangsglied in der Reihenentwickelung der einzelnen ~. fes~zulegen, 
haben wit uns je in einem derjenigen Rar zweiter 
Stufe zu bew~egen~ die in w 17, 18 eingefQhr~ wurden. Uebrigens 
sind die bier zu ziehenden Schlfisse durch die Entwickelungen des 
w 21 auf das Bes~e vorbereitek 

Beginnen wir mit dem geraden Theta. Bei ihnen wird es sich 
um die algebraische Bestimmung des einzelnen 

handeln, t~ach Formel (114) is~ die achte Potenz dieserGrSsse inner- 
hatb desjenigen Rabionalit~tsbereiches zweiter Stufe, der die gera~e 

Charakterisfik l~ t tr~gt, eindenfig. Dabei ist; sie (wegen des P~23) 

yon der 12 t~ Dimension in den Coefficienten yon f. Und 'wie is~ es 
mit ihrem Verschwinden? Sie verschwindet, dem Riemann'schen Satze 
zufolge, gewiss niche, so lunge die Curve vierter Ordnung keinen 
Doppelpunkt besitzt; erhiilt aber die C a einen solchen, so verschwinde~ 
sie dann und nur dann, wenn ihre auf das QuerschniCtsystem des w 20 
bezogene Charakteristik ga ~ -1  aufweist; sie verschwinde~ in einem 
solchen Falle wie das Quadra~ des zugehSrigen qa3. Alle diese Eigen- 
sehaflen kommen aber genau so dem in Formel (109) auftretenden 

Discrhninantenfach)r St~ llj zu ~[wir setzen demselben bier, um uns 

ausdriicken zu kSnnen, die Charak~risfik t~ 1 als Index vSllig genau 

zu] ' hin . Wi t  schliesse~ also, dass, under d eine geeignete numerische 

Cons~nte verstanden, die foOendv Formal start hat: 

8 - -  (119) a'],~] (0 0 0):  Vp-~23 ~-- c." ySl l  I . 

Hiermit ist der Fall der geraden ~ erledigf~ 
Wenden wir uns je~zr z a den ungeraden @. Um keine Lficke zu 

lassen, will ich zun~hs~ aus (84) die allgeme'me Form des ers~ea 
Gliedes ihrer Reihenentwiakelung ableiten, Wir wollen ~ zwecka 
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besseren Ansehlusses an die jetzt gebmuchte Bezeichnung das dor~ 
vorkommende cpt~l dutch Dt~ I ersetzen, sodass wir die Formel haben: 

J | 

Hbr  schreibe man jetzt x ~ y --[-- dy.  Dann entsteht rechter Seite, 
indem wir die unendlich kleinen Glieder hSherer Ordnung weglassen: 

c .  I,, (y). 
Abet die Integrale w~, w~, w 3 sind unter gleicher Voraussetzung: 

wl ~ .  y l d ~ , ,  w2 ~- y~dfnv~ w 3 ~ y3deo~. 

Der Anfangsbrm in der Reihenentwickelung des ~ nach Potenzen 

tier w wird also, wie anderweitig bekannl (ich lasse jetz~ 
f 

der K~ze 

halber die Charakbristik { g .in den Formeln weg) " 

r D(w)~ O(Diw~ -l- D2w~ d- D3w3). 
Dies is~ die gesuchte allgemeine Form. Unsere Aufgabe ist damit 
darauf zudickgeffihrt, die hier vorkommende Constaute C festzulegen. 
Wit erhalten e~ue explicite Definition derselben, indem wir die 
Taylor'sche Entwickelung unserer Thetafunction heranziehen. In der 
That w[rd vermSge derselben: 

V8 

Dieses G unterwerfen wit nun einer ganz ~hnlichen Be~ach~ang, wb 

vorhin den Nullwerth des geraden ~. Wit hi!den uns (ich f~ige jetz~ 
f 

mid bemerken, dass dessen achte Potenz vermgge (114) in. dem zur 
I / 

ungeraden 

eindeutig isL Wir untersuchen seine Dimension in den Coefficien~en 
der zugehSrigen / ) ,  @,~  und betrachten die F~ille, in.denen er ver- 
schwindet. ~olcher Weise kommt d a ~  als Gegenstiic~ #u FormeZ (119): 

m~ter c" dine gedgnete n u m ~ s c h e  Constante, unter F~ de~ in (105), 
(108) bet~azhteten ~ i m i ~ f a c t o r  verstanden. 
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Von den Functionen Th. 

Ehe wit jetz~ die hiiheren Glieder der uns interessirenden Reihen- 
en~wickelungen der ~ aufsuchen~ werden wit start der ~ indem wit 
dieselben mit einem geeigne~en Exponentialfac~or versehen, andere 
Func~ionen einffihren~ die yon den Coefficien~en der C, in einfacherer 
Weise abhiingen. Es sind dies dieselben Func~ionen, welche Hr. Wi l t -  
he iss  mi~ dem Buchstaben Th zu bezeichnen pfleg~*)~ Fanctionen, 
welche zwischen den ~ und den weiter un~en einzuffihrende:: 6 in der 
Mi~e stehen. Wir schreiben: 

�9 e ~ ' a ~  fl ~ v~ (122) Thl ~,t (wt w2 w3' ~ )  ~-  

und legen den bier rechter Seiie auftretenden Exponen~ialfac~r dutch 
dieselbe Forderung fes~ yon welcher ich im Falle ~ ~ 2 in meiner 
ersten Arbeit fiber hyperelliptische Sigmafunctionen (Math. hnn. Bd. 27, 
1886) ausgegangen bin. Wir verlangen niimlich, dass in der Rdhen- 
entwickelung des t)roductes der gerade~ T h  nach Poter~en tier w t w 2 w~, 
bez. tier v 1 v2vn, das Glied zweiter Dimension idontisch ausfallen soll. 
Dies bewirk~ dann (vergl. w 2 der genannten Arbeit), dass sich die 
Th bei linearer Periodentransformation yon etwa zu~re~mden ach~en 
Einhei~swurzeln abgesehen gla~ permutiren, so class an S~elle yon 
(114) die einfache Formel Iritt: 

(123) Thff;].... (w,w:w3, = j i l l  �9 Thf, l , . . .  

Ffir den in (122) auf~etenden Exponentialfactor ~nden wir ver- 
mSge des Taylor'schen Theorems: 

(124) a,~v,~v~ ~ ~ ~ " vt ~ "-l- 2 ~. . v~ v~ q-  . . . .  

Hier soll tier Buchstabe ~ rech~er Hand den Nullwer~h des einzelnen 
geraden Theta, ~ den Nullwer~ des.nach v~, v~ genommenen zweiten 
Differenfialquotienten desselben Theta bedeuten; die Summation geh~ 
fiber s~mmtliche gerade Theta. Ich babe in w 5 der genann~en Ab- 
handlung fiber hyperelliptische 8igmafuncCionen den entsprechenden 
Ausdruck fur p ~ 2 in chm~a~eris~ischer Weise umgerechne~, indem 
i ch die Discriminan~e des hypereltiptischen Gebildes in denselben ein- 
ffihrte. Genau so kSnnen wit bier verfahren, sofern wit Formel (118) 
zu Grunde legen. Indem wit die Riemann'schen Differen~ialgleichungen 
heranziehen: 

*) Vergl. z. B. Hrn. Wil~heiss' Untersuchungen fiber hyperellipt~sche Func- 
tionen in den Bii~den 29~ 31~ 33 der mathema~. Annalen. 
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~ n  ~vd 

erhalten wir aus (124) zun~ichst: 

amp Va Vp ~-- 18 @ 

Hier werden wir jetzt 

2 i~  

dureh 

~#(v,  ~) 

. v,- ~ + 
36 Z A  
1 

- v~v2 + - "  - ) -  

36 

O" 

36 

log H (@) 
1 

ersetzen und dann flir das Product der Thetanullwer~he dessen Wer~h 
aus (118)  einf'dhren. So lcherwei se  k o m m t  

aa~ v, vt~ ~-- (125) 

i~ (~log (p19,3 Distr.) ~Xog (plg~ Discr.) ) 
- -  9 -  0~. "vJ2 q- - -  0~2 " vl v2 if- . . . .  

Wit  kSnnten diesen Ausdruck verm5ge der zwischen den verschiedenen 
dreigliedrigen Periodendeterminanten ~vi~ bestehenden Relafionen noch 
symmetrischer gestaAten (vergl. immer die Entwickelungen in Bd. 27),' 
doch mag es bier bei Formel (125) sein Bewenden haben. 

Um die Fundamentaleigensehaft der durch (122), (125) definirten 
Th, die dureh (123~ ausgedriickt wird, yon der Grundformel (114) der 
linearen Transformation der Theta aus zu verificiren, hat man nut za 
beachten, dass bei bdiebiger linearer Transformation jedesmal 

~, ,  �9 v l  A -  ~ ,  �9 v i  v2 "4- �9 " " = - F C i ~ ,  " v d  q -  ~ , ~  �9 v ~ v 2  q - .  �9 �9 

wird (so class man also den Operaf~r 

~ �9 v12-4 - ~x~ " vl v~ q- - - - 

als eine Invarianf~ der linearen Transformation bezeichnen kSnnf~). 
Wit  erkennen dingus, dass es noeh maend!ich viele andere Functionen 
giebt, die sigh bei linearer Periodenfxansformation wie die Th nach 
Formel (123)umsetzen. Sei n~mlich J irgend eine ratibna.le (und also 
bei linearer Periodentransformation unver~nderliehe) Invariante unserer 
G4; ihr Grad in den Goefficienten sei v. Wir schreiben dana in (125) 

fiir das Product (Fg~. Discr.) allgemeiner (~/~. d ) ,  fiir i ~  s i= .  
�9 9 
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Die dementsprechend aus (122) hervorgehenden l~unctiznen 

~ o ~ ( ~  .o,~+...) 

werden immer die .Eigenschaft haben, sich bei linearer Periodentrans- 
formation der l~'ormeZ (123) entsprec~nd zu verhalten. 

Es ist wesentlieh zu bemerken, wodureh sieh unter den so ge- 
wonneaen Funetionen (126) unsere durch (125) fes~gelegten Th insbeson- 
dere auszeichnen. Es liegt dies darin, class sie, gleich den urs2riinglichen 
~, bei alle~ Ausartungen der C 4 endlich bleiben. Im allgemeinen wird 
die dutch (126) eingeftihr*~e Function unendlieh werden, sobald die 
Invariante J verschwindet. Unser Th dagegen bleibt endlich, auch wean 
die Discriminan~e der Curve vierter Ordnung zu Null wird. Wir 
brauchen, um dies zu sehen, nur yon (125) zu (124) zuriickzugehen. 
Erh~ilt die Curve vierter Ordnu~g einen Doppelpunkt~ so bleiben nach 
den friiheren Entwickelungen alle -,@l~l (v, ~) yon Null verschieden, 

deren ga gleich Null is~ die anderen verschwinden wie a'/,. ~ (v, ~), ' 

Hierbei bleiben, wie man sieht~ die sgmmtl~chen in (124)auftretenden 

Quotienten T endlieh. Wit haben bei dieser Ueberlegung atlerdings 

die specielle Zerschneidung des w 20 zu Grunde geleg~. Allein Formel 
(123) belehr~ uns dariiber, dass das t~esulta~ von der besonderen ArC 
der zu Grunde gelegten Zerschneidung unabh~ngig ist. 

w 26. 

Excurs fiber Integrale dritter 6attung. 

Aus Formel (126) werden wir je~z~ eine Folgerung ffir die Theor/e 
der Integrale drifter Gattung ziehen. Wir bemerlr~en bereits oben, in 
w 14, dass man jeder allgemeinen Thet~func~ion 

e ---- c .  e �9 

genau so ein Integral dri~er Ga~%ung en~sprechend setzen kann, wie 
dem @ selbs~ das 1~; die Definition dieses Integrals drit~er Gat~ung 
war in der Forme] ent~hal~en 

Wir sob!lessen, indem wir "(126) herannehmen: 
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Jedes Integral drifter Gattung der folgenden Form: 

((A,) 3i• ~ log V~ ~ 
(127) H 7  - -  nb  + 2 �9 

".,) ) 
0 712 

hat die Eigenschaft, bei linearer Periodentran~formation v611ig ungeiindert 
~u bleiben, also yon den Coeffwienten der C4 eindeutig abzuhi~ngen. 

Wit  denken uns jetz~ dieses /a nach Formel (61) des w 9 an der 
Curve vier~er Ordnung als Doppelintegral h/nerstreckt: 

( 1 2 8 )  . . . 

Y 

Hier wird ~ (well P in den Coefficienten der C4 yore nullten Grade 
ist) selbs~ in den Coefficienten vom zwei~en Grade sein. Es is~ ferner 
klar, dass W eine Covariante yon f sein muss: denn /) ist aus lau~r 
Bestandtheilen aufgebaut, weIche sich bei projectiven Umformungen 
der C 4 nicht ~dern .  Wir ziehen endlich die in w 22 besprochene 
Schlussweise heran, und erfahren durch sie, dass ~ nicht nur ein- 
deutig, sondern rational yon den Coefficien~en yon f abh~ngeu muss. 

Wir werden jetz~ (urn zu unseren Th zuriickzukehren)das J in 
(127) insbesondere durch die Curvendiscriminante ersetzen. Dann be- 
lehren uns die Schlussbemerkungen des w 25 darfiber, dass wit es mit 
einem Integral drifter Gattung zu thun haben, welches als Function 
der Curvencoefilcienten tiberall endlich ist. Das im Sinne yon (128) 
zugehSrige "~ muss also neben den sonstigen berei~s angegebenen 
Eigenschaften auch noch die besitzen, eine ganze Function der Curven- 
coefficienten zu se~n. ttiermit ist nun, was die Curven vierter Oral- 
hung angeht, der in w 10 nur erst ~n Aussicht genommene volle Anschluss 
an die yon tterrn Tick fgr singularitiitenfreie ebene Curven gegebene 
2Vormalform Q der Irdegrale dritter Gattung (w 6) erreicht. In der 
That war das Pick'sche Q gegentiber der allgemeinen in (128)enb- 
haltenen Definition des / )  dadurch speciatisirt, das wir ffir ~ die unter 
(52) angegebene rationale, ganze Covariante eingefiihr~ hatten: 

(129) W ~  ~ 

es gab keine andere rationale, ganze Oovariante, als die hiermit hin- 
geschriebene~ welche den sonst an ~ zu s~eltenden Forderungen geniigte. 
Wi t  haben also: 
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Zwecks JOefinition der Th sind die unter (81), (82) in w 13 fiir 
die ~ aufgestellten Formeln in der Weise zu modifwiren, dass man i~ 
sie an Stelle des transcendent normirten Integrals drifter Gattung II das 
t)ick'sche Q einfiihrt, 
so wie andererseits: 

Von transcendzater ~eite lfisst sich das Integral Q dutch die Formel 
definiren : 

(130) z y _ _  z y  �9 i~ [~ 01~ Discr) rr ., + .,,l"d" 

0 v~z 

Uebrigens gilt letztere Formel, wie man leicht sieht, nicht nur ffir 
unsere Curven vierter Ordnung sondern mit geeigneter Modification 
tiberhaupt ffir singulaxitiitenfreie ebene Curven •ter Ordnung. Hiermit 
ist die Pick'sche Entwickelung in einem wesenffichen Punkte erg•nzt. 
Bet Herrn Pick wird n~:miich der unter (129) angegebene Ausdruck 
nut empirisch construir~: es wird gezeigt, dass er thats~chlich den 
siimmtlichen an ihn zu stelIenden hnforderungen geniigt, es wird abet 
nicht a priori entwickelt, dass es einen derartigen Ausdrud~ geben muss 
(dass die zahlreichen an den Ausdruck zu stellenden Anforderungen 
fiberhaupt vertrgglich sind). Hier nun greift Formel (130) erg~nzend 
ein. Indem wit dieselbe als Definition des Q betrachten, sind wit tier 
~xistenz des bet tIerrn Pick gesuchten Ausdrucks yon vornherein 
sicher. 

Den vorstehenden Entwickelungen laufen andere paral]el, die sich 
auf die hyperelliptischen Gebilde beziehen und verm5ge deren wir bet 
ihnen-yon den @, bez. den Th aus zu dem yon algebraischer Seite 
bekannten Normalintegrale Q kommen. Hierdurch finder dann die 
bez. Darstellung in Bd. 27 und 32 der Math. Annalen ihre Erg~inzung. 
Ich verfolge das hier night wetter. 

w 27. 

Die h~horen 6lieder in der Reihenentwickelung tier ,9. 
Die Sigmafunctionen. 

Dutch Formel (122) shad die ~ mit den Th in so einfacher Weise 
verknfipft, class wit die nach Potenzen der v~ resp. tier w fortschreiten- 
den Reihenentwickelungen der ~ als bekannt ansehen dfirfen, sobald 
wir die Reihenen~wickelungen der Th beherrschen: letz~re abet .war- 
den, wie wit dies schon in Aussicht stellten, leichter aufzu~ellen se'm~ 
als die Entwickelungen der ~ selbst, well sich die Th gegen~ber 
linearer Periodentransforma~on einfacher verb_alien als die @ mad also 



yon den Coefilcienten der C 4 ihrem Wesen nach einfacher abhi~ngen 
als diese. Aber die Th selbst lassen sich in diesem Betracht noch 
dutch einfachere Functionen ersetzen. Wir haben die S~itze, die wir 
in w 2~'iiber das Verschwinden der & beim Ent.s~ehen eiaes Doppel- 
punktes aufgestellt haben, bis jetzt nat erst dahin ausgenutzt, dass 
wir vermSge derselben die Anfangsglieder in den Reihenentwickelungen 
der & festleg~en. Abet sie liefern nich~ minder einen Beitrag zur 
Kenntniss der hSheren Glieder. Wenn ngmlich bei entstehendem 
Doppelpunkt~ das Anfangsglied der Entwickehmg einer.Thetafunction 
verschwindet~ so verschwindet nach den genannten S~itzen die zugehSrige 
Thetaftmc~ion iiberhaup~, und zwar in demselben Grade, wie das An- 
fangsglied. Wit schliessen, dass siimmtliche Glieder der t~eihenent- 

wic~lung tier geraden ~ dutch ~B-, s~mmtliche Glieder der t~eihenent- 

wickelung der ungeraden ~ dutch ~ theilbar sein miissen. Von den 
fibertrKg~ sich dieser Satz sofort auf die Th. Start der l"h wolZen 

wit also lieber diejenigen 2'unctionen auf ihre JReihenentwickdung unter- 

suchen, die sich aus den Th dutch Division mit ~ ,  bez. ~/~ ergeben. 
Die neuen so entstehenden Functionen~ deren Reihenentwickelaagen 

wit jetz~ des N~heren untersuchen werden, sind die Bigmafunvtionen. 
In der That stimmen dieselben durchaus mit den im ellipt~ischen and 
im hyperelliptischen Falle so benannten Functionen iiberein, sofern 
wit die Definition im Einzelnen noch so pr~cisiren, dass wix die 

' "  c" eliminiren, welche in den Formeln numerischen Constanten tc, 
(119), (120) auftxeten. Ieh setze dementsprechend 

bei gerader Charakteristik : 

(131) ~t~l(w~ w~w3)--~- Thlfl (w) :c r ' 

bei ungerader G'harakteristik : 

Wit be~raehten zun~chst einen Augenblick die ers~en Glieder in 
den Entwickelungen der a. ~ach (119) beginnt die Entwiekelung des 
geraden a mit 1~ nach (120)die des tmgeraden a mi~ 

/)j wl +/)2va2 + -Dawa. 
Wir sehliessen daraus~ dass sieh die unter (123) fiir die Th aufgesteltten 
Formeln der linearea Perioden~ransformation noch einmal vereinfachen, 
sobald wit yon "den Th zu den ~ gehem In tier That ist aus den mitge- 
~eilten Anfangsglied~n ersichtlich., (]ass beim V ergleich zweier~Sigma- 
func~ionen achim Einhei~swarzeln unmSgtich auf~re~en~ kSnnen. /)/e 

tier lineare  Trar farmation heissen ei fa&: 
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die a sermutiren sich also bd linearer Periodentransfarmat~ ohne 
irgend welche zutretende 2"actoren. 

Aus dem hiermit gewonneaen Satze erkennen wir eine wesenfliehe 
Eigenschaft der nach Potenzen der w 1 w~ w 3 for~sehrei~nden Ent- 
wickelangen der a, Es folgt n~mfich, dass die Coeffieientcm s~mm~ 
lieher in diesen Entwickelungen auftre~nden Glieder jeweils innerhatb 

des durch die Charakterist~k g festgeleg~en RabionaHt~sbereichs d~- 
h 

deutig sein mfissen. Die Coefficienien in der Entwickelung des ein- 
zelnen geraden # sind also eindeutige Functionen der zugehSrigen 
Moduln a~, j6~, 7,~ des w 18, die Ooefficien~en in tier Entwickelung 
des einzelnen ungeraden a eindeuffge Func~onen der bei den zugehSrigen 
D,  Q, r des w 17 auft~re~enden Constanten. Aus den eindeutigen 
Functionen werden g a ~ e  Funetionen, sobald wir berficksicht~gen, dass 
die Th and also die a als Funefionen der Curvencoefficienten niemals 
unendlich werden. Endlich erweisen sich bei Fortsetzung der func- 
tionentheoretischen Betrachtung die eindeutigen Func~ionen als rationale 
Functionen. 

Hiermit haben wit nun ffir unsere neuen Sigmafunctionen alle die 
grundtegenden S~tze, welche muta~is mutandis ffir die elliptischen und 
hyperelliptdschen Sigmafunctionen bekannt sin& Ich ffihre noch an, 
wie sich diese SR~ze ausgestalten, sofern man die Dimension der ein- 
zelnen in Betracht kommenden Terme in den verschiedenen Arten 
homogener Variabelen, die Invarianteneigenschaf~ dieser Terme etc~ 
beriicksich~igt. 

Wir betrachten zun~chst die gerad~ a und erhalten das Folgende: 
1) Die ~ussere Gestalt der Reihenentwickehng ist jedenfalls diese: 

(134) a(wlw=ws) -~- 1 -[- [w]2 -]- [w4] -]-.-.; 
unter [w]~, verstehen wit dabei das Aggreg~ gimmflicher (}lieder, 
welche die w 1 w 2 w~ in der 2v t= Potenz en~alten. 

2) Wir wissen bereits~ class diese Gliede~ rationale ganze Func- 
tionen der Mod~In e~, A6~, 7~ des zugehBrigen Rationalit~tsbereiches 
zweiter Stufe sin& Da die w vermSge (100) in den ~z~, ~, r~ zu- 
sammengenommen yon der (--4) ~" Dimension sind, werden die Co~f- 
ficien~en yon [w]s. die Gesamm/xlimension 8v aufweisen miissen. 

3) Bei linearer Coordinatentransformation verhalten sich die w~ wew s 
den ~tX~s cogredient, die einzelne a.Funch'on abet bleibt durchaus 
.unge~ud~. Wir schliessen, class [w]~, eine dem Ra~onali~beroiche 
dar a~ ,6i~, 7~ ~ngehSrige Oova4d, ante yon f ist~ der~n Variabeln 
�9 tx~x s man dutch ~#lw~#~ ersetzt hat. 

Mathematische &nna!en. X X ~ I .  6 



4) Indem wir auf w 18 zur~kgreifen, werden wir uns zusammen- 
fassend folgendermassen ausdrficken kSnnen: 

[w]2, L~ eine ration~ ga~e Covariante der gemischt tern~r- 
quatern~ire~ Form: 

w, " ~ , , , z ,  + w, . ~ , , s , , ~  + w3 " ~ , , , & z , ,  

welche in de~ wl w~w3 den Grad 2~,, in de~ ~ .  ~ ,  7~ zusammen- 
g enommen den Grad 8~,, in den z t s 2 z~ z 4 den Grad ~ul l  besitzt. 

Wit beh'achten ferner die ungeraden a. deren Reihenentwickelung 
wit dnrch die Formel andeuten 
(135)  (w v w3) = + + + + . . . .  
Hier sind die [w]~,q_~ Aggregate rationaler ganzer Covarianbn der drei 
zur ungeraden CharakteHstik gehSrigen terniren F ormen 1), Q, r 
in denen man die Coordinaten x I x2x  3 durch wt w~ w a ersetzt hat. 
Multiplicir~ man die Coeffieienten yon D,  ~,  @ mit einem gemein- 
samen Factor Z, so erlg41~ f den Factor X~, die w werden also 

in -/r verwandel~ Mit Riicksicht auf das Anfangsglied unserer Reihen- 

entwickelung schliessen wir hieraus, dass [wj2~H die Coefficienten yon 
D,  ~, @ zusammen homogen im Grade 4v Jr-1 enthalbn muss. An- 

r 
dererseits ersetze man D,  ~, @ beziehungsweise dutch i D. ~,  -T '  

wobei f mid also die w unge~inder~ bleiben. Hierbei wird jedes [w]~.~_l, 
wie man wieder aus dem Anfangsgliede sieht, den Factor 2 erhalten 
mfissen*). Der Term [w]~_ H wird sieh daher im Sinne der in w 19 
gebrauchten Bezeiehnung folgendermassen als Aggregat einzelner 
Glieder darst~llen Iassen, deren jedes in den Coef-fieienten yon D, wie 
yon ~ und yon @ homogen ist: 

(1 6) (/9, r 

Wit kSnnen endlich von diesem Aggregate noch aussagen, dass es 
bei denjenigen Operafionen (94), die Z-~-1 en~sprechen~ d. h. den 
Subs~itutionen 

1)" -~ D ,  

�9 ' ~ ~ - ~  2~=- ~ ~ u~ ~. D,  
unge~ndert bleiben muss. 

~)~ tn tier That iz~ a und also auch das einzelne [~]~,+I in ~dem genauen, 
oben festget~tenen Sinne des Worbs, ~ keine Function der Cc~fficienten yon 

8 
f , ! ~ e r ~ I ~ - ~ . a  ist eine solche~Fune~om VgL die in w 19 an Formel (108) 
gelmfipf~en Erltuterungem 
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Hiermit ist die Un~rsuchung des al!gemeinen Falles 19 ~ - 3  his zu 
denselben Formeln gef'tihr~, die in Band 32 der Annalen fftr die hyper- 
elliptischen Sigmafunctionen entwickelt warden, und es ist also der 
Zie]punkt erreicht, den ich fiir die gegenwRrtige Abhandlung yon 
vornherein in Aussicht nahm. ]ch daft nicht schliessen, ohne bi~zu- 
zuftigen~ dass die Herren W i l t h e i s s  und P a s c a l  die Frage der 
Reihenentwickelungen der ~ yore Gesehlechte ~o ~ 3 in neuester Zeit 
bereif~ welter verfolgt haben. In den GS~inger Nachrichten yore 
Juni 1889 hat Herr W i l t h e i s s  elegant~ Differentialgleiehungen ver- 
5ffentlicht, denen die @, beziehungsweise die Th, hinsichtlich der als 
variabel angesehenen Coefficient~n der C 4 genfigen. Herr P a s c a l  hat 
sodann in den Nachrichten yore Juli 1889 nRhere Angaben fiber die 
Reihenentwickelung der ungeraden ~ gemacht; er hat den Term 
[w~3 direct berechnet und aus ihm mit H~ilfe der Wiltheiss'schen 
Differentialgleichungen recurrent~ Formeln zur Berechnung der all- 
gemeinen Terme [w]2~q-i abgeleitet. Ausffihrlicher giebt Herr Pascal 
diese Rechnungen in dem neuest~n Heft~ der Annali di Mat~matica 
"(set. 2~ t. XVII~ 2: Sullo sviluppo delle funzioni a abeliane dispari di 
genere 3)*). 

G S t t i n g e n ,  den 24. September 1889. 

*) Inzwischen ersehien in den A~nali di Matema~ica bereits ei~ae Fortsetzung 
dieser Untersuchungen un~r dem Titel: Sulle formole di ricorrenza per lo svi- 
luppo delle 6 abeliane dispari a ire argomentL Herr Pascal hat~ ~berdies j e ~  
die Berechnung des Gliedes [w]z der Reihentwickelung (134) der geraden Sigma- 
functionen bewerkstellig~; ieh babe eine bez. Mi~heilung vor wenigen Tagen der 
G~ttinger Societ~t der Wissenschaften vorgeteg~; dieselbe wird im Decemberhef~ 
der G~ttiuger l~achrichten ver~ffentlicht werden. [14. Dec. 1889]. 


