Zur Theorie der Abel’'schen Functionen.

Von

Ferix Kremy in Gottingen.

Ankniipfend an die Untersuchungen iiber hyperelliptische Func-
tionen beliebig vieler Variabler, iiber die in Bd. 32 dieser Annalen
berichtet ist, habe ich in den Specialvorlesungen der letzten drel
Semester die Theorie der Abel'schen Functionen in Betracht gezogen
und bei ihnen die vom algebraischen Gebilde ausgehende Definition
der Thetafunctionen bis zu demselben Punkte zu filhren gesucht, der
bei den hyperelliptischen erreicht ist. Dies gelang, wenigstens in der
Hauptsache, hinsichtlich aller derjenigen Fragen, bei denen die Moduln
des algebraischen Gebildes als fest gegeben angesehen werden; sollen
die Moduln als veriinderlich gelten (eine Auffassung, die ich im Falle
der hyperelliptischen Functionen in Bd. 32 auch nur erst gestreift
habe), so erwies sich die Beschrinkung auf den Fall p =3 einst-
weilen als nothwendig. Hiermit ist die Eintheilung des folgenden
Berichtes in zwei Hauptabschnitte gegeben, die sich nach Inhalt und
Methode unterscheiden. Ich war leider durch &ussere Verhiltnisse
verhindert, einzelne Punkte so ausfiihrlich zu behandeln, wie ich dies
gewiinscht hitte. Neben meinen Abhandlungen iiber hyperelliptische
Sigmafunctionen in den Binden 27 und 32 wird zum Verstindnisse
die Bearbeitung eines Theiles meiner hyperelliptischen Vorlesungen
niitzlich sein, welche Hr. Burkhardt neuerdings in Bd. 35 dieser
Annalen verdffentlicht hat*). Uebrigens wird man bemerken, dass
vermbge meiner neuen Darstellung die Theorie der hyperelliptischen
Sigmafunctionen selbst an vielen Punkten eine weitere Durchbildung
bez. neue Grundlegung erfihrt. Ueber die Gliederung der nach-

%) Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen
erster Ordnung. — Uecbrigens vergleiche man auch Hrn. Burkhardt’s Ab-
handlung: Beitrige zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen (Math.
Ann. t. 32, 1888); der Leser wird daselbst eine Reihe von Entwickelungen finden,
die ihm als Ergéinzung der von mir im Texte gegebenen Darstellung willkommen
sein werden.
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folgenden Betrachtungen wird das folgende Verzeichniss den besten
Anfschluss geben:¥)
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%) Was die peu in denselben abzuleitenden Resultate angeht, so habe ich
dieselben grossenthells schon in vorliufigen Mittheilungen bekannt gemacht; vergl.
drei Noten in den Gothinger Nachrichten (Ueber irrationale Covarianten, Mirz
1888, Zur Theorie der Abel’schen Functionen I, II, Mirz und Mai 1889), zwei
Noten in den Comptes Rendus der Pariser Academie (Formes principales sur les
surfaces de Riemann, Jan, 1889, des fonctions théta sur la surface générale de
Biemann, Febr. 1889), endlich eine Note in den Proceedings der London Mathe-

matical Society (Febr. 1889),



Abel'sche Functionen. 3

Erster Abschnitt.
Yon den Functionen auf gegebener Riemann’scher Fliche.

§ 1.
Die Riemann’sche Fliche als Grundlage der Theorie. Integrale erster
und dritter Gattung.

Bei den hyperelliptischen Gebilden ist von vorneherein eine ein-
fachste algebraische Darstellung bekannt, die man zweckmdssiger
Weise allen auf sie beziiglichen Untersuchungen zu Grunde legt und
von der selbstverstindlicherweise auch in Bd. 32 ausgegangen wurde.
Nicht so bei den allgemeinen algebraischen Gebilden®). Von den
zahlreichen bei ihnen in Vorschlag gebrachten Normalgleichungen
bietet fiir die hier in Betracht kommenden Fragestellungen keine solch
besonderen Vortheile, dass es niitzlich schiene, gerade sie zum Ans-
gangspunkte der Entwickelung zu nehmen. Vielmehr finde ich es
am zweckmissigsten, mit der Riemann’schen Auffassung zu be-
ginnen und erst aus ibr diejenige Form der algebraischen Darstellung,
welche fiir uns die dienlichste sein diirfte, zu entwickeln, Als Rie-
mann’sche Auffassung schlechtweg bezeichne ich dabei diejenige, bei
der das algebraische Gebilde geradezu durch eine Riemann’sche Fliche
gegeben wird, auf der dann erst hinterher die Functionen, die uns
interessiren mogen, insbesondere die algebraischen Functionen, con-
struirt werden. Ich habe die wesentlichen Momente dieser Auffassung,
so wie ich dieselben verstehe, 1881 in einer besonderen Schrift dar-
gestellt *¥); im folgenden Jahre gab ich in Bd. 21 dieser Annalen Er-
lanterungen &iber die dabei in Betracht kommenden Existenzbeweise ***).
Nachdem inzwischen Hr. Carl Neumann eine ansfiibrliche Dar-
legung der letzteren publicirt bat}), darf ich die beireffenden An-
schauungen im Folgenden als bekannt voraussetzen. Es sei hier nur
daran erinnert, dass vermoge derselben die Integrale erster und dnitter

#) Ich bediene mich dieses aus den Weierstrass’schen Vorlesungen
stammenden Ausdruckes (den man ev. noch durch das Wort ,eindimensional‘
niher umgrenzen kann) iberall da, wo die Benennungen ,Riemann’sche Fliache*
oder ,algebraische Curve* stdrende Nebenvorstellungen mit sich filhren wiirden;
wo diese Nebenvorstellungen wesentlich sind, werden letztere Benennungen
herangezogen.

%) Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ibrer Integrale
(Teubner). — Ich citire im Folgenden mdglichst unter Beifiigung der Jahreszahlen,
wobei ich mick, wo es anging, an die vom Verf, selbst gegebene Datirung balte.

++%) Neue Beitrage zur Riemann’schen Functionentheorie; vergl. insbesondere
daselbst p. 155 ff.

+) Vorlesungen iber Riemann's Theorie der Abel’schen Integrale, Zweite
Auflage (Teubner, 1884).

1*
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Gattung das prius sind, aus welchem die Integrale zweiter Gattung
und insbesondere die algebraischen Fuanctionen erst hinterher abgeleitet
werden, Ich will gleich hier die Bezeichnungen zusammenstellen, die
ich fiir die Integrale erster und dritter Gattung weiterhin gebrauche:

Irgend p linear unabhingige Integrale erster Gattung nenne ich

(1) w1’ w2? L 2K S Wﬁ,
oder ausfiihrlicher, wenn die obere Grenze x und die untere Grenze y
in Betracht kommen:

wl » W2 3 * e wp .

Die 2p Perioden von w, an den Querschnitten Az, Bs einer
kanonischen Zerschuneidung heissen
(2 Wep bez. @,p1p.

Mit Hilfe derselben setzen wir uns aus den w die ,transcendent
normirten* Integrale erster Gattung

(3) Uiy Ugy ooe Op
zusammen; die Perioden derselben sind durch das Schema gegeben:
A, ... 4, B, ... By
@ o, 1 1O .00 0 [z ool Ty,
v, | 01 ... 0 |7y ... 72y
v P00 . 01 rpy L. Ty,

Ein Integral dritter Gattung mit den ,Grenzen“ z, y und den
,,Parametern® £ heisst allgemein
() Fer.
Dasselbe kann insbesondére so specialisirt werden, dass es als Function

von & (oder y) an den Querschnitten 4, B die folgenden Perioden
darbietet:

4, ... 4 B, ... B
©) 1 p; ! »

3
0...0 {2yzz'vf"...2m§”

wir bezeichnen dasselbe dapn mit

© ey

und benennen es als ,transcendent normirtes” Integral dritter Gattung.
Aus dem TT3) (oder irgend einem anderen speciell gewihlten Integral
dritter Gattung) ergiebt sich das allgemeinste PfY, wenn man irgend
eine bilineare Verbindung der ¢3?, v5" hinzufiigt:

® B =T + ] o 02 03",
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Nimmt man hier ¢,g == €g., 50 .hat man insbesondere diejenigen Inte-
grale dritter Gattung, welche, wie das TT selbst, Vertauschung von
Parameter und Argument zolassen.

§ 2.
Einfihrung der Formentheorie auf Grund der ¢.

Wir schreiben jetzt, indem wir die Differentiale der iiberall end-
lichen Integrale in Betracht ziehen:

(9) AW, : dwy: - AWy = @, 1 Pyt Pp.

Die Herren Weber#) und Nother®*) haben bereits die so einge-
fiihrten @,,...¢, als homogene Coordinaten der Punkte eines Raumes
von (p — 1) Dimensionen interpretirt, innerhalb dessen dann, unserer
Riemann’schen Fliche entsprechend, eine Curve (2p — 2)'r Ordnung
(Cap—z), die Normalcurve der ¢, liegt®™%). Wir adoptiren den hiermit
gegebenen Gedanken, indem wir ihn weiter entwickeln. Die Fune-
tionen, welche man in der Theorie der Abel'schen Functionen bisher
ausschliesslich zu betrachten pflegt, sind nor von den Verhdlinissen
der ¢ abhingig, sie sind homogene Fumctionen nulllen Grades der
@, ...9p. Wir werden Veranlassung nehmen tberhaupt homogene
Functionen der g, ... @, in Betracht zu zichen. Wir bezeichnen die-
selben im Gegensatze zu jenen nur von den Verhiltnissen der ¢ ab-
hiingigen Functionen als Formen.

Der hiermit bezeichnete Schritt von den Functionen zu den Formen
wird mehr oder minder bewusst immer vollzogen, wenn man irgend-
welche algebraische Gebilde analytisch - geometrisch im Sinne projectiver
Auffassung bebandelt. Inzwischen hat sich eben hierdurch, wenn ich
nicht irre, eine gewisse Unklarheit festgesetzt. Man mbchte dieselbe
zu dem Satze verdichten: Functionen, d. h. Formen nullter Dimension,
haben an sich eine geometrische Bedeutung, Formen hoherer Dimension
aber nur, insofern sie gleich Null oder Unendlich gesetzt werden.
Dieser Satz ist bei der gewohnlichen Darstellung in der That vollig
richtig, aber doch nur in Folge der willkiirlichen Verabredung, ver-
mbge deren man von vorneherein nur die Verhiltnisse der homogenen

%) Ueber gewisse in der Theorie der Abel'schen Functionen auftretende

Auspahmefille, Math. Ann. §. 13 (1878).
) Ueber die invariante Daxstellung algebraischer Functionen, Math, Amn,

t. 17 (1880). o
%%) Im hyperelliptischen Falle artet dieselbe bekauntlich in die doppelt-

zihlende rationale C,_, aus; dies hindert aber nicht, dass wir die Gy, 5 auch

im hyperelliptischen Falle in Betracht ziehen, den wir Gberbaupt im Folgenden
immer als miteingeschlossen betrachten, sofern wir nicht, wie in § 7, ausdricklich

das Gegentheil bemerken,
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Variabelen geometrisch interpretirt hat. Letzteres ist ja in der That
fiir viele Zwecke ausserordentlich niitzlich, wie es denn im Folgenden
durchweg in der herkommlichen Weise geschehen soll. Aber es steht
doch nichts entgegen, die homogenen Variabelen in einem mit einer
Dimension mehr ausgestatteten Raume als absolute Coordinaten zu
interpretiren. Dann gewinnen sofort die Formen irgend welchen Grades
selbst ihre geometrische Bedeutung. Man nehme das Beispiel unserer
Qyy - Pp. Wenn wir, in Uebereinstimmung mit dem gewohnlichen
Ansatze, wie wir es gerade sagten, die Verhiltnisse @, 1@, : -+ @,
als Coordinaten eines im Raume von (p — 1) Dimensionen gelegenen
Punktes interpretiren, wo dann jeder Stelle der Riemann’schen Fliche
ein solcher Punkt entspricht und der Riemann’schen Fliche selbst,
als den Inbegriff ihrer Stellen, die gerade erwihnte C;,_, correspondirt,
dann ist es freilich unmoglich, bei einer von den ¢ nicht im nullten
Grade abhingenden Form etwas Anderes als die Null- und die Un-
endlichkeitsstellen geometrisch aufzufassen. Aber wir konnen doch die
P13 Pay - - - Pp ebensowohl als gewdhnliche (Cartesische) Coordinaten
des Raumes von p Dimensionen deaten.. Dann erheben wir uns zu
einem hoheren Standpunkte: einer jeden Stelle der Riemann’schen
Fliche entspricht dann ein ganzer, durch den Coordinatenanfangspunkt
laufender Strahl; dieser Strahl beschreibt, wenn die Stelle die Rie-
mann’sche Fliche tiberstreicht, einen Kegel der (2p — 2)t» Ordnung,
und aunf diesem Kegel finden dann alle die in den nichsten Paragraphen
einzufithrenden Formen: das Differential dw, die Primform Q, etc,
ihre vollwerthige geometrische Interpretation.

Noch ein paar Worte tiber den Gebrauch homogener Variabler
tiberhaupt. Ich entschliesse mich zu demselben nicht irgend welcher
Tradition oder Gewdhnung zu liebe, sondern um das Wesen der Sache,
so wie ich dasselbe verstehe, klarer herauszustellen. Um nur von den
nichstfolgenden Paragraphen zu reden, so ist es der Zielpunkt der-
selben, gewisse complicirtere Functionen der bisherigen Theorie, die
Integrale dritter Gattung, die Thetafunctionen ete. aus einfacheren
Elementen aufzubauen; dies wiirde ohne homogene Variable unmoglich
sein, denn diese einfacheren Elemente existiren eben nur im Bereich
der homogenen Variabelen. Dabei wolle man sich, was die Formulirung
der Sitze angeht, immer gegenwirtig halten, dass beim Gebrauch
homogener Variabler nicht nur unendlich grosse Werthe der Verinder-
Hichen ausgeschlossen sind, sondern auch das gleichzeitige Verschwinden
simmilicher Verinderlichen. Nur hierdurch werden die im Folgenden
immeyr wiederkehrenden Sitze moglich, dass gewisse Formen niemals
uoendlich werden ete.

Die Erlinterungen, welche ich hiermit-iiber das Wesen der ho-
mogenen Variabelen und ihre geometrische Interpretation insbesondere
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gegeben habe, machen keinen Anspruch anf Neuheit. Trotzdem schien
es im Interesse besserer Verstindlichkeit der folgenden Entwickelungen
niitzlich, dieselben hierher zu setzen. In der That hat mich die Er-
fahrung belehrt, dass selbst solche Mathematiker, die an den Gebrauch
homogener Variabeler im Gebiete rationaler algebraischer Operationen
durchaus gewdhnt sind, einen Augenblick stutzen, wenn sie die gleiche
Art des Ansatzes im transcendenten Gebiete handhaben sollen.

§ 3.
Das Differential dew, Die Integrale zweiter Gattung.

Der erste Erfolg, der aus der Einfiihrung der ¢ resultirt, ist der,
dass wir in einfachster Form einen Differentialausdruck (eine Differential-
form) construiren kdnnen, welcher nirgendwo auf dem algebraischen
Gebilde (oder besser gesagt: auf der fiir uns in Betracht kommenden
Mannigfaltigkeit der @) Null oder Unendlich wird. Derselbe lautet,
unter « eine beliebige der Zahlen 1,2,...p verstanden:
dw,

%o

Dass hier der Werth des « durchaus gleichgiiltig ist, ergibt sich so-
fort aus (9); wir konnten, unter den ¢, irgendwelche Constante ver-
standen, ebensowohl schreiben:

(10a) do =

(10) do =

Eca dwa
e, 9,

Aber ebensowohl folgt aus (9), unter Beriicksichtigung unserer Fest-
setzungen iiber den Bereich, innerhalb dessen sich die homogenen
Variabelen ¢ zu bewegen haben, dass do keine Null- oder Unendlich-
keitsstellen besitzt: in Formel (10a) kann, bei gegebenen ¢, aller-
dings Zahler und Nenner gleichzeitig verschwinden, aber wir gehen
dann jedesmal sofort zn einem bestimmten endlichen Werthe des do
iiber, indem wir die ¢, durch irgendwelche andere Constante ersetzen.

Das so gewonnene de erweist sich nun in der Folge als ganz
besonders niitzlich. Ich werde dasselbe hier zunichst zur Definition
def Integrale zweiter Gattung anwenden. Man fiihrt diese Integrale
in die Riemann’sche Theorie allgemein so ein, dass man ein Integral
dritter Gattung nach einem seiner Parameter differentiirt. Aber was
heisst nach einem Parameter (iiberhaupt nach einer Stelle der Rie-
mann’schen Fliche) differentiiren? Die gewdhnliche Darstellung be-
nutzt dazu irgend eine Function der Stelle und differentiirt nach dieser
Function ; sie fiihrt damit in die Definition der Integrale zweiter Gattung
eine unndthige Particularisirung ein. Fir uns ist in allen solchen
Fillen unmittelbar die Benutzung des deo gegeben. FEine Function.
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auf der Riemann'schen Fliche differentiiren heisst, das Differential

der Function durch deo dividiren. Ist also YFY ein Integral zweiter
Gattung mit den Grenzen z, y und der Unstetigkeitsstelle &, so
setzen wir:

o OPE
(1) vy = T
Hier ist dwg von der (— 1)t Dimension in den ¢ der Stelle &; es
ist also Y eine Form (1) Dimension in den ¢ der Unstetigkeitsstelle.
Natiirlich wechselt das ¥ mit dem zu Grunde gelegten Integral dritter
Gattung, Indem wir in (11) statt P das Normalintegral TT setzen,
wollen wir insbhesondere schreiben:

¢ 3/ 3”}”’
(13) YE v = ‘—3-‘;5— .
Formel (8) gibt dann:
(13) YEI = YE 4 D) ap vl 9,

Andererseits ergeben sich aus (6) als Perioden des Integrals Yg:

” |4,... 4| B. ... B

Ygt 0...0 j 2aip® . .. 2miyd

Ich habe dabei diejenigen linearen Verbindungen der ¢, die, vermoge
(9), den Differentialen dv, ... dv, der Normalintegrale v entsprechen,
mit %, ..., bezeichnet.
Ich schliesse einige Folgerungen an, welche man aus der so ver-
schirften Definition der Integrale zweiter Gattung ohne Miihe ableitet.
Seien ', ¢, ... ¢® irgend m Stellen des algebraischen Gebildes.
Wir haben dann in

(15) O A EYH Ao Y4 C

die allgemeinste Integralfunction vor uns, welche an den Stellen
¥, t", ... t™ je einfach algebraisch urendlich wird und dabei an den
Querschnitten 4, ... 4, durchaus verschwindende Periodicititsmoduln
aufweist. Bestimmen wir jetzt vermdge (14) die ¢, ¢’, ... ¢™ so,
dass auch noch die Perioden zweiter Art verschwinden, so haben wir
die allgemeinste auf dem Gebilde eindeutige algebraische Function der
Stelle 2 vor uns, welche fiir z=1¢, ¢, ... {™ einfach unendlich
wird. Dies gibt sofort den Riemann’-Roch’schen Satz dber die
Zahl der in einer solchen Function noch -willkiirlichen Constanten
¢, €y ... ¢ die Zahl dieser Constamten ist

(16) m—p -+ 7,
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wo © die Zahl der linear unabhingigen linearen Verbindungen der ¢ ist,
die fir t', t”, ... t™ verschwinden.

Wir betrachten ferner (p -+ 1) Stellen des Gebildes: ¢, ¢, .. .t
und bilden die Determinante:

xy zy zy
¢ ¢ Yg(?)

(17) v, v, () ()

| 2e(8) () ¥p(9)
Wir schliessen sofort, dass dies eine algebraische Function der Stelle
(bez. y) ist, welche fiir # = y verschwindet, dagegen einfach unendlich
wird, wenn z (oder y) mit ¢, ¢, ... {{» zosammenfillt. Wir wollen
diese Function mit dem Zeichen
(18) Alg(x,y; t,t',...17)
bezeichnen; in den ¢(¢), @(¢"), ... ist sie beziehungsweise von der
~+ 1t Dimension. Jetzt wird (17) nach Formel (13) nicht geindert,
wenn wir die Y durch beliebige Y ersetzen; sie indert sich nur um
einen constanten Factor, indem wir statt der 3 die anfinglichen ¢
einfiihren. Indem wir diesen constanten Factor mit in die Definition
der algebraischen Function (18) aufnehmen, haben wir die Gleichung:
2y Y Yy

« o)
a9 | 2O w9 Az, y; 1,8, )

P(t) @) @ (t?) |
Hier entwickele man jetzt linker Hand nach den Elementen der ersten
Verticalreihe und dividire durch den Coefficienten von Y. Y. Indem
wir dann noch der Kiirze wegen fiir die auftretenden linearen Ver-
bindungen der Y7, ... YU die Zeichen — Y7i¥, ... — Y,¥ ein-
fihren, erhalten wir:

20) YH =9, Y+ o) Y+ -+ o) Y’

Alg(z,y; ¢, 8 ... t?) .
T P ... %(tp)

9,0 .. 9,7

Die biermit erhaltene Formel ist, von unwesentlichen Aenderungen
abgesehen, dieselbe, welche in den Vorlesungen von Hrn. Weierstrass
eine bekannte wichtige Rolle spielt [sie wird dort nur in ganz anderer
Weise gewonnen, indem die algebraische Function (18) in directer
Weise hergestellt und dann in Aggregate von Integralen zweiter Gattung
gespalten wird), Man konnte die von den p Stellen 7,77, ...#® ab-
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hingigen Y,, Y,, ... Y, Normalcombinationen von Integralen zweiter
Gattung nennen, Um ihre Perioden zu erforschen, bilden wir uns
zundchst die der Determinantenform (17) entsprechenden Normal-
combinationen Y, ...Y,. PFiir die Perioden der letzteren ergiebt (14)
sofort folgendes Schema:

.A—i.-.Ap BiolQBP
Y| 0 0 |2z 0

(1)

Y,/ 0 0] 0 2=

Wir schliessen, dass die Perioden der Normalcombinationen Y,,...,Y,
von der Auswahl der p Stellen t', . .., 2} unabhingig sind, und also
nur von der Wahl des Integrals dritter Gattung P (Formel (11)), be-
zichumgsweise der p Integrale erster Gattung w,, durch welche wir die
@, bestimmit haben, abhingen. Diese Perioden sind es jetzt, die wir
Perioden zweiter Gattung nennen werden. Der Formel (2) entsprechend
bezeichnen wir die Perioden von Y. an den Querschnitten Ag, Bz mit

(22) ] — Na,p, beZ.  — Napip .
Die Perioden von Y; werden dann beziehungsweise, nach Formel (20):
(23) — DEu(t) Mgy wnd — DE0u(®) %0 prp.)

§ 4.

Die Primform Q(z, y).

In den vorigen beiden Paragraphen war p > 1 vorausgesetzt. Wir
betrachten einen Augenblick die Fille p = 0 und p=1. Es ist sehr
leicht, bei ihnen Differentialausdriicke anzugeben, die insofern dem do
des vorigen Paragraphen entsprechen, als sie gleichfalls auf dem
algebraischen Gebilde nirgendwo Null oder Unendlich werden und
dabei, von einem etwaigen constanten Factor abgesehen, den wir nach
Belieben zufiigen mogen, vollig bestimmé sind. Bei p =1 ist dies
das Differential des einen in diesem Falle tberhaupt vorhandenen
iiberall endlichen Integrals selbst:

(24:) deo = dw.
Bei p =0 werden wir uns auf dem algebraischen Gebilde zunichst
eipe solche algebraische Function z construiren, die jeden Werth nur

#) Ich habe die Definition der 4 im Texte um so lieber ausfihrlich gegeben,
als ich in Bd. 32, p. 365 ff. bei den entsprechenden Entwickelungen fiir den Fall
der hyperelliptischen Functionen unndthige Particularisationen einfiihrte. Die
dort benutzten 2, Z{), - - -, Z¥ sind solche Normalverbindungen von Integralen
zweiter Gattung, deren simmtliche Unstetigkeitsstellen in die eine mit ¢ benannte
Stelle des hyperelliptischen Gebildes zusammengeriickt sind,
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einmal annimmt, dieses x = —z-:— setzen und endlich dw gleich der Deter-
minante (z,dz, — #,dz,) wihlen:
(25) do = (zdz).

Ich werde jetzt umgekehrt ein wesentliches Element der allgemeinen
Theorie einfithren, indem ich mit den Féllen p = O und p = 1 beginne.

Bei p =0 und p =1 kann man ndmlich einen einfachen nur von
zwei Stellen des Gebildes, x und y, abhimgigen Ausdruck Q(z, y) auf-
bauen, der nur verschwindet, und zwar wie de, wenn die beiden Stellen
x, y susammenricken, und der nirgends unendlich wird; mit Hiilfe dieses
Q lassen sich die zum Gebilde gehorigen Integrale in einfachster Weise
darstellen.

Bei p = 0 ist einfach
(26) Qz, y) = (2,4 — 22%,) -
Dabei wird die Definition des zum Gebilde p = O gehorigen Integrals
dritter Gattung:

Ty __ @) (ym)
(27) Py =108 D)

Bei p = 1 ist die Sache ein wenig complicirter. Sei &, (w) Jacobi’s
ungerade Thetafunction, gebildet fir das Integral erster Gattung w
und seine beiden Perioden ®,, ®,. Ich schreibe dann, unter ¢ eine
beliebige Constante verstanden:

(28) 0,(w) = & - 9, (w) : 3, (0).
Unser Q entsteht, indem wir in die so definirte ,,allgemeine* Theta-
function ©, fiir w den Werth w?¥ substituiren:
(29) Qz, y) = 0, (w?).
Auch hier brauche ich die in Aussicht gestellten Eigenschaften von
Q(z, y) nicht ausfithrlich darzulegen. Ich will nur daran erinnern,
dass in der That ) - 0, (09"
zy 6, (w”*) - O, (w?
50 Fer=1% & () 0,(r®)
ein zum Gebilde p = 1 gehdriges Integral dritter Gattung definirt (und
zwar ein solches, welches Vertauschung von Parameter und Argument
gestattet); — den unendlich vielen Formen, welche die Function 6,
in (28) der Willkiir des ¢ entsprechend annehmen kann, entsprechen
die verschiedenen Definitionen, die bei einem solchen Integral dritter
Gattung noch mdglich sind. Lisst man z auf dem algebraischen Ge-
bilde einen Periodenweg beschreiben, bei welchem w um @, das zu
P und w gehorige Integral zweiter Gattung ¥ um — 7 zunimmt, so
erhilt Q(w, y), nach (29), den Factor

3 w‘”!/.;.ﬂ
a1 _pls)
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Gelten hier n und @ als bekannt, so glebt vns dies eine Definition
der Grosse w*¥. Man kann also in der That simmtliche Integrale
von Q beginnend definiren.

Ich sage nun, dass sich diese Theorie vermige des im vorigen Para-
graphen fir p > 1 eingefiihrten Differentialousdrucks do wngeindert
auf den Fall eines grisseren p vbertragt.

Wir miissen zu dem Zwecke die Formelgruppen (26), (27) und
(29), (30) umkehren. Dies gelingt, wie man sofort nachrechnet, durch
die gemeinsame Formel:

__px+dz,y+dy
(32) Qz,y)= (]/dcoa,. do,-e Y )limdm=0,dy=0)

wo de& durch (25), bez. (24) definirt ist und natiirlich das Vorzeichen
der Quadratwurzel durch passende Verabredung festzulegen ist.

Eben diese Formel, in der wir deo durch (10) erkliren, unter P
aber irgend ein zum algebraischen Gebilde gehdriges Iniegral dritter
Gattung wverstehen, st uns jetzt die Definition des Q(z,y) in den
hoheren Fillen.

In der That verificirt man sofort, dass das durch (32) gegebene
Q auch bei hoherem p nur fir 2 =y verschwindet, und zwar bei
geeigneter Wahl der Quadratwurzel wie dw, selbst, niemals aber un-
endlich wird. Eine Formel, ganz dhnlich gebaut wie (27) oder (30),
giebt uns sodann eine Definition des P durch Q%). Um von Q aus
die Integrale erster Gattung zu definiren, bestimmen wir wieder den
Factor, um den Q wichst, wenn z auf dem algebraischen Gebilde
einen geschlossenen Weg durchliuft, der fiir die w, die Perioden w,,
fir die Y, die Perioden — 7, liefert; wir finden:

w
-S-a ﬂa(wﬁy'!"-;)
+e ;

(33)

hier ist das Zeichen |- an sich unbestimmt, weil Q eine Form (—-—- —;—)m

Dimension in den @ (z) bez. den ¢(y) ist. — Ich werde das Q, welches
mit dem Integral dritter Gatbung TT gebildet ist, im Folgenden
gelegentlich Qz nennen; fir das allgemeine Qp hat man dann nach
Formel (8):

xYy XY
—é' caﬁvg ﬂﬁ

(34) Q\x: y)l’ = Q (@, y)ﬂ 2

¥) Dabei ist vorausgesetzt, dass P Vertauschung von Parameter und Argument
gestattete; ist dies nicht der Fall, so wird durch (32) nach wie vor ein branch-

bares Q(z, y) definirt, -die Anwendung von (27), (30) fihrt aber nicht zu P‘”g
sondern zn w( P=Z zuriick,
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Das so gewonnene Q(z, y) ist nun diejenige- Primform, deren
allgemeine Einfilhrung ich bereits in Bd. 32, p. 363 (Fussnote) in
Aussicht nabm. Ich kann nicht zweifeln, dass dieselbe fiir die allge-
meine Theorie der algebraischen Gebilde nach den verschiedensten
Richtungen hin Bedeutung gewinnen wird. Wenn ich dieselbe im
Folgenden nur erst zur Construction der Thetafunctionen benutze, so
ist das eben nur eine von den verschiedenen méglichen Anwendungen.
Vorbehaltlich der Erginzungen, welche der folgende Paragraph bringt,
denke ich mir den Fortschritt, der in der Einfiihrung der von zwei
Stellen des algebraischen Gebildes abhingigen Primform statt des von
vier Stellen abhiingenden Integrals dritter Gattung liegt, genau so, wie
den Fortschritt von der projectiven Geometrie der geraden Linie, welche
nur Doppelverhiltnisse von vier Punkten kennt, bez. (bei der Lehre
von der projectiven Massbestimmung) mit Logarithmen solcher Doppel-
verh#ltnisse operirt, zur bindren Invariantentheorie, welche die Deter-
minante (zy) als einfachstes Gebilde zu Grunde legt. Ich habe In
Bd. 32 1. ¢, der nahen Bezichung gedacht, welche zwischen der Prim-
form Q(z,y) und der von Weierstrass in seinen Vorlesungen benutzten
Primfunction E(z,y) besteht: Weierstrass wiirde ohne Zweife]l das
Q(x, y) selbst eingefiihrt haben, wenn er sich hitte entschliessen
konnen, bei Fragen dieser Art in der hier benutzten Weise mit
homogenen Variabelen zu operiren. Noch niher kommt dem Q(z, ¥)
vermdge seines besonderen Ausgangspunktes Herr Schottky in seiner
Abhandlung ,,Ueber eine specielle Function, welche bei einer bestimm-
ten linearen Transformation ihres Argumentes unverindert bleibt“
(Journal fiir Mathematik, Bd. 101, 1887). Herr Schottky behandelt
daselbst die Darstellung algebraischer Gebilde durch solche eindeutige
Functionen einer Variabelen % mit linearen Transformationen in sich,
welche auf der ganzen 5-Kugel existiren (eben die Darstellung, welche
nach dem -von mir in Band 19 dieser Annalen (1881) aufgestellten
Satze allgemein giiltig ist). Dabei erscheint ihm (pag. 242 1. ¢.) ein von
zwei Stellen des Gebildes abhiingiges unendliches Product fundamental,
das er, der Weierstrass’schen Bezeichnung entsprechend, mit E benennt:

(g ._. ’7%) (1 —&y) .

BEE m=E—n) H E—&)(n—m)’
mit seiner Hiilfe erzengt er alle anderen fiir ihn in Betracht kommen-
den Functionen. Hier sind &, % die transcendenten Argumente, durch
welche die beiden Stellen des algebraischen Gebildes, die wir 2, ¥
nennen, gegeben werden; E(&, 1) ist in Folge dessen mit unserer Prim-
form Qz, y) so gut wie identisch. Man hat nur, om letztere zn
erhalten, £ in geeigneter Weise gleich §:§,, % gléich 421, za setzen,

worauf
Qz,4) = L, E(E, 1)
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ist, sich also durch ein unendliches Product darstellt, dessen einzelne
Factoren Determinanten vom Typus (§9) = (§,9,— &, 7,) sind:

Qz, y) = (En) -, %&%

Die hiermit gegebene formal ganz unbedeutende Modification des
Schottky’schen Ansatzes ist fir die Auffassung von fundamentaler
Bedeutung. Indem das E des Hrn. Schottky fiir £ = 0o oder y = o
selbst unendlich wird, verhilt es sich auf dem urspriinglichen alge-
braischen Gebilde durchans complicirt und ldsst in keiner Weise das
einfache Verhalten erkennen, welches das Q (z, y) thatséichlich besitzt*).

§ 5.
Von den Mittelformen.

Wir betrachten jetzt auf unserem algebraischen Gebilde fiir einen
Augenblick algebraische Functionen, die anuf dem Gebilde eindeutig
sind, dieselben, die wir oben (§ 3) aus Integralen zweiter Gattung
zusammensetzten. Die Primform Q ergiebt bei beliebigem p eine Dar-
stellang dieser Functionen, die fiir p = 0 wie fiir p = 1 sehr bekannt
1st. In der That, seien die g; die Nullpunkte, die b; die Unendlich-
keitspunkte einer solchen Function R, so hat man

(35) p A2

Hsz (2, b))

Wie aber steht es mit der analogen Darstellung algebraischer Formen ?
Wir miissen, ehe wir diese Frage beantworten, die Bedeutung des

*) Far eine specielle Art algebraischer Gebilde, ndmlich die ebenen Curven
nter Ordoung, welche keine singuldren Punkte besitzen, wird Herr Pick in Bd. 29
der Mathematischen Annalen in der noch wiederholt zu nennenden Arbeit ,,.Zur
Theorie der Abel’schen Functionen* (1886) ebenfalls ganz in die Nihe der Prim-
form Q (z, y) gefithrt. In der That ist, fir den dort vorliegenden Fall, der p. 267 L. ¢,
gegebene Ausdruck:

(hx?/)z . el'l xy)

%—1 7”1
ak az M ak ay

geradezu das Quadrat unseres Q. Herr Pick bemerkt auch die ausgezeichnete
Eigenschaft dieses Ausdrucks, nirgends unendlich zn werden und nur bei £ =y
zu verschwinden; er-zieht daraus aber keine allgemeine Folgerung betr. die Be-
deutung seines Ausdrucks, wie er denn insbesondere nicht entwickelt, dass auch
noch die Quadratwurzel ans dem Ausdrucke (eben unser Q) auf dem algebraischer
Gebilde unverzweigt ist,
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Wortes Form mnoch erst genauer festlegen. Im allgemeineren Sinne
wird dies erst weiter unten (§ 7) geschehen. Indem wir den Fall
p =1 vorliufig ansschliessen, wollen wir uns hier mit einer vorlinfigen
Definition fiir p == 0 und p > 1 begniigen. Im Falle p == O verstehen
wir hier unter einer algebraischen Form eine homogene rationale ganze
Function der im vorigen Paragraphen eingefithrten z,, #,. Im Falle
p > 1 wollen wir als algebraische Form eine homogene rationale ganze
Function der ¢,, 9,, ..., ¢, bezeichnen, durchaus den Erliuterungen
des § 2 entsprechend. Moge nun eine solche Form F' an den Stellen
a; des algebraischen Gebildes verschwinden. Wir werden dann fiir
p==0 bei geeigneter Wahl der absoluten Werthe der den a; zugehorigen
homogenen Coordinaten sofort schreiben konnen:

F =H(x @)

Ist aber p > 1 und wir bilden das entsprechende Product

] e@, a,

so wird dasselbe, weil transcendent, keineswegs mit ¥ iibereinstimmen.

Den Quotienten
HQ (%, @)
F

betrachte ich als Definition einer neuen, auf dem algebraischen Gebilde
nirgendwo Null oder Unendlich werdenden Form. Ich bezeichne alle
so entstehenden Formen als Mittelformen, weil sie, sozusagen, zwischen
den transcendenten Q-Producten und den algebraischen Formen in der
Mitte stehen.

In der hiermit gegebenen Definition liegt noch, was man wohl
beachten mége, eine gewisse Unbestimmtheit. Eine jede der im Zihler
von (36) auftretenden Primformen kann nach (33), umabhingig von
jeder anderen, um einen Factor

(@)
A % %e
:}-322122)(”“ +—3 )
modificirt werden. Ich werde einen solchen Factor, der Ausdrucks-

weise von Weierstrass folgend, eine Finheit nenuen. Dann kaunn also
unser Quotient um das folgende Product von Einheiten modificirt

werden : "
A xas o 2
L e ()

Aber unter den so entstehenden Werthen hiingen angenscheinlich nur
diejenigen analytisch znsammen, die sich um einen Einheitsfactor
folgender Form unterscheiden:

(36)
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unter » die (nothwendig gerade) Zahl der Nullstellen @; verstanden.
Unser Quotient (36) schliesst also unendlich viele unter einander analytisch
nicht zusammenhingende Werthereihen in sich. Wenn wir also unseren
Quotienten als ein analytisch wohlbestimmtes Gebilde behandeln, so
ist dabei die Voraussetzung, dass wir irgend eine dieser unendlich
vielen Werthereihen fest gewihlt haben. Von der einen Werthereihe
konnen wir hernach zu jeder anderen durch Zufiigung geeigneter Ein-
heitsfactoren iibergehen.

Wir iiberzeugen uns jetzt, dass wir, von solchen Finhevtsfactoren
abgesehen, alle Mittelformen (36) auf eine einzige m(x) zwriickfithren
Lionnen. Wir definiren dieses m(z), indem wir in (36) fiir F irgend
eine Linearform C, ¢, 4 G, + - - - }+ Cp ¢, einfithren, deren 2p — 2
Nullpunkte wir ¢; nennen wollen:

HQ (x, &)

Cigr+---+C,o, )

In der That wird (86), fiir irgend eine Form »'*» Grades der ¢ gebildet,
von der vtn Potenz des so gewonnenen m(x) nur um Einheitsfactoren
verschieden sein konnen. Um dies zu sehen gentigh es, den betreffen-
den Quotienten (36)- durch m(2)” zu dividiren und die entstehende
Function von z auf der Riemann’schen Fliche, auf der sie keinerlei
Null- oder Unendlichkeitsstellen hat, auf ihre Periodicitiitseigenschaften
zu untersuchen.

Das durch (37) eingefihrte m(z) ist in dem allgemeinen Sinne
des § 2 eine Form (—p)t= Grades in den ¢ der Stelle . Beschreibt
% einen Periodenweg, bei welchem die w, um @,, die ¥, um — 2,
wachsen, so erhilt m (z) einen Factor, den ich folgendermassen schreiben
will:

@ ny (W + (2—Dw,
(38) eZ ) .

Hier bedeutet W die Integralsumme:
(39) W: == w.’;c; + w;ccz + « .. + w‘fc?p"2;
ich habe dieselbe mit einem besonderen Zeichen belegt, weil dieselbe,
dem Abel'schen Theorem zufolge, von der besonderen Linearform Cj,
deren Verschwindungspunkte die ¢; sind, unabhingig ist: |

Wir koonnten m(z) die fundamentale Mittelform nennen. In-
zwischen bestimmt uns die Riicksicht.anf die folgenden Entwickelungen
des § 6 und 9, diesen Namen lieber fiir die (2p—2)tc Wurzel aus m ()
in Anwendung zu bringen:

(37) m(z) =
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2p—2

(40) u(z) = Vm(z).

Hierdurch wird ja zunichst, bei der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens,
eine neue Unbestimmtheit eingefiihrt. Allein diese Unbestimmtheit ist
weiterhin ohne Belang, insofern in den spiteren Formeln immer so
viele Factoren g mit einander multiplicirt auftreten, dass alle Viel-
deutigkeit wegfillt, sobald man an der selbstverstéindlichen Regel fest-
hilt, dass man fiir neben einander stehende Factoren g immer nur die
gleiche Definition in Anwendung bringt. HEs ist dies mit Absieht etwas
ungenau ausgedriickt. In der That zeigt sich, dass in den bald zu
betrachtenden speciellen Fillen statt w(z)?#—2 schon u(z)*, wo m ein
Theiler von 2p — 2 ist, durch eine Formel vom Typus (36), (37)
definirt werden kann, so dass dann zur Weghebung der in Rede stehen-
den Unbestimmtheit nur eine kleinere Zahl von Factoren u(z) zusam-
menzatreten braucht.

Die Mittelformen sind meines Wissens bislang in der Literatur
nicht anfgetreten. In Band 32 der Annalen konnte ich die Darstellung
des dort zu behandelnden hyperelliptischen Falles so wenden, dass es
noch nicht n6thig war, von Mittelformen zu sprechen. Anders verfuhr
ich in einer vorher iiber denselben Gegenstand in den Géottinger Nach-
richten publicirten Note (Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen
beliebig vieler Argumente, Nov. 1887). Dort benutzte ich einen Aus-
druck X (z), der dem p(z) sehr nahe steht. Es ist ndmlich im Sinne
der damals gebrauchten Bezeichnung:

v = (745

§ 6.
Fille besonders einfacher algebraischer Darstellung.

Die bisher gegebenen Definitionen kniipften, wie dies in §1 in
Aussicht genommen war, durchaus an die Grundvorstellungen der Rie-
mann’schen Theorie an, sie machten keinerlel Voraussetzungen oder
Angaben dariiber, wie das in Betracht zu ziehende algebraische Gebilde
algebraisch dargestellt sein sollte. Wir wenden uns jetzt zu der Frage,
ob es nicht eine solche Darstellung giebt, die fiir unsere Zwecke
besonders geeignet ist. Um in dieser Hinsicht bestimmte Ideen zu
gewinnen, betrachten wir vorab zwei Fille algebraischer Darstellung,
die zn besonders einfachen Resultaten fithren, so dass sie fir die
hoheren Fille einen Fingerzeig abzugeben scheinen. Das eine Mal
handelt es sich um die hyperelliptischen Gebilde, betreffs deren ich
zumal auf die in Bd. 32 gegebenen Formeln verweisen will, das andere

Matbematische Annalen. XXXVI, 2
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Mal um die ebenen Curven ohne Doppelpunkt, wegen deren man neben
den Arbeiten von Clebsch insbesondere die bereits genannte Abhandlung
von Pick im 20t Bande der Annalen vergleichen mag.

Im hyperelliptischen Falle gestalten sich die Verhaltnisse folgender-
massen. Wir haben eine zweiblittrige Riemann’sche Flache, die durch
die Quadratwurzel aus einer Bindrform (2p-}2)e» Grades

(41) V Forse(2; 2,)
definirt ist. Das zugehtrige dw wird:
(42) da, = 249

- V Fopia (122)

In Folge dessen decken sich die ¢ mit den rationalen ganzen Formen
(p— 1)t Grades der #,, z,; wir kGnnen insbesondere setzen:

(43) Py () == 227, @y(2) = 227 %2,, .. ., Pu(2) = 27,
woran sich die weiteren Formeln schliessen:

&€ z x
@) wp =f @) do., wpr = [gue)dos, - uzr = [ 5 (2) do.
4 y (4
Aber auch die Definition der Integrale dritter Gattung wird einfach.
Dieselben erscheinen als Doppelintegrale algebraischer Ausdriicke von
iibersichtlicher Bauart. Invariantentheoretische Betrachtungen, auf
deren Binzelheiten ich hier nicht einzugehen habe, lassen dabei unter
allen moglichen Integralen dritter Gattung eines, €, als besonders
bevorzugt erscheinen. Sei f(z) symbolisch gleich a?7+2 gesetst, so ist
¢ durch folgende Formel gegeben

z £
ors P41 1
(45) o= [ao,av, JEIETET AT
2028
Y 7

aus ihm entsteht das allgemeine PJ, indem man eine beliebige
bilineare Combination der #=®v und w®" hinzufiigt (oder, was dasselbe
ist, unter dem doppelten Integralzeichen eine beliebige bilineare Com-
bination der ¢(2) und q)(g)) 4 — Des Ferneren ergiebt sich eine
Darstellung der Primform, bei welcher der in Formel (32) postulirie
Grenzitbergang vollzogen ist. Bezeichnet man nimlich mit %, ¥ die
Stellen, welche zu 2, y conjugirt sind (d. h. sich von den Stellen #, 4

nur dorch das Vorzeichen der zugehdrigen Quadratwurzel ¥fz, VFy
unterscheiden), so kommt:

L (xy) %Pza
(4'6) Q(x,y)..——.—_—m.g LR

Endlich wird die Definition der Mittelform g () jetzt besonders einfach,
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indem wir auf dem hyperelliptischen Gebilde neben den algebraischen
Formen, die wir im vorigen Paragraphen ausschliesslich betrachteten,
nimlich den rationalen ganzen Formen der ¢,,..., g,, die sich in
den 2z,, z, vermbge (43) als rationale ganze Formen von einem durch
(p—1) theilbaren Grade darstellen, itberhaupt rationale ganze Formen
der z,, #, betrachten konnen, Wir werden insbesondere eine lineare
Form dieser Art in Betracht ziehen: C,z, - C,2,; ihre Verschwindungs-

stellen sollen ¢, ¢ heissen. Statt (37), (40) kdnnen wir dann schreiben

Q(z, ¢) - Qx, ¢
(47) “ (x)2 = (01-’”1)+ (/{zx’z ?
so dass also jetzt, entsprechend der am Schlusse des vorigen Para-
graphen gemachten Andeutung, die 2t Potenz von g(x) ebenso definirt
erscheint, wie friiher, im allgemeinen Falle, die (2p —2)te.
Bei den ebenen Curven m'er Ordnung, welche keinen Doppelpunkt

{d. h. tiiberhaupt keinen singuliren Punkt) besitzen und also dem
Geschlecht

m—1.m—2
(48) p= 5

angehbren, kommen Formeln ganz #hnlicher Art vor. Um diesen
Formeln volle Symmetrie zu ertheilen, muss man in dieselben bekannt-
lich, da es sich um terndre Bildungen handelt, Reihen willkiirlicher
Grossen einfithren. Herr Pick benutzt zu dem Zwecke, wie es zumeist
iiblich ist, die Coordinaten eines Hilfspunktes 4. Inzwischen ist es
im Interesse der spiteren Verallgemeinerung zweckmissig, statt des
Punktes % die Coordinaten zweier sich in ihm kreuzender gerader
Linien e, 8 einzufiihren. Sei jetzt

(49) [ (212,85) =0

die Gleichung der Curve, &, == 0, B, = 0 sind die beiden willkiirlichen
Geraden, (fep) die Functionaldeterminante von f(z), «,, ,. Dann
hat man vor allen Dingen die folgende Darstellung des zur Curve
gehorigen Differentials do:

= (dz Ba. — 8B, adz)

(50) do, = Fab .

Es ergeben sich sodann die @ als identisch mit den rationalen ganzen
Formen (m— 3)t» Grades der z,, 2,, 2;, also etwa:

(d1) @(2) = 23, @,(2) = 8742y, . . ., @p () = 273,

womit die zugehdrigen Integrale erster Gattung w,, w,, ..., w, definirt

sind. Die Integrale dritter Gattung wird man wieder als Doppelintegrale

darzustellen suchen. Abermals sind es invariantentheoretische Ueber-

legungen, die in dieser Hinsicht zu einer bestimmten einfachsten

Normalform ¢ fithren. Sei f(2) symbolisch gleich a.%; «,, §, seien
2’
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wieder zwei willkiirliche Linearformen (die iibrigens von den in (50)
benutzten ganz unabhingig zu denken sind). Dann lautet das von
Herrn Pick aufgestellte @ folgendermassen®):

(52) 0=

f 2((@0:6)0,” —1a%7 . (aef)a" “‘1) 2«““5)2 y—1 m~v— L ,,)
do,deo; - m (o, By — 530,;)2

aus ihm ergiebt sich wieder das allgemeine Pj; durch Hinzufiigung
einer bilinearen Verbindung der w<v, wf7?. Wir haben ferner eine
explicite Darstellung der Primform. Zu dem Zwecke muss man die
(m—1) von der Stelle 2 verschiedenen Stellen

z, %, ..., "D

der Curve f == 0 einfiihren, fiir welche (ebenso wie fiir z selbst)
0rf3, — Bae; =0,

desgleichen die (m—1) Stellen
Y, Y’y Yy,

die sich in entsprechender Weise aus y ableiten lassen. Man hat dann **¥):

p”‘
o, By — B, 2

Vaaba (@apais

Fir die Mittelform u(z) ergiebt sich dem allgemeinen Anzatze des
vorigen Paragraphen gegeniiber wieder eine Vereinfachung. In der
That kbonnen wir jetzt alle homogenen rationalen ganzen Verbindungen
der z, z, #; als Formen auf der Curve betrachten. Sei nun C, eine
Linearform dieser Art; ihre Nullstellen heissen ¢,¢”,...,e¢™. Wir

setzen dann einfach:
l lSZ(x )

(54) @L(J;) — Cy, + ‘Cop + Cys -

Ich will noch ausdriicklich darauf aufmerksam machen, dass die
Formeln dieses Paragraphen ungeindert in Geltung bleiben anch wenn

(83) Qz, y) =

*) Man kann dasselbe fiir f(¢) = a]'==7'=c]'in die folgende Gestalt sym-
bolisch umrechnen;

% (abe)? Za" bt o afte 17“‘*”‘
v 7

M1 >

Gmag a@

wo im Zahler eine aus der Theorie der Doppeltangenten bekannte Covariante steht,
**) Vergl. die Fussnote auf pag. 14,
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p =0 oder p =1 ist. Damit sind also, der Beschrinkung des vorigen
Paragraphen entgegen, Mittelformen auch im Falle p =1 definirt.
Nur haben dieselben keine absolute Bedeutung, sondern hingen von
der besonderen Gleichungsform ab, in der wir das elliptische Gebilde
als gegeben voraussetzen.

g 1.
Allgemeines iiber algebraische Formen auf einer Curve.

Ehe wir weiter gehen, miissen wir den Begriff der algebraischen
Form auf einer algebraischen Curve noch in aligemeinerem Sinne fest-
legen, als dies im vorigen Paragraphen geschehen ist, wobei wir
gleich Gelegenheit nehmen den wichtigen Begriff des vollen Formen-
systems einzufiihren.

Voun den beiden im vorigen Paragraphen betrachteten Fillen be-
trifft der eine (der hyperelliptische) eine solche Curve, die den ein-
dimensionalen Raum der z, :2z, doppelt iiberdeckt, der andere eine
Curve des zweidimensionalen Raumes der 2, : 2,: 2;, welche nur der
einen Beschrinkung unterliegt, keine singuliren Punkte zu besitzen.

Indem wir diese beiden Fille umfassen, denken wir ums jetzt
im (n—1)-fach ausgedehuten Raume der 2, : 2, :-..:2, eine Curve
mr Ordnung gegeben, welche keinerlei singulidre Punkte (Doppelpunkte,
Spitzen etc.) besitzen soll, die aber gerne in eine mehrfache Ueber-
deckung einer Curve niederer Ordnung ausgeartet sein kann (wo wir
uns dann diese verschiedenen Ueberdeckungen durch Verzweigungs-
punkte in irgendwelcher Weise verbunden denken mogen).

Was wollen wir im allgemeinsten Sinne unter einer algebraischen
Form &' Grades auf dieser Curve verstehen? Sicher wird uns eine
rationale ganze homogene Function d'*° Grades der z,, z,, ..., 2,,
(s, ein Beispiel hierfiir sein. Wir haben uns im vorigen Paragraphen
auf dieses Beispiel beschrinkt. Wir kntipfen jetzt an den allgemeinen
Begriff der auf der Curve eindeutigen algebraischen Function an. Wir
werden verabreden, dass wir jede solche homogene, ganze, algebraische
Verbindung 0 Grades der 2., 2,, . . ., 2., [g, eine algebraische Form
ot Grades nennen wollen, die durch eine Form Gs dividirt eine auf der
Curve eindeutige algebraische Function ergiebt. Die md Nullstellen
einer Form [y sind also schlechtweg solche Punkte der Curve, welche
zu irgend md Punkten Gy = O squivalent sind¥).

¥) Nach der Ausdrucksweise von Dedekind und Weber im 92» Bande
Jdes Journals fiir Mathematik (Theorie der algebraischen Functionen einer Ver-
ﬁ.nderhchen, 1880); Brill und Ndther gebrauchen fir denselben Begnff das
Wort ,corresidual®, welches aber im Zusammenhange des Textes weniger 2weck-
massig scheint.
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Die so gegebene allgemeine Definition ist mit den Entwickelungen
des vorigen Paragraphen nicht im Widerspruche, aber sie erweitert
dieselbe fiir den Fall des hyperelliptischen Gebildes. Sie lisst uns

nimlich die Quadratwurzel J/fopys (2, 2,) als eine zum Gebilde gehdrige
algebraische Form (p--1)te» Grades erscheinen. Bei der ebenen Curve
f =0 tritt eine solche Erweiterung nicht ein: die zu f = 0 gehbrigen
I decken sich einfach, auf Grund bekannter Sitze der analytischen
Geometrie, mit den rationalen ganzen Formen der z,, 2,, 2, Bei dem
hyperelliptischen Gebilde setzt sich die Gesammtheit der [ erst aus

2y, 29, Vopte Zusammengenommen rational und ganz zusammen,

Wir haben mit diesen letzten Bemerkungen thatsiichlich bereits
den Begriff des vollen Formensystems beriihrt. Allgemein werde ich
als ein zu unserer Curve gehoriges volles Formensystem jede solche Zu-
sammenstellung zugehdriger algebraischer Formen U, T”, . .. bezeichnen,
durch deren Formen sich alle anderen zur Curve gehirigen algebraischen
Formen rational und ganz darstellen.

Die hiermit besprochenen Ideenbildungen finden sich in der Literatur
von zwei Seiten her bearbeitet, von geometrischer und von arithme-
tischer Seite.

In ersterer Hinsicht will ich insbesondere auf die bereits oben
genannte Arbeit von Herrn NoGther verweisen, in welcher derselbe
die Normaleurve der ¢ untersucht (Math. Ann. Bd. 17: Ueber die in-
variante Darstellung algebraischer Functionen, 1880). Herr Nother
entwickelt daselbst ein Resultat, welches fiir uns besonders wichtig ist.
In unsere Ausdrucksweise iibersetzt besagt dasselbe, dass fiir die Normal-
curve der @ (sofern wir den hyperelliptischen Fall ausnehmen, der hier
in der That eine Sonderstellung einnimmt) die @,, @,, . . ., @, selbst
ein volles Formensystem bilden.

In letzterer Hinsicht habe ich auf die gerade genannte Arbeit der
Herren Dedekind und Weber, sowie auf die im 91t Bande des
Journ. fiir Mathematik veroffentlichte Abhandlung von Hrn. Kronecker
zu verweisen (Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer -
Variabelen, 1881). Es seien «,, f, zwei lineare Formen der z, welche
fiir keinen Punkt unserer Curve gemeinsam verschwinden. Wir setzen:

“z:ﬁz=x=x1 g2
(projiciren also unsere Curve m‘e Ordnung durch das Biischel linearer
Mannigfaltigkeiten
¢, —z-f,=0

auf die 2-Axe, wodurch letztere m-fach tiberdeckt wird). Ist nun eine

F, . . .
Form Iy vorgelegt, so wird ——«%— eine auf unserem Gebilde eindeutige
Lo
algebraische Function sein, welche nur bei # = oo unendlich wird.
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Dies ist aber gerade, was die genannten Herren schlechtweg als eine
zum Gebilde gehorige ganmze algebraische Function bezeichnen. Ist
umgekehrt eine solche ganze algebraische Function gegeben, die bei
Z = oo héchstens d-fach unendlich wird, so wird ihr Product mit
z,% eine Form [ vorstellen. , Ganze algebraische Functionen“ und
,algebraische Formen¢ stehen einander also sehr nahe; der Unter-
schied liegt in der Hauptsache darin, dass wir homogene Veranderliche
einfiilhren und uns dadurch von der dem Wesen der Sache fremden
Bevorzugung des Werthes 2 == oo freimachen. In der That kdnnen
wir denn auch den genannten Arbeiten ‘ein fiir uns wichtiges Resultat
entnehmen, Es wird dort nimlich gezeigt, dass man allemal ein
System von (m—1) ganzen Functionen

FI,F2,.--, Fm—l

so aussuchen kann, dass jede andere ganze Function sich in der Form
darstellen ldsst:

9+ 9F+9,F+-- « 4+ Gn-1 Fuy,

unter den g rationale ganze Functionen von x verstanden. Das heisst,
in unsere Sprache iibertragen, dass allemal (m — 1) algebraische Formen
| U IPORPRIN )

mit z,, #, zusammen ein volles Formensystem bilden, durch welches
sich alle anderen algebraischen Formen besonders einfach ausdriicken
lassen. Im hyperelliptischen Falle ist dieses Formensystem von dem
bei uns benutzten nicht verschieden, im Falle der ebenen Curve aber,
wie in dem der Normalcurve der ¢, diirfte es fiir die Anwendung
complicirter sein als das von uns angegebene System der z,, x,, Z;,
beziehungsweise der @, @,, ..., @p-

Ich gebe diese Erliuterungen iiber volle Formensysteme iibrigens
wesentlich nur zur allgemeinen Orientirung. Ich werde die folgende
Darstellung so wihlen, dass ich betreffs derselben keinerlei allgemeine
Kenntniss voraussetze; vielmehr dienen mir die vollen Systeme nur
zur Exemplicificirung in einzelnen Fillen.

§ 8.
Kanonische Curven.

Die Entwickelungen des vorigen Paragraphen und die anderen,
von denen wir in §§ 2, 5 ausgingen, widersprechen einander gewisser-
massen: damals definirten wir Formen auf dem algebraischen- Gebilde
ganz allgemein von den ¢ aus, jetzt kniipfen wir zu demselben Zwecke
an eine bestimmte Art algebraischer Darstellang des Gebildes an,
indem wir uns dasselbe als Curve m'* Ordnung im Raume von (n—1)
Dimensionen gelegen denken, Die zweierlei Festsetzungen stimmen
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pur in einem einzigen Falle iiberein, wenn nimlich die C, mit der
Normalcurve der ¢ identisch ist (wobei wir dann noch, um den
Nother'schen Satz anwenden zu konnen, den hyperelliptischen Fall
bei Seite lassen miissen). Inzwischen zeigen die beiden Beispiele des
§ 6, dass doch auch noch auf andere Weise eine Vertriiglichkeit der
zwelerlei Auffassungen herbeigefiilhrt werden kann. Beim hyper-
elliptischen Gebilde sind die linearen Verbindungen der ¢ mit den
Verbindungen (p—1)te» Grades der z,, z,, bei den ebenen Curven mter
Ordnung, die wir betrachteten, mit den Verbindungen (m — 3)ten
Grades der z,, 2,, 2; identisch; dadurch wird erreicht, dass alle ratio-
nalen gamzen homogenen Verbindungen der @y, @o, ..., @p 0 den
beiden Fillen algebraische Formen auch im Sinme des § T sind. Ich
werde alle Curven, bei denen etwas Aehnliches Statt hat, kanonische
Curven nennen.

Kanonische Curven sind also unter den in § T betrachteten Curven
solche, bei denen die @, @,, ..., @, algebraische Formen, sagen wir
vom d* Grade, der z,, @y, . .., 2, Sind. Es ist dies auf Grund be-
kannter Aequivalenzbetrachtungen dasselbe, als wenn wir sagten, dass
die Gesammtheit der linearen Verbindungen der ¢ mit der Gesammt-
heit der algebraischen Formen d'*» Grades der z identisch ist.

Auf Grund dieser Definition ergeben sich sofort zwei Eigenschaften,
welche fiir die kanonischen Curven charakteristisch sind.

Erstlich beachte man, dass eine ¢ in 2p — 2 Punkten verschwindet;
es ist daher

(55) 2p — 2 = md;

die Ordnung m der kanonischen Curve ist ein Theiler von 2p — 2.

Zweitens seien «,, f§, irgend zwei lineare Formen der z,, ..., z,,
welche fiir keinen Punkt der kanonischen Curve gemeinsam verschwin-
den. Der Differentialausdruck

(56) e.fBq. — .,
verschwindet dann in
2m -+ 2p — 2 = m(d+42)
Punkten der Curve. Ich sage, dass diese m(d--2) Punkte die Null-
stellen einer algebraischen Form Taps sind. In der That, sei voriiber-

gehend d W dasjenige iiberall endliche Differential, welches durch die
Gleichung:

AW = ﬁzd - de
definirt ist. Der Differentialquotient
o, .
—a(g):aw

ist dann eine auf der Curve eindeutige algebraische Function, welche
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in den genannten m(d-+2) Punkten verschwindet. Aber die Unend-
lichkeitspunkte dieser Function liegen (d 4 2)-fach zihlend in den
Punkten B, = 0; sie sind also die Nullstellen einer Ggy2(2) [um diese
im vorigen Paragraphen gelegentlich gebrauchte Bezeichnung wieder
aufzunehmen]. Daher sind die Nullstellen der Function nach der
Definition der I' durch das Verschwinden einer Fgy; gegeben. Wir
konnten geradezu schreiben:

07 ['(,,_i_?(,fg1 e ) = d(W‘j‘_)_ . B2,

Fir do ergiebt siech dann der Ausdruck

e (azﬁdz—ﬁzadz)
(58) do = Fage(%1-.-2,)

Die beiden hiermit genannten Eigenschaften der kanonischen
Curven, die in der Formel (58) zusammengefasst erscheinen, sind, wie
gesagt, fiir die kanonischen Curven charakteristisch, Denn sobald man
fiir do die Formel (58) hat, werden die Integrale

(59) jr,],(z1 7)) do

tiberall endliche Integrale vorstellen, die Formen [; sind also lineare
Vgrbindungen der ¢ und die Gesammtheit der Iy deckt sich, wieder
vermdge der bekannten Aequivalenzbetrachtungen, mit der Gesammt-
heit der linearen Verbindungen der ¢ —

Wir haben bei den letzten Erldutefingen (indem wir von den ¢
handelten) p selbstverstindlich > 1 genommen. Unser letzter Satz
gestattet Uns, die Definition der kanonischen Cidven auch auf die
Fille p = 0 und p = 1 auszudebnen. Wir werden, bei beliebigem p,
eme Curve kanonisch mennen, wenn das zugehirige do durch eine
Formel vom Typus (58) gegeben ist.

Dies giebt fiir p = 1 ein besonders einfaches Resultat. In der
That kénnen wir die Formeln (57), (58) sofort fiir p = 1 gelten lassen,
indem wir in denselben d'== 0 nehmen und d W mit dem einen in
diesem Falle vorhandenen Differential erster Gattung identificiren.
Wir haben also: ‘Simmiliche -Curven des § 7, die p = 1 aufweisen,
sind kanonische Curven.

Fiir p =0 ergeben sich als kanonische Curven: die einfach iiber-
deckte Gerade z, : 2,, die m-fach iiberdeckte Gerade, welche durch das
Wourzelzeichen

11”/‘13 ¢ bz
definirt wird, der einfache Kegelschritt der Ebene.
 Jedenfalls lisst sich also jedes algebraische Gebilde in kanonische
Form setzen. Fir p > 1 ist ja in allen Fillen die Normaleurve der ¢
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eine kanonische Curve (auch im hyperelliptischen Falle, trotzdem dort
der Satz vom vollen Formensystem der ¢ nicht gilt). Um zu unter-
suchen, ob neben ihr gegebenen Falles noch niedere kanonische Curven
existiren, hat man nur nachzusehen, ob fiir irgend einen Theiler d
der Zahl 2p — 2 eine Schaar iiberall (d— 1)-fach beriihrender linearer
Verbindungen der ¢ existirt:

d d d ,—\d
(@Vo+aVet - +aie);
ist dies der Fall — und es muss sich jeweils mit algebraischen Mitteln
entscheiden lassen — so hat man vermége der Formeln:

d ad o
Gy ==Y Py, By == 1/9_’;: e =V Pn
eine kanonische Darstellung des algebraischen Gebildes im Raume
der z. Es miisste inferessant sein, fiir beliebige Werthe des p alle
Mbglichkeiten aufzuzihlen, welche in dieser Hinsicht existiren,

Die kanonischen Curven sind nun diejewige Darstellung der alge-
braischen Gebilde, die wir im Folgenden ausschliesslich zuw Grunde
legen™), In der That zeigt sich, dass sich fiir sie die Verhiltnisse
immer am einfachsten gestalten. Ich werde in dieser Hinsicht jetat
zunichst entwickeln, dass sich die Formeln des § 6 fast ohne Aenderung
auf beliebige kanonische Curven iibertragen.

§ 9.
Grundformeln der kanonischen Darstellung.

Ich werde die in Betracht kommenden Formeln in derselben Reihen-
folge geben, wie in § 6, so dass fortwihrender Vergleich mdglich ist.
Zunichst noch eine genauere Festlegung der unter (58) gegebenen
Formel fir dow. Indem wir die in (58) vorkommenden willkiirlichen
Constanten «, B in geeigneter Weise particularisiren, erhalten wir
specielle Formeln:
2,42, — 2, dz;
]'g{f)z(zi...z”) ?
wo ¢, k irgend zwei verschiedene der Indices 1....# sind; indem wir

(i(‘om

#) Entsprechend dem Umstande, dass wir mit der Riemann’schen Theorie
beginnen, gelten im Texte die ¢ und die aus ihnen herzustellenden Ausdriicke
von vornherein als bekannt; es bleibt also die Frage durchaus unberiihrt, wie
wir dieselben herzustellen haben, wenn uns das algebraische Gebilde irgendwie
durch Gleichungen definirt vorliegt. Ich will aber doch ausdriicklich darauf hinweisen,
dass diese Frage lingst von anderer Seite erledigh ist (so dass alse, theoretisch
zu reden, wirklich die Moglichkeit vorliegt, von dem irgendwie algebraisch ge-
gebenen Gebilde bis zn jeder zulissigen kanonischen Darstellung desselben vor-
zodringen). Man vergl, z. B. Nother in Bd. 23 der Annaten (Rationale Aus-
fihrong der Operationen in der Theorie der algebraischen Functionen, 1883).
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sodann die einzelnen der so gewonnenen Formeln im Zihler und Nenner
mit (e;f: — Bsaz) = (¢B):z multipliciren und die simmtlichen so ent-
stehenden Ausdriicke vereinigen, kommt:
—_— (“ ﬁdz ﬁz adz)
@B Tiia (2 -
womit die Abhéngigkeit des in (58) auftretenden Nenners I"'z;s von den

Constanten «, 8 klargelegt ist. Wir wollen diese Formel abkiirzender
Weise so schreiben:

(az 5dz - ﬁz adz)
Car2 (e 24 @B)

Wir wenden uns zur Definition der ¢ und der Integrale erster
Gattung. Dieselbe ist bereits in (59) enthalten: die linearen Ver-
bindungen der @ decken sich mit den algebraischen Formen T4(z,...2,);
unter den Formen [, giebt es gemau p linear unabhingige.

Sei ferner P£} ein Integral dritter Gattung, Wir bilden uns

0*P
0w, 0w’
multipliciren mit (e, 8; — B a¢)?, wo die «, f willkiirliche Grossen
sind, die iibrigens mit den unter (60) benutzten durchaus nicht identisch
zu sein brauchen, und erhalten einen Ausdruck

Y(z, & af),

der sich linear aus den Verbindungen zweiten Grades der Determinanten
(«B)ix zusammensetzt, Dieser Ausdruck erweist sich in den z,...z,,
wie in den &, ...§,, als algebraische Form (d-2)** Grades, ver-
schwindet doppelt, wenn .8t — f.a: =0 ist obhne dass z mit §
zusammenfillt, und geht fiir E=x in das Quadrat von Faye(z,... 2a, «f)
tiber, Wir schliessen, dass es jedenfalls mdiglich sein muss,’ bei der
vorgelegten Cn Formen ¥ dieser Art zu bilden. Das Integral P
erscheint dann in der Form

Vz,§ o
(61) - f [ do.do; - B2l

Umgekehrt wird jedes ¥, welches die angegebenen Eigenschaften
besitzt, in (61) eingesetzt ein Integral dritter Gattung definiren. Wir
schliessen, dass der Ausdruck ¥ durch die von uns angegebenen Eigen-
schaften soweit definirt ist, wie das Integral dritter Gattung selbst:
aus einem speciellen Werthe des ¥ werden wir den allgemeinen erhallen,
indem wir den mit willkiirlichen c;: ausgestaticten Ausdruck

62) (@.Be—Be ) - Dear 9il2)9: (D

hinzuaddiren.
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Wir ziehen jetzt die Definition (32) der Primform in Betracht.
Wieder kbonnen wir den daselbst angedeuteten Grenziibergang mit
Hiilfe des Abel'schen Theorems ausfiihren, indem wir diejenigen Stellen

4 .Il m—l
Xy, &'y, &
beziehungsweise
’ ’” -
Y597yt

unserer kanonischen Curve einfithren, welche die Gleichungen
0P, — Bre: =10, bez. o,f, —p,0,=0
befriedigen, ohne doch mit z, bez. y identisch zu sein. Wir erhalten:

53: Y 2 2 P x"
]/r,H_z(x aﬁ) +2(?/,d6)
Uebrigens bemerken wir: Q(z, y) ist in den Coordinaten des Punktes
x, bez. y vom Grade ——~Z~~

Wir beschéftigen uns endlich mit der Mittelform w(z). Zu ihrer
Definition werden wir selbstverstindlich nicht eine lineare Verbindung
der ¢, sondern eine solche der z heranziehen. Wir gewinnen dadurch
die mt¢ Potenz von p(z) in der Form:

lm]- Q (z, )

Y/ R, 1 .
(64) u (@) L G+ G+ -+ Cpz,

(63) Qz, y) =

Wir sehen: g (z) ist in den Coordinaten x vom Grade — —1%-

Hiermit sind in der That die Formeln des § 6 auf den Fall einer
beliebigen kanonischen Curve tibertragen, abgesehen allerdings von
einem einzigen Punkte: wir haben in (61), (62) die zur kanonischen
Curve gehbrigen Integrale dritter Gattung nur im Allgemeinen definirt,
wahrend wir in § 6 fiir jeden der beiden dort in Betracht kommenden
Fille ein ganz bestimmtes Integral dritter Gattung, das wir ¢ nannten,
als das einfachste von allen festgelegt hatten. Ich bin einstweilen
nicht in der Lage, die Theorie dieses @ auf beliebige kanonische
Curven zu #bertragen. In § 26 unten wird fiir ebene Curven ohne
Doppelpunkt die Eigenart des @ noch niher erliutert; es handelt sich
dabei aber um solche Betrachtungen, bei denen dle Constanten der
Riemann’schen Fliche (die Moduln derselben) als veranderlich gelten,
und diese Betrachtungen entziehen sich zur Zeit, wie schon in der
Einleitung angedeutet, der Verallgemeinerung.
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§ 10.
Von den Losungen des Umkehrproblems.

Wir werden jetzt das Umkehrproblem der Integrale erster Gattung
einfithren, bez. diejenigen auf seine Lisungen beziiglichen Sitze kurz
zusammenstellen, die sogleich gebraucht werden. Die allgemeinste
Formulirung des Umkehrproblems ist jedenfalls die, dass wir fiir
a=1,2,...,p die Gleichungen anschreiben

(65) W 0Vl = W,

wo v irgend welche Zahl, und nun verlangen, den aus den Werthen
der W, folgenden algebraischen Zusammenhang zwischen den #,...27,
Y, ...,y anzugeben. Inzwischen wollen wir diese Fragestellung hier
gleich so particularisiren, dass wir die y als gegebene Grissen und
nur die z als verinderlich, bez. als unbekannt betrachten. Wir haben
dann jedenfalls den Satz:

Ist &', 2", . .., a¥ wgend eime Losung der Gleichungen (65), so ist
auch jedes zu den 2, ", ..., 2" im Sinne des § T dquivalente Punkit-
system eine Losung.

Aber diesen Satz konnen wir unmittelbar umkehren. Sind &, ...,2”
und Z, ..., 2" zwei Losungssysteme derselben Gleichungen (65), .so
erweist sich der Primformenquotient:

Q) -+ - Q(xz”)

Qaz)---Qxa’)
als algebraische, auf unserer Curve eindeutige Function von 2. Wir
schliessen :

Je zwei Losungssysteme o, ..., x* und @, ..., 2" von (65) sind
dquivalent. )

Hiernach gestattet der Riemann-Roch’sche Satz, unter der Voraus-
setzung, dass iiberhaupt ein Losungssystem der Gleichungen (65) existire,
die Zahl dieser Losungen anzugeben. Wir formuliren das Resultat mit
den Worten:

Ist © die Zahl der linear unabhingigen ¢, die in den Punkien
X,y ..., 2 irgend eines Losungssystems der Gleichungen (65) verschwin-
den, so ist die Zahl der diberhaupt vorhandenen Lisumgen oo*—#+2.

Wir sind so zu der fundamentalen Frage gefiihrt, ob das Gleichungs~
system (65) tiberhaupt Losungen hat. Fiir » <p verlangt dies jeden-
falls Bedingungen zwichen den W, und diesen konnen wir hier nicht
nachgehen, da sie sich erst mit Hiilfe der hier noch als unbekannt
geltenden Thetafunctionen formuliren lassen. Dagegen haben wir
ohne Weiteres:

Fiir v 2> p hat die Problemstellung (65) sicher Losungen.
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Allerdings leitet man auch diesen Satz, nach dem Vorgange von
Riemann, vielfach erst aus der Theorie der Thetafunctionen ab. Dem
gegeniiber ist es mit Riicksicht auf den Inhalt der folgenden Para-
graphen wesentlich, hier ausdriicklich zu constatiren, dass man zu
diesem Zwecke der Theorie der Thetafunctionen keineswegs bedarf,
Hr. Weierstrass hat in der That seit lange einen ganz elementaren
Beweis des in Rede stehenden Satzes gegeben. Derselbe lisst sich mit
wenigen Worten skizziren. Man beginnt damit, fir die W hinreichend
kleine Grossen zu setzen, welche (W) heissen sollen. Lésst man dann
v — p der zugehorigen Punkte  mit den correspondirenden Punkten y
zusammenfallen, so kann man die symmetrischen Functionen der
Coordinaten der iibrigen z nach Potenzen der (W) in convergente
Reihen entwickeln. Damit ist fiir die (W) die Existenz eines ersten
Losungssystems sicher gestellt. Hierauf gestattet das Abel’sche Theorem,
fiir Grossen W = n(W), wo n irgend eine ganze Zahl, ein Ldsungs-
system aus dem fiir die (W) gefundenen algebraisch zu construiren.
Aber die so definirten W sind an sich die allgemeinsten, die es giebt.
In der That, wenn irgend welche W vorgelegt sind, so kann man »

immer so gross nehmen, dass die Grossen —%7— zu den bereits behan-
delten (W) gehbren. Daher u. s. w.

Dies ist Alles, was wir von der Theorie des Umkehrproblems in
den folgenden Paragraphen brauchen werden.

§ 11.
- Wurzelformen bei kanonischen Curven.

Wir denken uns jetzt wieder eine kanonische Curve mter Ordnung
des Raumes der 2, : 4, : - - - : 2, gegeben.

Eine zu derselben gehorige algebraische Form irgend welchen
Grades I3 kann so beschaffen sein, dass ihre md Nullpunkte, unter
¢ einen Theiler von md verstanden, zu je g zusammenfallen. Wir
nennen sie dann eine Berithrungsform w' Stufe, die gt* Wurzel aber

Vs
eine Wurzelform der gl Stufe.

Ueber die Mannigfaltigkeit solcher zu einer gegebenen C,, gehoriger
Wurzelformen geben die Entwickelungen des vorigen Paragraphen eine
Reihe von iibrigens wohlbekannten Sitzen, von denen hier einige in
knapper Form zusammengestellt werden sollen.

Mit a, a”, . . ., ™ seien voriibergehend die m auf unserer Curve
gelegenen Verschwindungspunkte einer Linearform a,, mit ¢ ein fest-
gewihlter, willkiirlicher Punkt der Curve bezeichnet. Wir setzen, fir
e=1,2,...,p:
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(66) wie + wi'e oo wi™ = Ca.
Es seien ferner &, 27, ..., #” die Verschwindungspunkte einer Wurzel-

form §T3, also wv = md. Dann hat man, wie auch die Integrations-
wege gewihlt werden mégen, modulo der Perioden erster Gattung
folgende Congruenzen:

AR R AE SRR R4 ELIS
Wir schliessen hieraus in bekannter Weise:
. o » ) Dy
61)  wrewred o 4ure =204 (20,
WO (—»—“—) irgend einen der u?? Theilwerthe
u

hi“’a,l + kz"’a,2 +---+ h2pma,2p

(68) .

bedeuten soll, die man erhdlt, indem man h,, h,, . . ., hep unabhingig
von einander die Werthe O, 1, ..., (¢—1) durchlaufen lisst. Wir
haben also zur Bestimmung der Nullstellen #, 27, . .., ¥ die p?? Unm-
kehrprobleme (67) zu behandeln.

Indem wir jetzt den Inhalt des vorigen Paragraphen von riickwarts
durchlaufen, haben wir zunichst:

Ob es bes gegebener Curve Cy, fiir v < p bet irgendwelcher Annahme
der hy, by, ..., hep Losungen x der Gleichungen (67) giebt, steht dahin;
sicher aber giebt es solche Lisungen, und zwar bei belicbig angenom~
menen Werthen der hy, hy, . . ., hap, fiir v > p.

Fiir ¥ > p erhalten wir also u2? getrennte Systeme von Wurzel-
formen 4% Ordnung uter Stufe; ob es fiir ¥ << p derartige Systeme
giebt und wie gross eventuel deren Zahl ist, bleibt unbestimmt.

Indem wir jetzt unter den Gleichungen (67) eine bestimmte ins
Auge fassen, sei 7 die Anzahl der linear unabhingigen ¢, welche fiir
die Punkte #, 2", ..., 2» irgend eines zugehtrigen Losungssystems
verschwinden. Wir haben dann:

Die Zahl der Liosungssysteme unserer Gleichung ist oo?~21%; die
Punkie jedes einzelnen Losungssystems sind mit ', 27, . . ., 2 dquivalent.

Und hieraus: _

Unter den der einzelnen Gleichung (67) sugehdrigen Wurzelformen

Vs giebt es (v—p~r-+1) linear unabhingige; alle anderen Wurzel-
formen des Systems setzen sich aus diesen mit Hiilfe beliebig zu wdahlen-
der constanter Multiplicatoren linear zusammen.

Sind also
Vi, Vi, ..., ”z/r;—:p-i—t—i-x
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unter den Wurzelformen des Systems geschickt ausgewdhlt, so ist

69)  PTo= VTG4 ' YTT + - - - 4 ottt Tyatem,

unter den ¢ unabhiingige Constante verstanden, die allgemeinste Wurzel-
form desselben.

Wir betrachten jetzt Wurzelformen gter Stufe von den Ordnungen
0 und 0’ neben einander. Xs entstehen dann gewisse Gruppirungs-
sitze, von denen wir nur zwel herausgreifen:

1) Ist =0’ (mod. ) und 8" > 8, so gehirt su jedem existiven-

den Systeme von Wurzelformen Y/'Ts ein bestimmies System von Wurzel-
formen ¥Ts .
Man erhilt nimlich Wurzelformen /Ty, indem man die /T; des

gegebenen Systems mit beliebigen zur C, gehdrigen algebraischen
8

Formen vom Grade - multiplicirt: durch die so gewonnenen

YTy ist dann ein ganzes System von Waurzelformen 6t Ordnung
rational festgelegt.
2) Haben 0 und 6" wmit p verschiedene Factoren gemein, so haben

die Systeme von Formen ‘f/ﬁ} , die es giebt, unter sich eine ganz andere

Gruppirung, als die Systeme von Formen YTy .
Ist beispielsweise § durch g theilbar, so findet sich unter den zu-

gehorigen Systemen des J/Ty ein besonders ausgezeichnetes: das ist der
Inbegritf der algebraischen Formen des Grades ——g-- Oder ist g =g'p"

und 0 durch g’ theilbar, so finden sich unter den Syitemen der J/Ts

als ausgezeichnete Systeme die Wurzelformen ‘7T .
%
Es ist hier nicht der Ort, diese Gruppirungssiitze weiter zu ver-

folgen. Auf den besonderen Fall derselben, welcher der Annahme
m=2p — 2, u = 2 entspricht, ist inshesondere Herr Nother wieder-
holt eingegangen (in der schon 6fter genannten Arbeit in Bd. 17 der
Annalen, in Bd. 28 daselbst [Zum Umkehrproblem in der Theorie der
Abel'schen Functionen, 1886], ete.); der Fall m = 2, p=2 (u beliebig)
findet seine Erledigung in der in der Einleitung genannten Abhandlung
vor Herm Burkhardt (Systematik der byperelliptischen Functionen).

§ 12,
Charakteristiken von Wurzelformen, insbesondere Primcharakteristiken.

Die p?? verschiedenen Systeme von Wurzelformen /Ty, die es fiir
» > p giebt, erscheinen vermdge (67), (68) je durch ein bestimmies
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System der Zahlen h,, h,, . . ., ke, festgelegt. Aber diese Zahlen haben
an sich keine absolute Bedeutung, insofern man der in derselben Formel

vorkommenden Grosse —< nach Belieben die u2? verschiedenen Werthe

ertheilen kann, welche sich aus einem einzelnen dieser Werthe durch
Hinzufiigen eines beliebigen u-Theiles der Perioden ergeben. Ich werde
das so ausdriicken:

Durch die Formeln (67), (68) werden fiir die Wurzelformen AR,
Leine absoluten Charakteristiken (hy, hy, . . ., hap) Sondern nur relative
Charakteristiken [festgelegt.

Unter der relativen Charakteristik zweier Systeme von Wurzel-

formen %/Ty und (’f/l'_a) verstehe ich ndmlich den Inbegriff der Differenzen
der diesen Systemen in (67), (68) entsprechenden Zablen &, (k), also
den Zahlencomplex:

| By — (By); By — (hz): e ooy hap — (h2p) |
(simmtliche Zahlen immer nur modulo g genommen). Wir konnen
fiir denselben eine selbstindige Definition aufstellen, indem wir den

Quotienten
Vs

(7a)
in Betracht ziehen. Seien ', 2”, ..., 27 diejenigen Punkte unserer
Curve, fir welche der Zahler, ('), (z”), ..., (2*) diejenigen Punkte,
fir welche der Nenner verschwindet. Dann ist unser Quotient gleich
dem Producte von Primformen:
Q) - Qaa”) .- Q)
Q(z(@)) - Qx @) - - Az (=)

Von hier aus berechnet man jetzt vermdge (33) die Factoren, welche
unser Quotient erhdlt, sobald der Punkt z auf der zerschnitten ge-
dachten Riemann’schen Fliche beziehungsweise die Querschnitte

Ay, .oy 455 By, .., By
iberschreitet. Wir finden, vermoge der zwischen den @, 3 herrschenden
Bilinearrelationen,
(70) 87‘10-!-1"' (hP-H), .
gif_z

wo e==¢" . In diesen Factoren liegt die in Aussicht genommene
Definition der relativen Charaliteristik zweier Systeme von Wurzelformen.

Es giebt nun zwei besondere Fille, in denen man, unter Aufrecht-

erhaltung der so formulirten Sitze, dem einzelnen Systeme der ¥/T3
in zwangloser Weise eine absolute Charakteristik

[ Byy Boy « « vy hep |

by — (k By (b —hp (b
20 (Zp); R 1+ () . pt (%)

- * ,.os,

beilegen kann.
-
Mathematische Annalen, XXXVI. 3
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Der erste dieser Fille tritt ein, wenr & durch g theilbar ist. Es
giebt dann, wie schon bemerkt, ein ansgezeichnetes System von Wurzel-

formen §T;, dasjenige, welches aus den algebraischen Formen vom
Grade —2— besteht. Es ist natiirlich, diesem System die Charakteristik

{0 0...0} 2u ertheilen. Dann sind die Charakteristiken aller anderen
Systeme damit festgelegt; wenn wir wollen, durch die Factoren

) - —&
1 P T T
? b4 2 )

welche der Quotient
VT

s

=
an den Querschnitten 4, B erhilt. Wir werden die so gewonnenen
,» absoluten ¢ Charakteristiken als Elementarcharakteristiken bezeichnen.
Den Elementarcharakteristiken treten die Primcharakiteristiken
gegeniiber. Ich wahle diesen Namen, weil bei ibhrer Definition die
Primform Q zu benutzen ist. Der Einfachheit wegen will ich fortan
p = 2 setzen. Dann ist der Grad & derjenigen Wurzelformen, fiir

welche es Primcharakteristiken giebt, 2o -} d, unter ¢ eine beliebige
2p —~2
m

ganze Zahl verstanden, wihrend d = ist. Ist nimlick eine

Wurzelform (29 d)tr Ordnung zweiter Stufe

47
vorgelegt, so kGnnmen wir aus ibr eine Funcfion der Stelle z bilden,
indem wir ibr den Factor Q(2, y) hinzufiigen (wo y ein beliebiger Hiilfs-
punkt) und dann durch eine beliebige algebraische Form [,1, dividiren.
Um die Primcharakteristik von J/Teppa zu finden, bestimmen wir die
Factoren, welche die in Rede stehende Function

Vr29+d Rz, Y)
Tota
an den 2p Querschnitten der Riemann’schen Fliche annimmt. Indem

wir mit by, by, ..., hy, geeignete ganze Zahlen bezeichnen, lanten
diese Factoren:

,

Do
bei -Agi (""‘ I)bp’H - 62’7&1 (w:l"-k—*-g*- 5

By 2
(?2) Joei 4, (1pese. oo (o20+750)

* - w 2
. W L P)
(bei B,: (—~ D . 32 "«,21:( e T

2
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wo die & natiirlich nur modulo 2 bestimmt sind. Die so definirten
hl? h'z, o a0 k2p
sind die Primcharakteristil der Wurzelform VTsera. In der That ist

sofort zu sehen, dass die so gegebene Definition der Charakteristiken
mit der aus (67), (68) fliessenden vertriglich ist. Bilden wir nimlich

fiir zwei Wurzelformen /T 2¢+a aus verschiedenen Systemen — sie

mogen 1/['29_,_,1, (T, 9.;.,2) heissen — nach der neuen Regel die Prim-
charakteristiken % und (%), so wird deren Quotient

YV T2era
/ T2era)
an den 4, B die Factoren annehmen:

(— l)kp-f-l"(kp-l—i), (— 1)"1@-{*2_(7‘1?—}'2), cee (— l)hp"'(hp)’

was mit Formel (70) genau iibereinstimmt.
Uebrigens werden wir, um uns der gewdhnlichen Bezeichnung
anzuschliessen, fiir

h]) hz,‘-.hp, hp+1,...h2p
in der Folge vielfach

(13) hiy hyy o< bpy  Giy - Gp

schreiben. In der That gehen die Charakteristiken, welche wir defi-
nirten, in dem besonderen Falle gy =2, d=1, d. h. im Falle der
Wourzelformen zweiter Stufe bei zu Grunde gelegter Normaleurve der
@, in die sonst gebrauchten Charakteristiken tiber; die Primcharakte-
ristiken beziehen sich dann auf die Wurzelformen ungerader Ordnung,
die Elementarcharakteristiken auf die Formen gerader Ordnung. Die
Primcharakteristiken werden also das, was man eigentliche Charakte-
ristiken, die Elementarcharakteristiken das, was man Gruppencharak-
teristiken zu benennen pflegt. Ich habe mich diesen letzteren Be-
nennungen schon darum nicht anschliessen mdgen, weil ich fiir das
Wort ,,Gruppe” durchweg die specifische, auf Galois zuriickgehende
Bedeutung aufrecht erhalten will,

Uebrigens méchte ich vorgreifend hier folgende Bemerkung ein-
schalten. Die Primcharakteristiken wurden, wo sie bislang in der Lite-
ratur auftraten, nur indirect, von der Theorie der Thetafunctionen aus,
eingefithrt. Aber hierbei blieb eine Unbestimmtheit bestehen. Man
wusste sehr wohl, dass den 2?27 unterschiedenen Thetafunctionen an
der Normalcurve der ¢ die 227 zu unterscheidenden Systeme von
Waurzelformen ungerader Ordnung entsprechen, aber man war nicht
in der Lage, die betreffende Zuordnung in’s Einzelne durchzufiihren.
Nun wir die Primcharakteristiken direct definiren, ist diese Unbestimmt-

3?
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heit beseitigt, Awn der kanowischen C, wird jeder Thetofunction das-
jenige System von Wurzelformen VTigya enisprechen, deren Prim-
charakteristit mit der Charakteristit der Thetofunction (deren Definition
durch die Thetareihe selbst gegeben ist) ébereinstimmi.

Hr. Nother hat in Bd. 28 der Annalen (I ¢.) auf das ver-
schiedene Verhalten aufmerksam gemacht, welches die an der Normal-
curve der ¢ fiir y == 2 definirten Charakteristiken der beiden Arten
gegeniiber linearer Periodentransformation zeigen. Dieses Verhalten
ist von der Aunswahl der zu Grunde zu legenden kanonischen Curve
selbstverstindlich unabhingig. Zugleich ergiebt sich dasselbe hier,
ohne irgendwelche Bezugnabme auf die lineare Transformation der
Thetafunctionen, aus der Betrachtung der Factoren (71), (72) direct.
Die Formeln selbst sind folgende. Sei die lineare Transformation der
Perioden (ich will mich der Kiirze halber auf p =3 beschrinken)
durch die Formeln gegeben:

@) = a @ + b 602+61&‘13+d604+810) +fx°’6:
(74) ﬁz}”"azwx"l‘bz&’z'!‘ R ;

w3=.v-n--c.,qu-....,

Man hat dann als Umsetzung der Elementarcharakteristiken
hy=a, b+ a by +ashy +a, by -+ as b+ aghg
I I

dagegen fiir die Primcharakteristiken:

hy=a by, b+ a5 hs~+a b a5 b5 +aghs + (a0, a54-a5 a5)
(76) ;"2"“‘"‘: bl k!"f‘ bzhzl + + (bl b4+ bz bs"l' b3 bs) (mod. 2)_
3 — - . - . . - . - . - . » . - . . » » . . -
Die Folge ist, dass unter allen Elementarcharakteristtken die eine

(00...0) eine Sonderstellung den anderen gegeniiber einnimmt,
wihrend sich die Primcharakteristiken in gerade und ungerade zex-

legen, jenachdem
kik4 + h2}2'5 + h3h6
gerade oder ungerade ist.

Diese tiefgehende Unterscheidung von Klementarcharakteristiken
und Primcharakteristiken schliesst nicht ans, dass sich beide, sobald
das d der kamonischen Curve eine gerade Zahl ist, auf dieselben Wurzel-
formen beziehen kdnnen., Ks ist dies z. B. bel den hyperelliptischen
Gebilden eines ungeraden p der Fall
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§ 13.

Fundamentalformeln fiir die auf kanonische Curven bezogenen
Thetafunctionen.

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen, um uns wenigstens dem
ersten Theile desjenigen wichtigen Problems zuwenden zu konnen,
dessen Erledigung in der Einleitung als der allgemeine Zielpunkt der
gegenwirtigen Abhandlung bezeichnet wurde.

Es handelt sich um eine Fragestellung, welche von derjenigen,
die Riemann in Nr. 25 seiner Abel’schen Functionen gibt, nur wenig
verschieden ist.

Wir denken uns nimlich die 22¢ Thetareiben, deren einzelne

7 festgelegt ist:

+o +
Ip (g .+ Vp5 Tyq - .. Tpp) zZﬁ-"EpE,
oy —~a —o
wo

o J DD ot S D)
—e 1 1 1

in Functionen auf der uns gegebenen kanonischen Curve m‘r Ordnung
des Raumes von (n — 1) Dimensionen verwandelt, indem wir die Tog
mit den gleichbenannten Perioden der zugehdrigen Normahntegrale
erster Gattung zusammenfallen lassen, fiir die v, aber, unter v eine
beliebige Zahl verstanden, die folgenden Integralsummen einfiihren:

(78) A A SRR S

Die einfachen und fundamentalen Eigenschaften der so definirten Func-
tionen der Stellen z/,...2", ¥, ...y sollen als bekannt gelten.
Unsere Aufgabe ist, diese neuen Funmctionen, sofern es mdglich ist,
durch die in dem fritheren Paragraphen bereits eingefikrien Functionen
und Formen explicit darzustellen, was darauf hinauskommen wird, sie
aus algebraischen Ausdriicken, Primformen und Mittelformen zusammen-
ausetzen.

Von dieser allgemeinen Frage lassen wir hier, im ersten Ab-
schuitte der gegenwirtigen Abbandlung, unserem anfinglichen Plane
entsprechend, so viel nach, dass wir auf eine Festlegung der soge-
nannten constanten Factoren der Thetareihen, d. h. derjenigen Factoren,
welche nicht mehr von den 2',...2%, ¥, ...y, sondern nur noch
von den Moduln des algebraischen Gebildes abbiingen, verzichten; wir
werden also mit Formeln zufrieden sein, die noch eine unbestimmte

durch ihre Charakteristik ’ g

an o

i
hy .
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multiplicative Constante enthalten. Die Auswerthung dieser constanten
Factoren wird dann die Hauptaufgabe unseres zweiten Abschnittes
sein, wobel wir uns aber, wie ebenfalls schon in der Einleitung be-
merkt, auf p = 3 beschriinken miissen.

Leider aber sind wir nun gendthigt, auch hieriiber hinaus noch
eine Reduction unseres Problems eintreten zu lassen. KEs hat mir
nimlich nicht gelingen wollen, fiir die allgemeinen Integralsummen
(78) zweckmissige Losungen desselben zu finden. Ich sehe mich also
gendthigt, statt der Summen (78) speciellere Integralsummen einzu-
fiilhren, die freilich noch so allgemein sind, dass man alle anderen
Fille nach dem Abel'schen Theoreme auf sie zuriickfiihren kann. Ich
habe in dieser Hinsicht zwei verschiedene Ansitze gemacht, die ich
hier gleich nennen will.ig

1) Um die Integralsummen (78) der ersten Art zu definiren, haben
wir vorab jedem Punkte y unserer kanonischen Curve beztiglich der

Primecharakteristik Z g (Formel (73)) bestimmte p Punkte ¢,¢,",...&,

zuzuordnen. Zu dem Zwecke betrachten wir dasjenige System von
Waurzelformen (d 4 2)t Ordnung zweiter Stufe, welches die Prim-

charakteristik }Z besitzt. Wir wihlen ferner irgend eine Linear-

form «,, welche in 2 = y verschwindet; ihre (m — 1) sonstigen Null-
punkte sollen %, ... ™Y heissen. Dann gibt es den Umkehr-
theoremen zufolge eine Wurzelform der gerade bezeichneten Art,
welche in ¥/, ... y®—1) verschwindet, Ihre weiteren p Verschwindungs-
punkte sind die hier gesuchten ¢, c,”; ..., In der That bingen die
so definirten ¢, wie man nach dem Abel’schen Theoreme zeigt, nur vom y
und der gewihlten Primcharakteristik ab, nicht aber von der speciellen,
bei ihrer Construction benutzten Linearform e, %). '

Jelzt sind die Integralsummen v, , die wir beim einselnen &)gi m

¥
erster Linie in Betracht ziehen wollen:
Y A 4 1
x 6 z ¢ 2P P

die z,y, 2, 2", ... 27 werden hier willkiirliche Punkte unserer Curve
vorstellen.

*) Die Theorie dieser Punkte ¢y, ... ) geht bekanntlich anf Clebsch und
Gordan zuriick (Theorie der Abel’schen Functionen, Leipzig 1866); der dort
gegebenen Darstellung gegentiber bietet die des Textes zumal den Vortheil, dass
sie vermige des Begriffs der Primcharakteristik unter den 222 tberhaupt vor-
bandenen Systemen von Punkten ¢ das jedesmal in Betracht kommende einzeln
heragalgst. ’ @
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2) Wir nehmen zweitens an, die Zahl v der in (18) vorkommenden
Einzelintegrale sei durch m theilbar, also v = mg, es seien ferner
die unteren Grenzpunkte y als die Nullstellen irgend einer algebraischen
Form p*r Grades T, gewihlt. Wir wollen dies andeuten, indem wir
schreiben :

(80) va-fdva +fozv., +- +fdva
ro=0)

Die so bestimmten v, wollen wir dann in ein beliebiges 8} g
b

i als Argu-

mente substituiren.

In den beiden hiermit bezeichneten Fillen ldsst sich nun in der
That der Werth der Thetafunction vorbehaltlich einer unbestimmt
bleibenden multiplicativen Constanten in einfachster Weise durch ge-
schlossene Formeln der von uns gewollten Art darstellen. Ich gebe
hier diese Formeln vorweg ohne Beweis an. In denselben bedeuten
Q, u digjenigen Primformen, bez. Mittelformen, die man erhdlt, indem
man das bei ihrer Definition zu benutzende Integral dritter Gattung
mit dem transcendent normirten Integral Iy zusammenfallen lisst. Die
verschiedenen neben einander stehenden Factoren Q und g sind natiirlich
in ihrer Vieldeutigkeit an einander gebunden, widrigenfalls man ein
falsches Resultat erhalten wiirde; da ich auf die Einzelheiten der dies-
beztiglichen Verhéltnisse hier unmdglich eingehen kann, will ich vor-
weg bemerken, dass die analogen Fragen des hyperelliptischen Falles
mit aller Ausfithrlichkeit in Bd. 32 der Annalen von Hrn. Burkhards
in seiner bereits in der Einleitung genannten Arbeit zur Discussion
gebracht worden sind¥).

Im ersten Falle (Formel (79)) selen @,’, ... @2 die Werthe, welche
die Formen ¢, ... ¢, an den Stellen 2/, x? annebmen. Man hat
darm folgende Formel
@ ...9f

P
G e

Q). .. Q(za?) Pp .- P 1

@ 1;”] IfI Q)
TR

Im zweiten Falle haben wir das zur Primcharakteristik iz 4 ge-
horige System von Wurzelformen zweiter Stufe (2¢ -} d)tr Ordoung

(81) am (w, 1) =C

*) Beitrage zur Theorie der hyperelliptischen Sigmafunctionen, — Ich hitte
den § 22 dieser Arbeib schon oben citiren sollen, als von Weierstrass® Beweis fiir
die Losbarkeit des Umkehrproblems bei » > p die Rede war.
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in Betracht zu ziehen. Es sind hier zwei Moglichkeiten auseinander
zu balten. Ks kann sein — und es ist fiir alle ¢ > -g— nothwendig

der Fall — dass in den Nullpunkten einer solchen Wurzelform keine
einzige Linearverbindung der ¢ verschwindet. Dann setzen sich nach
dem Riemann- Roch’schen Satze die simmilichen Wurzelformen des
Systems aus mo linear unabhingigen zusammen, die ich

VO, V&, ... VOng
nennen will. Es kapn aber auch sein, dass in den Nullpunkten der
einzelnen Wurzelform 7 linear unabhingige Linearverbindungen der ¢

verschwinden. Donn ist die Zahl der linear unabhingigen VO um =
grosser. Bei ersterer Voraussetzung wird das der Formel (80) ent-

sprechende a‘}z g} (v, 7) folgenden Werth haben:
" —————
’/‘Dil Tt V‘DTQ 8 .
Vg - Vorg A e
Ppeo- - - (Df); 1
&2 8‘%1 (’U; = ¢ : mQ  me : ’
L 2@

1 Ten
bei letaterer Voraussetzung wird es identisch wverschwinden und zwar
7-fach verschwinden, d. h. mit seinen ersten, zweiten, ... (zv — 1)ten
nach den vy, vy, . .. vp genommenen Differentialquotienten.

Dabei bedenten in Formel (82) die V@,, ...V 5;,":,"- die Werthe,

welche die Wurzelformen J/®,, ... Y ®,, an den Stellen «,...ame
annehmen.

Man sieht: die beiden Formeln (81), (82) stehen in einem ge-
wissen Gegensatze: bei (81) sind die Argumente » in geeigneter Weise
(durch Vermittelung der Punkte ¢, ... ¢) von der Charakteristik

abhingig gemacht, dafiir ist die rechte Seite von (81) von der

9
h
Charakteristik unabhingig; bei (82) ist es genan umgekehrt.

§ 14,
Beweis der anfgestellten Formeln nebst weiteren auf sie beziiglichen
Bemerknngen.

Ueber den Beweis der Formeln (81), (82) werde ich hier nur
solche Andentungen machen, welche geeignet sind, das Bildungsgesetz
der rechter Hand stehenden Ansdriieke verstindlich zu machen. Dabei
sel es der Kiirze halber gestattet, die Argumente der v als Summen
von Integraleeichen einzufiihren,



Abelsche Functionen. 41

Formel (81) rubt durchaus anf dem bekannten Satze, dass

f f f
y v;, P

¥

nur dann verschwindet, wenn entweder x mit einem der Punkte
%, ...x° zosammenfillt oder die #', ... a7 Nullpunkie einer und der-
selben Linearverbindung der @ sind. Indem die rechte Seite von (81)
einerseiis die Primfactoren Q(zz"), ... Q(z2?), andererseits die Deter-
minante X+ ¢, ... @2 enthilt, verschmndet sie in den angegebenen

Fillen jedenfalls auch Aber die genannte Determinante ist auch Null,
wenn es die Thetafunction keineswegs ist, wenn nimlich irgend zwei
der Punkte ', 27, ... z? zusammenfallen. Dies nun wird gerade
durch das der Determinante als Nenner beigefiigte Product von Prim-
formen Q(x'a%) compensirt. Man beachte sodann, dass die Thetareihe
eine Function der Stellen z, 2/,...2# ist, d. h. von den homogenen
Coordinaten dieser Stellen im nullten Grade abhingt. Um das Gleiche
auf der rechten Seite unserer Gleichung zu erzielen, eben dazu dienen
die verschiedenen daselbst im Zahler and Nenner als Factoren bei-
gesetzten Mittelformen.

In ganz dhnlicher Weise konnen wir uns jetzt von dem Aufbau
der Formel (82) und den zugehdrigen Bemerkungen iiber den Fall
7 > 0 Rechenschaft geben. Soll die in (82) betrachtete Thetafunction
verschwinden , so wird man nach dem gerade benutsten Satze schreiben
diirfen, unter 2, . .. 2?-! irgendwelche (p — 1) Punkte unserer Curve
verstanden:

L

Wir fihren jetat solche (m — 1) Punkte y,... y®9 in die Be-
trachtung ein, welche mit y durch eine lineare Gleichung e, = 0
verbunden sind, und die also mit den ¢, .. - ¢ zusammen die Ver-
schwmdungspunkte einer Wurzelform zweiter Stufe der Ordnung
(2 4 d) sind. Indem wir dann vorstehende Gleichung so schreiben:

oot fifeosfifefooxf
Lo  w 2 s

bemerken wir, dass unsere Thetafunction (82) dann wund nwr dann
verschwindet , wenn die Punkte o', . . . 7€ gusammen mit irgend {p—1)
beliebig anzunehmenden Punkten #, ... 22-* die Nullstellen einer zur
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Z gehorigen Wurzelform zweiter Stufe der (2 o+ dyter

Ordnung sind. Dies ist aber, wenn 7 > 0, immer der Fall, daher
unser Satz von dem identischen Verschwinden. Andererseits wird im
Falle 7 == 0 die rechte Seite von (82) dem so formulirten Satze genaun

entsprechen. Denn wenn die Determinante 2 + VO - VoRe

tiberfliissiger Weise auch dann verschwindet, wenn irgend zwei der
Stellen &, ... 2m¢ zusammenfallen, so wird dies wieder dorch das dem
Nenner zugefiigte Primformproduct compensirt. Die Mittelformen aber,
welche als Factoren beigesetzt sind, haben wieder den Zweck, den Grad
des auf der rechten Seite stehenden Ausdrucks in den homogenen
Coordinaten der einzelnen Stelle 2, ...2z7¢ auf Null herabzudriicken, —

Ich fiige nun noch einige Bemerkungen hinzu, welche bestimmt
sind, die Formeln (81), (82) mit anderweitig bekannten Resultaten
in Verbindung zu setzen.

Die in (81), (82) auftretenden Formen Q und g waren, wie wir
ausdriicklich hervorhoben, unter Zugrundelegung des Integrales dritter

Gattung TTy gebildet. Setzen wir an seine Stelle nach (8) irgend
ein P:

Primcharakteristik

PE =TI + Zeup 02 of,
so wird sich die linke Seite (81), (82) in die allgemeine Thetafunction

1
—— Oa 'Daﬁﬁ
e 2 B .

‘f"{ ‘| (v, 7)

A

verwandeln, die wir natiirlich, der in unseren Formeln vorkommenden
unbestimmten Constanten C entsprechend, auch noch mit irgend einem
constanten Factor multiplicirt denken konnen. Nun sind die Sigma-
functionen des hyperelliptischen Gebildes, die ich in den Binden 27,
32 dieser Annalen behandelte, in die hiermit bezeichneten Functionen
mit eingeschlossen; bei ihnen ist das Integral dritter Gattung P durch
das unter (45) genannte Normalintegral @ ersetzt. In der That wird
fiir m = 2 nach Einfihrung des ¢ unsere Formel (82) mit der in
Bd. 32 pag. 368 unter (53) gegebenen Definition der hyperelliptischen
Sigmafanction ohne Weiteres identisch. Man hat sich nur vor Augen
zu halten, dass die dort betrachteten Integralsummen

iy
¥ 7

vermbge der Eigenart der hyperelliptischen Gebilde anch so geschrieben
werden kinnen:
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z 2V Py P

oot fifonf

r=0 ’
dass beim hyperelliptischen Gebilde die Mittelform u(z) der einfachen
Definition (47) unterliegt, und dass man beim hyperelliptischen Gebilde
die simmtlichen Wurzelformen zweiter Stufe (2v - d)* Ordnung
kennt, sobald man die simmtlichen Zerlegungen des fundamentalen

fep42 In zwei Factoren @pii s, - Ppi1q2. beherrscht; diese Wurzel-
formen sind dann n#mlich durch

(83) Yv—1+u (xl, %) -V Ppri-2p Tt Vr—1—u(®y, Z5) - V¢p+1+2ﬂ
gegeben, unter y;(x;, #,) eine beliebige rationale ganze Form At
Grades der z;, x, verstanden. Zugleich subsumirt sich das, was l. e.
In § 10 iiber das identische Verschwinden der hyperelliptischen Sigma
gesagt wurde, unter die allgemeine fiir das identische Verschwinden
der Theta im vorigen Paragraphen aufgestellte Regel.

Wir wollen ferner jenes bekannte Umkehrtheorem zu Hiilfe nehmen,
welches sich iiber die Sitze des § 10 hinaus in bekannter Weise aus
dem Verschwinden der ungeraden Thetafunctionen fiir die Nullwerthe
der Argumente ergibt. Dasselbe besagt, dass jeder ungeraden Charak-

teristik z entsprechend mindestens eine in den @ lineare Beriihrungs-

form zweiter Stufe q); gs existirt; eventuel kann es deren eine ganze
A

Schaar geben*), was wir aber der Kiirze halber hier ansschliessen
wollen. Von den p einem Punkte y vermdge der Charakteristik

'?z zugeordneten Punkten ¢,.. .2, fallt dementsprechend einer, etwa e,

in den Punkt y zuriick, wihrend die iibrigen p — 1 in die Beriihrungs-

punkte der zugehdrigen (Pl gl riicken. Wir wollen jetzt Formel (81)
b

heranzichen, indem wir unter Voraussetzung eines ungeraden 'Z

die 2/, ... 2? mit den so bestimmten ¢, . .. ¢? zusammenfallen lassen.
Wir erhalten dann nach leichter Umformung:

84 g == . g )~ g . .
(84) «m(f) C Y9 @9 &) - 2a)

¥

Es ist dies dieselbe Formel, welche fiir den Fall ebener Curven ohne
Doppelpunkt Hr. Pick in Bd. 29 der Annalen aufgestellt hat (wobei

*) Weber, Ueber gewisse in der Theorie der Abel *schen Functionen anf-
tretende Ausnahmfille, Math. Ann. t. 13 (1878
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er sich nur das Q nicht mit dem Integral TT, sondern mit dem unter
(52) angegebenen ¢ gebildet denkt, wesshalb er auch den Buchstaben
& durch den Buchstaben 6 ersetzt¥*). Dass sich die ungeraden

819 1 ( f ) wie die mit geeigneten Constanten multiplicirten Quadrat-
k

Yy
wurzeln aus ip( g i () - (p{ gl (y) verhalten, ist ein bekannter Satz von

;3 h
Riemann (Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen, 1865).

Uebrigens kann man, wenn man mit der Definition der Thetafunctionen
beginuen will, (84) als Definition der Primform Q(zy) ansehen. Man
wird mit Hiilfe derselben Q in viele Untersuchungen einfiihren konnen,
in denen man sich bisher mehr oder minder elegant mit Hiilfe der
Thetafunctionen zurecht gefunden hat.

Ueberhaupt werden wir die mannigfachen Formeln, die man fiir
die Darstellung der Quotienten verschiedener & am algebraischen Ge-
bilde aufgestellt hat, mit Leichtigkeit aus (81), (82) ableiten.

Aus Formel (81) schliessen wir z. B. [ich unterdriicke dabei der
Kiirze halber linker Hand die Charakteristikenbezeichnung]:

g

x @ . £ &r
(S (A
log . Yo i ! 6;7 “
= g z' P x & §P
& [.__f__..._f s f_-f_,...._j
v, & I 2

_ . Q). QEE) | Q(zz?). 2(£87)
=lg gy aen T T8 503 otan

Hier ist nun jeder der rechter Hand stehenden Logarithmen nach (27)
(30) ein Infegral dritter Gattung ﬂif o Wir haben also die wohl-

bekannte und vielfach benutzte Formel vor uns:

*) Die simmtlichen Entwickelungen des Hrn, Pick finden durch die Formeln
(81), (82) ihre naturgemisse Erweiterung. Es ist besonders interessant, dabei
den S#tzen dber das identische Verschwinden der Theta nachzugehen. Wir haben
bei der singularititenfreien ebenen Curve das d der Formel (82) gleich m—3 zu
nehmen. Daher wird (worauf mich Hr. Pick gelegentlich anfmerksam machte) bei
ungeradem m von den dort in Befracht kommenden Wurzelformen (2¢ 4~ d)ter Ordnung
ein System rational; dasselbe besteht aus der Gesammtiheit der rationalen Formen

(9 -+ ﬁ{j-)’ﬂf Ordnung. Die zngehiirigé ausgezeichnete Thetafanction ver-

—~3  (m—20—1

5 3 fach.

schwindet fir o < "
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z z' xP & & &y
i f__f_...__f N} f—-f_..._f
5 4

y P
- . n
s J—f_..._f - D f—-J._...__j
Yy C; c; n C;) C;’

@ & 2P £
= ﬂxs + b + nzs .

Wir wollen ferner in (82) d =1, also m = 2p — 2 setzen und
¢ = 1 nehmen. Indem wir die Quotienten der den verschiedenen

|
Charakteristiken | ‘Z
1

dass sich an der Normalcurve der @ die & mit den Argumenten

z z' 2z2p—2
fofvif
< 5 _¥
wie (2p — 2)-gliedrige Determinanten aus Wurzelformen zweiter Stufe
der dritten Ordnung verhalten, Dieses Resultat ist fir p = 3 von

Hrn. Weber¥®), fiir beliebiges p von Hrn, Nother®) abgeleitet
worden.

entsprechenden Ausdriicke bilden, sehen wir,

Zweiter Abschnitt.
Specielle Theorie des Falles p = 3.
§ 15.

Die ebene Curve vierter Ordnung. Algebraische Moduln der ersten
Stufe und transcendente Moduln,

Wir wenden uns jetzt zu neuen Fragestellungen, auf deren all-
gemeinen Charakter bereits in der Einleitung verwiesen wurde. Es
soll sich nicht mehr darum handeln, nach functionentheoretischen
Grundsitzen auf gegebener Riemann’scher Fliche zu operiren, vielmehr
sollen fortan die Constanten der Riemann’schen Fliche (ihre Moduln)
als Verdnderliche gelten und als solche der functionentheoretischen
Betrachtung unterworfen werden. Hier lassen wir nun von vorne-
herein die bereits in Aussicht genommene Beschrinkung auf den Fall
p = 3 eintreten. Dass p = 3 einfacher ist, als der Fall der hdheren p,
kann von vorneherein vorausgesetzt werden, iiberdies aber ist es sehr

*) Theorie der Abel'schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876, -
**) In der wiederholt genannten Arbeit in Bd. 28 der mathemat. Annalen,



46 F. Kirin,

viel zuginglicher, weil wir gerade bei p = 3 noch eine grossere Zahl
von Untersuchungen anderer Mathematiker als Vorarbeiten werden
benutzen konnen. Die Weiterfihrung unserer Untersuchungen fiir
hohere p bleibt anzustreben; vielleicht dass dabei neue Hiilfsmittel
werden herangezogen werden miissen,

Die Normalcurve der ¢ ist fiir p = 3 (vom hyperelliptischen Falle
abgesehen, den wir um so lieber bei Seite lassen konnen, als er mit
Riicksicht auf die hier vorliegende Fragestellung bereits erledigt ist)
eine ebene Curve vierter Ordnung allgemeiner Art:

(86) (@, 2y 25) = 0.

Eine solche soll der Untersuchung fortan zu Grunde gelegt sein. Als
fundamentale Moduln des algebraischen Gebildes betrachten wir conse-
quenterweise die Coefficienten von f, sie sind uns, im Gegensatz zu
anderen bald einzufiihrenden Modulsystemen, die ,,algebraischen Moduln
erster Stufe®¥*). Eine geometrische Deutung finden vermdge unserer
C, natiirlich nur die Verhiltnisse dieser Coefficienten. Die geometrische
Auffassung, mit der wir arbeiten, wird also wieder nur solchen
homogenen Functionen der Verinderlichen gerecht, die homogen
nullter Dimension sind (vergl. oben § 2); dies hindert uns aber nicht,
allgemein homogene Verbindungen derselben, d. h. Formen, in die
analytische Untersuchung einzufiihren. Daneben haben wir uns fort-
gesetzt vor Aungen zu halten, dass es sich bei unseren Untersuchungen
nur um solche Eigenschaften der C, oder Constructionen an der C,
handeln kann, welche gegeniiber projectiven Umformungen invariant
sind. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir fortgesetzt mit In-
varianten, bez. Covarianten von f zu thun haben.

Neben die hiermit festgelegten fundamentalen Moduln treten nun
vor allen Dingen die ,,transcendenten Moduln. Es sind dies zunichst
die 3.6 Perioden

@55, Wyg; - »« Oy,
(87) Doyy Wgyy -« Mg,

@315 @39, - - W35,
welche die iberall endlichen Integrale

*

an den Querschnitten 4, B der von uns gewihlten kanonischen Zer-
schneidung besitzen**), es sind dann insbesondere die invarianten

*) Vergl. hier und in der Folge iiberall die allerdings auf p =2 beslig-
lichen Erliuterungen in den von Hrn. Burkhardt publicirten ,,Grundziigen einer
allgemeinen Systematik ete.*‘ in Bd, 35 dieser Annalen.

*#¥) Zwischen den 18 Grissen w,; bestehen bekanntlich drei linear unabhingige
Bilinearrelationen, so dass wir 15 unabhiingige Grdssen beballen, was mit der
Zahl der Coefficienten von f genau tHbereinstimmt,
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Verbindungen derselben, d. h. die aus den @;; gebildeten dreigliedrigen
Determinanten. Unter den letzteren greifen wir insbesondere die
folgende heraus

@y By Oy

(88) Pio3 =

@9y Wyg o3 |,

@z @39 43

mit ihrer Hiilfe lassen sich die iibrigen aus den sechs Thetamoduln

(89) Ty1s T2y T2y Tigs Togy Tss
zusammensetzen. Hier ist p,,; eine Invariante vom Grade (— 3) in
den Coefficienten von f, die z;; aber sind absolute Invarianten. Jede
Invariante von f verwandelt sich dementsprechend durch Multiplication
mit einer geeigneten Potenz von p,,, in eine Function der 7.
Indem bei gegebener C, auf der zu ihr gehorigen Riemann’schen
Flache umendlich viele kanonische Querschnittsysteme zur Definition
der Perioden construirt werden kbonnen, treten neben die von uns
zuerst gewihlten @;; (87) unendlich viele andere Periodensysteme iz,
welche mit den @;; durch die schon oben, unter (74), angegebenen
Formeln der linearen Transformation zusammenhingen:

w0, = a,0, + b o, + ¢,0; + 4, co4—[—eim5+f,m6,
0, = a0, + by, - - - *y
r

‘:03:'_—__ ',

Umgekehrt ist bekannt, dass jeder linearen Transformation der
Perioden der Uebergang von dem urspriinglich gewihlten Querschnitts-
system zu irgend einem anderen Systeme kanonischer Querschnitte
entspricht*). Sind alle so entstehenden Periodensysteme gegeniiber
der C, gleichberechtigt oder zerfallen dieselben in verschiedenwerthige
Kategorieen? Das ist die fundamentale Frage, iiber die wir uns vor
allen Dingen klar werden miissen. Ich sage, dass die sdmmitlichen
Periodensysteme in der That gleichberechtigt sind. Man kann ndmlich
die Coefficienten von [ von irgend welchen Anfangswerthen beginnend
durch stetige Aenderung so zw ihren Anfangswerthen zuriickfithren, dass
daber das irgend einer wrspriimglichen Zerschneidung der zugehirigen
Riemann’schen Fliche entsprechende Periodensystem der o in das irgend
einer anderen Zerschneidung der Fliche enmisprechende Periodensystem
der o ubergeht.

Was den Beweis der so formulirten Behauptung angeht, so er-
bringt man denselben wohl am einfachsten, indem man eine Ueber-

*) Dies ist zuerst von Hrn. Thomae gezeigt worden, vergl dessen ,,Beitrag
zur Theorie der Abel'schen Functionen* in Bd. 75 des Journals fir Math. (1872).
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legung zu Hilfe nimmt, welche Riemann in Nr. 12 seiner Abel’schen
Functionen entwickelt. Man interpretire die complexen Werthe irgend
eines an der C, hinerstreckten {iberall endlichen Integrals, etwa des
w,, in einer Ebene. Sodann bilde man die zur C, gehodrige Rie-
mann’sche Fliche vermdge w, zweimal auf diese Ebene ab, das eine
Mal, nachdem wir sie vermbge des ersten Querschnittsystems, das
andere Mal, nachdem wir sie vermbge des zweiten Querschnittsystems
zerschnitten haben. Wir erhalten dann in der Ebene w, zwei Figuren,
welehe je aus drei iibereinander geschichteten Parallelogrammen be-
stehen, die durch vier Verzweigungspunkte an einander geheftet sind.
Und nun ruht der ganze hier zu erbringende Beweis darauf, dass man
jede solche Figur in jede andere derselben Art solcherweise iiberfiihren
kann, dass alle Zwischenlagen von Figuren der gleichen Art gebildet
werden, d. h. selbst aus Tripeln iibereinandergelegter und durch vier
Verzweigungspunkte verbundener Parallelogramme bestehen. Einer
jeden solchen Figur entspricht nfimlich riickwirts¥*) ein algebraisches
Gebilde p =3, d. h. eine C;; wir kionnen also der continuirlichen
Reihenfolge der Figuren eine continuirliche Aufeinanderfolge von Curven
vierter Ordnung entsprechend setzen: vermoge dieser Reihenfolge wird
also gleichzeitig das Periodensystem der o in das der o' und die
urspriingliche C, in sich selbst tibergefiihrt, was zu beweisen war.
Es ist interessant, und ich ergreife gern die Gelegenheit, hieriiber
einige Angaben zu machen, dass der in Rede stehende Satz keines-
wegs mehr richtig bleibt, wenn man sich durchweg auf hyperelliptische
Gebilde p = 3 beschrinkt: ldsst man die acht Verzweigungspunkte
einer zweiblittrigen Fliche des Geschlechtes 3 (also die Moduln eines
hyperelliptischen. Gebildes p = 3) irgendwelche Wege beschreiben,
durch die sie, einzeln oder in ihrer Gesammtheit, zun ihren Anfangs-
lagen zuriickgefithrt werden, wihrend sie eine ein fiir alle mal auf der
Flache angebrachte Zerschneidung vor sich her schieben, so kann man
dadurch keineswegs jede lineare Transformation der Perioden er-
zielen**¥). Vielmehr gelingt dies nur hinsichtlich derjenigen linearen
Transformationen, die in bestimmter Weise modulo 2 zu kennzeichnen
sind. Hierdurch zerfallen die linearen Transformationen, die es
iiberhaupt gibt, in 36 modulo 2 unterschiedene Kategorieen. Wir
schliessen daraus, dass es auf der hyperelliptischen Fliche des Ge-
schlechtes 3 36 wverschiedene (himsichtlich des hyperelliptischen Gebildes
wicht gleichberechtigle) Arten kanowischer Querschwitisysteme giebt. Auf
meinen Wunsch hat sich Hr. H. D. Thompson im Friithjahr 1888

%) Vergl. hierzu auch p. 149—150 meiner Arbeit in Bd. 21 der math. Annalen:
,»Neue Beitrige zor Biemann’schen Functionentheorie® (1882).
**) Dies bemerkt bereits Hr. Camille Jordan auf p. 364—65 seines Traité
des substitutions (1870).
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damit beschiftigt, bei gegebener hyperelliptischer Fliche auf der von
derselben doppelt iiberdeckten Ebene Zeichnungen fiir zweckmissig
gewihlte Reprisentanten eines jeden dieser 36 Falle herzustellen.
Diese Zeichnungen werden ganz iibersichtlich; man hat in der Haupt-
sache nur zu unterscheiden, ob in der Ebene der Zeichnung durch
den einzelnen Querschnitt die 8 Verzweigungspunkte des hyperellip-
tischen Gebildes in 2 4 6 oder in 4 - 4 zerlegt werden. Analytisch
ist jede der hier unterschiedenen 36 Arten von Querschnittsystemen
durch die Charakteristik gekennzeichnet, welche, bei Zugrundelegung
derselben, der im vorliegenden Kalle vorhandenen ausgezeichneten
geraden Thetafunction, deren Nullwerth verschwindet, zu Theil wird:
je nach der Wahl des Querschnittsystems kann nimlich diese Theta-
function jede beliebige der 36 iiberbanpt vorhandenen geraden Charak-
teristiken erhalten.

§ 16.
Adjunction von Wurzelformen und zugehérigen Moduln der zweiten Stufe.

Wir fihren jetzt neben die algebraischen Moduln erster Stufe (die
Coefficienten von f schlechthin) algebraische Moduln zweiter Stufe ein,
indem wir gewisse auf der C, existirende Wurzelformen und die Rela-
tionen, durch welche dieselben mit einander verkniipft sind, in Be-
tracht ziehen.

Die allgemeine Theorie der auf einer kanonischen Curve existirenden
Wurzelformen wurde bereits in § 11 skizzirt. Wir haben derselben
zufolge bei Wurzelformen zweiter Stufe zwischen solchen von gerader
und ungerader Ordnung zu unterscheiden. Von jeder Art gibt es 222,
bei der O, also 64 Systeme. Die 64 Systeme gerader Ordnung sind
durch Elementarcharakteristiken, die Systeme ungerader Ordnung durch
Primcharakteristiken festzulegen (§ 12). Entsprechend dem verschieden-
artigen Verhalten dieser Charakteristiken gegeniiber linearer Trans-
formation (ebenda) spalten sich die 64 Systeme gerader Ordnung in
1 + 63, die 64 Systeme ungerader Ordnung in 28 - 36, Wir lesen
ferner aus dem soeben (§ 15) entwickelten Satze von der Gleich-
berechtigung aller kanonischen Querschnittsysteme ab, dass die 63
Systeme, wie die 28, und die 36, je unter sich der C, gegeniiber
gleichberechtigt sind*). Wenn wir also in der Folge irgend eines der
63 Systeme, oder eines der 28, bez. der 36, adjungiren, so brauchen
wir nicht zu unterscheiden, welches wir gewahlt haben.

. ®) Mit dem algebraischen Nachweise dieser Gleichberechtigung beschaftigt
sich neuerdings. Hr. Nother in den Abhandlungen der Minchener Academie

(Bd. XVII, 1889: Zur Theorie der Berihrungscurven der ebenen Corve vierter
Ordnuang),

Mathematizche Annalen. XXXVEL 4
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Ich werde den hiermit in abstracter Gestalt mitgetheilten Sitzen
weiterhin, wo es ohne Missverstindnisse geschehen kann, die iibliche
geometrische Form geben. Ich werde also nicht von Berihrungsformen
sprechen (durch die die Wurzelformen definirt sind) sondern von
Beriihrungscurven. Dabei sollen die typischen Reprisentanten der
Beriihrungscurven gerader Ordnung die Beriihrungskegelschnitte sein.
In Uebereinstimmung mit den allgemeinen S#tzen des § 11 besteht
das eine System derselben aus den doppelt zéhlenden geraden Linien
der Ebene, ist also zweifach unendlich; die anderen 63, unter sich
gleichberechtigten Systeme sind je einfach unendlich. Als Reprisen-
tanten der Beriihrungscurven ungerader Ordnung werden zameist die
Beriihrungscurven dritier Ordnung dienen. Ibre simmtlichen 64 Systeme
sind dreifach unendlich. Ich nenne die 28 Systeme mit ungerader
Charakteristik Systeme der ersten Art, die 36 Systeme gerader Cha-
rakteristik Sysleme der sweiten Ari. Beriihrungscurven erster Ordnung,
d. h. Doppeltangenten, giebt es auf Grund des in § 14 beriihrten speciellen
Umkehrtheorems nur im Falle ungerader Charakteristik, Die 28 dem-
entsprechend zu unterscheidenden Doppeltangenten sind den 28 Systemen
von Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art in der Weise einzeln
zugeordnet, dass jedesmal die Doppeltangente znsammen mit einer
beliebigen doppeltziblenden Geraden der Ebene eine Curve dritter
‘Ordnung des zugehdrigen Systems bildet,

Zwecks Definition geeigneter Moduln zweiter Stufe werden wir
ausschliesslich Beriihrungcurven ungerader Ordnung betrachten. Wir
denken uns zu dem Zwecke eines ihrer 28 oder 36 Systeme adjungirt
und die Gleichung der Curve vierter Ordnung dementsprechend in die
eine oder andere charakteristische Form gesetzt, Die Moduln zweiter
Stufe, welche wir weiterhin gebrauchen, sind wnichis Anderes als die in
diesen Gleichungsformen vorkommenden Constanten. Dabei ist es viel-
fach niitzlich, das geometrische Bild zu wechseln. Den dreifach un-
endlich vielen Curven entsprechend, welche in dem einzelnen Systeme
von Beriihrungscurven dritter Ordnung enthalten sind, giebt es anter
den zugehorigen Wurzelformen zweiter Stufe vier linear unabhingige.
Als solche wihle ich

Vo, VO, VO, VO,

und setze nun

(90) 21‘52533:54—11/6:37/@37/‘?3‘7/5:;

Wir beziechen dadurch unsere C, auf eine Roumcurve sechster Ordnung.
Je nach der Art des benutzten Systems unterscheiden wir Rauméurven
sechster Ordnung der ersten oder der zweiten Art. An dieser Curve
sechster Ordnung werden sich dann die zuerst in der Ebene zu
betrachtenden Constructionen in riumliche Constructionen umsetzen.
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Algebraisch entspricht dem, dass wir von terniren Invarianten zu
quaterniren schreiten.

Ich werde jetzt in dem hiermit bezeichneten Sinne die zweierlel
Arten von Beriihrungscurven dritter Ordnung einzeln in Betracht ziehen.

§ 17.
Von den Berithrungscurven dritter Ordnung erster Art.

Sei D = 0 eine Doppeltangente unserer C,. Indem wir durch
ihre Beriihrungspunkte einen Kegelschnitt Q == 0 legen, konnen wir
die Gleichung der C, in folgende Gestalt setzen:

(91) Do — Q= 0;

® = 0 ist dabei, wie man sofort erkennt, eine Beriihrungscurve dritter
Ordnung des zu D gehorigen Systems. Wir erhalten die simmilichen
Beriihrungscurven des Systems, indem wir schreiben:

(92) O+ 2w, Q4w D =0,

WO Uy == Uy Xy } Uy Ty | Us 25 und die % beliebig. Zum Beweise geniigt
es, (91) in die Gestalt zu setzen:

(93) D(® 4 2u, Q + up D) — (Q + 4. D)2 = 0.

Vermbge (91) ist also das ganze zu D gehorige System von Berihrungs-
curven dritter Ordnung rational. Daher ist (91) eine der beiden
charakteristischen Gleichungsformen der C,, die fortan festzuhalten
sind: Die Coefficienten von D, Q, ® sind dic Moduln zweiter Stufe,
welche , dieser Gleichungsform entsprechend, als adjungirt gelten sollen.
Die Zahl der so eingefithrten Moduln ist 19, entgegen der Zahl 15
der Coefficienten von f. Die erste Frage, tiber die wir uns bei Be-
nutzung der neuen Moduln klar zu werden haben, ist daher die,
welche Functionen derselben tiberhaupt als Functionen der Coefficienten
von f anzusehen sind. Es sind dies offenbar diejenigén, welche bei
allen- continuirlichen Aenderungen der D, Q, ¢, die f ungesndert
lassen, selber ungeindert bleiben. Nun sind diese Abinderungen in
Uebereinstimmung mit (92), (93) durch folgende Formeln gegeben:

D =aD,
(94) Q=Q+ux1), .
o 22U D

2 2

WO 4, g, 4y, w; belicbig. Wir mbgen hier inshesondere -1 unendlich

wenig verschieden von 1 und u,, 4,, u, unendlich wenig verschieden

von Null nehmen. Indem wir ausdriicken, dass eine Function der

Coefficienten von D, Q, ¢ bei den solchergestal gewonnenen unendlich.
4*
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kleinen Transformationen ungeiindert bleibt, erhalten wir ein System
von vier linearen partiellen Differentialgleichungen, durch welches die
von uns gesuchten Functionen charakterisirt sind. Unter diesen Fune-
tionen werden uns insbesondere solche interessiren, welche gegeniiber
linearen Transformationen der z, z, x; Invarianteneigenschaft besitzen.
Ich bezeichne dieselben als die, der Gleichungsform (91) entsprechenden,
wrrationalen Invarianten, bez. Covarianten von f.

Von (92) ansgehend haben wir jetzt folgende vier linear unab-
hingige Wurzelformen unseres Systems

Indem wir dieselben der Formel (30) entsprechend mit 2z, 2, 2, 2, pro-
portional setzen, erhalten wir im Raume der z eine Curve sechster
Ordnung, fiir welche die Gleichungen bestehen:

(96) D(2,2,85) - P(2,2525) — Q2 2,25)* = 0,
97) (21 2,25) — 2Q(8,2,25) - 2, + D (2,2, ) - 2,> = 0.

Hier stellt (97) eine Fliche dritter Ordnung vor, welche nur insofern
particularisirt ist, als sie durch die vierte Ecke des Coordinatentetraeders
der 7z hindurchliuft; (96) ist der Umbiillungskegel vierter Ordnung,
welcher sich von besagter Ecke an die Fliche legen ldsst. Indem wir
das hierin liegende Resultat von dem speciellen bei uns benutzten
Coordinatensystem ablosen, haben wir: Unsere Raumcurve sechster
Ordnung kann definirt werden als die Berihrungscurve, welche eine
belicbige F, mit dem an sie von einem belicbigen ihrer Pumkle aus-
laufenden Umbhiillungskegel vierter Ordnung gemein hat.™)

Wir fragen, wie bei der so gewonnenen Raumfigur die 28 Doppel-
tangenten der O, zur Geltung kommen. Eben diese Frage bat
Herr Geiser in Bd. I der Mathematischen Annalen untersucht (Ueber
die Doppeltangenten einer ebenen Curve vierten Grades, 1868).
handelt sich um die 28 Doppeltangentialebenen des Kegels vierter
Ordnung (96). Eine derselben ist von vornherein bekannt, das ist
D(z,2,2,) = 0, die Tangentialebene der Fliche dritter Ordnung in der
Kegelspitze. Die anderen werden nach Geiser durch die 27 Geraden
der Fliche dritter Ordnung gegeben: sie fallen mit denjenigen Ebenen
zusammen, welche die Kegelspitze bezichungsweise mit den 21 Geraden
der F, verbinden. Von hieraus ergeben sich Vergleichspunkte zwischen
der Theone der 28 Doppeltangenten und derjenigen der 27 Geraden,
anf die wir zum Theil noch weiter unten zuriickkommen.

#*) Diese Berithrungscurve liegt natiirlich anf einer Fliche zweiten Grades;
ans (96), (97) findet sich fiir dieselbe Q(2,2,25) — D(2123%,) - 3= 0.
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Wir fithren jetzt die 2 in die Formeln (94) ein und erhalten:
21, = 121, 22’ == 122, 23’ = X-Zs,
v Fat s Ut ot Us s
)

2y

Combinirt man diese Formeln mit einer beliebigen linearen Transfor-
mation der z,2,2;, so hat man die allgemeinste quaterndre lineare
Transformation der 2,2,2;2,. Wir schliessen daraus, dass wir die
erwiahnten irrationalen Invarianten, bez. Covarianten der C, schlecht-
weg definiren konnen als Invarianten, bez. Covarianten des von der
Fliche dritter Ordnung und dem auf ihr gegebenen Projectionspunkie
gebildeten quaterndren Systems. —

Dies sind, was die Beriihrungscurven dritter Ordnung erster Art
angeht, die Elemente, mit denen wir spiter zu arbeiten haben werden.

§ 18.
Von den Beriihrongseurven dritter Ordnung zweiter Axrt.

Unsere Kenntniss der Beriihrungscurven dritter Ordnung zweiter
Art geht bekanntlich auf Hesse zuriick (Ueber Determinanten und
ihre Anwendung in der Geometrie, insbesondere auf Curven 4t Ord-
nung, Journal fiir Mathematik Bd. 49, 1855; Ueber Doppeltangenten
der ebenen Curven 4'r Ordnung, ebenda). Ich reproducire sein Haupt-
resultat zunichst folgendermassen (indem ich durchaus in der Ebene
operire):

Seien

VO, VO, V5, VO,
vier linearunabhingige Wurzelformen eines Systems zweiter Art. Es
ergiebt sich dann der Satz, dass auch die Quadrate und Producte
dieser Formen, die wir, vermdge f= 0, rationalen Formen dritten
Grades gleich setzen kinnen:

(;/()5;2._——_.\?“, @VEZ:‘V&:- ..
linear unabhiingig sind. Daher ist es moglich, die drei Polaren

of of of

0y’ 0%, 0,

ans den ¥ linear zusammenzusetzen, was durch folgende Formeln ge-
schehen mag:

/)
(98) .%f;,,-:-_ T Wiz, . % = Vi, '%2‘ = ZyaWa.
Mit den solchergestalt gewonnenen Constanten ez, Biz, 7+ bilde man
jetzt die Linearformen

(99) Ty = %y + Pix %y + Vir %3,
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Dann lisst sich die Gleichung der C, in Gestalt folgender symmetrischer
Determinante schreiben:

Tyg » Ty

(100)

17541 "o “44{
die Wi aber werden den dreigliedrigen Unterdeterminanten dieser Deter-
minante proportional, so dass das zugehirige System von Deriihrungs-

curven dritter Ordnung, unter ¢, ¢, ¢3 ¢, willkiirliche Constante verstan-
den, durch die rationale Gleichung gegeben ist:

Ty XLy €6
. T s
(101) . .. - ey {=0.%)
Tyy -~ © Ty G
| G €, €3 ¢ 0

Hier sind nun die 30 durch (98) eingefiihrten Grossen ey, Bix s Yix
die von uns in Betracht zu zichenden Moduln der zweiten Stufe. Wir
fragen uns wieder vor allen Dingen, welchen Bedingungen eine Funec-
tion der memen Moduln geniigen muss, um eine Funection der Coef-
ficienten von f zu sein. Diese Bedingungen ergeben sich fast unmittelbar
aus (100) und lassen sich in folgender Weise formuliren: Man denke

sich die wurspriinglich gewihlten vier Wurzelformen y/®,, .., V&,
irgendwie durch vier ihrer linearen Verbindungen, deren Determinante
gleich Bins sein soll, ersetzt. Dann erleiden ebenfalls die zehn Grossen
¥:: und also, nach (98), die a;z, Bz, 7iz (jede dieser drei Grossenreibhen
fiir sich genommen) eine bestimmte lineare Substitution. Nur diejenigen

*) Tch schliesse hier, weil sich in gegenwirtiger Abhandlung keine andere
passende Stelle findet, eine Formel fiir die auf die Curve vierter Ordnung be-

X
zogene unserem Beriihrungssysteme entsprechende gerade Thetafunction &i g} ( f )
ki 'y
an, — eine Formel, welches das Seitenstiick zu der unter (84) gegebenen fiir

ongerade Thefafonctionen geltenden ist, sofern man lefztere anf den Fall der
ebenen Curve vierter Orduung einschrinken will, Die nene Formel lautet:

R ( f) _n Zey Y@YW+ Sl Yy 2@ YOyl +i 3 St
Rt as
thi y 7

xy .
V(Zep¥ @+ -) (b Zep ¥ @) +--)

Hier bedeutet hy ky h; irgend welchen Hiilfspunkt der Ebene und die Summation
im Exponenten ist dber diejenigen Punkte «', 2", 2, bez. y’, y”, y” der Curve
zu erstrecken, welche, von x und y verschieden, der Verbindungslinie des h mit x,
bez. y angehbren,
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Functionen der a;x, Bir, iz sind Functionen der Cocfficienten won f,
welche bei den siimmilichen solcherweise entstehenden linearen Substitu-
tionen ungeindert bletben. Hiernach kann man ein System von- 15
linearen partiellen Differentialgleichungen aufstellen, durch welches
sich unsere Functionen charakterisiren lassen. — Wieder mogen wir
unter den so definirten Functionen solche heraussuchen, welche gegen-
tiber linearen Transformationen der z,, x,, #; Invarianteneigenschaft
besitzen. Wir werden dieselben als die zur Gleichungsform (100) ge-
horenden rrationalen Invarianten, bez Covarianten von f bezeichnen.

Alle diese Beziehungen werden nun um Vieles durchsichtiger,
wenn wir der Formel (90) entsprechend, wie dies im vorliegenden
Falle Hesse selbst bereits that, raumgeometrische Vorstellungen ein-
fiihren, Statt (90) konnen wir hier schreiben:

22:808,: 122 =Y, ¥, -2 ¥,.
Die Gleichungen (98) also ergeben die drei Flichen zweiten Grades:

(102) 2“” 2z, =0, Zﬁikzz-zk =0, 27:,7‘ 2:2;, = 03

das Flichennetz, welches sich aus denselben zusammensetzen lisst,
entspricht dem Netz der aus den Ausdriicken (98) zusammenzusetzen-
den Polaren der Curve vierter Ordnung. Daker entspricht der Curve
vierter Ordnung im Raume die Kegelspitzencurve sechster Ordnung des
durch (102) gegebenen Flichennetzes. Besonders einfach wird, was wir
tiber die zu (100) gehorigen irrationalen Invarianten und Covarianten
der (, gesagt haben. Man betrachte die gemischt ternir-quaternire
Form:

(103) %Z“ik 2,4, + szﬂik 2; 2 + ng?ik 22,

Es wird sich bei unseren Imvarianten und Covarianten wm solche von
(103) abhingige Ausdriicke handeln, welche bei beliebigen linearen Sub-
stitutionen der x wie der z Invarianieneigenschaft besitzen, d. h. um
Combinamten des Flichennetzes tm allgemeinsten Sinme. Beschrinken
wir uns dabei auf gewOhnliche Invarianten oder Covarianten von f,
S0 miissen wir natiirlich hinzufiigen, dass in den betreffenden Aus-
driicken keine z mehr vorkommen sollen.

-Es eriibrigt, dass wir zur Sprache bringen, wie sich die 28 Doppel-
tangenten unserer C, an der C, darstellen. Zu dem Zwecke miissen
wir, mit Hesse, die acht Punkte, in denen sich die Flichen (102)
schneiden, einzeln einfithren. Die 28 Verbindungslinien dieser 8 Punkte
sind m gewissem Sinne das Bild der 28 Doppeltangenten. Jede dieser
Verbindungslinien erweist sich nimlich als eine Sekante der C,, welche
die Gy in solchen zwei Punkten #rifft, die vermdge (90) den Berithrungs-
punkten der ebenen C, mit einer ihrer Doppeltangenten entsprechen.
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§ 19.

Von der Discriminante der C, und ihrer Darstellung in den
Rationalitdtsbereichen erster und zweiter Stufe.

Eine ganz besondere Rolle spielt im Folgenden die Discriminante
der C,, d. h. diejenige Function ihrer Coefficienten, deren Verschwin-
den das Auftreten emmes Doppelpunktes der Curve vierter Ordnung
anzeigt. Wir miissen uns hier mit den Darstellungen beschiftigen,
welche dieselbe in den von uns unterschiedenen Rationalitétsbereichen
erster und zweiter Stufe findet.

Im Bereiche erster Stufe ist die Discriminante definirt als die-
jenige rationale, ganze, homogene Function 27'¢» Grades der Coef-
ficienten von f, die sich als Resultante der drei Gleichungen

of of __ of
bei Elimination der z, x, z; ergiebt. Dieselbe ist eine Invariante vom
Gewichte 36. Ich fiihre dabei gern an, dass es Herrn Gordan, einer
brieflichen Mittheilung zufolge, neuerdings gelungen ist, die hier
geforderte Elimination wirklich darchzufithren, Sei f voriibergehend

symbolisch = as = bt =c:. So geht Hr. Gordan von der Bemerkung
aus, dass die folgende, von uns schon oben (in der Anmerkung zu
Formel (52)) benutzte Covariante:

(abc)zzai* R i gl bl
2-f-A+pu=2

unter z die Coordinaten eines Doppelpunktes der C, verstanden, fiir
simmtliche Werthe der y verschwindet. Dies giebt, indem wir die
Coefficienten y,%, 4,9,, . . . einzeln gleich Null setzen, sechs Gleichungen
vierten Grades fiir die x,, z,, #;, d. h. sechs lineare Gleichungen fiir
die 15 Glieder 4t Dimension z,% z,%%,,.... Weitere 9 Gleichungen
derselben Art erhiilt man aber, wenn man eine jede der drei bereits
bekannten Gleichungen

of __ of of

rrn Z4 ’ m— - O 0% =0
der Reihe nach mit z,, #,, 2, multiplicirt. Aus den so gewonnenen
15 Gleichungen konnen wir jetzt die x4, z3x,, ... als linear vor-
kommende Grossen in elementarer Weise eliminiren. Das Resultat ist
eine fiinfzehnreihige Determinante, deren erste 6 Zeilen je dritten
Grades in den Coefficienten von f sind, wihrend die neun folgenden
in den Coefficienten linear sind. Die Determmame ist also im Ganzen
27 Grades in den Coefficienten von f: sie ist mit der gesnchten
Discriminante ohne weiteres identisch, oder weicht doch nur, wenn
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wir letztere ihrem absoluten Werthe nach bereits auf andere Weise
definirt haben, von ibr um einen Zahlenfactor ab, der uns hier gleich-
giltig ist. —

Wir wenden uns jetzt zu den beiden Rationalitdtsbereichen der
8§ 17 und 18,

Um mit dem ersten derselben zu beginnen, wollen wir unsere
Untersuchung in der Weise geometriseh einleiten, dass wir fragen,
wie man das von der Fliche dritter Ordnung und dem auf ihr liegen-
den Projectionspunkte gebildete System particularisirer muss, damid
der von dem Projectionspunkte an die Fliche gehende Umhiillungskegel
vierter Ordnung eine Doppelkante erhilt. Die Geiser’schen Betrachtungen,
anf welche wir bereits verwiesen, ergeben in dieser Hinsicht zwei und
nur zwei Mbglichkeiten: Enhweder muss die Fliche dritter Ordnung
von der wir ausgehen,-selbst einen Doppelpunki bekommen, oder es muss
der Projectionspunkt, den wir benuizen, ouf eine der 27 Geraden der
Fliche riicken. Im ersteren Falle versehwindet ein Ausdruck X, den
wir als ,Discriminante der F,“ benennen konnen. Im anderen Falle
wird N ull erhalten, wenn wir in diejenige Covariante neunter Ord-
nung der F;, deren Verschwinden auf der F, die 27 Geraden festlegt,
die Coordinaten des Projectionspunktes eintragen. Ich will den so
bestimmten Ausdruck mit T bezeichnen. Wir haben also fiir die
Discriminante der Curve vierter Ordnung nothwendig eine Darstellung
folgender Form:

(104) Diser. = 2+ T4,

unter «, 8 noch zu bestimmende Multiplicititen verstanden®).

Um «, B festzulegen, miissen wir jetzt genauner darauf eingehen,
wie sich die Ausdriicke X und T aus den Coefficienten von D, Q, ¢
aufbauen. Ich will dabei jeden einzelnen Ausdruck als eine Summe von
Gliedern anschreiben, deren einzelnes in den Coefficienten von D, Q, ®
bez. homogen ist:

= 8D, &, ¥,

wo I, m, % resp. den Grad des einzelnen Gliedes in den Coefficienten
von D, Q, ¢ angeben sollen. Wir haben in dieser Hinsicht*¥):

1) X ist in den Coefficienten unserer F, (97), deren Gleichung
wir noch einmal hersetzen:

¢ —2Qz, -+ Dz2=0,

¥) Ich werde, um alle Missverstindnisse auszuschliessen, die Discriminante
der C, in den Formeln immer ausfihrlich mit ,,Discr. ¢ bezeichnen:
. **) Vergl. die Angaben in Salmon’s Analytic Geometry of three dimen-
sions, p. 503 ff. [ich citire anch weiterhin auf die vierte Auflage des Originals
(vom Jahre 1882), die ich gerade zur Hand habe].
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von der 32t Ordnung. Daher hat man fiir jedes einzelne Glied der
2 entsprechenden Summe S:

I+ m+4n=32.
Ferner hat = das Gewicht 2> i 3 — 24, Setzt man jetzt in die Glei-
chung der F, fir z, Az,, wihrend 2, 2, z, ungeiindert bleiben, so
kommt dies darauf fiir ¢, Q, D hezichungsweise ¢, 1Q, 12D zu
schreiben. Hierbei soll X seinem Gewicht entsprechend den Factor
A** erhalten. Dies giebt fiir jedes Glied unseres S:

204+ m = 24.
Wir erhalten also fiir X folgende Darstellung:
] 24—21 84
(105) Z=8(D, Q, o).

2) T ist der leitende Coefficient einer Covariante unserer ¥, d. h.
der Coefficient der h6chsten in dieser Covariante auftretenden Potenz

von 2z,. Diese Covariante hat in den Variabeln den Grad 9, in den
Coefficienten den Grad 11. Hiernach erhilt man fir die in der Ent-
wickelung von T auftretenden Glieder:

Il+m4+n=11, 2l4+ m=
Daher ist:
I 15—21 —4H
(106) T=8WD, Q, o).
3) Die Discriminante von f = D® — Q? ergiebt als Function

27tn Grades der Coefficienten von f eine Darstellung der folgenden
Form:

I bH4—21 1
(107 Diser. = 8(D, Q, ¢).

Der Vergleich der Formeln (105)—(107) mit (104) ergiebt jetzt
mit Nothwendigkeit fiir die in (104) noch unbestimmten Constanten
=1, 8 =2. Wir haben also:

Im Rationalititsbereiche zweiter Stufe der ersten Art selzt sich die
Discriminante der C, aus den in (105), (106) ndher definirten Bestand-
theilen 2, T vermoge der Formel susammen :

(108) Diser. = X' T2

Hierbei sind, wie man beachten mag, Zund T allein genommen
keineswegs Functionen der Coefficienten von f. Sie bleiben allerdings,
vermoge ihrer quaterniren Invarianteneigenschaft, bei denjenigen Opera-
tionen (94) ungedndert, welche 1 = 1 entsprechen; setzt man aber,
um zu den allgemeinen Operationen (94) aufzusteigen, hinterher

De=AD, Qq=9, 9= -?--, so wird X den Factor -3, T den Factor

A+ erhalten; erst das Product X - T2 ist eine Fumction der Coefficien-
ten von f. —

38—9
4

19— 15.
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Wir betrachten ferner die Raumcurven sechster Ordnung zweiter
Art. Dabel konnen wir uns etwas kiirzer fassen, weil das Resultat,
um welches es sich handelt, schon anderweitig bekannt ist.*) Soll
unsere Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt erhalten, so zeigt
sich, dass die 8 Grundpunkte des die Raumcurve sechster Ordnung
definirenden Netzes von Flichen zweiter Ordnung eine von zwei be-
sonderen Lagen annehmen miissen: es miissen entweder zwei der acht
Punkte zusammenfallen (worauf die Cy selbst einen Doppelpunkt erhilt),
oder es miissen sich die Punkie zu vier und vier auf zwei Ebenen ver-
theilen (es muss im Flichennetz ein Ebenenpaar vorhanden sein, worauf
die C; in die Durchschnittskante der beiden Ebenen und eine C; zer-
fallt). Beide Vorkommnisse werden durch das Verschwinden von In-
varianten der ternir-quaterndren Form (103) (von Combinanten des
Flichennetzes) ausgedriickt. Im ersteren Falle ist die betreffende
Combinante nichts anderes als die sogenannte Tactinvariante des Netzes;
sie ist als solche in den ez, Bix, piz je vom 162 Grade; wir wollen
sie hier mit S bezeichnen. Im zweiten Falle haben wir eine Combi-
nante 10t Grades in den «;, wie in den B;; und den p;;; sie soll
T genannt werden. Nun ist die Diseriminante unserer C,, mit Riick-
sicht auf die unter (100) gegebene Gleichungsform derselben, in den
@iy Pir, ¥ix Zusammengenommen vom 108t Grade, also in den oz,
wie in den f;; oder in den y;; einzeln genommen vom Grade 36. Wir
sprechen sofort das Resultat aus:

Im Rationalititsbereiche zweiter Stufe der zweiten Art hat man
eine ganz Ghnliche Zerlegung der Discriminante der C,, wie oben unter
(108); es ist:

(109) Diser. = ST2.

Nur sind jetzt hier die beiden Factoren S und T einzeln genom-
men bereits als Functionen der Coefficienten von f anzusehen, Denn
hierzu ist es nach § 18 nicht nur erforderlich sondern anch hin-
reichend, dass man es mit Combinanten des Flichennetzes zu thun hat.
Als Function der Coefficienten von f hat S den Grad 12, 7 den Grad 7Y/,.

§ 20,

Ueber das Verhalten der Beriihrungscurven dritter Ordnung beim
Auftreten eines Doppelpunktes.¥)

Wir bestéitigen die Formeln (108), (109) und gewinnen zugleich
die Grundlage fiir spitere Folgerungen, indem wir znsehen, wie.sich

*) Vergl. Salmon 1. ¢. p. 208 ff,, insbesondere p. 213.
*¥) Vergl. bei diesem und den beiden folgenden Paragraphen die demnichst
in diesen Annalen erscheinenden ,Untersuchungen aus dem Gebiete der hyper-
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die einzelnen Systeme von Beriihrungscurven dritter Ordnung der C,
verhalten, wenn die C, einen Doppelpunkt bekommt. Zu dem Zwecke
werden wir zundchst untersuchen, welchen Einfluss die Entstehung des
Doppelpunktes auf die Thetamoduln 7,5 hat, wobei uns aber gestattet
sein wird, zwecks Definition der 7,z auf der zur C, gehorigen Rie-
mann’schen Fliche ein mbglichst einfach gewihltes Schnittsystem zu
Grunde zu legen. In der That gewinnen wir auf dem hiermit an-
gedeuteten Wege in einfachster Weise nicht nur die in Betracht kom-
menden Sidtze iiber das Verhalien der Beriihrungscurven sondern
zugleich die Grundlage fiir unsere spiteren die Thetafunctionen be-
treffenden Entwickelungen.

Um jetzt zunichst das in Rede stehende Schnittsystem zu definiren,
denken wir uns die Riemann’sche Flache aus der Curve vierter Ordnung
durch Projection von irgend einem der Curve selbst nicht angehorigen
Punkte der Ebene aus abgeleitet, so dass wir eine vierblattrige Fliche
mit 12 Verzweigungspunkten vor uns haben. Da sieht man denn
ohne Weiteres, wie das Entstehen eines Doppelpunktes der C, auf die
Riemann’sche Fliche wirkt. Der Erfolg ist der, dass zwei auf der
Riemann’schen Fliche durch einen Verzweigungsschnitt verbundene
Verzweigungspunkte zusammenriicken und sich dadurch compensiren,
Ich will die Stelle, an der sich die beiden Verzweigungspunkte ver-
einigen, insofern sie dem einen der beiden urspriinglich verbundenen
Blatter angehort, mit £, insofern sie dem anderen der beiden Blitter
angehort, mit % bezeichnen. Durch das Zusammenriicken der beiden
Verzweigungspunkte ist das p unserer Fliche auf Zwei herabgesunken.
Wir werden jetzt die so erhaltene Fliche kanonisch zerschneiden,
indem wir auf ihr nach den bekannten Regeln zwei Paare von Quer-
schnitten: 4,, B, und 4,, B, herstellen, von denen indess keiner durch
€ oder 9 hindurchlanfen soll. Ist dies geschehen, so fithren wir noch
zwel Schnitte 45, B,, die folgendermassen definirt sein sollen: A fiihrt
vom Punkte 77, ohne den A4,, B,, 4,, B, irgendwie zu begegnen, zum
Punkte £, B, umgiebt den Punkt £ (oder auch %, wenn wir es vor-
ziehen sollten) in kleinem Kreise. Wir betrachten jetzt, was offenbar
gestattet ist, dieses Schnitinetz 4,, B,, 4,, B,, 45, B; als Grenzlage
einer eben hierdurch definirten kanonischen Zerschneidung der urspriing-
lichen Fliche p = 3. Hinsichtlich der so gefundenen Zerschueidung
filhren wir dann auf der Fliche p = 3 Normalintegrale erster Gattung
ein, die uns bestimmte Thetamoduln 7,4 liefern. Dann gehen wir wieder
zur Fliche p =2 zurlick und sehen, was dabei aus den Integralen
erster Gattung und den 7,5 wird.

elliptischen Modnlfunctionen* von Hrn. Burkhardt. Es sind dort Ueberlegungen

dhnlicher Art, wie die im Texte fiir p = 3 gegebenen, fiir den Fall p =2 mit
grosser Sorgfalt durchgefithrt.
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Ich setze das allgemeine Schema der Formel (4) noch einmal her:

A, 4, A, | B, B, B,
9, 11 0 O Ty Tyo Tys
v, 0 1 0 |7y 7 Ty
v, 1 0 0 1 Tyy Typ Tag

Hier #ndert sich nun, was die Integrale » angeht, beim Grenziiber-
gang zur Fliche p =2 nur das, dass v; in § und % logarithmische
Unstetigkeitsstellen erhilt und also in ein Integral dritter Gattung
ibergegangen ist. In der That liefert die Ueberschreitung von A,
d. h. die Umkreisung von ’g’ fir v; dem Schema entsprechend den

Betrag 1; wir haben also -~ als das zum Punkte £ gehdrige logarith-

mische Residuum von o, anzusehen. Aber unser Schema schreibt
gleichzeitig als Perioden von v, an 4,, 4, 0, O vor. Nehmen wir
Beides zusammen, so werden wir, in der Grenze,

1
¥ = 55w (Men)s

setzen diirfen, unter (TT) ein zur Fliche p = 2 gehbriges im gewohn-
lichen Sinne transcendent normirtes Integral dritter Gattung verstan-
den®). Dabei gehen nun, in Uebereinstimmung mit Formel (6),
T)3 == T3, und T,; = 7,, beziehungsweise in die wohlbestimmten Grossen
¢ und 0,57 iiber. Anders aber das =,,. Fs ergiebt sich, dass
7,3 = 400 wird. Wir wollen in der Folge schreiben:

(110) Q33 = €'7%,

Wir haben dann:

Erhilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so wird fiir
das von uns gewdhlte Schnitisystem ¢, zu Null.

Wir fragen jetzt nach dem zugehdrigen Verbalten der Beriihrungs-
curven, gerader nnd ungerader Ordnung, die wir hier beide branchen™¥).
Wir wollen dabei, um moglichst einfache Sitze zu erhalten, dem ge-
wohnlichen Sprachgebrauche entgegen nur solche Curven zur Curve
vierter Ordnung adjungirt nennen, welche eine ungerade Anzahl von

*) Ieh habe dies zum erster Male vorgetragen, als ich im Sommer 1874
tiber Abel’sche Functionen las.

*¥) Vergl. insbesondere Brill ,,Ueber die Anwendung der hyperelliptischen
Functionen in der Geometrie “, Journal fiir Mathematik Bd. 65 (1864), sodann die
Erliuterungen, welche Herr Lmdemann mm ' Clebsch’s Vorlesungen iiber Geo-
metrie auf pag. 879, 880 des Bd. I giebt. Die im Texte gegebenen Theoreme
scheinen in ihrer valistﬁndigen Form neu zu seju.
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Malen durch den Doppelpunkt der letzteren hindurchlaufen; alle anderen-
Curven heissen nicht-adjungirt.

Um mit den Beriihrungskegelschnitten zu beginnen, so ist deren
Theorie besonders zugéinglich, weil wir das einzelne System derselben durch

eine Elementarcharakteristik 'Z

die vier Schnittpunkte der C, mit einer geraden Linie, b,b,b,b, die
Beriihrungspunkte eines dem System angehorigen Kegelschnittes,
@0, ...0, die Perioden eines beliebigen Integrals erster Gattung,

so 1st die betr. Charakteristik }Z

b, [:2) by by
" Moyt hyws P05 9104+ G0y + Gios
f+f+f+f___11 3214 2 3 s
171 @ @ 22

i} allein die 63

festlegen konnen (§ 12). Seien a,a,a,a,

durch folgende Gleichung gegeben:

Dabei kommen von den mdglichen Werthsystemen

in Betracht, welche von verschieden sind. — Wir schliessen

jetzt, mit Ricksicht auf den angegebenen Werth von 7,,:

Von den 63 Systemen von Beriihrungskegelschnitten, die bei der
allgemeinen C; zu unterscheiden sind, erweisen sich, sobald die C, einen
Doppelpunkt erhilt, diejenigen 32, deren g, = 1 ist, als adjungirt, die
anderen 31 (mit g3 = O) als wicht adjungirt.

Die nahere Untersuchung zeigt ferner, dass von den Kegelschnitt-
systemen der ersten Art immer diejenigen zwei identisch werden, deren
Charakeristiken sich nur durch das h, unterscheiden; es giebt also bes
der G, mit Doppelpunkt nur 16 getrennte Systeme adjungirter Be-
richrungskegelschnitte.

Die Kegelschnittsysteme der anderen Art bleiben getrennt. Aber
unter ihnen ist eines, welches unsere ganz besondere Aufmerksamkeit
anf sich zieht. Es ist dies das System mit der Charakteristik

0 00
6 01

Wiihrend nimlich die 30 wbrigen wicht adjungirten Kegelschnittsysteme
allgemein zu reden aus eigentlichen Kegelschnitten bestehen (unier denen
sich nur einzelne Linienpaare finden), so ist dieses System in das Biischel
der doppeltzihlenden durch den Doppelpunkt laufenden Geraden aus-
geartel. Insbesondere vertreten bei jhm die sechs vom Doppelpunkt
an_die Curve auslanfenden Tangenten, jede dieser sechs Tangenten
doppeltgezihlt, die sechs Dappeltangentenpaare, welche der allgemeinen

.
B
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Theorie zufolge unter den Kegelschnitten jedes Beriihrungssystems
vorhanden sein sollen.

Wir beschéftigen uns jetzt des Néheren mit. den 28 Doppeltan-
genten. Jede einzelne derselben wird uns im allgemeinen Falle durch

eine Primcharakteristik

Z festgelegt, die ungerade ist, d. h. fiir die

91k + 9ol + gsh; =1 (mod. 2). Erhilt jetzt die C, einen Doppel-
punkt, so miissen wir diejenigen 12 Doppeltangenten, fiir welche
g; = 0 ist, von den anderen 16, fiir die g; = 1 ist, abtrennen. Wir
finden:

Von den 12 Doppeliangenten mit g, = O fallen jedesmal diejenigen
zwei, deren Charakteristiken sich nur durch das hy unterscheiden, mait
einander zusammen und gehen dabei, indem sie adjungirt werden, in
die 6 soeben genannten vom Doppelpunkte auslaufenden Tangenten
tiber. — Die 16 Doppeltangenten mit g, = 1 wverlaufen getremt und
nicht adjungirt.

Man beweist diese Sitze, indem man bemerkt, dass die Prim-
charakteristiken irgend zweier Doppeltangenten zusammenaddirt die
Elementarcharakteristik gerade desjenigen Kegelschnittsystems ergeben
miissen, unter dessen Kegelschnitten das von den beiden Doppeltan-
genten gebildete Linienpaar als specieller Fall enthalten ist.

Auf dieselbe Weise weiter schliessend, sieht man, dass man allgemein
bei den Beriihrungscurven ungerader Ordnung die Fille g; = O und
g; = 1 auseinanderzuhalten hat:

Von den Systemen mit g, = 0 fallen immer diejenigen zwei, die
sich nur durch das hy unterscheiden , zusammen; die Systeme mit gs==1
verlaufen getrennt.

Die simmilichen Curven der Systeme mit g, =0 sind adjungirt,
diejenigen der Systeme mit g, = 1 sind nicht adjungirt™®).

Betrachten wir insbesondere Beriihrungscurven dritter Ordnung,
so haben wir 32 Systeme mit g, = 0 und ebensoviele mit g5 = 1.
Wir unterschieden oben die Systeme mit ungerader und gerader
Charakteristik als solche der ersten und der zweiten Art. Von den
Systemen erster Art finden sich unter den 32 mit g, =0 12, unter
den 32 mit g, = 1 16. Die entsprechenden Zahlen fiir Systeme zweiter
Art sind 20 und 16. Unter den Systemen mit g, = O fallen selbst-
verstindlich immer nur solche zwei zusammen, die derselben Art an-
gehdren. —

*) Das ist also genau umgekehrt wie bei den durch Elementarcharakteristiken
festgelegten Systemen von Berithrungskegelschnitten (oder von Berihrungscarven
gerader Ordnung generell).
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§ 21.
Neue Sitze iiber das Verhalten der Curvendiseriminante.

Die im vorigen Paragraphen erhaltenen Sitze gestatten uns vor
allen Dingen, die Theoreme iiber Discriminantenzerlegung, die wir
n § 19 erhielten, wesentlich zu vervollstindigen:

Wir bemerken zunichst, dass jedesmal, wenn bei einer C, ein
Doppelpunkt entsteht, eines der 63 Systeme zugehoriger Kegelschnitte
ansgezeichnet ist. Nun sind, wie wir wissen, alle 63 Systeme an sich
gleichberechtigt (§ 16). Daher schliessen wir:

Adjungirt man®) simmtliche Systeme von Beriihrungskegelschnitten,
so zerfillt die Discriminante der C, in 63 gleichberechtigte Factoren.

Wir kounten diesem Satze weiter nachgehen, indem wir bemerken,
dass simmtliche Beriihrungskegelschnitte rational bekannt sind, wenn
man die 28 Doppeltangenten einzeln kennt, dass man aber letzteres
im Anschlusse an bekannte Untersuchungen von Aronhold erreichen
kann, indem man von 7 Doppeltangenten als willkiirlich gegeben aus-
geht, etc. Inzwischen wiirde uns dies zu sehr von dem speciellen
Gegenstande unserer Untersuchung abfiihren. Vielmehr wende ich mich
zu den Entwickelungen des § 19 zuriick. **)

Wir sind in § 19 von den Raumfiguren der § 17, 18 ausgegangen.
Ich sage jetzt, dass in jeder dieser beiden Raumfiguren die 63
Factoren der Discriminante, von denen wir gerade sprechen, mit Leichtig-
keit zu erkennen sind.

Um mit der Curve sechster Ordnung erster Art zu beginnen, so
18t von vornherein klar, dass der Factor T der Zerlegung (108) 27
der 63 Factoren in sich begreift: besagt doch T = 0, dass der auf
der Fliche dritter Ordnung bewegliche Projectionspunkt auf eine der
27 Geraden der Fliche geriickt ist. Aber ebenso lassen die bereits
citirten Geiser’schen Entwickelungen erkennen, dass der andere
Factor der Zerlegung (108), also X, 36 von den 63 Mboglichkeiten
umfasst. Denn wenn, dem Verschwinden von X entsprechend, die

*) Im Galois’schen Sinne,

**) Ich wuss hier speciell auf die Arbeiten der Herren Schottky und
Frobenius tiber die Theorie der Curven vierter Ordnung verweisen (Schottky:
Aunss einer Theorie der Abel’schen Functionen yvon 8 Variabeln (Leipzig 1880),
Frobenius in den Banden 98, 99, 103, 105 des Journals fiir Mathematik
(1885—89)). Es ist nicht zu zweifeln, dass in diesen Arbeiten (wie schon vorher
in Herrn Weber’s Schrift iber die Theorie der Abel’schen Functionen vom
Geschlecht 3 (Berlin 1876)) zahlreiche Formeln.auoftreten, welche mit den von
mir im Texte gegebenen Entwickelungen, insbesondere anch denjenigen, die
- weiter;unten fber die Thetanullwerthe mitgetheilt werden sollen, auf das Innigste
znsammenhﬁﬁgen Inzwischen scheint es, dass die expliciten Theoreme, zu denen
- jch in einfachster Weise komme, 'als solche bisher niht bekannt gewesen sind..
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Fliche dritter Ordnung, mit der wir operiren, selbst einen Doppel-
punkt bekommt, so wird dabei von den 36 Schléfli’schen Doppel-
sechsen, welche die Fliche trigt, immer eine ausgezeichnet, und jede
dieser Doppelsechsen steht zu einer der Steiner’schen ,Gruppen¢
von 12 Doppeltangenten der C,, d. h. zu einem der 63 Systeme von
Beriihrungskegelschnitten der C,, in ausschliesslicher Beziehung. Zusam-
menfassend wollen wir schreiben:

(111) 63 — (27)r + (36)z.

In demselben Sinne werden wir jetzt fiir die Curve sechster Ordnung
zweiter Art erhalten:

(112) 63 — (35)r + (28)s.

Es ist nimlich klar, dass die Bedingung T =0 (d. h. die Bedingung,
unter der sich die acht Grundpunkte des Netzes von Flichen zweiter
Ordnung zu vier und vier auf zwei Ebenen vertheilen), sofern man die
Doppeltangenten der C, und also die Grundpunkte des Netzes als

einzeln bekannt ansieht, auf 35 verschiedene Weisen zu befriedigen ist
(35 = -} . %—;}g%) , wahrend die Forderung S =0 (dass zwei von
den acht Grundpunkten zusammenfallen) genau entsprechend auf 28
Moglichkeiten filhrt (28 — >0 ).

Wir verbinden diese Resultate jetzt mit den am Schluss des vorigen
Paragraphen erhaltenen Sitzen.

Den letzteren zufolge zerfallen die 28 Systeme von Beriihrungs-
curven dritter Ordnung erster Art, die es giebt, sobald ein Doppel-
punkt auftritt, in 12, welche adjungirt, und in 16, welche niché
adjungirt werden. Man halte jetzt ein einzelnes der 28 Systeme fest,
lasse dafiir aber den Doppelpunkt der Reihe nach entsprechend jeder

einzelnen der 63 hierfiir unterschiedenen Moglichkeiten auftreten, Dann

wird 122'863 = 27mal der Fall vorliegen, dass das gegebene System
von Beriihrungscurven adjungirt verlduft, 1% =36 mal wird es nicht

adjungirt sein. Hiermit vergleiche man jetzt (111). Wir schliessen:
Im ersteren Falle verschwindet das zum System der Beriihrungs-
curven gehorige T, im zweiten Falle .
Wir machen jetzt die-entsprechende Abziblung fiir die 36 Systeme
von Bertihrungscurven dritter Ordnung zweiter Art. Von den 63 hin-
sichilich der Entstehung des Doppelpunktes zn unterscheidenden Mog-

20.63
56— 30 @

Folge haben, dass das System adjungirt wird, 163;563 =28, dass es nich

adjungirt wird, Der Vergleich mit (112) ergiebt also:
Mathematische Annalen, XXXVI. 5

lichkeiten miissen fiir das einzelne der 36 Systeme
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Das eime Mal verschwindet das zum Systeme der Beriihrungscurven
géehirige T, das andere Mal das S.

Wir werden diese beiden Ergebnisse jetzt so zu einem Satze zu-
sammenfassen, dass wir die specielle Zerschneidung der Riemann’schen
Fliche heranzichen, die im vorigen Paragraphen benutzi wurde. Wir
baben dann:

Erhiillt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so wer-
schwindet fir diejenigen ihr zugehorigen Boaumcwrven sechster Ordnung,
deren im Sinne von § 20 bestimmie Charakteristil; g, = O aufweist,
T bezichungsweise T'; fiir die anderen Rauwmcurven, deren Charakteri-
stiken g, = 1 enthalten, verschwindet X beziehungsweise S.

Noch wollen wir genauer angeben, wie stark in jedem Falle der
einzelne Discriminantenfactor, beziehungsweise die Discriminante selbst
verschwindet. Wir wollen uns dabei auf die bekannten Verhiltnisse
des elliptischen Falles beziehen. Ich will letzteren in gewohnlicher
Weise durch eine zweibldttrige Riemann’sche Fliche mit vier Ver-
zweigungspunkten vorgestellt sein lassen, von denen jetzt, dem Ansatze
des § 20 entsprechend, zwei zusammenriicken mbgen. Wir denken
uns auf dieser Fliche das den Vorschriften des § 20 entsprechende
kanonische Querschnittsystem construirt. Wir finden darn, dass in
der Grenze das zugehbrige 7z gleich 400 wird, so dass ¢ == €% ver-
schwindet. Nun kennen wir aber von anderer Seite (aus der Theorie
der elliptischen Functionen) fiir das aus den Argumenten der vier
Verzweigungspunkte zu bildende Differenzenproduct eine nach Potenzen
von g fortschreitende Reihe, aus der wir erfahren, dass besagtes
Differenzenproduct im Grenzfalle ebenso stark wie g selbst verschwindet.
Wir iibertragen jetzt dieses Resultat auf die vierblittrige, mit 12 Ver-
zweigungspunkten ausgestattete Riemann’sche Fliche des § 20. Dann
tritt an Stelle des ¢ das ¢, (110), und wir finden, dass das Differenzen-
product der Argumente der 12 Verzweigungspunkte, sobald die Curve
vierter Ordoung einen Doppelpunkt erhélt, wie gy, selber verschwindet,
Jetzt erheben wir unser Differenzenproduct in’s Quadrat und erhalten
so einen Ausdruck, dessen wesentlicher, hier allein in Betracht zu
zichender Factor die Diseriminante der Curve vierter Ordnung ist.
Daher haben wir den wichtigen Satz:

Erhiilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so verschwindet
die 2ugehorige Discriminante bei Zugrundelegung des in § 20 definirten
Schnittsystems wie g3,.

Dieses Resultat tibertrigt sich dann sofort, vermdge (108), (109)
anf die einzelnen Diseriminantenfactoren X, T, bez. S, T. Insbesondere
werden X und S, wenn sie verschwinden (d. h. wenn das g, der im
Sinne von § 20 in Betracht kommenden Charakteristik gleich 1 ist)
ummer auch verschwinden wie g,
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§ 22.
Erneute Inbetrachtnahme der Thetafunctionen,

Wir haben jetzt alle Hiilfsmittel, um bei der Curve vierter Ordnung
die in § 13 aufgestellten Formeln wesentlich zu vervollstindigen. Bei
der Werthbestimmung der Theta sind damals die multiplicativen Con-
stanten durchaus unbestimmt geblieben. Wir nehmen uns jetzt vor,
dieselben bei der Curve vierter Ordnung jedenfalls so weit festzulegen,
als sie von den Coefficienten der Curve abhingen: der numerische
Bestandtheil, der dann noch zu bestimmen bleibt, wird durch Grenz-
iibergang zu niederen Fillen zu eruiren sein. Und zwar werden wir
die Frage in der Weise anfassen, dass wir geradezu das Glied niederster
Dimension in der nach Potenzen der »,v,v; (oder, was dasselbe ist,
in der nach Potenzen der w, w,w;) fortschreitenden Reihenentwickelung
der Thetafunctionen zu bestimmen suchen. Hieran reiht sich dann
naturgemiiss als letzte von uns zu bebandelnde Aufgabe die Frage nach
den Gliedern hoherer Dimension dieser Entwickelung. Und hier, zum
Schluss der gegenwirtigen Abhandlung, wird es von Vortheil, fiir den
allgemeinen Fall p = 3 diejenigen Functionen in die Betrachtung ein-
zufithren, die man nach Analogie des elliptischen und des hyperellip-
tischen Falles als Sigmafunctionen bezeichnen wird.

Es handelt sich, wie man sieht, in den folgenden Paragraphen
um dieselben Fragestellungen, die ich fiir hyperelliptische Functionen
in den §§ 11 — 14 meiner Arbeit in Bd. 32 behandelt habe. Inzwischen
st der Ausgangspunkt hier und dort ein wesentlich verschiedener. Ich
hatte mir damals die Aufgabe gestellt, vom algebraischen Gebilde be-
ginnend auf synthetischem Wege zu.den Sigmafunctionen” und deren
Reihenentwickelung zu gelangen; der Uebergang zu den & geschah
erst hinterher und mehr beildufig. Hier dagegen erscheinen die & als
das von vorneherein Gegebene; es sind ganz wesentlich ihre Eigen-
schaften, die uns interessiren; die ¢ erscheinen nur zum Schlusse bei
der Durchfithrung der Potenzentwickelung. Hiermit hingt zusammen,
dass ich damals den Werth der bei den & auftretenden multiplicativen
Constanten C kurzweg ohne Beweis angab (L. ¢. pag. 376, 377), wihrend
die Festlegung dieser Constanten jetzt als ein Hauptpunkt der Ent-
wickelung erscheint, dem wir die nichsten beiden Paragraphen aus-
schliesslich widmen.

Was Untersuchungen anderer Mathematiker angeht, die hier in
Betracht kommen, so hat Riemann bekanntlich in der schon “oben
genannten Nr. 25 seiner Abel'schen Functionen darauf hingewiesen,
dass die Bestimmung der .fraglichen Constanten auf rechnerischem
Wege durch Umformung derjenigen Differentialgleichungen muss ge-
funden werden konnen, denen die 9 beziiglich der » und der ¢ ge-

R¥
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niigen. Dieser Weg ist dann fiir den Fall der hyperelliptischen Func-
tionen von Hrn. Thomae wenigstens betreffs der einfachsten bei den-
selben in Betracht kommenden Thetafunctionen durchgefiihrt worden¥®),
und ich fiige gern an, dass in seiner demnichst erscheinenden Gottinger
Dissertation Hr. Schr6der die analogen Betrachtungen fiir die hoheren
hyperelliptischen Theta zum Abschluss bringt. Es haben sich ferner
die Herren Thomae®*) und Fuchs™¥*) mit der Aufgabe beschiftigt,
bei allgemeineren algebraischen Gebilden den von Riemann gefor-
derten Ausdruck fiir ¢log®(00...0) zu berechnen. Hr. Thomae
hat spater auch die Integration dieses Ausdrucks in Befracht ge-
zogen{), wobel er sich eines functionentheoretischen Ansatzes be-
dient, der, allgemein gesagt, darauf hinauskommt, die Constanten der
Riemann’schen Flache als verinderliche Grissen zu betrachten. Letzteres
ist, wie man bemerkt, derselbe Gedanke, der dem ganzen zweiten
Abschnitte der gegenwirtigen Abhandlung zu Grunde liegt und der
uns nun in der That bei der hier vorliegenden Frage, was den all-
gemeinen Fall p =3 angeht, zu einfachen Schlussresultaten leiten
soll. Mein Ansatz ist dabei insofern einfacher als der von Hrn. Thomae,
als ich mich iiberhaupt nicht mit der Differentialformel fiir dlog®(000)
beschiftige, sondern die Werthbestimmung des &(000), bez. der
anderen, neben £(0 0 0) in Betracht kommenden Constanten direct in
Angriff nehme (so dass also mit meinen Entwickelungen zugleich eine
vereinfachte Bestimmung der betreffenden Constanten der hyperellip-
tischen und elliptischen Theorie gegeben ist). Aber der wesentliche
Unterschied liegt in der Wahl der verinderlichen Grossen, durch die
wir die einzelne Riemann’sche Fliche festlegen. Wahrend ich ndmlich
als solche durchweg die Coefficienten der C,, beziehungsweise die in
§ 17, 18 definirten Moduln zweiter Stufe verwende, benutzt Hr. Thomae
die complexen Argumente der Verzweigungspunkte, die bei der von
.ibm zu Grunde gelegten Riemann’schen Fliche auftreten. An dieser
Wahl geeigneter Variabelen, die sich genau dem jeweils in Betracht
kommenden Rationalititsbereiche anpassen, hingt der ganze Erfolg
der weiterhin zu gebenden Entwickelungen. Dabei bewihrt sich wieder
das Princip der homogenen Verinderlichen. Denn die Schlussformeln,
um die es sich handelt, wiirden sich unndthig complicirt darstellen,

*) Journal fiir Mathematik, Bd. 7t (1870): Beitrag zur Bestimmung von
#(00...0) durch die Classenmoduln algebraischer Functionen,

**) Journal fiir Math. Bd. 66 (1866): Bestimmung von dlog #(0,0,...0)
durch- die Classenmoduln,

###) Jourp, fiir Math. Bd. 73 (1871): Ueber die Form der Argumente der
Thetafunctionen und iber die Bestimmung von d log (0,0, .., 0) als Fanction
der Classenmoduln.

+) Journ, fir Math. Bd. 75 (1873): Beitrag zur Theorie der Abel'schen
Funetionen.
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wenn man nicht die bei uns vorkommenden Coefficienten selbst, sondern
irgendwelche aus ibhpen zu bildende Quotienten als Variable zu Grunde
gelegt hitte*).

Ich will doch, ehe ich weiter gehe, das Princip der in Rede
stehenden functionentheoretischen Schlussweise klar formuliren, und
dies um so mehr, als ich mich weiterhin, bei den einzelnen Axu-
wendungen, der Kiirze halber gezwungen sehe, immer nur die Pramissen
der einzelnen Schliisse und dann gleich die Resultate zu geben. Man
denke sich die Gesammtheit der von den 15 Coefficienten der C, an-
zunehmenden Werthsysteme unter dem Bilde eines fiinfzehnfach aus-
gedehnten Raumes. Innerhalb desselben werden die Coefficienten solcher
Curven vierter Ordnung, welche einen gewthnlichen Doppelpunkt be-
sitzen, durch eine 14-fach ausgedehnte algebraische Mannigfaltigkeit
vertreten sein: denjenigen C, dagegen, welche hohere Singularititen
oder singulire Punkte in hOherer Zahl besitzen, werden algebraische
Mannigfaltigkeiten von hochstens 13 Dimensionen entsprechen; die
Zahl der verschiedenen derart in Betracht zu ziehenden Mannigfaltig-
keiten ist nothwendig endlich. Alle Schliisse iiber die Natur der dar-
zustellenden Functionen werden nun gemacht, indem wir diese s3mmt-
lichen hochstens 13-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten schlechtweg
bei Seite lassen, in der Weise, dass wir jedesmal solche zwei Fune-
tionen identisch setzen, von denen wir wissen, dass sie sich an simmt-
lichen Stellen, die jenen hochstens 13-fach ausgedehnten Mannigfaltig-
keiten nicht angehbren, gleichartig verhalten.

Es eriibrigt, dass ich die speciellen Grundlagen des angewandten
Verfahrens angebe. Dieselben werden zunichst von den Sitzen ge-
bildet, die Riemann in seiner Abhandlung iiber das Vérschwinden
der Theta gab, beziechungsweise von den Folgerungen, welche Hr. Weber
aus diesen Sitzen gezogen hat (in der schon oben genannten Ab-
handlung in Bd. 13 der mathematischen Annalen (1878): Ueber ge-
wisse in der Theorie der Abel'schen Functionen auftretende Ausnahme-
falle). Aus denselben folgt nimlich, was die Voraussetzung aller
weiteren Schliisse ist, dass bei keiner der 64 zu einer singularititen-
freien C, gehdrigen Thetafunctionen das erste Glied der nach Potenzen
der v,v,v; fortschreitenden Entwickelung identisch verschwinden kann.
Hieriiber hinaus aber benutzen wir das Verhallen der & gegewitber
lincarer Periodentransformation. Ich will hier die Fundamentalformel
fiir die lineare Transformation der & in einer Form hersetzen, in der
Hr. Thomae dieselbe im 75. Bande des Journals fiir Mathematik (1. ¢.)

*) Hr, Thomae ist seinerseits neuerdings aunf den Fall p = 3 zuriick-
gekommen (in den Sichsischen Berichten von 1887: Bemerkungen tber Theta-
fonctionen vom Geschlecht 3).
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entwickelt hat. Ks sei p,,, die unter (88) eingefithrte Periodendeter-
minante; o, ¥, prs, ¢, k' seien die transformirten Werthe der v, 7,
Piasy 9> b3 M bezeichne den Quotienten:

_ Plos .
(113) ¥=7

Dann hat man
8, 057) F ., (0,7
%] : 5] ,

Vom T Vem

unter j! g eine von der Charakteristik abhingige achte Einheitswurzel
A

_i”(alogll 3logu

224 2,0 —l—)
e 9'&1 ' 3'312 t ,

(114)

verstanden, deren besonderer Werth fiir ‘uns nicht in Betracht kommt.

§ 23.
Das Produet der Nullwerthe der 36 geraden Thetafunctionen.

Wir betrachten jetzt zunichst, wieder im Anschlusse an Thomae,
Bd. 75, das durch pf3, dividirte Product der Nullwerthe der 36 geraden

Thetafunetionen, oder vielmehr, um Formel (114) bequem anwenden
zu kb6nnen, die achte Potenz des so definirten Ausdrucks, d. h.

36

8

T3y
Pz

Nach Formel (114) indert sich dieser Ausdruck bei linearer Trans-
formation der Perioden iiberhaupt nicht, ist also eine eindeutige Func-
tion der Coefficienten von f. Die £(000) sind in diesen Coefficienten
homogen vom nullten Grade, p,,s ist vom Grade — 3. Der Grad
unseres Ausdrucks ist also - 432.

Es handelt sich jetzt darum, diesen Ausdruck, wenn mbglich, als
rationale Function der Coefficienten von f darzustellen.

Zu dem Zwecke miissen wir uns zunichst damit beschiftigen, zu
untersuchen, wie sich die 36 zu f gehorigen geraden Thetafunctionen
beim Entstehen eines Doppelpunktes verkalten. Wir dehnen diese
Untersuchung, da es ohne Miihe geschieht und wir das Resultat spiter
doch brauchen, gleich mit auf die 28 ungeraden Thetafunctionen aus.
Indem wir iiber die Formeln der linearen Periodentransformation ver-
fiigen, durch welche wir von jedem beliebigen kanonischen Querschnitt-
system zu jedem anderen iibergehen konnen, so diirfen wir bei dieser
Untersuchung irgend welche bequem gewihlte Zerschneidung der Rie-
mann’schen Fliche zu Grunde legen. K Als solche benutzen wir jetzt
die in § 20 gegebene, vermdge deren die Argumente v, T der Theta-

(115)
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functionen beim Eintreten des Doppelpunktes keine andere Aenderung
erlitten , als dass 74 gleich ¢o0 wurde, so dass g5; = €%™ verschwand.
Wir verfahren hiernach einfach so, dass wir g;; = 0 in die 64 Theta-
reihen eintragen. So ergiebt sich ein Resultat, dessen Ueberein-
stimmung mit dem in § 20 (gegen Ende des Paragraphen) fiir die
Beriihrungscurven dritter Ordnung abgeleiteten auf der Hand liegt.
Wir finden:

Diejenigen 32 Theta, deren g, = O st (die also adjungirten
Beriihrungscurven dritter Ordnung entsprechen), fallen paarweise zu-
sammen, ndem sie in die 16 Thetarethen des Falles p = 2 iibergehen,
die anderen 32 (welche den nicht adjungirten Beriihrungscurven dritter
Ordnung correspondiren) verschwinden identisch.

Wir werden bei den 32 @ der letzteren Kategorie unter den
Gliedern der Reihenentwickelung jetzt diejenigen heraussuchen, die am
schwiichsten verschwinden. Es ergiebt sich, dass dieselben alle den
Factor q;g besitzen. Betrachten wir ¢,; als unendlich kleine Grosse,

so werden wir dementsprechend in erster Anniherung setzen diirfen:
(116) By D=4, (0,7,
T ®lneil
Hier ist &1 1 ein solches Grenziheta, wie es schon in den Unter-
A
suchungen von Rosenhain auftritt und spiter von Clebsch und
Gordan vielfach bei der Behandlung ebener Curven mit Doppelpunkst
gebraucht wurde®). Die Definition dieser &, , wird durch die Reihe

[ii
gegeben:
117 @ 1 (v, t)mle( . 1—{—6 ”3+ E)
% 52 5]
wo:

2 2 2 2
(3 2<na+ze><~ﬁif>zaﬁ+2<na+f;>zm+22«<na%exoa¢;>)
1 1 1

Ei=c¢

( S E(na+~) (st aﬁ—Z ("a*-—)*as“Z“("“‘*"X”“"”))
E,—=e

ich theile dieselbe hier mit, damit man sich iiberzengt, was wir spater
brauchen werden, dass die & ebenso wie die & ganze Functionen der
¥, 0,0, sind.

Wir kehren jetzt zu den Nullwerthen der geraden Theta zuriick.
Beziiglich derselben werden wir sofort sagen:

*) Abel’sche Functionen, p. 270 f, {das Capitel vom ,,erweitexrten” Umkehr-
problem), Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd, I, pag. 867 ff.
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Sobald die C, einen Doppelpunkt erhilt, werden wvon den 36
geraden Thetanullwerthen 16 Null wie ql:, die tibrigen 20 bleiben von
Null verschieden.

Nun wird, sofern wir an dem besonderen in § 20 eingefiihrten
Querschnittsystem festhalten, die Periodendeterminante p,,; von dem
Entstehen eines Doppelpunktes iiberhaupt nicht in Mitleidenschaft ge-
zogen. Wir haben daher:

Unser Product (115) werschwindet beim FEnitstehen eines Doppel-
punktes wie g3

Jetzt ziehen wir den Satz heran, den wir gegen Schluss des § 22
der Riemann’schen Abhandlung iiber das Verschwinden der Theta-
functionen entnahmen. Derselbe besagt fiir die hier in Betracht
kommenden Thetanullwerthe, dass keiner derselben verschwinden kann,
so lange die Curve vierter Ordnung keinen Doppelpunkt (oder hoheren
singuliren Punkt) bekommt. Das Gleiche wird also auch fiir unser
Product (115) gelten.

Hiermit haben wir aber, bei unserem Producte, lauter Eigen-
schaften, welche gleicherweise der 16%» Potenz der Curvendiscriminante
zukommen. In der That, die 16t Potenz der Discriminante ist in
den Coefficienten von f vom Grade 432, sie verschwindet (nach § 21)
beim Entstehen eines Doppelpunktes wie ¢22, sie wird gewiss nicht
Null, so lange kein Doppelpunkt vorliegt. Und nun tritt die Schluss-
weise, von der wir im vorigen Paragraphen handelten, in ihr Recht.

Wir schliessen, dass unser Product bis auf einen constanten Factor
mit der 16% Potenz der Discriminante dbereinstimmi. Wir wollen hier
noch beiderseits die achte Wurzel ziehen. Daun haben wir, unter ¢
eine numerische Constante verstanden :

36
(118) ]‘I 81 /| (000): pis, = ¢ - Diser.2
1

Die Fragestellong, von der wir zu Anfang dieses Paragraphen
ausgingen, ist damit vollstindig beantwortet. Nebenbei folgt, dass
das Product der 36 in (114) definirfen, auf gerade Charakteristiken

i beziiglichen achten Einheitswurzeln j} g allemal der Einheit
3

gleich ist¥).

*) Formel (118) dehnt sich mit Leichtigkeit auf p =4 aus. Die Normal-
corve der g ist bei p =4 im dreidimensionalen Raume als Durchschnitt einer
¥, and einer ¥, gegeben. Nun sei A die Determinante der F,, T die Tact-
invariante von F, wed ¥, Dann kommt fir das Product der Nullwerthe der
zugehorigen 136 geraden Thetafanctionen:

136
l la (0000):p5,, =c-A2. 75,
e |5
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§ 24.

Das Anfangsglied in der Reihenentwickelung des einzelnen 4.

Wir haben das Product des vorigen Paragraphen vorab betrachtet,
weil bel thm die Schlussweise, auf die es ankommt, innerhalb des,
Rationalititsbereiches erster Stufe zur Geltung gelangt. Indem wir
uns jetzt dazu wenden, durch entsprechende Betrachtungen das An-
fangsglied in der Reihenentwickelung der einzelnen &. festzulegen,
haben wir uns je in einem derjenigen Rationalititsbereiche zweiter
Stufe zu bewegen, die in § 17, 18 eingefiihrt wurden. Uebrigens
sind die hier zu ziehenden Schliisse durch die Entwickelungen des
§ 21 auf das Beste vorbereitet,

Beginnen wir mit dem geraden Theta. Bei ihnen wird es sich
um die algebraische Bestiinmung des einzelnen

ﬂﬂ@0®=ﬁﬂé

handeln. Nach Formel (114) ist die achte Potenz dieser Grosse inner-
halb desjenigen Rationalititsbereiches zweiter Stufe, der die gerade
Charakteristik 'Z{ trigt, eindeutig. Dabei ist sie (wegen des p,,5)
von der 12t Dimension in den Coefficienten von f. Und 'wie ist es
mit ihrem Verschwinden? Sie verschwindet, dem Riemann’schen Satze
zufolge, gewiss nicht, so lange die Curve vierter Ordnung keinen
Doppelpunkt besitzt; erhilt aber die C, einen solchen, so verschwindet
sie dann und nur dann, wenn ihre auf das Querschnittsystem des § 20
bezogene Charakteristik g, = 1 aufweist; sie verschwindet in einem

solchen Falle wie das Quadrat des zugehdrigen ¢, Alle diese Eigen-
schaften kommen aber genan so dem in Formel (109) auftretenden

Discriminantenfactor S‘ g} zu [Wir setzen demselben hier, um uns
h
vollig genau ausdriicken zu konnen, die Charakteristik i} als Index

hinzu] . chir schliessen also, dass, unter ¢ eine geeignete numerische
Constante verstanden , die folgende Formel statt hat:

(119) - !(000) V?w‘s ¢ I/SH

Hiermit ist der Fall der geraden & erledigt.

Wenden wir uns jetzt zu den ungeraden . Um keine Licke zu
lassen, will ich zundichst aus (84) die allgemeine Form des ersten
Gliedes ihrer Reihenentwickelung ableiten, Wir wollen dabei zwecks
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besseren Anschlusses an die jetzt gebrauchte Bezeichnung das dort

vorkommende (pf gl durch DM ersetzen, sodass wir die Formel haben :
) 4

2 =C.q3/D,  (x)- D, - Qz, 9).
!z!(f) Y P @ Py @9

Hier schreibe man jetzt z = y 4+ dy. Dann entsteht rechter Seite,
indem wir die unendlich kleinen Glieder hoherer Ordnung weglassen:

C- Dm (y) - de,.
h
Aber die Integrale w,, w,, w,; sind unter gleicher Voraussetzung:
Wy ==Y A0y, W, =1Y,d0,, W;=Y;d0,.
Der Anfangsterm in der Reihenentwickelung des & nach Potenzen

der w wird also, wie anderweitig bekannt (ich lasse jetzt der Kiirze

halber die Charakteristik Z

C - D(w) = C(Dyw;, + Dyw, + Dywy).
Dies ist die gesuchte allgemeine Form. Unsere Aufgabe ist damit
darauf zuriickgefiihrt, die hier vorkommende Constante C festzulegen.
Wir erhalten eine explicite Definition derselben, indem wir die
Taylor'sche Entwickelung unserer Thetafunction heranziehen. In der
That wird vermbge derselben:

0 av a9
(120) C = (_6—5: hoo 1T (_971;)000. et (—37)3_)000' %
Dywy + Dywy + D3 ws
Dieses C unterwerfen wir nun einer ganz dhnlichen Betrachtung, wie
vorhin den Nullwerth des geraden ©. Wir bilden uns (ieh fiige jetzt

in den Formeln Weg):

die Charakteristik 1 g! wieder zu) den Quotienten

h
REE

und bemerken, dass dessen achte Potenz vermbge (114) in. dem zur
g
h

eindeutig ist. Wir untersuchen seine Dimension in den Coefficienten
der zugehdrigen D, ®, Q und betrachiten die Fille, in.denen er ver-
schwindet. Solcher Weise kommt dann als Gegenstiick zu Formel (119):
(121) Cm 2V Pyos = e”f/Z'm,
wnter ¢ eime gecignete numerische Constante, umter X den in (105),
(108) betrachteten. Discriminamtenfactor verstanden.

ungeraden Charakteristik gehorigen Rationalititsbereiche des § 17
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§ 25,
Von den Functionen Th.

Ehe wir jetzt die hoheren Glieder der uns interessirenden Reihen-
entwickelungen der & aufsuchen, werden wir statt der &, indem wir
dieselben mit einem geeigneten Exponentialfactor versehen, andere
Funectionen einfithren, die von den Coefficienten der C, in einfacherer
Weise abhéingen. Es sind dies dieselben Functionen, welche Hr. Wilt-
heiss mit dem Buchstaben Th zu bezeichnen pflegt®*), Farctionen,
welche zwischen den & und den weiter unten einzufiihrendez 6 in der

Mitte stehen. Wir schreiben:
& ‘ g l (7), T)
h

J Peas

und legen den hier rechter Seite auftretenden Exponentialfactor durch
dieselbe Forderung fest, von welcher ich im Falle p = 2 in meiner
ersten Arbeit fiber hyperelliptische Sigmafunctionen (Math. Ann. Bd. 27,
1886) ausgegangen bin. Wir verlangen nimlich, dass in der Reihen-
entwickelung des Productes der geraden Th nach Potenzen der w,w,ws,
bez. der v v,v5, das Glied zweiter Dimension identisch ausfallen soll.
Dies bewirkt dann (vergl. § 2 der genannten Arbeit), dass sich die
Th bei linearer Periodentransformation von etwa zutretenden achten
Einheitswurzeln abgesehen glatt permutiren, so dass an Stelle von
(114) die einfache Formel tritt:

(123) Th } l(wi W, W3, mﬂc) = ‘7! 1 i ! (w,wy105, wik)'

Zaypvy0,
(122) Thm (w, 0,5, 0;1) = g eptE

Fir den in (122) auftretenden Exponentialfactor ﬁnden wir ver-
moge des Taylor’schen Theorems:

36
128) 3 acgran = — 5 ( D400+ 23] 5 ).
/ 1 1

Hier soll der Buchstabe & rechter Hand den Nullwerth des einzelnen
geraden Theta, ©,3 den Nullwerth des nach vz, vg genommenen zweiten
Differentialquotienten desselben Theta bedeuten; die Summation geht
iber simmtliche gerade Theta. Ich habe in § 5 der genannten Ab-
Jhandlung iiber hyperelliptische Sigmafunctionen den entsprechenden
Ausdruck fir p =2 in charakteristischer Weise umgerechnet, indem
ich die Discriminante des hyperelliptischen Gebildes in denselben ein-
fihrte. Genan so konnen wir hier verfahren, sofern wir Formel (118)
zu Grunde legen. Indem wir die Riemann’schen Differentialgleichungen
heranzichen:

¥) Vergl. z. B. Hrn. Wiltheiss’ Untersuchungen dber hyperelliptische Func-
tionen in den Biinden 29, 31, 33 der mathemat. Annalen,
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dix o09(v, 7) 323'(22, 7) 2im 09, ©) (v, 1)
0ty ovd 0712 = 0v, 00, ’

erhalten wir aus (124) zunichst:

Ik 56 0%
Zaaﬁvavﬁ“"‘_‘“——'(z afn ”1 2_@,’51?_.@11)2_{_..‘)-

Hier werden wir jetat

LI I

s 2%

25

1

durch

36

otz [ [ @

1
0%
ersetzen und dann fiir das Product der Thetanullwerthe dessen Werth
aus (118) einfiilhren. Solcherweise kommt

(125) D tupvavy =

___ im (mog(pi’%l)iscr.) 02k 3108’(1”123])15“) o0, 4 - )
9 a’lu 1 atlz 172

Wir konnten diesen Ausdruck vermdge der zwischen den verschiedenen
dreigliedrigen Periodendeterminanten p;;; bestehenden Relationen noch
symmetrischer gestalten (vergl. immer die Entwickelungen in Bd. 27),
doch mag es hier bei Formel (125) sein Bewenden haben.

Um die Fundamentaleigenschaft der durch (122), (125) definirten
Th, die durch (123) ausgedriickt wird, von der Grundformel (114) der
linearen Transformation der Theta aus zu verificiren, hat man nur zu
beachten, dass bei beliebiger linearer Transformation jedesmal
'“'37_"‘71’2'}"5;3‘;‘2"”1’”2";’"': 0 AL o Bzg 720 ol

wird (so dass man also den Operator

% -
3,“ -+ 3., - 0,0, +

als eine Invariante der linearen Transformation bezeichnen kénnte).
Wir erkennen daraus, dass es noch unendlich viele andere Functionen
giebt, die sich bei linearer Periodentransformation wie die Th nach
Formel (123) umsetzen. Sei n3mlich J irgend eine rationale (und also
bei linearer Periodentransformation unverinderliche) Invariante unserer
C,; ibr Grad in den Coefficienten sel ». Wir schreiben dann in (125)

fir das Product (p}, - Discr.) allgemeiner (p7f - J), fiir _%1 8im

k4
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Die dementsprechend aus (122) hervorgehenden Functionen
e&{gl (w,7) . sin ( 31°g(p123 7) g D08 PiasT) d1og (757 11,,_i_"_)
(126) i e é v a'tu a'tn
Vo
werden immer die Figenschaft haben, sich bei linearer Periodentrans-
formation der Formel (123) enlsprechend zu verhallen.

Es ist wesentlich zu bemerken, wodurch sich unter den so ge-
wonnenen Functionen (126) unsere durch (125) festgelegten Th insbeson-
dere auszeichnen. Es liegt dies darin, dass sie, gleich den urspringlichen
&, bei allen Ausartungen der C, endlich bleiben. Im allgemeinen wird
die durch (126) eingefithrte Function unendlich werden, sobald die
Invariante J verschwindet. Unser Th dagegen bleibt endlich, auch wenn
die Discriminante der Curve vierter Ordnung zu Null wird. Wir
brauchen, um dies zu sehen, nur von (125) zu (124) zuriickzugehen.
Erhilt die Curve vierter Ordnung einen Doppelpunkt, so bleiben nach
den friiheren Entwickelungen alle fﬁ'l 7| (v, 7) von Null verschieden,
3

deren g, gleich Null ist, die anderen verschwinden wie g - 5} g (, 7).
4

Hierbei bleiben, wie man sieht, die simmtlichen in (124) auftretenden

ki)
Quotienten -—;ﬁ endlich. Wir haben bei dieser Ueberlegung allerdings

die specielle Zerschneidung des § 20 zu Grunde gelegt. Allein Formel
(123) belehrt uns dariiber, dass das Resultat von der besonderen Art
der zu Grunde gelegten Zerschneidung unabhingig ist.

§ 26.

Excurs iiber Integrale dritter Gattung.

Aus Formel (126) werden wir jetzt eine Folgerung fir die Theorie
der Integrale dritter Gattung ziehen. Wir bemerkten bereits oben, in
§ 14, dass man jeder allgemeinen Thetafunction

Eaﬂa
O=C-¢ - 3w, 7)

genau so ein Integral dritter Gattung entsprechend setzen kann, wie
dem & selbst das TT; die Definition dieses Integrals dritter Gattung
war in der Formel enthalten

g, — 22 GapvZl 5,

Wir schliessen, indem wir (126) herannehmen:
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Jedes Integral dritter Gattung der folgenden Form:

¢ z x 3¢ olog (p J) P

mcgz{fm J) @77 o5 + o "03") + - - )

12

hat die Eigenschaft, bei linearer Periodentransformation vollig ungedindert

zu bleiben, also von den Coefficienten der C, eindeutig abzuhéiingen.
Wir denken uns jetzt dieses P nach Formel (61) des § 9 an der

Curve vierter Ordnung als Doppelintegral hinerstreckt:

z &
v_ L W56 f)
(128) Pg’l ffdmz dm; (“zﬁg'"ﬁzat)z
y 7

Hier wird ¥ (weil P in den Coefficienten der C, vom nullten Grade
ist) selbst in den Coefficienten vom zweiten Grade sein. HEs ist ferner
klar, dass ¥ eine Covariante von f sein muss: denn P ist aus lanter
Bestandtheilen aunfgebaut, welche sich bei projectiven Umformungen
der O, nicht dndern. Wir ziehen endlich die in § 22 besprochene
Schlussweise heran, und erfahren durch sie, dass ¥ nicht nur ein-
deutig, sondern rational von den Coefficienten von f abhingen muss.

Wir werden jetzt (um zu unseren Th zuriickzukehren) das J in
(127) insbesondere durch die Curvendiscriminante ersetzen. Dann be-
lehren uns die Schlussbemerkungen des § 25 dariiber, dass wir es mit
einem Integral dritter Gattung zn thun haben, welches als Funection
der Curvencoefficienten iiberall endlich ist. Das im Sinne von (128)
zugekorige ¥ muss also neben den sonstigen bereits angegebenen
Eigenschaften auch noch die besitzen, eine ganze Function der Curven-
coefficienten zn sein. Hiermit ist nun, was die Curven vierter Ord-
nung angeht, der in § 10 nur erst in Aussicht genommene volle Anschluss
an die von Herrn Pick fir singularititenfreie ebene Curven gegebene
Normalform @ der Integrale dritier Gattung (§ 6) erreicht. In der
That war das Pick’sche @ gegeniiber der allgemeinen in (128) ent-
haltenen Definition des P dadurch specialisirt, das wir fiir ¥ die unter
(52) angegebene rationale, ganze Covariante eingefiithrt hatten:

2(““6}“ -1 az-—v (aaﬁ) a" 1'—- _Z(a“ﬂ)gav Iaw-l a;z-vaz
(129) ¥ = 2 .

es gab keine andere rationale, ganze Cova.na.nte als die hiermit hin-
geschriebene, welche den sonst an ¥ zu stellenden Forderungen geniigte.
Wir haben also:
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Zwecks Definition der Th sind die unter (81), (82) in § 13 fiir
die & aufgestellten Formeln in der Weise zu modificiren, dass man n
sie an Stelle des tramscendent normirten Integrals dritter Gattung TT das
Pick’sche @ einfiihrt,
so wie andererseits: ,

Von transcendenter Seite lisst sich das Integral @ durch die Formel
definiren :

x - im (- 010g (195 Discr)

(130) Q= 1z 4 i (2 2 G 22,

o757

dlog (13,5 Discr)
072

(@‘fyﬁé’i +v§gv§”) + . .) .

Uebrigens gilt letztere Formel, wie man leicht sieht, nicht nur fiir
unsere Curven vierter Ordnung sondern mit geeigneter Modification
iiberhaupt fiir singularititenfreie ebene Curven n'* Ordnung. Hiermit
ist die Pick’sche Entwickelung in einem wesentlichen Punkte erginzt.
Bei Herrn Pick wird nimlich der unter (129) angegebene Ausdruck
nur empirisch construirt: es wird gezeigt, dass er thatsichlich den
sammtlichen an ihn zu stellenden Anforderungen geniigt, es wird aber
nicht a priori entwickelt, dass es einen derartigen Ausdruck geben muss
(dass die zahlreichen an den Ausdruck zu stellenden Anforderungen
iberhaupt vertriglich sind). Hier nun greift Formel (130) erginzend
ein. Indem wir dieselbe als Definition des ¢ betrachten, sind wir der
Ezistenz des bei Herrn Pick gesuchten Ausdrucks von vornherein
sicher.

Den vorstehenden Entwickelungen laufen andere parallel, die sich
auf die hyperelliptischen Gebilde beziehen und vermdge deren wir bei
ihnen -von den &, bez. den Th aus zu dem von algebraischer Seite
bekannten Normalintegrale ¢ kommen. Hierdurch findet dann die
bez. Darstellung in Bd. 27 und 32 der Math. Annalen ihre Erginzung.
Ich verfolge das hier nicht weiter.

§ 21.

Die hoheren Glieder in der Reihenentwickelung der .
Die Sigmafunctionen.

Durch Formel (122) sind die & mit den Th in so einfacher Weise
verkniipft, dass wir die nach Potenzen der v, resp. der w fortschreiten-
den Reihenentwickelungen der & als bekannt ansehen diirfen, sobald
wir die Reihenentwickelungen der Th beherrschen: letztere aber wer-
den, wie wir dies schon in Aussicht stellten, leichter aufzustellen sein,
als die Entwickelungen der & selbst, weil sich die Th gegeniiber
linearer Periodentransformation einfacher verhalten als die & und also
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von den Coefficienten der C, ihrem Wesen nach einfacher abhiingen
alg diese. Aber die Th selbst lassen sich in diesem Betracht noch
durch einfachere Functionen ersetzen. Wir haben die Sitze, die wir
in § 23 iiber das Verschwinden der & beim Entstehen eines Doppel-
punktes aufgestellt haben, bis jetzt nur erst dahin ausgenutzt, dass
wir vermdbge derselben die Anfangsglieder in den Reihenentwickelungen
der & festlegten. Aber sie liefern nicht minder einen Beitrag zur
Kenntniss der hoheren Glieder. Wenn nsmlich bei entstehendem
Doppelpunkte das Anfangsglied der Entwickelung einer.Thetafunction
verschwindet, so verschwindet nach den genannten S&tzen die zugehorige
Thetafunction iiberhaupt, und zwar in demselben Grade, wie das An-
fangsglied. Wir schliessen, dass simmiliche Glieder der Reihenent-

wickelung der geraden 9 durch 17 S, simmtliche Glieder der Reihenent-

wickelung der ungeraden & durch [8/ X theilbar sein wmiissen. Von den
9 iibertragt sich dieser Satz sofort auf die Th. Staté der Th wollen
wir also lieber diejenigen Functionen auf ihre Reihenentwickelung wnter-

suchen, die sich aus den Th durch Division mat 18/75" , bez. 18/2’ ergeben.

Die neuen so entstehenden Funetionen, deren Reihenentwickelungen
wir jetzt des Naheren untersuchen werden, sind die Sigmafunctionen.
In der That stimmen dieselben durchaus mit den im elliptischen and
im hyperelliptischen Falle so benannten Functionen fiberein, sofern
wir die Definition im Einzelnen noch so pracisiren, dass wir die
numerischen Constanten (¢, ¢” eliminiren, welche in den Formeln
(119), (120) auftreten. Ich setze dementsprechend

bei gerader Charakieristik:

(131) %) (10, Wy ws) = Thli | W) : ¢y SI% ¥
bei ungerader Charakteristik:
(132) %) (w0, w, w5) = Thi ' l(w) e’y Xlii :

Wir betrachten zundchst einen Augenblick die ersten Glieder in
den Entwickelungen der 6. Nach (119) beginnt die Entwickelung des
geraden 6 mit 1, nach (120) die des ungeraden ¢ mit

D,w, + D,w, + D;w,.
Wir schliessen daraus, dass sich die unter (123) fiir die Th aufgestellten
Formeln der linearen Periodentransformation noch einmal vereinfachen,
sobald wir von den Tk zu den ¢ gehen. In der That ist aus den mitge-
theilten Anfangsgliedern ersichtlich, dass beim Vergleich zweier Sigma-
funetionen achte Einheitswarzeln unmoghch auftreten. konnen. Die
Formeln der linearen Tramsformation heissen einfach:
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(133) Gf g l (20, w, wy) = 5* g ] (204 w, ws3);

die 6 permutiren sich also ber linearer Periodentransformation ohne
wrgend welche zutretende Factoren.

Aus dem hiermit gewonnenen Satze erkennen wir eine wesentliche
Eigenschaft der nach Potenzen der w, w,w, fortschreitenden Ent-
wickelungen der 6, Es folgt nimlich, dass die Coefficienten simmt-
licher in diesen Entwickelungen auftretenden Glieder jeweils innerhalb

des durch die Charakteristik

‘Z festgelegten Rationalititsbereichs ein-

deutig sein miissen. Die Coefficienten in der Entwickelung des ein-
zelnen geraden 6 sind also eindeutige Functionen der zugehtrigen
Moduln ez, Biz, yix des § 18, die Coefficienten in der Entwickelung
des einzelnen ungeraden 6 eindeutige Functionen der bei den zugehdrigen
D, Q, & des § 17 auftretenden Constanten. Aus den eindeutigen
Functionen werden ganze Functionen, sobald wir beriicksichtigen, dass
die Th und also die ¢ als Funetionen der Curvencoefficienten niemals
unendlich werden. Endlich erweisen sich bei Fortsetzung der func-
tionentheoretischen Betrachtung die eindeutigen Functionen als rationale
Functionen.

Hiermit haben wir nun fiir unsere neuen Sigmafunctionen alle die
grundlegenden Sitze, welche mutatis mutandis fiir die elliptischen und
hyperelliptischen Sigmafunctionen bekannt sind. Ich fiihre noch an,
wie sich diese Sitze ansgestalten, sofern man die Dimension der ein-
zelnen in Betracht kommenden Terme in den verschiedenen Arten
homogener Variabelen, die Invarianteneigenschaft dieser Terme ete.
beriicksichtigt.

Wir betrachten zunichst die gerader 6 und erhalten das Folgende:

1) Die dussere Gestalt der Reihenentwickelung ist jedenfalls diese:

(134) 6(w, wyw;) = 1+ [w], + [0, ]+ - - +;
unter [w];, verstehen wir dabei das Aggregat simmtlicher Glieder,
welche die w, w, w; in der 22t Potenz enthalten.

2) Wir wissen bereits, dass diese Glieder rationale ganze Func-
tionen der Moduln e;;, Biz, y:x des zugehorigen Rationalititsbereiches
zweiter Stufe sind. Da die w vermodge (100) in den e, fiz, pi zu-
sammengenommen von der (—4)t" Dimension sind, werden die Coef-
ficienten von [w}):, die Gesammidimension 8» aufweisen miissen.

3) Bei linearer Coordinatentransformation verhalten sich die w, w, w;
den z,x,2; eogredient, die einzelne 6-Function aber bleibt durchaus
ungedndert. Wir schliessen, dass {w)s, eine dem Rationalititsbereiche
der a;i, fiz, iz angehorige Covariante von f ist, deren Variabeln
2y %, 2, man durch w,w,w, ersetzt hat.

Mathematische Annalen. XXXVIL 6
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4) Indem wir auf § 18 zuriickgreifen, werden wir uns zusammen-
fassend folgendermassen ausdriicken konnen:

{wley tst eime rationale gamze Covariante der gemischt terndir-
quaterndren Form:

Wy - Zdikfo‘izk -+ w, - _S_;ﬁikziﬁk + w, - Z?’ikzizk,

welche in den w,w,w, den Grad 2v, in den @, Bix, yir susammen-
genommen den Grad 8v, in den z, 2, 2, 2, den Grad Null besitzt.
Wir betrachten ferner die ungeraden 6, deren Reihenentwickelung
wir durch die Formel andeuten
(135) 6 (w wyws) = (Dywy + Dyw, + Dyws) + [w]; + [w]; + - - -
Hier sind die [w]s,}, Aggregate rationaler ganzer Covarianten der drei
zur ungeraden Charakteristik gehorigen terndren Formen D, Q, @,
in denen man die Coordinaten z,x,z, durch w, w,w, ersetzt hat.
Multiplicirt man die Coefficienten von D, Q, ¢ mit einem gemein-
samen Factor 4, so erhdlf f den Factor A2, die w werden also

in —-;g— verwandelt. Mit Riicksicht auf das Anfangsglied unserer Reihen-

entwickelung schliessen wir hieraus, dass [w]s,qs die Coefficienten von

D, Q, ® zusammen homogen im Grade 4» -} 1 enthalten muss. An-

dererseits ersetze man D, Q, ® beziehungsweise durch 1D, Q, —?— ,

wobei f und also die w ungeindert bleiben, Hierbei wird jedes [w]zsiy,
wie man wieder aus dem Anfangsgliede sieht, den Factor 1 erhalten
miissen®). Der Term [w]s,qy wird sich daher im Sinne der in § 19
gebrauchten Bezeichnung folgendermassen als Aggregat einzelner
Glieder darstellen lassen, deren jedes in den Coefficienten von D, wie
von Q und von ® homogen ist:

=231 @ 4vt2-270 I—1 29h1

(136) [W]gy.{,.lr—"- 151 (D, Q, (b; 20).

Wir konnen endlich von diesem Aggregate noch aussagen, dass es
bei denjenigen Operationen (94), die 4==1 enisprechen, d. h. den

Substitutionen
D =D,

QL =Q + Uy - .D,
' =&+ 2u, - 2+ w2 D,
ungedndert bleiben muss.

¥).In der That i} ¢ und also auch das einzelne [w]y, ., in dem genanen,
oben festgehaltenen Sinne des Wortes, gar keine Function der Coefficienten von

8
frerst Th =} -6 ist eine solche Function. Vgl. die in § 19 an Formel (108)
gekniipften Erldnterungen.
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Hiermit ist die Untersuchung des allgemeinen Falles p = 3 bis zu
denselben Formeln gefithrt, die in Band 32 der Annalen fiir die hyper-
elliptischen Sigmafunctionen entwickelt wurden, und es ist also der
Zielpunkt erreicht, den ich fiir die gegenwirfige Abbandlung von
vornherein in Aussicht nahm. Ich darf nicht schhiessen, ohne hinzu-
zufiigen, dass die Herren Wiltheiss und Pascal die Frage der
Reihenentwickelungen der & vom Geschlechte p = 3 in neuester Zeit
bereits weiter verfolgt haben. In den Gottinger Nachrichten vom
Juni 1889 hat Herr Wiltheiss elegante Differentialgleichungen ver-
offentlicht, denen die &, beziehungsweise die Th, hinsichtlich der als
variabel angesehenen Coefficienten der C, geniigen. Herr Pascal hat
sodann in den Nachrichten vom Juli 1889 ndhere Angaben iiber die
Reihenentwickelung der ungeraden 6 gemacht; er hat den Term
[w], direct berechnet und aus ihm mit Hiilfe der Wiltheiss'schen
Differentialgleichungen recurrente Formeln zur Berechnung der all-
gemeinen Terme [w)s,y: abgeleitet. Ausfithrlicher giebt Herr Pascal
diese Rechnungen in dem neuesten Hefte der Annali di Matematica
‘(ser. 2, t. XVII, 2: Sullo sviluppo delle funzioni 6 abeliane dispari di
genere 3)%).

Gottingen, den 24. September 1889.

*) Inzwischen erschien in den Annali di Matematica bereits eine Fortsetzung
dieser Untersuchungen unter dem Titel: Sulle formole di ricorrenza per lo svi-
luppo delle ¢ abeliane dispari a tre argomenti. Herr Pascal bat tiberdies jetazt
die Berechnung des Gliedes [w], der Reihentwickelung (134) der geraden Sigma-
functionen bewerkstelligt; ich habe eine bez. Mittheilung vor wenigen Tagen der
Gottinger Societit der Wissenschaften vorgelegt; dieselbe wird im Decemberheft
der Gottinger Nachrichten verdffentlicht werden, [14. Dec. 1889]1.




