
Ueber  die H a u p t t a n g e n t e n c u r v e n  der  K u  m m e r '  schen Fl~che 
vier ten Grades mi t  16 Kno tenpunk ten*) .  

u 

SoeH(ss LIE in Christiania 

und 

FELIX KIaEI~ in Leipzig. 

Die K u m m e r'sche Fl~iche vierten Grades rnit 16 Knotenpunkten 
ist bekanntlich *~) ftir einfach unendlich viele Complexe des zweiten 
Grades Singularitiitenfliiche, d. h. diejenige Flhche, welehe der geo- 
metrische Oft ist fiir solche Punkte, deren Complexkegel in zwei 
Ebenen zerfallen ist, oder, wau auf dasselbe hinauskommt, die um- 
hiillt wird yon solchen Ebenen, deren Complexcurve sich in zwei 
Punkte aufgelSst hat. Die Beirachtung dieser Complexe zweiten Grades 
ffihrt fast unmittelbar zu der Bestimmung der Haupttangentencurven 
der Fliiche, wie im Naehstehenden gezeigt werden sell. 

1. hus der einfach unendlichen Zahl der zu der Fl~che gehSrigen 
Complexe zweiten Grades heben wit einen heraus. 

Die demselben innerhalb ether Tatlgentialebene der Fl~che ent- 
sprechende Complexcurve hat sich in zwei Punkte aufgelSst. Diese 
beiden Punkte sind diejenigen, in denen die in der Tangentialebene 
enthaltene Durchschnittseurve vierter Ordnung mit der Fliiche yon 
eider bestimmten, dutch den Berfihrungspunkt gehenden Geraden, die 
dessen zugeordnete singul~ire Linie genannt wird, noch ausser in diesem 
Ber[ihrungspunkte geschnitten wird. 

Man kann nun nach denjenigen Punkten der Fliiehe fragen, deren 
zugeordnete singul~ire Linie eine Haupttangente der Fl'~che ist. Die 
tibrigen Tangenten der Fl~iche in einem solchen Punkte gehSren offenbar 

*) Der Berliner Academie am 15. December 1870 vorgelegt dureh Herrn 
Kummer .  

**) cf. P l u e e k e r :  :Neue Geometrie des l~aumes, gegrfindet auf die Betrach- 
tung der geraden Linie als Raumelement. (B. G. Teubner 1868, 69.) n. 310 ft. 
Vergl. auch, hier und im Folgenden, K le in :  Zur Theorie der Complexe des 
ersten und zweiten Grades. Math. Ann. II,  2. 
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auch dem Complexe an. Andererseits sind diese Complexgevaden (Jie 
einzigen, welche die Fliiche beriihren, ohne zugleich singuliire Linien 
des Complexes zu sein. Be~raehten wit nun in einer beliebigen Ebene 
den Complexkegelschnitt und die Durchschnittscurve vierter Ordnung 
mit der Fliiche. Dieselben bertihren sich in vier Punkten, und die 
Tangenten in diesen Punkten sind die in der Ebene gelegenen singu- 
l~iren Linien*). Ausser diesen doppelt zu zEhlendea Tangenten haben 
die beiden Curven~ als bez. yon der 2ten und ]2ten Classe~ noch 
16 Tangenten gemein. Die Berfihrungspunkte derselben mi~ der Durch- 
schnittscurve vierter Ordnuug sind Punkte der gesuchten Beschaffenheit. 

Die Punkte der Kummer ' schen  F16che, deren zugeordnete singu- 
l~ire ~Linien Haupttangenten der Fliiche sind~ bihlert also eine Curve 
der 16ten Ordnung. 

2. Die so bestimmte Curve ist nun eine Haupttangentencurve der 
~'liiche. 

Zum Beweise bemerken wit zun~chst~ dass zwischen den durch 
eine Complexlinie~ - -  weIche nur keine singul~ire Linie seia dars 
hindurchgelegten Ebenen und den Berfihrungspunkten der in denselben 
enthaltenen Complexcurven mi~ der Linie projectivisches Entspreehen 
stattfindet. Hieraus sehliesst man~ dams einer uneadlieh kleinen Ver- 
schiebung des Punktes aus der Linie eine Drehuag der Ebene ent- 
spricht, deren GrSsse yon derselbea Ordnung des Unendlieh-Kleinen ist. 

Nun ist die Verbiadungslinie zweier consecutiver Pankte der eben 
bestimmten Curve eine Complexlinie, ohne zugleich singul~re Linie 
desse~bea zu sein. Die beidea Tangentialebenen in den beiden Punkten 
enthaltea dem Complexe angehSrige Strahlbiischel~ deren Scheitel diese 
Punkte sind. Die beiden Tangentialebenen sind also zwei Ebenen, 
deren Complexcurven die angenommene Tangen~e ia zwei consecativen 
Punkten beriihren. Hieraus folgt~, naeh der vorstehenden Bemerkung, 
dass~ wenn man au'f der Curve fortsehreitet~ die Tangentialebene der 
Fl~che sich am die Tangente der Curve dreht. 

Das aber ist die charakteristische Eigenschaft der Haupttangeaten- 
curven einer Fl~iche; unsere Behauptung is~ also erwiesen. 

Da der Begriff der Haupttangentencurve~ sowie der des Complexes, 
sich selbst dualistisch is~, folgt, dass die dualistisch entgegenstehende~ 
Singularit~ten der Curve eiaander gleieh Mind. lasbesondere ist ihre 
Classe gleich ihrer Ordnung, also gleich 16. 

Da t~rner die Curve sich selbst dualis~isch in einziger Weise dutch 
den Complex bestimmt ist~ geht sie~ wie dieser, dutch ein System 
linearer~ sowie reeiproker Transformationen in sich tiber**). Man 

*) Pluecker .  Neue Geometrie. n. 318. 
**) cf: die bereits citirte Abhandlung: Zur Theorie etc. n. 13. 
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sc*hliesst hieraus eine Reihe yon Eigenschaften derselbeu, die wir hier 
nicht weiter verfolgen kSnnen. 

3. Auf die uuseinandergesetzte Weise erhalten wir einem jeden 
der einfach unendlich vielen Complexe zweiten Grades, die zu der- 
selben Kummer 'schen FI~iche gehSren, entspreche~ld eine Haupt- 
tungentencurve. Hiermit hat mun uber alle Haupttaagenteneurven, 
wofern uicht etwa Umhtillungseurven derselberl existirea, da man f[ir 
jeden Puakt der F1Kche einea der Complexe angebet~ kann, der die 
eine oder die andere der beiden Haupttangenten in demselben zur 
singul~ren Linie bat. 

Unter den zo der FIKehe gehSrigen Complexen zwei~en Grades 
befinden sieh sechs, doppelt zu zKhlende, lineare Complexe. Als die 
singul~iren Linien derselben sind die Doppeltangenten der Fliiche an- 
zusehen, so zwar, dass jedem der sechs Complexe eines tier sechs yon 
den Doppeltangenten gebildeten Systeme angehSrt. Entsl~rechend dicsen 
Complexen giebt es sechs ausgezeichnete Haupttangentencurven. Dieselben 
sind, wie sich dtlrch dieselben Betrachtungen ergiebt, durch die wir 
Ordnung und CIasse der allgemeinen Curve bestimmt haben, tmr noch 
yon der 8ten Ordnung und der 8ten Classe. 

3. Wir gehen jetz~ dazu fiber, die SingulariK4ten der Haul)t- 
tangentencurven zu bestimmen. Hierzu gelangen wir, indem wir der 
Mlgemeinen Theorie soleher Curvea die folgenden Siitze entlehnen. 

Die Haupttangentencurven einer beliebigen Fl:.iehe haben in den 
Knotenpunkten derselben Spitzen. 

Ueberhaupt habea sic Spitzen in den Punkten der parabolisehen 
Curve, vorausgesetzt, dass diese nicht selbst Haupttangentencurve ist. 
In dem letzteren FalIe ist sie Umhtillungseurve ffir die tibrigen Haupt- 
tangentencurven. Dies gilt besonders, wenn die parabolische Curve 
aus ebenen Bertihrungseurven besteht. 

Ferner hubert die Haupttangenr in den Durehsehnitts- 
punkten mit der Curve vierpunktiger Beriihrung sta~ion~re Tangentel~, 
wofern die Curve vierpunktiger Beriihrung nicht zugleieh parabolisehe 
Curve ist, was eine besondere Betraehtung versehiedener Fi~lle ver- 
langt, die wir bier nieht nSthig hubert. 

Endlich kSnnen die Haupttangenteneurven ausser in den ange- 
gebenen F~llen keiue Spitzen und keine stationKren Tangenten habem 

In unserem Falle hat man 16 Knotenpunkte, in denen also die 
Haupttangenieneurven Spitzen hubert. 

. Die parabolisehe Curve, welche yon der 32ten Ordnung sein mussl 
besteht aus den 16 Beriihrungskegelschniiten in den I6 Doppeltangential- 
ebenen der Flilehe. Sie is~ also Umhiillungseurve der Haupttangenten- 
curven. Die 16 Ebenen sind dabei stationiire Ebeneu dieser Curvet b 
wie dies iiberhaupt die Ebenen ebener Beriihrungseurveu aind. 

Mathem~Aigche Aan~len. XXIII. ,~9 
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Man tiberzeugt sich nun leicht, dass die Haupttangentencurven in 
jedem Knotenpunkte nur eine Spitze haben und nur je einmal die 
DoppelCangentialebenen station~ir beriihren. Die Curve kann n~imlich 
mit der Doppeltangentialebene nur 16 Punkte gemein haben; 4 davon 
kommen auf die station[ire Beriihrung, und 12 auf die 6 Spitzen in 
den 6 in der Ebene liegenden Knotenpunkten. 

-Die I~aupttangentencurven haben hiernach 16 (in die Knotenpunkte 
der ~liiche fallende) Spitzen und 16 (mit den Doppeltangentialebenen 
derseZben identische) station~re Ebenen. 

Die Curve vierpunktiger Beriihrung besteht~ in unserem Falle ein- 
real aus den 16 Bertihrungskegelschnitten, die hier nicht welter in 
Betraeh~ kommen, da sie schon erledigt sind. Aadererseits besteh~ 
sie aus den sechs ausgezeichneten Haupttangentencurven 8 ter Ordnung, 
die den 6 Iinearen Complexen angehSren. Es geht dies daraus her- 
vor, dass die singuliiren Linien dieser Comglexe, wie schon angefiihrt, 
Doppeltangenten tier Fliiche sin& Weitere Curven umfasst die Curve 
vierpunktiger Beriihrung nieht, da die aufgezKhlten zusammen die 
rich~ige Ordnung, 80, besitzen. 

Wir miissen jetzt die Zahl der Durehschnittspunkte einer Haupt- 
tangentencurve mit den 6 ausgezeiehneten bestimmen. 

Diese Durehsehnittspunkte sind dadureh eharakterisirt, dass die 
vierpunktig bertihrende Haupttangente eine Linie des Complexes zweiten 
Grades ist, dem die gegebene Haupttapgentencueve zugehSrt. Die in 
den Punkten einer der 6 Curven vierpunktig beriihrenden Haupt- 
tangenten bitden aber eine Linienfl~iehe yon der 8ten Ordnung, da 
tler vollstiindige Durchschnitt derselben mif der K u m m er '  schen Fl~iche 
aus der gew':ihlten Curve besteht, welche vierfach ziihlt. Mit einer 
solehen Fl~iche hat aber der Complex zweiten Grades 16 Linien gemein. 
Man erMil~ also, jeder der 6 Curvea entspreehend, 16 Durehsehnitts- 
punkte. Wir haben somit den Satz: 

.Die Haupttangentencurven haben 6 . 1 6  ~ 96 stationiire Tangenlen. 
Ffigen wir noch hinzu, dass die Haupttangentencurven keinen 

wirklichen Doppelpunkt und also aueh keiue wirkliche Doppel-Oscu- 
lationsebene besitzen kSnnen, da in keinem Punkte tier K u m m e r ' -  
schen Fl~che, der nicht auf der parabolischen Curve liegt, die beiden 
Haupttangenten demselben Cvmplexe als singul~re Linien angehSren, 
so kSnnen wir die silmmtliehen Singularit~ten derselben, yon deneu 
die dualistiseh entgegenstehenden gleieh sind, ohne Weiteres be- 
stimmen. Insbesondere finden wit: den Rat)g ~ 48, die Zahl der 
seheinbarea Doppelpunkte = 72, die Ordnung der Doppelcurve der 
Developpable ~ 952, das Geschlecht ~--- 17. 

5. Ftir die 6 ausgezeichneten Haupttangentencurven wird die Zahl 
der Spitzen und station~iren Osculationsebenen gleich Null. Eine solehe 
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Curve geht n~mlich dutch jeden tier Doppelpunkte einfach hindurch 
und hut in ibm eine der 6 ihn enthaltenden Doppeltangentialebenen 
ztlr Oscu]ationsebene. Man hat sich den stetigen Uebergang zwischen 
den allgemeinen Curven uud diesen besonderen so vorzustel]en, dass 
die letzteren doppel~ z~ihlen und aus der Vereiniguag je zweier in 
eJner Spitze zusammenstossender Zweige der iibrigen entstanden sind. 
Darum sinkt Ordnung und Classe auf die ft~lfte. Hiernach mtisste 
auch der Rang halb so gross sein, win tier der anderen, also gleich 
24. Das aber finder man auch, wenn man die Zahl der stationi~ren 
Tangenten bereebne~. F/it diese|be komm~ n~imlieh je~zt 40, indem 
die Curve jede der anderen nicht mehr 16ma|, sondern, well sin 2real 
zi~hlf, nut 8real sehneidet~ und das nicht 6real, sondern nur 5real 
geschieht. 

Wir finden weiter: die Zahl der scheinbaren Ooppefpunkte 
gleich 16, die Ordnung der Doppeleurve der Developpable gleich 20(~, 
das Gesehlecbf gleich 5. 

6. Wie man sieh die Aufeinander- 
folge der Haupttangentencurven zu 
denken hat ~ ist in der nebenstehenden 
Zeichnung fiir den Fail, dass die (3 
zugehSrigea linearen Complexe reell 
sind, schematisch dargestellt. 

In diesem Falle haben n~mlich 
die Theile der Fl~ehe, fiir welche die 
Haupttangenten reell werden, die Ge- 
stalt nines yon zwei Kegelschnittstiicken 
begrenzten Segmentes, das sich yon 
einem Knotenpunkte naeh einem an- 
deren hinzieht. Die beiden begren- 
zenden Curvenstiicke gehSren den Be- 
riihrungskegelsehnitteu in denjeuigen 
beiden Doppeltangen~ialebenen der 
Fliiehe an, welehe beide Knotenpnnkte 
zugleieh enthalten. 

Innerhalb eines solehen Segmentes 
verlaufen nun zuniiehst zwei der seehs 
ausgezeichneten Haupttangentencurven. 
Dieselben gehSren denjenigen zwei der sechs ]iaearen Complexe an, 
denen in den zwei Knotenpunkten~ zwisehen denen sieh das Segment 
erstreckt, die beiden dasselbe begrenzenden Doppeltangentialebenen 
entsprechen. Die betreffenden Curves sind in der Figur starker aus- 
gezogen. Dieselben baben nine Sf'Srmige Ges~lt~ Sin ziehen sich 
yon dera einera Knotenpunkte zu dem anderen h/n, indem sie in jedem 

3 9  * 
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eine der beiden Begrenzungscurven berfihren. Ausser in den beiden 
Kno~enpunkten sehneiden sich dieselben in einem beiden gemeinsamen 
Wendepunkte, der den Mittelpunkt der Zeiehnung bildet. --  Uebrigens 
setzen sich diese Curven ~iber die beiden Knotenpunkte hinaus auf 
weitere, ~hnlich gestaltete Segmente der Fliiehe fort. 

Von den ~brigen H,~upttangentencurven, deren drei gezeichnet 
sind, weiss man, dass sie in den Knotenpunkten eine Spigze haben, 
dass sie jeden der beiden begrenzenden Kegelsehnitte einmal berfihren, 
und dass sie dort, wo sie, ausser in den beiden Knotenpunkten, 
die beiden ausgezeiehneten Curven treffen, einen Wendepunkt be- 
sitzen. Hiernach wird es leieht sein, ihrem Verlaufe in der Figur zu 
folgen *). 

7. Die im Vorstehenden gegebene Bestimmung der Haupttangenten- 
curven der Kummer ' s chen  Fl~iche, welche wir all die Betrachtung 
der zugehSrigen Complexe zweiten Grades gekniipft haben, kann noch 
unter einem anderen Gesichtspunkte gefasst werden, indem man yon 
einem der sechs unter denseIben befindlichen linearen Complexe aus- 
geht. Die Fliiehe ist nSm]ich Brennfliiche eines diesem Complexe an- 
gebSrigen StraMensystems: des einen Systems ihrer Doppe]tangenten. 
Wit wollen nun zeigen, dass das Problem: die Haupttangentencurven 
auf der Brennflgiche eines einem linearen Complexe angeh6rigen Strahlen- 
systems zu bestimmen, identisch ist mit dem anderen: die Kriimmungs- 
eurven einer gewissen Fl6che zu finden. In unserem Falle wird diese 
Fl{iche die Fl~che vierter Ordnung, weIche den unendlich welt ent- 
fernten imagin:,iren Kreis doppelt entNilt; und da man deren Kriim- 
mungscurven kennt, so erh~ilt man eine Bestimmung der Haupt- 
tangentencurven der Kummer ' schen  Fl~iche, die natfirlich mit der 
oben gegebenen (ibereinstimmt. 

Man beziehe niimlieh die Linien des gegebenen linearen Complexes 
eindeutig auf die Punkte des Raumes~ indem man, vermSge der ge- 
gebenea linearen Gleichung und der zwisehen den Liniencoordinaten 
bestehenden Identit~t zwei der sechs Liniencoordinaten, die sich auf 
zwei sich schaeidende Kanten des Tetra~ders beziehen, als Functionen 

*) Man vergleiche hierzu die weitergehenden Untersuchungen yon Hrn. l~ohn 
]m XVII[. Bande dieser Annalen (p. 99 ft.: die Gestalten der Kummer'schen 
]?l:,'~che, 1881), sowie auch den friiheren Aufs,~tz desselben Verfa~sers im XV. Bande 
daselbst (p. 315 ft.: Transformation der hyperelliptischen Functionen p = 2 und 
ihre Bedeutung fiir die K um m e r' sche Fliiche, 1879). Die Haupttangen~eneurven 
haben, wie Hr. Rohn ausffihrlich zeigt, ffir die Darstellung tier Kummer'schen 
I~l~che durch hyperelliptische Functionen eine specifische Bedeutung. 

[Januar 1884.] 
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der vier fibrigen auffasst ut, d diese ]etzten als Punktcoordioaten 
interpretir~*). 

Mall finder, dass datln allen Linic, des Complexes, weIchc durch 
einen Punkt hindurchgehen, die Punkte einer geraden Linie ent- 
sprechen, und dass diese gerade Linie eineu festen Kegelsclmitt 
schneider, der f(ir die Abbildung fu,~damental ist. Das StrahlL.n- 
system, welches dem linearen Complexe mit einem Complexe n~.n 
Grades gemein ist, bildet sich ab als Fl[iche 2n~t~ Grades, welehc 
den Kegelschnitt nfach enthKl~. Insbesondere ist das Bild einer 
geradea Linie, d. h. der dieselbe schneidenden C'omplexlinien, eine 
l~l~,che zwei~en Grades, die durcb den Kege]schtlitt geh~. 

Wit wollen fortan f~ir den t't, ndamentalen Kegelsehnitt den un- 
endlich welt entfernten imaginSren Kreis wiihlen, so dass also da~ 
Bild ether geraden Linie eiue Kugel wird. 

Set jetzt eine beliebige FlSche gegeben und auf derselben ein~ 
Kritmmungscurve. Die Flilche ist alas Bild eines dem hneareu Com. 
plexe angehSrigen Strahlensystems, die Curve das Bihl ether in dem. 
selben enthaltenen gcradlinigen Fl~che. ~,Vir behatq~ten, class die~, 
geradlinige Fliiche die Brennfliiche des Strahlcnsystems ~uwh ether lI~lupt- 
tangentencurve beriihrt. 

Zum Beweise bemerken wir ztmiichst, dass, riickw~rts, alas Bib 
dieser Brennfl'~ehe dasjenige Strah]ensystem ist, dessen Linien gleieh 
zeitig die gegebene Fliiche beriihren und den unendlich welt entfernteJ 
imaginiiren Kreis schneiden. Einer jeden geraden Linie, welche di, 
Brennfl.iiche beriihrt, entspricht hiernaeh eine die gegebene Fliiche be 
rtihrende Kugel. Insbesondere ent~/)richt~ eitJer llaapttange, te elm 
stationer beriihrende Kugel. 

Eine der beiden in cinem beliebigen Punkte der Krfimmungseurv~ 
stationer beriihrendea Kugeln enth~Ht aber drei consecutive Punkt~ 
der Kriimmungscurve. Also schneider eine der beiden llaupttangente! 

'der Brennfl~ehe in einem Beriihrungspunkte mit der nmgesehriebeneJ 
Linienfl~che drei consecutive Erzeugende derselben, mit anderen Worten 
ist eine Haupttangente auch der letzteren. 

Man ha~ aber allgemein den Satz: Wenn zwei FJ~ichen sich nacl 
ether Curve bertihren und in jedem Punkte dieser Curve ist ihueJ 
eine Haupttangente gemeinsam, so ist die Curve eine Ilaul,ttatJgente n 
c u r v e .  

Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
Wenn man nun insbesondere t'fir (lie gegebene Flliche eine Fliich, 

vierter Ordnung nimmt, die den unemllich welt enffernten imagbJ~ire~ 

*} Dieses Abbilduugsverfahren ist beret,s gelegeatlich yon ttrn. NOtht. 
angegeben worden: Zur Theorie der algeb,'ai~chen Funetionen mehrerer corn 
plexer Ver/inderhchen. G(itt;. Nachrichten 1869. 



586 S. Lig und F. KL~.Is. Haupttangenteneurven der Kummer'seh'cn Fl~che. 

Kreis doppelt enth~lt ,  - -  eine solche ist das Bild eines dem linearea 
Complexe angehSrigen Strahlensystems zweiter Ordnung und Classe, 
- -  so erh~lt man auf diesem Wege  die Haupt tangentencurven der 
K u m m e r ' s chen  Fl~che, welche die Brennfl~che eines solchen Strahlen- 
systems ist*). 

Die in der letzten Nummer  enthaltenen Betrachtungen sind es 
gewesen, durch die der Eine yon uns (Lie)**)  zuerst zu der Be- 
merkung gef~hrt wurde, dass die Haupt tangentencurven der K u m m e r ' -  
schen Fliiche algebraische Curven der 16ten Ordnung sind; hierauf 
land der Andere ( K l e i n )  die Beziehung dieser Curven zu den Com- 
plexen zweiten Grades,  die zu der K u m m e r ' s c h e n  Fl~che gehSren, 
und bes~immte, wie im Vorstehenden auseinandergesetzt  ist,  ihre 
Singularit~ten.,  

*) Die hier im Texte angedeute~en Entwickehmgen sind sparer von Hrn. 
Lie in dessen grosset Abhaadlung in Bd. V der Annalen (p. 145 ft., 1871) aus- 
ffihdich und im Zuaammenhauge mit allgemeinerea Betrachtungen da~gelegt 
worden. UebrigenB wolle man auch meine eigenen dort tblgenden Abhandlungen 
vergleichen (Bd. V, p. ~57 ft., p. 278 ft., 1871), insofern dieselben verschiedene 
auf die Integration der Haupttaugentencurven der Kummer 'schen Fi~ehe be- 
z~ig[iche Bemerkungen enthalten (siehe insbesondere p. 277, 297}. Ich gebe diese 
beiden Citate um so lieber, ala die vors~ehend in Nr. 2 and 7 des Tex~es en~- 
wickeRen Beweise des Hauptsatzes, trotzdem sie materiell richtig sind, vielleicht 
in formaler Hinsicht unbefriedigend scheinen kSnnen. 

[Januar 1884.] 
**) Vergl. Lie:  Ueber eine Classe geometrischer Transformationen, Be- 

richte der Academie zu ChristiaDia, 1870, oder aueh: Sur une transformation 
gdomgtrique, in den Comptes rendus de l'Aead6mie des Sciences y o n  demselben 
Jahre (~. 71). 


