
Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen. 

Von 

A. Voss in Dresden. 

In XXI. Bande dieser Annalen hat Herr P r i n g s h e i m  eine Reihe 
yon Un~ersuehuagen tiber die Anwendungen der Cau ~hy'schen Multi- 
plicafionsregel auf bedingt convergeate ~eihen angestellt. Insbesondere 
wird p. 340 u. ft. ausftfln'licher der Fall eri~rtert, wo die eine Reihe 
2~ui in der Form: 

~2 ~ ~ (ui+ '~+~/ 

unbeding~ coavergir~, iadem die no~hwendigen uud hiureicheuden Be- 
dingungeh zur Anwendung der Cauehy'schea Regel ermittelt, und 
zugteich hiareichende Cri~erien yon gentigend allgemeinem Charakter 
fiir das Erfiilltsein dieser Bedingungen autgestell~ werden. 

Es ist aber leicht, zu zeigen, dass auch der allgemeinere Fall, wo 
die Reihe: 

0 
in der Form 

(no+ ~l) + (~2+a3) + . . .  
unbeding~ convergirt, welcher den Ausgangspunkt bet Hrn. P r i n g s -  
h eim bildei~ eiae ~ihnliehe Behaadlung gestattet. 

Die beidea Reiben 

9 

B - ~ 2  bi 
0 

seien beding~ convergent, so dass, wean man mit G eine endliche 
(positive) Zahl, mit (~ eine beliebig kleine bezeichnet, die Bediagungen 
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ai < G,  al < ~, 
0 

o I 
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fiir ein gentlgend grosses m und alle grSsseren erfiillt sind; ferner 
m5ge die I~eihe 

2 J a ~ ,  + a~,+l ! 
0 

eonvergiren, l~ach der Cauchy ' schen  Regel werde nun die neue Reihe: 

C ~ 2  Ui 
0 

gebildet, wo 
m 

~m ~ Y  (gh bm--h 

Bezeiehnel man mit C~ ,  An~ 33, die Summen der Terme der ent- 
sprechenden Reihen bis zu den betreffenden Indites, so ist 

(1) C~,~ -- AnB~ ~ {ao(b~.. -n t- b~-x + �9 "" + b , ~ )  , 

al (b~._~ + �9 . .  + 0.+1) 
�9 , ~ 

~._l(b.+,)} 

+ {~0 (a~. + a~._1 + .  -- + a.+l) 
b,(a~._~ + . . .  + a .+, )  

�9 o . 

�9 �9 ~ 

b._~(a.+~)}.  

Den ersten Theil des Ausdruekes reehts in (1) sehreibe man in der 
Form: 

(a o + at)(b~,,-1 + "" �9 + b,~4-1) + aob~,, 
+ (a~ + a~)(b~._3 + �9 �9 �9 + b.+~) + a~ b~._~ 

+ (a~ + a~) (b~._~ + .  �9 �9 + b.+,) + a, b~._, 
+ . . .  + . . .  

Der Betrag der ersten Colonne ist selbst dann noch beliebig klein, 
wenn alle eingeklammerten Terme durch ihre Be~rii, ge ersetz~ werden~ 
da bei hinreichend grossem n die Betriige 

I b~.-~ + .  �9 �9 + b.+, l, k ~. ,~ - -  1 

es sind. Den zweiten Theil yon (1) schreibe man in der Gestalt: 
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(~o + b, + . . .  + b._l) (a~. + . . .  + a.+~) 
- a~ .  (b, + . . .  + b . - 1 )  

- -  a~._1(b~ + � 9  �9 + b~_; )  
�9 o . 

- a . + ~  ( b . _ l ) .  

Aueh hier isL der erste Theil yon beliebig kleinem Bet rage ,  und  d e r  
zweite kann in der Form: 

- -  a~ .  (bo + b, + �9 . �9 + b . - 1 )  + a ~ . b o  

- -  (a2,~-~ -[-  a ~ . - t )  (b 2 -[-  �9 �9 �9 -1- b . - t )  -t-  a ~ . - 2  b2 

- (a~_~ + a~._~) (b~ + . . .  + b._l) + a~._, b~ 

�9 . . . �9 . 

geschrieben werden, Da nun alle Summea Ibt + - . . - [ - b . - l [  e n d l i c h  
sind, so ist wiederum der Betrag der erslen Colonne beliebig k le in .  

Die nothwendige und hinreichende Bedingung ftir: 

lira [ C2. - -  A , , .B .  1 --- 0 
ist daher: 

0 = lira [aob,~,, + a~b~.._~ q-  �9 �9 �9 --[-- a~,,_~b 2 + a2~b0[ 
oder, wenn man den hierdurch eingeffihrten Ausdruck mit v2. b e -  
zeichnet: 

Wird ferner: 

w , .  = alb2,,__ 1 + a362,,__ a + �9 �9 �9 "4- a~._lbl  

gesetzt, so folg~ aus der nothwendigen Bedingung 

lira [u2, ] = 0 
wegen 

w~. = u~.. - -  v~,, Iw~.l g lu2,[ + Iv,.[ 

(3) lira [w~.. [ ~--- 0 

und umgekehrt wird auch ]uz. I mit Iv2.1 und I w~.'l beliebig klein. 
Endlich aber ist 

Demnach ist aueh die Bedingung lira [ u ~ . + t [ =  0 erftlllt, sobald d i e  
Bedingungen (2) und (3) gelt'en, da die erste Colonne hier w i e d e r  
beliebig klein ist. Und so hat man den Sa~z: 

Die nothwendigen und hinreichenden 17edingungen f i i r  die A n w e n d -  
barkeit der C a u c h y ' s e h e n  _Regel s ind die .Bedingungen (2) und  (3). 
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Dieselben lassen sieh, so lange keine weiteren Voraussetzungen 
eingefiihr~ werden, weder auf einander zuriiekffihren noeh dureh andere 
weniger allgemeine ersetzen; sie sagen aus, dass in den beiden nach 
der Cauchy 'schen Begel formal gebildeten Producten der ICeihen: 

die Terme mit wachsendem Index gegen Null convergiren miissen. Ich 
erwiihne noch einige specielle Folgerungen. 

1) Wird vorausgesetzt, dass auch die Reihe 

1b2. + b~.+~ I 
t )  

convergirt, so setze man 

w-2. ~- at(b2.-, + b2~-2) - -  (a, + ao)b~.-~ + v~_~ 

+ aa(b,~-3 + b~n_4) - -  (a~ + a:~)be~-4 
- - ~  �9 , , - -  �9 , * 

und aus dieser Zerlegung sieht man, dass nunmehr ]w~. I und Iv~._~l 
gleichzeitig beliebig klein werden. Daher ist die nut  yon den a und 
b m i t  geradem Index abhgngende Bedingung (2) nothwendig und hin- 
reichend. 

Obwohl nun lu2~! mit ]ve~l allein schon gegen Null eonvergirt, 
so kann man doch nicht umgekehrt das Criterium in der Form 

(4) lim i u2. i ~ 0 
ausspreehen. Denn es ist: 

u2. ~--- v2. + v~._~ + a I (b~.-1 + b2.-~) - -  b~.-~(at + a,,) 

+ aa(b2.-3 or- b~.--a) - -  b2.--~ (a2 + aa) 

so dass durch die Bedingung (4) bier nur ausgedriickt wird, dass 

lira Jw.  + v~.+sl ~ O. 

Da man insbesondere m----- b~ setzen kann, so folgt noeh: 
.Damit die P~eihe A m# sich selbst nach der Cauchy'schen Begel 

multi2olicirbar sei , muss 

lira [aoa2. + a~a~,,_~ + �9 �9 �9 + a~,,aol -~- 0 

sein. hls einfaehes Beispiel diene die Reihe: 

t 1 1 + t  i + . . .  

welehe in dor vorausgese~zten Form eonvergirt, sobald die Betdlge der 
e unter einer endlichen Grenze liegen und keiner der Nenner ver- 



46 h. Voss. 

schwinde~. Die soeben angegebene Bedingung isg hier zufolge b e k ~ r n n t e r  
Eigenschaf~en der harmonisehen l~eihe erf~illt.*) 

2) Wird dagegen vorausgesetzt, dass die Reihe B in der F o r m  : 

( bo I + ~  Ibm.+, + b~. I 
u~beding~ convergir~ so ha~ man: 

us. -~- ao(b~,, "4- b~._l) --  b2,~_i(a o -~ al) 3v 2w~.  

+ a:(b2.-~. -}- b~-3) ~ b~.-a(a2 -{- a3) 

~ f -  * ~ �9 . . . .  

In  diesem Falle ist also die hinreichende und nothwendige B e d i n g ~ r ~ g  
dutch (4) gegeben. 

3) Man hat allgemein 
v~. -~ w~. = u~.~ = ao(b~. - -  b~._l) + (ao "Jr al)b~.-x 

+ . . .  + . . .  

mithin wird u~. stets beliebig klein, wenn die Reihe 
%. 

eonverg/r~. Aueh bier erhiilt man als einzige Bedingung (2) oder  ( 3 ) .  
Diese Bemerkung, die insbesondere giiltig ist~ wenn b~-~ ----- b.2k J s t ,  
f/ihr~ zu folgender Behauptung. 

Damit die convergente ~eihe B sieh in dec Gestalt:**) 
bo bl bl b2 b~ bB b~ ~ - +  ~- +-~-  + y + ~ + ~- +-~ + . . .  

nach der Cauchy ' schen  Beget mit A multi~liciren lasse, muss 

lira I boa~ + b~a~_~ + b,~a~._~ + . . .  I ~  0 
sein. 

4) Indem ich riicksichtlich der hbleitnng yon hinreiehenden B e -  
dingungen der Convergenz auf die P r i n g s h  eim'sche Arbei~ v e r w e i s e ,  
will ieh im Ansehluss an die vorige Nr. nur den etwas a l l geme ine ren  
Fall~ wo die Rei]ae B so convergirt~ dass die Reihe der b m i t  g e r a d e m  
Index (also aueh die der b mit ungeradem) eonvergir~, anftihren. 

Zerlegt man niimlich: 

v~,= ---- ao b~,, ~ a:b~,~_~ -~- a~b~,~_4 --[- . �9 �9 

in der hiemit  angedeuteten. Weise in zwei Theile 
t t t  

�9 ) Vgl. die Bemerkung yon Hrn. Pringsheim fiber (log 2)~, a. a. 0., S. 358. 
1 �9 *) Der Symme~rie wegen ist-~-bo an S~elle yon b~ geset~t. 
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so dass im ers~n die indices der a ~ n  sind, so folgt: 

--[- (a2 - -  ao)(b~,-~ -]- b2,,-4 -[- . . . )  
+ (a4 - a~) (b~_~ + �9 �9 . ) .  

Dieser Theil wird beliebig klein, wenn 

(5 )  , ~  l a2 .  - a~.+~ ] 

convergirt. Dasselbe gilt dann aueh fiir v~'.. 
Naeh demselben Verfahren findet man uls ausreiehende Bedingung 

fiir lim tw~.l ~--0 die der Convergenz der Reihe: 

t a ,  - -  a31 + ] a~ - -  , ~  i + "  " " 
Nun is~ aber: 

a~_~ - -  a~+~ = (a~_~ + a~_~) - (a~ ~ + a~+,)  + ( a ~ -  ~ _ ~ ) ,  

also 

womit gezelgt ist, dass unter den genannten Bedingungen die unter 
(5) uusgesprochene Bedingang ein hinreichendes Criterium der Con- 
vergenz liefert. 

D r e s d e n ,  8. December 1883. 


