Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen.
Von

A. Voss in Dresden.

Tm XXI. Bande dieser Annalen hat Herr Pringsheim eine Reihe
von Untersnchungen iiber die Anwendungen der Cauchy’schen Multi-
plicationsrege! auf bedingt convergente Reihen angestellt. Insbesondere
wird p. 340 u. ff ausfulirlicher der Fall erdrtert, wo die eine Reihe
Zu; in der Form:
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unbedingt convergirt, indem die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen zur Anwendung der Cauchy’schen Regel ermittelt, und
zugleich hinreichende Criterien von geniigend allgemeinem Charakter
fir das Erftillisein dieser Bedingungen aufgestellt werden.

Es ist aber leicht, zu zeigen, dass auch der allgemeinere Fall, wo
die Reihe:

w@w
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‘ (@t a) + (ay+ay) + - - -
un)?edmgt convergirt, welcher den Ausgangspunkt bei Hrn. Prings-
heim bildet, eine Zhnliche Behandlung gestattet.
Die beiden Reiben ‘

in der Form
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seien bedingt convergent, so dass,

TR . wenn man mit G ei ;
(positive) Zahl, mit ¢ eine beliebig " eme endliche

kleine bezeichnet, die Bedingungen
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fiir ein geniigend grosses m und alle grosseren erfiillt sind; ferner

mbge die Reihe
E l azi =+ Azit1 ‘
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convergiren. Nach der Canchy’schen Regel werde nun die neue Reihe:
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Bezeichnet man mit Cy,, 4,, B, die Summen der Terme der ent-
sprechenden Reihen bis zu den betreffenden Indices, so ist

(1) Con — 4, B, = {%(bzn + bgo1 + - - + bn—i—l) .
a,(bgsm1 ~ + 0+ bapr)

gebildet, wo

e (Ba)}
+ {b (azn + @on—a ++ - - + @ng1)
b, (aga + o )

Bas (Gmt)}

Den ersten Theil des Ausdruckes rechts in (1) schreibe man in der

Form:
(@ + ay)(bza-1 -+ + - - + baps) + @pban

+ (a2 + a3) (b2ﬂ'—3 + v + bn—-}—l) + ay bz,,_g

+ (a, + a5) (ben—s+ « + - + bars) + a4, 0254

+ - S
Der Betrag der ersten Colonne ist selbst dann noch beliebig klein,
wenn alle eingeklammerten Terme durch ihre Betrige ersetzt werden,
da bei hinreichend grossem = die Betrige '

[bga—r + -+ A+ bagals EZn—1

es sind. Den zweiten Theil von (1) schreibe man in der Gestalt:
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(b, + b, +-‘-+bn_1)(a2,.+-'°+aﬂ+1)
~arn (b4 + )
— a2n—1(b2 + - + bn——l.)

— Qni2 (b»~x)»
Auch hier ist der erste Theil von beliebig kleinem Betrage, und der
zweite kapn in der Form:

— Qsa By + b+ -+ 4 baes) + a2abo
— (am—2 + Gza) (b, + - - - + bps) + G2e2b2
—~ {Q2na+ Bons) (by F - - - 4 b)) L G20-sby

geschrieben werden. Da nun alle Summen (b - - - - + ba—1] en"“iCh
sind, so ist wiederum der Betrag dev ersten Colonne beliebig klein.
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir:
lim {Cop — 4, B,| =0
ist daher:
0 = hm [aob2,, + ang,,_g + e + agn_gb2 -I" a2nb()|
oder, wenn man den hierdurch eingefiibrten Ausdruck mit vy, be-
zeichnet :
(2) lim |93, = 0.
Wird ferner:
Wan = Qybyny + G3bsn—s + -+« 4 G2ar by
gesetzt, so folgt aus der nothwendigen Bedingung
' Lim I’Mg,,] =0
wegen
Won == Ugn — V2, lw2nl g ‘“2»‘ + |v2'n|
und umgekehrt wird auch |uz,| mit |ve.| und [ws,] beliebig klein.
Endlich aber ist

Usat1 == (@ + ;) (bent1 + bon) — V20 — Wipis
+ (@, + a3) (Bga1 + bon—z)
+

Demnach ist auch die Bedingung lim | %sn41 | =0 exfiillt, sobald die
Bedingungen (2) und (3) gelten, da die erste Colonbne hier wieder
beliebig klein ist. Und so hat man den Satz:

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Anwend-
barkeit der Cauchy’schen Regel sind die Bedingungen (2) und (8).
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Dieselben lassen sich, so lange keine weiteren Voraussetzungen
eingefiihrt werden, weder auf einander zuriickfiihren noch durch andere
weniger allgemeine ersetzen; sie sagen aus, dass in den beiden nach
der Cauchy’ schen Regel formal gebildeten Producten der Reihen:

2(12,, 2()2,, und 2&2,..;_1 27)2n+1

die Terme mit wachsendem Index gegen Null convergiren miissen. Ich
erwihne noch einige specielle Folgerungen.
1) Wird vorausgesetzt, dass auch die Reihe

-4
2; l bzn + b2n+1 l
0

convergirt, so setze man

Wra = Q4 (b2n—1 + bZn—Z) - (Ch + 0«;) ban—g ~+ Von—s
+ a3(bon-3 + bon—a) — (@3 + @3)b2ns
4+ .. —_—
und aus dieser Zerlegung sieht man, dass nunmehr |ws,| und |vg,—o|
gleichzeitig beliebig klein werden. Daker ist die nur von den a und

b mit geradem Index abhingende Bedingung (2) nothwendig und hin-
reichend.

Obwohl nun |wus,.| mit |v,,| allein schon gegen Null convergirt,
so kann man doch nicht umgekehrt das Criterium in der Form

4) lim {#g,| =0
aussprechen. Denn es ist:
Uan = V2a + Ven—2 + @y (b2n—\ + b‘Zn—‘l) — bﬂn—?(al + al))
+ Ay <b2'n—3 + b2n—4) — bgp-s (a2 "\L' (13)
+ ... -,
so dass durch die Bedingung (4) hier nur ausgedriickt wird, dass
lim l’Ugn + Vgni2 l =0,

Da man insbesondere g; = b; setzen kann, so folgt noch:

Damit die Reihe A mit sich selbst nach der Cauchy’ schen Regel
multiplicirbar sei, muss

lim |@g@an + @yQ2nz + * - - + A2aay] =0
sein. Als einfaches Beispicl diene die Reihe:
1 1 1 1 1
I —Tra T e Ty T iFa T

welche in der vorausgesetzten Form convergirt, sobald die Betrige der
¢ unter einer endlichen Grenze liegen und keiner der Nenner ver-
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schwindet. Die soeben angegebene Bedingung ist hier zufolge bekannter

Eigenschaften der harmonischen Reihe erfiillt.*) ) m
2) Wird dagegen vorausgesetzt, dass die Reihe B in der Form:

B0l 2, 1banis + baa

unbedingt convergirt, so hat man:
Usn = 4 (b2n + bZn—l) - b2n-—1(a0 -+ a;) + 2102
+ ay(ban—2 4 bons) — ban—s(a, + a3)
+ ... —_ .

In diesem Falle ist also die hinveichende und nothwendige Bedingung
durch (4) gegeben.
3) Man hat allgemein

Von - Wap = Upn = ap(bsn — ban_1) + (2) + 1) b2n
+ a, (b2n—2 —_ b?n—-2) + (a? + a3) b2n——3

mithin wird s, stets beliebig klein, wenn die Reihe

D b — boxs
convergirt. Auch hier erhilt man als einzige Bedingung (2) oder (3).
Diese Bemerkung, die insbesondere giiltig ist, wenn bgy—y == b2z 1st,
fithrt zn folgender Behauptung.
Damit die convergente Reihe B sich in der Gestalt:**)

b b b b b, b b
R e R R Ol
nach der Cauchy’ schen Regel mit A multipliciven lasse, muss
lim | b,az, + by asm-2 + byaza_s 4+ - | =0

sein.

4) Indem ich riicksichtlich der Ableitung von hinreichenden Be-
dingungen der Convergenz auf die Pringsheim’sche Arbeit verweise,
will ich im Anschluss an die vorige Nr. nur den etwas allgemeineren
Fall, wo die Reihe B so convergirt, dass die Reihe der b mit geradem
Index (also auch die der b mit ungeradem) convergirt, anfiihren.

Zerlegt man nimlich:

V2 = Gyb2n + aybon2 + @yboga -+ - - -
4 bya2n + by@on_g -+ bybou—a 4 - - -
in der hiermit angedeuteten. Weise in zwei Theile
Van = Vzn + VEa
*) Vgl. die Bemerkung von Hrn, Pringsheim iber (log 2)2, 5, a, 0, S. 358,
*¥) Der Symmetrie wegen ist-% b, an Stelle von b, gesetzt.
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7),211 = (I'O(b'zn + b2n—2 + bZn——zi + - ‘)
+ (a2 - a’o)(b%—? —|— ban—y ~+ )
+ (@ — @) (b2n—s 4.

Dieser Theil wird beliebig klein, wenn

®) D lazn — tanial

convergirt. Dasselbe gilt dann auch fiir v3,.
Nach demselben Verfahren findet man als ausreichende Bedingung
fir lim jws,| = 0 die der Convergenz der Reihe:
, oy — ay] + lag — agj - -
Nun ist aber:
Agp—1 — Gopi1 == (Gop—1-+ Bor—2) — (@2 + Ggrgr) + (@25 — G22-3),
also
Iazk—t—azk+1| < }a'2k—l+a’2k—2) + |a2k+ Cl»zk-p-li + lan— (tzk—zl,
womit gezeigt ist, dass unter den genannten Bedingungen die unter
(5) ausgesprochene Bedingung ein hinreichendes Criterium der Con-
vergenz liefert.

Dresden, 8. December 1883.




