Sulle equazioni differenziali del tetraedro
dell’'ottaedro e dell'icosaedro.

(Memoria di F. Brioscm, in Milano.)

I
1. Le tre espressioni:
1.2 t=1-4az
azt4b
2.2 b=
a agttLbest-c
3. fos —
soddisfano alla equazione differenziale:
dty \
ta_1=(E)R(z) 1)
essendo E(z) una funzione intiera di 2z, purché per la 2.* sia:
4
b=
e per la 3. sussistano le:
53
b*=20ac, ber=2—.
12
I1 valore della funzione R & nei tre casi:
1.2 R=Zl-6;(a2z4—1—3az2+3)
a =L
2. R—-16 (a2® 4 40)
a - 1 _}l
3. R= T (az”‘—l— 3 bzﬁ+520).
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Dalla equazione (1) si ha:
3 dz\t
¢ —1)(%] =2

la quale differenziata due volte rispetto a ¢ conduce alla:

2z

26— 1)

dzz dz _ pro~de 9

Ma dai tre valori superiori di R(z) si ha tosto che indicando con p un coef-
ficiente numerico ha luogo nei tre casi la relazione:

. 1 dt .
essendo in ciaseuno di essi:

3 5 1. 2(n—1) _ 0
p=3z> =z p=r5 Ossia p== "o per n=4, 6, 12.

Sostituendo questa espressione di R"(2) nella (2) si ottiene la equazione diffe-
renziale lineare del terzo ordine seguente:

d2z dzz de 1
3 hetia 2 N\ —
2(¢ 1)6”3—|-9t dt2+(6 P’tdt 2pz—0.
Ora posto:
_fi 12 - 1 t
=1 BN T

la equazione stessa divisa per 2(##—1) pud scriversi:

a3z d2z (dP

dz
RS

—017+2P2+4Q)7+2(%% +2PQle=0; ()

la z ciot ¢ eguale ad una forma quadratica (a coefficienti costanti) di due
integrali particolari v,, v, della equazione differenziale lineare del secondo
ordine:

av dv .
°v pbd — )
daz+Pdt+Qv 0. (5)
2.° Pel valore di P risultando:
{pat
e = \/t?' -1

Annoli di Matematica, tomo X. 14
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se supponiamo z==v,v, ed indichiamo con Z(t) Iintegrale :

20)= f VeE—1

si hanno per gli integrali particolari v,, v, i valori:
. scz 1540
v=\z-¢ ) 02=Vz-e
essendo C una costante. L'integrale Z trasformasi per la relazione (1) nel
seguente:

=f ¢ vi?m

ciod le v,, v, sono evidentemente, nei tre casi, funzioni algebriche di z.
La equazione differenziale (5) trasformata assumendo come variabile la 2 da:

dz l I (z) dv 1 b

nella quale ¢, ; hanno i valori corrispondenti sopra indicati. Ora dalla 2 =v,v,
e dai valori di v,, v, in funzione di 2 si hanno le:

d v

L=v g 7 ‘cu
G, g, e
Vi) de  lda
dalle quali si ottiene la:

dey d’b‘z_ L 2
20 G =R E— O

. . . . 2y
Ma differenziando di nuovo la prima delle superiori e sostituendo alle %:

% i valori dati dalla (6) si ha facilmente per quest’ultima che:

C*=R—2R + otz

equazione la quale differenziata rispetto a 2z riconduce alla (3).
11 valore della espressione B— 2R’ trovasi essere nei tre casi:

[} — e el 2
1. R—zR Ta etz



del tetraedro, dell’ ottaedro e dell’ icosaedro. 107

’ 9 ]. 5
2.° R——zR=Eb—-2--ptz2
: By AP
3. R——dR-—%c 5pi2
nelle quali p ha i valori corrispondenti a ciascuno di essi. I valori di C sa-
ranno quindi:
_ V8 _3v 3
o=, ¢=2y, o=iv

3.° Passiamo ora alla determinazione dei tre valori di Z in funzione di
2. Nel primo caso posto:

o= [1YaR— (az*+2)\3]
si ottiene:

Z=%logw

quindi pel primo dei valori di C si avranno le:

1

-1
1 4

’01=\/5-m ’ 1)2=\/;-w
Ma evidentemente :
2
oo 2
22

essendo

o(c) = w’lza [VI = Fa2") +ie\T—=s(1 F a2

posto ¢=\—1 ed indicando con ¢ una radice cubica immaginaria della unith.
E siccome posto:

Y(@)= {/‘5—@? [VT=F( F o)~ ieVT—: (L Fa )]

si ha che:
()Y (e)=2*
sard:
1 ¥
[ z*
od infine:

by = VW; Vg = \/Wj
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Ponendo nelle funzioni ¢, ¢ in Juogo di 14-a2® la £ si otterranno altresi i
valori di v,, v, in funzione di ¢
Si noti che pel valore superiore di » si ha tosto la:

@)j—v§=——2—>£i(azg+2)

da cui: B
Sy ©) =0i+2\/’§-v27;§—v;=—-4_g_i
e: )
(v, vz)\/§=x;—2\/5-1;31;;—-@;:_%;3.;5

essendosi posto ¢ in luogo di 14 a2t
Nel secondo caso posto:
v [PVE—E)
si ottiene:
Z =g3,—glogm

quindi pel valore di C:
(N g
= (—'J (2')) ' Py — (—LIJ (Z))

z z
nelle quali
(&)= = VR—D), 4(2) =5 VRV
Si osservi che essendo:
(U= @)= H=— 4\

() + §(2) = = (02" + 8D)

si hanno le:
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26

posto # in luogo di < b i quest’ ultima, e rammentando nella prima essere

ab? ==-247- Supponendo inoltre:
A=1—\T—F, B=1+\I—¢

1 valori di v,, v, espressi in funzione di # sono:

T [\/5A3 BT —\edr +sB%]%

:i/;_[\/eﬁ 1Byt \ et +EB%J.2
a

Infine pel terzo caso, posto*

Vi=— 55—

) ==

. [4 52z R————l-bzs——‘z.B?cJ
s1 ottiene:

per la quale e pel corrispondente valore di C:
A R
1)1='\/z_-m‘°, 02:\/z-w 10
od indicando con ¢(2), ¢(2) le funzioni:

o(e)= [452\/R—llbz6—2.5zc]

20
¢(z)=ib[4 5o R 42+ bar 4 2.5 ]

—paf, ot
! * 2

Anche in questo caso essendo:

#(2)4(5) =27, so(z>—¢(z>=-l—[nbzﬁ+2.53c]

si hanno le:

Z(z)—{—qﬂ(z)— [123az‘2+11 52b 2t 4 bi¢]
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si deducono le:
J (s, ”2)=”1”2(”io+11@ivg_v;0)=—2'53%=—5-—5-33
\/12a3
TS oy o)== — [0+ 09 — 228002 (0 — ) 404000 = — 1,

4.° Le tre funzioni A(v,, v,) trovate sopra sono gli hessiani delle corri-
spondenti forme binarie f(v,, v;). Ora importa qui osservare che le tre forme
f(v,, v,) sono costanti e che per ciascuna di esse si hanno le:

a 5 13
1. =33
9.2 I=——33-42-}7i;
3.2 =1L

essendosi posto J= {2

5.° Se nella terza delle espressioni ¢ del § 1.° si pone az—f-;- sicche la

corrispondente funzione f(v,, v.) diventa eguale a —1, si hanno le
h3

1
=—> C—= -

6 12

¢ ponendo Hz*==v si deduce dalla espressione stessa la equazione:
V4102 — 128y 5=0

vale a dire una equazione Jacobiana del sesto grado per la trasformazione di

quinto ordine delle funzioni ellittiche. Se nella equazione stessa supponesi:

4 (1—T2-L 7408
— f
I=t Y FA k'

s1 ha:

essendo p il moltiplicatore, %, & 1 moduli. La radice quadrata di una radice
qualsivoglia di quella equazione Jacobiana soddisfera quindi la equaziome dif-
ferenziale lineare del terzo ordine (4).
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IL

1.° Posto I=1* la equazione differenziale lineare del secondo ordine della
quale ci siamo occupati nel capitolo precedente, si trasforma nella:

d2v dv
A S

posto:

1 4—71 1 1

=t Q=T

6 I(1—1) 72 P TA=1)
Siccome & noto, la equazione superiore & una equazione differenziale ipergeo-
metrica, ciod 1 suol integrali particolari possono esprimersi per mezzo di serie
ipergeometriche.

La forma generale di queste equazioni & la:

dzy 1—1—(2—1—\:)5@_1(1—‘7\——\;)2—“2 .

dae E1—¥) g1 g V=0
¢ da essa si deduce la (1) supponendo:
1 2 1 1
y=v, I=£, =-3—, H:-—\/——E-()i_——, y:.g_.
Si ponga ora in quest’ultima:
, _C—bx—a
L gy @)
la equazione stessa si trasformerd nella:
y'+py+qy=0 ®)
,_dy . d*y
dove ¥ =d—ia Y=g ¢

(4)

)= (1-—7\—\:)2——{1.2[ A (b— ey (2b-~c-—a)(c-—a)__(b-a)2]

44 (x—-b)2+ T—a + z—b z—c¢
essendo A=(b—c)(c— a)(a—-b).

Ci proponiamo in questo capitolo di determinare i valori delle 2, p, »; «a,
b, ¢ pei quali le due equazioni differenziali (1) (3) si trasformano V'una nel-
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Paltra, ossia pei quali un integrale particolare y della seconda si possa de-
durre dal corrispondente integrale particolare v della prima per mezzo della
relazione :

Y =1

essendo w una funzione di @; colla condizione che la I sia una funzione ra-
zionale di 2.

2.° Derivando la equazione y=wv due volte rispetto ad z e sostituendo
i valori di %, 4, 4" nella (3) si ottiene una equazione differenziale la quale
dovendo coincidere colla (1) conduce alle due relazioni:

PI12=III+(2%+]?)I/

!
w

’2—_3’1 Z
QI*=——+p-+4-

w
La prima di queste da tosto:
—{par D e—fpdf

e A==
g

le costanti D, C essendo quelle delle due relazioni:

—y —~De—jpdw v d—vi—-v dvs ——Oe-jpdl
Yoy 1 — Y 1Y 2= y 2 77 LIT S

Pel valore di P si avra quindi:

I D c—j "2 D 5)
T O Ry S .
13\/1———1 (J w (/ (A
posto:
~ 4 s
W=—=ne

La seconda relazione per questo valore di w diventa:

iy @log dlog+\? 1
QI°%= | 30

dx?

essendo

1
H—2g—3p'~p
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e se in essa si pone per @ il suo valore e per I’ il valore dato dalla pre-
cedente, si giunge alla:

L 72(C* d2logn dlogrn\® 1
3 — A ot
I e D2 4[ da? +( dx )+2H]'

Questa espressione per I dimostra che la condizione posta dover essere I una
funzione razionale di & esige sia #** una funzione razionale; percid ponendo:

7't = ¢(z)
sard (z) una funzione razionale di z, e si avra:
T=04(@)0(a) (6)
nella quale:
Cz \3 dzlog dlogd\2
a:(m), o) =12 2% +( e ) T21I. )

D’altra parte dalla equazione (5) si deduce la:

I DI 1

IG=1) C% Vo' ®

se quindi da quest’ultima e dalla (6) si elimina la I si otterrd fra le ¢, p, ¢
la relazione:

2p0[34 0"+ 0] =y (1 — oy’ ©®)
Le espressioni (4) di p, ¢ danno pel valore di I la:
_ 1 M(z)
T2 ¢ (w)

nella quale:
p@=@E—a)(x—0b)(—0)
ed:
M(@)=3(1—2x)(a—b)(a—c)(x—b)(x —c)

il segno sommatorio indicando la somma di tre termini formati analogamente
al primo. Ora se nella (8) poniamo & in luogo di I ritenendo per £ il valore
(2) si ottiene:

(b—cVb—a)(x—c)(z—a)

o?

O=—2p

Annali di Matematica, tomo X, 15
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e quindi:
32(a—b)(a—c)+ 35(?)——6)(?)—0&)_!_ 27(0——-@)(0—-7))]

“—u T —b z—¢

@—WH:l[
¢

allorquando nel valore di II si sostituiscono a A, g, v 1 valori corrispondenti
ad I=1%. Quest'ultima equazione dimostra dover essere:

Ye) =@ —ay @ — b —o
posto =4, f=05, y=3.

Assumendo in generale questa espressione per ¢(z) colla condizione che le
o, (3, y sieno numeri interi, positivi, s1 avra:

d2logy dlogv\*  Lix)
12 dat +( dx ) )
essendo:
L(x)=24¢3fy(x—a)— 22(12 — a)(z — b)*(x — ¢)*;
inoltre indicando con ¥(z) ed N(x) le due espressioni:
Y ()= L(z) + 36 M(x)
W)= m oo U

si avranno per le (6) (9):

J— r\ ‘13(():.)
T=d55 (10)
200[35 0V —WE(6—a) (@ — D)z — )2 =N — W (11)

nella seconda delle quali supponendo ciascuna delle «, £, y non maggiori del
numero 6, 'uno e 1'altro membro sono funzioni intiere di 2.
Si avra infine:

w=(x—a)" (x— D) (x—c)" (12)
posto:
1 1 N 1
nm g 61—, fi=[a— 6043,  p=agli—60—).

Nelle ipotesi sopra espresse le equazioni (10), (12) risolvono adunque il pro-
blema che abbiamo di mira, mentre la equazione (11) considerata siccome
equazione identica stabilisce le necessarie condizioni alle quali devono soddisfare
le a, B, 75 & u, »; a, b, c.
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3.° La espressione W(x) & in generale un polinomio del 4° grado, percid
il primo membro della equazione (11) sard del 12° grado, come pure sara del
12" grado il secondo termine del secondo membro. Il primo termine del me-
desimo non potendo essere di grado superiore a 12 dovra quindi verificarsi la:

g=a-+B-+y mnon <6.
Supponiamo g>>6; eguagliando i coefficienti di #!* nei due membri della equa-
zione (11) si ha:
2p9°(g — 6 (9 — 12y =—g°(9 — 127
la quale rammentando essere:

_ 2(n—1) . 5
T per n=4, 6, 12

¢ soddisfatta nel due casi;

g=12, g=12

7n—1

(13)

e siccome supponendo ¢==6, dal confronto di quei coefficienti si otterrebbe
per ¢ un valore numerico costante, il che evidentemente non pud sussistere,
possiamo concludere che 1 soli valori di g a considerarsi sono i due superiori (13).

4.° Se nel valore di W(z) si sostituiscono in luogo di = le @, b, ¢ si

ottengono le:

7

W (a) = [36 (1 — %) — (12 — o)](a — b)2(a — c)*
V() =[36(1 —p)— L2 —E)](b — ) (b —ay
W(e)=[36(1—")—y(12—p)(c—a)(c— by

e siccome operando la stessa sostituzione nella equazione di condizione (11)
s1 hanno:

U(a)=0 oppure W(a)+2p(6—a)(@—0bP(@—c)=0

¢ le analoghe; dovranno sussistere fra le A, u, v; «, 8, v le seguenti relazioni:

66—z n 6—u
A= 5 oppure l“n-—z 5
_6—B _on 6—B
= ? =026 (14)
V:G———T‘Z » = " 6_.}/
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per n=4, 6, 12. Da queste relazioni, considerando che per la natura del
problema le X, y, v devono essere frazioni numeriche minori dell’units, si
deduce tosto che le «, 8, 7 non possono avere valori maggiori di cinque o
minori di due.

5. Consideriamo dapprima il caso in cui:

g==u + s + 7= 12.
Il polinomio W(x) si riduce al secondo grado, risultando in questo caso:
Lx)=—p87b—cp(x—aP—yalc—a)@®—b¢—af(a—>by{r—c)

e ciascun membro della (11) diventa del sesto grado.

Si noti che le «, 8, 7 possono permutarsi nei valori di I, w, senza alterare
i valori stessi, purchd si faccia subire la stessa permutazione alle «, b, c; le
condizioni trovate sopra per o, £, » non possono percid dar luogo in questo
caso che alle tre combinazioni:

w=4, =B, y=3
a=4, =4, y=4 (15)
a=5, f=5b, ;=2

La espressione W(x) essendo del secondo grado, non possono essere insieme
V(a)=0, ¥(b)=0, ¥(c)=0. Supponiamo dapprima sieno nulli due fra quei
valori, per esempio:
Y (a)=0, Y(e)=0
si avranno le:
_G—= n 6—2 o b—y

)\ - 2 =

6

? y =

n—2 b6 6
per le quali il valore di ¥(z) diventa:
V() = — 206 — £ (b — ) (b — a) (& — )& — 0. (16)

I valori di I, w sono in questo caso:

T=—83(6—pPl—op b —ap E=DLZD gy

e la equazione di condizione (11) si riduce alla:

82 (6-B)AB-a)(b-o)[(x~3)(a-b)(z~c)+(;-8) (b -c)(x- a)]=(-x-_-“—%;5)—q; (17

essendo come precedentemente A=(b—c)(c— a)(¢ —b).
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La 1.* combinazione «=4, f==>5, y=23 conduce alla:

c—bx—a
I C~—a £—0

ossia alla T=£&, come doveva essere per quanto si & veduto nel § 2.%; e la
combinazione a=4, f=4, y=4 da per I il valore:

T4 (b——c)(b——~a)' (x~—c)(x——-a‘).
(—cf @—0p

La terza combinazione (15) non pud sussistere nel caso attuale, come provasi
sostituendo per «, f, y questi valori nella (17).
Se suppongonsi invece:
Y()y=0  ¥({)=0
vale a dire si permutano le &, ¢; 8, y; ., v; sono:

)xﬁ“l 6-—0 n 6—vy

6 2 W=

M =

6 YRR T 6

e si ha per la (12):

6—y

v e b{r—2)
T le—0b

e permutando le g, y; b, ¢ nel valore superiore (16) di ¥ si otterra:
V(@)=—2p6—yr(c—0)c—a)r—0)(x—a)

ed analogamente per la (17). Si giungerd cosl ai due valori di I corrispon-
denti alle prime due combinazioni (15), nelle quali si permutino le 5, y; ciod

I=b-_c r—a. I=_4(c-b)(c——a).(x~—b)(x—~a)
b—a x—¢ (a—0)? (z—c)p?

non potendo sussistere anche nel caso attuale la terza combinazione (15).
Riassumendo si ha che supponendo eguali a zero due fra i valori di W(z)
corrispondenti ad z=¢, £=>, x=c si presentano i seguenti risultati:

per a=4, g=>5, 7==3

1 7

ol

=3 =t n—2)’

yem L
)

si hanno:
c—bx—a

y:v’ I:.: =E

C—u X—0b
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e
ga==4, =4, y=4
Per A_l —-—-1— i ”n
[t=3> p=3 =35y
80no :
1
. 3{n—2) _ _____ AV z
y— L , I=—4(C b)(c. a)(z b){x‘ a):_ 4.: .
z—b (a-—bj? (x—1c)% (1-—¢p

Negli altri due casi le p, v si permutano, i valori di I si ottengono dai su-

z
e i

periori cambiando la £ in P—

e nell'uno & y=wv, nell’altro:

1
- 6)6(71—2_)

Y= Z
Y=\z—0
Passiamo a considerare il caso in cul una sola delle funzioni ¥(x) corrispon-
denti ad x=a, b, ¢ sia nulla. Supponiamo sia:
¥(c)=0

v.

sl hanno le:

n 6—2 n 6—0 6 —
s [J.=

)=
n—2 6

ed il valore di ¥(x):
W (5)=—2p(b—a) (s — ) R()
essendo :
R(#) = (6 — B (b— ) (x — &) + (6 — ot (e — ) (e — b)
Sieno a=4, £=05, y==3 la equazione di condizione (11) si riduce alla:
8.27-02Ah—c)(a—1y=1
per la quale alle:

7 7 1
T e ¥
3(1?,——--2)5 . 6(%——-2)’ 2

% ==

corrispondono i valori:
1 a—2b [(0—o(@—a)F4lc—a)@—bF 1 (I—4)
27 (c—a)(c— by (z—a)(x—1b) TR
1

z—a 3{(n—2)
Y = .

z b

I=
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In secondo luogo supponendo a=>5, f=05, y=2 si hanno le:
y P . n 2
hb’(n——Z)’ H—6(n——2)’
ed i valori:
Joo L (G—ap  (z—er 1 (1—ip
4 (c—a)y(c—b)(x—a)(x—0b) 4 3
1

B—2)
T v
y z—70 )

Infine ponendo «=3, 8=5, y=4 e permutando le @, ¢ si ottengono per:

3 == . "% . 7%

T3 P Sm—n YT I—2)
le:
Je 1 b—c (—a)[0—a(z—a)-+8la—c)z—b) 1 {(EF8p
T 4 (a—c)a— ) (z—b)(x—c)? T4 =@y

1
x
@/a{;g:z) v.

Le altre due combinazioni a==f—y—=4; =2, 8=D5, y=">0 essendo escluse
per la sussistenza della (11) non si hanno a considerare altri casi nella ipotesi
che una sola delle W(a), V(b), ¥(c) sia nulla.

Supponiamo da ultimo che nessuna di queste funzioni sia eguale a zero;
si avranno allora le:

Tu—2 6

n 6—u w60 B Gy
» ()-“ o —— == RS

TTp—2 6 Tu2 e

Y= —2,[2 8y (B — e (x—a) -+ 36 S (a—~b)a— )z —b)(z—c)].

Se o =f=7y=4 si ottengono cosi le:

5 — 7 . ) . 1] _
Tim—2 YT Eh—2 "Tim—2)
ed:
gt 1 [e=Ue—0@—hE—0+b—0q*lz—aps 4 (1—E4-22p
97 At(c—aup (z—a)(z— byp(z—cp T e(l—qp

1

_ (x——a)(x-«c) 3n—2}
y"[ @—0p }

-
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L’altra combinazione a=pf=2>5, y=2 da luogo alle:

I _ 2n

T ET m—2) T im—29)
7= 1 1 [16(c—a)(c-b)(z—a)(z-b) +(a=b)2(z-c)2]® _ 1 (1+14% 4523
T 497 A(b-a) (z—a)(z—b)(z—c)t T427T T E(1-E)

1
[(x —a)(z— c\“]ﬂ(ﬂ—mv
(x—b)p ’
La supposizione o =4, 8=>5, y=3 non & sussistente in questo caso come si
dimostra tosto colla equazione di condizione (11).
Riassumendo 1 risultati di questo paragrafo possiamo concludere che allor-
quando sia:

ot-f+y=12

1.° Se due dei valori di ¥(x) corrispondenti ad =a, b, ¢ sono nulli
possono essere:

o=, p=5, /=
aT==ay g=4, y=4
e quindi:
R 1 7 1
=30 = —2) )
L1 ” 1
=30 FT3n—9’ T F

2.° Se uno solo dei suddetti valori & nullo, possono essere:
d:—'—4, 5257 '/=3 Oppure a=3’ ﬁ=5’ 7=4
«=05, p=5, 7=2

per le quali:

5 7 o m ,—L
“3mn—2) P=5m—2) 2
oppure
__" " .
“2m—2 T Em—2) =3
A ” —__ V—‘g‘
=tm—29) Y tm—g)’ 3
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5

3.° Infine se nessuno di quei valori & nullo: sussistono le:
a=4, =4, =4
oL == Ei, [3 == E} y 7= 53
ed In conseguenza:

7% 7 "

7‘:3(93—2)’ P=3h—) TS Em—2)

5 T . 7w Y 2n
TEm—2) T Ew—2) T 3n—2)

Devesi notare che il primo gruppo di valori delle %, p, » soddisfa alla:

7n—29

A4

! \:'_-'..l
P

il secondo alla:

12"2R+4?-2g+y=1

n 12

ed 1l terzo alla:
Abpfv=1

Nelle ipotesi di n=4, 6 alcuni fra 1 valori superiori di 2, p1, » devono esclu-
dersi se i valori stessi si sottopongono alla condizione di essere minori del-
I’ unita.

6.” Esaurito cosl i} caso di g=12 passiamo a considerare I'altro pel quale,
come si ¢ dimostrato, si ha:

g—atpty=1221

Nel medesimo W(z) essendo del quarto grado, potranno essere insieme:

V(a)=0, v(b)=0, V({c)=0
e quindi:

G—o 6—f 6—v
> = .

A=

Il valore di W(z) diventa cosl:
V(x)==(Adz-+ B)o(x)
essendo:

=—9(12—9), B=(12—9lg—22)a+(g—28)b+(—27)]

Annali di Matematica, tomo X, 16
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e equazione di condizione (11) si trasforma nella:

9p0[3 4 g— (42 + B)SB—a) (@ — )z — )] =2 —dg(Az 4 By

(?2

. c AT 2 . . . s
nella quale il grado di N & 9—(”-—;3;2: e percid sempre superiore a 6. Si pud
quindi supporre sia per m=4 che per n =6 oppure n=12 che una almeno
delle «, f3, 7, per esempio la y sia eguale a 3; 1'equazione di condizione su-

periore diventa allora divisibile per x—c¢ e si ha:

200z —0) BA(E—a) (e —b) — (Ao + BB —a) (@ —8) + (3 — £z — )]} =

d—a)(x—b)(4z+ B).

RGN

Sia n=4, dovra essere «+ F=6 quindi #=£=3 oppure a =4, 3=2. Nel
primo caso I'equazione di condizione si riduce alla:

3.9t 0c(r) =149 03z —a—b—c)
la quale & soddisfatta se:

-+t ct=bect+catab

3.9 9a(b—cpd-ble—ayp+cla—by]=1.

Si avranno cosi le:

B

A:(J.:f/::

1 (3z—a—0b-—c)3 v

_ga(b»——c)g—f—b(c——a)z_!_c(a——[,)z’ yz(x_],)‘?(

T—

In sccondo luogo supponendo «=4, fF==2; l'equazione di condizione conduce
alle:
a—40+3c=0, 12.94.0(b—cp=1

e percid:

—_— — 2
s il il P S L
(z—0)

(b—c)?

Per n=20, essendo «-£="T potranno essere 2=4, f=3; a=2>5, f=2. Nel
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primo caso la equazione di condizione condurrd ad una relazione fra le a, D,
¢ ed alla determinazione del valore di d; e ciod:

B
T 4-27T-Qa—b—o)V’

8(a—b)la—c)+27(b—cyp=0, )

e 81 avranno le:

)_l __v__l I___5-42 {(r—a)(bx—a—2b—2¢)?
T3 BTy RS (Za—b—c)
v
Y= T
(z—D)

Il secondo caso «=15, B=2 non pud sussistere; ma devesi inoltre considerare
la combinazione a=f=4, y=2 per la quale sono:

20.—@-—-—-6:0‘, )‘=H:‘

o)
-
I
oo

ed:

I:: o— 4,3 . .(1—————-.._.«..__0\)@(%) 5 —_ v 7
(a—0)t (w—1by
Infine se n=12 e quindi g=11 si hanno dapprima «=4, B=4, y=3 ¢

e qe . 1 1 1 . . . .

uindi A= —» p==, v==—- Anche in questo caso si ha una equazione di

q ; ; q q
3 S 2

condizione fra le a, b, ¢, ciod la:
135(c—a)(c—b)+ 64(a — 20 =0

e saranno:

ﬁg (z—a)(x—b)(11z—3a—30—5¢)s v
=5 (2c—z—1b) Y= [
(z—Db)"*

Le altre combinazioni devono essere escluse.

Supponiamo in secondo luogo che due fra i valori di W(#) corrispondenti
ad z==a, b, ¢ sieno nulli; sieno ciod:

V{a)=0, ¥()=0

e quindi:
6—o n 6—p8 6—y

k- sy e

y p— : —
6 b= 376 6

I valore di W(z) sara:
¥ (z)= (2~ a)(z— ) R e)



124 Brioschi: Sulle equazioni differenziali

indicando E(z) il polinomio:
E@)=(12-g)@-b)[-ga+(g-20)a+(9-26)b +(9-2y)c] -2£(6 - B} (b-a)(b-c)
e la equazione di condizione si trasformerd nella:
200878 - B[(3-a)(w-b)(w-0) + (6~ F)(@—c)(3-0) + (B-7) (- a) (-] =
=m)-§\£7—‘_0)—2~8(x—a)(m—0)1‘33.
Suppongasi ora dapprima y=2, posto in quest’ultima x=¢, vedesi tosto dover
essere R(c)=0, e quindi:

(12— g)llg —2a)a+(g—26)b—4e] + 266 — pFp—a)=0  (18)
relazione lineare fra le a, b, ¢ che deve verificarsi pei tre valori di n; ed il
valore di ¥ (r) diventa:

¥ (z) = — [§(12 — )z — 1)+ 246 — £y (b — )]z — @) (2 — o
Sia n=12 quindi g=11, sard «=4, =5 da cui:

2

1
s (j:—:’ Y= —
1)

)_1
T 3

Fra le a, b, ¢ dovrd sussistere la relazione (18) ossia la:

1604-9b—25¢=0 (19)
ed 1l valore di Li(z) sara:

11 (.

R(ac)——:—za[o?(x—b)—} b—al(z—c).

Posto questo valore nella equazione di condizione questa risulterd dapprima
nuovamente divisibile per (z —c),, ed avendo riguardo alla (19) la equazione
stessa &l riduce alla:

—3
T1-30-43

510

d(a—10y=1

per la quale si avrd:

5 (z—a)(x— )220 —a—2412
5643 (b—b)® (w-—0)

ed:
1
?/_—_.- T IR

s AE
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Sieno in secondo luogo per #=12

=4,  f—4, =3 equndi A=1, u=2, =]
si ha:
R(r)=(@—b)(— 115+30+3b+50)— 2 b —a)(b—0)

¢ posto questo valore nella equazione di condizione si ottengono da essa le
due sole relazioni:
640 —18964+125¢=0
-3

83.43.7

@by =1

<)
per le quali:

1 [B3(z—0)(20e—a—240)—44(a—0D2 3 (x—a)
WERT b—ap(z— D)

I:: BE:

1=

ed 7 come pel caso precedente.

Suppongasi ora un solo valore di ¥'(z) per x=a, b, ¢ cguale a zero. Sia
Y (a)=0 ed in conseguenza:
6—= n 6—0 n G6—vy

— = — > y== -
6 n—2 6 n—3 0

A==

sara:
V(@) =(z—a)R(@)
essendo:
Br)=(12—g@—b)@E—0o[—g2+(g—2a)a+(g—26)b+(g—27)c] —
—2p(0—0[6—=E0—a)(z—)— (6 =) (c—a)(z—10)].
La equazione di condizione (11) diventerd in questo caso:
203 3¢ B - R[B-o)(@-0)(@~0) + (6 -F)(x-)(x~0a) + (6 - ) (&~ a) (x-B)]
N 3
='(Tx—_—c'5-2—é\(x—a).R .
Ora se poniamo nella medesima:
a=4, =4, 7=3
e quindi:
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si ha facilmente che allorquando sieno:
504270 —32¢==0

—3
33.47.11
A5

3(0—-[?)5:1

la equazione stessa & soddisfatta. Supponendo quindi che fra le @, b, ¢ sussista
'equazione lineare superiore si hanno le:

_ 1 (x-a)[25(5z+6b-11c)(x—b)(z—c)~(b—c)*(1152~243D +128¢)]
53.47.54 (b—cp(x-b2(z~c)

. (x__c)3 6_10 ’
?/_[(»v——bﬁ] v

Cosl se:

dalle quali:

si ottiene la relazione lineare:
80a-+b—81lc=0
che insieme colla:
524071 d(a—cp=1
rendono soddisfatta I’equazione di condizione, e si avranno le:

I 1 (x—a)[(z—16a-+15¢)*—5-27 (¢ —a)(x—c)*}*
T 4.0 (z—b)(x—c)

1

o (.97‘—(/')4 7“67,
y= (x—0bp | "

Infine se:
SONo

1 2
’ =52 YR

'equazione di condizione conduce alle:
25a4-+2b—21¢c=0

2.3 4. Tlo(a—cp=1



del tetraedro, dell’ oftaedro e dell’ icosaedro. 127

per le quali:

1 (z—ap[(z—cP—14(c—a)(z—c)+ 25 (c—a)2?

I=55m (c—ay(z—1b)(z—c)

(z— )2
Y= v.
=
Assumendo per & il valore (2) come precedentemente si otterranno cosi fra le
I ¢ % le seguenti relazioni:

e )\—l _-_1_ v——z
I)I' ——39 y-—i.)a J——3
27 E(1—Epr(198—3%)
T T (EfIoR
or gl 2 1
per -—g) {J.-—g) v——§
2
I— £[4.272—7.13.27.E—7.83]3
o (18Y¢—04 )5
o 2 3
pel == 9 !J‘:g, y=.g
[ L E[T—be07.leg 523 b
4 - D4 (1—&p(B+278)s
, 1 1 4
PeI‘ =-3-7 p___g, Vzg
I 1 E[EP—6-52-11-8243.59.71.£4-2.43. 4]
4-5° (1—8E)(E--80p
infine
y 2 1 2
peI‘ —;3) [}-—_—5—7 V"———g'
[ L E[2—16.17-24.8.55)

VeSSV

Notiamo da ultimo che se nessuno dei valori di ¥ (x) corrispondenti ad z = a,
h, ¢ & nullo, non sussistono valori di «, 3, y e percid di X, p, v che soddisfino
I'equazione di condizione (11).
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IIL.

1.° Indicando con f(ys, ¥,) la forma binaria che si ottiene sostituendo
le %, v, alle v,, v, nelle forme considerate al capo I, rammentando essere
y=12wv sl ha:

Sy yo) =wmfvy, ©s)

per n=4, 6, 12; ed essendo f(v, v,) nei tre casi eguali ad una costante G,
sard:

Sy, yo) = Gur

nella quale w ha il valore (12).

Cost dalla equazione (5) del precedente capitolo, osservando essere 2= ()
si ottiene la:
dx

V@ —ay" (s —byfz—o)/

ar
13'\/1 — 1

|9

o

e quindi per ciascuno dei valori di «, f3, y sopra considerati si hanno le cor-
rispondenti relazioni fra I ed x che riducono alle funzioni ellittiche il tra-
scendente del secondo membro.

Infine dai valori di % o dalle relazioni trovate fra ¥ e v si ottengono gli
integrali delle varie equazioni differenziali lineari del secondo ordine della
forma (3), supposti noti gli integrali particolari v, v, di cui i valori furono
dati nel capitolo I

Queste equazioni differenziali sono quelle che denominiamo del tetraedro,
dell’ottacdro e dell’icosaedro secondo che n=4, 6, 12 per le relazioni sco-
perte dal prof. Scnwarz fra le medesime e gli indicati corpi regolari nella sua
importante Memoria: Ueber diejenigen Fille, in welchen die Gaussische hyper-
geometrische Reilie eine algebraische Function ihres vierten Ilementes dar-
stellt (Journal fiir die Mathematik, Bd. 75). Si possono altresl consultare in-
torno all’argomento le interessanti ricerche del prof. Kirin pubblicate nei
Mathematische Annalen, Bd. 11, 12; ed una mia Nota nello stesso periodico
inserta nel volume XL

Scttembre, 1880,
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