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Zur Theorie der Moduln und Ideale.

Von

E. Lasker in New-York.

Kapitel I

Eliminationssitze.

1. Es sollen im folgenden einige Sitze iiber Systeme von Formen
bewiesen werden, deren Resultante nicht verschwindet. Neben den
Satzen I, II, III, welche neu und fiir vielerlei Anwendungen der vor-
liegenden Untersuchung von Bedeutung sind, sind einige S#tze, vorndmlich
Satz IV und V, aufgestellt, die bereits bekannt und Gegenstand strengster
Forschung gewesen sind. Dies konnte befremden und bedarf daher der
Erliuterung. In zwei spiteren Kapiteln (nimlich III und IV) werden
die Grundlagen der Untersuchung, wie sie bis dorthin vorgeschritten ist,
erweitert werden, und zwar in der Weise, daB ganze Serien von Schliissen
aus den vorangehenden Kapiteln iibernommen werden kénnen. Es ist
daher zweckmiBig, die Beweise der bekannten Sitze von vornherein so
zu stellen, daB ihre Ubertragbarkeit auf die modifiuierenden Verhaltnisse
ohne weiteres einleuchtet. Dies geschieht, indem jene Beweise auf das
geringste MaB von Voraussetzungen gegriindet werden.

Die Voraussetzungen, von denen die folgende Untersuchung ausgeht,
mogen daher genau prizisiert werden. Sie sollen sich beschrinken auf

1) die formalen Grundgesetze der Algebra und Arithmetik,

2) den Irreduzibilititsbegriff der Formen,

3) den Zerlegungssatz der Formen in irreduzible Teiler,

4) den GauBschen Fundamentalsatz tber bindire Formen im
komplexen Zahlgebiete,

5) die Eigenschaften der Determinanten,

6) die Eigenschaften der Resultante zweier binirer Formen,

7) die Theorie der symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer
Gleichung beliebigen Grades.
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Dazu sollen noch einige funktionentheoretische Begriffe und Sitze
treten, die sich auf Konvergenzbetrachtungen und Grenziiberginge ein-
facher Art zuriickfithren lassen.

Obwohl die Mittel der Untersuchung auf diese Weise sehr beschriinkte
sein sollen, so wird doch die Notation und Symbolik der neueren Mathe-
matik, z B. der Invariantentheorie, benutzt werden. Es ist dies keine
Inkonsequenz, da diese Notationen und Symbole keinerlei Sitze anderer
Art als die angefiihrten voraussetzen, ja in ihrer Mehrheit auf rein arith-
metische Folgerungen aus den Rechnungsgesetzen der Algebra sich stiitzen.

2. Zunichst geben wir in knappen Worten den Ideengang des Nach-
weises der folgenden Tatsachen: Sind 2y, - - -, 2, m Variable, f;,-- -, f;, - -
homogene Formen derselben, wird ein bestimmtes Wertsystem der Pro-
portionen 2, : 2, : - - - : z,, ,Punkt® genannt, so haben, wenn die Koeffizienten

m

der £, - - -, f,, unbestimmt sind, die Gleichungen

i=0, - fw=0
keinen Punkt gemein. Dagegen haben # — 1 solcher Gleichungen immer
zum mindesten einen Punkt gemein. f, =0, ..., f, =0 haben nur dann
und immer dann einen Punkt gemein, wenn die Koeffizienten eine be-
stimmte Relation erfiilllen. Dieselbe ist durch das Verschwinden einer
Invariante von f,, .-, f,, der Resultante, ausdriickbar. Wird die Re-
sultante von f,, .-, f,,, deren Koeffizienten Unbestimmte sind, mit R
bezeichnet und ist ! eine Linearform mit unbestimmten Koeffizienten, so
kann man immer eine positive ganze Zahl M und ganzzahlige Formen
Pyy 5 Py micht bloB der z,---, z,, sondern auch der unbestimmten
Koeffizienten von f;, - --, f,, und 7 finden, so da8 identisch
. R,lu=p1.f1+...+pmfm
1st.

Wir erweisen die Behauptung durch Induktion, von m — 1 Variablen
auf m Variable schlieBend. Jene Sitze sind nach dem oben Gesagten
bereits als erwiesen angenommen fiir m — 2. Machen wir nun die An-
nahme, daB sie fiir m — 1 Variable richtig seien, und betrachten wir
irgend eine der m Variablen, z. B. z,, als unbestimmte Linearform der
librigen Variablen, sie etwa = ya, setzend. Alsdann sind

f;.) t Im-1
m — 1 Formen der m — 1 Variablen z,,---, z,,_,, deren Koeffizienten
Polynome von % mit unbestimmten Koeffizienten sind. Die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen
f;=0 ist das Verschwinden der Resultante, die ein Polynom von 7 sein
wird, das von 4 nicht unabhingig sein kann, da ja in dem speziellen
Falle, wo die f; Linearformen oder Produkte von Linearformen sind, diese
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Resultantenform nicht von % unabhingig ist. Somit haben £, ---, f._;
in der Tat eine endliche Anzahl von Nullwerten gemein.

Bezeichnen wir die den gemeinsamen Punkten P, P,, ---, P, ent-
sprechenden Linearformen ebenfalls mit Py, - - -, P, und schreiben wir die
Linearinvariante zweier kontragredienter Formen F, ® derselben Ordnung
symbolisch F'>< ®, und bezeichnen wir mit g die Ordnung von f,, so
ist f,>< Pt fp>< P ---f,>P# dann und nur dann gleich Null, wenn
fi, - [m einen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Wert

fmx Pl'u ,me_P2p, "fmx'Paﬂ
ist eine Form der Unbestimmten von f}, -- -, f,,, wie jetzt zu zeigen ist.
©=2P -P,.-- P, ist eine Form der Unbestimmten von f;, -+ -, f,,_¢
und der kontragredienten Variabelen &,.---, &,  von z,,---,2,. Wir
konnen nimlich statt des Systems von Variablen

Zyy s Ty 1y Ty

das andere Lyy 91y, Y= 21371 +--- +§m37m einfiithren und fl, R
nach Potenzen dieser Variablen geordnet denken, wobei, weil ja

EnZn =Y — 62— - — & 1%p_y,
nur eine Potenz von £, als Nenner auftritt. Die Resultante B von
fis -y fm_y als Formen von z,,:--, z,_,, wenn y noch = yz, gesetzt
wird, ist nach der -Annahme des Induktionsschlusses eine Form der Koeffi-
zienten von f, - - -, f,_1, als Formen von z,, - - -, z,, betrachtet, von den
£, -, &, und von 5. R ist mit einem Nenner behaftet, der eine Potenz
von £, ist, und den wir einfach fortlassen. B =0, als Gleichung fiir g
betrachtet, definiert dann die Werte von #, fiir welche f; =0, ---, f,._, =0.
R ist nach dem GauBschen Fundamentalsatz als Produkt darstellbar, wo
jeder der Faktoren linear von 7 abhingt:

R=A(m—a)(n—ay)--- (1—a,),
nur einer derselben, A, von 4 nicht abhingt.

Ist nun Py=a,,:0,5:---:4,, ein den fi,---, £, , gemeinsamer
Nullpunkt, so muB einer der Linearfaktoren von R, z. B.  — a,, durch
das Einsetzen jener Werte von 2, - - -, z,, verschwinden.

nx, war =y =Ewx +---+ §,7,, somit ist

% — oy % =0,

m—1

wenn
Ty =gy Ly = Qg gy
Auch ist @, nur von den &,---, &, und den Koeffizienten von f,,---, f._,
abhingig. Also ist
§ray 4 + Lo+ -+ 8,0 =0 Gyy
d h
P =a,- O,1-
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Ebenso ist
P,=a,-a,,.
Aus R=A(n—ay)---(n—a,) folgt fir =0
(B)y=o=4a, - a5+ a,.
A wie (R),_, sind Formen der Unbestimmten von f;,---,f,_; und der
£, -, &, Es zeigt sich also, daB
PP Po=(§, +"'+§ma‘1,m)(g1a’2,1+"'+gma’2,m>”'=e

eine berechenbare Form der Unbestimmten von f;, - - -, f,_, und der £, ist.

Die P,,---, P, geniigen infolgedessen, wie wir nun zeigen werden,
einer Gleichung «** Ordnung, deren Koeffizienten rationale Formen der
Unbestimmten von f;,---,f,_; sind. Es sel p irgend eine Linearform
der z,,---,z, und bezeichne P,><p die Linearinvariante von P; und p.
Ist ferner ¢ irgend eine Form von kleinerer Ordnung als ©, so bezeichne

g><0
di¢ Polarform von g in bezug anf ©. Es ist dann identisch

P*XO=P xXp-Py<xp---P,>Xp,

2p® <0 P, P, P,
” == +-r i,
p°><0 Py><p Py><p P.><p
e~2
(n)gzl <0 _ PP PR ete.,
p¥><0 Po<p-Pyxp Pix<Xp-Pyx<p
mithin sind die « Werte
P;
H= Pi><p
Wurzeln der Gleichung
P <0 -H* —n-p*~ 1> 0 -H*" 4 (n),-p*~2< O -H*"?—...=0.

Die Grofe
mePlﬂ'meP;“'mePay
ist von den Wurzeln der obigen Gleichung in symmetrischer Weise ab-
hangig. Daher ist sie ein Polynom der XKoeffizienten jener Gleichung,
und, da sie von den &, - - -, £, unabhiingig ist, also ein Polynom der Un-
bestimmten von fi,---,f,. Sie liBt sich tbrigens berechnen, indem man
fir f,, Aronholdsche Symbole

Fi5¥e - 57
einfiihrt und obigen Wert symbolisch als
2(”ﬁ><P1‘fg><.P2‘ "?'iaxpa)

ansetzt, die Summation ausgedehnt iiber alle verschiedenen Permutationen
der 7,,---,7,. Man konnte auf diesem Wege auch eine Bekursionsformel
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gewinnen fir die Aronholdschen Symbole der Resultante von m Formen
und dhnlichen spéter einzufithrenden Bildungen.
Damit ist die Existenz der Resultantenform auBler Zweifel gestellt.

Es eriibrigh nur noch zu erweisen, daBl, wenn R die Resultante von m ge-
gebenen Formen u,,---,u, bezeichnet und ! eine gegebene Linearform
ist, eine Zahl M wund Formen a,,---,a, der z; wie der Koeffizienten
von u; existieren, so daB R- =au, + - -+ a,u,. Die genaue Aus-
fihrung dieses Beweises hat fiir uns wenig Wert, da spiterhin fiir ihn
keine Verallgemeinerung notig wird. Wir konnen daher auf das aus-
gezeichnete Buch von J. Konig verweisen, in dem der Beweis streng
durchgefithrt ist. Hier sei nur der Ideengang skizziert. Zunichst werde
durch fortgesetzte Elimination einzelner Variabler erwiesen, und zwar
am einfachsten bei Annahme nicht homogener Variabler, daB iiberhaupt
eine Form F' der Koeffizienten von w, .- -, w, existiert, fiir die es eine
Identitdt der obigen Gestalt

F=au+: --+a,u,
gibt. Alsdann erweise man die Irreduzibilitit der Form F, welche diése
Eigenschaft besitzt und von der niedrigsten Ordnung ist, und zwar ein-
fach dadurch, daB man im obigen die w, als Linearformen ihrer Koeffi-
zienten, die z,,- - -, z, aber als Parameter betrachtet, so da8 aus

G-H=au +- -+ a,u,

sogleich folgt entweder

G=>bu +---+b,u,
oder

He=cu, + -+ c,u,.
Schlieflich zeige man, daB F teilbar sein muB durch die Resultante von
Uy *+oy Uy, da Ja F'=0, wenn in irgend einem Punkte P=uz,:2,:---: 2,
die w, gleichzeitig verschwinden. Macht man dann durch Ansetzen von
l =1 die Beziechung R = a@,u, --- in den x; homogen, so folgt die Be-
hauptung.

Die Resultante ist offenbar, als Polynom der Koeffizienten irgend

einer der Formen w, betrachtet, in ein Produkt von Linearformen auf-
16sbar, wie sogleich aus der benutzten Identitit

R=fm>< Pll‘- ..mePa.“
ersichtlich 1st. Dieselbe Identitdt zeigt auch die Richtigkeit der Relation
Res. (un ry Upy g) * Res. (’“17 "oy Uy, b) = Res. (“1: Tty Uy g-k)
in leicht verstindlicher Schreibweise.

3. Wir erweisen nun
Satz L ,Sind u,, u, - - -, u, » Formen, wobei

hZ m,
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derart, daB die Resultante von u,---, u, und 7 — % lineare Formen mit
unbestimmten Koeffizienten nicht identisch verschwindet, und besteht eine
identische Beziehung

piUy + Pty + - - + P, =0,
wo die p;,- -+, p; Formen darstellen, so gibt es Formen ¢, ; derart, dab
identisch

9= 0,

%,;+ 4,:=0,

D= ;1% + GioUs + -+ Qi,h“h-“

Der Nachweis von Satz I wird zunichst erbracht werden fiir den
Fall b = m, spiter fir h <m. Der Beweis des genannten besonderen
Falles wird durch Induktion erbracht werden, und zwar indem wir den
Satz verifizieren, wenn s =m =2, und dann aus der vorausgesetzten
Richtigkeit des Satzes fiir einen Wert m = m’ die Richtigkeit des Satzes
auch fir den Wert m = m" + 1 erschlieBen.

Es sei also m = 2 und angenommen

Pytty + pug = 0.
Wenn die Resultante von «, und w, nicht verschwindet, so haben u, und

t, keine gemeinsamen Nullpunkte und folglich muB p, durch u,, p, durch
4, teilbar sein. Es sei

Dy =1u,-6,
also
Py =—1y - 0,
alsdann genfigt es ¢, , =0, ¢, , = — O zu setzen, um BSatz I fiir den Fall

h=m =2 zu verifizieren.

Es sei nun die Richtigkeit des Satzes angenommen, wenn k und m
den Wert m’ — 1 annehmen. Alsdann beweisen wir zunichst, dafl, wenn
b und m gleich m’ sind, aus einer Bezichung

Dyt - - +pm-—1um—-1 +.pm 1= 07
wo | eine Linearform ist, deren Resultante mit w,-- -, %,_, nicht ver-
schwindet, die Existenz von GroBen g¢,,q,, -+, ¢q,_, folgt derart, daB
P =l + @ty + -+ Gy Uy -
Zu diesem Zwecke wihlen wir irgend ein System von m — 1 Linear-

formen
llr Z27 Tt lm-—i:
deren Determinante mit 7 nicht verschwindet, und entwickeln die
Pis Doy s Py Uiy " "y Uy

nach Potenzprodukten der I, L, -, 7, , und & Indem wir dann noch
die von | unabhingigen Glieder absondern, konnen wir schreiben
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py=p +1- ?,
p=p+1-1",

Poet =Dy + 1Py,
up=u 41w,

7 1/ 4
u’m-—-i = u’m~—1 + l ' um—l’

Die p/ und u; sind hier also homogene Formen der 1, ---, 7, ,. Die

Relation
Pty + pptle + - -+ p, - 1=0

zerspaltet sich nach Einsetzung obiger Werte in die beiden anderen
P+ pyuy -+ pwlb—&"r;ﬂ =0
und )
P A o w” A+ oy + P -+, = 0.

Da nun nach der gemachten Voraussetzung der Satz I richtig ist im Be-
reiche von m — 1 Veréinderlichen, so folgt aus der vorletzten Relation die
Existenz von Formen g/, derart, daB fiir jeden Wert des Index i

P = Qi:1u1,+ Qi:2“2, +e
€t 4, =0,
qi:i = 0.
Danach ist der Wert von
P+ P u = QI:juj, Uy + 92:;'”';" Uy A
oder auch (da ¢+ ¢,/,=0)
= 2 Qz',, i (uj, uz'” — ui, uj”)
t=1,2,---m—1
J=1,2,--,m—1,
wo die Summation iiber alle Wertsysteme von ¢,j, in denen 7 <<j, aus-

zudehnen ist.

Nun war
’ 14
. wi + 1w =u,
sonach ist

r”

ww — w/u = u; - w” —w - u
und es zeigt sich somit aus der zweiten der obigen Relationen, daf
Formen ¢,,-- -, q,_,, fir welche p, =qu + -+ ¢, _(%,_, ist, wirk-
lich existieren.

Auch aus der Gleichung

Dty + Pty F o A Py Uy + Dy =0
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folgt die Existenz solcher Formen ¢. Denn nach dem, was eben bewiesen,
folgt zaum mindesten die Existenz von 7,7, -+, 7,_,, so daB
A P2 o o Y S ol r-1=0
und auf diese Beziehung 1i8t sich derselbe Schluf wiederum anwenden
und so immerfort.
Wir gehen nun zur urspriinglich gegebenen Beziehung zuriick:
Py + Doty + - - - + D, = 0.

Wir wihlen irgend eine Linearform I, deren Resultante mit u,, u,,---, u
nicht verschwindet. Da die Resultante von w,, u,, -, u,
schwindet, so gibt es eine Zahl M derart, da8

=g -+ 8 -ty +--+s, %,

m—1
nicht ver-

Somit ist _
SmP1 %y + SpPethy + - -+ SmPm—1%Up—1 7 pm<31u1 +S2u2 + .- __llt)
oder
(S — DS )% + (8,05 — PpSg)the + - -+ + P, - ¥ = 0.
Es folgt also die Existenz von Formen g¢,, s, -, 9,_,, derart, daB

P = Q1% + ¥y T+ T Gy Uy -
Sobald also Satz I im Bereiche von m — 1 Variablen gilt, folgt aus

der Beziehung

Pty + -0 F Pyt = 0,
in welcher die Resultante von wu,,---,u, nicht verschwindet, die obige
Gleichung fiir p,, welches auch die Ordnungen der w,, - - -, u, sein mégen.
Daraus zeigt sich aber, daB auch aus

Pty + -+ =0,
wenn b < m, und die Resultante von w,, - - -, u, mit m — h Linearformen
nicht identisch verschwindet, eine Beziehung p, = g % + -+~ + Gu_; %
folgt. Denn sind g,, g5, -, g,,_, irgend m — kb bestimmte Linearformen,
deren Resultante mit w,,---, u, nicht verschwindet, ist ferner ¢ irgend
eine Form, deren Resultante mit w,,---,%,_, und den g; nicht ver-
schwindet, und ist # eine Zahl groBer als die Ordnung von p,, so folgt aus

Dythy + - Pyt =0
Z’i't‘ux+“‘+Ph—1‘t'%_1+m't‘“ﬁ+0‘.91"+0'92"+"’=0-

Mithin folgt, nach. dem oben Bewiesenen, die Existenz von Formen
9y Im—1s dera‘rt’) da8

Dr=qu +---+ G %yy T G190 T g%+

Die ¢,,y, 9413, - - missen aber identisch O sein, wegen der Hohe dey
Zahl n.
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Satz I ist damit im wesentlichen bewiesen, denn es ist nun leicht,
die Werte der g, ; festzulegen. Sei p,u, - -- 4 p,u, = 0. Wir bestimmen
Formen ¢,,:- ., @,_, derart, daf

Pu=% + -+ Qp_ %y
p,; = Qj Qnym = 0.

Alsdann setzen wir diesen Wert von p, in die obige Relation ein und
ordnen dieselbe um, so daB sich ergibt

und setzen

ul(pl + gm,l“m) + u2<p2 + Qmﬂum) +-e um—l(.pm-l + Qnym—~1%m) = 0.
Jetzt bestimmen wir wieder die Formen R, R,,---, R, _, derart, daB

Pt T Gy 1 W = Ryw, + Boty +-- -+ B, _u, o
und setzen
In—1,; = Rj; Dn—1,m-1 = 0,

D1, = Ipym—1-

So fahren wir fort. Es zeigt sich daraus die Richfigkeit des Satzes I
einfach auf arithmetischem Wege.

Die Bedingung h = m ist, wie wir jetzt sehen kOnnen, ganz iiber-
fliissig. Fiir kleinere Werte von b ist Satz I a fortiori richtig.

4. Ehe wir nun, auf Satz I fuBend, weitergehen, wollen wir eine
Bezeichnung einfithren, welche Beziehungen wichtiger Art, die hiufig
wiederkehren, zweckmiBig abkiirzend zum Ausdruck bringen wird. s
sei f(R) irgend eine Funktion einer ganzen Zahl R, alsdann definieren
wir einen Operator A, durch die Gleichung A,f(R) = f(R) — f(R—a).
Ferner bezeichnen wir die Anzahl der Koeffizienten einer Form R%** Ord-
nung im Bereiche von m Variablen mit ¢(R). Es ist also

RB+HEAF2)--- (R4 m—1)
(p(R)= 1-2---(m—1) )

SchlieBlich wollen wir, wenn w,, %,, - - -, %, irgendwelche gegebene Formen
sind, die Mannigfaltigkeit oder Anzahl der Konstanten, welche die Invo-
lution von Formen R* Ordnung hat, der die Multipla von u, oder u, ---
oder u, angehGren, mit

‘P(‘R> - H(un Ugy =y u‘b) ('R)
bezeichnen, so daf also
H(“i: Ugy * "y uh) (R>

die Anzahl der linearen Bedingungen angibt, welchen die Kdeffizienten
einer Form R* Ordnung geniigen miissen, damit eine solche Form der
oben beschriebenen Involution angehdre.
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5. Nach diesen Festsetzungen lautet
Satz II: ,Die Anzahlfunktion
H(uu Ugy =y uh) (R)

ist =4,4, -4, ¢(R), wenn die Resultante von %, u,, - - -, v, und
m — b Linearformen nicht identisch verschwindet, die a,,---, a, die Ord-
nungen der ,,---,u, angeben, und BE>a, + a, + - - - + o, — m.

Ist aber unter denselben Bedingungen

B=a,+a,+---+a,—m,

so ist H(u,, -, u)(R) um eins groBer oder kleiner als der oblge Wert,
je nachdem s — h gerade oder ungerade ist.”

Der Beweis dieses Satzes wird durch Induktion erbracht. Sei zu-
niichst A = 1. Alsdann besteht die Involution von Formen BE** Ordnung,
welche Multipla von #, sind, aus allen Formen

DUy,
wo p irgend eine Form (R — a,)* Ordnung. Die Mannigfaltigkeit dieser
Involution ist sonach ¢(R—a,), wenn E>a,, und 0, wenn R <a,.
Nun ist aber p(B—a,) =0, wenn B —a, =—1 oder =—2-.. oder
=—m+ 1. Dagegen ist p(R—a,)=(—1)""1, wenn R —a, = — m.
Mit anderen Worten: H(u,)(R) ist = A, ¢(R), wenn B> a, —m, und
=A, o(B)+ (=11, wenn E=aq, —m,, Satz I also richtig, wenn = 1.

Die Richtigkeit des Satzes II sei nun angenommen fiir einen be-
liebigen Wert von A, wir miissen dann zeigen, daf daraus die Richtigkeit
von Satz II fiir einen um die Einheit groBeren Wert von % folgt.

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns eines sehr einfachen und augen-
scheinlichen, jedoch trotzdem hiufiz anwendbaren Hilfssatzes. Derselbe
besagt, daB die Involution von Formen E*" Ordnung, welche von beliebig
gegebenen Formen E** Ordnung

[ 2RY CYREY %
gebildet wird, die Mannigfaltigkeit
u—0
hat, wo v die Anzahl der voneinander linear independenten Beziehungen

der Gestalt
aofi +efe+---+e¢f,=0

angibt. Danach ist die Mannigfaltigkeit der von den Multipla der
Uy, -~ -, u, gebildeten Involution gleich der Mannigfaltigkeit der von den
Multipla von u,, - - -, u,_, gebildeten Involution, vermehrt um die Mannig-
faltigkeit der Multipla von #, und vermindert um die Anzahl der linear
independenten Beziehungen der Gestalt

Py - T Dp Uy = D
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Die beiden ersteren Mannigfaltigkeiten lassen sich leicht bestimmen, da
Satz II fiir » — 1 Formen Geltung haben soll. Die letztere Mannigfaltig-
keit ergibt sich aus Satz I, da aus der obigen Beziehung folgt

Dy = Quty T Gy + G Uy
Wenn B>a, +a,+-- -+ a, — m, ist die Mannigfaltigkeit der In-
volution p,u, + -+ p,_,%,_,, ndmlich ¢(R) — H(uy, - -+, w,_;)(R), nach
der gemachten Annahme gleich (R) — A, --- A, @(R). Die Mannig-
faltigkeit der Multipla von w, ist = @(R—a,). Ferner wenn R — a,,
welches die Ordnung von p, ist, >a, +---+a,_, — m ist, so ist die
Anzahl der linear independenten Relationen der Gestalt p,u, + -+ p,u, =0
nach Satz I gleich der Mannigfaltigkeit der Formen p,, die der Involution
von Formen (R—a,)** Ordnung der Multipla von %, ---, 4, , an-
gehdren, also =@ (BR—a,) — H(u,---,u,_;)(R—a,); und nur wenn

BR—a,=a,+---+a,_; —m ist, ist letztere Anzahl

=@R—a,) — H(uy, -+, w,_)(B—ay) + (— 1"~
Also ist
9 (B)— Hits, 1) (B) = p(B)— B, - A

wenn

ah_1¢(‘R)+Aa1 toe Aah__l w(‘R-a’h))
R>a, + -+ a,—m,
und um (—1)*~* kleiner, wenn R=a, +---+4 a,—m. Danach ist
sehlieBlich
H(“l? Tt uh) (‘R) = Aal vt Aah__lAah(p (R)7

wenn
R>a +---4+a,—m
und
By, B, 0B)+ (— 1),
wenn

BR=ag +---+a,—m.
Satz II also damit verifiziert.

6. Satz II wenden wir zunichst fiir den Fall
h=m
an. A, ---A,@(R) ist dann = 0. Jede beliebige Form F, deren

@

Ordnung > @, + ay +-- -+ a,— m ist, 1iBt sich danach in der Gestalt

D%y + - +.pmu’m
darstellen, wenn die Resultante der u; nicht verschwindet. Die Formen
der Ordnung

o+ Fa,—m
dagegen haben genau eine Bedingung zu erfiilllen, wenn sie in dieser
Weise darstellbar sein sollen. Nach den Bezeichnungen der Invarianten-
rechnung und der Begriffsbildung von Rosanes kann man sagen, daB eine
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ganz bestimmte Form Q in kontragredienten Variablen und -der Ordnung
a, + - -+ a, — m existiert, zu der alle Formen derselben Ordnung, welche
Multipla von einem der u; sind, konjugiert sind, zu der also die u,, -+, u,
selbst simtlich apolar sind. Wir konnen dann den Satz aufstellen:

Satz III. ,Wenn die Resultante von u,,---, u,, nicht verschwindet,
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit
einer Form F durch p,u, + - -+ p,u, die Apolaritit von F zu QX

Wir beweisen Satz III durch den folgenden ProzeB. Zuerst zeigen
wir, daB Satz III zutrifft, wenn die w,,--.,u, simtlich Potenzen von
Linearformen sind. Alsdann weisen wir nach, daB aus der Annahme der
Richtigkeit von Satz III, wenn % der u; Potenzen von Linearformen sind,
auch die Richtigkeit des Satzes folgt, wenn nur ¥ — 1 der Formen u;
solche Potenzen sind.

Es seien u, = 1%, wo I, I, - - -, 1, Linearformen, deren Determinante
nicht verschwindet, welche also als die unabhiingigen Variablen gedeutet
werden konnen. Demgemi8 bezeichnen wir /; mit z; und fiihren ein System
kontragredienter Variablen ¥, ---, y, en, welche mit den z,-.--, 2,
durch die Gleichung

Y+t 0pY, =1

verbunden sein mogen. Nach dem Ergebnisse des Safzes II gibt es eine
einzige Form Q der Ordnung a, + @y + -+ a,—m, zu der die z*%
simtlich apolar sind. Da y@~1.¢%"1 ...y au=1 eine solche Form ist,
so muB Q mit diesem Ausdruck, abgesehen von einem numerischen Faktor,
1dentisch sein. Satz III sagt fiir das vorgeschlagene System der u,,---, u,
aus, daB die hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Form F in der Gestalt

D2+ P2 v PRy
darstellbar sei, in der Apolaritit von F zu Q ruhe.

Es sel nun 2% - 2,% - - - 2,» irgend ein Potenzprodukt. Die Polare
desselben in bezug auf y,%~?!- 421 ... y,%»—*! ist, abgesehen von einem
numerischen Faktor, identisch mit y,%—b—1.g%~%-1... 4 m=du=1 ynd
nur = O, wenn eines der b, zum mindesten gleich dem entsprechenden g;.
Somit kann auch eine beliebige Summe von Potenzprodukten der obigen
Gestalt nur zu Q apolar sein, wenn in jedem einzelnen der Potenzpro-
dukte der Summe mindestens einer der Exponenten gleich oder groSer
ist, als das entsprechende @;. Dann ist diese Summe von Potenzprodukten
darstellbar”in der Gestalt

N R o
Jede Form F ist aber ausdriickbar als eine Summe von Potenzprodukten.
Somit ist die Apolaritit von F zu Q in der Tat hinreichende Bedingung
der Darstellbarkeit von F in der Gestalt P2 o PR,
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Wir gehen nun zu dem Induktionsschlusse iiber, wie er vorhin cha-
rakterisiert war. Es seien u,,---,u, m Formen, deren Resultante nicht
verschwindet, £ — 1 derselben seien Potenzen von Linearformen und %,
sei keine solche Potenz. Xs sei ! irgend eine Linearform, deren Resul-
tante mit wuy, ug, - - -, u, nicht verschwindet. Ist die positive ganze Zahl M
grof genug gewihlt, so gibt es Formen s, s,,- -, s, derart, daB

M =su + Sty + <+« + 5,,%,.
Die Form Q, welche zu dem System
Py thgy Ugy - =y Uy

gehort, hat die Ordnung M + @, + - - - + @, — m und sei mit Q¥ u,, ---, u,,)
bezeichnet. Dieselbe ist apolar zu u,, u,, -+ -, u,, und 1¥, also auch zu s, - u,.
s, ist nicht apolar zu Q(¥¥, - - -, u,,), denn sonst wire, nach der gemachten
Amnahme, da die Reihe ¥ ... u,_ k Potenzen von Linearformen enthilt,
s, darstellbar in der Gestalt p,I¥ 4 pou, + - - - + p,u,, und dies wiirde
wegen des offenbaren identischen Verschwindens von p;, und der Gleichung
M = s, u, + Sy, + - - - damit in Widerspruch stehen, daB die Resultante
von ! und u,, - - -, u, nicht verschwinden soll. s, >< Q(¥, u,, - - -, u,,), wie
ich die Polare von s, in bezug auf Q(I¥-..) bezeichnen will, ist eine
Form der Ordnung @, + - -- 4 a, — m, apolar zu u,, u,, - - -, 4, also bis
auf einen konstanten Faktor identisch mit Q(u,, u,, - - -, %,). In Wahrheit
besteht die Relation

§ < Q(sl "YUy, Ugy oty Uy) = Res (517 Ugy ** ) um) ' Q(u’l, T ”’m)
Doch kommt es auf den Wert des konstanten Faktors fiir die zu machende
SchluBfolgerung gar nicht an. Sei nun F irgend eine Form apolar zu
Q(uy, ug, -+ -, u,). Da identisch

8- F>< A=F> (s >< 4),
welches auch die Form A sei, so ist, abgesehen von einem konstanten
Faktor,
Sy B QW ugy - - oy thy) = F X Quty, g, - - -, %) = 0.

s, - F' ist also apolar zu Q(I¥, w,, - - -, u,) und daher, nach der gemachten
Annahme, darstellbar in der Gestalt

S F =p P A5 -ty e Dy - Uy,
was wegen M =g -u + Sy - %, + - -- zu einer Beziehung der Art

S (F—py) =g U+ -+ G- U
fiilhrt. Nun verschwindet aber die Resultante von s, u,,---, %, nicht,
da ja die Beziehung besteht

Res (¥, ug, - - -, um) = Res(s;, 4, - -, u,,) - Res (ugy - -+, um)'
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Somit folgt aus obiger Relation nach Satz I die andere
F—pouy =1y + -+ - + 1,0,
wo die 7, -+, 7, Formen. Jede zu Q(u,,---u,) apolare Form ist alse
in der Gestalt 4w, + t,u, + - - - darstellbar, wie Satz Il behauptet.
7. Um einen Weg zur genaueren Berechnung und Charakterisierung
von Q zu zeigen, wenden wir Satz III fiir den Fall A=m — 1,

an. Da
Aal Aaz o v Aam_IQJ(_R) == “1 . “2 e am_l,

go sagt uns Satz II, daB, wenn die Resultante von w, u,, .-+, %, , und
einer Linearform nicht identisch verschwindet, es eine

@ -y @,y —1)-

fache Bedingung fiir eine Form F' der Ordnung o, +a, +---¢a,_; —m
sei, in der (testalt
Pythy Tt Py Uy

darstellbar zu sein. Sind die Koeffizienten von w,,-:-, %, _, lauter unbe-
stimmte GroBen, so zerfillt die Resultante von u,,---,u,_, und einer
Linearform [ mit den unbestimmten Koeffizienten y,,---, 4, In @, - @y -
- @, _, Linearformen von ¥,, ---, 9,. Denn einerseits ist es nach Satz II
eine ¢, - - - a,_,-fache Bedingung fiir eine Form F von geniigend hoher

Ordnung, in der Gestalt
F=.p1u1 o P Uy g

darstellbar zu sein. Andererseits mufi F fiir alle Wertsysteme verschwin-
den, welche w,,---,u,_, zugleich zu Null machen. Und, wie man aus
dem besonderen Falle, daB die #,,---, »,_, in lauter Linearfaktoren zer-
fallen, ersehen kann, haben die u,,---,u,_, fiir unbestimmte Werte ihrer

Koeffizienten zum mindesten

a. 1 ¢ v am_ 1
distinkte Wertsysteme gemein, fiir die sie verschwinden. Daher ist
ay --- @, , die genaue Zahl der gemeinsamen ,Nullpunkte® von
Es sei ot e
. Res(ui:"'7um—1:l)=A1A2"‘An
fiir

B=Q Oy Qpy_y.
Soll ¥ in der Gestalt p,u, + - - -+ p,_,%,_, darstellbar sein, so muB F
Jeden der Punkte A, A4,,---, A, enthalten, und da ersteres nur eine
(n—1)-fache Bedingung ist, so miissen (nach den Ausfiihrangen von Hesse,

Bonnet, Rosanes u. a.) die Potenzen
Mathematische Annalen. LX. $
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Alr: Azr; Tt Anr}

WO
Y=Qy O+ - -+, ;—m

ist, zum mindesten durch eme lineare Bedingung verkniipft sein. Es
seien nun ¢, - - -, ¢, solche Konstanten, da8

01'A1r+02’A2"+”’+Cn‘-Anr=O.
Alsdann ist, wie man leicht sieht,

ROy ey
m 2 s

W=g¢

eine Form der Variablen y,,---, 4, von der Ordnung
o + a; + -+ -+ a, —m,

zu der u,, %, - -, u, simtlich apolar sind. Um dieselbe von Nennern zu
befreien, multiplizieren wir sie mit

Uy >< Ayt 1y, >< Ayom - - = Res (- -, ).

Diese Form ist es, die wir mit Q identifizieren. Q ist also eine kontra-
grediente Form der Ordnung @, + - - - + @,, — m, deren Koeffizienten von
den unbestimmt gedachten Koeffizienten der w,, - - -, u, rational und ganz
abhingen und die z. B. die Koeffizienten von #, in der Ordnung

Uy @y —1
enthdlt. Q wird die (@, +--- + a, — m)*® Potenz einer Linearform A,
wenn die Resultante von w,, u,, - -, u, verschwindet, wobei A der dann

den u, = 0 gemeinsame Punkt ist. Haben aber u,,---,u, mehr als einen

Punkt gemeinsam, oder beriihren sich die w, =0,---,u, =0 in einem
gemeinsamen Punkte, so verschwindet Q identisch.
Ist D die Funktionaldeterminante der wu,,u,,- -, u,, so ist

D >< Q = Res,
wo Res die Resultante von w,, u,, - - -, u, bezeichnet. Wenn nimlich Res
verschwindet, so ist, abgesehen von einem konstanten Faktor,
Q =A¢1+---+am-—m;

andererseits, wenn u,,---, u, in 4 verschwinden, enthdlt auch die Funk-
tionaldeterminante D den Punkt 4. D ><Q ist also- immer 0, wenn
Res =0. Nun enthilt D >< Q die Koeffizienten von u, z. B. genau zur
selben Ordnung wie Res. D >< Q ist also nicht bloB teilbar durch Res,
sondern ist gleich einem numerischen Multiplum von Res. DaB D >< Q

nicht identisch verschwindet, ergibt sich sogleich aus dem speziellen Falle
Uy =T, %, - -y Uy, = T, D= g;l"fx"l . a;2‘”z"1 ‘o xma*m"‘l,
Q == yl‘tl"l . e ym“m’"l,
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Man ersieht tibrigens aus obigem, daf die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer Relation

D =pivy+ -+ Pty
das Verschwinden von Res (u,-- -, %,) ist.
Es wiire wohl mdglich, obige nur kurz angedeutete Beziehungen zwischen
D, Q, Res (uy, - * -, u,) und der Gleichung ¢, - 4, +---+¢,- 4,7 =0 ete.
bedeutend zu vertiefen. Doch liegen die Ziele dieser Arbeit nach einer
so ganz anderen Richtung, daB es unstatthaft erscheint, die erwéhnte Linie
der Forschung hier noch weiter zu verfolgen.

8. Ein Wertsystem z,:2,:---:2, nannten wir einen Punkt. Die
Gesamtheit aller solcher Punkte heife der ,Raum® z,,.--,2,. Sind die
Xy %1, durch funktionale Beziehungen voneinander abhingig ge-

macht, etwa dergestalt:
Ty =@y, 00, %),

Lo = g(xl) Tty &)

Ly =h(2y, -, xi))
so heifit die Gesamtheit der solchergestalt zusammengefaBten Punkte ein
,0ebilde?. Fiir uns geniigt es, die f, g, -, 2 als algebraische Funktionen
anzunehmen und im {ibrigen darauf hinzuweisen, da8 bei einer Erweiterung
des Bereiches, aus dem die f, g, -, h gewdhlt sind, wenn nur der Resul-
tantenbegriff sich auch entsprechend erweitern liBt, unsere gesamten Er-
gebnisse sich fast ohne weiteres iibertragen lassen auf den groBeren Funk-
tionsbereich.
Eine durch die Gleichungen

h=0,f=0,---, f,=0,
WO fi, + + -, [, Formen sind, definierte Mannigfaltigkeit von Punkten werden
wir ein ,algebraisches Gebilde* oder genauer eine ,Konfiguration® von
algebraischen Gebilden nennen. Es wird nun unsere Aufgabe sein, zu
zeigen, daB eine solche Konfiguration sich in eindeutiger Weise darstellen
1aBt, als eine Nebeneinanderlagerung von algebraischen derartigen Kon-
figurationen besonderer Art.

9. Jede Form F' 14Bt sich in eindeutiger Weise als Produkt irredu-
zibler Formen darstellen, wie sich aus den Elementen der Algebra in
bekannter einfacher Weise folgern Ii8t. Es sei F eine irreduzible Form,
F’ eine zweite. Wir bilden die Resultante von F, F' und m — 2 Linear-
formen 1, ---,1,_,, deren Koeffizienten durchweg Unbestimmte sind und mit

Y1, Y%, m

- s

Yn-2,1""2Y%u-2,m 3*



36 E. Laskez.

bezeichnet sein mdgen. Dieselbe ist eine Form der y, ; und daher dar-
stellbar als Produkt

Res(‘F) F,) Zn ) lm-2) = G G % . Gk ’

wo die G, simtlich irreduzible Formen der g, ; sind. Es sei [ irgend
eine der irreduziblen Formen G. Alsdann definieren wir einen Bereich
von Formen F, F', F”, . . . durch die Festsetzung, daB er nur und alle die
Formen umfassen soll, deren Resultante mit ¥ und /,,---,7,_, als Form

der y; ; aufgefaBt durch I teilbar ist. Von diesem Bereich werden wir
zeigen, daB das Verschwinden seiner Formen

F=O,F,=O,F”=O,- -

ein Gebilde definiert, welches niemals auf dem Produkt zweier Formen
A - B gelegen sein. kann, ohne daB einer der Faktoren 4 oder B es voll-
stindig enthalten, und das wir daher als irreduzibles algebraisches Gebilde
bezeichnen werden.

Die Resultante Res(F, F",1,.--, 1, _,), als Form der g, _,, -+,
Ym_2,m allein betrachtet, 1iBt sich in ein Produkt von lauter Linearfak-
toren zerlegen, dasselbe trifft daher zu fiir jeden der Teiler der Resul-
tante, also auch fiir . Schreiben wir

M= (b1?/m—2,1 + b2ym—2,2 + - ‘)(cxf'/m—2,1 + 6Ypoze T R

wo die by, by, -, ¢, 6, - irrationale Funktionen der y, ; (i <m—3)
sein werden, so bestimmen b, : b, : etc. und ¢ : ¢, : ete. Punkte, die
zufolge der Bedeutung der Resultante die Formen F, F' 1,1, ---,1,
zugleich verschwinden machen. Es ist die Gesamtmannigfaltigkeit all
dieser Punkte, fiir alle Wertsysteme der y, ; (¢ <m — 3), welche das
algebraische Gebilde ausmachen, das der Untersuchung unterliegt. Nennen
wir diese Punktmannigfaltigkeit C. Ist F” irgend eine Form, die die
betreﬁ'ande Mannigfaltigkeit enthilt, so mu8 die Resultante von F, F”,
L,l,--1,_s den Faktor I haben, denn F =0, F" =0, 1, =0, [, =0,
N lm_ o= 0 haben zum mindesten jene oben erwihnten Punkte b, : b, - - -,
01 :¢, - -etc. gemein. Andererseits, wenn die Resultante von F, F”, 1,

s b3 den Faktor [ hat, so muB F” die Mannigfaltigkeit C enthalten.
Gehart A - B der Menge der Formen an, welche fir alle Punkte von C
verschwinden, so muf die Resultante von ¥, 4-B,l,b,---,1, , den
Faktor [ enthalten. Die betreﬁ‘ende Resultante ist jedoch das Produkdt
der Resultanten von F, A4,1,---,1 _, wnd F,B,l,.---,] _, und [ ist
irreduzibel. Mithin muf entweder die Resultante von F, 4,70, ---,1, 5
oder die von F, B,1,,---, 1 _, durch I teilbar sein, also C entweder in 4

'm—2
oder in B enthalten sein,
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Die Punktmenge C hat mit m — 3 beliebig gewihlten Linearformen
4, 1,_; Punkte gemein, wir sagen daher, C hat die Mannigfaltig-
keit m — 2, oder die Dimension m — 3 oder die Stufe (oder Rang) 2.

Es sei f eine Form, welche C nicht enthalte. Das ,Schnittgebilde“
von f=0 und C wird dann wie folgt bestimmt.

Wir gehen aus von der Identitdt

=01+ 0Ymss ) (@ Ynss T CYng st ),

die wir [ =L, - L, --. L, schreiben, unter L, - .., L die Linearfaktoren
der ¥,,_,, verstanden. Indem wir nun wieder die Linearinvariante zweier
kontragredienter Formen F, ® derselben Ordnung symbolisch mit F>< @
bezeichnen, definieren wir eine Zahl A=f> L7 -f>< Ly ---f>< L
wo r die Ordnung von f bezeichnet.

Dieselbe ist, wie nach der schon frither benutzten Methode erweisbar,
eine Form der unbestimmten Koeffizienten von I,,---, 7, 5, und ver-
schwindet nur, wenn C, f und [,,---, 1, _, einen Punkt gemeinsam haben.
A kann als Form der Koeffizienten von [,,---, 7, 5 in seine irreduziblen
Teiler zerlegt werden

= Alal Az%. .
Jedem der A, entspricht dann ein ,irreduzibles Gebilde® drifter Stufe, die
Gesamtheit aller der Punkte, die C,f,1,---,1,_, gemein sind, wenn die
Koeffizienten von 7, _, als Parameter gedeutet werden. Enthilt ein Pro-
dukt von Formen A B das A, entsprechende’ Punktgebilde, so muf§ der
wie oben konstruierte Schnitt von C, 4- Bund [, ---, 1, _; den Faktor A
enthalten.

Und ist umgekehrt jener Schnitt teilbar durch A,, so muB 4-B
das A, entsprechende Punktgebilde enthalten. Da nun der Schnitt in
den von C, 1, ---, 1 _,, 4 und den von C, I, ---, I, 5, B zerfillf,
A, aber irreduzibel ist, so muf entweder A4 oder B das A, entsprechende
Punktgebilde enthalten. Darin beruht der Charakter der Irreduzibilitit
dieses (ebildes.

Auf diesem Wege kann man weitergehen und den Begriff des irre-
duziblen Gebildes %' Stufe definieren.

10. Satz IV. ,Die durch das Nullsetzen von beliebig vielen Formen
fisfay -+, i definierte Punktmannigfaltigkeit 148t sich in eine endliche
Zahl von irreduzibeln Gebilden zerspalten und zwar in eindeutiger Weise.”

Um dieselben zu finden, zerspalten wir f; in seine irreduziblen Teiler
und legen diejenigen in eine Gruppe G, welche jede der f; , [, teilem,
die ibrigen in eine andere Gruppe G'. Aus G’ wihlen wir irgend eine
Form ¥, bringen irgend eine der sie nicht enthaltenden Formen f mif
ihr zum Schuitt und bestimmen die irreduziblen Schuittgebilde von (F, f)-
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Alle diejenigen dieser Gebilde, welche in‘f, .., f; enthalten sind, fiigen
wir der Gruppe G zu, aus den iibrigen bilden wir eine Gruppe G”. So
verfahren wir mit allen verschiedenen Formen von G'. Alsdann ent-
nehmen wir G” irgend ein Schnittgebilde zweiter Stufe, repriisentiert
darch eine Form @, und bringen dasselbe zum Schnitt mit irgend einer
der Formen f,, welche es nicht enthilt. Die entstehenden irreduziblen
Gebilde dritter Stufe fiigen wir entweder der Gruppe G zu, nimlich wenn
alle f; sie enthalten, oder einer anderen Gruppe G/, wenn dies nicht der
Fall ist, und setzen dies Verfahren fort. Die Gruppe G wird schlieBlich
alle und nur die gemeinsamen Punkte von f; =0, --.,f, = 0 enthalten
und diese in irreduziblen Gebilden verschiedener Stufen zusammengefaft.
Auch ist klar, daB ein den f; = O gemeinsames irreduzibles Gebilde der
Gruppe G angehoren muB. Somit ist die Behauptung des Satzes IV verifiziert.

Jedem irreduziblen Punkigebilde entsprach eine irreduzible Form von
Unbestimmten y; ;. Es ist klar, daB an Stelle der Linearformen 7; auch
Formen hoherer Ordnung mit unbestimmten Koeffizienten hitten in der-
selben Weise zur Verwendung gelangen kionnen, die Schliisse wiren da-
durch in keiner Weise beeinflut worden. Dies ist wichtig, weil in
Kap. IV eine Algebra definiert wird, die derartiger Formen hoherer Ord-
nung als Hilfsformen wirklich bedarf. Andrerseits hitten wir unser Ziel
auch erreichen kénnen, indem wir auf die Variablen 2, ---, 2, eine
lineare Transformation mit unbestimmten Koeffizienten y, ; ausfilhrten und
die Resultantenbildungen der Formen f; in bezug auf den ,Raum® einiger
der neuen Variablen z; benutzten; diese Methode ist nicht wesentlich
von der hier benutzten verschieden, denn es macht keinen Unterschied,
ob die obige Transformation erst ausgefithrt wird und nachher einige der
Variablen eliminiert werden, oder ob die Elimination ausgedehnt wird
auf alle Variablen, nachdem lineare Beziehungen zwischen denselben
statuiert sind. Die letzterwihnte Methode ist im Werke von J. Konig
im Anschluff an die Kroneckersche Eliminationsmethode streng durch-
gefiihrt, weswegen hier darauf verwiesen sein mag.

11. Die Erwigungen, welche zu obigen Resultanten fiihrten, lassen
sich wiederholen, wenn von den Koeffizienten aller vorkommenden Formen
die Ganzzahligkeit gefordert wird, Denn auch ganzzahlige Formen sind
nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegbar. Der Charakter des
Irreduzibilititsbegriffes indert sich allerdings beim Ubergang von Formen
mit beliebig gegebenen Koeffizienten zu ganzzahligen Formen, da irve-
duzible ganzzahlige Formen unter dem Gesichtspunkte der Algebra mit
beliebigen Koeffizienten reduzibel sein konwen. Dies #ndert aber nichts
an den Schliissen des Satzes IV.

Die verschiedenen Teiler einer im Bereiche der ganzen Zahlen irre-
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duziblen Form heiBen ,konjugiert. Nennen wir die Gesamtheit der Punkte;
die eine Anzahl von ganzzahligen Formen f;,-- -, f, zu Null machen, die
ganzzahlige Konfiguration f; =0, ---, f; =0, so konnen wir sagen:

Satz V. ,Jede ganzzahlige Konfiguration zerfillt in eine endliche
Anzahl konjugierter irreduzibler Gebilde.”

Oder wenn wir das Produkt von konjugierten irreduziblen Gebilden
im Sinne der Algebra der ganzen Zahlen als irreduzibel auffassen:

,Jede ganzzahlige Konfiguration zerfallt in eine endliche Anzahl ganz-
zahliger irreduzibler Gebilde.”

Kapitel IL.
Uber Moduln und Ideale im Raume x,,---, ,,.

12. Ein Bereich von Formen, dadurch gekennzeichnet, daf, wenn p
und ¢ ihm angehdren und o und b beliebige Formen sind, auch ap -+ bg
ihm angehort, heifit ein Modul.

Ein Bereich von ganzzahligen Formen, dadurch gekennzeichnet, da8,
wenn p und ¢ thm angehdren und @ und b beliebige ganzzahlige Formen
sind, auch ap + bg ihm angehdrt, heiBit ein Ideal.

Die beiden Begriffe, welche wir soeben definiert haben, haben eine
sehr langsame Entwicklung durehgemacht, und ihre hohe Bedeutung ist
erst etwa in den letzten 40 Jahren erkannt worden. Im Keime ist der
Idealbegriff bereits in den Schriften von GauB enthalten. GauB fithrte in
seinem Werke ,Disquisitiones Arithmeticae“ die folgende Notation ein:
a=>bmod. ¢, wo a, b und ¢ ganze Zahlen bedeuten, um auszudriicken,
daB @ —b durch ¢ ohne Rest teilbar sei. Auch wenn ¢ und & ganz-
zahlige Formen von Unbestimmten «,, - - -, #,, bedeuten, benutzte Gauf die
obige Schreibweise, sobald jeder Koeffizient von ¢ — b durch ¢ ohne Rest
teilbar war. GauB und nach ithm Schonemann, Galois und neuerdings
Hensel zeigten in Untersuchungen, welche sich auf alle Teile der Algebra
und algebraischen Funktionentheorie beziehen, daf das Zeichen =, wie es
oben definiert war, viele, und wenn ¢ eine Primzabhl ist, alle algebraischen
Eigenschaften des Gleichheitszeichens = hat. Von den tiefsinnigen Unter-
suchungen von Galois und denen von Hensel konnen und wollen wir hier
absehen, doch sind die Ideenbildungen ven Schonemann, wie er sie in
Crelles Journal verdffentlichte, fiir unseren Zweck von Bedeutung. Wenn ¢
eine Primzahl ist und zwei modulo ¢ kongruente Zahlen oder Formen als
identisch angesehen werden, so gelten fiir ‘die Gesamtheit aller modulo ¢
inkongruenten Zahlen und Formen das assoziative und distributive Gesetz
der Addition und Multiplikation, ferner gilt

ay (a3 + a5) = 0,0, + 0405,
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gsowie die Figenschaft der Null, nur dann einem Produkt gleich sein zu
konnen, wenn einer der Faktoren ihr gleich ist. Da nun die Algebra
nur auf den angefiihrten Gesetzen basiert, so kann man, ohne Irrtiimer
zu begehen, in einer Kette irgendwelcher algebraischen Identititen oder
Operationen das Zeichen = tiberall durch = mod. ¢ ersetzen.

Diesen wichtigen Grundsatz wollen wir das Prinzip von Schonemann
nennen.

Das Wort ,Ideal“, wiewohl noch nicht der Begriff, wie er hier be-
stimmt ist, entstammt den schoénen Untersuchungen von Kummer iiber
algebraische Zahlen. Zu der Zeit, als Dirichlet, Eisenstein und Kummer
an der Berliner Universitit gemeinsam wirkten, entstanden viele der Unter-
suchungen, die in Dedekinds Ausgabe von Dirichlets Zahlentheorie durch-
gefiihrt sind. Danach werden Zahlen, welche einer ganzzahligen Gleichung

2 et e, =0

geniigen, ganze algebraische Zahlen genannt, und, wenn « einer irre-
duziblen Gleichung #*® Grades geniigt, alle Zahlen der Gestalt

G+ te+--+a, o

wo die @; rational, zum Korper (¢) zusammengefaBt. Die verschiedenen
Waurzeln einer und derselben irreduziblen Gleichung nennt man ,konju-
gierte“ Zahlen, das Produkt einer Zahl % mit thren konjugierten die Norm
derselben N(w). Dirichlets Untersuchungen tiber die Einheiten eines ge-
gebenen Korpers (&), d. h. diejenigen ganzen algebraischen Zahlen von (),
deren Norm = 4 1 ist, sind klassisch geworden und gehdren mit zu den
schonsten der ganzen Mathematik. Kummer versuchte Jahre hindurch, die
Teilbarkeitsgesetze der gewdhnlichen ganzen Zahlen auf diejenigen eines
Korpers auszudehnen, doch lange Zeit ohne Erfolg, bis ihm die Losung
des Problems schlieBlich mit Hilfe der Konzeption der Idealzahlen gelang.

Sind w,, w, und —Z—‘ ganze Zahlen des Korpers (), so nennt er w, teilbar
2

w. . w. . o . .
durch w,. Ist sowohl = Wie —% ganz, so sind w, und w, fir die Teil-
2 1

barkeitsgesetze Aquivalent. Da dann sowohl N (%;i) wie N (—gi) eine

1

ganze Zahl, so muB N(w,) = + N(w,), %:— also eine Einheit sein. Eine
ganze Zahl des Korpers («), die nur durch sich selbst oder die Einheiten
teilbar ist, konnte man eine Primzahl von («) nennen, doch fand Kummer,
daB ein Produkt von solchen PrimgroBen sehr wohl durch andere solche
Primgroflen teibar sein komne, die wesentliche Bedeutung der Primzahl
bei diesen PrimgrGBen also verloren ging. Darum erfand er die ,Prim-
ideale”.
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Wenn eine Gleichung existiert

BiBo--=wv2 s

wo die §; und y; verschiedene Primgrofen in («), so nahm Kummer Ideal-
zahlen (B;, 7,9 -+ ) und (B, 939 - - ) an, welche sowohl B, wie
Yipy + - Yesp. B, Wie p,y, - - - teilen. Die Idealzahl (8, ) teilt jede
Zahl up + vy, wo u,v ganze Zahlen von (&), und nur diese. Das Ideal
(B, 7) teilt (9, &), wenn jede durch (4, &) teilbare Zahl durch (8, y) teilbar
ist. Ein Ideal, welches eine Einheit teilt, wird ausgeschieden, oder selbst
Einheit. Ein Primideal ist ein solches, welches nur durch sich oder Ein-
heiten teilbar ist. Alsdann ist in («) jede ganze Zahl, wie auch jede
Idealzahl, abgesehen von Kinheiten als Produkt von Primidealen eindeutig
bestimmt. Dies ist im Kern die Theorie von Kummer.

Ein interessanter Hilfsbegriff in Kummers Theorie ist der der ,Aqui-
valenz“ von Idealen. Danach sind zwei Ideale (B8, 7y), (8, ¢) Hquivalent,
wenn zwel ganze Zahlen 1, u in (&) existieren, derart, da8

(}‘ﬁ7 x’?) = (!1’67 5"8);
d. h. daB die Gesamtheit der Zahlen

ABu + Ayv
identisch ist mit der Gesamtheit der Zahlen

pou + pev,
unter u, v beliebige ganze Zahlen in (&) verstanden.

Aquivalente Ideale faBte Kummer in einer ,Idealklasse zusammen
und nannte diejenige Klasse, der die Einheit angehért, die Hauptklasse.
Es stellte sich heraus, daB in jedem Korper (¢) die Anzahl der verschie-
denen Klassen endlich sel.

13. Die Kummersche Theorie wurde von Dedekind in folgerichtiger
Weise nach jeder Richtung hin vervollkommnmet. Der Begriff der Ideal-
zahl, so wie ihn Kummer bestimmt hatte, schien noch etwas in der Luft
zu schweben. Darum gab ihm Dedekind ein greifbares Substrat, indem
er ein Ideal

By 75+ 2)

als die Gesamtheit der Zahlen der Gestalt

Bu+yv+---+ 4t
definierte, unter u,v,--- ganze Zahlen verstanden, und nun an dieser
Konzeption Kummers Ergebnisse nachwies. Er wandte dieselbe Methode
auf die Theorie der algebraischen Funktionen und deren Integrale mit
Erfolg an. Er fihrte den ,Modul“Begriff ein, indem er einen Modul
(B,---,4) als die Gesamtheit der Zahlen der Gestalt fu + yv + -+ 4¢
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bestimmte, unter u,v,--.,¢ rationale Zahlen verstanden. Er rechnete
mit diesen Konzeptionen wie mit Zahlen, damit die Unabhingigkeit und
Einheitlichkeit der eingefiihrten Begriffe drastisch vor Augen fiihrend.
Dedekinds Zeitgenosse Kronecker realisierte den Kummerschen Ideal-
begriff auf ganz andere Weise. Die Idealzahl (8, p) ersetzte er durch
N(pu+yv)=F-f(u,v),
unter f(u, v) eine primitive homogene Form der Unbestimmten u, v, unter
k eine ganze Zahl verstanden. Weber hat in einem neuerdings erschie-
nenen Werke*) die Konsequenzen dieser Kroneckerschen Theorie gezogen.
Auch J. Konig lehnt sich in seinem 1903 versffentlichten ausgezeichneten
Buche ,Einleitung in die Theorie der algebraischen GroBen“ an die Ideen
von Kronecker an. Der Modulbegriff erscheint bei Kronecker in der Ge-
stalt von ,Divisoren-Systemen®. Um auszudriicken, da8 eine Form F in
der Gestalt
Pyt + Pothy -+ - - o+ Dyl
darstellbar sei, benutzt Kronecker die Schreibweise

F=0mod.(u,, ty, - - -, %)

Dabei sind die u;, p, und F Polynome von Variablen und Unbestimmten
in einem vorgegebenen ,Rationalititsbereiche” oder ,Gattungsbereiche®
(s. Festschrift zu Kummers Doktorjubilium, Crelles Journal 92).

Die Begriindung der Kummer-Dedekindschen Idealtheorie wurde neuer-
dings von Hurwitz in einfacher Weise erledigt. In seiner Abhandlung
,Uber die Theorie der Ideale¥, Gott. Nachrichten 1894, verfihrt er wie
folgt. In einem Kérper K seien a,---, 4 bestimmte Zahlen, dann ist
das Ideal

) ) J= (e, 4),
die Gesamtheit der Zahlen

au -+ -+ At.

Ein ,Hauptideal® besteht aus den Multipla einer einzigen ganzen Zahl
von K. Ein Ideal J ,teilt“ ein anderes, J°, wenn es alle Zahlen von J’
enthdlt. Die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Korpers K ist selbst als
Ideal darstellbar, denn es 1aBt sich zeigen, daB es mdglich ist, ganze
Zahlen @,,- -+, @, in K zu finden, so daB jede ganze Zahl in K darstellbar
ist in der Gestalt
@ Uy + - - - -+ OU,,

unter u,, ---,u; ganze rationale Zahlen verstanden. Das Ideal (a,,---, @,)
heiBt die ,Einheit’, und wird mit 1 bezeichnet. Die Einheit teilt alle
Ideale. Das ,Produkt® zweier Ideale

*) Lehrbuch der Algebra, Bd., 2.
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J =(e,---,4),

J = (-, 1)
wird JJ’ gesehrieben und ist

= (- -+, 4).
Dasselbe ist offenbar teilbar durch J wie durch J'. Nach diesen Defini-
tionen beweist Hurwitz

1) daB jedes Ideal J durch Multiplikation mit einem andern passend

gewihlten J’ zu einem Hauptideal (¢) gemacht werden kann, wo a eine
rationale ganze Zahl; 2) daB irgend eine gegebene ganze rationale Zahl ¢
nur zu einer endlichen Zahl von Idealen von K gehért; 3) daB aus einer
Idealgleichung

folgt

Jidy = J,J;

Jy = ;.

Denn ist J; so gewdhlt, daB J,J” = @ eine ganze rationale Zahl, so ergibt
sich durch Multiplikation mit J” : aJ, = aJ;, und hier 148t sich jede Seite
offenbar durch @ dividieren; 4) daB, wenn H ein Teiler von J, ein
Ideal L existiert, das der Beziehung geniigt

J=HL.

Wir brauchen, um L so zu bestimmen, nur H’ so zu wihlen, da8
HH’ = (a). Alsdann ist jede Zahl von JH’ teilbar durch @, und durch
Ausfithrung der Division kommt
JH =a-L=HL-H
und nach 3)
J=HL.
5) Ein Ideal hat nur eine endliche Zahl von Teilern. Denn wenn JJ' = (a),
so gehort @ zu jedem Teiler von J, die also nach 2) nur in endlicher
Zahl vorhanden sein konnen. Aus diesen Sitzen erschlieBt Hurwitz genau
nach der Methode der Theorie der ganzen rationalen Zahlen die Ein-
deutigkeit der Zerlegung eines Ideals
J=(m" pjnj)
in ein Produkt von ,Primidealen. Der einzige einigermafien verwickelte
Nachweis der Sitze 1) bis 5) ist der des Satzes 1). Hurwitz erbringt
ihn nach zwei Methoden (die zweite findet sich in den Gottinger Nach-
richten Okt. 1895 verdffentlicht).

Von den Anwendungen der Kummerschen Idealtheorie seien hier die-
jenige von Kummer zum Beweise der Unmoglichkeit der ganzzahligen
Auflésung der Beziehung 2P + y? = 2# (auBer der trivialen 2 =0, y = 2)
fiir eine unendliche Anzahl von Zahlen p, sowie diejenige von Hurwitz
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fiber die Gruppe von linearen Substitutionen, deren Koeffizienten ganze
Zahlen des Korpers K sind und deren Determinante = 1 ist, erwihnt.

14. Von weittragendster Bedeutung fiir die Entwicklung des Modul-
begriffes waren die Schriften von Salmon, welche um das Jahr 1850 ent-
standen und auBerordentlich reich waren an anregenden (edanken. In
seinen geometrisch-algebraischen Untersuchungen benutzte Salmon sehr
hiufig Formen der Gestalt:

au +bv+ .-+ cw,

wenn u,9,- -, w gegebene, a,b,---, ¢ unbestimmte Formen bezeichnen.
Zu seiner Theorie der Raumkurven macht Cayley eine Bemerkung, welche
einige Jahrzehnte spiter mit die Veranlassung gab zu dem schénen
Theorem I von Hilbert. Es heit dort, daB es moglich sein miisse,
Formen u, v, ---,w, die eine vorgegebene Raumkurve enthalten, so aus-
zawahlen, daB eine beliebige sie enthaltende Oberfliche F' in der Gestalt

Fe=au+bvo+---+cw

ausdriickbar sein miisse. Salmon sowohl wie Cayley benutzen einen erst
viel spiter, 1902, von Severi bewiesenen Satz, daB eine Form F, welche in
den Punkten des ,vollstindigen Schnittes” eines Formensystems w, v, .., w
(dessen Oskulante nicht verschwindet) verschwindet, darstellbar sein miisse
durch au + . --. Diese Vermutung spielt besonders in den Untersuchungen
iber ,the order of restricted systems of equations“, in welchen viele merk-
wiirdige Tatsachen zum erstenmal zum Vorschein kamen, eine groBe
Rolle. Man hat Salmons Werk unterschitzt, weil seinen Methoden die
Strenge der Beweisfithrung abging. Wie grof dieser Fehler auch sein
mag, so darf man niemals die Bedeutung Salmons als des groBen Problem-
stellers und Wegweisers vergessen.

15. Das Verdienst, die Mittelpunktstellung, welche die Methode der
Modulsysteme in allen Fragen der Algebra einnimmt, klar und scharf er-
faBt und erwiesen zu haben, gebiihrt M. Noether. In seinem ,Fundamental-
theorem“ schrieb er der weiteren Entwicklung die Bahnen vor, welche sie
fortan wandeln muBte. Die einleitenden Worte, mit welchen Noether die
Verdffentlichung seines Fundamentaltheorems in den Gottinger Nach-
richten 1872 und den Math. Ann. Bd. 6 begleitete, sind noch heute von
Interesse. Die Tendenz seiner Untersuchungen, so sagte er, sei, eine
Liicke auszufiillen, welche in einer Reihe von Arbeiten iiber Geometrie
und Funktionentheorie zu finden sei. Der Satz, daB die Gleichung einer
ebenen algebraischen Kurve f= 0, welche das vollstindige Schnittpunkt-
system zweier anderer solcher Kurven ¢ = 0, ¥ = O enthdlt, notwendig
von der Gestalt

O0=f=A¢ + By,
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unter 4, B Polynome verstanden, sei, hort auf giiltig zu sein, wenn das
System von Werten, fiir welches ¢ = 0, ¢ = 0, mehrfache Punkte enthilt.
Nichtsdestoweniger hat man von dem erweiterten Satze Gebrauch ge-
macht, ohne die notwendigen Voraussetzungen seiner Giiltigkeit zu unter-
suchen. — Die von Noether konstatierte Liicke wurde durch Angabe
seines Fundamentaltheorems vollstindig ausgefiillt. Die notwendigen
Beziehungen, welche eine um einen Schnittpunkt «, 8 von ¢ =0 und
3 = 0 entwickelte Potenzreihe F'
F = Ounme,,(&—a)'(y—p)"
0,0

erfiilllen muB, damit bis zu Termen beliebig hoher Ordnungen », m Potenz-
reihen

a= n,ma”,m(x—a)”(y—ﬁ)m,
9,0

b= Dunb,  (z—a)(y—pH"
0,0

sich der Relation F' = a¢ + by gemifB finden lassen, mégen die ,Koinzi-
denzrelationen” von (g, ®) im Punkte (¢, ) genannt werden. Die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir ein Polynom f, in der Gestalt
f = Ao + By darstellbar zu sein, wo 4 und B Polynome sind, beruht
dann darin, daB f die Koinzidenzrelationen von (¢, ) in allen Schnitt-
punkten von ¢ =0, ¥ =0 erfiille. Dies ist das Fundamentaltheorem.
Dasselbe hat zu einer ausgedehnten Literatur Veranlassung gegeben. VoS,
Stickelberger, Noether (1887), Bertini, Noether (1889 und 1892), Brill,
Baker, Scott behandelten das Theorem in den Mathematischen Annalen,
F. Severi bewies eine Ausdehnung des Theorems auf den vollstindigen
Schnitt einer Anzahl von Formen fiir einen speziellen Fall, wie bereits friiher
angegeben (in den ,Rendiconti della R. Accademia dei Lincei“, Rom 1902).
J. Ko6nig in seinem 1903 in deutscher Ausgabe, 1902 in ungarischer Sprache
erschienenen Werke ,Einleitung in die allgemeine Theorie der algebra-
ischen GréBen” bewies die Verallgemeinerung des Satzes auf m Polynome
von m Variablen, die im Endlichen eine endliche Zahl von Schnitt-
punkten haben (,Der verallgemeinerte Noethersche Satz“ findet sich aui
S. 389 des Buches). Eine ganze Reihe von Autoren untersuchten die
zahlentheoretischen Analoga des Noetherschen Satzes, z. B. Hensel in
Crelle 1897 und 1898 ,Zuriickfilhrung der Divisorensysteme auf eine
reduzierte Form®, Hancock in Crelle 1898 und 1900 ,Canonical forms for
the representation of Kroneckers modular systems®, ,On the reduction of
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Kronecker’s modular systems whose elements are functions of two and
three variables”, Landsberg in Schriften, die in den Gottinger Nachrichten,
wie auch der Encyklopidie der Math. Wissenschaften erschienen sind.

Nach einer andern Richtung ging Hilbert vor, der in einer 1893
in den Mathematischen Annalen veridffentlichten Arbeit nachwies, da8,
wenn F,, ... F, beliebige Formen und F eine Form bedeutet, die in
allen 7, =0, .-, F, = 0 gemeinsamen Punkten verschwindet, eine Zahl %
existieren muB, so daB

Fr=AF +.--+ A,F,,
wo 4,,---, A, Formen.

16. Die Anwendungen, welche Noether von seinem Satze machte
in bezug auf die Theorie der Berithrung von Kurven, die der algebraischen
Funktionen einer Variablen (Brill-Noether), sowie die der Abelschen Inte-
grale, hatten die Bedeutung des Modulbegriffes in ein helles Licht geriickt,
aber es dauerte doch noch fast 20 Jahre, bis der nichste bedeutende Fort-
schritt sich vollzog. Derselbe ist D. Hilbert zu verdanken. Seine in den
Math. Ann. Bd. 36, 1890, veroffentlichten Theoreme I—IV sind grundlegend
fiir eine Theorie der Moduln. Die Theoreme haben den folgenden Inhalt.

Theorem I: Ist F},--., F}, - eine beliebig vorgegebene Folge von
Formen, so 1iBt sich immer eine ganze Zahl % angeben, so daB fiir
jeden Index k> h Formen p,, ---, p, existieren, welche die Beziehung
Fy=pF, + - -+ p,F, erfillen.

Theorem II: Ist F,, .-, F,, --- eine beliebig vorgegebene Folge ganz-
zahliger Formen, so 148t sich immer eine ganze Zahl % angeben, so daB
fiir jeden Index % > h ganzzahlige Formen p,,- - -, p, existieren, die die
Beziehung F, = p, F, + - - - + p, F, erfiillen.

Theorem III: Es seien f,-- -, f, gegebene Formen.

Alle Losungen der Gleichung

O0=Xfi+-- -+ Xfy
in Formen X,---, X, sind dann darstellbar in der Gestalt
Xi = Y:;A1,i + Y2A2,i + - + YkAk,i,
wo Aj,i fiir alle Indexpaare j,i(j=1,---,k; ¢=1,:--,h) berechenbare
Formen, wo Y, ---, Y, beliebige Formen sind und wo die weitere Glei-
chung X, =0 keine Losung Y,,---, ¥, zuldBt, in der irgend eines der
Y, gleich 1 wire.

Diese Gestalt der Losungen sei ,die erste Syzygie® von (fi,---,1})
genanut. Die Gleichungen X, = 0 fithren darn auf ein System von
Losungen Y, = Z, B, ;+ Z; B, ; + - -+ + ZB,;, in welchem die B und Z
die den A4 und Y, auferlegten Bedingungen analogen Beschrinkungen er-
fabren. Dieses. letztere System von Losungen sei ,die zweite Syzygie®
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von (f;,++, f,) genannt. Wird die dritte, vierte, - - - Syzygie von (f;,---, ;)
genan ebenso definiert, so bricht die Reihe derselben ab. Die Kette der
Syzygien jedes Formensystems (f;,- -, f;) ist endlich.

Theorem IV: Ist f,,---, f, die Basis eines Moduls, so ist die An-
zahl der Bedingungen, die einer Form RE** Ordnung auferlegt werden,
wenn von~ihr die Zugehorigkeit zum Modul (f;,---,f;) gefordert wird,
eine Funktion von R, welche fiir geniigend groBe]Werte von R durch ein
Polynom in R dargestellt wird.

17. Die Schriften, welche sich mit der Weiterentwicklung der Kummer-
Dedekindschen Idealtheorie befassen, sind bereits zu zahlreich, als daB hier
eine vollstindige Liste derselben zu geben versucht werden konnte.
Ubrigens sind die in dieser Theorie behandelten Probleme wesentlich von
den allgemeineren in dieser Schrift behandelten verschieden.

Von allem, was vorhergeht, benutzen wir fiir die nun folgende
Deduktion nur die Definition, welche wir voraufgeschickt haben, und die
im wesentlichen von Dedekind und Hilbert stammt, die Schreibweise von
GauB-Kronecker, das Prinzip von Schénemann und die Theoreme I und II
von Hilbert. Der Beweis dieser Theoreme beruht auf einem Divisions-
verfahren und auf einem Induktionsschlusse, ist somit ganz im Rahmen
der elementaren Mittel zu erledigen, welche fiir unser Kapitel I in An-
wendung kamen.

Theorem I schlieBt in sich ein, daB, wenn M irgend ein Modul ist,
sich dann immer eine Anzahl Formen

Ugy Ugy~~ =y Uy
angeben lassen, so daB jede Form des Moduls M darstellbar ist in der

Gestalt
Pyt + Pothy - ¢ - - DUy,

wo die p,,- -+, p, Formen sind. Denn man brauchte ja nur alle linear-
unabhiingigen Formen RY* Ordnung des Moduls M fiir alle sukzessiven
Werte von R aufschreiben und dann das Theorem I auf diese Folge an-
zuwenden. Man kann daher jeden Modul als die Gesamtheit der Formen,
die =0 nach einem gewissen Divisorensystem sind, auffassen, wie um-
gekehrt jede solche Gesamtheit von Formen auch einen Modul bildet.
Um anzudeuten, daB eine Form F einem Modul M angehdrt, schreiben

wir daher
F=0mod M

und nennen ein System von Formen u,, - - -, u,, welches fir M die oben an-
gegebene Eigenschaft erfiillt, ein Fundamentalsystem oder eine Basis von M.

Sind M und N zwei Moduln, so bilden die Gesamtheit der Formen,
die sowohl M wie N angehren, wieder einen Modul. Denn gehdren
pund ¢ M und N an, so gehdrt ap + bg sowohl M wie N an, die Ge-
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samtheit der Formen, welche sowohl M wie N angehoren, hat daher die
Eigenschaft, welche einen Modul definiert. Dieser durch M und N ein-
deutig bestimmte Modal wird von uns

M, N]
geschrieben und ,kleinstes Vielfaches“ von M, N genannt werden.
Die Formen, welche als Summe zweier andern darstellbar sind, von
denen die eine M, die andere N angehort, bilden einen Modul. Denn ist

b= p’. + p”J
q — ql + q')}
wo
p =0mod. M, p"=0mod N,
g =0mod. M, ¢’ =0mod. N,
so ist
ap +bg = (ap +b4) + (ap” +bg"),
WO

ap’ + bqg =0 mod. M,
ap” + bg”=0mod. N,
ap + bg geniigt also auch der Forderung.
Dieser durch M und N eindeutig bestimmte Modul wird (M, N) ge-
schrieben und ,gr68ter gemeinschaftlicher Teiler von M und N ge-

nannt werden.
Sind M,, M,, - --, M, eine Anzahl von Moduln, so ist
[M,, My, - -, M) =[[M,, M, ---, M, .1, M,
(Mu Mm Y Mfc) = ((Mn M2) Y Mk-—i): Mk)
Nach dieser Definition ist es klar, daB in bezug auf die Operation [- - -]
wie (---) das assoziative wie distributive Gesetz Geltung hat.

Es sel w4y, 4, --,u, eine Basis von M. Die Formen, welche mit
irgend einem der u; multipliziert Formen ergeben, die N angehtren, bilden
einen Modul.

Denn ist

p-u,=0mod. N, ¢-u, =0mod. N,
p-uy=0mod. N, ¢-u,=0mod N,

p-u,=0mod. N, ¢q-u,=0mod. N,
so ist auch (ap+bg)u, = 0 mod. N fiir jeden Index .

Der Modul, der soeben definiert ist, ist von der besonderen Auswahl
der Basis u,, - - -, w, ganz unabhingig und hirgt nur von M und N ab,
die sie eindentig bestimmen. Denn aus obigen- Kongruenzen folgt, daB,
wenn [ dem eben definierten Modul angehort, und

F =puy + patty + -+ - + Py
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wrgend eine Form von M ist, dann immer
f+-F=0mod N.
Der Modul solcher Formen f wird —ﬂl—; geschrieben und ,Residualmodul®

von M in bezug auf N genannt werden.

Die Formen R%** Ordnung, welche einem Modul M angehoren, bilden
eine ,Involution®, denn mit F, und F, gehort immer ¢ F, + ¢, F, zu
diesem Formenbereiche, wo ¢, ¢, unbestimte Konstante bedeuten. Die
Mannigfaltigkeit dieser Involution wird

¢(R) — H(M) (R)
geschrieben werden, wo ¢@(R) die in Kap. I statuierte Bedeutung hat.
H(M) (R) wird ,die Hilbertsche Funktion von M* genannt werden. Die
Eigenschaften, welche Hilbert von ihr bewiesen hat, setzen wir nicht als
bekannt voraus, so daB wir von ihr vorliufig weiter nichts wissen, als
daB fiir jeden Wert von R ist: H(M) (R) < p(R).
Es ist immer

H[M, N(R) + H(M, N) () — HM(R) + HN(B).
Diese Beziehung stammi von Hilbert und wird von ihm wie folgt be-

wiesen. Ks sei
Uy, -+, U, eine Basis von M,

vy, + +*, ¥, eine solche von N.
Alsdann ist w,, - -, u, v, -+, v, eine Basis von (M, N), da jede
Form f, die zu (M, N) gehort, sich als Summe zweier Formen, die zu

M und N gehoren, schreiben lassen muB. Die Mannigfaltigkeit der In-
volution «von Formen der Ordnung R, die sich schreiben lassen:

Pythy + - Pty T @0+ G,
ist also einerseits = @(R) — H(M  N) (R), andererseits gleich der Mannig-
faltigkeit der Involution von Formen, die sich
Pyt P,
schreiben lassen, vermehrt um die Mannigfaltigkeit der Formen, die sich
@0+ 0+ G
schreiben lassen, und vermindert um die Anzahl der linear-dependenten
Relationen zwischen Formen dieser beiden Involutionen, d. h. die Mannig-
faltigkeit der Involution von Formen der Ordnung R, die sowohl =0 mod. M,
wie =0 mod. N sind, also [M, N| angehoren.
Damit zeigt sich, da8
¢(B) — H(M, N) (B) = ¢(R) — HM(E) + ¢(B) — HN(E)
—{9(R) — H[M, N](B)},
was die Behauptung verifiziert.

Mathematische Annalen. LX. 4
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Wir fiigen den obigen Definitionen noch die weiteren zu:
Ein Modul M, welcher die Eigenschaft hat, daB aus einer Beziehung
p-q¢=0mod M, wo p, g Formen sind, notwendig folgt, daB entweder

p=0mod. ¥
q =0 mod. M,

oder

heiBt ein ,Primmodul®
Z. B. bildet die Gesamtheit der Formen, die in einem gegebenen Punkte
verschwinden, elnen Primmodul.
SchlieBlich wollen wir eine Form p, die die Eigenschaft hat, daB aus
bd p-f=0mod M
unbedingt folgt
. f=0mod M,
yrelativ prim in bezug auf M“ nennen.
Ist P ein Primmodul, so ist jede Form enfweder = O mod. P oder
relativ prim zu P.
Der Residualmodul von (p), der Multipla einer Form p, in bezug
auf den Modul (P) ist immer mit p identisch, wenn p nicht = O mod. P.
18. Wir gehen nun zu einer Reihenfolge von Schliissen iber, aus-
gehend von
Satz VI. ,Wenn die Formen eines Moduls M keinen gemeinsamen
Nullpunkt haben, so ist fiir geniigend groBe Werte von B

HM(R) = 0

Um dies zu erweisen, wihlen wir aus M irgend eine Forlgn f; aus,
dann eine zweite f,, welche mit f; keinen gemeinsamen Teiler hat. Eine
solche existiert, da ja nicht alle Formen von M einen gemeinsamen Teiler
haben konnen, der Voraussetzung nach. Wir wihlen dann eine dritte f;,
deren Resultante mit f; und f; nicht verschwindet. Auch solche muB es
geben, da kein Teil des Schnittes von f; =0, f, = O auf jeder der Formen
von M liegen kann, der gemachten Voraussetzung nach. So fortfahrend
erhalten wir schlieBlich m Formen f;, - - -, f,,, welche samthch M angehoren
und .deren Resultante nicht verschwindet.

Nun gehort jede Form der Gestalt

pifi o+ Pula

M an, nach Satz II und III also jede Form einer geniigend hohen Ord-
nung iiberhaupt. Damit ist Satz VI evident.

19. Ist fi, fs, - - -, [, eine Basis eines Moduls M, so verschwinden die
Formen von M in den Punkten der Konfiguration und nur in diesen

fi=0, =0,
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Wenn die Formen von M Gebilde der Mannigfaltigkeit %, jedoch
keines von hoherer Mannigfaltigkeit als % enthalten, so sagen wir, der
Modul M habe die Mannigfaltigkeit .

Wir definieren nun den Hauptbegriff der Modultheorie. Es sei P
ein Primmodul der Mannigfaltigkeit » und ¢ ein Modul von hdochstens
der Mannigfaltigkeit %, welcher die Eigenschaft hat, daB aus einer Be-
ziehung

A-X=0mod. @,
in welcher 4 eine gegebene Form, die nicht

= 0 mod. P,
immer folgt

X =0 mod. §.

Alsdann wird @ ,ein primirer Modul, P der dazn gehérige Prim-
modul genannt. Besteht P aus der Gesamtheit der Formen, die das
irreduzible Gebilde C enthalten, so enthalten alle Formen von @ C oder
besteht aus der Gesamtheit aller Formen. Denn sei F' eine Form von ¢,
die C nicht enthilt, f eine beliebige Form, so ist ¥ - f= 0-mod. @, also,
da F C nicht enthalten soll, f==0 mod. §.

Es zeigt sich daher, daB der primire Modul @ entweder die Mannig-
faltigkeit 5 oder O hat; denn es folgt leicht, z. B. aus dem am Schlusse
von Nr. 15 erwihnten Hilbertschen Satze, daf zu jedem Primmodul P
ein irreduzibeles Gebilde C gehort, so daf jede C enthaltende Form P
angehort, und vice versa.

Es gilt nun der folgende Satz, der Fundamentalsatz der Modultheorie,
den ich den Noether-Dedekindschen Satz nennen will

Satz VIL ,Jeder Modul M ist darstellbar in der Gestalt

M= [Qn Qz: S ri R]’

wo Q,, @, -+, @, primire Moduln und R ein Modul, dessen Formen
keinen gemeinsamen Nullpunkt besitzen.”

Es sei M von der Mannmigfaltigkeit 2. Die irreduziblen Bildungen
der Mannigfaltigkeit , welche den Formen von M gemein sind, seien
mit G, C,, - -+, C; bezeichnet. Wir definieren nun einen Modul M, durch
folgende Bestimmung. M, besteht aus der Gesamtheit der Formen F,

deren Residualmodul (—2—'—1,—) nicht C, als ein ihren Formen gemeinsames Ge-

bilde enthalte. Die Formen F sind also dadurch charakierisierbar, da

eine Form & existiert, welche C; nicht enthdlt und fiir welche
F.®=0mod M.

Da8 die Formen F einen Modul bilden miissen, zeigh sich leicht folgender-

maﬁen M 4%
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Wenn F, ®,=0mod. M und &, nicht C, enthilt, sowie F,®, =0mod. M
und anch &, nicht O, enthdlt, so ist fiir beliebige Formen A4,, 4,

(4, F,+ 4, F;) 0,0, = 0mod. M,

also geniigt, da ®,®, ja C, nicht enthilt, auch A4, F, + 4, F, der ge-
stellten Forderung.

Man kann M etwa dadurch bilden, daB man in der Involution der
Formen R** Ordnung, die M angehsren, die zerfallenden Formen auf-
sucht, und die Teiler, welche C; nicht enthalten, fortfallen 148t. Den
Residualmodul von My in bezug auf M bezeichnen wir mit M. Der-
selbe umfaft also alle Formen X, die der Beziehung geniigen

F.X =0 mod. M,

wenn F), ein Basissystem von M durchliuft. Die Formen von Mg ent-
halten C; nicht als gemeinsames Gebilde. Denn sei Fy,--., F; eine Basis
von Mg, und seien @, - .-, ®; Formen, die C, nicht enthalten und derart,
daB F,- ®,=0mod. M. Alsdann ist

Fo-®-@p---0,=0mod M

fiir jeden Index ¢, somit gehért @, ®,---®; dem Modul My, an. O -d,---®;
enthilt aber C, nicht.

Die Formen von M gehdren sowohl dem Modul M , wie demjenigen
M¢, an, da sie der an die Formen von My wie M/ bezichungsweise
gestellten Forderung geniigen.

Ist F' eine Form, welche dem Modul

[(Me,, Mc,]
angehort, und @ eine solche, die dem.Modul
(M, Me,)
angehort, so ist F'- ® =0mod. M. Denn & liBt sich zerlegen in eine

Summe

® = + b,
wo

®, = 0 mod. M,

&, = 0 mod. My,
und F gehort sowohl M wie M. an, daher ist F'- &, =0 mod. M,
F.O,=0mod. M und F-d =0 mod. M.
Ebenso ist, -wenn ¥ eine Form von [M,, - -+, Mc] und & eine Form
von (M, - -+, Mg), F- @ =0mod M.
Der Modul (Mg, - - -, M) enthilt weder C; noch G, - - - noch C; als

ein- seinen Formen gemeinsames Gebifde, denn dieser Modul enthalt z. B.
irgend eine Form von M, die C, nicht enthilt.
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Wir konnen nun zeigen, daf identisch
M= ['MCU Y MC‘_,'; (Ma d;)],
wo & irgend eine Form von (Me, Mg, ---, M), die weder G, noch
G, - - - noch C; enthilt. Jede Form von M gehort jedem der Moduln
Me,, - - -, M(r}" (M: ®)

an. Umgekehrt, gehort F jedem dieser Moduln an, so existiert, da F
~auch (M, ®) angehort, eine Form f, fiir die

F=f-®mod M.

Da nun F dem Modul M, angehort, M, aber ein Teiler von M ist, so

1st auch
f-®=0mod M.

Nun ist der Modul M, ein primdrer Modul in bezug auf den Primmodul,
der aus der Gesamtheit der C, enthaltenden Formen besteht. Denn ist
A irgend eine Form, die C, nicht enthdlt, und ist angesetzt

A-X=0mod M,
so wird diese Beziehung nur befriedigt, wenn eine Form ¢ existiert, die
C, nicht enthilt und fiir die

A-X-0=0mod M.
Da nun 4 nicht C, enthalten soll, so ist

X = 0 mod. My,.

Die Mannigfaltigkeit des erwihnten Primmoduls ist %, die von M , eines
Teilers von M, hochstens h. Also ist My primdr. Mithin folgt aus der

Beziehung
f-®=0mod M,

da ¢ C nicht enthilt,
f=0mod M

und genau so zeigt sich
f= 0 mod. M,

fiir jeden Index ¢=1,2,---,5. Nun gehorte aber ® dem Modul

(M-, M)
an, somit ist nach dem schon friither Bewiesenen

f-®=0mod. M,

F=0mod M.

Daher gehort jede Form, welche
[M(fu Me,, - - -, ‘Mcj’ (M: ¢)}
angehort, M an, und da auch das Umgekehrte der Fall ist, so ist in der Tat
M =M, M, - --, MG}-: (M, ®)}.
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Der Modul (M, &) ist von der Mannigfaltigkeit 2 — 1. Da er alle
Formen von M enthilt; so konnen seine Formen nur G, ---, C; und
Gebilde niederer Mannigfaltigkeit gemein haben, und da ¢ in C,,---, (;
nicht verschwindet, so ist klar, daB die gemeinsamen Gebilde der Formen

von (M, &) nur die Schnittgebilde von & = 0 mit C,, - - -, C; und Gebilde
niederer Mannigfaltigkeit sein konnen. Auf (M, ¢) wenden wir dasselbe
Zerlegungsprinzip an, wie wir es bereits auf M angewandt haben, und
schlieBlich erhalten wir so eine Beziehung:

M= [Qv e Qj) R])

durch welche M in der Tat dargestellt ist als kleinstes Vielfaches von
priméren Moduln, deren zugehoriger Primmodul aus den Formen besteht,
die in irreduziblen Gebilden verschwinden, und einem Modul, dessen
Formen keinen gemeinsamen Nullpunkt haben. Aus obiger Reihe scheiden
wir noch die (bei unserem Verfahren immer vorhandenen) Teiler @ aus,
die bereits in anderen @ der Reihe enthalten sind, und erhalten dann als
SchluBresultat eine Darstellung von M, wie sie Satz VIIE behauptete.

20. Satz VII. ,Wenn u eine Form der Ordnung ¢ und relativ
prim zu M ist, so ist

H(M,w) (B) = A, HM(R),

fiir alle Werte von R >a — m + 1. Ist aber » nicht relativ prim zu M,

so ist
H(M,w) (R)y>A,HM(R)“

f= 01f1+02f2+"'+0jf7'
ein unbestimmtes Glied der Involution von Formen der Ordnung R, die
M angehoren. Die Involution pu + f, wo p eine Form der Ordnung
R — a, hat einerseits die Mannigfaltigkeit ¢(R) — H(M, ) (R), anderer-
seits, nach dem schon mehrfach benutzten Satze, die von pu, plus der von f,
vermindert um die von Identititen der Form pu + f=0. Es ist also

o(B) — H(M, u) (R) — p(R—a) + ¢(B) — HM(B) —z,
wenn z die Mannigfaltigkeit der Identitdten
pu+f=0.
Diese Beziehung ist sicherlich erfiillt, wenn
»=0mod M,
und, wenn « relativ prim zu M, nur unter dieser Bedingung. Mithin ist
2z =@(R—a) — HM(R—a);
denn dies ist die Mannigfaltigkeit von Formen p der Ordnung R — q,
welche M angehdren. Daraus folgt
H(M, u)(R) = A, HM(R).

Es sei
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Ist R<a, so ist £ =0, weswegen fiir die Giltigkeit der Formel sich
die untere Grenze

R=a—m-41

ergibt. Fir kleinere Werte von B ist die Formel durch Einsetzen von
x = 0 zu korrigieren.
Es zeigt sich noch, daB, wenn fiir eine bestimmte Ordnung R
H(M, w)(R) = 5, HM(R),
dann aus einer Beziehung der Ordnung R
p-u=0mod M

unbedingt folgen muf
p=0mod. M.

21. Satz IX. ,Die Hilbertsche Funktion eines Moduls ist fiir geniigend
grofle Werte von R gleich einem Polynom von R, dessen Grad um 1
kleiner ist als die Mannigfaltigkeit des Moduls.“ ’

Wir wissen bereits aus Satz VI, daB die Hilbertsche Funktion eines
Moduls, dessen Formen keinen gemeinsamen Nullpunkt haben, fiir gentigend
grofe Werte von R Null ist. Sei nun ein Modul M vorgelegt, dessen
Formen nur eine Anzahl Punkte gemein haben. Nach Satz VII konnen
wir denselben als kleinstes Vielfache darstellen

M = [QU Qg; T Qj? R]?
Qv Q2> Y Qj

in bezug auf je einen der gemeinsamen Punkte der Formen von M primir.
Ist u irgend eine Form, die keinen dieser Punkte enthilt, so ist u relativ
prim in bezug auf @, --, @,. Aus der Beziehung

%+ X=0mod M
X = 0 mod. ¢,,
X =0 mod. @, ete.

Soll X von geniigend hoher Ordnung sein, so ist auch
X=0mod. R,

wo die

folgt daher

also
X=0mod.[Q,, -, €, B]=0mod M;

% ist somit relativ prim zu A, wenigstens wenn B gentigend gro8, und
nach Satz VII ist dann
H(M, u)(R) = &,HM(R),
wenn ¢ die Ordnung von . Nun haben die Formen von (M, ) keinen
gemeinsamen Punkt, somit ist fiir geniigend groBes R
H(M,u)(BE)=0.
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Demnach ist fiir gentigend groBe R
A,HM(R)=0.

Wihlen wir a der Einfachheit halber =1, so zeigt diese Differenzen-
gleichung, da8 fiir geniigend groBe R

HM(R) = a,

wo a eine von R unabbingige ganze Zahl, die nicht O sein kann, da die
Formen von M Punkte gemein haben, nicht jede Form also M an-
gehoren kann.

Es mogen nun die Formen von M Kurven und Punkte gemein haben.
Wir stellen wieder M als kleinstes Vielfache nach Satz VII dar

M= [Qu ) Qj: -R]-
Ist u irgend eine Linearform, welche keines der Gebilde enthilt, in bezug
auf welche die @, primédr sind, so ist genau wie frither zu zeigen, daB
fiir geniligend groBe B u relativ prim zu M ist. Somit ist nach Satz VIII
fiir gentigend groBe R
H(M, ) (R)= A, HM(R).

Die Formen von (M, u) haben Punkte gemein, némlich die Schnittpunkte
der den Formen von M gemeinsamen Kurven mit # = 0, somit existiert
eine von O verschiedene ganze Zahl a derart, daB

a= A HM(R).

Es ist daher HM(R)=aR + b, wo b eine positive oder negative ganze
Zahl, die auch O sein kann. Durch genau dieselben Schliisse wird nun
der Satz IX allgemein bewiesen.

- 22, Satz X. Ist M ein primirer Modul und ist der zugehorige
Primmodul P die Gesamtheit der Formen, welche das irreduzible Gebilde C
enthalten, so 148t sich eine positive ganze Zahl % bestimmen, die derart
ist, daB -die k* Potenz irgend einer Form von P dem Modul M angehort.”

Zum Beweise der Behauptung entwickeln wir zuniichst einen Hilfs-
satz. Derselbe besagt, daB, wenn M®, M®), ... eine unendliche Reihe
von Moduln ist, sich immer eine Zahl » angeben 158t, so daB der Modul

(M(l)’ M@)’ e, M(n))
jeden Modul M) teilt, wie groB auch N sei.
Bezeichnen wir nimlich eine Basis von M® mit

Ui Uigs =05 Uy,
und wenden wir Hilberts Theorem (I) (s. Nr. 16) auf die unendliche Reihe
dieser Formen, von 2=1 bis /=00 an, so zeigt sich, daB man eine

Zahl » bestimmen kann, derart, daf jede Form u,;, wo ¢>=u, dem

»
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Modul (,;,-,u, ;) angehort. Fir dieselbe Zahl » ist daher (M©),---, M®)
ein Teiler von M®, wo 7 > n.

Ist insbesondere jedes der M® obiger Reihe ein Teiler von ME-Y,
so ist die wie oben bestimmte Zahl % so beschaffen, daf M ™ = M*+1) = ete.,
denn (M@, M@, ... M®) ist = M®, weil M® ein Teiler aller MO,
wo ¢ <n. Da nach obigem Hilfssatze (MO, ... M®) M® teilt, fiir
t>n, so teilt M® jedes M®, wo ¢>n. Andererseits teilt anch M®
das M® fiir i>n, nach Voraussetzung. Also ist M® = M®), wenn i > n.

Sei nun F,, F,,---, F, eine Basis von P. Wir bilden

F=p F| +p2F2+"‘+Pth

wo die p,, - - -, p; Formen irgend eines positiven Grades, der auch Null
sein kann, deren Koeffizienten aber siamtlich in der nun folgenden Rech-
nung unbestimmt sein sollen. Alsdann bilden wir den Residualmodul

M = %, was trotz der Unbestimmtheit der Koeffizienten von ¥ moglich

ist, denn die Kongruenz

F.X=0mod M
verlangt zu ihrer Auflésung fiir jede gegebene Ordnung von X nur die
Auflosung einer Reihe von linearen Gleichungen, und dies ist eine
Operation, die auch mit Unbestimmten sich vollziehen liBf. Ebenso

: : /I II/ M” b
bilden wir den Modul M" = (F)’ dann M =7 und so fort. In dieser

Reihe ist jeder Modul M@ ein Teiler des vorhergehenden, somit muB
eine Zahl % existieren, so daB M® = M&+Y. Jeder der M® ist ein
primirer Modul in bezug auf P. Beweisen wir dies z. B. von M’. Sei
A eine Form, die nicht in P enthalten ist. Sei ferner angesetzt

A4 -X=0mod M".
F-A.X=0mod M,

Alsdann ist

somit, da M primir,
F.-X=0mod M
und
X=0mod M.

Auch ist die Mannigfaltigkeit von M’, da es M enthilt, kleiner als oder
gleich der von P. Somit ist M’ primir. M® ist also ein in bezug
auf P primirer Modul, dessen Residualmodul in bezug auf F mit sich
selbst identisch ist. F ist also relativ prim zu M®.

Wir haben schon frither (Nr. 19) gezeigt, daB die Formen eines in
bezug auf P primiren Moduls, welcher das Gebilde C nicht enthilt, mit
der Gesamtheit aller Formen identisch ist.

Da nun F relativ prim za M®, so kann M® nach Satz VIII und IX
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C nicht enthalten. Somit ist M® mit der Gesamtheit aller Formen
iiberhaupt identisch. Es ergibt sich also, gemidB der Definition von M®

F =0 mod. M¢-1
F? =0 mod. M¢-3

ebenso

etc., bis sich zeigt

F¥*=0mod. M.
Nun war
F=p1’F’1 + e +phF],,
also
F* = piF¥+ byt~ p, FE~1F, + - - - = 0 mod. M.

Auch waren die Koeffizienten der p siimtlich Unbestimmte. Durch die
gewdhnlichen Methoden (Nullsetzen einiger der Unbestimmten, Anwendung
der Substitution u 4 ' fiir eine Unbestimmte u etc.) zeigt sich daraus

F¥t=0mod. M,
Fi=1F, =0 mod. M,

F"———Omod M

Somit ist auch f* =0 mod. M, wo [ irgend eine Form
f=aF +---+aF
des Moduls P.

Als ein Korollar des Satzes X zeigt sich, daB die Formen eines in
bezug anf P primiren Moduls nur die Gebilde C gemein haben. Eine
andere Folge des Satzes X ist der Satz von Hilbert:

Es sel f eine Form, die in allen den Formen f;,-- -, f, gemeinsamen
Punkten verschwindet. Dann l&Bt sich immer eine Zahl % bestimmen,

derart, daB
=0mod. (i, fay - - 5 [o)-

Denn ist (fy, -, f;) =[€y, €, - -, @;, B] nach Satz VII, so kénnen die
Gebilde, die zu den ¢, gehoren, nur Punkie enthalten, welche gleichzeitig
fi=0,---, f, =0 machen. f wird also jedes der zu den @, gehdrigen
Gebilde umfassen Gehdren nun zu @, - - -, ¢, gemiB Satz X die Zahlen
ky, - -+, k;, so geniigt es, n gleich der grdBten dieser Zahlen anzunehmen
— wenn nur die Ordnung von [ geniigend groB ist —, um den Hilbert-
schen Satz zur Evidenz zu bringen. Nur dann, wenn die Ordnung von f
nicht groB genug ist, muB man » groBer wihlen.
23. Satz XI. ,Wenden wir Satz VII auf das Modulsystem

M= (uy, v, - - 10)
an, wo A <m — 1 und die Resultante von w,,---, 4, mit m — h Linear-
formen nicht identisch verschwindet. Xs zeigt sich dann, daf identisch
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M= [MCN Mcz? ) MCjL

wo C, G, ---, C; die irreduziblen Gebilde, welche den Schnitt von
#; =0, .-, u, =0 ausmachen®
Nach Satz VII ist fiir jedes Modulsystem

M= [Mcu MCz: Tty M0j7 N]’

wo Cy, Gy,---,C; die Gebilde hochster Mannigfaltigkeit, welche den Formen
von M gemein sind, und wo N von niederer Mannigfaltigkeit als M ist.
Sei nun eine solche Entwicklung auch fiir den Modul M = (u,, u,, - - -, ;)
angenommen und sei ¢ irgend eine Form von N, welche keines der
Cy,---, C; enthilt. Sei F eine Form des Moduls [M,---, Mcj]. Als-

dann ist
F.-®d =0mod. [Mol,---,ng,N]EOmod.M.

Nun verschwindet aber die Resultante von &, u,---,u, und m» —h —1
Linearformen nicht identisch, also ist nach Satz I (Kap.I) F'=0 mod. M.

24. Genau dieselbe Reihe von Definitionen und Schliissen, wie sie
oben durchlaufen war, fithrt auch in bezug auf die Theorie der gans-
zahligen Formen zu bedeutsamen Ergebnissen.

Die Formen, welche ein gegebenes irreduzibles ganzzahliges Gebilde
enthalten, bilden ein Ideal, genauer ein Primideal, wenn wir als ein solches
jedes Ideal J definieren, derart, daf A4 - B= 0 mod. J zu

A=0mod.J oder B=0mod.J

fiihrt, unter A, B ganzzahlige Formen verstanden. Auch in der Algebra
mod. p, wo p irgend eine Primzahl, gilt der Zerlegungssatz der Formen
in irreduzible Teiler und gelten daher alle Erwigungen des Satzes IV,
nach dem Prinzip von Schénemann. In dieser Algebra gibt es daher auch
irreduzible Gebilde.

Sind J}, J, - - -, J; eine Anzahl von Idealen, so definiert [J}, Jy, - - -, Ji]
ein Ideal, das wir kleinstes Vielfaches von J,,-- -, J, nennen werden, und
(Jyy dyy -+ -, J;) ein anderes, das groBter Teiler von J, - - -, J; heiBen wird.
Die Definition dieser Ideale ist mit genau denselben Worten maoglich, wie
die der Moduln [M,, -, M,] und [M,, -, M)).

Ist G in der Algebra mod. p ein irreduzibles Gebilde, und ist J das
Primideal, welches dem irreduziblen ganzzahligen Gebilde G entspricht,
so ist (p,J) ein Primideal.

Denn ist angesetzt

4 - B=0mod.(p, J),

A -B=0mod. J
in der Algebra mod. p, also, da G in dieser Algebra irveduzibel,

so ist
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A4A=0mod. J

B=0mod. J

in der Algebra mod. p, mithin 4 oder B = 0 mod.(p, J).

Ist G ein mod. p irreduzibles ganzzahliges Gebilde der Mannigfaltig-
keit %, J das entsprechende Primideal, und J’ = (p,J), so wollen wir
das Primideal J’ einen Primdivisor, p seine Grundzahl nennen und als
geine Mannigfaltigkeit die Zahl A — 1 bezeichnen. J dagegen wollen wir
einen ganzzahligen Primmodul nennen. Auf diese Weise zerteilen sich
die Primideale in die beiden Klassen der Primdivisoren und ganzzahligen
Primmoduln.

Es sei irgend ein Ideal A vorgelegt. Wir definieren seine Mannig-
faltigkeit auf folgendem Wege: Nach dem Theorem II von Hilbert (Nr. 16)
bleibt der Inhalt des Theorems I von Hilbert bestehen auch bei Be-
schrinkung auf ganzzahlige Formen. Mithin hat jedes Ideal eine Basis
ganzzahliger Formen, vorausgesetzt, daB man auch ganze Zahlen mit als
Formen rechnet. Sei die Basis von 4

Fv Fy -y By

Wir zerlegen irgend eine der Fj, z. B. F,, in seine irreduziblen Teiler
und spalten die Gruppe derselben in zwei Systeme S; und S;,. S, ent-
hélt diejenigen, welche auch F,, - - -, F} teilen.

Ist F” irgend ein Individuum von S,, so bringen wir dasselbe zum
,ochnitt’ mit einem der F), sagen wir F,, welche nicht durch F” teilbar
sil. Wir bilden also die Resultante von

F', F27 ln R Zm—2)

unter }, ---, 1, _, Linearformen mit unbestimmten Koeffizienten y, ; ver-
standen, und spalten sie als Form derselben in ihre irreduziblen Teiler.
Diese Teiler bestehen aus zwei Gruppen, nimlich Primzahlen und wirk-
lichen irreduziblen ganzzahligen Formen der y; ;. Ist p eine Primzahl
der- ersten Gruppe, so verschwindet in der Algebra mod.p die Resultante
von F' und F,, mithin haben nach dem Prinzip von Schonemann beide
Formen in jemer Algebra einen gemeinsamen irreduziblen Teiler ¢ und
daher sind sowohl F’, wie F, =0 mod.(p,?). Sind auch F;, F,,. .- F,
= 0 mod. (p, ?), so ist (p, ?) ein den F,, F,, - .-, F, gemeinsamer Prim-
divisor.

Wenn dies nicht der Fall, so bringen wir ¢ in der Algebra mod. p
mit einem der F, zum Schnitt, welche nicht durch #mod. p teilbar sind,
und verfahren weiterhin in der Algebra mod. p ganz nach der Vorschriff
des Satzes IV. Ist andererseits G ein von den y; ; abhingiger irredu-
zibler Teiler der Resultante der P, F,,l,---, 1. _4, so entspricht ihm

oder
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ein ganzzahliger Primmodul P. Entweder ist nun F} = 0 mod. P fiir jeden
Index ¢, oder dies ist nicht der Fall. In letzterem Falle bringen wir das
P entsprechende Gebilde genan nach der Vorschrift des Satzes V zum
Schnitt mit einem der F), das nicht = O mod. P, und erhalten dabei wieder
eine von Unbestimmten abhingige Form, die als irreduzible Teiler sowohl
Primzahlen, wie irreduzible Formen zuldBt. In jedem Falle schreitet der
ProzeB nach der Vorschrift des Satzes V vorwirts. Das schlieBliche Er-
gebnis ist, daB wir eine Reihe von Primdivisoren J und ganzzahligen Prim-
moduln P erhalten, derart, daB fiir jedes J und P der Reihe und fiir
jeden Index ¢

F;=0mod. J
und

F,=0mod. P
und auch derart, daB irgend ein Punkt, der in der Algebra der ganzen
Zahlen oder der Algebra mod. irgend einer Primzahl die Fy,---, F, ver-
schwinden macht, auf irgend einem der zu dem J oder P gehérigen Ge-
bilde gelegen ist. Die Maximalmannigfaltigkeit der ldeale der Gruppe
P, J nennen wir die Mannigfaltigkeit des Ideals A. Dabei ist es offenbar,
daB sowohl die Gruppe der P, J wie jene Mannigfaltigkeit von der Aus-
wahl der Basis von A4 unabhingig ist.

25. Satz XII. ,Ist A emn Ideal, welches weder Primdivisoren noch
ganzzahlige Primmoduln als Teiler zuldBt, so ist jede ganzzahlige Form F
geniigend hoher Ordnung F = 0 mod. 4.4

Es sei f;,---,f; eine Basis von 4. Wir setzen, der Methode von

Kronecker folgend,
Fi=nfi+ - +nh

F2=QIfl+”°+QEfk)
F.=nfi+- - +nf

wo die Py, -y Pu- 5 ¥y, - -, 7, Formen mit lauter unbestimmten Koeffi-
zienten, und bilden die Resultante von F,, ..., F, . Dieselbe kann weder
in der Algebra der ganzen Zahlen, noch in derjemigen mod. irgend einer
Primzahl identisch verschwinden, da sonst die Fy,---, ¥, also auch
fi»*» f., ¢inen Primdivisor J oder ganzzahligen Primmodul ¢ als Teiler
zulassen miiBten. Ist nun F von geniigend hoher Ordnung und bezeichnen
wir jene Resultante, die eine Form der Unbestimmten sein wird, mit Res,
80 besteht eine Identitit:

ReS'F'_"A‘l°F1+'A2'F2+“'+'A'm'Fm)

wo auch die A4,,---, A, ganzzahlige Formen der Unbestimméen sein
werden. Ordnen wir jede der Seiten obiger Identitit nach den Potenz-
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produkten der Unbestimmten und vergleichen wir die Koeffizienten der
nimlichen Potenzprodukte, so ergibt sich eine Reihe von Kongruenzen
a,- F=0mod. (f;,-+-,f,) =0mod. 4,
ay, - F =0 mod. 4,

Die ganzen Zahlen a,,a,,--- konnen keinen gemeinsamen ganzzahligen
Teiler haben, da sie die Koeffizienten der Potenzprodukte der Unbestimmten
in der Form Res sind und diese Form modulo keiner Primzahl verschwindet.
Mithin existieren nach den Elementen der Zahlentheorie ganze Zahlen u,,
Ng, +++, 50 daB % 4, + nyay + ---=1, und es findet sich in der Tat

F=0mod. 4.

26. Wir definieren nun ein primires Ideal, in genauer Analogie mit
der Definition des primiren Moduls. Wenn aus
A-B=0mod J,
wo J ein Ideal, 4 und B ganzzahlige Formen, von denen bekannt ist,

daB A nicht = 0 mod. J,
wo J’ ein Primideal, unbedingt folgt
B = 0mod. J,

so ist J primdr in bezug auf J°, sobald die Mannigfaltigkeit von J’
mindestens derjenigen von o gleich ist. Indem wir nun den Betrach-
tungen des Satzes VII dieses Kap. Wort fiir Wort folgen, erhalten wir

Satz XII. ,Jedes Ideal ist darstellbar als kleinstes Vielfache von
primdren Idealen und einem Ideale B, dessen Formen weder in der
Algebra der ganzen Zahlen, noch in derjenigen modulo irgend einer Prim-
zahl einen gemeinsamen Punkt haben.”

27, Jedem Ideal entspricht ein Modul. Sind

Uyy Ugy = * =y Uy,

eine Serie ganzzahliger Formen, die eine Basis von J bilden, so definieren
dieselben als Basis eines Moduls J” den J entsprechenden Modul. Dabei
ist J° von der speziellen Auswahl der Basis u,, - .-, u, von J unabhingig,
da ja jede Basis durch lineare Kombinationen einer andern ersetzbar ist.
Gehort eine ganzzahlige Form f dem Modul J* an, so lassen sich Formen
Py, *» b, bestimmen, derart, dab

F=pu + -+ Dty
Die Koeffizienten der p; sind dabei aus einer Serie linearer Gleichungen,
deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, bestimmbar. Somit gibt es Formen p,,
die obige Relation erfiillen, und deren Koeffizienten rationale Briiche sind.
Zudem sind die Nenner dieser Briiche von den Koeffizienten von f unab-
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hingig, wie bereits die elementare Theorie der Determinanten und linearen
vGleichungen zeigt, wohl aber abhingig von der Ordnung R. Sei fiir
eine bestimmte Ordnung B

9(R)

der (teneralnenner der Briiche, welche die Koeffizienten von p,, ---, p,
bilden. Alsdann ist
g(R) - f=0mod. J.

Alle ganzzahligen Formen von J” bilden ebenfalls ein Ideal, da mit
zwei ganzzahligen Formen p, q, die J' angehsren, auch ap + bg, wo
a, b ganzzahlige Formen, eine ganzzahlige Form von J’ ist. Sei dieses
Ideal kurz (J') geschrieben. Auch (J”) hat eine Basis

fis fas o f;u
und da es ganze Zahlen gibt

915 925 * * *5 9>

so daB
9, - f;=0mod. J,

so ist also, wenn

9=91"9: " 9%
gesetzt wird

g-f=0mod. J,
wo [ irgend eine ganzzahlige Form von J".

Wir definieren nun wie folgt:

Ein Primideal, welches eine ganze Zahl enthilf, heiBe ein Primdivisor.

Ein primires Ideal, welches ecine ganze Zahl enthdlt, heifle ein
primirer Divisor.

Ein Produkt von primdren Divisoren heifle ein Divisor.

Ein Primideal, welches kein Primdivisor ist, heiBe ein ganzzahliger
Primmodul.

Ein primires Ideal, welches kein Divisor ist, heiBle ein ganzzahliger
primérer Modul.

Ein Produkt von ganzzahligen primiren Moduln heife ein ganz-
zahliger Modul.

Es zeigt sich dann: ,Das zu einem priméren Divisor gehorige Prim-
ideal ist ein Primdivisor.“ Denn genau wie frither fiir primire Moduln
bewiesen ist, kann gezeigt werden, daB jede Form eines primiren Ideals
za seinem Primideal gehdren muB. Wenn das primdre Ideal ein Divisor,
so gehort ihm eine Zahl an, diese gehort also auch dem entsprechenden
Primideal an, dasselbe ist also ein Divisor.

Umgekehrt .gilt: ,Ein zn einem Primdivisor d gehoriges primires
Ideal oJ ist ein Divisor“ Zu d gehort eine Zahl, die wegen der funda-
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mentalen Eigenschaft der Primideale eine Primzahl sein muf. Dieselbe
sei p. Wir bilden nun die Reihe der Ideale

_ . Iy . I _ Ji
J:Jl"'z"@_) — ()’ — (p)? ")Jk""—(@mr Y
von denen jedes das vorhergehende teilt. Nach dem friither (Nr. 22) be-
wiesenen Satze muB es eine Zahl % geben, so daB
Jp = Jk+1 =

J, ist, wie nach dem schon frither angewandten SchluBverfahren gezeigt
wird, ein primires Ideal, dessen Primideal d ist. Bezeichnen wir J,
mit I, so ist

Iy I

....-I_ ==
(®)
I=(TI).
Denn ist f irgend eine Form von (I”), so gibt es eine Zahl g, so daB
g-f=0mod, 1.
Da aber g in Faktoren zerfillt, die entweder relativ prim zu d oder

Potenzen von p sind — denn d enthilt nur die Multipla der einen Prim-
zahl- p oder die Einheit, wie aus den Elementen der Zahlentheorie

I
Daraus ergibt sich aber

- M I
erweisbar —, andererseits —~ = I war, so folgt

(®)
f=0mod. I,

I=(TI).

Sei die Mannigfaltigkeit von d gleich %, so wird auch diejenige von
J gleich 2 sein, und da alle Formen von J enthalten sind in Jy, J;,- -,
so wird die Mannigfaltigkeit von I hochstens = h.

Die Formen von I’ werden eine Anzahl von Gebilden hochstens der
Mannigfaltigkeit 7 gemeinsam haben, und diese Gebilde werden sich in
Gruppen konjugierter Gebilde trennen lassen, nach Satz V. Sei f irgend eine
ganzzahlige Form, welche jede Gruppe dieser konjugierten Gebilde enthilt.
Alsdann wird nach dem Satze X eine Zahl » existieren, so dal

d. h. in der Tat

f*=0mod. I,
also, da f ganzzahlig,
1= 0mod. (I'),
*=0mod. I,
somit, da I primir in bezug auf 4,
f=0mod. d,

wenn nicht I die Gesamtheit aller Formen bedeutet. Verweigern wir
letztere Annahme, so miissen wir zugestehen, daB d Formen enthilt, die
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irreduzible Gebilde von hochstens der Mammigfaltigkeit » gemein haben.
AuvBerdem enthilt d noch p, miiBte also von minderer als der Mannig-
faltigkeit % sein und dies ist nicht der Fall. Somit muB zugestanden
werden, daB I die Gesamtheit aller Formen ist. Daher enthilt wegen
der Identitit J, = I, J die Zahl p*, J ist also ein Divisor.

Das Primideal, das zu einem primdren ganzzahligen Modul gehdrt,
ist also ein ganzzahliger Modul und vice versa.

Ist J irgend ein Ideal und seine Darstellung nach Satz XIII als Produkt
von primiren Idealen ausgefiihrt, so kGnnen wir nach obigem die primiren
ganzzahligen Moduln in eine Gruppe und die primiren Divisoren in eine
andere Gruppe zusammenfassen, so daB erhalten wird

J=1[6G, d, B,
wo G ein ganzzahliger Modul, d ein Divisor ist und R die frithere Be-
deutung beibehalfen hat.

G hat die durch (@) = G ausgedriickte Eigenschaft. G 1iBt sich
nimlich zerspalten in ein Produkt primérer ganzzahliger Moduln

G=I[4,B,--,C],

(@) = [(4), (B), - -~ (C)],
weil, wenn eine ganzza,hhge Form F(4"),---,(C’) angehort, eine Zahl j
existiert, so daf jF [4,.-.-, C], also G angehort Andererseits ist fiir
primére ganzzahlige Moduln ((A)) = A, denn das zu A gehorige Primideal
ist nach fritherem ein ganzzahliger Modul, aus einer Beziehung
g-f=0mod. 4

und es ist

folgt daher

Aus J =[G, d, R] folgt
() =U&)- (@) (B)]
Nun gibt es eine Zahl g, welche d angehort, somit enthilt (d”) die
Einheit und besteht aus der Gesamtheit aller Formen. Damit zeigt sich

schlieBlich
(I} =1G.(B)]-

Die Formen eines ganzzahligen Moduls sind also definiert durch ihre
Zugehorigkeit zu einem Modul im urspriinglichen Sinn des Wortes und
durch ihre Ganzzahligkeit. Die Formen eines Divisors haben aber ganz
andere Eigentiimlichkeiten. Es eriibrigt noch, dieselben festzulegen.

28. Wir definieren, in Analogie mit den Festsetzungen der Zahlen-
theorie, ein wollstiindiges Restsystem B*r Ordnumg des Dipisors d als eine
Gruppe. I' von Formen, derart, daB jede beliebig ansgewshlte ganzzahlige
Form F einer Form der Gruppe I mod. d kongruent ist. I wird fiir jeden

Mathematische Annalen. LX, 5

f=0mod. 4.
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Wert von R aus einer endlichen Anzahl von Formen bestehen, voraus-
gesetzt, daB nicht zwei Formen I' angehtren diirfen, die mod. d kongruent
sind; denn selbst wenn die Basis von d nur aus der Zahl, die sie enthilt,
bestinde, wiirde ja ein derartiges Restsystem eine endliche Zahl Glieder
haben, und die anderen Glieder der Basis konnen die betreffende Anzahl
nur verringern. Die Anzahl der Glieder von I' sei als ,Dedekindsche
Funktion des Divisors 4 fiir die Ordnung R“ bezeichnet und Dd(R) ge-
schrieben. Fiir sie gilt

Satz XIV: ,Die Dedekindsche Funktion eines Divisors ist ein Produkt
von Primzahlpotenzen

Da(R) =1701h7 27:2; Tt p:n)

deren Basen von R unabhingig sind, und deren Exponenten von R ab-
hingen, und zwar sind diese Exponenten fiir geniigend groBe Werte
von R Polynome von E. Dabei ist zum mindesten eines dieser Polynome
vom Grade h, wenn die Mannigfaltigkeit von d gleich 4 ist, und keines
ist von hoherem Grade als A4

Wir erweisen den Satz durch Induktion. Er ist offenbar richtig,
wenn die Resultante von m unbestimmten Formen von d eine primitive
Form der Unbestimmten ist, denn dann gehért jede Form einer geniigend
hohen Orduung d an. Hat d die Mannigfaltigkeit O (oder die Stufe )
und ist % irgend eine Form relativ prim zu den Primdivisoren der
primiren Teiler von d, mithin zu d, so haben die Formen von (d, u)
kein Gebilde m** Stufe miteinander gemein und die Resultante von m
seiner Formen mit unbestimmten Koeffizienten liefert eine primitive Form
derselben. Jede beliebige Form F gentigend hoher Ordnung geniigt also
einer Kongruenz

F = qu mod. d.

Ist F,,---, F; ein vollstindiges Restsystem E** Ordnung von d,
g1 ° * 5 4z, ein solches der Ordnung B — 1, » der Ordnung 1. so ist also
F, =qumod. d,

F, =q,u mod. d,
j ist =i Denn einerseits ist keines der gu einem der anderen gu mod.d

kongruent, weil ja aus

folgen wiirde, da u relativ prim zu 4,
g; — ¢; =0 mod. d;
und diese Kongruenz widerspricht der Definition eines vollstindigen Rest-

systems. Andrerseits kann nicht zu zwei mod. d inkongruenten Formen ¥
dasselbe ¢ gehGren. Somit ist.die Anzahl der Glieder eines vollstindigen
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Restsystems R*" Ordnung von 4 fiir gentigend hohe Werte von R kon-
stant, wenn die Stufe von d gleich m ist. '

Sei nun die Richtigkeit von Satz XIV angenommen, wenn die Stufe
von d gleich % ist, und erschlieBen wir daraus seine Richtigkeit fir die
Stufenzahl & — 1. Es sel wieder eine zu d relativ prime lineare Form w
gewihlt und das vollstindige Restsystem RE'** Ordnung von (d,u) be-
trachtet.

Dasselbe sei ®,, .-, ®,. Das vollstindige Restsystem R** Ordnung
von d sei Fy,---, F_, das (R—1)* Ordnung ¢;,---, ¢.- Es ist dann
fiir jeden Index ¢

F;= &;mod. (d, w)
oder

F,= &, 4 qu mod. d.
Der Definition von ®,, ---, ®, nach ist fiir verschiedene Indizes 7, 5, ®;,—®,
immer inkongruent mod. (d, ). KEine Kongruenz

O, +qu= <1>j1 + qu mod. d
fiihrt also zu j =), und
(—¢,)s=0mod d
d. h
6G=4,
Somit ist die Anzahl g der F, gleich der Anzahl aller Systeme von ¢; und
g, dh =b-c. aistaber = Dd(R) und ¢=Dd(R—1); b ist = D(d,u)(R),
also fir geniigend groBe R nach der gemachten Annahme, da ja (d,u)
eine um 1 hohere Stufe als d hat, darstellbar in der Gestalt

.plal .pzaz e pn“n’
wo p,, - -+, P, Verschiedene Primzahlen, 4, - - -, a, Polynome von R sind.
Aus der Beziehung

Dd(R
W(ﬁ:pi%’pi’az ”‘p““n

folgt daher
Da(B) = py - > -+~ pan - ¢,

wo die 4,, ---, A, Polynome von R sind, deren Grad mm 1 héher ist
als der der entsprechenden Polynome g, ---, a,, und wo ¢ eine ganze
von R unsbhingige Zahl ist. Damit ist Satz XIV vollstindig erwiesen.

29. Die Dedekindsche Funktion Dd(R) eines Divisors 4 hat die
Eigenschaft, daB eine mit ihr multiplizierte ganzzahlige Form F B Ord-
nung dem Divisor d angehorte. Ist u, - - -, , eine Basis von d, F eine
Form R< Ordnung mit lauter unbestimmten Koeffizienten y;, sind
Dy, * -+ p, Formen mit lanter unbestimmten Koeffizienten 2;, und ist

F=piu,+-- + 0, 5*
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so sind damit die y, als ganzzahlige homogene lineare Funktionen der z
definiert. Da d ein Divisor ist, so ist es moglich, wenn die y; irgendwie
gegeben sind, zugehdrige z; aus obigen Beziehungen zu berechnen. Be-
schrinken wir aber die #; auf ganzzahlige Werte, so werden die y; nicht
beliebige ganzzahlige Werte sein konnen, sondern sie werden gewissen Be-
dingungen geniigen miissen. Ein Gesetz, welches in bezug auf derartige
Beziehungen statt hat, ist von Stephen Smith und Frobenius entdeckt
worden, und hat in seiner weiteren Ansgestaltung zu der fruchtbaren
Theorie der ,Elementarteiler Anlaf gegeben. Dies Gesetz besagt folgendes:
Sind I, 4, --., !, eine Reihe ganzzahliger linearer Formen von Unbe-
stimmten 2z, und ist die Zahl der Unbestimmten groBer als », so ist die
Anzahl N der Systeme I' ganzer Zahlen

(yl,u T yn,l)? (91,27 Y yu,2): T (%,N; 1 ?/n,N))
von der Art, daB keines der Systeme von Gleichungen

Y,i—W%,; = b, Yo, Y,; = by Yy~ Yu; = L
fiir verschiedene Indizes 7, eine Losung besitzt, wohl aber jedes System

U =Y =4, G~ Y5 ;= by -+

wo a,, * - -, a, beliebig gegebene ganze Zahlen, fiir einen der N Indizes
h=1-.- N — diese Zahl ist genau gleich dem gr6Bten gemeinsamen
Teiler der Determinanten der von den Koeffizienten der I, gebildeten
Matrix. — Die Unterdeterminanten jener Matrix haben eine Serie ge-
meinsamer Teiler, deren Verhiltnisse die ,Klementarteiler bestimmen.
Man kann alle betreffenden Sdtze wohl am besten an der Hand der
,2Normalform“ studieren, die Frobenius fiir das System der I, ---, I, auf-
stellt. Er ersetzt einerseits die 2z, durch ein System von # ganzzahlig
linear mit ihnen verbundenen Variablen 2z, derart, daB der groBte ge-
meinsame Teiler aller Transformationsdeterminanten 1 ist; und andrer-
seits fithrt er denselben Prozef auf die [, -.-, [, aus, danach erhilt er
die transformierten I, die wir [/ schreiben wollen, ausgedriickt in den z;
in dieser Weise

W=es, =6z, =66z, - 1/=e6 -2
wo €, - -, ¢, ganze Zahlen sind. Fiir den Beweis dieses Satzes sei die
klassische Abhandlung von Frobenius in Crelles Jounal 86 und 88 (Uber
lineare Formen) konsultiert.

Jedem beliebigen System von ganzzahligen Werten der 2, und 7, ent-
sprechen infolge der Festsetzung iiber die Transformationsdeterminante
ganzzahlige Werte der z, und I, wie auch umgekehrt. Danach sind die
Bedingungen, unter denen eine Serie von Gleichungen

b=v,bL=%y - l,=Y,
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ganzzahlige Losungen hat, genau angegeben durch

[ =0mod. ¢, I =0mod ¢e, I =0mod ee ---e,

n

wo die [/ gewisse ganzzahlig umkehrbare lineare Formen der I, sind. Ist
a,, - -+ @, ein System unbestimmter ganzer Zahlen, so ist ¢ ---¢,=¢
die kleinste ganze Zahl, fiir die das Gleichungssystem I/, = g - @, eine ganz-
zahlige Losung hat. e"e,”"!--.¢, ist die frither N genannte Zahl.
Ubertragen wir die Sitze von Frobenius auf die durch die Gleichung

F=pu +---+pu,

vermittelte Bezichung zwischen den y; und z;, so zeigt sich, daB fiir die
Zahlen ¢, des Systems dieser linearen Formen der z; die Beziehung gilt

6,6 - 6 =9(B),
wo g(R) die kleinste ganze Zahl, fiir welche bei beliebiger ganzzahliger

Form R** Ordnung F
g(R) - F=0mod. d.

Ferner ist
e"e" "t --- e, = DA(R).
Ist d ein Primdivisor, p die in d enthaltene Primzahl, so ist g(&) = p.
Mithin ist nur einer der d entsprechenden Elementarteiler = p, die iibrigen
sind simtlich =1. Dd(R) ist eine Potenz von p, deren Exponent fiir
gentigend hohe Werte von R, nach Satz XIV, ein Polynom ist. Dieser
Exponent gibt nach der zweiten der obigen Beziehungen den Index des
Elementarteilers an, der = p ist. Ist d' ein primirer Divisor, so ist die
kleinste ganze Zahl g, fiir die
g-F=0mod. d,
wo F irgend eine Form, eine Potenz p* einer Primzahl. Mithin ist aus

e - b =p"
jeder der Elementarteiler eine Potenz von p und auch Dd'(R) eine Po-
tenz von p.

Man kann aus den Sitzen von Frobenius noch weitere Folgerungen
zichen. Ist d ein beliebiger Divisor, R eine bestimmte ganze Zahl, so
lassen sich die Formen R** Ordnung von d in die Gestalt bringen

et fy + e eusfy + - -+ 6 U1,
wenn %, - - -, %, beliebige ganze Zahlen, f,, - - -, f, ein passend bestimmtes
Fundamentalsystem aller ganzzahligen Formen R*" Ordnung, ¢, - --, ¢, die
wie oben durch die Elementarteiler bestimmten Zahlen sind. Obiges ist
in der Tat nur eine Schreibweise der Normalform von Frobenius, fir den
vorliegenden Fall zur Anwendung gebracht. Nun ist g=¢, ---¢, die
Kleinste ganze Zahl, mit welcher multipliziert alle ganzzahligen. Formen
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R* Ordnung d angehoren, und diese Zahl ist von R unabhingig. g ist
bestimmbar als kleinste d angehorige Zahl. Aus der Beziehung ¢, ---¢,=¢
geht hervor, daB nur eine endliche Zahl der ¢; von 1 verschieden sind.
Seien diese von 1 verschiedenen Zahlen ¢, E,, E,, .- -, E, genannt, Es
ist dann
9= E1E2 e Ee—-lEe’

Die Indizes der von 1 verschiedenen ¢; lassen sich dann immer, fiir ge-
niigend groBe Werte von R, als Polynome von R erweisen. Es ist
nimlich die Darstellung der Formen R** Ordnung des Divisors, der aus
allen Formen besteht, die mit E, F, - - - E,_, multipliziert zu d gehoren

Ufy +uwfo+ -+ uf, +Ee(“h+1fh+1 Feetu,f),

denn diese und nur diese haben die angegebene Eigenschaft. Der Index E,
in diesem Divisor ist A 4+ 1, mithin ist

Epn- .—D(E )(R),

h also fir geniigend grofe Werte von R, nach Satz XIV, ein Polynom
von B. Ebenso ist die Darstellung der Formen E** Ordnung des Divisors

(z2)
El ..._Ee__2

U fi+--+ufi+ Ee—1(“k+1fk+1 +-- )+ E,E,_, (Uh+1f}a+1 +o o+ U, 1)
Seine Dedekindsche Funktion ist

E 2n—k-h E n-—k

also ist auch der Index % von E,_, ein Polynom von B. Und so kann
man weiterschlieBen.

30. Satz XV. ,Sind 4, d2 zwei beliebige Divisoren, so gilt fiir jeden
Wert von R

Did,, ds] - D(dn dy) = Dd, - Dd, “

Um dies zu erweisen, stellen wir vollstindige Restsysteme R*“* Ord-
nung fir d;, und d, in folgender Weise her.

Sind 4 und B zwei Formen R* Ordnung dieses vollstindigen Rest-
systems fiir 4,, so ist

A — B nicht = 0(d,).

Sollen 4 und B auch zu einem vollstindigen Restsystem fiir (d,, d;) ge-
horen, so darf auch nicht 4 — B=0(d,, d,) sein. Sicher wird es Formen
geben, deren -Differenz wohl zu (d,, d,), aber nicht zu (d,) gehort, Sind
A und B zwei solche Formen, so wird es moglich sein, 4 — B als
Summe C + D zweier Formen herzustellen, von denen die erste d;, die
zweite d, angehdrt. B kann man nun in seinen Eigenschaften modulo d;
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durch B'= B + C ersefzen, da C=0mod. d,. Tun wir dies, so wird,
wegen A— B=C+ D, A — B =D d, angehiren.

Denken wir uns nun ein vollstindiges Restsystem I' von Formen
R Ordnung fiir d, hingeschrieben. Ist F irgend eine Form, so wird I
eine Form A enthalten, von der Art, dal F = 4 mod. d,. Dann ist auch
F = A mod. (d,, d;). Mithin werden die Formen von I' mehr als geniigen,
ein Restsystem von (d,, d,) zu bilden. Greifen wir aus ' diejenigen
a,, - - -, @, heraus, welche ein vollstindiges Restsystem von (d,, d,) bilden.
Ist B irgend eine Form von [, die nicht gleich einem der a,, so ist fiir
irgend einen Index ¢

a; — B=0mod. (4, 4,),
denn sonst wiirden die a, kein vollstindiges Restsystem fiir (d,, d,) bilden.
Ersetzen wir B durch B’ = B+ C in der Weise, wie vorhin angegeben,
so daB a,— B’=0mod. d, und C'= 0 mod. d;, und nennen wir (a,— B’)
by, so ist a;+ b, ein Glied von I, Wenn dies fiir irgend einen Index ¢
der Fall ist, so muB es auch der Fall sein fiir jeden Index 7. a; 4 b,
kann nimlich nicht = a; + b, mod. d; sein, da a; nicht = g, mod. d,, und
auch nicht =a,, da a,— g, nicht =0 mod. (d;, d). T besteht somit zum
mindesten aus den Formen @, und a; + b,. Es sei B eine Form von [,
die nicht unter den eben genannten enthalten ist. Alsdann verfahren wir
genau wie oben und finden damit, daf B sich ersetzen 18t durch g;+-b;,
wo by =0mod. d; und ¢ irgend ein bestimmter Index. Man kann nun
wieder zeigen, daB a; + b, fiir jeden Index ¢ [ angehdren muf. Denn
einerseits kann @; + by nicht = g, 4 by mod. d, sein, weil a; nicht = gq;
mod. d,, noch a, + b, = a; oder a; + b, mod. d;, da @, — a; ja auch nicht
= 0 mod. (d,, d,). So fortfahrend erschlieBen wir, daB I' sich in die Ge-
stalt bringen lift

@y &+ by, v 00+ by

yy Gy + by, 0y O3 T by

Ay @y + bay - oy @y + by

Ebenso 148t sich das vollstindige Restsystem von d;, in die Gestalt

bringen
Ay, @+ Cyy 000 @ TG

as’az+cx,"‘)a2+cl

Qyy @+ Gy 5 O+ G,

wo die ¢; dem Modul d, angehéren.
Ich behaupte nun, wenn noch der Kiirze halber b =0, ¢ =0 ge-

setzt wird, daf8 die A-k-I Formen
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a+b;+e,
ein vollstindiges Restsystem fiir [d,, d,] ausmachen.
Keine zwei dieser Formen sind mod. [d,, d,] kongruent. Denn aus

a;,+b; + ¢, = a, + b; + ¢, mod. [d,, d,]

folgt
@; = @, mod. (dy, d,),

also .

i=1

¢, = ¢,, mod. (d,),
also
a;, + ¢, = a, + ¢, mod. (d,)

und

n=n,
ebenso

j=J"

Ist F' eine beliebige Form, so 'lassen sich Indizes ¢, j finden,

derart, daB
F —a;—b;=0mod. d,

und Indizes
i,} n’
so daB
F—a, —c,=0mod. d,.
Dann ist
F—a,—b,—¢,=0mod. d,
nnd

F—a, —b;—c,=0mod. d,.
Durch Subtraktion kommt, wie leicht ersichtlich,
a,— a, = 0mod. (d,, d,),

2

somit 4 =% - F — a, — b, — ¢, gehort also sowohl d, wie d,, d. h. [d,, d,]
an. F war aber eine beliebig zu wihlende Form R*' Ordnung.

‘Das System a; 4 b, 4 ¢, ist danach in der Tat ein vollstindiges Rest-
system R* Ordnung fiir [d,, d,].

Nun ist
‘D[dn dz] = kkl;
'D(dl) dz) == h;
Dd, — hk,
Dd, =41,

Satz XV infolgedessen evident. Es zeigt sich iberdies, daB D(d,, 4,),
Dd,, Dd, Teiler sind von D[d,,d;], und daB D(d,, d,) ein Teiler ist
von Dd,.
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31. Satz XVI. ,Ist M ein ganzzahliger Modul, so lassen sich seine
Formen RB** Ordnung darstellen in der Gestalt

Ut Ul
WO Uy, - -+, u, beliebige ganze Zahlen und f;, - - -, f, geeignet ausgewihlte
ganzzahlige Formen sind. Dabei ist n = @ (R) — HM(R), und es ist mog-
lich, h = HM(R) ganzzahlige Formen

fn-}-l: sl
anzugeben, die mit £, ---, f, ein Fundamentalsystem aller ganzzahligen
Formen R Ordnung bilden“
Ist Fy,-.., F,,, irgend ein beliebiges Fundamentalsystem aller ganz-

zahligen Formen R Ordnung, z. B. das System der Potenzprodukte der
Variablen, so kann man die Form

Fe=vo,Fi+- 40, F,
den % Bedingungen unterwerfen, M anzugehoren, und so - lineare homo-
gene ganzzahlige Gleichungen fiir die v,,-.+,v,,, herstellen. Seien die-
selben etwa
ly=0,.--,1,=0.

Haben die Determinanten der von 1/, - - -, I, gebildeten Matrix einen ge-
meinsamen Teiler, und ist p ein Primzahlteiler desselben, so kann man
in der Algebra modulo p nichtverschwindende Zahlen w,, ---, w, be-
stimmen, derart, daB identisch w,l, + - - - 4 w,l, =0 mod. p. Ist in dieser
Beziehung w, eine von O verschiedene Zahl, so kann man das System

bs by + -y lb
ersetzen durch das andere

1
;(w1l1 +otwl), L, 0,

das auch ganzzahlic und dem ersteren #quivalent ist. Haben die Deter-
minanten der von diesen Linearformen gebildeten Matrix noch einen ge-
meinsamen Teiler, so ist er jedenfalls kleiner als der des ersten Systems.
So kann man fortfahren, bis schlieBlich ein System ganzzahliger Formen

der o,
Lm+1) T Lh-{-h

erhalten wird, die gleich 0 gesetzt dieselben Bedingungen aussagen wie
die Glemhungen L, =90, = 0 und deren Matrix keinen gemeinsamen
Teiler mehr enthalt N un wahlen wir irgend ein System ganzzahliger
Linearformen der v;: L, - - -, L,, so da8 die Determinante der I, gleich 1
ist. Dies ist mach den Elementen der Zahlentheorie moglich. Alsdann
bestimmen sich die £, - - -, £, “ aus der Identitit

o Fi+---+v %tk u-i-k""' it F Ly galasa
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ebenfalls als Fundamentalsystem der Formen R*" Ordnung, da ja die
Transformationsdeterminante der f,,---,f,,, in bezug auf die F\,..-, F, .,
gleich 1 sein muB. Die Gestalt der letzteren Beziehung erweist die Be-
hauptung.

32, Satz XVIL ,Ist M ein ganzzahliger Modul der Stufe m — 1
und f eine beliebig vorgegebene Form, so gibt es eine ganzzahlige Form F'
der Koeffizienten von f, deren Ordnung gleich der Hilbertschen Funktion
von M ist und die nur verschwindet, wenn [ nicht relativ prim zu M.
Ist f relativ prim zu M, so ist (M,f) ein Divisor, und es gilt

DM, f)(B)~F
fir geniigend groBe Werte von R.“

Es sei h die Hilbertsche Funktion von M, %k die Ordnung von F
und B so groB gewihlt, daB der Wert von HM (R —%) = h ist. Stellen
wir uns dann ein Fundamentalsystem der Ordnungen R und R—% von M
in der Weise her, wie es Satz XVI vorschreibt.

Die Funktionen F,_ ,,---, F, , seien fiir die Ordnung R a,,---, a,,
fir die Ordnung R—F% b,,- -+, b,-

Die Formen R** Ordnung von (M, F) erscheinen in der Gestalt
wfy+ - -+ u,f,+ pf, wo p eine ganzzahlige Form der Ordnung R—F.
pf ist modulo M einer linearen Form der a,,- -, a, kongruent

p-f=4,a,+---+ 4,0, mod. M,
wo die 4,,---, 4, von den Koeffizienten von p und f linear abhingen.
p ist einer linearen Form der b,, - -, b, kongruent
p=Bb +---+ B,b, mod. M.

Die 4, sind also gewisse angebbare ganzzahlige lineare Formen der B..
Nach den Sitzen von Frobenius-Smith enthilt das vollstindige Restsystem
der Linearformen 4;, wenn die B, irgendwelche ganzzahlige Werte an-
nehmen, eine Anzahl Glieder, die durch den Wert der Determinante der
A, angegeben wird. Dieselbe ist eine ganzzahlige Form der Koeffizienten
von f der Ordnung % und nur dann gleich 0, wenn die 4,, - - -, 4, linear-
dependent sind, (M, [) also kein Divisor ist. Damit ist die Behauptung
vollstindig erwiesen.

Die Form F' der Koeffizienten von f hat folgende Eigenschaften.
Es ist identisch

F-®=pu +---+pu,+ pf.

Hier bedeutet u,, :--, w, eine Basis von M; p, p,, ---, p, ganzzahlige
Formen der z,,-- -, z, wie der Unbestimmten von f, ® eine beliebig ge-
gebene ganzzablige Form, deren Ordnung geniigend groB ist. Es ist dies
eine unmittelbare Folge der Darstellbarkeit von F' als Determinante. Die
Form F ist primitiv. Wire dies nichi der Fall, so wiirde F in der
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Algebra modulo einer Primzahl p verschwinden, die 4,, .-, 4, wiirden
in dieser Algebra linear-dependent sein und die Formen von (M, f) hitten,
was auch f sei, in der Algebra modulo p» einen Punkt gemein. Die
Formen von M hitten also in der Algebra modulo p Gebilde gemein,
deren Stufe hochstens m — 2 wire, wiren also teilbar durch Divisoren
der Stufe m — 2, was gegen die Voraussetzung verstoBt, daB M ein ganz-
zahliger Modul der Stufe m — 1 sein soll.

Es ist ferner
F(f) - F(g)=F(f-9),

d. h. das einem Produkte zweier Formen entsprechende F' ist das Produkt
der den beiden Formen beziehungsweise entsprechenden F. Sefzen wir
namlich etwa

p=2z-d+:--+2-d mod M,

wo dy,---,d, die f;,---,f, der Ordnung von p, ferner in analoger Weise

pg=4da,+---+4,-a,mod M
p-f=Bb +- .-+ B, -b,mod M
p-f-9=0Ce¢+---+ C,-¢,mod M,

so sind die A4,,---, 4, gewisse lineare Formen der Unbestimmten von g
und der z;, die B, ---, B, solche der Unbestimmten von f und der z,
die C,, - - -, C, solche der Unbestimmten von f, g und der z;. Nun ist die
Determinante der letzteren in bezug auf die z; teilbar durch die Deter-
minante der 4,,-.-, 4, wie B,, .-, B, in bezug auf die z;, weil die
C,,---, C, auch als ganze lineare Formen der 4,,-.-, 4, wie By,--+, By
darstellbar sind. Die Behauptung ist damit evident.

33. Eine andere Folge des Satzes XVI ist der folgende

Satz XVIII. Ist M ein ganzzahliger Modul, » eine ganze Zahl,
so ist

D (M, ») (R) = nZH¥EX

Denn stellt man die Formen R** Ordnung in der Weise dar, wie es
Satz XVI als moglich erweist, so zeigt sich, daB eine beliebige ganz-
zahlige Form mod. (M, ») einer Form der Gestalt

i+ +uf

kongruent ist, wo die u; unabhingig voneinander die Werte 1,..-, n
durchlaufen und k¥ = HM(R) ist. Diese Formen sind aber inkongruent
mod. (M, »), die Behauptung also klar.

Es ist durch Satz XVIII die Moglichkeit gegeben, Sitze #ber
Dedekindsche Funktionen sogleich in solche iiber Hilbertsche Funktionen
ganzzahliger Moduln .umzuwandeln,
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34. Die Systeme von Formen

Uyy = vy Uy,
welche durch Primideale A*" Stufe, aber nicht durch solche niederer Stufe
teilbar sind, bilden Ideale, welche durch ebenso merkwiirdige Eigenschaften
ausgezeichnet sind wie die Moduln solcher Systeme. Es gilt,
Satz XIX. ,Ist das Ideal

(Uyy -+ 5 %)
nicht durch Primideale niederer als A%** Stufe teilbar, und ist » <m, so

ist identisch
(’1&1, Y “b) = [Qu Tty Qz; du ) dj]}

wo die @, und d; primire ganzzahlige Moduln und Divisoren A** Stufe sind.
ISt b =m, so ist
(“1: ) uh) = [du "t dja 7‘]:

wo d,, - - -, d; primire Divisoren sind und # den Inbegriff der ganzzahligen
Formen bedeutet, die apolar zu Q(u,, ---, u,) oder von hdherer Ordnung
als Q sind. Die Dedekindsche Funktion eines solchen Ideals (uy,---,u,)
ist dem absoluten Werte der Resultante von u«,,- .-, u, gleich und zwar
fir jeden Wert von R, der groBer ist als @, + - - - + @, —m, wenn g, die
Ordnung von u; bezeichnet.”

Zunéchst leiten wir einen Hilfssatz ab. Das Ideal (u,,---, u,) hat
unendlich viele Basen, wenn %2> 1. Zum Beispiel hat (u,,u,) die Basis
u,, Uy + pu, wenn die Ordnung von u, grofer als diejenige von u, oder
ihr mindestens gleich ist und p irgend eine Form ist, deren Ordnung die
Differenz der Ordnungen von #, und #,. Wir werden nun zeigen, daB
(, - -+, u,) eine Basis hat

O15 035 ") Uh15 U
derart, daB
U1y © 07y Upey
die Basis eines ganzzahligen Moduls bilden.

Beweisen wir dies zuniichst fiir 2 = 2. Ist eine der beiden Formen
,, %; primitiv, so ist die Richtigkeit der Behauptung klar, denn man
brauchte nur diese primitive Form = v, zu setzen, um die Forderung zu
erfiillen. Sind beide imprimitiv und hat u, keine kleinere Ordnung als u,,
so muB unter den Voraussetzungen des Satzes XIX eine der Formen

Uy + PUy

primitiv sein. wu, und %, konnen nimlich nicht beide durch dieselbe Prim-
zahl teilbar sein, da sonst ihr Ideal die Stufe 1 hitte. Die gemeinsamen
Teiler der Koeffizienten von u, und #, sind daher relativ prim zueinander,
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Die Koeffizienten von u, + pu, sind somit lineare nicht homogene
ganzzahlige Formen der Koeffizienten von p, und diese haben als Formen
nicht einen gemeinsamen Teiler. Sie sind nicht fiir irgend ein Wert-
system der Koeffizienten von p Null. Man kann daher den letzteren
solche Werte erteilen, daB die betreffenden Linearformen keinen gemein-
samen Teiler haben. Nachdem dies geschehen, ist w, + pw, eine primitive
Form, die Basis

Oy =ty + PUy, V= U
erfiilllt daher die Forderung des Hilfssatzes. Derselbe ist also bewiesen,
wenn b = 2,

Beweisen wir den Hilfssatz darch Induktion. Sei die Richhigkeit des
Satzes angenommen fiir den Wert 2 — 1. Ist «, eine Form, deren Ord-
nung nicht gréBer ist als die einer der anderen wu;, so bestimmen wir
Formen

Uiy * 2y Upey W,

deren Ideal dem von w, ---,u,_; &quivalent ist, und so, daB v;,---,v;_;
einen ganzzahligen Modul bilden. Alsdann suchen wir p so zu bestimmen,
da v,,---, v,_,, w -+ pu, einen ganzzahligen Modul bilden. Dies ist
unter den Voraussetzungen des Satzes XIX immer moglich. w 4 pu, wird
nicht eines der irreduziblen den v, - --, v,_, gemeinsamen Gebilde C,, - -, C;
enthalten. Bilden wir die Reihenfolge der Gleichungen, welche die Koef-
fizienten einer unbestimmten Form f derselben Ordnung wie w erfiillen
miissen, damit sie eines der C; enthalten, und ersetzen die Koeffizienten
von f durch diejenigen von w + pu,, so sind dieselben also durch kein
Wertsystem der unbestimmten Koeffizienten von p identisch zu befriedigen,
auch konnen sie keinen von den Unbestimmten unabhingigen gemein-
samen Teiler haben, da sonst modulo desselben das Ideal w,, ---, u, die
Stufe A — 2 hatte. Mithin kann man diesen Unbestimmien Werte erteilen,
da8 w + pu, modulo keiner Primzahl eines der O, - - -, C, enthilt. Dieses
w + pu, setzen wir =wv,_,, 4, =0v,. Das Ideal v,,--.,»,_, muB damn
ein ganzzahliger Modul sein, da der Schnitt von 2, - - -, v,_, modulo jeder
Primzahl relativ prim zu v,_,. Der Hilfssatz ist somit erwiesen.

Set zunichst b = m.

Wir ersetzen u,---, u, durch ein ihm im Sinne des Hilfssatzes

dquivalentes System o, ..., v,, wobei v, =u, die Form kleinster Ord-
nung des Systems. Da v,,---, v, _, ein ganzzahliger Modul, o, - - -,';om
ein Divisor, so ist die Dedekindsche Funktion des' Ideals (u,, - - )

gleich einer bestimmten primitiven Form ¥ der Koeffizienten von u,
Dabei ist die Ordnung von F gleich der Hzlbertschen Funktion von
(v, -++, v, _;)- Nun kann man aber nachweisen, daB die Dedekindsche
Funktion eines Divisors von m Formen irgeixdwelcher Art
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Wiy =y Wy

fiir geniigend groBe Werte von R immer durch die Resultante dieser
Formen teilbar sein muB. Sind nimlich w,, - - -, w, Formen mit lauter
unbestimmten Koeffizienten y,, sind a,,---, @, die Ordnungen von
Wyy =ty Wyy st

RBR>a,+:---+a,—m
und ist eine unbestimmte Form RE** Ordnung f in der Gestalt

f=pw 4+ P,
angesetzt, wo die Koeffizienten der p, Unbestimmte z;, so kénnen die z;
obiger Beziehung gem#f bei beliebig gegebenem f immer bestimmt werden,
wenn Res (w,, - -, w,) == 0, sonst aber nicht.
Daraus folgt dann, daB bei unbestimmten ¢, die Determinanten ¢ (R)*
Ordnung des aus den Koeffizienten von p,w, + - -- + p,w,,, die ja Linear-
formen der z sind, gebildeten Systems feilbar sein miissen durch

Res (w,, - - -, w,,).
Diese Determinanten haben daher fiir unbestimmte y,, also erst recht fiir
bestimmt gegebene Werte der y, zum mindesten den gemeinsamen Teiler
Res (10, 0,).

D(w,, - -, w,) (B) muB daher immer durch Res (w,, ---, w,) teil-
bar sein, wenn

B>a,+---+a, —m.

Bedeuten nun a,, ---, @, die Ordnungen der u,, - --, u, beziehungs-
weise oy, +--, ¥, SO folgt, daﬁ fiir geniigend grofe Werte von R die
obengenannte Form ¥ der Koeffizienten von u, teilbar sein muf durch
Res (v, - - -, m-—17 %,). Aber die letztere ist von derselben Ordnung,
namlich @, --- a,_,, wie F. Auch war F primitiv; also ist

F= iReS (”17 *y Uty m)

Man kann auch den Wert von R, von dem ab diese Gleichung gilt,
ganz genau bestimmen. In der Ableitung von Satz XVII war der Wert
von ‘R so groﬁ gewiihlt, daB der Wert von HM (R — k) = h ist. Hier-
fiir gentigt es, im vorliegenden Falle nach Satz Il E>a, + -+ 4+ a, —m
za- wahlen, denn dann ist die Gleichung

H(”u R 'Dm-l) (B — m) = H(’”u Y ”m-—l) (R)
immer befriedigt. Die obige Gleichung gilt somit fiir alle Werte
R>a +---+a,—m.
Dies beweist den. letzten Teil des Satzes XIX.
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35. Stellen wir nun (u,, ---, 4,) in der Weise des Satzes XIII dar

(“1» *t um) = [dl’ MRS dj: 7']'
Wir werden dann zeigen, daf jede Form F R%*r Ordnung, wo
B>a 4+ a,—m,
welche zu d, - - -, d; gehort, zum Ideal (u,, - - -, u,) gehoren muB. Dies
ist richtig, wenn m =2 und eine der beiden Formen eine primitive
Linearform ist. Denn dann ist (u,, #,) identisch mit (R - 2", 1), wo I die
primitive Linearform, R die Resultante von w, mit I, z eine Variable,
deren Determinante mit ! die Hinheit ergibt. Die primiren Divisoren
dieser Ideale sind daher von der Gestalt
1,
wo p die verschiedenen Primzahlen, welche in R aufgehen, durchlduft
und p* die hochste in B aufgehende Potenz von p ist. Also muB eine
Form f, die all diesen primiren Divisoren angehort und von der Ordnung
n' ist, die Gestalt
R-g+1l.9g
haben, wo g mod. ! ein Multiplum von 2" ist. Wir erweisen die Be-
hauptung allgemein durch Induktion, indem wir annehmen, daB die
Behauptung zutreffe im Bereiche von m — 1 Variablen, wenn eine der
Formen w, primitiv und linear ist, und daraus herleiten, daB sie dann
gilt im Bereiche von m — 1 Variablen iiberhaupt und im Bereiche von
m Variablen, wenn eine der Formen primitiv und linear ist. Seien
Wy, + 5 Wy _gy W, _; M — 1 Formen im Bereiche von m — 1 Variablen,
Wy, +++y W, _o bereits so ausgewdhlt, daB (w,, - .-, w, _,) ein ganzzahliger
Modul. Es sei ! eine primitive und lineare Form, die zu w,, -, w,_,
relativ prim ist. f sei eine Form der Ordunung R
B>a 4 - +0a,_—m+1,
wo @, die Ordnung von ), bezeichnet, und gehére zu den primiren Divi-
soren von (w,, -+ -, W,).

Es wird nun nach Satz XTI eine Zahl B geben, so gro8, daB f dann
eo ipso zum Ideal (w,, ---, w, _,) gehdrt. Um nachzuweisen, daf diese
Zahl =a,+---+a,—m-+ 2 ist, nehmen wir zunichst an, sie sei groBer
als diese Zahl und machen klar, daB sie dann noch kleiner gemacht
werden kann. Ist also die Ordnung von f um die Einheit kleiner als
diese Zahl, so folgt

L-f=0mod (w,, -+, Wy_1),
d. h. es wird ganzzahlige Formen p,, - - -, p,_, geben, so daf

l- f=p1w1 + - +pm~1wm~1 d
Da ! relativ prim zu-w,, - - -, Wy _g, Wy _,, 80 Wird p,_, #u den primizen .
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Divisoren von I, w, - - -, w,_, gehoren, also nach Voraussetzung, da auch
die Ordnung von p, _, die Bedingung des Satzes XIX erfiillt, zum Ideal
Wy, -y W, _a, | gehoren. Kine ganzzahlige Form ¢ wird daher existieren,
so daB
. . Pp1= ql mod. (w17 Y wm-?.);

es wird also sein

If—1q-w,_,=0mod. (w,, -, w,_3)
und nach Satz 1

f— g,y =0mod (wy, -+, 1,_,).

Nun sind aber f, ¢, w,,_, ganzzahlige Formen. Die linke Seite ge-
hort also zum Ideal w,, ---, w,_,, welches ja ein ganzzahliger Modul
ist, und demnach [ zum Ideal

Wyy =+ vy Wy g

Die betreffende Ordnung kann also reduziert werden, solange

R>a, 4+ ---+a,_ ;—m+2.

Satz XIX ist demnach richtig unter der Annahme des Induktionsschlusses
im Bereiche von m — 1 Variablen.

36. Seien nun w,,---, w,_; m Formen, von denen die letzte pri-
mitiv und linear, im Bereiche von s Variablen. Wir wihlen ein System
von m — 1 ganzzahligen Linearformen, deren Determinante mit ! die
Einheit ergibt, und entwickeln w,,---, %, _, und f nach ihnen. So kommt

w, =w, +1-w"
Wp—1= w;m—-l + lw':ln-i

f=r+1ir
wobei die einfach gestrichelten Formen von ! unabhingig sind. Da f zu
den primdren Divisoren von w,, -- -, w,, _,, ! gehért, so wird f mit irgend
einer von ! unabhingigen Form geniigend hoher Ordnung multipliziert
zum Ideal (w,,---, w,_y, 1) gehoren, f’ wird also mit einer solchen
Form wmultipliziert (w,’, -, w,,_,) zugehdren, f wird somit zu den pri-
miren Divisoren von (w,,---,w,,_,) gehoren. Ist nun noch die Ordnung
von f nach der Bedingung von Satz XIX groBer als

a+---+a, ,+1—m,
so wird f nach dem bereits Bewiesenen zum Ideal (w,’, ---, w,_;)
gehoren. Dies schlieBt aber offenbar ein, daB f zum Ideal (w, -+, %, _,, )
gehore. Es ist damit durch Induktion klar gestellt, daB jede Form, deren
Ordnung gréBer als a, +.-- - 4 a,, — m und die zu den primiren Divisoren
von {4, - -+, 4,) gehort, zum Ideal (uy, - - -, u,) gehGren mub,
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Es sei f eine ganzzahlige Form, deren Ordnung <a, + -+ a, — m,
die apolar zu Q(uy, ---, u,) ist und die zu den primiren Divisoren d;
gehort. Wir wollen dann nachweisen, da [ zum Ideal (uy, ---, u,) ge-
horen muB. Dieser Satz ist offenbar richtig, wenn m = 2 und eine der
Formen u; eine primitive Linearform ist, denn dann ist eine zu Q{u,, u,)
apolare Form ein Multiplum dieser Linearform. Erweisen wir demnach
die Behauptung durch Induktion, indem wir zeigen, daB der Satz richtig
sein muB, wenn er richtig ist fiir m — 1 Formen, von denen eine primitiv
und linear ist, im Raume von m — 1 Variablen.

Aus der letzteren Voraussetzung folgt zuniehst, daf der Satz richtig
ist fiir m — 1 beliebige Formen von m — 1 Variablen. Seien w,,---, %, _,
die Formen, bereits so gewihlt, daB w,,---, w,_, einen ganzzahligen
Modul bilden. Sei ! eine primitive zu (wy,--, w,_,) relativ prime

Lihearform.
Ist f eine zu Q konjugierte Form der Ordnung von Q und gehort

es zu den primiren Teilen von (w,,---, w,_,), so wird !-f zum Ideal
(wyy - -+, w,_,) gehoren, d. h. es wird eine Identitit existieren

Lef=pws+ - 4 Dy Wiy
wo die p, ganzzahlige Formen. Auch wird, da f apolar zu (w,,---, w,_,),
eine nicht notwendig ganzzahlige Identitit existieren

. . F=aqw + -+ @u 1 Wy s,
also wird sein
(pm-l '—'ZQm—l) Wyt = 0 mod. (wi) T wm-—?)
und nach Satz I
Py =1gy,_y mod. (wy, -« -, w,_,);
Ppn—1 Wird daher apolar sein zu
Q(wv Ty Wy g, l)'

Auch wird p,_, zu den primiren Divisoren von (wy,---, w,_,, ) ge-

héren, da
PunciWpoq = 0 mod. (wh crty Wig l)

und w,,_, relativ prim zu w,, ---, w,_,, . Mithin wird nach Voraus-
setzung p, ., zum Ideal (w,, «--, w,_,, ) gehtren. Sei

Py = QL+ W0y + -+ G2 Wyy s
Setzen wir diesen Wert in die Identitiit

bef=pw+-+ Py Wy_y,
so folgt eine Identitit der Gestalt
l(f_"' qwm—-i) =80yt v Sy oWy g-
Nach Satz I ist
[~ gy =0mod (w,, -, 1,_)-
Mathematische Annalen, LX. 6
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Doch (w,; - - -, W, _,) war ein ganzzahliger Modul und f, ¢, w sind ganz-
zahlige Formen. Somit ist danm f= 0 mod. (w,, ---, w,_,). Dies er-
weist die Richtigkeit der Behauptung fiir Formen f derselben Ordnung
wie Q und genau so kann man Schritt fiir Schritt die Richtigkeit der
Behauptung erweisen fiir um die Einheit abnehmende Ordnungen. Der
Satz ist also unter der Voraussetzung des Induktionsschlusses richtig fiir
m — 1 beliebige Formen im Bereiche von m — 1 Variablen. Hieraus
folgt nun wieder, daB der Satz richtig ist fir m — 1 Formen und eine
primitive Linearform ! im Bereiche von m Variablen. Seien die m — 1
Formen w,, ---, w,,_,. Entwickeln wir dieselben nach einem System von
m linearen ganzzahligen Formen der Variablen, deren Determinante 1 ist
und von denen ! eine ist. Setzen wir

r n”
w, = w, + lw,",

Wy =Wy + 10, _y,
f=r+i",
wo die w,’, ---, w,,_,, [/ von ! unabhingig sind, so ist /* apolar zu
Q(wily ) w;n—l))
da aus der Apolaritit von [ zu Q(wy, - -, w,, _,, 1) die Existenz-der Kon-
gruenzen f=0mod.(w;, -, w,_,, 1) und f'=0mod. (), ---, w, _,) folgt.

Da f zu den primdren Divisoren des Moduls (w,, ---, w,_,, 1) ge-
hort, so auch zu denen von (w,, ---, w,, _,, ).

Ein Multiplum geniigend hoher Ordnung von f muB also zum Ideal
(w,, -+, w,,_y, 1) gehren, f* mub daher zu den primiren Divisoren von
(wyy - -+, w, _,) gehoren. Mithin sind die notwendigen Voraussetzungen
dafiir erfiillt, daB /' zum Ideal (w,, ---, w, _,) gehore, und dies schlieBt
offenbar ein, daB f zum Ideal (w,, --., w,_,, ) gehore.

Der Beweis. durch Induktion von Satz XIX fiir den Fall A= m ist
damit vollendet. Fiir 2 <m folgt Satz XIX aber leicht aus obigem.
Seien die primdren Ideale A** Stufe von w,,:--,u, mit I, .-, I, be-
zeichnet und sei

f=0mod.[L, ---, L].

Seien u, 4, - : -, #, Formen mit unbestimmten Koeffizienten und von
sehr hohen- Ordnungen. [ gehdrt alsdann zu den primdren Divisoren
vOn %y, - -+, %,, da die primiren Ideale, welche (u,, ---, u,) auBer den
1, - -+, I, noch haben mag, die also von héherer Stufe als % sind, durch
fortgesetzten Schnitt mit relativ primen Formen u, ,, %, , etc. schlieBlich
zur Gesamtheit aller Formen werden miissen. Auch ist f apolar zu
Q(u,, -+, 4,), da f, wenn nicht zum Ideal, doch nach Satz XI zum Modul
(o, + - -, ;) gehort. Somit gehort £ nach dem, was bereits bewiesen, zum
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Ideal (uy, -« -, %, %, 4, - -+, U,), Was wegen der Hohe der Ordnungen von
Upyqy *° y %, darauf hinauskommt, daB f zum Ideal (u, - - -, u,) gehort.
Satz XIX ist damit in allen seinen’ Teilen bewiesen.
37. Zum SchluB erweitern wir die Definition der Dedekindschen
Funktion auf beliebige Ideale. Ist J irgend ein Ideal, so bedeute

DJ(R)

die Anzahl der Formen R'** Ordnung, welche simtlich dem J entspre-
chenden Modul angehdren und fiir ganzzahlige Formen dieses Moduls ein
vollstéindiges Restsystem in bezug auf J bilden. Ist

fl)"'afn

ein Fundamentalsystem aller ganzzahligen Formen R* Ordnung des -J
entsprechenden Moduls und setzt man

ulfl + ot +uufn=p1,vl + ...+.pk,vh?

wo v, ---, v, eine Basis von J, p,,---, p, Formen mit unbestimmten
Koeffizienten z;, die u,, ---, u, Unbestimmte sind, so sind die letzteren
lineare Formen der z; und jedem Wertsystem der u; entsprechen Wert-
systeme der z,. Aus diesem Grunde verschwinden die Determinanten der
Ordnung » der Linearformen u; nicht simtlich. Ihr gr6Bter gemeinschaft-
licher Teiler ist nach den S#tzen von Frobenius-Smith gleich der Dede-
kindschen Funktion von J fiir die Ordonung R. Nur eine endliche Zahl
der e, ---, ¢, des Systems der #; konnen von 1 verschieden sein, und
ihre Indizes sind fiir geniigend groBe Werte der Ordnung R Polynome
von R. Denn J ist nach Satz XIII gleich (M, d, ), wo M ein ganz-
zahliger Modul, d ein Divisor, r was man ein ,endliches Ideal nennen
konnte und es zeigt sich auf die folgende Weise, daB

D(M, d)- DJ = Dd

fiir alle Werte B ist. Es sei 4,,---, 4, ein vollstindiges Restsystem
R*r Ordnung von (M, d). Ist dann B ein Glied des vollstindigen Rest-
systems von d, das nicht in obigem enthalten, so ist

B =4, mod.(M, d)
fiir einen Index ¢. Mithin ist folgende Zerspaltung moglich

B__ Ai — BI + _B”,
wo B'=0mod M, B”=0mod.d. B— B"=A + B ist also eine
Form, die im vollstindigen Restsystem von d B ersetzen konnte. Fahren
wir die Substitution aus. Es ist dann 4,4 B’ fir jeden Wert des Index ¢
ein Glied des vollstindigen Restsystems modulo d, da die Kongruenz
A, + B'=A;mod.d zu A;= A;mod.(M, d) fihren wiirde. Man kamn
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danach zeigen, daB das vollstindige Restsystem von d sich in die Gestalt
bringen lassen muf

A1+Bn“'zA1+Bb
'A'a+Bl) Y 'Aa,+Bb7
A, =0 mod. M.

Fiir einen bestimmten Index % wird nun 4, + B,, ---, 4, + B, ein
vollstindiges Restsystem von J in bezug auf die Formen R** Ordnung
von M sein. Offenbar ist nicht fiir verschiedene Indizes ¢, j

B, = B, mod. d,

wo

da
A4, + B; nicht = 4, 4+ B; mod.d.
Ist F irgend eine Form R'*" Ordnung von M, so wird es Indizes %, k
geben, so daf
F=4,+ B, mod.d.
Der Index 7% wird immer derselbe sein, denn aus obigem folgt

A, = 0 mod. (M, d).

A,+ B, .-+, 4, + B, ist also in der Tat ein vollstindiges Restsystem

der Formen von M in bezug auf J. Ihre Anzahl ist b. Es war aber
D(M,d)y=a, Dd=a-b.

Die Behauptung ist damit klar gestellt.

Die kleinste Zahl, mit der multipliziert Formen von M dem Ideal J
angehoren, ist fiir geniigend grofe Werte von R jedenfalls nicht grioBer
als die kleinste d zugehoérige Zahl. Hieraus und aus Schliissen, die den
schon frither angestellten parallel laufen, ergibt sich die Richtigkeit des

folgenden Satzes:
Satz XX, ,Die Gesamtheit der Formen R** Ordnung eines Ideals J

ist darsteHbar in der Gestalt

A(ufy + -+ - + u,f,) +B('”’a+1fa+1 G+t ufy)+ -
+ N(u'k-i-lf;c-}-l + e + uﬂfﬁ)'

Hierbei bedenten f;,---,f, Formen, die Teil eines ganzzahligen Funda-
mentalsystems aller Formen R'* Ordnung bilden kénnen. Die u,,---,u,
sind beliebige ganze Zahlen, 4, B, ---, N sind ein System sich mit R
nicht #ndernder ganzer Zahlen, von denen jede durch die vorhergehende
teilbar ist, und @, b, - - -, % sind Funktionen von R, welche fiir geniigend
groBe Werte von R gleich Polynomen von R sind
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Kapitel IIL
Erweiterung auf Potenzreihen,

38. Die Grundlagen der bisherigen Untersuchung seien nun erweitert
auf den Bereich der analytischen Funktionen. Auch dann bleiben viele
der bisherigen Ergebnisse bestehen und andere fiigen sich an, welche fiir
die Erkenntnis gewisser Beziehungen sowohl in der Funktionentheorie wie

in der Algebra von Bedeutung sind.
Der Bereich der Funktionen sei der der Potenzrethen von m — 1

Veranderlichen
Lyy Zgy =y Ly 1,

welche um den gegebenen Punkt
P=g=g,=---=z, =0
herum einen endlichen, wenn auch beliebig kleinen Konvergenzbereich
haben, so daB sich also positive von Null verschiedene GriBen
€15 €35 ° " "5 Gt
angeben lassen, derart, daB die Werte
(2 [ <ey, (B <egyr oy [Tp_q| <4y

dem Konvergenzbereich der hier betrachteten Potenzreithen angehoren.
Sind £, f3, « - ¢, [, derartige Potenzreihen, welehe siamtlich in P ver-

schwinden, so heifle die Gresamtheit aller Potenzreihen

A1fi+"‘+Ahf;n

wo die 4,,---, A, ganz beliebige Potenzreihen der z,,---, z,_, sind, ein
um P analytischer Modul, oder kurz ein P-Modul. Ist E irgend eine
in P nicht verschwindende Potenzreihe

E=1+aw, +bxy+---+ cwy2, + - - - ininf,
so ist
%—-. 1 —(ax, +bzy+ - -+ ey + - - -)

+(q,x1+bx2+...+cxlx2+...)2_...

ebenfalls in derselben Weise entwickelbar. In bezng auf P-Moduln ver-
halten sich daher Faktoren der Gattung E wie Einheiten. Ist M ein

P-Modul und ist
F.E=0mod M,

so ist auch
F=0mod. M.
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Es sel nun angesetzt

. b)) 7y R —1

- . - . - - . - -

. 4 B -
Znn _1f( yorosmm—1 L eee 2 M,

. e

Hier bedeuten also die f;l,,.,,”m_ , fir jedes System der Indizes
gegebene GroBen, nur eingeschrinkt durch Konvergenzbedingungen in
einem endlichen, doch beliebig kleinen Bereich. Unter derselben Kin-

schrinkung sei angesetzt

. (z’) n .0 —
A 2”1’ -1 @ By Ty x"m—i,

m

wo die @, .. ,,., konstante, Jedoch unbestimmte GroBen bedeuten. Wir
setzen nun an

.. ... xR

Indem wir mit Yuy, ..., ein System Variabler bezeichnen, und suchen

m—1
die Beziehungen, welche zwischen diesen Variablen obwalten miissen,

damit eine Beziehung der Art
F=A4,-f +--o+ 4,
moglich sei. Durch Vergleichung der Koeffizienten der Potenzprodukte

am - .. gtm-1 ergibt sich aus obiger Gleichung eine beliebig weit fort-
getzbare Reihe linearer Identititen
%,..,0 =0

- A (1) (k) k)
Yi,0,..,0 = Ao o f10,.. ,o+ +afo, 20/10,..,0

. (] 2)
y”l”"'“m-—l —* Zag)'" y; ’rk,

wo die Summation auszudehnen ist fiber alle Gruppen positiver ganzer
Zahlen, die 0 mit eingeschlossen, von g, - -+, k, ¢, - - -, ¥, fiir welche
g+g =, bt K =n,_,,
und iiber alle Indizes ¢ von 1 bis A.
‘Wir nennen
Ny oty =71
die ,,Ordnung“ einer Variablen y,,“,,_’,,m eliminieren die Unbestimmten

-12
a aus obigen Gleichungen, indem wir sukzessive erst alle Gleichungen
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obiger Art der Ordnung r =0, danmn r =1, dann » = 2, - - . betrachten,
und erhalten auf diese Weise ein System linearer Beziehungen fiir die
Variablen y

Yo,0,---,0 = 0

k- Y,0,...,0 T l- Yo,1,,-0 F TR Yoo,..1= 0
ete. ete,

welche die ,Noetherschen Bedingungen“ des P-Moduls (f}, - - -, f;) genannt
werden sollen. Je nach der Maximalordnung der y, welche auf der linken
Seite einer Noetherschen Bedingung stehen, werden wir letztere nach
Ordnungen einteilen, so da wir von der Gruppe der Noetherschen Be-
dingungen des P-Moduls der Ordnung 0, 1, 2, -- -, 7 - - . sprechen konnen.
Die linke Seite einer Noetherschen Bedingung der Ordnung r des Moduls
werden wir eine Noethersche Form der Ordnung » des P-Moduls nennen,
und da es im allgemeinen verschiedene Noethersche Formen der Ordnung r
desselben Moduls gibt, so werden wir von der (linearen) Schar solcher
Noetherschen Formen als von der Gesamtheit der iiberhaupt méglichen
Noetherschen Formen der Ordnung r des gegebenen P-Moduls sprechen.

39. Wenn eine Funktion F' dem P-Modul M angehort, so ist das-
selbe der Fall mit ¢-F, wo ¢ eine Potenzreihe um P mit beliebigen
Koeffizienten bedeutet. Diese einfache Bemerkung klart uns iiber das
wesentlichste Merkmal der Struktur des unendlichen Systems der Noether-
schen Bedingungen desselben P-Moduls auf. Denn da die Multiplikation
von F mit ¢ in ijhrer Wirkung auf die Koeffizienten y einer linearen
Transformation derselben gleichkommt, so ergeben sich durch Einsetzen
dieser transformierten Werte fiir die urspriinglichen y wichtige Beziehungen
zwischen den Scharen Noetherscher Formen.

Es sei N, die Gesamtschar Noetherscher Formen 7** Ordnung von M.

Ersetzen wir
ynu"’:”m-—l du:rCh Ztga""k.yg""‘,y’
die Summation ausgedehnt @iber alle Indexsysteme g,---, %k, ¢, --, ¥,
fiir welche ) ,
g+g =m, - E+E =10,y

so wird durch diese Transformation F' iibergefiihrt in ¢- F und N, #ber-
gefithrt in einen Ausdruck derselben Ordnung 7, welcher, nach den 7, .. ,
entwickelt, geschrieben werden kann

'Nf ' to,--.,o+ A-x ' tz,o,--',o‘*‘ BJ : to,:,---,o +-- +A2 't1,1,e,v--,o+‘ .

Dabei bedeuten die 4,, B,, - -, dg,- - - lineare Formen der y allein, 4,
der (r — 1) Orduung, 4, der (r — 2)*" Ordnung ete. Wenn nun N, =0
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eine notwendige Bedingung ist fiir alle Formen F, die M angehoren, so
folgt, da ja die ¢ simtlich Unbestimmte sind, daB auch
-A1=0:B1=0:"')A2=02"'

Bedingungen sind, die eine Form des Moduls M notwendig erfiillen muS.

Jede Schar S von Noetherschen Bedingungen 7%** Ordnung zieht daher
Scharen von Noetherschen Bedingungen kleinerer Ordnung als » notwendig
nach sich. Die letzteren sind durch den eben beschriebenen ProzeB aus
S zu gewinnen und heiBen die ,Dependenzen von S¥

Es besteht nun der

Satz XXI: ,Jedes System von Noetherschen Bedingungen, welches
derart ist, daB mit jeder Noetherschen Bedingung auch alle ihre Depen-
denzen im System enthalten sind, bestimmt einen analytischen P-Modul.“

Dabei verstehen wir unter einem analytischen P-Modul eine Menge
von Potenzreihen um P, derart beschaffen, daB mit zwei Individuen p
und ¢ derselben auch ap + bq in der Menge enthalten sei, wo & und b
beliebige Potenzreihen um P. '

Der Beweis des obigen Satzes ist sehr einfach. Seien die Scharen
Noetherscher Bedingungen aller Ordnungen

No=O)N1=O?-N2=Oy"':ero:"'

und sel die Gesamtheit der Potenzreihen betrachtet, die denselben ge-
niigen. Ist p ein Individuum dieser Menge, ist @ irgend eine Potenzreihe,
so werden durch Bildung von ap die. Koeffizienten von p einer Trans-
formation unterworfen, die N, iiberfiihrt in eine Summe von Noetherschen
Bedingungen, die simtlich in dem System N,, N,,--:, N, enthalten sind.
Folglich ist mit p auch ap in der oben bestimmten Menge von Funktionen
enthalten. Auch sind simtliche den Koeffizienten der Potenzreihen auf-
erlegte Bedingungen lineare. Somit ist, wenn p und ¢ Individuen der
Menge, dasselbe der Fall mit ap + bg.

Umgekehrt geht auch aus obiger Analyse hervor, daB das System
der Noetherschen Bedingungen, welche einem gegebenen P-Modul M an-
gehoren, die im obigen Satze angegebene Eigenschaft haben muf.

40. Es gilt nun fiir P-Moduln das dem Theorem I (Kap. II, Nr. 16)
fiir Moduln entsprechende Theorem:

Satz XXII: ,Sind

fisfor - fa---

eine unendliche Reihe von Potenzreithen um P, so liBt sich immer eine
Zahl k bestimmen, derart, daB fiir jeden Index ¢ > % Potenzreihen um P

Dy Dg; " 5 Py
existieren, die eine Beziehung
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b efsiodiven ¢ fi=p-ht- o+ f
e 1gen.

Das Prinzip des Beweises dieses Satzes beruht auf einem anderen

wichtigen Satze:
Satz XXII: Ist

X 0 OO
o e T e 0 o PPy
f—“ 2; 817 ’ gm-l cﬂu"'s"‘m-—l z xm”f-11

irgend eine gegebene Potenzreihe, so liBt sich immer eine in

2 =0,--1,2, ;=0
nicht verschwindende Potenzreihe G angeben, derart, daB G -f eine Potenz-
reihe, in der die Potenzen einer der Variablen nicht iiber einen angeb-
baren Grad steigen.”

Dieser Satz ist von WeierstraB gegeben und bewiesen worden (Math.
Werke, Bd. I, Nr. 10). Der Beweis konnte auch durch Koeffizienten-
vergleichung und, beziiglich der Konvergenz von G, nach dem Cauchyschen
Verfahren fiir die Integrale analytischer Differentialgleichungen gefiihrt
werden.

Aus Satz XXIII ist der Beweis des Satzes XXII unschwer zu er-
bringen. Dieser Satz ist offenbar richtig fiir Potenzreihen nur einer
Variablen, aus dem schon von Hilbert angefithrten Grunde. Fiihren wir
nun den zu erbringenden Nachweis durch Induktion, genau wie Hilbert,
so konnen wir durch die Darstellung jeder der Funktionen f, 75, -+, f, -
in der durch den Satz XXIIT als moglich erwiesenen Gestalt

fo=F,- (@9 407" 4, +2973B,+--)
(wo F, eine in P nicht verschwindende Potenzreihe, x eine Variable,
A,, B,, - - - Potenzeihen der iibrigen m — 2 Variablen), auch den iibrigen
Schliissen von Hilbert genau folgen.

41. Auch der Irreduzibilititsbegriff hat eine Bedeutung in der Algebra
der Potenzreihen um P, vorausgesetzt nur, daB in P nicht verschwindende
Potenzreihen als Einheiten betrachtet werden.

Danach heiit eine Potenzreihe f um P irredunzibel, wenn es nicht
moglich ist, zwei in P verschwindende Potenzreihen 4, B zu finden, so
daB identisch F'= A4 - B. Es besteht der

Satz XXIV: ,Jede Potenzreihe um P liBt sich nur auf eine Weise
in der Gestalt

f=A*-Bb...(C°
darstellen, wo 4, B, - - -, C irreduzible Potenzreihen um P sind.“

Dabei ist also eine Potenzreihe um P jeder anderen, die sich vor

ihr nur um einen in P nicht verschwindenden Potenzreihenfaktor unter-
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scheidet, dquivalent gesetzt. Fiir Funktionen einer Variablen ist die Be-
hauptung augenscheinlich, da die Variable selbst die einzige irreduzible
Form, und jede Potenzreihe einer Potenz derselben #quivalent ist. Man
beweist Satz XXIV durch Induktion, indem man nach Satz XXII jede
Potenzreihe einer anderen der Gestalt

x9+x9—1ﬁ+x9—2f‘2+".+fg
dquivalent setzen kann, unter fi,-.-,f, Potenzreihen der m — 2 anderen
Variablen verstanden, und dann den Schliissen der Algebra folgt, die den
Irreduzibilititssatz fiir Formen erweisen, und die im letzten Grunde auf
dem ja auch hier anwendbaren Euklidischen Verfahren zur Feststellung
des groBten gemeinsamen Teilers zweier Formen beruhen.

Ist f irgend eine irreduzible Potenzreihe, so definiert f = 0 eine P
enthaltende Oberfliche, und zwar als die ganze Mannigfaltigkeit von Wert-
systemen z,,---, 2,,_;, die =0 machen und deren absolute Werte kleiner
sind als eine angebbare vom Konvergenzbezirk der Reihe f abhingige
GroBe. Diese Oberfliche bei P wird ebenso wie f selbst irreduzibel ge-
nannt werden.

Zwei irreduzible Oberflichen bei P ,schneiden“ sich in einem bei P
analytischen Gebilde zweiter Stufe, auf welches der Irreduzibilititsbegriff
ebenso anwendbar ist, wie auf die entsprechenden algebraischen Gebilde.

Wir ersetzen die Variablen «,, ---,z,_, durch eine lineare homogene
Transformation mit unbestimmten Koeffizienten, entwickeln die beiden
irreduziblen Potenzreihen nach Potenzen einer der Variablen gemi8
Satz XXIII, das Zeichen = im Sinne der Aquivalenz deutend,

ﬁ=$g+x9'1A1+"',
L=z 2214, +--
bilden die Resultante von f;, f; nach 2
Res. (1, ;) = F,

wo F also eine Potenzreihe der iibrigen m — 2 Variablen, und bestimmen
die irreduziblen Teiler von F. Jedem dieser verschiedenen irreduziblen
Teiler entspricht, genau wie in den Betrachtungen des Satzes IV, ein
Gebilde zweiter Stufe und der Mannigfaltigkeit m — 2. Uberhaupt lassen
sich alle Definitionen und Schliisse des Satzes IV hier wiederholen. Es
zeigt sich, daB jede analyiische Konfiguration bei P, definiert durch ein
System von Potenzreihen bei P, auflosbar ist in eine Gruppe irreduzibler
analytischer Gebilde bei P und zwar nur auf eine Weise.

42. Satz XXV. Ist die Anzahl der Noetherschen Bedingungen eines
Moduls in einem Punkte P endlich, so ist die Mannigfaltigkeit der den
Formen des P-Moduls gemeinsamen Gebilde = 1.4
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Wir erweisen diesen Satz, indem wir annehmen, daf die Formen
eines P-Moduls Gebilde héherer Mannigfaltigkeit als 1 gemeinsam besitzen,
und dann dartun, daf der P-Modul infolgedessen beliebig viele Noethersche
Bedingungen erfiillt. Sei ein Gebilde G bei P allen Formen eines P-
Moduls M gemeinsam. Es wird moglich sein, die Punkte von & in der
Nachbarschaft von P durch mindestens einen Parameter % analytisch
darzustellen:

=ay kbt oy, B+
Zy —a21k+a22k +

xm—-l m-—-l lk + a’m— ,2k +
Da jede Form F von M @ enthilt, so ist fiir obige Werte von
Zyy -y &, _, Mdentisch
F(xn Tt xm—l) =0

oder nach dem Taylorschen Satz

2F(, -0 BF (O, -0
___%E__)xl_i____(_a%__.__)xg_}...-zo,
2D (0 bt ayg ) + 2230 (@ o) oo =0,

Entwickeln wir diesen Ausdruck nach Potenzen von % in der Gestalt
Ak + B2 + - - -,

so folgt aus obiger Beziehung

A=0,B=0, --.
Die 4, B, - - - sind Ausdriicke der Form
0F©,--+,0) oF(,---,0)
T +h- ___ar + -,
0F(Q,---0)

wo 1, k, - - - Konstanten, und die —3> ete. sind nichts anderes als
1

was frither mit y, ..,  bezeichnet war. Mithin erhilt man in der

Tat aus der Tatsache heraus, daB eine beliebige Form F von M ein
Gebilde hoherer Mannigfaltigkeit als 1 bei P enthdlt, unendlich viele
Noethersche Bedingungen fiir die Formen von M und Satz XXV muB
daher richtig sein.

43. Es sind nun alle Folgerungen des Satzes VII moglich, und es
zeigt sich, daB, wenn in genauester Analogie zu den Entwicklungen des
Kap. II die Begriffe des Prim-P-Moduls und primidren P-Moduls eingefiihrt
werden, jeder P-Modul M entwickelbar ist in der Gestalt

= [Dn -D27 M) Dj: 7’]7
wo Dy, - -+, D; primire P-Moduln und 7 ein P-Modul, dessen Formen
kein Gebilde auBer P gemein haben.
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Satz XXVI. ,Die Mannigfaltigkeit der Schar von Noetherschen Be-
dingungen #** Ordnung eines P-Moduls M nennen wir die Noether-
Hilbertsche Funktion von M. Ist M ein P-Modul der Mannigfaltigkeit 2,
so ist fiir geniigend groBe Werte von r die Noether-Hilbertsche Funktion
von M darstellbar als ein Polynom (h—2)** Grades von .

Jedem P-Modul M entspricht im Bereiche des Raumes z,,---, 2, _,
ein Modul M’ durch folgende Festsetzung. M’ enthalte alle Formen in
Zyy- -y &, _y, Welche den Term niedrigster Ordnung der Entwicklung eines
Individuums von 2/ bilden konnen. DaB die Gesamtheit solcher Formen
einen Modul M’ bildet, ergibt sich leicht. Denn geniigen p wie q der
Definition der Formen von M’, so existieren Individuen p und q von M,
derart daB

p=p+p+p"+--
G=q+4q+¢"+--

wo p’,p”,--- von hoherer Ordnung als p, ¢, ¢”, - von héherer Ordnung
als ¢. Da nun, wenn @ und b homogene Formen in z,,:--, 2, _,, ap+bg
der Anfangsterm von ap + bq, so gehdrt auch ap + bg zur Menge M.

Die Formen von M’ der Ordnung # lassen sich nun erhalten, indem
in einer allgemeinen Potenzreihe F alle Koeffizienten y der Ordnung <r
gleich Null gesetzt werden und im tibrigen die ¥ den Noetherschen Be-
dingungen von M unterworfen werden. Daher ist die Anzahl der Be-
dingungen, denen die Formen #** Ordnung von M’ geniigen miissen,
gleich der Anzahl der linear-independenten Noetherschen Bedingungen
von M der Ordnung r d. h.

(N, H) M (r) = HM ():
die Noether-Hilbertsche Funktion von M ist gleich der Hilbertschen
Funktion von M’
Wir miissen nun pachweisen, daB, wenn % eine relativ prime Form
zu M’, und wenn der dem Modul (M, u) in obiger Weise entsprechende
Modul mit (M, w)’ bezeichnet wird, fiir geniigend grofe Werte von 7

H(M, u) (r) = H(M', u)(r)-
Dies zeigt sich wie folgt. Alle Individuen von (M, ) haben die Gestalt
F+G-u,

wo F=0mod. M und G eine beliebige Potenzreihe von P. Entwickeln
wir diese Potenzreihe nach Termen aufsteigender Ordnung, so kommt

F+Gu=p+p+p"+--F+g0pvt+g v+gut...,

wo p+p' +p”+ - die Terme aufsteigender Ordnung der Entwicklung
von F, mit unbestimmten Koeffizienten versehen.
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Ist p der Ordnung », u der Ordnung @, so sei g, eine Form mit un-
bestimmten Koeffizienten der Ordnung r — @ + 7. Offenbar gehort jedes
P + gy-u dem Modul (M, w)" an, auBerdem aber noch der Term niedrigster
Ordnung der Entwicklung von F + G-u, wenn p + g,-u identisch ver-
schwindet.

Nun ist p=O0mod M’ Auch war u relativ prim zu M’. Aus
P+ g,-4u=0mod. M’, fiir irgendwelche bestimmte Werte oder Koeffi-
zienten von p und g,, folgt daher g,-4 =0 mod. M’ und g,-v = 0 mod. M’,
wo v eine Form mit unbestimmiten Koeffizienten und von gentigend hoher
Ordnung. Es besteht daher eine M angehérige Reihe, deren erster Term
g ist, etwa

f=go-v+h +h+---
Sind daher p und g, so bestimmt, daB
P+ gp-u=0,
so ist in der Entwicklung von
vF+ fu=v(p+9go-u)+ 00 +hy-u) + (0p” +hy-w) + - -+

vp + b, -u das erste Glied der Entwicklung, d. h.

vp' +h,-u=0 mod. M,

vy = 0 mod. (M, u).
Andrerseits ist unter denselben Umstéinden in der Eptwicklung von

Ftgu=@p+g uw)+@+g w+---

» + g,-u der erste Term, also

P + 9,-u=0mod. (M, u),
und alle Terme von (M, %), die sich nicht sogleich in der Gestalt
P+ gy-u, wo p=0mod. M’, ergeben, lassen sich so darstellen, wemn
nicht »" und g, solche Koeffizienten haben, da8

p+g-u=0.
Diese Maglichkeit vorderhand beiseite lassend, ersehen wir aus
P+ ¢ -u=0mod (M,u) und o(p'+g, -u)=0mod (M,u),
daB jede Form, welche (M, ) angehért, mit einer umbestimmten Form
gentigend hoher Ordnung wmultipliziert (M, «) angehdrt. Dieser SchluB
ist nur fiir solche Formen nicht gerechtfertigt, die erste Terme einer
Entwicklung von F 4 G-u sind, in denen identisch p + g,-u =0,
9 + g,-u=0. Alsdann aber ist
9o-v=0mod M,
9,-v=0mod. M’

Es existiert daher ein Individuum von M mit der Entwicklung

91'”+l1+l2+”’;
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und ein anderes mit der Entwicklung

vp+op'+op' - Fulgovththt)tulgotli+-)
d. h. da
p+go'u=07 p,+gl'u=07

by w4+ (vp” + uly) +- -

hy-u=0mod. M’
und, da % relativ prim zu M’
hy-v=0mod M
Ein Glied von M hat somit die Entwicklung
hy-v+k +k+---
und eines

d b. olly-u+ (p" +ul) + -] —ully-o 4+ + )

(*p" 4+ au) + - - -
Dies zeigt, daB 29"+ au =0 mod. M" und +*p” = 0 mod. (M, u).

Andrerseits ist p” -+ g,-u der allgemeine Ausdruck derjenigen Indi-
viduen von (M, u)’, welche erste Terme einer Entwicklung von F+ G -u
sind, fiir die identisch p + g,-4 =0, p'+ g,-u = 0. Fiir diese zeigt sich
also, daB sie, mit dem Quadrat einer unbestimmten Form gentigend hoher
Ordnung multiplizie®$, notwendig (M’, ) angehdren. So kbnnen wir be-
libig weit fortschreiten, indem ~wir noeh p”+ g,-4 = 0 setzen und in
analoger Weise wie bisher verfahren.

Nach einer endlichen Anzahl von Operationen miissen wir aber mit
obigem ProzeB jedes Glied von (M, u)" jeder gegebenen Ordnung R finden,
da ja die Ordnungen der Anfangsterme bei obigem ProzeB immerfort
wachsen.

Vergegenwirtigen wir uns nun die Darstellung von (M, u) wie (M’, u)
nach Satz VII, so folgt aus der Unbestimmtheit der Koeffizienten von v
in Verbindung mit obigem Krgebnis, daB (M, ») und (M, ») in ihren
priméiren Teilern fibereinstimmen miissen, also die Giiltigkeit der auf-
gestellten Behauptung. Die iibrigen Schlusse sind einfacher Natur. Es
habe zunichst M die Mannigfaltigkeit 2. Ist dann u eine Linearform mit
unbestimmten Koeffizienten, welche also das den Formen von M gemein-
same Gebilde nicht enthilt, so ist nach Satz XXV H(M, u) (r) fir ge-
niigend groBe Werte von # gleich 0. Andrerseits ist fiir geniigend groBe

Werte von »
H(M,u) (r)=H(M,u)(r)=0HM (),

A HM {r) =0,

mit

hieraus

mithin

HM (r) eine Konstante.
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Der Wert dieser Konstanten kann nicht O sein, da
(N, H) M (r) = HM’ ()
und da M Noethersche Bedingungen beliebig hober Ordnung, wie wir
bereits gesehen haben, wirklich besitzt. Hat M die Mannigfaltigkeit 3,
so, unter denselben Umstinden wie oben, (M, u) diejenige 2. Mithin
folgt genau wie oben
AHM (r)=a,
wo @ eine nicht verschwindende Konstante, und
HM' (r) =ar + b,
wo b eine neue Konstante. Der Beweis des Satzes durch Induktion ist
damit klargelegt.

44. Damit sind alle Vorbedingungen erfiilllt, um die Schliisse des
Satzes X anch in der Theorie der P-Moduln wiederholen zu kSnnen.

Es sei nun M ein beliebiger Modul, P irgend ein seinen Formen
gemeinsamer Punkt. Alsdann wollen wir mit M, die Gesamtheit der
Formen bezeichnen, die dem Modul 3 als P-Modul betrachtet zugehoren,
und ihn mit dem Namen ,Noetherscher Modul von M bei P“ belegen.
Fir solche Moduln gilt der fundamentale

Satz XXVII. ,Ist /=0 mod. Mp, so gibt es immer eine Form O,
welche P nicht enthilt, und derart, daB

f+®=0mod M

Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz: ,Ist @ ein primirer Modul,
und ist P irgend ein Punkt des zu einem Primmodul P gehorigen Ge-
bildes, so ist @p = Q% Besteht das Gebilde von @ nur aus dem Punkte
P(x,=0,---,2,_,=0), so sind die definierenden Bedingungen der Potenz-
reihen von @p mit einer endlichen Anzahl Noetherscher Bedingungen er-
schopft. Ist w,-- -, u, eine Basis von @, so ist Qp definiert als die Ge-
samtheit der Formen, die in der Gestalt A -u, 4 ---+ 4,-u, darstellbar
sind, 4,, -, 4, als Potenzreihen um P verstanden.

Ist nun /= 4,u, + - -+ A,u, eine Form von @ und brechen wir
die 4,,---, 4, bei den Termen ab, die P als R-fachen Punkt enthalten,
so 1iBt sich f darstellen in der Gestalt

f=(au, +---+au,) + u,
wo u P als mindestens (R4 1)-fachen Punkt enthilt. Nach Satz X Lt
sich R bestimmen, grof genug, daB «4 =0 mod. Q. Also ist =0 mod. ¢
und in der Tat
QI’ = Q;

wenn die Mannigfaltigkeit von @ gleich 1 ist.
Wir filhren nun den Nachweis des aufgestellien Satzes dureh In-
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duktion, indem wir annehmen, daB er bereits bewiesen sei fiir Moduln
der Mannigfaltigkeit 2 — 1 und ihn auf Moduln der Mannigfaltigkeit A
erweitern.

Ist der Hilfssatz fiir Moduln der Mannigfaltigkeit A — 1 richtig, so
auch Satz XXVII unter derselben Einschrinkung. Denn sei nach Satz VII

M= [Qu Q2? RS Qj) R]

und ist P in den zu @,, @,, - - -, @, gehorigen Gebilden enthalten, so ent-
halten die Noetherschen Bedingungen von M, sicherlich diejenigen von
Q. ry @b, py s @ p, also auch die von [Q,p, - -, @, p] Andrerseits, wenn
f eine Form von [Q,p, -+, Q,p], so ist, da @,,---, @ hichstens die
Mannigfaltigkeit ~ — 1 haben, nach Voraussetzung @, r= Qs, -+, @e,r = @,
und wenn @ irgend eine Form des Moduls [@;, @, - - -, €,, B], wo in der
Klammer nur die @,, @,, - - -, @, fehlen, ist daher

f-®=0mod. M,
mithin

f =0 mod. M Py
da ® P nicht zu enthalten braucht.

Modul {@,, - - -, ©,] enthdlt also anch Mp. Mp ist somit identisch
mit [Q,, -, @] und der aufgestellte Satz ist daher richtig unter der
gemachten Annahme.

Sei nun @ ein primdrer Modul der Mannigfaltigkeit %, % eine be-
liebige P enthaltende Form. Ist f eine Form von @p, so ist sie es auch
a fortiori von (@, u)r. (@Q,u) ist aber ein Modul der Mannigfaltigkeit /1 — 1,
nach der gemachten Annahme existiert daher eine P nicht enthaltende

Form &, so daB
f-®=0mod. (Q, u),

. f=p-umod Q.

d. h.

Es sei nun £, -, f; eine Basis von Qp; @, .-, ®, seien wie oben ® be-
stimmt. Hs sei ferner X = &, ®, .- - &, gesetzt. Dann ist

X fi=p,-umod. @,
X fo=p,-umod @,
X fi=p,-umod Q.
Nun gehoren alle Formen von @ sicherlich zu @p. Somit ist
p; - 4= 0 mod. Q5.

Die Punkte des zu @ gehorigen Gebildes lassen sich nun mit Hilfe
von h — 1 Paramefern analyfisch darstellen. Sei s ein solcher Parameter
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und fir eine analytische Menge von Punkten P auf dem Gebilde von @
eine konvergente Potenzreihenentwicklung angesetzt

Ty =8 =a,;5+a,8+" -

2
Tt = Spp— 1"‘“m—1,13+a‘ -1,28 +---

Alsdann ist es moglich, die Noetherschen Bedingungen von M in einem
Punkte (s;,---,s,_ ;) bel unbestimmt bleibendem s zu berechnen. Man
braucht ja nur, wenn u,,-.-,u, eine Basis von ¢, w,,---, %, nach Po-
tenzen von
Ty — 81y Xg — S5y * *3 Tyl ™ Sppe1 ¥

zu entwickeln, dann, wie frither beschrieben, die Yug,.oonpy_y als lineare
Formen von Unbestimmten zu entwickeln, und schlieBlich diese Un-
bestimmten nach der Reihe zu eliminieren. Durch einen rational aus-
filhrbaren ProzeB kann man also alle Noetherschen Bedingungen bis zu
denen 7** Ordnung finden, welchen die Formen von @, ... . ) geniigen,
wie grof auch 7 sei. Ist nun

BJF's sty sm__
2]5. 1 1)_;.....—.—_0

0x " 0xy" - - -
eine solche Noethersche Relation, die von jeder Form F von @ identisch
befriedigt wird, so kann man sie im Bereiche ihrer Giiltigkeit nach der
Unbestimmten s beliebig oft differentiieren und erhdlt immer wieder von
allen Formen von @ befriedigte Relationen, die Noethersche Bedingungen
von @, ..., _, sein miissen. Dem vollstindigen Systeme der Noether-

schen Bedingungen von @ in (s;,---,s,_;) gehoren daher neben irgend
einer N (s) = 0 auch alle g;—g = 0 an. Geniigt daher fiir ein bestimmtes s
§

=5,/ den Noetherschen Bedingungen @ ... ., so wird fir ein
unbestimmtes s in gentigender Nahe von s,,
s =58,+ 8,

da nach Taylor N(s) = N(s,) + =5 dN (So) g

Noetherschen Bedingungen erfu]len
Daraus folgt dann, daB es Punkte Q° in der Nachbarschaft von P

gibt, so daf
Qr = Qe-

2;-u = 0 mod. Qp,

-y [ auch die dazu gehorigen

Es war aber

somit ist aunch
p;-u=0mod. Q.

u war eine beliebige Form, welche P enthilt. Nach Bestzmmnng eines ¢,

Mathematische Annalen. LX,
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welches die oben geforderte Eigenschaft besitzt, bestimmen wir « so, daB
es zwar P, aber nicht @’ enthdlt. Es folgt dann

p; = 0 mod. QQ',
daher auch
;= 0 mod. QP-
Somit existieren Formen g, ;, so daf

b= £,1f1+ai,2f2+"°+a’i,kﬁc‘
X‘f15(a11f1+“12f2 +---)umod. @,
X- fz—(amﬂ"l‘%zfz )umod Q;

X fk (a'klfl )umod Q;

und daher, wenn

Es ist also

X—a,u, — Gy, i
D= — g %, X—ag,u, ---1,
D.f,=0mod. @,

D. f“,__Omod Q,

D f,c__Omod Q.

Die ,Determinante D enthédlt P nicht, denn in P hat sie, da % in P
gleich O ist, den Wert (X)} und X verschwindet mnicht in P. D ist also
relativ prim zu dem Gebilde von Q. Es folgt, da ja @ primir, /;=0mod. @,
d. h. jede Form von @, ist in @ enthalten. Auch das Umgekehrte ist
der Fall. Folglich ist in der Tat Qr = @. Der aufgestellte Satz XXVII
ist also ebenfalls erwiesen.

Es geht aus dem eben bewiesenen Satze hervor, daf die Bedingungen
der Zugehorigkeit einer Form zu einem gegebenen Modul in die verschie-
denste Gestalt gebracht werden konnen. Beispielsweise kénnte man auf
viele Arten eine endliche Zahl von Punkten P,,-- -, P; bestimmen, von
der Eigenschaft, daB jede Form gentigend hoher Ordnung, welche den
Noetherschen Bedingungen von Mp, ---, Mp; geniigt, notwendig in M
enthalten sein muB.

45. Man kann von vorstehenden Sitzen eine sehr wichtige Anwen-
dung auf die Theorie der Beriihrungen machen.

Um zunichst an einem besonderen Beispiele die der Anwendung zu-
grunde liegende Idee deutlich zu machen, betrachten wir ein System von
m — 1 Formen

Uyy Uy == oy Uy 1,
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deren Resultante mit einer unbestimmten Form nicht identisch verschwindet.
Die Ordnungen der w,, «--, u,_, selen a,, ---, @,_,.
Sind dann
P. 1) P, 2 " "7 -P

s

die verschiedenen Punkte des Schnitts von #, =0, ---, u,_, = 0, so 18t
sich nach Satz XI setzen

(ul? Tt ’“m_.1) = [Qi; T Qs])
wo nach Satz XXVII @, der zu P, gehorige Noethersche Modul von

Uy » vy Upy-

Nach Satz II ist die Anzahl der Bedingungen, die eine Form geniigend
hoher Ordnung befriedigen muB, um (ul, “ -y U, _,) anzugehoren,

=0y * m—-l
Ks ist leicht darzutun, daB die in den verschiedenen @, zom Aus-
druck gebrachten Noetherschen Bedingungen fiir Formen geniigend hoher
Ordnung unabhingig voneinander sind. Somit ist als Gesamtzahl der zu
den ), gehdrigen Noetherschen Bedingungen =a, --- a,_,. Nennen
wir die Anzahl der Noetherschen Bedingungen von ), #;, so ist also

Nyt Nyt F N =00 Ay
Da nun die Zahl der (m — 1) Formen der Ordnungen a,, ---, a, ., ge-
meinsamen Punkte im allgemeinen a, --- a,_, betrigt, so liegt es nahe,
zu vermuten, da, wenn die Zahl derselben, wie bei den Formen

Upy =ty Upg)
sich auf s reduziert, je », der Schnittpunkte im Punkte P, koinzidieren.

Diese Vermutung bestitigt sich in der Tat, wie wir sehen werden,

Wir miissen zuniichst prizisieren, was unter Koinzidenz zu ver-
stehen ist.

Die Idee der Beriihrung entstand wohl zuerst am Kreise. Man hatte
bewiesen, daB im allgemeinen eine Gerade zwei Punkte oder keinen Punkt
mit ihm gemein habe, und fand dann als eine Art Ubergang die Tangente.
Abnlich entstand die Idee der Koinzidenz an der quadratischen Gleichung.
Zuerst war die Erkenntnis ihrer zwei Wurzeln, dann die einer Wurzel als
Ausnahmefall, der durch Koinzidenz der beiden erklirt wurde. Bel jeder
Anwendung des Begriffes der Koinzidenz oder Berithrung muf man den
historischen Werdeproze des Begriffes nachahmen, zuniichst eine endliche
Anzahl von Individuen als Funktion gewisser Unbestimmten definieren
und dann nach den besonderen Werten der Unbestimmten fragen, fiir die
durch stetigen Ubergang mehrere der erwihnten Individuen ineinander
fallen. Ohne Zuziehung von Unbestimmten haben die Begriffe Koinzidenz
und Beriihrung keinen Sinn, und die durch dieselbe Ko tion er-

7%
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zeugte Bertihrung oder Koinzidenz hat verschiedene Bedeutung, wenn ver-
schiedene Gruppen von Unbestimmten den ,allgemeinen” Fall ausdriickten.

In dem jetzt von uns zu untersuchenden Beispiel ist der ,allgemeine¥
Fall der von m — 1 Formen f,, ---, f,,_; der Ordnungen a,,---,a,_,
mit lauter unbestimmten Koeffizienten. Ist

L=y, + - - + YuZp,
wo die g,, -+, ¥, Unbestimmte, so ist die Resultante von £}, /5, -+, 1, ¢
eine in lauter Linearfaktoren zerlegbare Form der y, der Ordnung
r==0 *°* Qy_4:
Res(fl; fos =5 Fme1s l)=L1 Ly--- L,
Diese Linearformen L, seien die zu betrachtenden Individuen. Ist in dem

besonderen Fall
=ty ey = Uy —1

= Jale ...
.._llxlgz . Zss

so konnen wir sagen, daB ¢, Koinzidenzen der L in [/, stattfinden, ¢, in
l, etc.; denn es 1st klar, daBl, wenn e eine beliebig kleine GroBe und

fi=u +euw’, - fu_y m—1 T €Uy,
wo die #; Formen mit unbestimmten Koefﬁmenten , die Linearfaktoren
der Resultante von (fy, -, f,_4, ?) fiir lime=0 in die Linearformen
I, -, 1, stetig tibergehen.
Jedem der I, L, - - -, [, entspricht einer der Punkte P,, P,, ---, P,.
Sei die Zuordnung der Linearformen I, und Punkte P, durch die Gleich-
heit des Index ausgedriickt. Unsere Behauptung ist dann dquivalent den

Gleichungen

die Resultante

b4

CI=%1’ 02=%2, DAY 03=%8.
Die Ordnung der Resultante in den y, ist
G+ttt o=n+nt+-+n,.
Wir werden nun nachweisen, daB niemals sein kann ¢, < n,, welches auch

der Index 7 sei. Die Behanptung wird damit evident sein.
Die Resultante B der

fi=u,+e-u und !
ist ein Polynom der y,, der Unbestimmten von #;/ und von e Sind
Ly, -, L, die @, - +- a,_, Linearformen, in Welche R zerfillt, und ist p

irgend ein Punkt des y-Raumes, so sind die ——— { L ) nach den Ausfithrungen
"

des Kap. I Wurzeln einer Gleichung:
@WxByx — Cp >} BRyx '+ G2 <Rx - .-=0,
wo die €, ---, C, numerische Konstante. « als Funktion von e betrachtet
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ist daher algebraisch und hat bei ¢=0 eine Verzweigung. Umgeben
wir in einer komplexen e-Ebene den Nullpunkt mit einer beliebig kleinen
Kontur und Jlassen diese sich zusammenziehen, so werden die entsgre»
chenden z-Werte nach den Theorien von Puiseux sich in Gruppen von
je ¢, ¢, -, ¢, teilen, die fir lim e =0 sich simtlich “beziehungsweise
den Grenzwerten

l2 lt

(ZI:P) ’ (Zgwp\ ’ ’ (Z'slp)
pahern. Und zwar findet diese Anndherung in der Weise statt, daB eine

rationale Potenz von e
i

y=e®
existiert, mit Hilfe deren die @, --: a,_, Zweige von z sich als kon-
vergente Potenzreihen schreiben lassen
L

(Lz;) = P.(®)-
Betrachten wir nun folgende Menge von Formen
F=Fy+e Fy=p w+e uw)+p-(u+e-w)
+o At Py (g 0, ),

WO Py, Dy, * -y Py Formen mit unbestimmten Koeffizienten. Eliminiert
man diese Unbestimmien, indem man in obiger Beziehung die Koeffi-
zienten von F' als Veréinderliche faBlt, so kommt man auf ein System von
Beziehungen, welche ausdriicken, daB ¥ jeden der den I, entsprechenden
Punkte enthalte. Sieht man die ¢, - -, ¥, als zu den #,, -~ -, z, kontra-
grediente Variable an, so ist jede dieser Beziehungen zu schreiben
(F > Lir> =0,

wo » die Ordnung von F.

Es gibt nun einen Satz, der hier von Diensten ist und der anch in
anderen Disziplinen der Mathematik, z. B. der Theorie der Integrale
linearer Differentialgleichungen, mit Erfolg verwendbar ist. Derselbe lautet:

Satz XXVIII: ,Hs seien 4,,--., 4, eine Reihe von Funktionen
einer Anzahl Variabler und mégen die 4,, - - -, 4, auch von einem Para-
meter y analytisch-regulir abhingen. Es seien ferner fiir unbestimmte
Werte von y die 4, ---, 4, durch eine Reihe linear-independenter Be-
ziehungen verkniipft, deren Anzahl % ist:

“1,1A1+"'+a!,n'4n=05
“2,1A1+“’+“2,s*4a=0:
(R) e e e e e e e e e
Gy dy + -+, 4,=0,
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die a, ; als analytisch reguliire Funktionen von y, in bezug auf die Variablen
aber als Konstante verstanden. Alsdann lifit sich immer durch rein
ratjonale Operationen den Relationen (R) eine Gestalt geben, daff fiir
irgend einen bestimmiten Wert von y aus ihnen % linear-unabhingige Re-
lationen folgen.*

Zur Erliuterung sei hinzugefiigt, daB der erwihnte bestimmte Wert
von y dem Konvergenzbereich der A, wie a;, angehfren muf.

Sei der Einfachheit halber der in Frage kommende Wert von y die.
Null. Von den Relationen (R) konnen und wollen wir voraussetzen, daB
sie ,reduziert® sind, d. h. daB keiner der Ausdriicke 4,,---, 4, durch
eine Potenz von y teilbar sei, noch daB die a,,, - - -, @;, fiir irgend einen
Index 7 eine Potenz von y als gemeinsamen Teiler enthalten. Wenn fiir
y = 0 die Relationen (R) linear-unabhingig bleiben, so ist es nicht erst
notig, dieselben zu verdindern, um das gewiinschte Resultat zu erzielen.
Ist dies jedoch nicht der Fall, so mufl jedenfalls jede k-gliedrige Deter-
minante der Matrix

A

{

fiir 4y = O verschwinden. In diesem Falle gibt es eine Zahl /, so daf alle
Determinanten von A durch ¢, doch nicht durch 3+ teilbar sind, da
ja die a,; nach Voraussetzung in konvergente Potenzreihen von y entwickel-
bar sind. Auch gibt es von Null verschiedene Zahlen 2z, - - -, 2, so daB
gleichzeitig

by =014 F G 8+ 5= 0,

by = Gy,98 + G52 + -+ 52, =0,

bn = a},n‘gl + a2,n 22 + o + a]c,nzk = 07

wenn y = 0. Mithin ist fiir die erwihnten Zahlen 2, jede der obigen
Funktionen von y durch eine Potenz von y, sagen wir mindestens %7,
teilbar. Es habe eine der von O verschiedenen Zahlen 2 den Index k.
Ersetzt man dann (R) durch das ihm #quivalente System, welches aus
(R) entsteht, indem fir die Reihe 4,4, +---+ @, ,4, =0 die andere
b4, +---+ b4, =0 tritt, so ist nun das System nicht mehr ,reduziert”,
Es sei b, =4 ¢, und sei das System von Relationen (R) jetzt geschrieben
ai,lA'l +---+ al,n'Au = O)
ak—-l,IAu R R o akwl,n'A'n =0,
agdy +---+¢4d,=0.
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(R) ist dann (R) fiir jeden Wert von y #quivalent, und jede der Deter-
minanten der zu (R") gehorigen Matrix ist durch eine um [/’ kleinere
Potenz von y als die entsprechende Determinante der zu (R) gehorigen
Matrix teilbar. Ist pun (R") nach Einsetzung von y =0 noch immer
kein linear-unabhingiges System, so wiederhole man den eben beschrie-
benen ProzeB. Da ! eine positive ganze Zahl, so muB nach einer end-
lichen Zahl von Ausfilhrungen des erwihnten Prozesses schlieBlich ein
(R) fiir alle Werte von y 4quivalentes System von Relationen erhalten
werden, welches auch fiir ¥ = 0 noch % linear-unabhiingige Beziehungen
zwischen den A4,, - --, 4, liefert, und die Behauptung ist damit verifiziert.
Dabei ist noch ersichtlich, daf bei Ausfithrung des Prozesses nur
eine endliche Zahl der Koeffizienten der Reihenentwicklung der g, ; in
Betracht kommen.
Betrachten wir nun das System der Relationen
(R) (F > L) =0,
welche F befriedigt. Fiir lim e = O fallen die L; in verschiedenen Punkten
zusammen, und das System (R) hort auf, so viel verschiedene Aussagen
zu enthalten als fiir unbestimmte e. Wenden wir aber den ProzeB an,
welcher eben geschildert war, so erhalten wir in jedem Punkte P, genau
¢; linearunabhiingige Relationen der Gestalt
(F>x4)=0
(F>=<B)=0,

welche auch noch linearunabhingig bleiben, wenn y = O gesetzt wird.
Zudem ist klar, daB bei Ausiibung des Prozesses nur eine endliche An-
zahl der Glieder der Entwicklung von (F >< L) nach Potenzen von y in
Betracht kommen. Die Entwicklung von (F >< L) geschieht nach dem
Theorem von Taylor, die - Koeffizienten dieser Entwicklung sind also
Differentialausdriicke von F in einem der Punkte P;, und jeder der
(F><A4)=0, F>x<B)=0

ist demmach in % =0 nur ein anderer Ausdruck fiir eine Noethersche
Bedingung bei P,. Der Ausdruck F' geniigt somit in jedem der Punkte
P, wenn e=0 ist, zum mindesten den ¢, Bedingungen, die durch den

i

Grenziibergang
limy=20

aus (F>< 4)=0, (F><B)=0, --- entstehen. Daher ist n;, > ¢;.
Nach den {ibrigen Voraussetzungen war aber

2n=2

mithin ist notwendigerweise n, =¢,. Q. e. d.
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46. Genau derselbe Gedankengang fithrt auch dann noch zum Ziel,
wenn die Voraussetzungen des allgemeinen Falles andere sind.

Sei eine Anzahl von Primmoduln
P, P,

M
so gegehen, daB die Summe ihrer Stufen m — 1 betrage. Seien die zu-
gehorigen irreduziblen Gebilde C,, ---, C;, seien dieselben von Unbestimmten
abhingig, und mogen die C,, - - -, C; eine Anzahl N von Punkten gemein
haben, die von den Unbestimmten unabhingig sei. Es sei schlieBlich die
Hilbertsche Funktion von (P, ---, P;) = N. Alsdann wird die Zahl der
Beriihrungen von Oy, ..., C; fiir spezielle Werte der Unbestimmten in
irgend einem Punkte P durch die Zahl der Noetherschen Bedingungen
des entsprechenden Moduls (P, ---, P,) in P gemessen.

Ist tiberhaupt M ein Modul, der selbst von Unbestimmten abhingt,
dessen Hilbertsche Funkfion aber von diesen Unbestimmten unabhingig
ist; besteht ferner das Gebilde von M aus lauter Punkten P, P,, ---, P;
und hat My die Hilbertsche Funktion #;,, so wird durch Verschmelzung
von zweien oder mehreren der P; die Summe >'w, erstreckt iber die
koinzidierenden Punkte nicht geiindert. - Eine Anwendung dieser Sitze liegt
in der Berechnung der Zahl der Koinzidenzen in einem Punkte 4 von
m—1 Formen w,,.---,u, ,, welche A4 resp. zu einem a,,---, a

m—1"
fachen Punkt besitzen. Wir nehmen als Entwicklung bei 4 an

Uy = 2“’“’

wo u; ; A als j-fachen Punkt enthilt. Ferner setzen wir voraus, daf die
Resultante der Anfangsterme

ul,a],) Tt um-1,am__1,
die ja Formen in nur m — 1 Variablen sind, nicht verschwindet. Alsdann ist
die Zahl der Noetherschen Bedingungen, also die der Koinzidenzen, von
(%~ * 5 Upp_y)a gleich
Betrachtet man namlich

A1 Qg - Ay _y-

("’1? Ty U, —I)A
als P-Modul bei 4 und untersucht den entsprechenden (frither M’ ge-
nannten) Modul, so findet man bei Anwendung der friiher benutzten
SchluBreihe, daB hier nicht blo8 die Beziehung H(u,, - - -, u, _;)a = HM’
fiir groBe Werte der Ordnung sich ergibt, sondern wegen Satz I fiir alle
Werte der Ordnung, Danach ist die Zahl aller Noetherschen Bedingungen
von (%y, - -, %, 1)1 gleich

(B‘) ZH(ul,alt RS um—-l,am_l) R?
die Summe ausgedehnt iber alle Ordnungen B von R=1 an. Es ist
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nicht schwer, diese Summe nach Satz II zu berechnen, doch geniigt ja
schon der Hinweis, daB nach Satz II die Anzahl der Noetherschen Be-
dingungen von # ., -, Uy, ., als Formen von m Variablen auf-
gefaBt, =a, ---a,_, sein muB, wihrend diese Formen doch keinen

anderen Punkt als 4 gemeinsam haben.
Fiir Werte von

R>a,+a,+---+a,_ —m+1
ist H (g 45 ** s %uey,q, ,) i Bereiche von m—1 Variablen gleich Null,
nach Satz II. Somit sind die Noetherschen Bedingungen von

(g5 + * 5 Upy_1)a
von hochstens der Ordnung @, +---+a,_, —m + 1.

All dies gilt auch, wenn u,,--:-, %, _, analytische Funktionen bei
A sind.

Kapitel 1IV.

Erweiterung auf Formen von mebreren Reihen von
Variablen.

47. Der Raum z,,---, 2, war bisher der einzige, in dem alle
Operationen gedeutet waren. Es ist aber naturgemif bei Aufgaben
mancherlei Art, mehrere Riume einzufiihren. Wollten wir z B. eine
Theorie der Konkomitanten eines Systems von Formen bestimmter Ord-

nungen
fl; f;.) T flz

schreiben, so miiBten wir die Koeffizienten der Formen f,,---,f, als
Unbestimmte auffassen, und jene Konkomitanten als Formen dieser Un-
bestimmten deuten. Der Komplex der Koeffizienten jeder einzelunen der
Formen wiirde danm ein schon in sich abgerundetes Etwas, ein Raum,
sein. Schon aus diesem Grunde ist es in der Algebra unerliBlich, den
Betrachtungen eine Gruppe von Riumen

Zyysy * xl,m,;
Zo1s* " *9 X2, mys
Ze1 " Taymy

zugrunde zu legen.

Die Anzahl dieser Riume braucht keine endliche zu sein, wenn
Grenziiberginge aus unseren algebraischen Untersuchungen nicht aus-
geschlossen sind. Wir werden uns jedoch auf eine endliche, wenn anch
unbestimmte Anzahl von Raumen beschrinken,
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Der Raum z,,, .-, z;,, heiBe S;, die Gruppe der Riume S;,--- 5,

sel kurz S, und die Summe

(mg — )+ (my—1) +-- -+ (m—1)=m—1
heiBe die Dimension von S. Die Algebra der Formen in S heife die
»Algebra in S«

Eine Form in S, welche in bezug auf die Variablen jeder der S

homogen von der Ordnung #; ist, heiBt eine Form der Ordnungen

Ny Rgy = v 0y Wy
Enthilt eine Form die Variablen eines Raumes gar micht, so ist natiirlich
die Ordnungszahl der Form in bezug auf den betreffenden Raum = 0.

Die Anzahl der Koeffizienten einer Form der Ordnungen #,,-- -, #,

wird mit
(P(Wi, Y nk)
bezeichnet. Dieselbe ist
Py, « oy 1) = @1 () - @a(my) - - - Pr(ma),
wenn ¢, die ¢-Funktion des Raumes 8S; bedeutet. Dies Theorem ist
durch eine sehr einfache Abzdhlung erweisbar.

Ein System von Punkten P, ----, P in S, ---, S; resp. sei ein
Element von S. m Formen in S mit unbestimmten Koeffizienten haben
kein Element gemein, wie sich nach der im Kap. I angewandten Uber-
legung sogleich ergibt. m — 1 Formen in S mit unbestimmten Koeffi-
zienten dagegen haben ,im allgemeinen®, welcher Ausdruck spiter prizi-
siert ‘werden wird, eine endliche Anzahl von Elementen gemein, und daher
gibt es, wenn m Formen in S mit unbestimmten Koeffizienten vorliegen,
im allgemeinen eine Form dieser Unbestimmten, deren Verschwinden die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines den Formen
gemeinsamen Elementes ist. DaB, wenn diese Form existiert, dieselbe
irreduzibel ist, zeigt sich nach den Uberlegungen des Kap. 1. Auch ist
ersichtlich, nach derselben Schlufireihe, daB, wenn I, 1,, - - -, I, Linear-
formen in 8, ---, S, fi, -+, [, die m Formen in S, R die eben charak-
terisierte Form der Unbestimmten, Zahlen M, - - -, M, existieren, so daB

R'lgll"’lg{k=p1f;+"'+pmfm)

wo p,, - -, p,, ganzzahlige Formen in S und der Unbestimmten von

ﬂ) Y f m*

Die soeben charakterisierte Form R sei ,Resultante in S“ von
fi, -~y [ genannt. Sie existiert nur dann nicht, wenn, entgegen den
Voraussetzungen der im Kap. I gemachten Schliisse, m — 1 der Formen f;
kein gemeinsames Element haben, was nur zufreffen kann, wenn weniger
als m; — 1 der Formen f; eine von O verschiedene Ordnung %, in S; haben.
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Haben genau m; — 1 der Formen f; eine von O verschiedene Ordnung »,
in S;,, so treten diese Formen sowohl wie S, aus der Betrachtung, und
die ,Resultante in S von fi, - - -, f,, reduziert sich auf die ,Resultante
in 8“ von denjenigen Formen f;, ---, f,,, die von den Variablen S; un-
abhingig sind, wobei S” die Gruppe S, ---, S, mit Ausschluf von S;
bezeichnet. Wird die Resultante in S von fi, -+, f, mit B(fy, - - -, )
bezeichnet, so ist identisch

R(fh f2; 9 lme10 9 h) = R(fli I e B g) : R(fl: RS P B k):

wie sich nach den Schliissen des Kap. I ergibt.

Die Schliisse des Satzes IV ergeben in S die Existenz ,jirreduzibler
Bildungen® und die eindeutige Zerlegung von , Konfigurationen® in selben.
Dabei ist nur, wegen des Vorhandenseins des Ausnahmefalles, festzuhalten,
daB Formen, die keine Resultante besitzen, niemals gemeinsame Elemente
haben konnen.

Ein ,irreduzibles Gebilde“ in S wollen wir eine irreduzible ,Korre-
spondenz® oder ,Verwandtschaft nennen. Denn das entspricht genau
dem gewdhnlichen Sprachgebrauch der Mathematiker. Die Stufe der
Korrespondenz oder Verwandtschaft ist dann ein der Stufe eines irredu-
ziblen Gebildes, wie es urspriinglich verstanden war, analoger Begriff.
Ebenso werden wir von der Mannigfaltigkeit oder Dimension einer Ver-
wandtschaft sprechen, als der Mannigfaltigkeit resp. Dimension des Systems
von Elementen, welche den Bedingungen der Verwandtschaft entsprechen.
Beispielsweise, wenn die Punkte zweler Kurven A, B, die resp. in den
Riumen A4’, B’ gelegen sind, durch die Verwandtschaft 7 einander ein-
deutig zugeordnet sind, wird ¥ die Mannigfaltigkeit 2, die Dimension 1
haben. Ist dagegen jeder Punkt von A jedem Punkt von B zugeordnet,
so haben wir es mit einer Korrespondenz der beiden Riume A’, B’ der
Dimension 2 zu tun. Oder haben wir es mit einer Verwandtschaft ¥V zu
tun, welche in drei Riumen 4’, B, (', Punkten eines Gebildes A der
Mannigfaltigkeit 4 je ein bestimmtes Punktepaar zweier Gebilde B, C
zugeordnet, so hat V die Mannigfaltigkeit 4 und Dimension 3 etc. ete.

48. Es ist klar, daB die Gesamtheit der in S existierenden Formen,
welche in den Elementen einer irreduziblen Verwandtschaft ¥ verschwin-
den, einen Primmodul bilden, wie iiberhaupt die Definitionen und Sitze
des Kap. Il ohne weiteres auch fiir die Algebra in S existenzfihig bleiben.
Nur die Begriffe und Sitze des Kap. I und III bedinfen fiir die hier zu-
grunde liegende Algebra in manchen Punkten einiger Modifikationen und
Erliuterungen.

Der Satz I (Kap. I) z B. hort auf, in der frither angegebenen Gestalt
richtig zu sein. Es ist notig, eine beschrinkende Bedingung hinzuzu-
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fiigen. Er lautet fir die Algebra in S: ,Sind w,, - -, u, (b < m) Formen
in S, deren Resultante mit m — 2 beliebig zu wihlenden Formen nicht
identisch verschwindet, besteht eine identische Beziehung

Py + o+ pu, =0
und sind die .Ordnungen von jedem der p;, mindestens gleich den ent-
sprechenden Ordnungen irgend eines der u; (mit AusschluB von ;), so
gibt es Formen g, ;, fiir welche identisch

%;+9,:=0, p= 2%’,;“;’) g, =0

Eine die Ordnungen der p; beschrinkende Bedingung irgend einer
Art ist notwendig, denn, wie schon das Beispiel der Resultante zeigt,
Beziehungen der diskutierten Gestalt bestehen wirklich, ohne daB die
Formen g¢;; existieren. DaB die angegebene Bedingung geniigend ist,
ergibt sich leicht bei Betrachtung des Induktionsbeweises von Satz I
Die betreffende Bedingung ist sowohl notwendig wie hinreichend, wenn
der Raum S, aus einer einzigen Variablen besteht, auf diesen Fall fiihrt
aber der Induktionsbeweis den Satz zuriick. Nur ein SchluB der ganzen
Schiufireihe des Beweises wird infolge der zugefiigten Bedingung ungiiltig.
Nachdem nimlich fiir 2 = m erwiesen war, daB, wenn

Dyt + -+ U, =0
und die Resultante von «, ..., u, mit m — h beliebigen Formen nicht
verschwindet, Formen g,, - - ., ¢, existieren, fiir die

Py = qoths + -+ @,
erschlossen wir die Giiltigkeit des obigen fiir » << m einfach durch Ad-
junktion von Formen u,.,,--:, %,, deren Ordnung groBer war als die
jedes der p,. Dies Verfahren versagt hier infolge der Beschrinkung fiir
die Ordnungen der p;,. Die so entstandene Liicke im Beweis fiillen wir
in folgender Weise aus.

Das befolgte Beweisverfahren macht zunichst klar, daB, wenn der
behauptete Satz richtig ist fiir einen Raum S der Mannigfaltigkeit m — 1,
aus einer Beziehung der Gestalt

Doty + -+ P Uy + 9, 1=0,

wo I linear ist, und die ubrlgen Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind,
immer folgt p, =q,u, +--- 4+ 9,_1%,_,. Dies gilt fiir jeden Wert von &.
Ist nun 2 <m, also 2 — 1 <m—1, so kann man 2 Linearformen he-
stimmen, deren Resultante mit w,, ---, u,_; und m —h — 1 beliebig zu
wihlenden Formen nicht verschwindet. Diese beiden seien der Einfach-
heit halber mit #, und z, identisch. Alsdann definiere ich eine GrioBe y
durch die Bezichung z, = y - z, und betrachte die Identitit

Pty e+ Pty =0
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als eine solche fiir einen Raum der Mannigfaltigkeit m — 1, indem in
ihr iiberall x, =y -, gesetzt und y als Parameter angeschen wird. Es
folgt, nach Voraussetzung, wenn (U)), _,, noch mit U, bezeichnet wird,
p=nrnU -+ -+r_,U,_,, wo die r,,- -,7,_, von y rational ab-
hingen, also p,- Y =850, +---+5,_,U,_y, wo 8, -+, 8,_, Formen
der Variablen und Polynome von y, Y nur von y abhingig ist. Ersetze

ich in dieser Beziehung wieder y durch %’ und mache die resultierende

1
Identitit homogen, so zeigt sich

D Z=tu + -+ b guyy,
wo Z eine Form von #, und z, ist und die ¢, Formen in S sind. Z ist
als binire Form darstellbar als Produkt von Linearformen der Gestalt
a2, + bz;, wo a, b Konstante. Somit ergibt sich, da nach Voraussetzung
die Resultante irgend einer dieser Linearformen, von u,, ---, u,_ , und
m ~— h beliebig zu wihlenden Formen nicht identisch verschwindet, durch
sukzessive Anwendung des frither hier fiir die Beziehung
Pyt +p,-1=0
erhaltenen Resultates,
D=+t Gy %y
Damit ist Satz I auch fiir die Algebra in S vollstindig erwiesen.
49. Fihren wir nun in Analogie zum ersten Kapitel ein Operations-
symbol
TR TR
ein, es durch die Beziehung
Byl ) =f(ry, ) =y —myy o 1y —mp)
definierend, so konnen wir auch in S den Siitzen II und III des ersten
Kapitels genau analoge Sitze aufstellen. Sind

(nl,'i? ooy nl,k)) SN (nh,D “eey nlx,k)
die Ordnungen von u,,---,u,, so ist

H(“n T uh) (RU ) Rk) = Anl,l, TR W ct Aﬁb,l,---,u].’k(rl) Tt Tk)?

wenn

Ri>”i,1 + W e 0, — My
dagegen um 1 mehr oder minder, wenn alle

R, = i,1+”i,2+"‘+”i,b"”m£'
Was geschieht, wenn einzelne der R, griBer, andere kleiner sind als die
angegebenen Werte, bleibt danach noch unentschieden. Diese Frage
scheint {iberhaupt eine schwierige und kaum mit den bisher verwandien
Mitteln losbar zu seim. Da sie zudem zu all den Anwendungen, welche
in den SchluBbemerkungen besprochen sind, in nur ganz loser Be-
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ziehung steht, so ist ein Eingehen auf diese Frage an dieser Stelle noch
nicht notig.

Die Existenz der Form Q bleibt nach obigem ungeschmilert er-
halten; auch der Satz, dal nur die Formen f apolar zu Q(u,,---,u,)
dem Modul (w, -, u,) angehdren, unter f Formen verstanden, deren
Ordnungen kleiner oder héchstens gleich denen von Q sind.

Die Betrachtungen des Satzes IV und des Kap. IT bleiben in Kraft.
Doch bedarf Satz XI der Einschrinkung, daB, wenn O,,---, C, die irre-
duziblen Gebilde, in die w,- - -, u, zerfillt, wnd M = (u,---,u,), dann
M=[M,,- -, Mg, r], wo der Modul » alle die Formen enthilt, deren
Ordnungen in jedem der S; diejenigen jedes der w, mindestens erreichen.
Es ist dies eine offenbare Folge der in der Algebra in S beim Analogon
zu Satz I zu machenden Einschrinkung.

Die Definition der Hilbertschen Funktion des Moduls M als einer
von den k Ordnungen der Funktion abhiingigen Zahl bleibt ungeiindert.
Nur lautet Satz IX in der Algebra in S: ,Die Hilbertsche Funktion
eines Moduls M HM (Tv e Tk)

ist flir gentigend groBe Werte von 7, 7,,---, 7, ein Polynom von 7, ---, r,,
dessen Ordnung um 1 kleiner ist als die Mannigfaltigkeit von M, und
in irgend einer ausgewihlten Gruppe der #,, ---, 7,, etwa Tips Vigy " " 73, 1UX
zu der Ordnung ansteigt, welche der Mannigfaltigkeit von Elementen ent-
spricht, die der Modul 3 in den korrespondierenden Riumen S50 8,
besitzt.“

Der Beweis dieses Satzes geht im iibrigen nach demselben Prinzip
vor sich wie derjenige des Satzes IX.

Wir kommen nun zur Frage, was in der Algebra in S unter den
Noetherschen Bedingungen eines Moduls zu verstehen sei und inwieweit
in ihr die Betrachtungen des Kap. III giiltig bleiben.

Statt des Punktes P des Kap. III werden wir Element, statt der
Ordnung r Ordnungen 7,, ---, 7, sagen miissen, doch bleiben alle Er-
wagungen bestehen, bis zur Einfithrung des dem analytischen P-Modul M
entsprechenden Modul M’. Nur dann wird die Form p dem Modul M’
angehoren diirfen, wenn ein Individuum von M eine Entwicklung hat

Fe=p+p+p"+
welche p enthilt, und zwar so, daf die Ordnungen der fibrigen Terme
zum mindesten in einem der Riume S; groBer sind als die Ordnungen
von p, in keinem der Riume S; aber kleiner. Offenbar folgt dann fiir
die Noether-Hilbertsche Funktion von M’

(N: H)M(r:l: LCT R yk) = HM’(”’U LT rk))
genan so wie in Kap. IIL
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Alle iibrigen Folgerungen bleiben unverindert. Analoge Bemerkungen
muB man iiber die Ideale in S machen.

50. Zum SchluB mdchte ich noch bemerken, daf man unschwer die
aufgestellten Sitze nach verschiedener Richtung hin erweitern kénnte.
Einige Erweiterungen der Theorie der Elementarteiler sind bekannt. Genaun
dieselben Erweiterungen sind moglich bei der Definition und den Sitzen
tiber die Ideale. Die Ausfiihrungen des Kap. III sind iibertragbar auf
Formen, deren Koeffizienten ganze Zahlen sein oder einem bestimmten
Korper angehoren sollen. Denn Satz XXITI, und damit auch alle anderen
Sitze bleiben auch bei dieser Einschrinkung erhalten. Man kann Kap. III
erweitern, indem man den Punkt P ersetzt durch ein Primideal J m'** Stufe
und, nach dem Vorbilde der Methoden von Hensel, Entwicklungen nicht
bloB nach Variablen, sondern auch nach Potenzen der in J enthaltenen
Primzahl p betrachtet. Man kann auch die Schliisse ausdehnen auf die
Menge der analytischen Funktionen, welche in einem gegebenen Bereich B
keine Singularititen haben. Neue Schwierigkeiten sind bei diesen Erwei-
terungen kaum zu tiberwinden.

SchluBbemerkungen iiber einige Anwendungen der aufgestellten
Siitze.

51. Es war urspriinglich meine Absicht, den Ausfithrungen der vor-
gehenden Kapitel einige Anwendungen beizufiigen, doch ist der Stoff
schon zu stark angewachsen. Zudem kann es nicht die Aufgabe des-
jenigen, der neue Resultate bieten will, sein, sie sofort im ganzen Um-
fange ihrer Bedeutung anzuwenden. Daher entschlof ich mich, wiewohl
schwer, auf das Kapitel der Anwendungen zu verzichten. Doch glaube
ich, die hauptsiichlichsten der Zielpunkte, die mir auBer dem rein
theoretischen der Erweiterung des Noetherschen Theorems noch vor-
schwebten, kurz andeuten zu sollen, sei es auch nur, um die Arbeit
verstandlicher zu machen.
~ Zu alleroberst wiirde da ein Satz stehen, der einen Fundamental-
satz der Lehre von den Verwandtschaften mit umfaBt. Driickt man die
Hilbertsche Funktion eines Moduls M mit Hilfe von Differenzensymbolen,
welche in bezug auf die ¢-Funktion gemeint sind, gem#8 der Gleichung
HM((r,---,7r) = H ¢@(r,---,r,) aus, so ist das Differenzensymbol H’
eindeutig bestimmt. Der Operator H’ sei der ,Hilbertsche Operator des
Moduls M“ genannt. Nennt man nun zwei primire Moduln 4 und B
der Stufen o und b relativ prim, wenn (4, B) die Stufe a + b hat, und
irgend zwei Moduln relativ prim, wenn alle ihre primdren Teiler relativ
prim zueinander sind, so gilt der Satz, daB der Hilbertsche Operator
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des groBten Teilers zweier vrelativ primer Moduln das Produkt der
Hilbertschen Operatoren der beiden Moduln ist. Ein Weg zum Beweis des
Satzes ist der folgende. Zunichst zeige man, daB, wenn A, B zwei relativ
prime Moduln sind, und g, - - -, @, eine Basis von 4, b,, - - ., b, eine solche
von B ist, dann fiir geniigend hohe Ordnungen (a,-b,---, @,-b,) eine
solche von [A4, B] ist. Danach erweitere man diesen Satz auf das System
der Syzygien eines der Moduln z. B. 4, und zeige, daB unter der Voraus-
setzung, daB A4 und B relativ prim sind, die Kongruenz

X0+ -+ X,a,=0mod. B

und die aus ihr folgenden syzygetischen Kongruenzen modulo B die Kette
der Syzygien von A erzeugt, wenn man sich auf geniigend hohe Ord-
nungen beschrinkt. Alsdann berechne man die Konstantenzahl von
Formen gegebener Ordnungen von (4, B) auf dem Wege, wie Hilbert im
Beweise seines Theorems IV die Konstantenzahl der Formen- gegebener
Ordnungen von A berechnet.

"~ FEine spezielle Anwendung des obigen Satzes ist folgende. Sind
A, B,---, L eine Reihe von irreduziblen Korrespondenzen, 4,---, L die
entsprechenden Primmoduln, und ist die Summe der Stufen a+4b+4---+1
von 4,---, L gleich m — 1, so haben 4, B,.--, L immer dann, und nur dann,
eine endliche Zahl gemeinsamer Elemente, wenn A4, B, - - -, L relativ prim
zueinander sind, und die Zahl dieser gemeinsamen Elemente ist

«f--- 4 @By, By,
wo «,- -, 4 die Hilbertschen Operatoren von 4,..-, L sind.

Man kann aus den Anwendungen dieser Formel ersehen, daB die
Symbole des Bedingungskalkuls von Schubert als Hilbertsche Operatoren
interpretiert werden kénnen und in dieser Auffassung alles Hypothetische
verlieren.

52. Eine andere Anwendung unserer Ergebnisse betrifft diejenigen
Probleme, welche zuerst von den englischen Mathematikern Cayley,
Salmon u. a. behandelt und von letzterem unter dem Titel ,Order of
restricted systems of equations“ bekannt gemacht wurden.*) Das Pro-
blem, wie es von den genanmten Mathematikern gestellt wurde, ist fol-
gendes. Eine Zahl von m — 1 Formen haben eine Reihe von Gebilden,
Kurven, Oberflichen etc. gemein. Wieviel Punkte haben sie noch gemein,
welche nicht auf jenen Kurven, Oberflichen ete. liegen? Diese Frage
suchte Salmon zu beantworden, und fand die im wesentlichen richtige
Losung, obwohl ihm nur ganz unzulingliche Hilfsmittel zu Gebote standen.
Fiir uns ist der Satz VII mit den verwandten Sitzen ein Stiitzpunkt, der

¥ Lessons on Modern Higher Algebra.
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uns erlaubt, nicht bloB das Problem richtig zu stellen, sondern auch einen
Weg zur Losung einzuschlagen.

Wir werden die gegebenen Kurven, Oberflichen ete. und die Art
ihrer gegenseitigen Lage, wie auch die Art, in der die gegebenen Formen
dieselben enthalten sollen, dadurch ausdriicken kénnen, daB wir sagen,
die gegebenen m — 1 Formen f;,---, f,._; gehOren einem bestimmien
Modul M an. Das Salmonsche Problem richtet sich dann auf die Hilbert-
sche Funktion desjenigen Teilers von

(fl: Tt m-—I)’

der sich nicht auf die Gebilde von M bezieht. Durch die Diskussion der
Gleichung

X1f1+"'+beh=O
fiir unbestimmte Formen f; des Moduls 3, wobei

h < m,

zeigt sich dann, daB die den £, - -, f,_, gemeinsamen Gebilde, die nicht
auf denen von M liegen, Hilbertsche Operatoren besitzen, die von den
Ordnungen der f; rational und ganz abhingen, aber sonst von den un-
bestimmten Koeffizienten der f; unabhingig sind. Auf dieser Grundlage
ergibt sich z. B. das folgende Resultat: Ks sei C eine irreduzible Ver-
wandtschaft, 4,,.--, 4, seien » irreduzible Verwandtschaften der Stufen
@y, -+, @, und mogen die A4,,---, 4, simtlich C enthalten. Ferner sei
a,+: -+ a,=m—1 Fragt man dann nach der Anzahl der Elemente,
welche 4,,---, 4, gemeinsam sind, ohne in C enthalten zu sein, so wird
diese Anzahl wie folgt erhalten. Jeder irreduziblen Verwandtschaft ¥ der
Stufe s kann man zwei Polynome einer Variablen z zuordnen, etwa das
erste Salmonsche Polynom, bez. das zweite Salmonsche Polynom von ¥V
genannt. Das erste ist = a2™~! 4 einem Polynom vom Grade m — 1 — s,
_das zweite vom Grade s. Die Koeffizienten dieser Polynome sind aber
nicht Zahlen, sondern Operatoren des Differenzenkalkiils nach Art der
oben definierten Hilbertschen Operatoren. Beispielsweise ist das zweite
Salmonsche Polynom einer Form der Ordnungen #,,---, n, einfach
+ B, ... 5 Die obige Anzahl ist dann erhiltlich, indem man das
erste Salmonsche Polynom von C multipliziert mit den zweiten Salmon-
schen Polynomen der A4,,---, 4, und mit dem Koeffizient 2! aunf
@, -+ 7) operiert,

53. Kine dritte wichtige Anwendung der aufgestellten Sitze ruhbt in
ihrer Fihigkeit, den bekannten Plickerschen Formeln der Ebene analoge
Formeln leicht auffinden, richtig aussprechen und streng begriinden zu
lassen. So sind z. B. die Pliickerschen Formeln selbst mit Hilfe des
Symbols des Kap. III viel strenger und dabei einfacher aufzu.steﬂen, als

Mathematische Annalen, LX,
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dies sonst geschieht, oder fiberhaupt ohne Hilfe jener Symbole geschehen
kénnte. Nach den .Ausfihrungen des Kap. III iiber die Multiplizitdt von
Losungen ist die Formel fiir die Klasse einer reduziblen oder irreduziblen
‘ebenen Kurve f =0 genau

_n(n_.l)——zﬂ(f,a;a +a23x T a 3;-7;:)Az’

wobei die Summation rechts iiber alle singuliren Punkte 4, von f aus-
zudehnen ist, » die Ordnung von f, a,, a,, a; unbestimmte Parameter
bedeuten. Die sogenannte erste Pliickersche Formel k=u»n(n—1)—2d —3r
ergibt sich aus obiger dann durch die Annahme, daB f= 0 als Singulari-
titen nur Doppelpunkte und Spitzen zulasse, wobei fiir einen Doppelpunkt

Ao s, >
fiir eine allgemeine Spitze
0
H(f, o550 +-),—3

sich leicht herleitet. Ahnlich lautet die zweite Pliickersche Formel fiir
die Zahl der Wendetangenten e« richtig

w—=3n(n—2) — D H(f, D),

wo D die Hessesche Form von f bedeutet und die Summation wieder
iber alle singuliren Punkte 4, von f auszudehnen ist. Die spezielle
Form derselben w = 3% (n—2) — 6d — 8r ergibt sich leicht ebenso wie
die spezielle Form der ersten Pliickerschen Formel, z. B. durch Diskussion
eines Systems Noetherscher Bedingungen.

Genau so wie die obigen Formeln lassen sich Analoga entwickeln
fiir die verschiedensten Beriihrungsprobleme in der Algebra eines Raumes
oder einer Gruppe von Riumen. Beispielsweise ist die Zahl der durch
eine gegebene Gerade gehenden Ebenen, die eine gegebene Oberfliche f= 0
beriihren

n(n—1)2 — ZH(f’ ala £, B, aaxf + .. ’)A,-’

wo % die Ordnung der Oberfliche, A4, die singuliren Punkte derselben,
a;, b; unbestimmte Konstante sind. Dabei ist aber vorausgesetzt, daB die

Singularititen nur in endlicher Zahl vorkommen. Fine Spezialisation
zeigt, daB einem r-fachen Punkte 4 im allgemeinen die Zahl

0
H(fialdm :b1%{'+"')A=?’(9‘—1)2

entspricht. Ist » =2 und zerfsllt der Tangentenkegel bei 4, so ist im
allgemeinen H(f, -.)4=3; ist der Tangentenkegel das Quadrat einer
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Ebene, so ist H(f,-- )4 =4 ete. etc. Enthilt f =0 Kurven von Singu-
larititen, so treten die Begriffe und Sitze des Salmonschen Problems in
Kraft. Allemal bieten die Methoden der vorliegenden Arbeit die Mittel
zur allgemeinen Ldsung der betreffenden Probleme — seien dieselben auf
Formen, oder auf Gebilde hoherer Stufe, oder auf die Singularititen
(z. B. sogenannte Fundamentalpunkte etc.) von Verwandtschaften beliebiger
Stufen beztiglich. —

Als das aus der vorliegenden Arbeit emporwachsende Hauptproblem
mochte ich die Bestimmung der geometrischen Bedeutung aller Koeffi-
zienten der Hilbertschen Funktion eines Moduls, insbesondere eines Prim-
moduls, bezeichnen. Man weifl z. B., daB, wenn fiir grofe B die Hilbert-
sche Funktion einer irreduziblen Raumkurve a R — b ist, und die Raum-
kurve keine Doppelpunkte hat, dann & 4+ 1 das Geschlecht der Kurve
angibt. Die analoge Frage konnte man aufwerfen fiir die Koeffizienten
der Noether-Hilbertschen Funktion eines analytischen Moduls, wie fiir die
Indizes der ,Elementarteiler” eines Ideals.

Charlottenburg, Marz 1904
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