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Zur Theorie der Moduln und Ideale. 

Von 

E. LASKER in New-York. 

Kapitel I. 

El iminat ionss~ tze .  

1. Es sollen im folgenden einige S~tze fiber Systeme yon Formen 
bewiesen werden, deren Resultante nich~ verschwindeh Neben den 
S~tzen I, II~ !H~ welche neu und ffir vielerlei Anwendungen der vor- 
liegenden Untersuchung yon Bedeutung sind, sind einige S~tze, vorn~nlich 
Satz IV und V~ aufgestellt, die bereits bek~-n~ und Gegenstand strengster 
Forschung gewesen sind. Dies kSnnte befremden und bedarf daher der 
Erliiuterung. In zwei sp~teren Kapiteln (n~mlich III und IV) werden 
die Grundlagen der Untersuchung, wie sie his dorthin vorgeschrit~en ist~ 
erwei~er~ werden, und zwar in der Weise, dab ganze Serien yon Sc]alfissen 
aus den vorangehenden Kapiteln fibernommen werden kSnnen. Es ist 
daher zweckm~l~ig, die Beweise der bekannten S~i~ze yon vornherein so 
zu stellen, dab ihre lJ-bertragbarkeit auf die modifi~.ierenden Verh~ltnisse 
ohne weiteres einleuehtet. Dies geschieht, indem jene Beweise auf das 
geringste MaB yon Voraussetzungen gegr~nde~ werclen. 

Die Voraussetzungen, yon denen die folgende Untersuchung ausgeht, 
mSgen daher genau pr~zisiert werden. Sie sollen sich beschr~nl~en auf 

1) die formalen Grundgesetze der Algebra und Arithmetdk, 
2) den Irreduzibilit~tsbegriff der Formen, 
3) den Zerlegungssatz der Formen in irreduzible Teiler, 
4) den GauBschen Fundamentalsatz-fiber bin~re Formen im 

komplexen Zahlgebie~e, 
5) die Eigenschaf~en der Determinanten, 
6) die Eigenschaf~n der Resultante zweier bin~rer Formen, 
7) die Theorie der symme~rischen Fu:nktionen der WurzeIn einer 

Gleichung beliebigen Grades. 
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Dazu soUen noch einige funktignentheoretdsehe Begriffe und S ~ e  
treten, die sich auf Konvergenzbetrachtungen mid Grenziiberg's ein- 
facher Art zurtickfiihren lassen. 

Obwohl die Mittel der Untersuchung auf diese Weise sehr b e s c ~ e  
sein sollen, so wird doch die Notation und Symbolik der neueren Matlhe- 
matik, z. B. der Invariantentheorie, benutzt werden. Es ist dies keine 
Inkonsequenz, da diese Notationen mid Symbole lreinerlei S;4tze anderer 
Ar~; als die angefiihr~en voraussetzen, ja in ihrer Mehrhei~ auf rein arith- 
metische Folgerungen aus den Reehnungsgesetzen der Algebra sich stiitzen. 

2. Zun~ichst geben wir in k.nappen WorSen den Ideengang des Nach- 
weises der folgenden Tatsachen: Sind xl,-  �9 -, x~ m Variable, fi," �9 ", s  " 
homogene Formen derselben, wird ein bes~imm~es Wertsys~em der Pro- 
por~ionen x i : x 2 : -.- : x~ ,Punkf  ~ genannt, so haben, wenn die Koeflizienten 
der f i , ' "  ", fm unbestimmt sind~ die Gleichungen 

f =O, . . . ,  f =-O 
keinen Pu~kt gemein. Dagegen haben m -  1 solcher Gleichungen immer 
zum mindesten einen Punk~ gemein, fi = 0, - . - ,  fm ~-0 haben nur (]ann 
und immer dann einen Punkt gemein, wenn die Koeffizienten eine be- 
stimmte Relation erftillen. Dieselbe ist durch das Verschwinden einer 
Invarian~e yon f l , ' "  ", fro," der Resulf~nte, ausdriiekbar. Wird die Re- 
sultante yon f i , ' "  ", f~, deren Koeffizienten Unbestimm~e sind, mit /~ 
bezeichnet mid ist l e ine  Lineafform mit unbestimmten Koeffizienten, so 
kann man immer eine positive ganze gaM M mid ganzzahlige Formen 
P l , ' "  .,/o~ nicht bloB der x i , - . - ,  x~, sondern auch der unbestimm~n ~ 
Koeffizienten yon f l , ' "  ", f,, und 1 6nden, so dat~ identisch 

n- + - - .  +pJ  
ist. 

Wit  erweisen die Behauptung dutch Induktion~ yon m -  1 Variablen 
auf m Variable schlieliend. Jene Sii~ze sind nach dem oben Gesag~n 
bereits als erwiesen angenommen ftir m = 2. Machen wir nun die An- 
nabm% dab sie ffir m -  1 Variable richtig seien, mid beh-achten wit 
irgend eine der m Variablen, z. B. x~, als unbestimmte Lineafform der 
iibrigen Variablen, sie etwa = ~x 1 setzend. Alsdann sind 

f , . . . ,  
m -  1 Formen der m -  1 Variablen xl, . . . ,  xm_~, deren Koeffizien~en 
Polynome yon V mi~ unbestimm~en Koefilzienten sin& Die notwendige 
mid hi~reichende Beeli~gung fiir eine gemeinsame Wurzel tier Gleichungen 
f~ = 0 ist das Verschwinden der Resul~n~e, die ein Polynom yon y sei~ 
wird, das yon ~ nich~ u n a b h ~ i g  sein _]ca-n, da ja in dem speziEllen 
Fa~e, we die f~ Linearformen oder Proclul~ yon Lineaxformen sind, diese 
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Resul~an~enform nich~ yon ~ unabtg4ngig ist. Somit haben f l , ' "  ", fm-1 
in der Tat  eine endliche Anzahl yon Nullwerten gemein. 

Bezeichnen wir die den gemeinsamen Punkten /)l,  P ~ , ' "  ", P ,  ent- 
sprechenden Linearformen ebenfaUs m i t / ) l ,  "" ", /)~ und schreiben wit  die 
Linearinvariante zweier kontragredienter Formen ] 7, (P derselben Ordnung 
symbolisch F x q), und bezeichnen wit  mit ~ die Ordnung yon f~ ,  so 
ist f~ x / ) 1  ~.  f~ x z o ~ . . ,  f~ x zO~ dann und nur dann gleich Null, wenn 
f l , ' "  ", fm einen gemeinsamen Punkt  besitzen. Dieser Wert; 

• • • 

ist eine Form der Unbest;immten won f~, . . . ,  fro, wie jetzt zu zeigen ist. 
O = / ) l " / ) 2  " " "/)~ ist eine Form der Unbes~imm~en yon fl, "" ", fm-~ 

und der kon~ragredienten Yariabelen ~1, ' "  ", ~ yon x l , . . . ,  x~.  Wit  
kSnnen niimlich s ~ t i  des Systems yon Variablen 

x l ,  " ", x , , _ l ,  x~  

das andere xl ,  . . . ,  x~,_ 1, Y = ~lxl + " "  + ~mxm einfiihren und fl, "" ", fro- 1 
nach Potenzen dieser Variablen geordne~ denken, wobei, weil ja 

nut  eine Po~enz yon ~ als Nenner a u ~ i ~ t  Die Resul~ante /~ yon 
f l , ' "  ", f ~ - I  als Formen won x l , . - . ,  xm_i, wenn y noch = ~/x l gesetzt 
wird, is~ nach der Annahme des Induk~ionsschlusses eine Form der Koeffi- 
zienten won f l ,  "" ", f ~ - l ,  als Formen yon x l ,  . . . ,  x m beh~achtet, yon den 
~1, "" ", ~ und won ~. /~ ist mi~ einem :Nenner behafte~, der eine Po~enz 
yon ~ ist, und den wir ein~'ach forflassen. 1 ~ -  O, als Gleichung fiir 
betrachtet, definier~ dann die Werte won ~, fiir welche f~ = O, ---, f ~ - i  ~- O. 
/~ ist nach dem Gaul~schen Fundamentalsatz als Produkt  darsiellbar, wo 
jeder der Falr~oren linear yon ~ abhiingr 

= 

nut  einer derselben, A,  yon ~ nicht abh~ing~. 
Is~ nun /)l -~-- al,~ : al,~ : " "  : al,~ ein den f~, �9 - . ,  f~_ t  gemeinsamer 

Nullpunkt,  so mug einer der Lineaffak~oren yon B,  z. B. ~ -  al,  dureh 
das Einsetzen jener Werte  yon x ~ , . . . ,  x,~ versehwinden. 

~xl war = y = ~lxx + . . -  + ~xm,  somi~ is~ 

~xl  - -  a i x  1 ~ 0 , 
w e n n  

x~ -= a~,l, �9 - -, x~ =- al,~. 

Auch is~ a~ nur yon den ~1,'" ", ~ und den Koeffizien~en yon f ~ , . . . ,  f,~_~ 

abh's Also is~ 

~a~,, + ~,a~,,  + . - .  + f~a l ,  ~ = a~ �9 a~,~ 
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i~aX O 

(n),~-~>< e 
2 a X O  

mit~n si~d die a Wer~e 

Ebenso ist 
Pro ~ aa " am, I" 

Au~ R = A ( ~ - ~ I ) . . .  (~--~m) r o ~  ~ ~----0 

( t t ) ~ = o  = A a ~  . a ~  . . . a ~ .  

A wie (R)~=o sind Formen der Unbesti~mmten yon f1,'" ", f~-I und der 
~1,'" ", ~ .  Es zeig~ sich also, da~ 

P~- P ~ - . .  Pm= (~1~,~ + , - .  + ~=%=) ( ~ , ~  + - . .  + ~=~,~) . . . .  e 

eine berechenbare Form der Unbestimmten yon fl," "', f~- i  und der ~ ist. 
Die / ) I , - - . ,  :Pro genfigen inr wie wit nun zeigen werden, 

einer Gleichung a ~ Ordnung, deren Koeffizienten rationale Formen der 
Unbestimmten yon f ~ , . . . , f ~ _ l  sin& Es sei p irgend eine Linearform 
der x i , . . . , x ~  mid bezeichne P~xiu  die Linearinvarian~ yon P~ und p. 
Ist ferner q irgend eine Form yon kleinerer Ordnung als {9, so bezeichne 

q x O  

(tie Polafform yon q in bezug auf e. Es ist dann identisch 

~ x e = ~ x ~ .  ~ ,  x ~ . - .  ~ m X p ,  
n~- 1 x e P, P~ Pm 

= + + ' +  

= ~1 " I)2 + ~1 " ~ '  + " " " e~e. ,  

H---- 
P~xp 

Wurzeln der Gleichung 

pm x O .  H ~ - -  n - 2  m- 1 x O �9 H = -  1 + ( n ) 2 -  p r o - ,  X O -  H " -  ~ . . . .  = 0.  

Die GrSBe 
f= x p ?  . A x _e~ . - . fm x _v2 

ist yon den Wurzeln der obigen Gleichung in symmetvischer Weise ab- 
h~ngig. Daher ist sie ein Polynom der Koeffizien~en jener Gleichung, 
mid, da sie yon den ~i, '" ", ~m unabh~gig ist, also ein Polynom der Un- 
bestimmben yon f t , . . . ,  f~. Sie l ~ t  sich fibrigens berechnen, indem man 
ffir f~ A.ronholdsche Symbole 

rI, r~,  . . . ,  r~  

einfiihr~ und obigen Wert symbohsch als 

~ ( ~  x ~ , ~  x P~. ,. % x t ' J  

anse~zt, die Summation ausgedeh,t fiber alle vers~edenen Permuf~ionen 
der r~,..-~ r~. Man kSnnb auf diesem Wege auch eine P~kn~'onsformel 
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gewinnen far die h rorrholdschen Symbole der Resultanb yon m Formen 
und ~hnlichen spiter einzafti_hrenden Bildungen. 

Damit ist die Existen~ der Resal~a~b~form at~er Zweifel gesbll~. 
Es eriibrigr nut  noch zu erweisen, daB, were1 R die Resultaate yon m ge- 
gebenen Formen u i , . . . ,  u m bezeictme~ tmd 1 eine gegebene Linearform 
ist, eine Zahl J]/ mid Formen a l , . . . ,  a~  der x~ wie der Koeffizienten 
yon u~ existieren, so dab t ~ .  1 ~ . -~  al  u 1 .~ . . .  ~- a m %  ,. Die genaue Aus- 
f ~ r u n g  dieses Beweises hat fiir uns wenig Were, da spiiterhin fiir iha 
keine Verallgemei~erung nStig wird. Wit  k~innen daher aus das aus- 
gezeichnete Buch yon J. KS~ig verweisen, in dem der Beweis streng 
durchgeftihrt ist. Bier sei nur der Ideengang skizziert. Zun~chst werde 
durch for~gese~zte Elimination einzelner Variabler erwiesen, und zwar 
am einfachsten bei hnnahme nich~ homogener Variabler, dai~" iiberhaupt 
eine Form F der Koeffizienten yon ~ , . . . ,  u,, existiert, ftir die es eine 
Identii~t der obigen Gestalt 

. F  = al  u l  -t- " . . + a,,u,, ,  

gibe. Alsdann erweise man die Irreduzibi l i~ der Form F, welche diese 
Eigenschaft besitzl und yon der niedrigsten 0rdnung ist, und zwar eia- 
fach dadurch, dab man im obigen die u s als Linearformen ihrer Koefll- 
zien~en~ die x i , . . . ,  x ~  aber als Parameter betrachte~, so da~ aus 

G .  H - ~ -  a l u 1 -~- . . . + ainu m 
sogleich i'olg~ entweder 

o = b ~  + . . .  + b ~  
oder 

H ~- clu~ §  § c , , u~ .  

Schliet~lich zeige man, clal~ /~ bi lbar  sein mul3 durch die l~esullante yon 
u l ,  . . . , u , ~ ,  da ja F ~ - 0 ,  were1 in irgend einem B u n k t e  B ~ x l : x 2 : . . . : x , ,  

die u~ gleichzeitig verschwinden. Mach~ man dan_n durch Ansetzen yon 
1 =-1 die Beziehtmg R = alum.- ,  in den x~ homogen, so folgr die Be- 
haup~ung. 

Die Resnltante is~ offenbar, als Polynom der Koeffizienbn irgend 
einer der Formen u~ betrachtet, in eia Produk~ yon Linearformen auf- 
15sbax, wie sogleich aus der benutzbn Identiti t  

n = A  x ~ ? . . . f , x ~ 2  
ersicht;lich isk Dieselbe Idenli~i zeig~ auch die Richtigkeit der Relation 

r ~ .  ( u , . . . ,  u ~ _ ,  ~) .  r ~ .  (~ , . . . ,  ~_~, ~) = R~.  (~ , . . . ,  ~_~, r ~) 
in leicht verst;4adlicher Schreibweise. 

3. Wi t  erweisen nun 
Sa~z I. ,Sind u l ,  u ~ , . . . ,  u~ h Formen, wobei 

h_<m, 
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derar~, dab die Resul tanb  yon u l , . . . ,  u~ m i d  m -  h lineare Formen mi~ 
unbes t immbn Koeffizienbn nicht iden~isch verschwinde~ mid besbh t  eine 
iclengsche Beziehung 

lolu i + p~u~ + - - -  + p~u h ---- O, 

wo die p~,--- , io~ Formen darsbllen,  so gibt es Formen q~,r derar~, da$ 
identisch 

qi,~ -~ O, 

q~,~ + q~,~ = 0, 

Der ~achweis yon Sutz I wird zun'~iehst erbraeht werden fiir den 
Fall h ~  m ,  spiibr fiir h < m .  Der Beweis des genannbm besonderen 
Falles wird dutch Induktion erbracht werden, mid zwar indem wir den 
Satz verifizieren, wenn h ~ m = 2 ,  mad dann aus der vorausgese~z~en 
Richtig-keit des Satzes ~ir einen Wef t  m = m" die Riehiigkeit des Salzes 
auch fiir den Wef t  m ~ m' -}-1  erschliet~en. 

Es sei also m ~ 2 und angenommen 

plU~ --~ ~2U2 = O. 

Wenn die Resultante yon u~ und u~ nichl versehwindet, so haben u~ und 
u~ keine gemeinsamen l~ul lpunkb and folglich mu$ ~l dutch u~, p~ dureh 
u~ b i lba r  sein. Es sei 

~i =u~'8, 
also 

.p~ ------ u i �9 e, 

alsdann geniigt es ql,~ ~ O, q~,l ~ -- O zu se~zen, um Sa~z I ffir den Fall  
h ---- m = 2 zu veritizieren. 

Es sei nun die Richtigkei~ des Satzes angenommen, wenn h und m 
den Wer~ m ' - - 1  annehmen. Alsd,.n~ beweisen wir zungchs~, da~, wenn 
h mad m gleich m' sind, aus einer Beziehung 

~OIU 1 ~ t _ . . . _ ~ p r a _ l U m _ l  Jr  l )  . l ~ O, 

wo 1 eine Linearform ist, deren Resultante mi~ u l , . . . ,  u~_ 1 nich~ ver- 
schwindet, die Exis~enz yon GrSBen ql, q~ , ' "  ", q~- I  folg~ derar~, dab 

.p,, = ql l + q~ u.~ + �9 . .  + q,~_ l u,,,_ l . 

Zu diesem Zwecke wiMen wit  irgend ein SysWm yon m -  1 Linear- 
folqn(~ll 

deren Determinaub mi~ 1 nich~ verschwinde~, and en~wickeln die 

21,  2~,  " " " , 2 , , - 1 ,  u l ,  " " ", u ~ _ ~  

nach Po~enzprodu]r~en der 11, ~ , . . . ,  l~_  1 m i d  1. Indem wi t  ~ann noett 
die yon ~ unabE4ngigen Gliedex absondern, kSnnea wit  schreiben 
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! 

Pl = Pi ~- l " Pl", 

�9 l � 9  

P,,-1 -= Pro-1 § 1. P ~ - l ,  

u~ = Ul" + l . u~", 

1 + 1 . u "  

Die p{ and u~' sind bier also homogene Formen der l l , . - . ,  l~- l .  Die 
Relation 

pl  ul + p~ us + " "  + p, ,  . 1 -= 0 

zerspaltet sieh naeh Einsetzung obiger Werte in die beiden anderen 
f f I I t �9 

P~ u i  + P~ u~ + �9 �9 - + p ~ _  ~ u ~ _  i = 0 
u n d  

r  �9 � 9 1 4 9  

Pl ul + Pi ul" +_P~ us + Ps'us" + " "  + P~ = O. 

Da nun naeh der gemachten Voraussetzung der Satz I riehlig ist im Be- 
reiehe yon m -  ! Verinderliehen, so folg~ aus der vor le~en Relation die 

! 

Exis~enz yon Formen qi, i derart, da$ flit jedon Wer~ des Index i 

~i = q,,lul + q~,su~ + ' "  ", 
t 

q~,~ + q'~,~ = O, 

q ' = O .  i, i 

Danaeh is�9 der Wert yon 
�9 � 9  t t t  �9 �9 I t  �9 �9 I t  

p~ u~ +19~ us + . . . .  q~,~u~ . u~ + ~t2,~u~ . u S + . . .  

oder aueh (da qi,~ 4- qj,~ = O) 

i =  l , 2 , . . . , m - - 1  

j = l , 2 , . . . , m - - 1 ,  

wo die Snmma~ion fiber alle Wertsysteme yon i, j ,  in denen i < j ,  aus- 
zudehnen is�9 

~l l I l  w a r  

sonaeh is~ 
u ;  + l . u j " =  u~, 

lind es zeig~ sieh somi~ aus der zweiten der ob~gen Relationen, 
Formen q l , ' "  ", q,n-1, ffir welche p~ : qlul A- �9 ' �9 + q~_iu~_ 1 is~, 
lieh existiexen. 

Aueh aus der Gleiehtmg 

~lui + io~u~ + - - .  + p , _ l u ~ _ l  + io~- / "  ---- 0 

dag 
wirk-  
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folg~ die Existenz solcher Formen ft. Denn nach dem, was eben bewiesen~ 
folgr zum mindesba die Exisbnz yon r~, r ~ , . . . ,  r,~_~, so dab 

rlu~ -t- r~u~ + �9 . .  + r ~ _ l u ~ _  ~ + ~ .  l ~-~ ~ 0 

und auf diese Beziehung ~l~  sich derselbe Schlu~ wiedermn anwenden 
und so immeffor~. 

Wir gehen nun zur urspriinglich gegebenen Beziehung zuriiek: 

i~lul + ~ u ~  + . . .  + p ~ u ~  = O. 

Wir wii~len irgend eine Lineafform l, deren ResulL~nte mi~ ul, u~,--., u~_ 1 
nicht verschwindet. Da die Resulgunte yon ul ,  u ~ , . . . ,  u~ nicht ver- 
schwinde~, so gibt es eine Zahl M derar~, dab 

1 ~ = Sl �9 u l  + s~ �9 u~ + . . -  + s ~ .  u ~ .  
Somit ist 

s~p~u~ + s ~ u ,  + . . .  + s ~ _ l u ~ _ ~  ~ p,,,(SlUl + s~u~ + . . . .  ~ )  

oder 
(s pl-p sDul + + . . .  + . = o. 

Es folgt also die Existenz yon Formen (/1, q2,'" ", q~-l ,  derart, dab 

p ~  ~- ql ul + q~ u~ -{- . ' '  -{- qm_ l u~_  l . 

Sobald also Satz I i m  Bereiche yon m -  1 Variablen gilt, folgr au• 
der Beziehung 

plui + . - -  + p ~ u ~  = 0 ,  

in welcher die Resultante yon u l , - . - ,  u~ nicht verschwindei, die obige 
Gleichung fiir ~ ,  welches auch die Ordnungen der u i , - . . ,  u~ sein m0gen. 
Daraus zeig~ sich aber, dab aueh aus 

pl ul + . . .  + ~ u~ = O, 
wenn h ~ m ,  and die Resulta~b yon u ~ , . . . ,  uh mi~ m -  h Linearformer,  

nich~ iden~isch verschwinde~, eine Beziehung p~ -~ qlul + - . -  + qk_Iu~_l 
folgL Denn sind gl, g~ , "  ",g~-A irgencl m -  h bestimmte Lineafformen, 
deren Resul~anh~ mi~ u l , . - - ,  u~ nicht verschwindet, is~ ferner t irgend 
eine Form, deren Re su l t an t e  m i t  u l , . . . , u ~ _  1 und  den gi nicht~ ver- 
schwindet, und ist ne ine  ZaM gr(iBer als die Ordnung yon ~a, so folgr aus 

/OlU ~ + - -  - + p h u ~  = O: 

Pl . t . u~ J r - . . .  -]- !aa_ l . t . ua_  1 -}- pa  . t . ua -}- 0 . g ~  + 0 . g ~  + . . ,  = O. 

Mithin folg~, hath. dem oben Bewiesenen, die Exis~eaz yon Formea 
ql , ' "  ", q~- l ,  derar~ dab 

~ = q~ul + " "  + q~_iu~_l + q~+~ gg  + qa+~ " g~ + " "  

Die ~+i, ~+~, . . .  mfissen abet identS~h 0 sein~ wegen de_r ~[Sh~ de~ 
Zat f l  n .  
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Satz I is~ damit fin wesenthchen bewiesen, denn es ist nun leicht~ 
die Werte der ff~,~ festzulegen. Sei p~u~ + .  �9 �9 -}- p~u~ = O. Wir bestimmen 
Formen Q~,..-, Q~_~ derurt, dat] 

p,~ ~--- Ql Ul -} - ' ' ' - } -  Q~_ i Un~_ ~ 
und se~zen 

q,,,,~=Q~, ~ = o. 

Alsdann setzen wit diesen Were yon ~ in die obige Relation ein und 
ordnen dieselbe urn, so dab sich er~bt 

.~(p, + q.,~u~) + u~(p.~ + q ~ . ~ )  + . . .  + . ._~(p~_l  + q ~ , ~ - ~ 2  = o. 

Jetzt bestimmen wir wieder die Formen /~,  ~2, ' "  " , /~ -~  derart~ dab 

p~_~ + ~ , m _ ~ u ~  = ~ u ~  + ~ u 2  + - . - +  ~ _ ~ _ ~  
und setzen 

q,~-l,.~ = R j ,  q . , - 1 , . , - 1  = O, 

So fahren wir fort. Es zeig~ sich daraus die Richtigkeit des Satzes I 
einfaeh auf arithmetischem Wege. 

Die Bedingung h = m ist~ wie wir jetzt sehen kSnnen, ganz iiber- 
fliissig. Ffir kleinere Werte yon h ist Satz I a fortiori richtig. 

4. Ehe wir nun, auf Satz I fuBend, weitergehen, wollen wir eine 
Bezeiehnung einfiihren, welehe Beziehungen wiehtiger Ar~, die h~ufig 
wiederkehren~ zweckmgBig abkiirzend zum Ausdruck bringen wird. Es 
sei f (R)  irgend efi~e Funktion einer ganzen Zahl /~, alsdann definieren 
wir einen Operator A~ (lurch die Gleichung A , f ( R ) = f ( R ) - - f ( R - - a ) .  
Ferner bezeichnen wit die Amzahl der Koeffizienten einer Form /~u~ Ord- 
nung im Bereiche yon m u mit ~(/~). Es ist also 

~ ( R )  (~ + 1) (~ + 3) . . .  (R + ~ -  2) 
= 1 . 2 . . .  ( m -  1) " 

Schl{eBlich wollea wir, wenn ul, u s , . . . ,  ul, irgeadwelche gegebene Formea 
sind, die Maanigfaltigkeit oder Anzahl der Konstanten, welche die Invo- 
lution voa Formen / ~  Ordatmg hat, der die Multipla voa u 1 oder u~..- 
oder u~ angehSren~ mit 

bezeichnen, so dab also 
~(~i, ~ , . . . ,  ~)(~) 

die Anzahl der linearen Bedingungen angib~, welehen die Kdefflzien~en 
einer Form ~ Orclnung geniigen miissen, damit eiae solche Form dar 
obe_n beschriebenen Involution aagehSre. 



Zur Theorie tier ~foduln und Ideale. 29 

5. Nach diesen Festsetzungen lau~et 
Satz  II:  ,,Die Anzah!fim~ion 

u,,)(R) 
ist = A ~ A ~ - . -  A ~ ( / ~ ) ,  wean die Resultante yon ul, u s ,  � 9  ul, und 
m -  h Linearformen nicht idenfisch verschwinde~, die a l , . - . ,  a~ die Ord- 
nungen der u l , - .  -, uk angeben, und /3 > a 1 + a s + . . .  + a~ --  m. 

Ist abet unter denselben Bedingangen 

~ = a l  -l- a2 + . . . -f- ah - -  m , 

so isi H ( u l , . . . ,  us)(B) um eins grSger oder kleiner als der obige Were, 
je naehdem m -  h gerade oder ungeraAe ist." 

Der Beweis dieses Satzes wird dureh In(lulr~ion erbraeh~. Sei zu- 
niiehs~ h = 1. Alsdann besteh~ die Involution yon F o r m e n / ~  Ordnung, 
welehe Multipla yon u 1 sin(l, aus allen Formen 

~v-ul, 

wo p irgend eine Form (R- -a l )  ~ Ordnung. Die Mannigfaltigkeit dieser 
Involution ist sonach q~(/~--al) , wean J 3 > a l ,  und 0, wenn / ~ < a  1. 
Nun ist aber (p ( /~ - -a l )=  O, wean ~ - - a  1 - - - - - -  1 oder = - - 2 - - -  oder 
= -- m -4- 1. Dagegen ist (p(R--a~) = (-- 1) m-x, wenn /~--  a 1 = -- m. 
Mit an(leren WorSen: H(ux)(//) ist = ZK~ ep(//), wenn /~ > a x - - m  t u n d  
-= A~ r + (-- t)  ~-~, wean B = a x - - m ~ ,  Satz II also riehCig, wenn Is= t. 

Die Riehtigkeit des Satzes II sei nun angenommen ffir einen be- 
liebigen Weft yon h, wir mtissen dann zeigen, da$ daraus die Riehtigkeit 
yon Satz II fiir einen um die Einheit grSBeren Wer~ yon h folgt. 

Zu diesem Zweeke bedienen wir uns eines sehr einfachen und augen- 
seheinliehen, je(loeh trotzdem h~ufig anwendbaren Hilfssatzes. Derselbe 
besagt, (lag (lie Involution yon Formen ~ Ordnung, welche yon beliebig 
gegebenen Formen / ~  Ordnung 

f i ,  - . - ,  

gebfl(let wir(l, die ~annigfaltigkei~ 

hat, wo v (lie Anzahl der voneinan(ler linear in(lependenten Beziehungen 
der Gesf~t 

angibt. Danach ist die Mannigfalfigkeit5 der yon den Mulfii)-la der 
u~ , . . . ,  u~ gebildeten Involution gleich (ler MannigfMtigkeit dex yon den 
Multipla yon u l , - . . ,  ua_t get~il(lef~n Involution, vermehrt nm die ~an~g-  
faltigkeit; tier ]~ultipla yon u~ und vermin(left urn die h n ~ h l  tier linear 
independent~n Beziehungen der G e s ~  

:Pl~ + " "  + Pk - lu~ - i  = P1,~I,. 



30 I~. L~K~m 

Die beiden ers~eren M:annigfal~igkeiten lassen sich leieh~ b e s 6 m m e n ,  da 
Satz II ftir h -  1 Formen Geltung haben soll. Die letz~ere Mannigfal~ig- 
keit  ergib~ sich aus Satz I, da aus der obigen Beziehung folgt 

Pk --= qlul + q~u~ + ' - - -  + q~-luh_l .  

W e n n  t t  > a i -4- a~ -4-. �9 �9 + a~ - -  m ,  is~ die Mannigfaltigkei~ der In- 
~ol=~ion ~u~ + . . .  + ~ - i ~ - ~ ,  n~m~eh ~(it) - ~ ( ~ ,  .. . ,  u~_~)(it), =~h 
der gemachf~n Annahme gleich r - -  A~l �9 �9 . A ~ _ l ~ ( i t ) .  Die M~,nnig- 
faltigkei~ der Multipla yon u~ ist = ~ ( i t - - a ~ ) .  Ferner wenn I t -  a~, 
welches die Ordnung yon io~ is~, > a 1 + �9 �9 �9 -4- a~_l --  m is~, so is~ die 
Anzaht der linear independen~en Rela~ionen der Ges~al~ .Piul 4 - ' "  -4-p~u~ ~ 0 

naeh Satz I gleich der Mannigfaltigkeit der Formen p~, die der Involution 
yon Formen ( B - -  a~) ~ 0rdnung der Multipla yon ul,  - . . ,  u~_l an. 

I t  - -  a~ ~ a 1 A- -- �9 A- a~_l --  m is~, is~ letztere Anzalrl 

= ~ ( i t - - a ~ )  - -  H ( u D . . . ,  u ~ _ ~ ) ( i t - - a ~ )  + ( - -  i) ~'-~. 
Also is~ 

W e ,  I l i l  

und um ( - - 1 )  ~-~ 
schlieBlich 

H ( u l ,  
W e I l n  

mid 

wenn 

t t  > a 1 + . .  �9 + aa - -  m ,  

kleiner, wenn I t  ~ a i + �9 . .  + aa - -  m. 

�9 . .  A,~_i&,h~ ( i t ) ,  . . . ,  u~) (t~)= ~ ,  

I t  > a 1 + . . . - 4 - a j , - - m  

n , . . .  n , ,  ~ (it) + ( -  i ) - - , ,  

R = a l + . - . + a ~ - - m .  

Satz H also damit verifiziert. 
6. Satz II  wenden wir ztmichs~ fiir den Fall 

h ~ m  

an. A ~ - - .  A,~,cp(lt) ist daml = 0. Jede beliebige Form 
Ordnung > a 1 + a S + . . .  + %, - -  m i s t ,  l~$t sich dana~h in 

die Resultante der u i nich~ verschwinde~. darstellen, wenn 
der Ordnung 

Danach ist 

F ,  deren 
der Gestal~ 

Die Formen 

a~ + . . . + a ~ - - m  

dagegen haben ge-au eine Bedingung zu efffillen, wenn sie in dieser 
Weise darst~llbar sein sollen. ~%ch den Bezeiclmungen der Invariaa~en- 
rechnung und der Begriffsbfldtmg yon Rosanes ~ man sagen, dab eine 
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ganz bestimmte Form Q in kontragredienten Variablen und ~der Ordnung 
a 1 + -  .- + a~--  m existiert, zu der alle Formen derselben Ordnung, welche 
Multipla yon einem der u i sind, konjugiei~ sind~ zu der also die u l , - , . ,  u~ 
selbst siimtlich apolar sind. Wit kSnnen dann den Satz aufsfe2llen: 

Satz HI. ,Wenn die Resultante yon u i , - - - ,  u m nicht5 versehwinclef~ 
so ist die notwendige mid hinreichende Bedingung ftir die Darste-llbarkeit 
einer Form F durch plul + ..- + p,~u,~ die Apolarit~it yon F zu Q." 

Wir beweisen Satz HI dutch den folgenden ProzeB. Zuerst zeigen 
wir, dab Satz IH zu~rifft, wenn die ul,---, u~ s~amtlich Potenzen yon 
Linearformen sind. Alsdann weisen wit nach, dab aus der Annahme der 
Richtigkeit yon Satz Ill, wenn k der ui Potenzen yon Linearformen sind, 
auch die Richtigkeit des Satzes folgt, wenn nut k- 1 der Formen u s 
solche Potenzen sind. 

Es seien u~-~ l ~i, wo II, Is,---, l~ Linearformen, deren D&erminante 
nicht verschwind&, welche also als die unabh~ingigen Variablen g~eutet 
werden kSnnen. Demgem~iB bezeichnen wir l~ mit x~ mid ffihren ein System 
kontragredienter Variablen Yl, '"  ", Y~ ein, welche mit den xi,---~x,~ 
dutch die Gleichung 

xlYl + " "  + x.~y,~ = Z 

verbunden sein mSgen. Nach dem Ergebnisse des Satzes II gibt es eine 
einzige Form Q der Ordnung a 1 + a S + , . - +  a,~--m, zu de~r die X~ 
s~ntlich apolar sin& Da y ~ , - i ,  y ~ - i . . ,  y ,~,%1 eine solche Form i s~ 
so muff ~ mit diesem Ausdruek~ abgesehen yon einem numerischen Fak~or, 
identisch sein. Satz HI sag~ fiir das vorgeschlagene System der u l , - . - ,  u~ 
aus~ dab die hinreichende Bedingung dafiir~ ~ eine Form 1 ~ in der Gestalt 

darst~llbar sei, in der Apolari~it yon F zu Q tube. 
Es sei nun xi b,- xs b~ --- x~ irgend ein Po~enzprodu~. Die Polare 

desselben in bezug auf yi~-i, y~-i ... y~-i ist, abgesehen yon einem 
numerischen Faktor, identisch mit yi~-h-i, ys~-a~-i.., y ~-~-i llnd 
nur ~ O, wen~ eines der b~ znm m~des~en gleich dem entsprechenden a~. 
Somit kann auch eine beliebige Summe yon Potenzprodukbn der obigen 
Gestalt nur zu Q apolar sein, wenn in jedem einzelnen der Potenzpro- 
duk~e der Summe mindes~ens einer der Exponenten gleich oder grS$er 
ist, als das entspreehende a~. Dann ist diese Summe yon Potenzprodukten 
dars~ellbar'in der Gestalt 

Jede Form E ist aber ausdrfidr:bar als eine S nmme yon Potenzprocluk~. 
Somit ist die Apolar i~  yon ~" zu ~ in der Tat5 hinreichende Bedingtmg 
der Darstel!barkeit yon ~' in der Gestalt ~lxl~ + - - .  + i0~,x~. 
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W i t  gehen nun zu dem Induk%ionssehlusse fiber, wie er vorhin cha- 
rakterisier~ war. Es seien u i , . . . ,  u~ m Formen, deren Resultante nicht 
versehwindet, k -  1 derselben seien Potenzen yon Linearformen und u 1 
sei keine solche Potenz. Es sei 1 irgend eine Linearform, deren Resul- 
tante mit  %, us,  �9 �9  u~, nicht verschwindet. Ist die positive ganze Zahl M 
groB genug gewKhlt, so gibt es Formen s l ,  s 2 , . . . ,  s,~, derar~, da6 

1 '~ = s~ul + s~u s + . .  �9 + s~u,~. 

Die Form Q, welche zu dem System 

1 '~, us,  u s , . . . ,  u,,, 

gehSrt, hat die Ordnung M +  a s + . . .  + a ~ - - m  mid sei mit  Q(1 M, u s , . . . ,  u~) 

bezeichnet. Dieselbe ist apolar zu u2, u s , . . . ,  u~  und  1 ~, also auch zu s 1 �9 u 1. 
s i ist nicht apolar zu Q(l~ ,  . .  ., urn) , denn sonst w~re, nach der gemachten 
Annahme, da die Reihe 1 M , . . . ,  u,~ k Potenzen yon Linearformen enth~lt, 
s 1 darstellbar in der Gestalt .pil~-t-_psu.~ + . . .  + 2 , , , u ~ ,  und dies wfirde 
wegen des offenbaren identischen Verschwindens yon Pi und der Gleichung 
1 ~ ---- slui -F s2us + ---  damit in Widerspruch stehen, da~ die Resultante 
yon 1 und u s , .  � 9  u~ nicht verschwinden soll. si X Q(/~, us , .  - -, u~), wie 
ich die Polare yon s 1 in bezug auf Q(1 ~ . .  .) bezeichnen will, ist eine 
Form der Ordnung a 1 - - 5 " "  + a m -  m ,  apoIar zu u l ,  u 2 , . . . ,  u~ ,  also his 
auf einen "konstanten Faktor identisch mit Q(ui,  u s , . . . ,  u,n ). In Wahrhei t  
besteht die Relation 

Doch kommt es aur den Weft  des kons~nten  Fak%ors r die zu machende 
Schlut~folgerung gar nicht an. Sei n u n / '  irgend eine Form apolar zu 
Q (u 1, u ~ , . - . ,  u~). Da identisch 

s l .  A = x A ) ,  

auch die Form A sei, so ist~ abgesehen yon einem konstanten welches 
Faktor,  

P x = x s3(,,1, - , - -  -, u 2  = o .  

s 1 �9 F i s t  also apolar zu Q(l ~, u s , . . . ,  u~) und daher, nach der gemachten 
Annahme, darstellbar in der Gestal~ 

sl F = p l  l ~ + p~ �9 us + "" " + p~  . u ,~  

was wegen 1 ~ = s 1 - u 1 + s s �9 u~ + �9 -- zu einer Beziehung der Art  

s l  ( F  - p l  u l )  = . + . . . + q , ,  . 

ffihrk l~un verschwindet aber die Resultante yon s i,  ~ , .  �9 u~ nicht~ 
da ja  die Beziehung besteht 

Res (1 ~, u s , - . . ,  u,,) = Res (sl, ~ , - - - ,  u,~). Res ( u , , - - - ,  u~). 



Zur The.ode der Modnln mid Ideale. 

Somit folgt aus obiger Relation nach Satz I die andere 

/v _ plul = r~u~ + . . .  + r~u~, 

wo die r 2 , . . . ,  r~ Formen. Jede zu Q ( u i , - . - u ~ )  apolaxe Form ist also 
in der Gestalt tlu s A-t~u~ A - ' "  darstellbar, wie Sa~  m behaupie~. 

7. Um einen Weg zur genaueren Bereehnung und Cha,,~kterisierung 
yon Q zu zeigen, wenden wir Satz HI fiir den Fall h = m -  1, 

an. 

SO 

einer Lineafform n/eht iden~iseh verschwfiidet, es eine 

(as.a~ . . .  a~_ 1 - -  1)- 

eine Form F der Ordnung a 1 n L a~ A- �9 "" a,~_l 

B ~- a 1 -4- as -4 - ""  A- a~_l  - -  m 
Da 

/ x  A . . . / x  _ l ~ ( i ~ ) = - a l - a s - - - a ~ _ l ,  

sag~ uns Satz II, daB, wenn die Resultanb yon ui, u s , . . . ,  u~_ s lind 

faehe Bedingung f~ir 
sei, in der Gestalt 

qAS~ " " "~ ~ m - - l "  

- ,  0 = A A.  

n = a ~ . a s . . . a , , ~ _ l .  

Soil F in der (~estal~ PlUs Jr-''" 47/Om_iU~_l darst~ellbar se in ,  so m t l ~ / 7 '  
% 

jeden tier Pnnl~b A ~ , A ~ , . . - , A ,  entlialten, mid da ersbres nut eme 
(n- -1) - la the  Beding~ang ist, so miissen (nach den iusffihrmlgen yon ttesses 
Bonnet, Rosaries u.a.)  die Pof~nzen 

Mathematisehe innalen. LX. $ 

Es sei 

fiir 

p~ul + . . .  + p ~ _ l u ~ _ l  

darstellbar zu sein. Sind die Koeffizienten yon u l , . . . , u ~ _  1 lauter mibe- 
stimmte GrSSen, so zerfiillt die Resultante yon u ~ , . . . ,  u,~_ s und einer 
Lineafform 1 mit den unbestimmten Koeffizienten Yl , ' "  ", Y~ in a s- as.- 
.- am_ s Linearformen yon Ys, "" ", Y~- Denn einerseif~ ist es n ieh  Saiz t I  
eine a s . . .  a~_l-faehe Bedinffmig f~ir eine Form F yon geniigend holier 
Ordnung, in der Gestalt 

F=iolul + . - .  + io~_lu~_1 

darstellbar zu sein. Andererseib mug E fib alle Wertsysteme versehwin- 
den, welche u~ , - - - ,  u~_ s zugleieh zu Nult maehen. Und, wie man aus 
dem besonderen Falle, dati die u~ , - - . ,  u~_~ in lauter Linearfakbren zer- 
fallen, ersehen kann, haben die g ~ , . . - ,  u~_ s fiir mlbest immb Werf~ ihrer 
Koeffizienbn zum mindesbn 

a 1 . . .  a~_ 1 
distinkte Werbysteme gemein, ftir die sie verschwinden. Daher isr 
al - - -  a~_ 1 die genaue Zahl der gemeinsamen , ,Nullpuakb" yon 
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WO 

Al", A ; ' ,  . - ., A J ,  

r = a~ + a s  + . . . + a ~ , _ ~  - -  m 

zum mindesten (lurch e/he lineare Bedingung verk, fipft sein. Es is~, 

seien nun e l , . . - ,  c~ solche Kons~an~en~ dab 

C 1 �9 A1 r -{- c~.  A~ r - ~ - . . 2 c  c . .  l r  -~- 0 .  

Alsdann ist, wie man leicht sieht, 

A l r  + am ~.ar + am 
W = c i .  + ~  + . . .  

U m X ~ am ~m X A~a~ 

eine Form der VariabIen Y l , ' "  ", Y~ yon der 0rclnung 

a~ + a~ + . . . + a~ - -  m ,  

zu der ul, u~ , - . . ,  u.~ siimtlich apolar sind. Um dieselbe yon Nennern zu 
befreien, mul%iplizieren wit  sie mit 

u~ x A~ ,~  �9 u~  x A ~  �9 �9  = l ~ s  ( u , . . . ,  u~) .  

Diese Form ist es, die wit mi~ O iden~ifizieren. Q is~ also eine kontra- 
gredien~e Form der Ordnung al + . . .  + a m - - m ,  deren Koeffizienten yon 
den unbes~immt gedachten Koefiizienbn der u I , . . . ,  u~ rational und ganz 
abhingen and die z.B. die Koeftizienten yon u~ in der Ordnung 

a i . a 2  . . . a ~ _ l - - 1  

en~h~il~. Q wird die (a 1 + - . - - l - a ~ -  m) ~ Potenz einer Linearform A~ 
wenn die Resultanb yon ul, u~,- .- ,  u~ verschwindet, wobei A der dann 
den u i ----0 gemeinsame Punkt is~. Haben abet u l , . . . ,  u~ mehr als einen 
Punkt gemeinsam, oder beriihren sich die u 1 = 0 , . . . ,  u m = 0 in einem 
gemeinsamen Punkb,  so verschwindet Q identisch. 

Ist D die Funk~ionaldeterminante der ui ,  u s , . . . ,  u~,  so isi 

D X Q = Res, 

wo Res die Resultante yon ui, u2 , . . . ,  u~ bezeichnet. Wenn niimlich Res 
versehwinde~, so is~, abgesehen yon einem konstanten Fak%or, 

-~- A a x + . . . + a m - m .  

andererseib, wean u l , - - - ,  u~ in A verschwinden, enthilt  auch die Funk- 
tionaldeterminante /9 den P u n ~  A. D X Q ist also. immer O, wenn 
Res = 0. Nun enth~t  D x Q die Koeffizienten yon u,~ z. B. genau zur 
selbea Ordnung wie Res. D x Q ist also nich~ bloB teilbar dutch Res, 
sondern ist gleich einem numerischen Multiplum yon Res. DaB D x Q 
nieht identisch verschwinde~, erg~b~ sich sogleich aus dem speziellen Falle 

u~ = x i " ,  " �9 ", u ~  - -  x ~ ,  D - -  x l ~  - i -  x~"= - ~  �9 �9 x ~  - 1  

Q =y,~-~-.- y~-~. 
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Man ersieht iibrigens aus obigem, dab die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Existenz einer Rda~ion 

D = ~ i u l  §  § p,~u., 
das Verschwlnden yon Res (u l , - - . ,  u~) ist~ 

Es w~re wohl miiglich, obige nur kurz angedeubt~ Beziehtmgen zwischen 
D, Q, Res ( u l , . . . ,  u,~) und der Gleichung c 1 - A1 ~ % . - -  Jr c~- A~ = 0 et~. 
bedeutend zu ver~iefen. Doch hegen die Ziele dieser Arbei~ nach einer 
so ganz anderen Richtung, dat~ es unsta~thaf~ erscheint~ die erw~.hnte Linie 
der Forschung hier noch weiter zu verfolgen. 

8. Ein Wertsystem x i : x ~ : . . . : x , ~  nannten wir einen Pun]~ Die 
Gesamtheit aller solcher Plml~te heiBe der ~rRaum" X l , . . . ,  x~. Sind die 
x 1 : x~ : - - -  : x~ dutch fun~onale  Beziehungen voneinander abhiingig ge- 
macht, etwa dergestalt: 

x , + ~  = f ( x ~ ,  . . . ,  x , ) ,  

= g(x , . . . ,  x , ) ,  

= x , ) ,  

so heiBt die Gesamtheit der solchergestalt zusammengefaBten Punk~e ein 
,,Gebilde". Fiir uns genfig~ es, die f~ g , . . . ,  h als algebraische Funktionen 
anzunehmen und ~m iibrigen darauf hinzuweisen, dab bei einer Erweibrnng 
des Bereiches, aus dem die f, g , . . . ,  h gew~ihlt sin(l, w e - ,  nut  der Resul- 
~ntenbegriff sich auch enbprechend erweitern ~Bt, unsere gesamten Er- 
gebnisse sich fast ohne weibres iiberbagen lassen auf den gr6Beren Funk- 
tionsbereich. 

Eine dutch die Gleiehungen 

=o,  5 =o ,  . . . ,  s  
wo fl, "" ", fa Formen sind, definier~e Mannigfalgigkei~ yon P u n k a h  werden 
wir ein ,,algebraisches Gebildd' oder genauer eine ,,Konfiguration c' yon 
algebraischen Gebilden nennen. Es wird nun unsere Aufgabe sein, zu 
zeigen, dal~ eine solche Kon6gura~ion sich in eindeutiger Weise darsbllen 
l i i~,  als eine Nebeneinanderlagerung yon a]gebraischen derar~igen. Kon- 
figarationen besonderer ArC. 

9. Jede Form F I~Bt sich in eindeutiger Weise als Produkt i r r~u-  
zibler Formen darsbllen, wie sich aus den Elemenbn der Algebra in 
bekannter einfacher Weise folgern l~Bt. Es sei F eine irreduzible Form, 
~" eine zweite. Wir  bilden "die Resu!f~nte y o n / ~  ~ "  und m --  2 Linear- 
formen/1, ---, l~_~, deren Koeffizienten durchweg U n ~ m ~  sind u~d mi~; 

Yl,~"" "~ Y~,., 



bezeichnet sein mSgen. Dieselbe ist eine Form der y~,~ und daher dar- 
stellbar als Produk~ 

ms( , 

wo die G~ siimtlich irreduzible Formen der y~,~ sin& Es sei [- irgend 
eine der irreduziblen Formen G. Alsdann definieren wir einen Bereich 
yon Formen F,  $ ,  F , . - .  durch die Festsetzung, da~ e r nur und alle d~e 
Formen umfassen soll, deren Resultante mit t 7' uncl lx , . . . ,  lm_ ~ aIs Form 
der y~,~ aufgefa~t durch [" teitbar isk Von diesem Bereich werden wit 
zeigen, dal~ das Verschwinden seiner Formen 

2" = 0, F ' ~  0, F " =  0,- �9 - 

ein Gebflde definiert, welches niemals auf dem Produkt zweier Formen 
A - J 3  gelegen sein. kann, ohne dab einer der Faktoren A oder B es voll- 
s~ndig enthalten, und das wir daher als irreduzibles algebraisches Gebilde 
bezeichnen werden. 

Die Resultante Res(~, F'~ 1 , . . . ,  1,~_~), als Norm der y ~ _ s , ~ , . . . ,  
y~_~,~ allein betrachtet, I~iBt sich in ein Produkt yon Iauter Lineaffak- 
toren zerlegen, dasselbe triff4 daher zu ffir jeden der Teller der Resul- 
tante, also auch f'tir ['. Schreiben wir 

r = + + + . . . ) . . . ,  

wo die bl, b ~ , . . . ,  cl, c 2 , . . ,  irrationale Funktionen der y~,j ( i < m - - 3 )  
sein werden, so bestimmen b i : b 2 : e t c ,  und c1:c2: etc. Punkte, die 
zufolge der Bedeutung der Resultante die Formen F , F ' , l l , 1 2 , . . . , 1 , , _  s 
zugleich verschwinden machen. Es ist die Gesamtmannigfaltigkeit all 
dieser Punkte, fiir alle Wertsysteme der Yi,~ ( i < m -  3), welche das 
algebraische Oebilde ausmachen, das der Untersuchung unterliegt, lqennen 
wir diese Punktmannigfaltigkeit C. Ist F "  irgend eine Norm, die die 
be~effende M~nu~gCmltigkeit enth~lt, so muB die Resultante yon F , /~" ,  
/1, I s , - . . ,  l,,,_~ den Fak~or [" haben, denn E--~ 0, F " =  0, 11 ~- 0, ls = 0, 
.- -, lm_. ~ -~ 0 haben zum mindesten jene oben erw~hnten Punkte b 1 : b~- �9 -, 
c 1 : c~ - . -  etc. gemein. A~ndererseits, wenn die Resultante yon Jr, F ' , / i ,  
--- ,  t , ' ~  :den Fak~or f hat, so muB jr, '  die Ma, nigfaltdgkeit C enthalten. 
Gehiir~ A .  B der Menge der Formen an, welche ftir alte Punkf~ yon C 
verschwinden, so muB die Resultante yon ~ ,  A . t3, 11, l~, . . ., lm_ ~ den 
F a k ~ r  f enthal~en. Die be~reffende ResulL~nte ist jedoch das Produk~ 
r Resal~ten yon F, A , / . - - - , Z . _ ~  und E, B, ~, . . . ,  ;~_~ und r ist 
irreduzibel. Mithin muB entweder die Resultante yon ~, A ,  11 , . . . ,  1~_~ 
oder die yon J~ J3,11,.--,  1~_ 2 dutch r ~i!bar sein~ also C en~eder  in A 
oder in B enthalten sein. 
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Die Punktmenge 0 hat mi~ m -  3 beliebig gewihlten Linearforme, 
~1,'" ", Z,~-3 Punk~e gemein, wit sagen daher, C hu~ die Ma~,]~al~ig- 
kei~ m -  2, oder die Dimension m -  3 oder die Strife (oder Rang) 2. 

Es s e i f  eine Form, welche C nicht enthalte. Das ,,S6hnittgebitde ~ 
yon f = 0 und C wird dann wie folgt bestimm~. 

Wir gehen aus yon der Identif~t 

F = (blY~-~,i + b~y~_~,~ + . . . )  (~y~_~,1 + ~y~_~,~ +.--) ,  

die wir i"-~ L i �9 L ~ . . .  L~ schreiben, unter L~, . - - ,  L~ die Lineaffak~oren 
der Ym-~,~ vers~anden. Indem wit nun wieder die Linearinvariant~ zweier 
kon~ra~o-redienter Formen F, (P derselben 0rdnung symbolisch mi~ F X r 
bezeichuen, definieren wir eine Zahl A = f >< Li,'. f x L~" . . . f x L [ ,  
wo r die 0rdnung yon f bezeictme~. 

Dieselbe ist, wie nach der schon friiher benutzten Methode erweisbar, 
eine Form der unbestimmten Koeffizienten yon l i~ . . . ,  1,,,_s, und ver- 
schwinde~ nur, wenn C, f und ll~--', lm_ 3 einen Punk~ gemeinsam haben~ 
A kann als Form der Koefiizienten yon 11,..-, l~_ s in seine irreduziblen 
Teiler zerleg~ werden 

Jedem der/x, entsprich~ dana ein ,,irreduzibles GebiIde" driver Stufe, clio 
Gesam~heit aller tier Punk~e, die C, f ,  11, . . - ,  lm_ ~ gemein sin/i, wenn die 
Koeffizienten yon l~_ 3 als Parameter gedeutet werden. En~h~lt ein Pro- 
dukt yon Formen A - B  das ~ entsprechende" Punk~gebflde, so mul~ der 
wie oben konstruier~e Schnitt yon C, A .  B und ll , .  �9 -, l~,_s den Faktor ~l  
en~halten. 

Und is[ umgekehr~ jener Schni~ teilbar (lurch A1, so muff A .  B 
das A~ entsprechende Punk~gebilde enthalten. Da mm der Sctmit~ in 
den yon C, ll, . . . ,  l~_~, A tmcl den yon C, li, . . . ,  l,~_~, 13 zerf~ilI~ 
A 1 aber irreduzibel ist, so muff eatweder A oder B das A 1 entsprechende 
Punktgebilde enlbhalten. Darin beruh~ der Charak~r der Irreduzibili~ 
dieses (~ebildes. 

Auf diesem Wege kann man weitergehen mid den Begriff des irre- 
duziblen Gebfldes n ~ Stufe def=mieren. 

10. Satz IV. ,,Die dutch (]as Nullsetzen yon beliebig vielen Formen 
f ~ , f ~ , . . . , f ~  defmierte Punktmannigfal~igkei~ l ~ t  sich in eine endliche 
Zahl yon irredazibeln Gebilden zerspalten und zwar in eindeu~iger Weise. ~ 

Um dieselben zu linden, zerspalten wit fl in seine in'eduzibIen TeiIer 
rind legen diejenigen in eine Gruppe G, welche jede der f~, . . . .  , s  teilen, 
die iibr~gen in eine anclere (~rappe G: Aus G" wihlen wir irgend eme 
.Form F~ bringen irgend eine der sie nicht; entlmltenden Formen f~: mi~ 
it~ zu~ Schnitt; und bestimmen die irreduziblen Schnittgebilde yon (2,  f.,). 
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A11e ~ejenigen dieser Gobilde, welche in-f2,,.-~ f~ en[half~n sind, fiigen 
wit der Gruppe G zu, aus den fibrigen bilden wir eine Gruppe G"  So 
verfahren wir mi~ allen verschiedenen Formen yon G'. Alsda~ ent- 
nehmen wir G" irgend ein Sctmittgebilde zweiter Stufe, repr~sentiert 
darch eine Form O, und bringen dasselbe zum Schn~tt mi~ irgend einer 
der Formen fi, welehe es nieh~ enth~.  Die entmtehenden irreduziblen 
Gebilde drifter Shffe fiigen wir entweder der Gruppe G zu~ n~alieh wenn 

("y/it alle f~ sie en~h_al~n, oder einer anderen Gruppe _ , wenn dies nich~ der 
Fall ist, und setzen dies Veffahren fort. Die Gruppe G wird sch!~_el~lich 
alle und nut die gemeinsamen Pun]r~e yon fl = 0 , . - . ,  f~ = 0 enthalten 
und diese in irreduziblen Gebilden versehiedener Stufen zusammengefaB~. 
Auch ist klar, dab ein den f~ = 0 gemeinsames irreduzibles Gebitde der 
Gruppe G angehSren mulk Somit is~ die Behauptung des Satzes IV verifiziert. 

Jedem irreduziblen Punktgebilde entsprach eine irreduzible Form yon 
UnbestJmmten Y~,3"" Es ist klar~ dal~ an Ste]]e der Linearformen l i auch 
Formen hSherer Ordnung mit unbestimmten Koeffizien~en h~tten in der- 
selben Weise zur Verwendung getangen kSnnen~ die Schliisse wRren da- 
durch in keiner Weise beeinflu~ worden. Dies is~ wichtig, weil in 
Kap. IV eine Algebra definier~ wird, die derartiger Formen hSherer Ord- 
hung als ttilfsformen wirklich bedarf. A~drerseits hiitten wit unser Ziel 
auch en'eichen kSnnen, indem wit auf die Yariablen x l , . . - ,  x~ eine 
lineare Transformation mit unbestimmten Koeffizienten y~ ausfiibr~en und 
die Resultantenbildungen der Formen f~ in bezug auf den ,,Raum" einiger 
der neuen Variablen x~ benu~z~en; diese ]~e~hode is~ nich~ wesen~lich 
yon der bier benutz~en verschieden, denn es macht keinen Unterschied~ 
ob die obige Transformation erst ausgeffihrt wird und nachher einige der 
Variablen eliminier~ werden, oder ob die Elimination ausgedetm~ wird 
auf atle Variablen~ nachdem lineare Beziehungen zwischen denselben 
st~i~ier~ sincL Die letz~erwRhnte Methode ist im Werke yon J. K6nig 
i m A~schlufi an die Kroneekersche Elimina~ionsme~hode s~reng durch- 
gefiihr~, weswegen hier darauf verwiesen sein mag. 

11. Die Erw'~gungen, welche zu obigen Resul~an~en fiihr~en, lassen 
sich wiederholen~ wenn yon den Koeffizienten aller vorkommenden Formen 
die Ganzzahligkeit geforder~ ~ird. Denn auch ganzzahlige Formen sind 
nu_r aus eine Weise in h~eduzible Faktoren zerlegbar. Der Charakter des 
Irreduzibilit~tsbegriffes ~nder~ sich aIlerdings beam ~bergang yon Formen 
mit beliebig gegebenen Koeffi~enten zu ganzzahl~gen Formen, da irre- 
du~ble ganzzahlige Formen unter dem Gesich~spunkte der Algebra mi~ 
be-liebigen Koef~en~u  reduzibel sein kSnnen. Dies iinder~ aber niches 
a~ den Sctflfissen des Satzes IV. 

Di~ versehiedemen Teiler einer im Bexoiche der ganzen Zahlen irre- 
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duziblen Form heiSen .konjugier~ Nennen wit die Gesamtheit der Punkte~ 
die eine Anzahl yon ganzzahligen Formen f1~'"~ f~ zu Null machen~ die 
ganzzahlige Konfigura~ion f~ = 0~ ---~ f~ ~-0,  so kSnnen wit sagen: 

Satz V. ,Jede ganzzahlige Konfigurafion zeffiillt in eine endliche 
Anzahl konjugier~er irreduzibler Gebflde." 

Oder wenn wir das Produkt yon konjugier~n i~eduziblen Gebilden 
im Sinne der Algebra der ganzen Zahlen als irreduzibel auffassen: 

,,Jede ganzzahlige Kon~guration zeff~illt in eine endliche An~ahl ganz- 
zahliger irreduzibler Gebilde:' 

Kapi te l  H. 

l~ber Moduln  und  Ideale  nn  Ra , ,me  x l ,  . . . , x . .  

12. Ein Bereich yon Formen, dadurch gekennzeichne~, da$~ wenn p 
und q ibm angeh5ren und a und b beliebige Formen sind~ auch a~ § bq 
ibm angehSr~, heil~ ein Modul. 

Ein Bereich yon ganzzahligen Formen, dadurch geken~zeichnet, daB, 
wenn p und q ibm angehSren und a und b beliebige ganzzahlige Formen 
sind~ auch ap + b q ibm angehSr~, heiB~ ein Ideal. 

Die beiden Begriffe, welche wit soeben definier~ haben, haben eine 
sehr laugsame Ent~vidklung durchgemach~, und ihre hohe Bedeu~ung is~ 
erst etwa in den letzten 40 Jahren erkannt women. !m Keime ist tier 
Idealbegriff bereits in den Schrfften yon Gau$ enthal~n. Gau$ fiihr-~e in 
seinem Werke ,Disquisitiones Arithmeticae" die folgende Notation ein: 
a ~ b rood. c, wo a, b und c gauze Zahlen bedeut~n, i~m auszudriicken, 
dab a -  b dutch c ohne Rest ~eilbar sei. Auch wean a und b ganz- 
zahlige Formen yon UnbestSmmten x l , . . . ,  x m bedeuten, benu~zte Gau~ die 
obige Schreibweise, sobald jeder Koeffizien~ yon a -  b dutch c ohne Res~ 
teflbar war. GauB and nach ibm S.chSnemann, Galois und neuerdings 
ttensel zeigten in Untersuchungen, welche sich auf alle Tefle der Algebra 
and atgebraischen Fun~ionentheorie beziehen~ da~ das Zeiehen -~, wie es 
oben definier~ war, viel% und we, n c eine Primzahl ist~ aUe algebraischen 
Eigenschaf~n des Gleichheitszeichens = hat. Von den tiefsinnigen Un~er- 
suchungen yon Galois und denen yon Hensel kSnnen und wollen wir bier 
absehen, doch sind die Ideenbildungen yon SchSnemann, wie er sic in 
Creltes Joux~al verSffenflichte, ffir unseren Zweck yon Bedeutmng. Wenn c 
eine Primzahl isi und zwei modulo c kon .gruente Zahlen o der Formen ale 
idenlisch angesehen werden, so geI~en fOr die Gesamt~heit aller modulo c 
inkongruentmn Zahlen und Formen das assoziat~ive und distributive Gese~ 
der Addition und Multiplikation~ ferner gilt 

+ as) § 
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Sowie die Eigenschai~ der Null, nur dann einem Produlr~ gleich sein zu 
k6nnen, wenn einer der Faktoren ihr gleich ist. Da nun die Algebra 
nur auf den angeffihrten Gesetzen basier~, so kann man, ohne Irr~fimer 
zu begehen, in einer Ket~e irgendwelcher algebraischen Idenfit~ten oder 
0perationen das Zeiehen = fiberall dureh ~_ rood. c ersetzen. 

Diesen wichtigen Grundsatz wollen wir das Prinzip yon SchSnemann 
n e n n e n .  

])as Wort ,,Ideal'; wiewohl noch nich~ der Begriff, wie er bier be- 
stimmt ist, entstammt den schiinen Untersuchungen yon Kummer fiber 
algebraische Zahlen. Zu der Zeit, als Dirichlet, Eisenstein und Kummer 
an der Berliner Universitiit gemeinsam wirk~en, entstanden viele der Unter- 
suchungen, die in Dedekinds Ausgabe yon Dirichlets Zahlentheorie durch- 
gef'tihr~ sind. Danach werden Zahlen, welche einer ganzzahligen Gleichung 

x"+clx"- l+ . . .+c .=0 

geniigen, gauze algebraische Zahlen genannt, und, wenn a einer irre- 
duziblen Gleichung ~te~ Grades geniigt, alle Zahlen der Gestalt 

ao + a l a  + - .  �9 + a ~ _ l a  n - 1  

wo die a i rational, zum K'drper (a) zusammengefaBt. Die verschiedenen 
Wurzeln einer und derselben irreduziblen Gleichung nennt man ,,konju- 
gierCe" Zahlen, das Produk~ einer ZaM w mit ihren konjugierten die Norm 
derselben N(w). DiricMets Un~ersuchungen fiber die Einheiten eines ge- 
gebenen K6rpers (a), d. h. diejenigen ganzen algebraischen Zahlen yon (a), 
deren Norm = _.+ 1 ist, sind klassisch geworden und gehSren mi~ zu den 
sehSns~en der ganzen Mathemafik. Kummer versuchte Jahre hindurch, die 
Teilbarkeitsgesetze der gewShnlichen ganzen Zahlen auf diejenigen eines 
KSrpers auszudehnen, doch lange Zei~ ohne Erfolg, bis ibm die L~isung 
des Problems schlieBlich mit Hilfe der Konzeption der Idealzahlen gelang. 

Sind wt, w~ und w~ ganze ZaMen des KSrpers (a), so nenn~ er w 1 teilbar w~ 
dutch ws. Is~ sowohl w~ wie w~ gauz, so sind w~ und w 2 ftir die Teil- 

W• W 1 

barkeit;sgeset~ze ~quivalen~. Da dan n sowohl ~ (-~.~ wie N (w~) eine 

g ~ z e  Zahl, so mug ~r(w~)= + _hr(w~), w~ also eine Einhei~ sein. Eine % 
gauze Zahl des KSrpers (a), die nut durch sich selbst oder die Einheihm 
~ilbar  isf~ kiinnf~ man eine Primzahl yon (a) nennen, doch land Kummer, 
da$ ein Produk~ yon solchen PrimgrSSen sehr wohl dutch andere solche 
Primgr6Ben teibar sein kSnne, die wesentliche Bedeut-ang der Primzahl 
bei diesen Pr:.mgrSBen also verloren ging. Datum effand er die ,,Pr/m- 
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Wenn eine Gleichung existier~ 

~ i &  . . . .  ~'~r~"" ",  

we die fit und 7~ verschiedene PrimgrSl~en in (a), so nahm Kllmmer Ideal- 
zahlen (~l, 7iY2 "" ") und (f12, 7172" "') an, welehe sowohl & wie 
7 1 7 ~ " "  resp. ~ wie 717~ " ' "  teilen. Die Idealzahl (~, y) teilt jede 
Zahl ufl-}-vy, we u, v ganze Zahlen yon (a), und nut diese. Das Ideal 
(fl, 7) teilt (3, a), wenn jede durch ($, e) teflbare Zahl durch (fl, 7) teilbar 
ist. Ein Ideal, welches eine Einheit teilt, wird ausgeschieden, oder selbst 
Einhei~. Ein Primideal ist ein solches, welches nut dutch sich oder Ein- 
heibn teilbar ish Alsdann is~ in (a ) jede  gauze Zahl, wie auch jede 
Idealzahl, abgesehen yon Einheibn als Produkt yon Primidealen eindeutig 
bestimmt. Dies ist im Kern die Theorie yon Kummer. 

Ein interessanter Hilfsbegriff in Kummers Theorie ist der der ,,Xqui- 
valenz" yon Idealen. Danach sind zwei Ideale (fl, ?), (~, e) ii~luivalenf ~ 
wenn zwei gauze Zahlen i ,  ~ in (a) existieren, derart, dab 

( i3 ,  i s )  = (re ,  
d. h. dab die Gesam~hei~ der Zahlen 

i~u + 17v 

identisch ist mit der Gesamthei~ der Zahlen 

~ u  -t- ~ev, 

under u, v beliebige ganze Zahlen in (a) verstanden. 
Aquivalente Ideale faBte Kummer in einer ,,Idealklasse ~ zusammen 

und nannte diejenige Klasse, der die Einhei~ angehSr~, die Hauptklasse. 
Es stellte sich heraus, dab in jedem KSrper (a) die Anzahl der verschie- 
denen Klassen endlich sei. 

13. Die Kummersche Theorie warde yon Dedekind in folgerichtiger 
Weise nach jeder Rich~ung bin vervollkommnet. Der Begriff der Ideal- 
zaht~ so wie ihn Kummer bestimmt hart% schien noch etwas in der Luf% 
zu schweben. Durum gab ibm Dedekind ein greffbares Substa~i, indem 
er ein Ideal 

i)  

als die Gesam~ei~ der Zahlen der (~es~It 

~u-t- ~v + . . .  § i t  
definierte, unter % v , . . .  ganze Zahlen verstanden, und nun an dieser 
Konzeption Knmmers Ergebnisse nachwies. Er wandte diese!be Methode 
auf die Theorie tier algebraisd~aen Funktionen und deren I a ~ e  mi~ 
Erfolg an. Er fiihrte den ,,~odul'CBegriff ein, indem *er einen ~[0duI 
( f l , - - . ,  i )  als die Gesam~ei~ der Zah!en tier C~esf~l~ ~u  -~ 7v + , ' :  n u I t  
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bestimmte, un~r u, v , . . . , t  rationale ZaMen verstanden. Er reehnete 
mit diesen Konzeptionen wie mit Zahlen~ damit die Unabh~ngigkeit und 
Einheitlichkeit der eingefiihrten Begriffe drastisch vor Augen fiihrend. 

Dedekinds Zeitgenosse Kroneeker realisierte den Kummerschen Ideal- 
begriff auf ganz andere Weise. Die Ideatzahl (~, 7) ersetzte er durch 

+ = f(% 

unter f(u, v) eine primitive homogene Form der Unbestlmmten u, v, unter 
k eine ganze Zahl verstanden. Weber hat in einem neuerdings erschie- 
nenen Werke*) die Konsequenzen dieser Kroneckerschen Theorie gezogen. 
Auch J. KSnig lehnt sich in seinem 1903 verSffentlichten ausgezeiebneten 
Buche ,rEin]ei~ung in die Theorie der algebraischen GrSl~en" an die Ideen 
yon Kronecker an. Der Modulbegriff erseheint bei Kronecker in der Ge- 
stalt yon ,,Divisoren-Sys~emen". Um auszudriiaken~ dab eine Form 2'  in 
der Gestalt 

io~u~ q-2~u~ q- "-- q- l%uk 

dars~ellbar sei, benutzt Kronecker die Schreibweise 

1~' ~ 0 mod.(ul, u~ , - . . ,  u~). 

Dabei sind die ui, _~ and 2' Polynome yon Variablen und Unbestimmten 
in einem vorgegebenen ,,Rationalit~tsberemhe oder ,Gattungsbereiche" 
(s. Festschrift zu Kummers Doktorjubil~um, Crelles Journal 92). 

Die Begriindung der Kummer-Dedekindsehen Idealtheorie wurde neuer- 
dings yon Hurwitz in einfacher Weise erledig~. In seiner Abhandlung 
,,Uber die Theorie der Ideale", G5tt. Naehrichten 1894, verf~hrt er wie 
folg~. In einem KSrper K seien a , . . . ,  X bestimm~e Zahlen, dann ist 
das Ideal 

J =  z), 
die Gesamtheit der Zahlen 

~u + - - .  -k ;Lt. 

Ein ,Hauptideal" besteht aus den Multipla einer einzigen ganzen Zahl 
yon K. Ein Ideal J ,,teilt" ein anderes, J'~ wenn es alle Z~h!en yon J" 
enth'~lt. Die Gesamtheit der gauzen Zahlen des K5rpers K is~ selbst ~]s 
Ideal darstellbar, denn es l~Bt sich zeigen, da~ es mSgheh ist, gauze 
Zahlen e~l, - - -, eo~ in K zu linden, so dab jede ganze Zahl in K darste]lbar 
is~ in der Ges~lt 

~lui + . . -  + %u~, 

unter u l , - . - ,  u s ganze rationale Zahlen verstanden. Das Ideal (col,-.., cos) 
heist die ,Einheit% und wird mit 1 bezeichnet. Die Einhei~ ~eflt aUe 
!deale. Das jr_Produkt" zweier Ideale 
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S = 

J ' =  

wird JJ"  gesehrieben und ist 
= 

Dasselbe ist offenbar teilbar dureh J wie dutch J :  Nach diesen Defmi- 
tionen beweis~ Hurwitz 

1) dab jedes Ideal J dutch Multiplikation mit einem andern passend 
gew~hlten J '  zu einem Hauptideal (a) gemacht werden kann, wo a dine 
rationale ganze Zahl; 2) dab irgend eine gegebene ganze rationale Zahl a 
nur zu einer endlichen ZahI yon Idealen yon K geh6rt; 3) dab aus einer 
Idealgleichung 

folg  

Denn is~ '/1 so gews daft J 1 J '  = a eine ganze rationale Zahl, so ergibt 
sich dureh Multiplikation mit J '  : aJ~ =- a J ~  und }tier l~gt sich jede Seite 
offenbar dutch a dividieren; 4) daB, wenn H ein Teiler yon J ,  ein 
Ideal L existiert, das der Beziehung geniig~ 

J = H L .  

Wir brauchen, um L so zu bestimmen, nur H '  so zu w~illlen, dab 
H H ' =  (a). Alsdann ist jede ZaM yon J H "  teilbar durch a, und durch 
Ausf(ihrung der Division kommt 

J H "  = a . L = H L .  H" 
and nach 3) 

J =  H L .  

5) Ein Ideal hat nur eine endliche Zahl yon Teilern. Denn wenn J d ' - ~  (a), 
so gehSrt a zu jedem Teiler yon J ,  die also nach 2) nut in endliehor 
Zahl vorhanden sein kSnnen. Aus diesen Sgtzen erschlieBt Hurwitz genau 
nach der Methode der Theorie tier ganzen rationalen Zahlen die Ein- 
deutigkeit der Zerlegung eines Ideals 

J =  
in ein Produkt yon ,,Primidealen". Der einzige einigermaSea verwickelte 
Nachweis der S~tze 1 ) b i s  5 ) i s t  der des Sa~zes 1). Hurwi~z erbringt 
ihn nach zwei Methoden (die zweite finder sich in den GS~tinger Nach- 
richten Ok~. 1895 verSffentlieht). 

Von den A~nwendungen tier Kummersehen Ideal~heorie seien bier die- 
jenige yon Kummer zum Beweise der UnmSgliehkeit der ganzzahligea 
AuflSsung der Beziehung xP + yP = z~ (auSer der trivialen x ---- 0a # =- z) 
f'tir eine unendliche Anzahl yon Zahlen to, sowie diejenige vo~ Hurwit~i 
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fiber die Gruppe yon linearen Substitutionen, deren Koeflizienten ganze 
Zahlen des KSrpers K sind und deren Determinante = 1 ist, erw~ihnk 

14. Von weittragendster Bedeu~ung f~ir die Entwicklung des Modul- 
begriffes waren die Schrif~n yon Salmon, welche um das Jahr 1850 ent- 
s~mden und auBerordenflich reich waren an anregenden Gedanken. In 
seinen geometrisch-atgebraischen Untersuchungen benutzte Salmon sehr 
t~ufig Formen der Gestalt: 

a u  + bv + . . .  + cw ,  

wenn u, v , . . . ,  w gegebene, a, b , . . . ,  c unbes~immte Formen bezeichnen. 
Zu seiner Theorie der Raumkurven macht Cayley eine Bemerkung, welche 
einige Jahrzehnte sp~iter mit die Veranlassung gab zu dem schSnen 
Theorem I yon Hilber~. Es heist dor~, dab es mSglich sein mfisse, 
Formen u, v , . . . ,  w ,  die eine vorgegebene Raumkurve enthalten~ so aus- 
zuw~fien~ dab eine beliebige sie enthaltende Oberfl~che 2' in der Gestalt 

2 " =  a u  + bv + . . .  + cw  

ausdrfickbar sein mfisse. Salmon sowohl wie Cayley benutzen einen erst 
viel sp~ter~ 1902, yon Severi bewiesenen Satz~ dab eine Form F, welche in 
den Punkten des ,vollst~izldigen Schnittes" eines Formensystems u, v , . . . ,  w 
(dessen Oslmlante nicht verschwindet) verschwindet, darstellbar sein mfisse 
dutch a u  + �9 �9 .. Diese Vermutung spielt besonders in den Untersuchungen 
fiber ,the order of restric~d systems of equations", in welchen viele merk- 
wiirdige Tatsachen zum erstenmal zum u kamen, eine grebe 
Rolle. Man hat Salmons Werk untersch~itzt, well seinen Methoden die 
Strenge der Beweisffihrung abging. Wie groB dieser Fehler auch sein 
mag, so daft man niemals die Bedeutung Salmons als des groBen Problem- 
s~llors und Wegweisers vergessen. 

15. Das Verdienst, die MittelpunktsteHung, welche die Methode der 
Modulsysteme in allen Fragen der Algebra einnimmt, ldar und scharf er- 
faBt and erwiesen zu haben, gebiihr~ M. Noet~her. In seinem ,Fundamental- 
~heorem" schrieb er der weiteren Entwicklung die Bahnen vor~ welche sie 
fort~n wande]n muBte. Die einlei~enden Worte, mit welchen Noether die 
VerSffentlichung seines Fundamentaltheorems in den G5~inger l~ach- 
ri~n~en 1872 und den Ma ~  A~n. Bd. 6 beglei~ete, sind noch heute yon 
In~eresse. Die Tendenz seiner Un~ersuchungen, so sag~ er, set, eine 
Lficke auszuffillen, welche in einer Reihe yon Arbeiten fiber Geome~rie 
uad Funk~ionen~heorie zu finden set. Der Satz, dab die Gleichung einer 
ebeneu algebraischen Kurve f =  0, welche alas vollst~ndige Schnittpunk~- 
system zweier auderer solcher Kurven ~ ~ O, ~ ~ 0 enth~l~, no~wendig 
yon Gestalt 

f Ag + 
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unf~r A, t~ Polynome verstanden, sei, hSr~ auf giiltig zu sein, wenn das 
System yon Wer~en~ ffir welches q~ = 0, ~ = 0, mehrfache Punkte enth~l~. 
Nichtsdestoweniger hat man yon dem erweiterten Satze Gebrauch ge- 
macht, ohne die notwendigen Voraussetzungen seiner Giiltigkeit zu unter- 
suchen. - -  Die yon Noether konsfatierte Liicke wurde dutch Angabe 
seines Fundamentaltheorems vollsgndig ausgeffillt. Die natwendigen 
Beziehungen, welche eine um e/nen Schni~punk~ a, ~ yon ~ = 0 und 
r = 0 en~wickel~e Pof~nzre/he F 

0,0 

erffillen muB, damit his zu Termen beliebig holler Ordnungen n, m Potenz- 
reihen 

QO~ 05 

@ - ( y -  #) , 
0,0 

o,o 

sich der Relation F = a cp-k b0 gem~ig finden lassen, m6gen die ,,Ko/nzi- 
denzrelationen" yon (q% ~) im Punkte (a, ~) genannt werden. Die nor. 
wendige und hinreichende Bedingung f'~ ein Polynom f, in der Gestalt 
f =  A ~ - ~ / ~  darstellbar zu sein, wo A und B Polynome sind, beruht 
d,.nn darin, dal~ f die Koinzidenzrela~ionen yon ((p, ~) in allen Schni~- 
punkten yon ~ = 0 ,  ~p=0  erfiille. Dies ist das Funda~ental~eorem. 
Dasselbe hat zu einer ausgedehnten Literatur Veranlassung gegeben. VoB, 
S~ickelberger, Noether (1887), Bertini, Noether (1889 und 1892), Br'ffi, 
Baker, Scott behandelten das Theorem in den Mathematischen Annalen, 
F. Severi bewies eine Ausdehnung des .Theorems auf den vollsfgudigen 
Schnitt einer Anzahl yon Formen fiir einen speziellen Fall, wie bereits friiher 
angegeben (in den ,,Rendicpnti della R. Acc~demia dei Lincei'; Rom 1902). 
J. KSnig in seinem 1903 in deutscher Ausgabe, 1902 in ungarischer Sprache 
erschienenen Werke ,Einleitung in die allgemeine Theorie der algebra~ 
ischen GrSl~en" bewies die Verallgemeinerung des Sa~zes auf m Polynome 
yon m Variablen, die im Endlichen eine endliche Zahl yon S~nitg- 
punl~n haben ~Der verallgemeinerte l~oethersche Satz" finder sich auf 
S. 389 des Buches). Eine gauze Reihe yon Autoren ungersuchf~u die 
zahtentheoretischen A n.aloga des tgoef3aerschen Satzes, z. B. Hensel in 
Crelle 1897 und 1898 ,Zuriickfiihrung der Divisorensys~eme auf eine 
reduzierf~ Form" Hancock in Crelle 1898 und 1900 ~,Canoni~l forms for 
t~he rel}resen~at;ion of Kroneckers modular sysf~m~s~ ~On ~he ~odue2ion of 
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Kronecker's modular systems whose elements are functions of two and 
three variable#~ Landsberg in Schri~n, die in den GSt~ger Nachrichten, 
wie auch tier Encyklop~die der Math. Wissenschaften erschienen sin& 

Nach einer andern Richtung ging HAlbert vor, der in einer 1893 
in den MatJaematischen Annalen verSffenflichten Arbeit nachwies, daB, 
wean F i , - . - ,  F~ beliebige Formen und F eine Form bedeutet, die in 
allen t7' 1 ~- 0 , . .  -, ~'a = 0 gemeinsamen P,mkten verschwindet, eine Zalfl k 
existieren mu~, so dab 

.Fk=  A1F1--k . . . + A , F , ,  
wo A1, . . . ,  A h Formen. 

16. Die Anwendungen, welche l~oether yon seinem Satze machte 
in bezug auf die Theorie cler Beriihrung yon Kurven, die der algebraischen 
FunkCionen einer Variablen (Brill-Noether), sowie die der Abelschen Inte- 
grale, batten die Bedeuhmg des Modulbegriffes in ein helles Lich~ geriick~, 
aber es dauer~e doch noch fast 20 Jahre, bis der niichste bedeutende For~- 
schritt sich vollzog. Derselbe ist D. Hflber~ zu verdauken. Seine in den 
Ma~h. Ann. Bd. 36, 1890, verSffentlichten Theoreme ImIV sind grundlegend 
ftir eine Theorie der Moduln. Die Theoreme haben den folgenden Inhalt. 

Theorem I: Ist ~'l,"" ", F~,-- .  eine beliebig vorgegebene Folge yon 
Formen, so l~iBt sich immer eine gauze Zahl h augeben, so dab Ftir 
jeden Index k > h Formen I~ " " ", l~k existieren, welche die Beziehung 
F~ ---- iolF i + . ' -  + p~'~ erfiillen. 

Theorem II:  Ist F ~ , . . . ,  ~k,  " '" eine beliebig vorgegebene Folge ganz- 
zah]iger Formen, so liBt sich immer eine ganze Zah! h augeben, so dab 
fiir jeden Index k > h ganzzahlige Formen/~i, '"  ",/~a existieren, die die 
Beziehung F~ ==/h F1 + " "  + ~ F h  eff~llen. 

Theorem III:  Es seien f l , ' "  "~ f~ gegebene Formen. 
Alle LSsungen tier Gleichung 

o =  + . . . +  

in Formen Xi , - . - ,  Xa sind dann dars~ellbar in der Gestalt 

x, = Y1A ,, + Y 4,, + - "  4 

wo A~,~ fiir aUe Indexpaare j ,  i ( j =  1, -.-, k; i---- 1, --., h) berechenbare 
Formen~ wo Yi, '"  ", Y~ beliebige Formen sind und wo die wei~ere ~lei- 
chung X~ ~ 0  keine LSsung Y1.'" ", Y~ zuliifll, in der irgend eines der 

gleich 1 w'~re. 
Diese G e s ~  der LSsungen sei ,die erste Syzygie" yon (f~,---, fa) 

ge:n~.-n~ Die (]leichungen X ~ = 0  fiihren da, n auf ein System yon 
t~sungen  Z =  Z~.B1, , + Z~B~,, + - - .  + Z,B,,, ,  in welehem die .B und Z~ 
die den A and ~ auferleg~en Bedingungen analogen Beschriinkungen er- 
fabrem tlieses, ~ e  System yon LSsungen sei .die zweite Syzygie a 
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yon (f~, .-., f~) gena.nn~. Wird die &'i~te, vierf~, - - - Syzygie yon (f~,---, f~) 
genaa ebenso definier~, so brieht5 die Reihe derselben ab. Die Ke~f~ tier 
Syzygien jedes Formensystems ( f l , " '  ", fa) isis endlich. 

Theorem IV: Ist; f i , ' "  ", fh die Basis eines Modu]s, so ist; die An-- 
zahl der Bedingungen, die einer Form ~ Ordnung auferleg~ werden, 
wenn von"ihr die ZugehSrigkeit zum ]~odul (f~,.. . ,f~) geforder~ wird, 
eine Fnnkfion yon/~, welehe ffir geniigead groge~Werf~ yon/~ dutch ein 
Polynom in /~ dargestellt wird. 

17. Die Sehriften, welehe sich mit der Weif~rentwicklung der Kummer- 
Dedekindsehen Idealtheorie befassen, sind bereits zu zahlreieh, als dab bier 
eine volls~Kndige Liste derselben zu geben versueht werden kSnnte. 
Ubrigens sind die ht dieser Theorie behandel~en Probleme wesenflieh yon 
den allgemeineren in dieser Sehrif~ behandelten versehieden. 

Von allem, was vorhergeht, benutzen wit far die nun folgende 
Deduldion nut die Definition, welehe wit voraufgesehiekt haben, mid die 
im wesentliehen yon Dedekind und Hilbert stammt, die Sehreibweise yon 
Gaug-Kroneeker, alas Prinzip yon SehSnemann und die Theoreme I lind II 
yon Hilber~. Der Beweis dieser Theoreme beruht auf einem Divisions- 
verfahren und auf einem Induktionssehlusse, is~ somi~ ganz im Rahmen 
der elementaren Mittel zu erledigen, welehe f ~  nnser Kapitel I in An- 
wendung kamen. 

Theorem I schlieSt in sieh ein, dal~, wenn M irgend ei~ Modul is~, 
sieh dana immer eine Anzahl Formen 

angeben lassen, so dab jede Form des Moduls M darstellbar is~; in der 
Gestalt 

wo die Pa Yormen sind. Denn man brauehte ja nur alle linear- 
unabhKngigen Formen /~" Ordnung des Moduls M ~ r  aUe sukzessiven 
Werte yon /~ aufsehreiben und dann alas Theorem I auf diese Folge an- 
zuwenden. Man kann daher jeden Modul als die Gesam~eit der Formen, 
die ----0 naeh einem gewissen Divisorensystem sind, auffassen, wie um- 
gekehr~ jede solche Gesamtheit yon Formen aueh einen Modul bfldet. 
Um anzudeuten, da~ eine Form 2' einem Modul M angehSr~, sehreiben 
wit daher 

2"-~ 0 rood. M 
mid nennen ein System yon Formen sh, . . . ,  u~, welches filr M die oben an- 
gegebene Eigenseha~ erffillt, ein Fundamenf~lsystem oder eine Prasis yon M. 

Sind M mid .N zwei Moduln, so bflden die Oesamtheit der Formen, 
die sowoM M wie N angehSren, wieder einen ModuL Dean gehSren 
p und q M mid N an, so geh~r~ ap + bq sowobt M wie 2V an, die Ge- 
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samtheit der Formen~ welehe sowohl M wie N angehSren, hat daher die 
Eigensehaf~, welehe einen Modul deflnier~. Dieser dureh M und h r ein- 
deu~ig besgimmte Modul wird yon uns 

[M, 
gesehrieben und ,,kleinstes Vieffaehes" yon M, h r genannt werden. 

Die Formen, welehe als Summe zweier andern darstellbar sind, yon 
denen die eine M, die andere N angeh5rt v bilden einen Modul. Dean ist 

�9 + t t  

/ )~ -p .  .Pj 
q = q' + q", 

WO 

so ist 

WO 

f f ~ 0 m o d .  M, p " ~ - 0 m o d ,  h r, 
- j , r  

q ' ~ 0 m o d .  M, q ~ 0 m o d .  h r, 

ap + bq = (aft  + bq') -+- (aft" + bq"), 

ap" + bq" _~ 0 rood. M ,  

aft" + b C ~ 0 rood. h r, 

ap + b q geniigt also auch der Forderung. 
Dieser dutch M und N eindeutig bestimmte Modul wird (M,  N )  ge- 

sehrieben und ,grSB~er gemeinschaftlicher Teiler" yon M und N ge- 
nannt werden. 

Sind M1, M2 , . - - ,  M~ eine hzlzahl yon Moduln, so isg 

[M,  M , . . . ,  = JIM1, 
(MI,  M~, . . ., M~) = ((MI,  M~, . . ., M~_~), M~). 

Naeh dieser Definition ist es klar, dab in bezug auf die Operation [--.]  
wie ( . . . )  das assoziative wie distributive Gesetz Geltung hat. 

Es sei ul, u2, '" ", uj, eine Basis yon Mr. Die Formen, welche mit 
irgend einem der u i multipliziert Formen ergeben, die N angehSren, bilden 
einen Modul. 

Denn ist 
p .  u 1 ~ 0 rood. N, 

/)- u~ ~ 0 rood. _~, 

p -  u~ ~ 0 rood. 2r 

q- u 1 ~ 0 rood..~u 

q -  u 2 -~ 0 mod. _AT, 
�9 �9 , �9 

q- ul, = 0 mod. N, 

so ist auch (ap + bq)u i = 0 mod. N fiir jeden Index i. 
Der Modul~ der soeben de6nler~ ist, ist yon der besonderen Auswahl 

der Basis u l , - - - ,  ~ ganz unabh~ngig und h ~ g t  nur yon M und N a b ,  
die sie eindeutig bestimmem Denn aus obigen. Kongruenzen folgt, dafl~ 
wenn f dem eben definierten Modul angeh~rt, und 

F -.--- p~ u~. + po. u.~ + " . .  + p~, u~, 
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irgend eine Form yon Mis t ,  dann immer 

f . 2 ' ~ 0 m o d . ~  r. 
N Der Modul solcher Formen f wird ~ geschrieben und ,Residualmodul u 

yon M in bezug auf N genannt werden. 
Die Formen/~r  Orchauug, welche einem Modul M angehSren, bflden 

eine .Involution" denn mi~ F 1 und F~ gehSn immer cl~' 1 -t-c2F~ zu 
diesem Formenbereiche~ wo cl~ c~ unbestimte Konstante bedeuten. Die 
Mannigfaltigkeit dieser Involution wird 

geschrieben werden, wo r die in Kap. I ststuierte Bedeutung hat. 
H ( M )  (/~) wird ,die Hilber~sche Funktion yon M u genannt werden. Die 
Eigenschaften, welche Hilber~ yon ihr bewiesen hat, setzen wit nicht als 
bekannt voraus, so dali wit yon ihr vorliiufig weiter nichts wissen, als 
dab ~ r  jeden Weft yon R ist: H(M) (/~) s qg(R). 

Es ist immer 

~ M ,  X]  (n) + B(M, X) (R) = ~ M ( ~ )  + ~ iV(~) .  
Diese Beziehung stammt yon Hilberr mad wird yon ibm wie folgt be- 
wiesen. Es sei 

ua , - . . ,  u~ eine Basis von M, 

v l , . . - ,  v~ eine solche yon N. 

Alsdann ist u i , . - . ,  u~, v l , . . - ,  v k eine Basis yon (M, N),  ds jede 
Form f, die zu ( M ,  IV) gehSrt, sich als Summe zweier Formea, die zu 
31I und N gehSren, schreiben lassen muB. Die Mannigfaltigkeit der In- 
volution~von Formen der Ordnung /~, die sieh sehreiben lassen: 

p iu i  + "" �9 +2~uk  + ~tlvl q- "" �9 + q~vk, 

ist a/so einerseits = ~0(R) -- H(M, N) (/t), andererseits gleieh der Mannl z- 
faltigkeit der Involution yon Formen, die sieh 

p lu l  + . . .  + I~i,u h 
sehreiben lassen, vermehrt um die Mannigfaltigkei~ der Formen~ die sieh 

q~vl + . - .  + q~,v~ 

sehreiben lassen, und vermindert um die inzahl  der !inear-dependen~n 
Relationen zwischen Formen dieser beiden Involutionen, d. h. die Maunig- 
faltigkeit der Involution yon Formen tier Ordnung/~, die sowohl----0 too& 21/, 
wie ~ 0 m o d .  h r sind, also [M~ IV] angehSren. 

Dami~ zeigr sieh, dalt 
~(~) - ~ ( ~ , ~  (~) = r  - ~ ( ~ )  + ~ (~)  - n~r 

- {~(~) - ~ ,  ~q (~)}, 
was die Behauptung verifizierk 

Mathematische /knnal~m LX. 
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Wit  ffigen den obigen Definitionen noeh die weiteren zu: 
Ein Modul ~i, welcher die Eigenschaft hat, dab aus einer Beziehung 

p- q ~ 0 rood. M, wo p, q Formen shad, notwendig folgt, dab entweder 

oder 

heiBt ein ,,Primmodul u. 

p = 0 rood. M 

q-~ O mod. M, 

Z. B. bildet die Gesamt~heit der Formen, die in einem gegebenea Punkte 
versehwinden, elnen PrimmoduL 

SehlieBIich wollen wir eine Form p, die die Eigenschaf~ hat, dab aus 

i~- f ~ 0 rood. M 
unbedingt folg~ 

f ~ 0  rood. M, 

,,relativ prim in bezug auf M" nennen. 
Is~ P ein Primmodul, so ist jede Form en~weder ~ 0 rood. P oder 

rela~iv prim zu P. 
Der Residualmodul yon (p), der Multipla einer Form p, in bezug 

auf den Modul (P) ist immer mi~ p iden~isch, wenn p nicht ~ 0 rood. P. 
18. Wit gehen nun zu einer Reihenfolge yon Schlfissen fiber, aus- 

gehend yon 
Satz VI. ,Wenn die Formen eines Moduls M keinen gemeinsamen 

l~u!lpnn~ haben, so ist ffir genfigend groBe Werte yon /~ 

H M ( ~ ) =  O." 

Um dies zu erweisen, w~Jfien wir aus M irgend eine Form fl aus, 
dann eine zweite f~, welche mi~ fl keinen gemeinsamen Teller hat. Eine 
solche existiert, da ja nicht aUe Formen yon M einen gemeinsamen Teller 
haben kSnnen, der Voraussetzung nach. Wit w~ihlen dann eine dritte f~, 
deren Resul~an~e mi~ f~ und f~ nicM verschwinde~. • solche muB es 
geben, da kein Tell des Schnittes yon fl = 0, f~ = 0 auf jeder der Formen 
yon M liegen kann, der gemachten Vorausse~zung nach. So fortfahrend 
erhalten wir schlieBlich m Formen fl," " ", fro, welehe s~nflieh M angehSren 
und 0deren Resul~an~e nichfl verschwinde~. 

Nun gehSr~ jede Form der Gestalt 

 ,fi + - - .  + 

M an~ nach Sa~z II und HI also jede Form einer genfigend hohen Oral- 
hung iiberhaap~. Dami~ ist Satz VI evident. 

19. Ist fl, f~, '" ", fk eine Basis eines Modals M, so verschwhden die 
Formen yon M in den Pun l~n  der Kon~guration mad nut in diesen 

/1--0, 
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Wenn (tie Formen yon M Gebilde der Mannigfal~igke~ h, jedoch 
keines yon hSherer M~nnigfattigkeit als h enthalten, so sagen wir, der 
Modal M habe die Man~igfaltigkeit h. 

Wir definieren nun den Haup~begriff tier Modultheors Es sei /)  
ein Primmodul der Mannigfaltigkeit h und Q ein Modal yon hSchstens 
der Mannigffaltigkeit h, welcher die Eigenschaft hat, dab aus einer Be- 
ziehung 

A- X ----- 0 rood. Q, 

in welcher A eine gegebene Fore,  die nicht 
~ 0 rood. P, 

immer folg~ 
X ~- 0 rood. Q. 

Alsdann wird Q ,,ein primiirer Modal" P der dazu gehSrige Prim- 
modal genannt. Besteht P aus der Gesamthes der Formen, die das 
irreduzible Gebilde C en%halten, so enthalten alle Formen yon Q Coder Q 
besteht aus der Gesamtheit alter Formen. Denn sei ~' eine Form yon Q, 
die Cnicht  enth~lt, f eine beliebige Form, so is~ F .  f-----0omod. Q, also, 
da ~' Cnicht  en%halten soll, f----- 0 rood. Q. 

Es zeigt sic}, daher, dab der primate Modal Q entweder die Mannig- 
faltigkeit h oder 0 hat; denn es folgt leicht, z. B. aus dem am ScMusse 
yon Nr. 15 erw~ihnten Hilbertschen Satze, dab zu jedem Primmodul /) 
ein irreduzibeles Gebilde C gehSr~, so dab jede C enthaltende Form /) 
angehSrt, und vice versa. 

Es gilt nun der folgende Sa%z, der Fundamentalsatz der Modultheorie~ 
den ich den Noether-Dedekindschen Satz nennen will 

Sat.z VII. ,,Jeder Modal M ist darstelIbar in der Gestalt 

M=[Q1, Q~,.", Q~, ~], 

wo Q,, Q~,.-. ,  Qk prim~ire Moduln und /~ ein Modul, dessen Formen 
keinen gemeiusamen Nullpuuk~ besi~zen." 

Es sei M yon der Mannigfaltigkei~ h. Die irreduziblen Bfldungen 
der Manns h, welche den Formen yon M gemein ss seien 
,nit C,, C~, : - . ,  C~ bezeichnet. Wit definieren nun einen Modul Me, (lurch 
folgende Bestimmung. Mc~ besteht aus der Gesam~hei~ der Formen/~'~ 

M deren Residualmodul ~ nicht~ C I als ein ihren Formen gemeinsam~ Ge~ 

bilde en%halte. Die Formen F sind also dadurch charak~risierbar, dab 
e~ne Form r existier~, welche C, nicht enflElt und ffir welche 

.F- 0 ---=- 0 rood. M. 

DaB die Formen/~ einen Modal bikien mfissen, zeig~ sic'h leich~ fo~gende~ 
maBen: 
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Wen n F 1 @1-----0 mod. M mid @l nicht ,C 1 enth~ilt, sowie F~ • ~ 0 rood. M 
und auch r nicht C i enth~t, so ist f i r  beliebige Formen A1, A~ 

(A~I + ~P~) r -- o ~od. M, 

also genfigt, da r ja C 1 nicht enthilt, auch A1F 1 + A~F 2 der ge- 
stellten Forderung. 

Man kann Me, etwa dadurch bilden, dab man in der InvolutSon der 
Formen / ~  Ordnung, die M angehSren, die zeffaltenden Formen auf- 
such~, und die Teller, welche Q nicht enthalbn, fortfallen ligt. Den 
Residualmodul yon Me, in bezug auf M bezeichnen wir mit M~,. Der- 
selbe umfat~t also alle Formen X, die der Beziehung geniigen 

F~X =-- 0 rood. M~ 

wean ~ ein Basissystem yon Me, durchl~iuft. Die Formen yon M~ enb 
halten C 1 nicht als gemeinsames Gebilde. Denn sei F1, '"  ", 1~'~ eine Basis 
yon Me, und seien r  ", ~P~ Formen, die C~ nich~ enthalten and derart, 
dab 2'~- % ----- 0 rood. M. Alsdann is~ 

~ . + , . % . . .  % - - 0 ~ o d . ~  

ffir jeden Index i, somi~ gehSr~ @1"%..-@~ dem Modul M~, an. @i'@~'"@~ 
en~hiilt aber C 1 nieht. 

Die Formen yon M geh~ren sowohl dem Modul Me,, wie demjenigen 
M~, an, da sie der an die Formen yon Mr, wie M~, beziehungswe~se 
gestellten Forderung geniigen. 

Is~ F eine Form, welche dem Modul 

[M~,, Mo,] 
angehSrt, lind @ eine solche, die dem.Modul 

( ~ ,  M~) 
angehSr~, so is~ ~ - @  ~ 0 rood./If. Denn @ 1"~ sich zerlegen in eine 
Summe 

WO 

@l --~ 0 rood. M~I, 
@3 ------ 0 rood. M~ 

und- F geh6rt sowohl Me, wie Mc~ an, daher ist F .  r ~ 0 rood. M, 
~ . r  rood. M mid F -  @-~0 rood. M. 

Ebenso ist,-wenn F eine Form yon [Me,,.--, Me~] und r eine Form 
~o~ ( ~ , , . . . ,  ~ ) ,  F . ,  - o ~od. ~ .  

D ~  Moa~ ( M a , . . . ,  ~,) ~n~m~ ~ r  C, n o n  C~-.-  n o n  0, ~ 
e~ ~ seine~ Formen gemeinsames Gebit~de, denn dieser Modu! enth~lt z. B. 
irgend eine :Form yon M~,, die C 1 nidht enth~.  
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Wir kSnnen nun zeigen, dab iden[isch 

C~. . .  noch Cj en~h~il~. Jede Form yon M geh~r~ jedem der Moduln 

. . . ,  (M, r  

an. Umgekehr~, gehSr~ F jedem dieser Moduln an, so exis~ier~, da F 
auch (M, O) angeh514, eine Form f, fiir die 

F-----f- (P rood. M. 

Da nun F dem Modul Mv~ angehSrr Me, abet ein Teller yon M i s t ,  so 
is~ auch 

f .  @ ~ 0 rood. Me,. 

:Nun ist der Modul Me, ein primiirer Modul in bezug auf den Primmodul, 
der aus der (~esamtheit der C 1 enthaltenden Formeh besteht. Denn is~ 
A irgend eine Form, die C i nicht enthiilt, und ist angesetzt 

A-  X ~ 0 rood. Me,, 

so wird diese Beziehung nur befriedig~, wenn eine Form �9 existier~, die 
C 1 nicht en~hiilt mid fiir die 

A .  X . O - ~ O m o d .  M. 

Da nun A nicht C 1 enthalten soll, so is~ 

X ----- 0 rood. Me,. 

Die Mannigfaltigkeit des erwiihnten Primmoduls ist h, die yon Me,, eines 
Tellers yon M, hSchstens h. Also is~ Me, primiir. Mi~hin folgr aus der 
Beziehung 

f .  �9 = 0 rood. Me,, 
da @ Q nicht e n t h ~ ,  

f ~ 0 rood. Mo, ; 
nnd genau so zeig~ sich 

f----- 0 rood. Me~ 

fiir jeden Index i = 1, 2 , . - - , j .  :Nun gehiir~e abet q) dem ModuI 

an, somit ist nach dem schon friiher Bewiesenen 

f . O ~ O mod. M, 

F - ~  0 rood. M. 

Daher geh514 jede Form, welche 

(M, r 
angehSl~, M an, nnd da auch das Umgekehrte der Fall isk, so is~ in der Ta~ 

M ~  [Me,, Me~, . . ", Mej, (M, 0)]. 
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Der Modul (M, r is~ yon der Mannigfal~igkeit h -  1. Da er alIe 
Formen yon .If e n t ~ l ~  so kSn-en seine Formen nut 6 '1 ,-- . ,  C~ und 
Gebilde niederer Mannigfaltigkei~ gemein haben, und da (P in C~,..., C~ 
nich~ verschw4mdet, so ist klar, dag die gemeinsamen Gebilde der Formen 
yon (M, O) nur die Schnit~gebflde yon �9 = 0 mi~ C~,- . . ,  C s und Gebilde 
niederer Man,igfaltrigkeit sein kSnnen. Auf (M, r  wenden wit dasselbe 
Zerlegungsprinzip an, wie wir es bereits auf M angewand~ haben, und 
schliefilich erhalten wir so eine Beziehung: 

M =  [Q~,-.- ,  Q~, :~], 

dutch welche M in der Tat dargestellt is~ als kleinsh~s Vielfaches yon 
primiixen Moduln, deren zugehSriger Primmodul aus den Formen besteht~ 
die in irrednziblen Gebilden verschwinden, und einem Modul, dessen 
Formen keinen gemeinsamen l~ullpunk~ haben. Aus obiger Reihe scheiden 
wit noch die (bei unserem Verfahren immer vorhandenen) Teller Q aus, 
die bereits in anderen Q tier Reihe enthalten sin(t, und erhalten dann als 
Schlui~resulta~ eine Darstellung yon M, wie sie Satz VII behauptete. 

20. Satz  V!H~ ,Wenn u eine Form der Ordnung a und relativ 
prim zu M is~, so ist 

H(M, u) (~) = AoHM(~), 
ftir alle Wer~  yon/~ ~ a -- m + 1. Ist aber u nicht relativ prim zu M~ 
so is~ 

n(M, ~) (~) > ao~M(~)." 
Es sei 

f =  Qf~ + C~f~ + . . .  + Csf ~ 
ein unbestimm~es (~lied der Involution yon Formen der Ordnung It, die 
M angehSren. Die Involution iou + f, we p eine Form der Ordnung 
/ ~ -  a, hat einerseits die Mannigfaltigkeit ~ ( R ) -  H(M, u)(R), anderer- 
seits, nach dem schon mehrfach benu~zten Satze, die yon lou, plus der yon f, 
verminder~ um die yon Identi~ten der Form pu + f = 0. Es ist also 

~(~) - H ( M ,  ~) (R) = r  + ~ ( n )  - H ~ ( ~ )  - -  x ,  

wenn x die M,.nnigfaltigkei~ der Iden~i~iiten 

~u+f=-O.  
Diese Beziehung ist sicherlich erffiUt, wenn 

p - -  0 rood. M, 
und, wean u~ rela~iv prim zu M, nur unter dieser Bedingung. MitMn is~ 

x = ~ ( ~ - ~ )  - n M ( ~ - - ~ ) ;  

denn dies ist die ]~,.n,lg-fal~igkei~ yon Formen p der Ordnung / ~ - - a ,  
welche M angehGren. Daraus folg~ 
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Ist /~ < a~ so is~ x = 0, weswegen ffir die Gfiltigkei~ der Formel sieh 
die untere Grenze 

/% = a-- ~n-}- 1 

ergibt. Ffir kleinere Werte yon /~ ist die Formel (lurch Einsetzen yon 
x = 0 zu korrigieren. 

Es zeig% sich noch, daB, wenn f/ir eine bestimm~e Ordnung R 

dann aus einer Beziehung der Ordnung R 

iD .u~ -  
unbedingt folgen mul3 

1o---- 

21. Satz  IX. ,Die Bilbertsche 
grol~e Wer~e yon _R gleich einem 

0 rood. M 

0 rood. M. 

Funktion eines Moduls ist flit geniigend 
Polynom yon R, dessen (brad um 1 

kleiner ist als die Mannigfaltigkeit des Moduls." 
Wit  wissen bereits aus Satz VI, da~ die Hilbertsche Funktion eines 

Modul% dessen Formen keinen gemeinsamen Nullpunkt haben, fdr geniigend 
grol~e Werte yon ~ Null ist. Sei nun ein ]~[odul M vorgeleg%, dessen 
Formen nut eine Anzahl Punkte gemein haben. Nach Sabz VII k~nnen 
wit denselben als kleinstes Vielfache darstellen 

wo die 
Q. Q . . - - ,  

in bezug auf je einen der gemeinsamen Punkte d6r Formen yon M prim~. 
Is~ u irgend eine Form, die keinen dieser Punkte enflg4/t, so ist u relativ 
prim in bezug auf Q~,- . . ,  Qs" Aus der Beziehung 

u .  X-~- 0 rood. 21I 
folg~ daher 

X -~ 0 rood. QI, 

X - -  0 mod. Q~ etc. 

S o ] / X  yon genfigend hoher Ordnung sein, so ist auch 

X ---- 0 rood. ~ ,  
also 

X = 0 rood. [Q1,"" ", Q~,/~] - 0 ,no& ~f; 

u ist somit relativ prim zu M, wenigstens wean R geniigend groB, ,reel 
nach Satz VII! ist dann 

~(M, ~) (~) = aoH~(~), 
we.-- a die Ordaung yon u. Nun haben die Formen yon (M, ~t) keinen 
gemeinsamen Punkt,  somit ist ~ r  genfigend grofles /~ 

H(M, = O. 
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Demnach i~  Far gentigend groBe /~ 

W~Men wit a der Einfaehheit halber ~ - I ,  so zeig~ diese Differenzen- 
gleiehung, dab flit gentigend groBe R 

= 

wo a eine yon/~ u n a b h ~ i g e  ganze Zahl, die nieht 0 sein kann, da die 
Formen yon M Punkte gemein haben, nicht jede Form also M an- 
gehSren k~nn. 

Es mSgen nun die Formen yon M Kurven und Pun]de gemein haben. 
Wit  stellen wieder M als kleinstes Vielfache nach Satz VII dar 

M = [Q1, �9 �9 q ,  ~].  

Is~ u irgend eine Linearform, welche keines der Gebilde enth~lt, in bezug 
auf welche die Q, primer sind, so ist genan wie frfiher zu zeigen, dab 
flit genfigend groBe R u relativ prim zu Mis t .  Somit ist nach Satz VIII 
ftir geniigend groBe /~ 

H ( M ,  u) (R) = A 1HM(R).  

Die Forlnen yon (M, u) haben Punk~e gemein, n~mlich die Schnit~punk~e 
der den Formen yon M gemeinsamen Kurven milb u-~ 0, somi~ exis~ier~ 
eine yon 0 verschiedene ganze Zahl a derar~, dab 

a = A IHM(t ). 

Es ist daher HM(~)= at~-t-b, wo be ine  positive oder negative ganze 
Zahl, die auch 0 sein kann. Dutch genau dieselben Schliisse wird nun 
der Satz IX allgemein bewiesen. 

22. Satz  X. ,fist M ein prim~rer Modul und ist der zugehSrige 
Primmodul P die Gesamthei~ der Formen, welche das irreduzible Gebflde C 
enthalten, so l~Bt sich eine positive ganze Zahl k bestimmen, die derar~ 
ist, dab "die k ~ Potenz irgend einer Form yon/~  dem Modul M angehSrL" 

Zum Beweise der Behanptung entwickeln wir zun~hst  einen Hilfs- 
satz. Derselbe besag% daB, wenn MO), M(2), . . .  eine unendliche Reihe 
yon ]~oduln ist, sich immer eine Zahl n angeben I~B~, so dab der Modul 

jeden ~Iodul M (N) refit, wie groB auch N sei. 
Bezeiehnen wit n's eine Basis yon M(0 mit 

%1, %2,'" ", %Ji 
und wenden wir Hilberts Theorem (I) (s. Nr. 16) auf die unendliche Reihe 
dieser Formen, yon i ~-1 his i =  oo an, so zeig~ sich, dab man eine 
Zahl n bes~i.mmen kann, derar~, dab jede Form %~, wo i ~> n, dem 



Zur Theorie der Moduln und Ideale. 57 

Modul (u~,~,..., %,~) angehSr~. Fiir dieselbe Zatd n is~ daher (MCO,..;M ('o) 
ein Tefler yon M(~ wo i ~ n. 

Ist insbesondere jedes der M(0 obiger Reihe ein Tefler yon M(~-I)~ 
so ist die wie oben bestimmte Zahl n so beschaffen, dab M(~) ~ . M  (~+l) ----etc., 
denn (M( ~, M(~), .. ., M('O) ist ~-M("), weil M(~) ein Tefler aller M(~ 
wo i ~ n .  Da nach obigem Hilfssatze (M(~)~ . . . ,  M(~)) M(0 ~eflt, fiir 
i ~> n, so teilt M (~) jedes M(~ wo i ~ n. Andererseits teilt auch M (0 
das i]~(~) ffir i ~  n, nach Voraussetzung. Also ist M(~-~ M(~ wenn i :> n. 

Set nun t~'l, ~ , - . - ,  F~ eine Basis yon 2.  Wir bflden 

+ �9 �9 �9 + 

wo die p~ , - - . ,  p~ Formen irgend eines positiven Grade% der auch Null 
sein kann, deren Koeffizienten abet s~imtlich in der nun folgenden Rech- 
hung unbestimmt sein sollen. Alsdann bilden wir den Residualmodul 

M ,  M (F)' was ~ro~z der Unbestimmthei~ der Koeffizienten yon F mSglich 

ist, denn die Kongruenz 
~ .  X ~ 0 rood. M 

verlangt zu ihrer AuflSsung ~ r  jede gegebene 0rdnung yon X nur die 
Aufl~sung einer Reihe yon linearen Gleichungen, und dies ist eine 
Operation, die auch mit Unbestimm~en sich vollziehen l~ t .  Ebenso 

~l~" dann M "  M" und so for~. In dieser bilden wir den Modul 2 1 / " =  -- 

Reihe ist jeder Modul M(O ein Teller des vorhergehenden, somi~ muB 
eine Zahl k existieren, so dal~ M (k) ~ M( ~+i>. Jeder der M(0 ist ein 
primmer Modul in bezug auf B. Beweisen wir dies ~z. B. yon M'. Set 
A eine Form, die nieh~ in 2 en~halten ist. Sei ferner angese~z~ 

Alsdann ist 

somit, da M primer, 

und 

A-  X ~ 0 rood. M'.  

F .  A .  X ~ 0 rood. M, 

F -  X ~ 0 rood. M 

X---- 0 rood. 2/ ' .  

Auch ist die Mannigfaltigkeit yon M',  da es M en~h~lt, kleiner als oder 
gleich der yon P. Somit ist 2/" primir. M (~) ist also ein in bezug 
auf P pri~irer  Modul, dessen Residualmodul in bezug auf F mi~ sich 
selbst identisch ist. F i s t  also relafiv pr~m zu 2//(~). 

Wir haben schon frfiher (Nr. 19) gezeigt, dab die Formen eines in 
bezug auf B prim~ren Moduls, welcher das Gebflde G nich~ en~h~l~, mi~ 
der Gesamtheit aller Formen idenfisch ist. 

Da nun ~ re_la~iv prim zu M(~)~ so kann Sir (~) nach Sa~z VIH undIX 
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(Y nich~ enthal~en. Somi~ ist 21/(~) mit der Gesam~heit aller Formen 
fiberhaupt identisch. Es ergibt sich also, gem~iB der Definition von M (~) 

2'  ~_ 0 too& M( ~- ~) 
ebenso 

e~e., bis sich zeigr 

~IZll w a r  

also 

~ ~_ 0 rood. M (~- 3) 

.F ~ -~ 0 rood. M. 

~ = ~  +--- + ~ G ,  

~ ~o,~ + 4 ~ - % P t - l G  +. . . --O~oa.M. 

Auch waren die Koefllzienten der p siimtlich Unbestimmte. Durch die 
gewShnlichen M&hoden (NuUsetzen einiger der Unbestimmten, Anwendung 
der Substitution u + u" fiir eine Unbesfimmte u etc.) zeig~ sich damus 

F ~  0 moa. M, 
T'~- IF~ ~ 0 rood. M, 

F~ --= 0 rood. M. 

Somi~ is~ auch fk ~ 0 rood. M, wo f irgend eine Form 

f -~ ql F 1 - F  . . . + ga Fk  
des Moduls /). 

Ms ein K o r o l l a r  des "Satzes X zeigt sic'h, dab die Formen eines in 
bezug auf JP primiiren Moduls nur die Gebilde C gemein haben. Eine 
andere Folge des Sa~zes X is~ der Satz yon Hilbert: 

Es sei f eine .Form, die in allen den Formen f l , ' "  ", f~ gemeinsamen 
Punkten verschwindeK Dann liiBt sich immer eine Zahl n bestimmen~ 
derax~ dab 

f" -~ 0 rood. ( f ,  f~, �9 �9 A)- 

Dena is~ ( f~ , . . . ,  f~ )=  [Q1, Q2,'" ", Q~, R] nach Sa~z VII, so k~innen die 
Gebilde, die zu den Q~ gehSren, nut Punkte enthalten, welche gleichzeitig 
f1 = 0 , . . - ,  fa ~ -0  machen, f wird also jedes der zu den Q, gehSrigen 
Gebflde ~mfassen. GehSren nun zu Q1,'" ", Qj gem~U3 Safz X die ZaMen 
/~, ~. --, k~, so geniigr es, n gleich der grSBten dieser Zahlen anztmebmen 

weml nur die Ordnung yon f genfigend groB ist ~ ,  um den Hilbert- 
schen Satz zur Evidenz zu bringen. Nut  dann, wenn die Ordnung yon f 
nicht groB genug ist, muB man n grSBer wiihlen. 

23. Sa~z X!. ,,Wenden wit Safz VII au~ das Modulsysfem 

M =  ( ~ ,  ~ , -  �9 .,,~D 

an~ wo h ~ m -  1 and die Resultan~e yon u l , - .  ", uh mi~ m -  h Liaear- 
formoa ~ictl~ iden~isch verschwindet. Es zeigt sich dann, da~ ident~sch 
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wo C1, C2, " ' ,  C~ die irreduziblen Gebflde, welche den Schni~ yon 
u~ -~ 0 , . - . ,  u~ ~- 0 ausmachen." 

Nach Satz VII is~ f~ir jedes Modulsystem 

= IMp,, ~ , . . . ,  M~, ~V], 
wo C1, C~,--., Cj die Gebilde hSehs~er Mann~g~tigkei~, welche den Formen 
yon M gemein sind, und wo N yon niederer Mannigfaltigkeit als M ist. 
Sei nun eine solche Entwicklung auch f~ir den Modul M = (u~, ~ , - . - ,  u~) 
angenommen und sei r irgend eine Form yon ~r, welche keines der 
C~,-- . ,  C~ enth~lt. Sei 2 '  eine Form des Moduls IMam,.--, Mc~]. Als- 
dann is~ 

~ . r  [ ~ o , , . . . , M ~ ,  ~ - - 0 m o ~ .  
Nun verschwindet aber die Resultante yon O, %,-  �9 u~ und m --  h - -  1 
Lineafformen nicht identisch, also ist nach Sa~z I (Kap. I) /;' ~ 0 rood. M. 

24. Geuau dieselbe Reihe yon Definifionen und Schliissen, wie sie 
oben durchlaufen war, s auch in bezug auf die Theorie der ganz- 
zahligen Formen zu bedeutsamen Ergebnissen. 

Die Formen, welche ein gegebenes irreduzibles ganzzahliges Gebflde 
en~alten, bflden ein Ideal, genauer ein Primideal, w~n- wir als ein solehes 
jedes Ideal J definieren, derar~, dab A-~B~_ 0 rood. J zu 

A ~ 0 m o d .  J oder J B ~ 0 m o d .  J 

fiihrt, unter A, B ganzzabl~ge Formen verstanden. Auch in der Algebra 
rood.p, wo p irgend eine Primzahl, gilt der Zerlegungssatz der Formen 
in irreduzible Teiler und gelten daher alle Erw~igungen des Sakzes IV, 
nach dem Prinzip yon SchSnemann. In dieser Algebra gib~ es daher auch 
irreduzible Gebflde. 

Sind J1, ~ , ' "  ", ~ eine Anzahl yon Idealen, so definier~ [ ~ ,  J ~ , . . . ,  J~] 
ein Ideal~ das wit ldeinstes Vielfaches yon J1 , ' "  ", J~ nennen werden, und 
(~, J~,..., ~) ein ~nderes, das g~B~r Te~e~ yon J , - . . ,  ~ h e ~  w~a. 
Die Definition dieser Ideale ist mi~ genau denselben WorSen mSglich, wie 
die de~ Moduln [ ~ ,  ...,  ~ ]  ~na [ ~ , . . . ,  M~). 

Ist G in der Algebra too& p ein irreduzibles Gebflde, und ist J das 
Primideal, welches dem irreduziblen ganzz~.hligen Gebflde G entsprich~, 
so is~ (p, J )  ein Primideal. 

Denn is~ angesetz~ 
A .  ~ ~ 0 rood. (~, J ) ,  

so  i s t  
A" :B ~_ 0 too& J 

in der Algebra rood. p,  also, da G in dieser Algebra irreduzLbel, 
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A ---- 0 rood. J 
oder 

B ~ 0 mod. J 

in der Algebra rood. p, mi~hin A oder B ~-0 rood. (/9, 3"). 
Is~ G ein rood./~ irreduzibles ganzzahliges Gebflde der Maunigfaltig- 

kei~ /~, J das entsprechende Primideal, und a r' -~ (p~ J ) ,  so wollen wir 
das Primideal J '  einen Primdivisor, p seine Grundzahl nennen und als 
seine Maunigfaltigkeig die Zahl h -  1 bezeiehnen, a r dagegen" wollen wir 
einen ganzzahligen Primmodul nennen. Auf diese Weise zerteflen sich 
die PrimideaIe in die beiden Klassen der Primdivisoren und ganzzahligen 
Prlmmoduln. 

Es sei irgend ein Ideal A vorgeleg~. Wit definieren seine M,.nnig- 
falgigkeig auf folgendem Wege: Nach dem Theorem II yon Hilbert (Nr. 16) 
bleibt der Inhal~ des Theorems I yon Hilber~ bestehen auch bei Be- 
schr:,inkung auf ganzzahlige Formen. Mithin hag jedes Ideal eine Basis 
ganzzahliger Formen~ vorausgesetz~ dab man aueh ganze Zahlen mig als 
Formen rechnet. Sei die Basis yon A 

Wir zerlegen irgend eine der F~, z. B./~1~ in seine irreduziblen Teller 
und spalten die Gruppe derselben in zwei Systeme S 1 und S 2. S 1 ent- 
h~lts diejenigen~ welehe auch ~v'2,..-,/~'~ ~eilen. 

Is~ F" irgend ein Individuum yon S~, so bringen wit dasselbe zum 
,,Schnitt" mit einem der F~, sagen wit F~, welche nieht durch/~" teilbar 
shltl. ~qr  bilden also die Resul~ante yon 

F, 
unter 11," ", l~_~ Linearformen mit unbestimm~n Koeffizien~n y~,~ ver- 
sf~anden~ und spalten sie als Form derselben in ihre irreduziblen Teiler. 
Diese Teller bestehen aus zwei Gruppen, n~mlich Primzahlen und wirk- 
lichen irreduziblen ganzz~.hllgen Formen der y~,~. Ist p eine Primzah! 
der ersf~en Grupp% so versehwindeg in der Algebra rood. 19 die Resu/tan~e 
yon F '  und F2~ mithin haben naeh dem Prinzip yon Seh6nemann beide 
Formen in jener Algebra einen gemeinsamen irreduziblen Tefler t und 
daher shad sowohl F ,  wie Fz ~_ 0 rood. (p, t). Sind aueh ~s, ~-',,"" ", ~-'~ 
~ 0  mo&(p, t), so is~ (p, l) ein den F~, F~ , - . - ,  ~ gemeinsamer Pr~m- 
divisor. 

Wenn dies nich~ der Fall, so bringen wit t in der Algebra mod.p 
mi~ einem ~ler ~ z~lm Sehni~, welc~e nich~ dutch t mod.2 ~flbar sind, 
und verfahren weiterhin in der Algebra mod.~ ganz nach der Vorschrif~ 
des Satzes IV. Is~ ander~rseits G ein yon den y~,~ abh's irredu- 
zibler Teller der Resul~an~e tier .F', .,_~, 11,..., l~_~, so en~spricht ibm 
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ein ganzzahliger Primmodul P. Entweder ist nun 17 i ~- 0 mod. P fiir jeden 
Index i, oder dies ist nicht der Fall. In letzterem Falle bringen wit das 
P entsprechende Gebilde genau nach der Vorschrifr des Satzes V znm 
Schnitt mit einem der ~ ,  das nicht ---- 0 too& P, und erhalten dabei wieder 
eine yon Unbestimmten abh/ingige Form, die als irreduzible Tefler SOWOtLI 
PrimzaMen, wie irreduzible Formen zulgBt. In jedem Falle schreite~ der 
ProzeB nach der Vorschrift des Satzes V vorw~irts. Das schlieBliche Er- 
gebnis ist, dal~ wir eine Reihe yon Primdivisoren J und ganzz~hligen Prim- 
moduln P erhalbn, derart, dab ftir jedes J und P der Reihe und fiir 
jeden Index i 

2,~_ 0 rood. J 
und 

--  0 rood. P 

und auch derart, dal~ irgend ein Punkt, der in der Algebra der ganzen 
Zahlen oder der Algebra rood. irgend einer Primzahl die 2,1,'" ", 2,~ ver- 
schwinden macht, auf irgend einem der zu dem J oder t) geh5rigen Ge- 
bflde gelegen ist. Die Maximalmannigfaltigkei~ der Ideale der Gruppe 
P, J nennen wir die Manni~altigkeit des Ideals A. Dabei ist es offenbar, 
dal~ sowohl die Gruppe der B, J" wie jene Mannigfaltigkeit yon der Aus- 
wahl der Basis yon A unabhgngig ist. 

25. Satz Xll. ,,Ist A ein Ideal, welches weder Primdivisoren noch 
ganzzahlige Primmoduln als Teiler zul/iBt, so ist jede ganzzahllge Form F 
gentigend hoher Ordnung 2' ~ 0 rood. A."  

Es sei f l , ' "  ", fk eine Basis yon A. Wir setzen, der Methode yon 
Kronecker folgend, 

=plf  + . . -  + pA,  

= q f, + . . .  + qJ , 

�9 " =rlf  + - . .  + 

wo die P l , ' "  ",Pk,'" ", r l , ' "  ", rk Formen mit lau~er unbes~immf~n Koeffi- 
zienten, und bilden die Resulfanb yon F 1 , . . . ,  F~. Dieselbe kann weder 
in der Algebra der gan~en Zahlen, noeh in derjenigen rood. irgend einer 
Prlmzahl identisch verschwinden, da sons~ die F1, . . . ,  2,~, also auch 
f l , ' "  ", fk, einen Primdivisor J oder g~ngTghligen Primmodul t als Teller 
zulassen miiBben. Ist nun 2, yon geniigend hoher Ordnung und bezeichnen 
wir jene Resulf~n~e, die eine Form der Unbes~immben sein wird~ mi~ Res, 
so besbeht eine Iden~ifg~: 

aes-  �9 + + ' " +  

wo auch die . d ~ , . . . , A  gangCghllge Formen der Unbes~imm~en ~,i- 
werden. Ordnon wir jede der Sei~n obiger Iden~if~ nach den P o f ~ -  
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produkten der Unbestimmten and vergleichen wit die KoeffLzienten der 
niimlichen Po~enzprodukte, so ergibt sich eine Reihe yon Kongruenzen 

a 1 �9 0 rood. (fl, " " ", f~) ~ 0 rood. A, 

a s �9 ~ '  ~ 0 r o o d .  A ,  

Die ganzen ZaMen a l ,  a 2 , . . ,  kSnnen keinen gemeinsamen ga-zzahligen 
Teiler haben, da sie die Koe~zienten der Po~enzproduk~e der Unbestimmten 
in der Form Res sind und dies�9 Form modulo keiner Primzahl versehwindek 
Mithin existieren nach den Elementen der Zahlentheorie ganze Zahlen nl, 
n 2 , . - - ,  so dab n l a  1 + n~a~ + - - . ~  1, und es finde~ sich in der Tat 

~' ~-- 0 rood. A. 

26. Wir definieren nun �9 primi~res Ideal, in genauer A_nalogie mit 
der Definition des prim~ren Moduls. Wenn aus 

A .  JB ~_ 0 rood J ,  

wo J �9 Ideal, A und B ganzzahlige Form�9 yon denen bekannt ist, 

dab A nicht ---- 0 rood. J ' ,  

wo J" ei~ Primideal, unbedingt folgt 

B ----- 0 rood. J ,  

so ist J primiir in bezug auf J ,  sobald die Manni~altigkeit yon J '  
mindestens derjenigen yon 3" gleich isk Indem wit nun den Betrach- 
tungen des Satzes VII dieses Kap. Wort ftir Wor~ folgen, erhalten wir 

Satz XIII. ,,Jedes Ideal ist darstellbar als ldeinstes Vielfache yon 
prim~iren Idealen und einem Ideale /~  dessen Formen weder in der 
Algebra der ganzen Zahlen, noch in derjenigen modulo irgend einer Prim- 
zahl einen gemeinsamen Ptmk~ haben." 

27. Jedem Ideal entspricht �9 ~Iodul. Sind 

u l ,  u2 ,  �9 �9 .~ u~ 

eine Serie ganzzahliger Formen~ die eine Basis yon 3" bilden, so definieren 
dieselben als Basis eines Modals J '  den J entsprechenden Modul. Dabei 
ist J"  yon der speziellen Auswahl der Basis u l , . . - ,  u k yon J unabhiingig, 
da ja jede Basis dutch lineare Kombinationen einer andern ersetzbar ist. 
Gehiirt eine ganzzahlige Form f dem Modul J '  an, so lassen sich Formen 
~v 1,- �9 p~ bestimmen, derart~ dab 

f = pI  Ul --~- . . . + ~V;, Ua. 

Die Koeffigi~nten der p~ sind dabei aus einer Serie linearer Gleichungen, 
derea Koefiizieaten gauze Zahlen sind~ bes~immbar. Somit gibt es Formen po 
die ubige Relation erffiUen, trod deren Koeffizienten rationale Brfiche sind. 
Zudem s i ~  die ~enner dieser Briiche yon den Koefflzienten yon f unab- 



7.ur Theorle der Moduln mad ideale. 63 

h~ngig, wie bereRs die elementare Theorie der Determinanten und linearen 
,Gleichungen zeig~ wohl aber abhiingig yon der Ordnung J~. Sei f~ir 
eine bestimmte Ordnung /~ 

der Generalnenner der Brtiche, welche die Koeffizienten yon P1, '"  ", Pa 
bilden. Alsdann fist 

g(/~)  �9 f = 0 rood. J. 

Alle ganzzahligen Formen yon 3 "  bflden ebenfaUs ein Ideal~ da mR 
zwei ganzzabligen Formen p ,  q ,  die J "  angehSren, auch a y - - t - b q ,  wo 
a, b ganzzahlige Formen, eine ganzzahllge Form yon J "  isk Sei dieses 
Ideal kurz ((J')) gesehrieben. Auch ((J')) hat eine Basis 

und da es ganze Zahlen gibt 

so dab 

so is~ also, wenn 

gesetzt wird 

f l ,  5 ,  - - ", 

g l ,  g~, "" ", gk ,  

g~. f~ _= 0 rood. J ,  

g = g l  " g~ " " " gl, 

g .  f _~ 0 rood. ,7, 

wo f irgend eine ganzzahlige Form yon J'.  
Wit definieren nun wie folgt: 
Ein Primideal, welches eine ganze Zahl enthiilt, heit~e ein Primdivisor. 
Ein prim~ires Ideal, welches eine ganze Zahl enthiidt, heiBe ein 

primi~rer Divisor. 
Ein Produkt yon prim~ren Divisoren heiBe ein Divisor. 
Ein Primideal, welches kein Primdivisor is~, heil~e ein ganzzahliger 

Primmodul. 
Ein primiires Ideal, welches kein Divisor ist, heit~e ein ganzzahliger 

primiirer Modul. 
Ein Produkr yon ganzzaMigen prim~iren Modnln heiBe ein ganz- 

zahliger Modul. 
Es zeigr sich dann: ,,Das zu einem primiiren Divisor gehSrige Prim- 

ideal fist ein Primdivisor." Denn genau wie frither ~ prim~e Modala 
bewiesen ist, kann gezeigt werden, dab jede Form eines prim~en Ideals 
zu seinem Prim.ideal gehSren muB. Wenn das prim~e Ideal ein Divisor, 
so gehSr~ ihm eine Zahl an, diese gehSr~ also auch dem entssprechenden 
Primideal an, dasselbe fist also ein Divisor. 

Umgekeln~ gi l t :  ,rEin zu einem Primdivisor d gehSriges primgres 
Ideal J is~ ein Divisor." Zu d gehSrt ei~e ZaM, die wegen tier 
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menh~len Eigenschas der Pr~m~deale eine Primzahl seln mu$. Dieselbe 
sei p. Wi t  bilden nun die Reihe der Ideale 

J~ = ~-~, ~ = ~, J~ - (~),..., ~ = (p) ,---, 

yon denen jedes das vorhergehende teilt. Nach dem frtiher (l~r. 22) be- 
wiesenen Satze mu~ es eine ZaM k geben, so dab 

J~ = J~+~ = . . .  

Jk ist, wie nach dem schon friiher angewandten SchluSveffahren gezeigt 
wird, eia prim~ires Ideal, dessert Primideal d ist. Bezeichnen wit J~ 
mi~ I ,  so is~ 

I I .  (p) 
Daraus ergibt sich aber 

I = ((I')). 

De nn ist f irgend eine Form yon ((I')), so gibt es eine Zahl g, so dab 

g-  f---- 0 rood. I .  

Da aber g in Faktoren zerf~illt, die entweder relativ prim zu d oder 
Po~enzen yon p sind - -  denn d enth~l~ nur die Multipla der einen Prim- 
zahl~p oder die Einheit, wie aus den Elementen der Zahlentheorie 

I erweisbar .... , andererseits ~ = I war, so folg~ 

f---- 0 rood. I ,  
d. h. in der Tat 

I = ((r)). 

Sei die Mannigfal~igkeit yon d gleich h, so wird auch diejenige yon 
J gleich h sein, und da alle Formen yon J enthalten sind in J1, J~ , ' "  ", 
so wird die Mannigfaltigkeit yon / hSchs~ens -= h. 

Die Formen yon I" werden eine Anzahl yon Gebi!den hSchstens der 
Mannigfaltigkei~ h gemeinsam haben, und diese Gebilde werden sich in 
Gruppen konjugierter Gebilde ~ennen lassen, nach Satz V. S e i f  irgend eine 
ganzzahlige Form, welche jede Gruppe dieser konjugier~en Gebilde enthiilt. 
Alsdann wird nach dem Satze X eine Za.h! n existieren, so dat~ 

p- - - -0  ,nod. I ,  
also, da f ganzzahlig, 

p = o rood. ((/')), 

f* ~ 0 rood. I~ 

somi~, da I primer in bezug auf d, 
f ~ O mod. d~ 

wen,, nich~ I die Gesamthei~ aller Formen bedeutek Verweigern wir 
le~ztere _Annahn~, so miissen wit zugestehen~ dab d Formen ent~h~ilt~ die 
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irreduzible Gebftde yon hiichstens der M~.nnlgfal~igkei~ h gemein hahen. 
Augerdem enf]alilt d noch p, miiBf~ also yon minderer ats der 
t~altigkei~ h sein und dies ist nicht der Fall. Somi~ mug zuges~anden 
werden~ dal~ I die Gesa.mthei~ aller Formea ist. Daher entE41~ wegen 
der Identit~.t J~ = 1, J die Zahl p~, J ist also ein Divisor. 

Das Primideal, das zu einem primKren gan~zahligen Modal gehSr~ 
is~ also eln ganzzahliger Modul nnd vice versa. 

Ist J irgend ein Ideal and seine Darstellung nach Satz XtU als Produl~ 
yon primKren Idealen ausgefahr~, so kSnnen wit nach obigem die pr'rm~ren 
ganzzahligen Moduh in eine Gruppe and die prim~en Divisoren in eine 
andere Gruppe zusammenfassen, so da$ erhalf~.n wird 

J=-- [G, d, It], 
wo G ein ganzzahliger Modul, d ein Divisor is~ und It die friihere Be- 
deuhmg beibehal~ea hat. 

G hat die dutch ((G'))= G ausgedrfickte Eigenschafk G l~igt sich 
n~imlieh zerspal~en in ein Produ]~ prim~rer gan~zahliger Moduln 

= [A, B , . . . ,  e l ,  
und es is~ 

= [((A')), ((C'))], 

weft, wenn eine ganzzahlige Form ~'((A')),-.., ((C')) angehSrt, eine i~ j 
exis~ier~, so dab j/' [_4,-.-, C], also G angehSrt. Andererseits ist f[ir 
primiixe ganzzahlige Modnln ((A')) = A, denn das zu A gehSrige Primideal 
is~ nach friiherem eln gan~zahliger Modal, aus einer Beziehung 

folg~ daher 

Aus J=-[G,  d, It] folg~ 

g-  f - =  0 mod. A 

f = 0 mod. A.  

((x)) = ( (x ) ) .  ((R'))] .  

Nun gibt es elne Zahl g, welche d angehSr~, somit e n t h ~  (d') die 
Einhei~ und bes~eht aus der Gesa~thei~ aUer Formen. Dami~ zeig~ sieh 
schlie$1ieh 

((J')) -=. [G-1 ((it 3)]. 

Die Formen eines ganzzahligen Modals sind a~o de6-1err dilrch ihr~ 
ZugehSrigkeit~ zu einem Modal im urspriinglichen Sinn des Wortes mad 
durch ihre G..-~.h]igkeif. Die Formen eines Divisors haben aber ga.n~ 
andere Eigentfimh'chkeiben. Es erfibrigr noch, dieselben fesCzulegen. 

28. Wir definieren, in A nalo~e mi~ den Festset~ungen der Zahlen- 
~eorie, ein vo//st4/ra//g~ /~stmystem / ~  Ordrmng des/)/~sors d ats eiae 
Gruppe l" yon Fo~mea, dexar~, ~ jede belie~ig ansgew--ahlh~ ~ i g ~  
Form F einer Form der @mppe [" rood. d koagment ist. F wird flit jede~ 

Mathematische Anualen. LX, 



Weft yon R aus einer endl[chen A u~ahl yon Formen bestehen, voraus- 
gese~zt 7 dab I~Ch~ zwei Formen F angehSren dfirfen~ die rood. d kongruen~ 
sind; denn selbst wenn die Basis yon d nur aus der Zahl~ die sie enth~It, 
best~nde~ wiirde ja ein derart~ges Restsystem eine endliche Zabl Glieder 
haben, und die anderen Glieder der Basis k6nnen die be~reffende A~zahl 
nut verringern. Die Ap~aM der Glieder yon F sei als rrDedekindsche 
Funktion des Divisors d f~r die Ordnung /~" bezeichnet und /)d(.~) ge- 
schrieben. Fiir sie gilt 

Satz XIV: ,rDie Dedekindsche Funk~ion eines Divisors ist ein Produkt 
yon Primzahlpo~enzen 

deren Basen yon /~ unabh~ugig shad, und deren Exponenten yon/~ ab- 
~ g e n ,  und zwar sind diese Exponenten fiir genfigend grol~e Werte 
yon /~ Polynome yon/~. Dabei ist zum mindesten eines dieser Polynome 
yore Grade h, wenn die Mannigfaltigkeit yon d gleich h ist, und keines 
is~ yon hSherem G~'ade als h." 

Wir erweisen den Satz dutch Induk~ion. Er ist offenbar richtig, 
wenn die Resultaate yon m unbestimmten Formen yon d eine primitive 
Form der Unbestimmten ist, denn dann gehSrt jede Form einer geniigend 
hohen Ordnung d an. Hat d die Mannigfaltigkeit 0 (oder die Stufe m) 
und ist u irgend eine Form relativ prim zu den Primdivisoren der 
prim~ren Teller yon d, mithin zu d, so haben die Formen yon (d, u) 
kein Gebilde m ~r Stufe miteinander gemein und die Resulh~nte yon m 
seiner Formen mit unbestimmten Koeffizienten liefert eine primitive Form 
derselben. Jede beliebige Form F geniigend hoher Ordnung genfigt also 
einer Kongruenz 

F - ~  qu rood. d. 

Is~ ~ x , ' "  ", F~ ein vollstiindiges Res~system /~r  Ordnung yon d, 
q1,'" ", qk~ ein solehes der Ordnung / ~ -  1, u der Ordnung 1, so ist also 

F x -~ qxu rood. d, 

too& d, 

j is~ -~ s Denn einerseits ist keines der ~u einem der auderen qu mod.d 
koagrue t  weil ja aus 

0 mo l. # 

folgen wRrde~ da u relativ p~m zu d~ 

aud diase Ko~graenz widerspricht der De~Vion eines volls~udigen Rest- 
~y~ema A-~ersei~ kaun nich~ zu zwei rood. d i~kongruenten Formen F 
dasselbe ~/gehSrem Somit ~r Anzaht der Glieder eines vollst~digen 
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Resfays~ems/~ Ordnung yon d ~ genfigend hollo Werie yon R kon- 
stant, wenn die St~_fe yon d gleich m is~. 

Sei nun die Richtigkeit yon Sa~z XtV angenommen, wenn die Sixffe 
yon d gleich k ist, und erschh'ei~en wir daraus seine Rich~igkeit ffix die 
Shnfenzahl k -  1. Es sei wieder eine zu d relatdv prime !ineare Form 
gewi i~  und das vollstibadige Restsystem / ~  Ordnung yon (d~ u) be- 
trachtet. 

Dasselbe sei Cx, - - . ,  ~ .  Das volls~ndige Restaystzm /t9 ~ 0rdmmg 
yon d sei E~,---, F , ,  das ( R - - l )  t~ Ordnung q~, . . . ,  q,. Es ist d~n 
f~ jeden Index i 

~- % rood. (d~ u) 
oder 

1~, =_ % + q#  too& d. 

Der Definition yon ~ , . - . ,  r nach ist ftir versckiedene Indizes i, i x r 
immer inkong'ruen~ mod. (d, u). Eine Kongruenz 

% + q~u--%, + q~u too& d 

fahr~ also zu j :j~ und 

d .h .  
( ~ - ~ ) u  ~ 0 rood d 

q~- -~ .  

Somit; is~ die Anzahl a der F~ gleich der Anzakl alle:r Sys~eme yon ~ und 
q,,'d.h. = b . c .  a ist aber =Dd(/~)  tmd c :  D d ( R - - l ) ;  b is~ = D(d,u)(J~), 
also fiir genfigend groBe /~ nach der gemach~en Annahme, da ja (d, u) 
eine um 1 hShere Shire als d ha~ darstellbar in dex Gestal~ 

21 ~, �9 p2~ �9 . . p - ~  

wo Pl, "" ", i0~ verschiedene Primzahlen, oh, - . - ,  a~ Polynome yon/~ sin& 
Aus der Beziehung 

folgr daher 
Dd(.R)  ----- p~a, . p A~ . . .  p,a,, ,  c, 

wo die 2 t l , . . . ,  A,, Polynome yon /~ sind, deren Grad nm 1 hSher is~ 
als der der enksprechenden Polynome a l , . . . ,  a,,, and w o e  eine ganze 
yon R u n a b ~ g e  Zahl is~. Dami~ is~ Sa~ ~ V  voUs t~ ig  erwiesea~ 

29. Die Dede]ri~dsche Funktion .Dd(.B) eines Divisors d hat die 
Eigenscha~ da~ eine m~t ibr mul~plizierbe g~nzT.~hlige Form F _/~ Ord- 
nung dem Divisor d angehGrte. ][s~. ua, ---~ r eine Basis yon'd,  27 oi~e 
Form / ~  Ordnung mig lau~r unhestimmten K o e ~ , e n  .y,~ ~ u l  
PI, :" ", P~ Forman mi~ lauter , , b ~ i m m t e n  K o ~ e n h m  $,, and i~  

/~=~u,  + - - -  +~%, 5" 
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so sind damit die y~ als ganzzahlige homogene ]ineare Funktionen der z~ 
de6~iert. D a d  ein Divisor ist, so ist es mSglich, wenn die y~ irgendwie 
gegeben sind, zugehiirige z~ aus obigen Beziehungen zu berechnen. Be- 
schr~inken wit aber die z~ auf ganzzahlige Warte, so werden die y~ nicht 
belieb~kje ganzzahlige Wer~e sein kSnnen, sondern sie werden gewissen Be- 
dlngungen geniigen miissen. Ein Gesetz~ welches in bezug auf derartige 
Beziehungen s~att hat, ist yon Stephen Smith and Frobenius entdeckt 
worden, und hat in seiner weReren Ausgest~ltung zu der fruch~baren 
Theorie der , ,E lementar te f l er"  A,1at~ gegeben. Dies Gesetz besagt folgendes: 
Sind 11, l~, . - . ,  l~ eine Reihe ganzzahliger linearer Formen yon Unbe- 
stimmten z~ und ist die Zahl der Unbestimmten grSl~er als n, so is~ die 
An~a]~l _N der Systeme l- ganzer Zah]en 

(u1,1,---, y,,1), (y~,~,-.-, y~ ) , . - - ,  (y~,~,.-., y,,~), 
yon der Art, dab keines der Systeme yon Gleichungen 

y ~ , ~ - y ~ , ~  = l~, y ~ , , - y ~ , ~  = z~, . . . ,  y . , , - y . , ~  = 1,, 

fiir verschiedene Indizes i , j  eine L~istmg besRz L wohl abet jedes System 

a l - - y l ,  ~ ~- l l ,  eq - -y~ ,~  ~-- l~, . . . ,  
wo a l , . . . ,  an beliebig gegebene ganze Zahlen, ffir einen der A r Indizes 
h ~ 1 - - .  /Y ~ diese Zahl ist genau gleich dem gr~iBten gemeinsamen 
Teiler der Determinan~en der yon den Koeffizienten der l~ gebfldeten 
~:Matrix. ~ Die Unterdeterminan:ten jener Matrix haben eine Serie ge- 
meinsamer Teller, deren Verh~ilimisse die ,,Elementarteiler" bes/~immen. 
Man kann alle betreffenden S~tze wolff am bes~en an der Hand der 
, ,Nomalfom" studieren, die Frobenius fiir (]as System der /1 , . . . ,  l~ auf- 
steUk Er ersetzt einerseits die z i durch ein System yon n ganzzahlig 
linear mit itmen ~erbundenen Variablen z/~ derart~ dab der grSl~le ge- 
meinsame Teiler aller Transformationsdeterminanten 1 ist; und andrer- 
seits fiihr~ er denselben Proze~ auf die /1,- .- ,  l~ aus, danach erh~ilt er 
die ~ransformierten l~, die wir l/ schreiben wollen, ausgedrfickt; in den z~ 
in dieser Weise 

l~" ~ e ~ z ~  , l~" ~ -  e ~ e ~  , l~ = e ~ e ~ e ~ z ~  , . � 9  1 ,  = e~e~  . . . e , z .  , 

wo e~, . . . ,  e~ gauze Zahlen sind. Ffir den Beweis dieses Satzes set die 
klassische Abhandlung yon Frobenius in Crelles Jounal 86 und 88 (Uber 
Kueare Formen) kom~ul~ier~. 

Jedem beliebigen System yon ~-,mzzahligen Werten der z /und  l~' en~- 
syrechen infQlge der Fesk~e~ung fiber die Transformafionsde~ea,minante 
~ z ~ l i g e  Wer~e der z~ und ~, wie auch umgekehr~. Danach sind die 
Bedingtmgen,, unter denen dine Serie yon Gleichungen 

z ~ = ~ ,  ~,~u~, . . . .  , ~ . = ~ .  
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ganzzahlige Liisungen hat, genau angegeben durch 

/ 1 ' - - 0 r o o d .  e l ,  e e:, 

wo die li' gewisse ganzzahlig umkehrbare lineare Formen der li sin& Ist~ 
a t , . - . ,  a~ ein System unbestimmter ganzer Zahlen~ so isg el . . . e  ~ = g  
die kleinste gauze Zahl, f'tir die das Oleichungssystem 1 i ~ - g . a i  eine ganz- 
zahlige Liisung-hat. e l"e2~-l . . .e~ ist die friiher 7~ genan~te Zahl. 

Ubertragen wir die S~tze yon Frobenius auf die dutch die Oleichung 

. F =  plu i + - - .  + p~,u~, 

vermittelte Beziehung zwischen den Yr and zi, so zeig~ sieh, dag fiir die 
ZaMen ei des Systems dieser linearen Formen der z~ die Beziehung gilt 

ele  . . .  = 

wo g(R) die kleinste ganze Zahl, Ftir welche bet beliebiger ganzzahliger 
Form / ~  Ordmmg 2'  

g(/~) - F ~ 0 rood. d. 
Ferner isi~ 

- .  = . a ( R ) .  

Ist d ein Primdivisor, p die in d enthalhme Primzahl, so ist g(/~)-----~. 
Mithin ist nut  e/ner der d entsprechenden Elementarteiler = p,  die fibrigen 
sind s~mtlich = 1. D d ( R )  ist eine Potenz yon p ,  derea Exponent 
genfigend hohe Werte yon /~, nach Satz XIV, ein Polynom isk Dieser 
Exponent gibt nach der zweiteu der obigea Beziehungen den Index des 
Elementar~eilers an, der -----p isk Ist d" ein prim~rer Divisor, so ist die 
kleinste ganze Zahl g, fiir die 

g .  ~' ~ 0 rood. d,  

wo 2 '  irgead eine Form, eine Potenz p~ einer Primzahl. Mithia ist aus 

e l  . . .  

jeder der Elemen~r~eiler eine Po~enz yon p und auch Dd ' ( /~  eine Po- 
tenz yon p. 

Man kann aus den S~tzen yon Frobenins noch weitere Folgerungen 
ziehen. Ist d ein beliebiger Divisor, / /  eine bestSmamt~ gauze Zah], so 
lassen sich die Formen / ~  Ordnung yon d in die Gestalt bringen 

elutfl + ele~u~f~ + . . .  + et...e~,u,J,,, 

wenn ul, . . . ,  u,~ beliebige ganze Zahten, fl, "" ", f~ ein passend besfimmtes 
FundamenCalsystem aller ganzzahligen F o r m e n / ~  Ordntmg , e l , . . .  , e~ die 
wie oben (lurch die Elementar~eiler bestimm~en Zahten sin& Obiges isr 
in dot Ta~ nut eine Sehreibweise der Normalform yon Frobemas, fiir d ~  
vorliegenden Fall zur hnwen&mg gebrachk Nun is~ g = e ~  ~.-e~ die 
kleins~e ganze Zahl, mi~ welcher mul~iplizier~ aUe ganzzahligen~ Formeli 
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/~"  Ordnung d angehSren, und diese Zahl ist yon R unabhiinglg, g ist 
bestimmbar als kleinste d angehSrige Zahl. Aus der Beziehung e l . . -e  . = g 
gehl hervor, dab nut eine endliche Zahl der e i yon 1 verschieden shad. 
Seien diese yon 1 verschiedenen Zahlen e~ E1 ,~2 , . . . ,E~  genannt. Es 
ist &mn 

g = . .  �9 

Die Indizes der yon 1 versehiedenen e~ lassen sieh chnn immer, fiir ge- 
niigend groBe Werte yon /~, als Polynome yon R erweisen. Es is~ 
E4mlieh die Dars~ellung der Formen /~"  Ordnung des Divisors, der aus 
allen Formen bes~eh~, die mit5 / i~E~.. .  ~_~  mul~iplizierr zu d geh'6ren 

u a f  ~ + u~f~ -k " " "4- u,,f~ A- .E,(u~+If~+, 4 - "  . . f .u, , f , ,) ,  

denn diese mid nut diese haben die angegebene Eigensehafr Der Index E, 
in diesem Divisor ist; h-1-1, mithin is~ 

h also ffir geniigend g'roBe Werte yon R ,  nach Satz XIV, ein Polynom 
yon R. Ebenso is~ die Darstellung der F o r m e n / ~  Ordnung des Divisors 

ulf  + . . .  + + E _ I  (u +lf +l + . . 3  +  E_I + . . . +  f.). 

Seine Dedekindsche Funk~ion is~ 

also ist auch der Index k yon E~_ 1 ein Polynom yon /~. Uncl so kann 
man weiterschlieBen. 

30. Satz XV. ,Sind dl, d~ zwei'beliebige Divisoren, so gil~ fiir jeden 
Wert yon R 

D [c~, da] . .D (d~, d~) = Dc~ . .Dd~." 

Um dies zu erweisen, stellen wir vollst~ndige Restsysteme R ~ Oral- 
hung f'tir d 1 und d~ in folgender Weise her. 

Shad A mad B zwei F o r m e n / ~  Ordnung dieses vollstKndigen Rest- 
systems far da, so ist 

A -  B nicht -~ 0(all). 

Sollen A uud B auch zu einem volls~digen Restsys~em ftir (dl, d~) ge. 
hSreab so daxf aueh nichl A -- B = 0 (da, d~) sein. Sicher wird es Formen 
gebea, deren-Differenz wold zu (dl, d~), abet nichl zu (d~) gehiirk Sind 
A mad 33 zwei solche Formen, so w;zd es mSglich seln, A - - B  als 
~ m m e  C-f-1) zweier Formeal her~sf~llen, yon denen die ers~ di, die 
z w ~  ~ angehSr~ B kann man nun in seinen Eigenschaften modulo d 1 
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dureh B'  ~ - B  q - C  ersetzen, da C--= 0 rood. d a. Tun wit  dies, so wird, 
wegen A -  B =  C -}-/), A -  B '  = D d~ angehSren. 

Denken wir uns nun ein vollst;ittdiges Restsystem I" yon Formen 
/ ~ "  Ordnung ftir d 1 hingeschrieben. Ist F irgend eine Form, so wird I" 
eiue Form A enthalten, yon der Art, da$ F-- - -A rood. d 1. Dann is~ auch 
F ~ A rood. (dl, d2). Mithin werden die Formen yon I" mehr als geniigen, 
ein Restsystem yon (dl, ~ )  zu bilden. Greifen wir aus I- diejenigen 
al, . - - ,  a h heraus, welche ein vollstii.ndiges Restsystem yon (da, d2) bilden. 
Ist B irgend eine Form yon !', die nicht gleich einem der a~, so ist ffir 
irgend einen Index i 

a, - -  JB ~ 0 rood. ( 4 ,  d~), 

denn sons~ wfirden die a i kein vollst~ndiges Restsystem ffir (d,, d~) bilden. 
Ersetzen wit  B dutch B ' =  B "-b C in der Weise, wie vorhin angegeben, 
so dat~ a~ - -  B '  -~ 0 rood. d 2 und C ~- 0 rood. all, und nennen wir (a i -- B ' )  
b.~, so ist a i q-b~ ein Glied yon F. Wenn dies ftir irgend einen Index i 
tier Fall ist, so mug es auch der Fall sein flit jeden Index i. %.-{-b 2 
kann n~imlich nieht ~ a i -]-b.~ rood. d i sein, da ar nich$ -----a~ rood. dl, und 
auch nich~ _~a~, cl~ a j - - a ~  nicht ~ 0 m o d .  (d~,d~). I- besteh$ somit zum 
mindesten aus den Formen a i u n d  a~ Jr-b~. Es sei B eine Form yon I', 
die nieht unter den eben genarmten enthalt~en ist. Alsd~nn verfahren wit  
genau wie oben und finden damit, daft B sich ersetzen 1~5 durch a~.4-ba, 

wo b a --~ 0 rood. d~ und i irgend ein bestimmt~r Index. Man lt-znn nun 
wieder zeigen, da$ a~-4-b~ fiir jeden Index i !- angehSren mug. Dann 
einerseits kann a~ + b s nich~ ~- a~ Jr ba rood. d~ sein, weft a~ nieht = % 
rood. d~, noch a~ + b 3 ~ % oder ar + b, rood. d~, da a~ - -  ar ja aueh nich~ 
- -  o rood. (4,  
stalt bringen 1Kl3t 

Ebenso l ~ t  
bringen 

wo die ci dem Modul d 1 
Ich behaupte nun, 

setzt wird~ dsl~ die h. k- 

So fortfahrend erschlieflen wit, dab f" sich in die Ge- 

eti, a 1 2c b2, - - - ,  a 1 -{- b~ 

a2, as + b~, - . . ,  a2 + b~ 

ah, ah -b b~ , - . . ,  a A + bk. 

sioh das vollst;4ndige Restsys~em yon d~ in die Gestalt 

an, al + cs, " �9 ", a l  + ez 

as, as + c~ , . . . ,  a s + c a 

ah, a h + c2, ' '  ", at -b ca, 

angehSre~ 
wenn noeh der Kfirze halber b 1 ~ O, e~ ~ 0 g~. 
l Formen 
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ein volls~adiges Restsysbem f i r  [dl, d~] ausmachen. 
Keine zwei dieser Formen sind rood. [dl, d~] kongruenk 

folg~ 

also 

a, + b + ~ - ~ , ,  +b + ~.. ~.oa. [~,, 4 ]  

a, - a,, moa. (d~, d~), 

i-.~i" 

Dena aus 

also 

mid 

ebenso 

c~ ~- c~, mod. (d2) , 

a~ + e. --=-a~ + e., rood. (d~) 

n ~ n .  

j = . j ' .  

Ist F 
derart, da~ 

-cLad Indi~es 

so dab 

Dann ist 

und 

eine beliebige Form, so "lassen sich Indizes i, j tinden, 

F - -  a , - -  b~ ~ O mod. d 1 

i ,  n, 

_F-- ae -- c, ~ O mod. d 2. 

_F--a~--b~--c,~ ~ 0 rood. d~ 

F - -  a i ,  - -  b j  - -  c,, = 0 mot  d,. 

Sat~z XV i~olgedessen edden~. 
.DdD D d  z Teller siad 
~on D ~ .  

Dutch Sub~raktion komm~, wie leich~ ersichflich, 

,~ , -  ~,, = o moa. (~,  4 ) ,  

sorer i ~ i ' .  2 ' -  a i --  b~ --  % geh5rt also sowohl d 1 wie d~, d. h. [dl, d~] 
an. F war aber eino beliebig zu W~itLlende Form /~ r  Ordnung. 

Das System ai + b~ + c, ist danach in der Tat ein vollsgindiges Resb 
system / ~  Ordnung flit [dl, d~]. 

Nun ist 

Dd i ~ h k ,  

Dd~ ~ h l ,  

Es zcig~ sich fiberdies, da~ D(dl ,  d~)~ 
yon D[dx, ~] ,  mid da~ D(d~, d~) ein Tefler ist 
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31. Sa~z XVI. ,Is~ M eia gan~zaMiger ~odul, so lassen sich seino 
Formen / ~  Ordnang darsb~llen in der Gest;al~ 

~ f~ + . . . + % s  
wo u l , . . . ,  u~ beriebige ganze Zahlen und f l , ' "  ", f, geeignet~ ausgew~kl~e 
ganzzahlige Formen sin& Dabei is~ n = ~(/~) -- HM(/~), mid es is~ mSg- 
rich, h = H M ( . R )  ga~zzahlige Formen 

f , §  �9 --, f .§ 
anzugeben, die mi~ f l , ' "  ", f, ein Fundamen~alsystem a~er ganzzahligen 
Formen /~ r  Ordnung bilden, u 

Is~ F a , . . . ,  F~+a irgead ein beliebiges Fundamentalsys~em aller ganz- 
zahligen Formen R ~er 0rdnung, z. B. das System der Po~enzprodu~e der 
Variablen, so kann man die Form 

F =  v iF1 + ' "  + %+~F.+h 
den h Bedingungen unterwerfen, M anzugehiiren, mid so h ]~,eare homo- 
gene gauzzahlige Gleichungen fiir die v 1,- . . ,  v.+a herstellen. Seien die- 
selben et;wa 

t~-o ,  . . . ,  l~= o. 
Haben die De~erminanf~n der yon ~l,'" ", l~ gebilde~en Ma~ix einen ge- 
meinsamen Teiler, und is~ p ein PrimzaM~eilex dessetben, so ke.n_- man 
in der Algebra modulo p nichtverschwindende Zahlen wl , - - - ,  w~ be- 
s~immen, derar~, dal~ idenlisch w i l  1 + �9 �9 �9 + w~l,, . ~  0 mod.p. Is~ in dieser 
Beziehung w~ eine yon 0 verschiedene Zahl, so kann man das System 

~, ~, . - . ,  ~ 
ersetzen dutch das andere 

~(w1~, + . . . + ~ A ) ,  ~, . - . ,  ~, 

das auch gan~ahlig und dem ers~eren iktuivalen~ is~. ttaben die De~r- 
minan~en der yon diesen Linearformen gebildeien Matrix noch einen ge- 
meinsamen Teiler, so ist er jedenfalls kleiner als der des ers~en Systems. 
So kann man forffahren, bis schlieltlich ein System ganzzahliger Formen 
der v~ 

L.+, ..-, L~§ 
erhal~en wird, die gleich 0 gesetzt, dieselben Bedingungen aussagen wie 
die Oleichungen l~ ~-0, -- . ,  l~-~ 0 und deren Mat;fix keinen gemeinsamen 
Teller mehr en~h~il~. Nun w ~ e n  ~ir irgend eia System ~ a r  
Linearformen der v~: L1 , . - . ,  L~, so daii die De~erminau~e der L~ gleieh I 
isk Dies is~ nach den Element~n der Zahlen~tmorie mSglich. Alsdan~ 
best~lmen sich die f l , ' "  ", f~+~ aus der Iden t i~  
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e benfa~s als Fundamentalsystem der Formen / ~  Ordnung, da ja die 
Transformatio~sde~ermina~ate der fl, "", f~+~ in bezug auf die F1, ..-, F~+~ 
gleich 1 sein mul~. Die Gestalt der letz~eren Beziehung erweis~ die Be- 
hauptung. 

32. Satz XVII. ,rIs~ M ein ganzzahliger Modul der Stufe m -  1 
und f eine belJebig vorgegebene Form, so gib~ es eine ganzzahlige Form F 
der Koeffizien~en yon f ,  deren Ordnung gleich "tier Hilbertschen Funktion 
yon M i s t  und die /~ur verschwindet, wenn f nicht relativ prim zu M. 
Ist f relativ prim zu M, so is~ (M,'f) ein Divisor, und es gilt 

D ( M ,  f )  F 

gentigend groBe Wer~e yon/~." 
Es sei h die Hilber~sche FunkCion yon M, k die Ordnung yon 2" 

und /~ so groi~ gew~hlt, dab der Were yon H M ( t ~ - - k ) ~  h is~. Stellen 
wit uns dann ein Fundamentalsystem der Ordnungen R und R - - k  yon M 
in der Weise her, wie es Satz XVI vorsehreibt. 

Die FnnWdonen 2"~+1,"" "~ 2".+~ seien ftir die Ordnung/~ a i , . . . ,  ah, 
F~r die Ordnung /~--k b l , . . . ,  bl,. 

Die Formen R ~ Ordnung yon (M, 17) erscheinen in der Gestalt 
ul fl + " "  + us f~ "~ Pt, wo p eine ganzzah]ige Form der Ordnung R - -  k. 
p f  is~ modulo M einer linearen Form der ai,. �9 a,, kongruent 

.p. f ~ Ala i + . . .  + A~a~ rood. M, 
wo die A1,- . . ,  A~ yon den Koeffizienten yon 2 und f linear abhingen. 

is~ einer linearen Form der hi , - - . ,  b~ kongruent 

p - -  B bi + . . . + m o d .  M .  

Die A~ stud also gewisse angebbare ganzzahlige lineare Formen der B~. 
Nach den S~itzen yon Frobenius-Smith en~h~41~ das volls~indige Res~system 
tier Linearformen A~, wenn die B~ irgendwelche ganzzahiige Wer~e an- 
nehmen, eine Anzahl Glieder, die durch den Wer~ der Determlnante der 
A~ angegeben wit& Dieselbe is~ eine ganzzah]ige Form der Koeffizienten 
yon f tier Ordnung h and nur dami gleich 0, wenn die A1,-- -, A~ l~near- 
dependent sind, (M~ f) also kein Divisor isk Damit ist die Behauptung 
vollst~dig erwiesen. 

Die Form 2" der Koeffizien~en yon f hat folgende Eigenschaf~en. 
Es is~ ident~sah 

2 " .  r - -  .+. . . . + p u,, + 

ttier bedeuh~ ~ ,  : . . ,  u~ ei~e Basis yon M; p, .Pl,'" ", P~, ganzzab];ge 
Formea der x~,--.,  x~ wie der UnbesCimm~en yon f ,  r eine beliebig ge- 
gebene ~ i g e  Form, deren Ordnung geniige~! groI~ iss Es ist dies 
ei~e unmit~lbare Folge der Dam~barkei~; yon 2" a]s I)eh~rminanb. Die 
Form /7 ist pr~mitiv. W~xe dies aicl~ s  Fall, so wiirde /7' in der 
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Algebra modulo einer Primz~h] 19 vm~ehwinden, die .A1,. .- ,  Aa w~rden 
in dieser Algebra linear-dependen~ sein mid die Formen yon (31/, f) hRf~en, 
was aueh f sei, in der Algebra modulo t9 einen Punkt gemein. Die 
Formen yon M hiitten also in der Algebra modulo /9 Gebilde gemein, 
deren Stufe hSchstens m -  2 wiire, wiiren also teilbar dutch Divisoren 
der Stttfe n ~ -  2, was gegen die u verstSBt, dab M ein ga~-  
zahliger Modul der Stufe m -  1 seirt soil. 

Es ist ferner 

d. h. das einem Produk~e zweier Formen enbpreehende ~' isl das Produkt 
der den beiden Formen beziehungsweise entspreehenden ~'. Setzen wir 
nRmlieh et;wa 

/9~zx " 4 . +  " " J r  r  mod. M, 

we all,.--, d a die f l , ' "  ", fader  Ordnung yon p, ferner in analoger Weise 

p , g - ~ A l a l  - } - ' "Jr  An- a~ rood. M 

/9. f - -  + . . .  ba moa. il/ 
p . f . g-~ C~ cl + . . . +  Ca" ca rood. M, 

so sind die A a , . . . , A  k gewisse lineaxe Fomen der Unbes~immten yon g 
trod der zi, die JB1, . . . ,  33 a solehe der Unbestlimmten yon f u n d  der z~, 
die C1,.-., Ca solehe der Unbeskimmten yon f, g and der z~. Nun ist die 
Determinan~e der let~teren in bezug auf die z~ teilbar dureh die Deter- 
minaat~ der A1, . - . ,  A~ wie B1 , . . . ,  Ba in bezug auf die z~, weft die 
Q , . . . ,  C~ aueh als ganze lineare Formen der A I , . . . ,  A,  wie B~,--. ,  B, 
darstellbar sind. Die Behaupguag isg darer evident. 

33. Eine andere Folge des Sa~zes XVI isg der folgende 
Satz XVIII. ,,Ist M ein ~.nzzahliger Modal, n e i n e  ganze Zatd, 

so isg 
= 

Demi stellt man die Fomelt / ~  Ordntmg in tier Weise d at, wie es 
Sa~z XVI Ms mSghch erweist, so zeigt sich, dab eine behebige gmaz- 
~.hlige Fern  rood. (M, n) einer Form der Gestalt 

-lf  + - - -  
kongment ist, we die u~ unabhrmgig voneinander die Wert~ 1 , . . - ,  n 
durehlaufen mad k = HM(R)  isk Diese Formen siad abet iakongruent 
rood. (M, n), die Behauptung also klar. 

Es isg d~oh Sat~ X V m  die MSgliehkefl; gegebea, ~ t ~  iiber 
Dedekindsehe Funktionen sogloieh i~ solehe iibev K i t ~ e  F n ~ a e ~  
~ g e r  goduln ~ umg.uwande~ 
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34. Die Sys~eme yon Formen 

welche durch PHmideale h t~r S~ufe, aber nicht durch solche niederer Stufe 
teilbar sind~ bilden Ideale, welche dutch ebenso merkwtirdige Eigenschaften 
ausgezeichnet sind wie die Moduln solcher Systeme. Es gi]t~ 

Sa tz  Yr~7. ,,Is~ das Ideal 

(us,-"-, u,) 
nieht dutch Primideale niederer als h ~ S~ufe ~eflbar, und is~ h < m, so 
is~ identiseh 

(~,.-., ~,)= [Q~,--., Q~, 4 , - . . ,  @, 
wo die Q~ mad d~ primiire ganzzahlige Moduln und Divisoren h ~ Stufe sin& 

,fist h = m, so ist 

(~,--., ~)= [as,---, aj, ~], 
wo a l l , - - - ,  dj 1)timbre Divisoren sind und r den Inbegriff der ganzzah!igen 
Formen bedeu~e~, die apolar zu ~(u~, . . . ,  u~) oder yon h(iherer Ordnung 
als ~2 sin& Die Dedekindsehe Funktion eines solchen Ideals ( u s , . . . ,  u~) 
ist dem absoluten Wer~e der Resul~an~e yon u~,- - - ,  ua gleich und zwar 
ftir jeden Wer~ yon/~,  der grSSer is~ als ax + . - .  + a , , - - m ,  wenn ai die 
Ordnung yon u~ bezeiehnet." 

Zuniiehst leit~n wit einen Hilfssatz ab. Das Ideal (ux , . - - ,  ua) hat 
unendlieh viele Basen, wenn h > 1. Zum Beispiel hat (u~, u~) die Basis 
u~, u~ + .pu ,  wenn die Ordnung yon u~ griiSer als diejenige yon u s oder 
ibr mindesh~ns gleich is~ und p irgend eine Form ist, deren Ordnaug die 
Differenz der Ordnungen yon u~ und u~. Wi t  werden nun zeigen, da$ 
(u~, . . - ,  ua) eine Basis hat 

derar~, 
vl, v~, - . - ,  v~,_l, v~ 

Vl~ " "  ":P ~h--1 

die Basis eines ganzzahligen Moduls bilden. 
Beweisan wir dies zun~chs~ fiir h = 2. Ist eine der belden Formen 

ul, u~ primitiv, so ist die Richggkei~ der Behaup~ung klar, denn man 
brauehte nur diese primitive Form = v z zu setzen, tun die Forderung zu 
erfiillen- Sind beide imprimitiv und hat u S keine kleinere Ordnung als ul, 
so muB unter den Vorausse~zungen des Satzes XIX eine der Formen 

p~mi~iv sei~ u~ und u~ kSnnen n~mtich nich~ beido dutch dieselbe Prim- 
~ h l  ~ l b a r  sein, da sons~ ihr Ideal die St~tfe 1 ~ Die gemeinsamen 
T_efler der Koeff~ente~ yon u~ und u~ sind da~er rela~v prim zue'maudex, 
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Die Koefiizienten yon u s - 4 - pu  1 sind somit lineare nichi homogene 
ganzzahhge Formen der Koefiizienten yon 2,  und diese haben als Formen 
nicht einen gemeinsamen Teller. Sie shad nicht ftir irgend ein Wert- 
system der Koeffizienten yon p Null. Man kann daher den letzteren 
solche Werte erteLlen, dab die betreffenden Linearformen keinen gemein- 
samen Tefler haben. Nachdem dies geschehen, ist  u s ~ - f l u  x eine primitive 
Form, die Basis 

vl = u~ -[- p u l ,  v2 = ul 

erftillt daher die Forderung des tIiffssatzes. Derselbe ist also bewiesen, 
wenn h = 2. 

Beweisen wit den tIilfssatz durch Induktion. Sei die Rich~igkeit des 
Satzes angenommen f'tir den Weft h -  1. Is~; u~ eine Form~ deren Ord- 
nung nich~ grSl~er ist als die einer der anderen u~, so bestimmen wit 
Formen 

Vl~ �9 �9 "~ V h _ 2 ~  W~ 

deren Ideal dem yon u l , - ' - ,  ua_, ~quivalent ist, und so, dab v l , . . - ,  va_ 2 
einen ganzzahligen Modul bilden. AIsdann suchen wir p so zu bestimmen, 
da~ v l , - . - ,  v~_.~, w +1oua einen ganzzahligen Modul bflden. Dies ist 
unter den u des Satzes XIX immer mSglich r ~ - p u a  wird 
nicht eines der irreduziblen den v , , . . . ,  vh_ ~ gemeinsamen Gebilde C 1 , . . . ,  C~ 

enthalten. Bilden wit die Reihenfolge der Gleichungen, welche die Koef- 
fizientea einer unbestimmten Form f derselben 0r&uung wie w erfiillen 
miissen, damit sie eines der C~ enthalten, und ersetzen die Koeffizienten 
yon f dutch diejenigen yon w ~ -pua ,  so sind dieselben also durch kein 
Wer~syslem der unbestimmten Koefiizienten yon p iden~isch zu befriedigen, 
auch kSnnen sie keinen yon den Unbes~immten unabb~gigen gemein- 
samen TeLler haben, da sonst modulo desselben das Ideal u l , - . . ,  u h die 
Stufe h -  2 h~tte. Mithin kann man diesen Unbestimmten Werte ertei]en~ 
dab w -~ pu~ modulo keiner Primzahl eines der C1, '-  -, Ch enth~ilt. Dieses 
w ~-pu  k setzen w i t  = v k _ l ,  u~-~  v~,. Das Ideal v , , . . . , v  a_,  muB dann 
ein ganzzahliger Modul sein, da der Sclmitt yon v l , - - . ,  va_~ modulo jeder 
Primv~hl relativ prim zu %_,. Der Hilfssatz ist somit erwiesen. 

Sei zuni~hst h = m. 
Wit  ersetzen u~,- - - ,  u~ clurch ein ihm ha Sinue des D';ffssa~es 

~quivalentes System v~ , . . - ,  v,~, wobei v,~ = u ~  die Form kleinster Oral- 
hung des Systems. I)a v~ , . . . ,  v,~_~ ein ganzzahliger Modul, v~,--- , 'v~ 
ein Divisor, so ist die Dedeldndsehe F n ~ i o n  des .Ideals (u~,- . - ,  u~) 
gleich einer bestimmten primitiven Form F der Koeffizienh~n yon u~. 
Dabei ist die Ordnung yon E gleieh der HLlber~schen FnMddon yon 
( v l , . . . ,  v=_~). Nun kann man aber'nachweisen, dab die Dedekindsche 
Funktion eines Divisors yon m Formen irgemiwelcher Ar t  



78 E. L x s ~  

geufigend groge Werte 
Formen ~eilbar sein mu$. 
unbestimmten Koeftizienten 
w ~  ..-~ w~, ist 

yon R immer dutch die Resultaute dieser 
Sind ngmlich w~,- - . ,  w~ Formen mit lauter 

y~, sind a~ , - - . ,  a s die Ordnungen yon 

/ i t>a~ + . - -  + a~--  m 

und ist eine unbestEmm~e Form /t  u~ Ordnu~g f in der Geslalt 

angesetzt~ we die Koefiizienten der p~ Unbes~immte r so k6nnen die z~ 
obiger Beziehang gem,S bei beliebig gegebenem f immer bestimmt werden~ 
we]m Res (Wl, --- ,  w~,) ={= 0, sonst aber nicht. 

Daraus folgt dauu, da$ bei unbes~imm~en y~ die De~erminanten ~ (/~)~r 
Ordnung des aus den Koeffizienten yon Tlwl  "k " "  "k p, ,w~, die ja Linear- 
formen der z~ sind, gebildeten Systems teilbar sein miissen dutch 

Res (w,- - - ,  w~). 
Diese Determinanten haben daher ftir unbestimm~e y~, also erst recht fiir 
bestimmt gegebene Werte der y~ zum mindesten den gemeinsamen Teller 

Res (w,- - - ,  ~). 
1)(w, . - - ,  w~) (n) mu~ dabe~ immer durCh aes (w~, . . . ,  w~) tea- 

bar se~ wenn 
~ > a ~  + . . .  + a,~--m. 

]E~edeuten nun aI~-..~ a~ die Ordnungen der ul~ . - .  ~ ~ beziebungs- 
weise vl~---,  vm, so folg~ dat~ fiir geniigend groJ~e Werte yon /~ die 
obengenannte Form F der Koeffizienten yon u~ ~eilbar sein mu$ dutch 
Res (v~ . . . ,  vr~_~ , u~). Abet die lelztere ist yon derselben Ordnung~ 
n~m]ich eh "'" a,~_~, wie F. Auch war E grimitiv; also ist 

F =  ~: Res (v~,.--, v~_~, u~). 
Man kann auch den Wer~ yon /~, yon dem ab diese Gleichung gilt~ 

ganz genau bestimmen. In der Ableihmg yon Satz XVII war der Weft 
yon '/~ so gro$ gewghlt, dat~ der Wer~ yon H M ( R - - ' k )  ~ h isf~ Hier- 
ffir geniig~ es~ im vorliegenden Falle nach Satz I I /~  > a~ + - - .  -b a~ -- m 
ZUo w~hlen, denn dann ist die Gleichung 

H ( ~ , - - - ,  ~ . _ ~ ) ( ~ -  a . )  = H ( , , . . - ,  ~.._~) (~) 

immer befriedigr Die obige Gleichtmg gilt somii s alle Werte 

/~>a~ + - - -  + % -  ~. 

Dies beweist d~,  leCz~en Teit des Sa~zes XIX. 



Zur Theorle der ~foduln mid Ideale. 79 

35. Stellen wit  nun ( u i , . . . ,  u,a ) in der Weise des Satzes X.[II ~ar 
@,.-., 

Wit  werden dann zeigen, da$ jede Form 2 ' / ~  Ordnung, wo 

l:l > al + . . . + a ~ - -  m , 

welche zu a l l , . . - ,  d~ geh~ir~, zum Ideal ( u l , . . . ,  u~) gehSren mull. Dies 
ist richtig, wenn m ~ 2 und eine der beiden Formen eine primitive 
Lineafform ist. Denn dann ist (u~, us) identisch mit ( R - x  ~, l), wo 1 die 
primitive Linearform, /~ die Resultante yon u~ mit l, x eine Variable, 
deren Determinante mit l die Ehrheit ergib~. Die primiiren Divisoren 
dieser Ideale sind daher yon der Gestalt 

wo p die verschiedenen PrimzaMen, welehe in /~ aufgehen, durehl~uft 
und io ~ die hSchste in /~ aufgehende Potenz yon p ist. Also mull eine 
Form [; die all diesen prim~rea Divisoren angehSr~ und yon der Ordnung 
n" ist, die (~esfalt 

t ~ . g + l . g "  

haben, wo g rood. 1 ein Multiplum yon x * ist. Wi t  erweisen die Be= 
hauptzaug altgemein dutch IndukCion, indem wit  annehmen, da& die 
Behauptung zutreffe im Bereiche yon m -  1 Variablen, wenn eine der 
Formen u~ primitiv und linear ist, und daraus herlei~en, da$ sie dana 
gilt im Bereiche yon m -  1 Variablen iiberhaupt mid fin Bereiche yon 
m Variablen, wenn eine der Formen prfinitiv und linear ist. Seien 
w l , . . - ,  w,,_2, w,,,_l m -  1 Formen im Bereiche yon m -  1 Variablen, 
w l , - - . ,  w=_~ bereits so ausgew~ihl~, dab (w~;-- . ,  w=_~) ein ganzzah!iger 
Modul. Es sei 1 eine primitive und lineare Form, die zu w l , . . . ,  w ~ _ l  

relativ prim ist. f sei eine Form der Ordaung R 

l {  > al + . . . + a,~_l - -  m + l ,  

wo a i die Ordnung yon w i bezeichne~, mid geh~ire zu den pr im~en Divi- 

Es wird nun nach Satz YII! eine Zahl /~  geben, so grog, da~ f dann 
eo ipso zum Ideal (w l ,  . . . ,  w in_ l )  geh~rt.  Um naehzuweisen, da~ diese 
Zahl =a~ + . . . + a ~ - - m +  2 ist, nehmen wir zun~chst an~ sic sei grSger 
als diese Zahl mid maehen klax, d ~  sie dann noch kleiner gemacht 
werden kann. Ist also die Orduung yon f um die Einheit kleiner als 
diese Zahl, so folg~ 

l -  f----- 0 too& ( w l ,  �9 �9 ", 

d.h.  es wird gan~.~.ahlige Formen P l , ' "  ", ~ - ~  geben ,  so da$ 

l . f = p~ w~. + . . .  -{- la,~_ l w,~_ 1 . 

Da 1 relativ prim zuowl, . - - ,  w~/_~, w~_~, so wixel :p~_~ s~a den prim'~ert .  
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Divisoren yon l, w , . . . ,  w~_~ gehSren, also nach Voraussetzung, da auch 
die Ordnung yon ~v~_ i die Bedingung des Satzes Xl-~ efftillt, zum Ideal 
wi, - . - ,  w~_2, 1 geh/Sren. Eine ganzzahlige Form q wird daher existieren, 
so dab 

P~-I  --= ql rood. (wl,  " ", w~_~); 
es wird also sein 

I f - -  l q .  w,~_l --= 0 rood. (wl, - - - ,  w~_2) 

mad nach Satz I 

Nun sind aber f ,  q, w,~_ 1 ganzzalrlige Formen. 
hSr~ also znm Ideal w i , . . . ,  w~_,,  welches ja ein 
ist, und demnach f zum Ideal 

f - -  qwm_~ =- 0 rood. (w~, - . . ,  w~_~). 

Die linke Seite ge- 
ganzzahliger Modal 

Wl~ �9 . . ,  Win_ 1. 

Die betreffende Ordnung kann also reduziert werden, solange 

i~ > ai + . . . + a,,_ i - -  m + 2.  

Satz XIX ist demnach richtig unter der Annahme des Indluk~ionsschlusses 
im Bereiehe yon m -  1 Variablen. 

36. Seien nun w l , . . . ,  w,,,_ I m Formen, yon denen die letzte pri- 
mitiv and linear, im Bereiche yon m Variablen. Wir  w ~ l e n  eta System 
yon m -  1 ganzzahligen Linearformen, deren Determinanb mit l die 
Einheit ergibt, und entwickeln w l , . . . ,  w ~ _  1 und f nach ilmen. So kommt 

�9 1 � 9  wi=wl  + l ' w l  

W' W" w~-l---- m-i-I"  1 ~- I  

f -~ f" -4- l f " ,  

wobei die einfach gestrichelten Formen yon 1 unabh~ingig sin& Da f zu 
d~n primiren Divisoren yon wl, - - . ,  w~_l ,  1 geh6rt, so wird f m i t  irgend 
einer yon 1 unabhiingigen Form geniigend hoher Ordnung multil~liziert 
zum Ideal . (wl , - - - ,  w~_ 1, l )gehSren,  f '  wird also mit ether solchen 
Form mulgplizier~ (wl ' ,  " ' ,  w'~_~) zugehSren~ f '  wird somlt zu den pri- 
miixen Divisoren yon (wl , ' "  ", w~_ 1) gehSren. Is~ nun noch die 0rdnung 
yon f nach der B e d i n g ~  yon Satz X l X  grSBer als 

ai + . .  - + a~_ l  + t - - m ,  

so wird f '  nach dem bereib Bewi~enen zum Ideal (wl" , . - . ,  w'~_l) 
geh6ren. Dies sehlie$~ ab~er offenbar ein, dab f znm Ideal (wI, . . . ,  u%_l ,  l) 

geh6re. Es ist damit d~rch In&ikfion klar gestellt, dab jede Form, deren 
Ordnung gr~ger als a 1 + . . - .  + a~ = "mund die zu den pr im~en Divisoren 
yon (ur, " ' n  ~a~) geh~r~, zam Ideal ( u ~ - - - ,  u~) gehiiren inu$. 
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Es ssi f eino ganzzahligs Form, deren Ordnung < a i n u . .  �9 + a ~ -  m~ 
die apolar zu Q ( u i , "  ", u,~) ist mid die zu den primiiren Divisoren d~ 
gehSr~. Wir wollen dann nachweisen, da$ f zum IdeaI (ul, . . . ,  u,,) ge- 
hSren mu$. Diessr Satz ist offenbar riehtig, wsnn m ~-2 und sine dsr 
Formen u i sine primitive Linearform ist, dsnn da~n ist sine zu Q(ul~ us) 
apolars Form sin Mult~iplum dieser Linsarform. Erwsisen wir demnach 
die Behauptung dutch ]nduktion, indem wir zeigen~ &iS der Satz richtig 
sein muB, wenn er richtig ist ffir m - - 1  Formen~ yon denen sine primitiv 
mid linear ist, im Raume yon m -  1 Variablen. 

Aus der letzteren Voraussetzung folg~ zun~hst,  dati der Sa~z richtig 
ist ftir m -- 1 beliebige Formen yon m -- 1 Variablen. Seien w~,--., w~_l 
die Formen~ bereits so gew~h]t~ dab w l , . . . ~  w~_~ einen ganzzahligen 
Moclul bflden. Sei 1 eine primitive zu (w~, . - . ,  win_i) relativ prims 
Lifiearform. 

Ist f eine zu 

also wird sein 

und nach Satz I 

konjugierte Form der Ordnung yon ~ mid gshiirt 
es zu den prim~iren Teilsn yon ( w l , . . . ,  w~_l)  , so wird l - f  zum Ideal 
(wi, . . . ,  w~_l) geh6rsn~ d. h. es wird sine Identit/it existieren 

1. f = pl wl -4- " "  + P~_l w,~_l, 
wo dis ~ ganzzahlige Formen. Auch wird, da f apolar zu (w l , . . . ,  w~_l~ 
sine nicht notwendig ganzzahlige Identi~t  existiersn 

f =  qlWl "~- �9 �9 �9 ~- qr~_lWm_l, 

lq,~_l)wm_ 1 -~ 0 rood. (%, ' - - ,  w~_s) 

P,~-I -~ lq~- i  rood. (wl, ---,  w~_s); 

P~- t  wird daher apolar sein zu 

( w , - . - ,  w~_~,  1). 

Auch wird P ~ - t  zu den primiren Divisoren yon (wt, 
hiiren, da 

Pm-lwm-i -~ 0 rood. (Wl, . - - ,  w~_s, Z) 

und w~_l relativ prim zu w 1, �9 �9 -, w~_ ~, I. Mithin wird 
setzung P~-I  zum Ideal ( w l , . . . ,  w~_s, l) gehSren. Sei 

:P,~-I = ql + qlwl + ' "  " + q~,_2wm_s. 

Setzen wit diesen Weft in die Idsntit~t 

�9 f = ~ w l  + " "  +P,, ,_lw,~-l ,  

so folgt sine Idsntifiit der G e s ~ t  

l(f -- qw~,_1) ~ s~wl + . . .  + s~,_~w~,_~. 

Nach Satz I is~ 

f - -  qw,,,_~ =- 0 r a o i  ( w ,  . . ., w~,_~). 
Mathematische Ann~len. LX. 

�9 -- ,  w~_~,  l) ge- 

nach Voraus- 
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Doch (wl; - - . ,  W~_~) war e~m ganzzahliger Modul u n d / ,  q, w sind ganz- 
~ ] i g e  Formen. Somlt ist dann f ~  0 rood. (wI, . . - ,  w~_t). Dies er- 
wefist die Richtigkei~ der Behauptung fiir Formen f derselben Ordnung 
wie Q und genau so kann man Schritt fiir Schritt die Richtigkeit der 
Behauptung erwefisen fiir um die Einheit abnehmende Ordnungen. Der 
Satz fist also unter der Vorausse~zung des Induktionsschlusses richtig f'tir 
m - - 1  beliebige Formen im Bereiche yon m - - 1  Variablen. Hieraus 
folgt nun wieder, dab der Satz rich~ig fist Ftir m -  1 Formen und eine 
primitive Lineafform 1 im Bereiche yon m Variablen. Seien die m -  1 
Formen wl, - . - ,  win_ 1. Entwickeln wir dieselben nach einem Sysbem yon 
m linearen ganzzahligen Formen der u deren Determinante 1 fist 
und yon denen Z eine is~. Se~zen wir 

wl = wl" + l w~", 

$ tJ, 

Win_ 1 ~ Win_ 1 ~ lWm_l~ 

f = f ' + l f " ,  

' . . ' f ,  WO die w 1 , ., w,, ,_l,  yon 1 unabh~ingig sind, so ist f '  apolar zu 
�9 o . i Q (Wl, -, %,-1), 

da aus der Apolarit~t yon f zu Q (w 1, �9 �9 win_ 1,/) die Existenz~der Kon- 
grue, e, f = O  mod.( , ..., 0 u,d f '=O mod.( , ..., w:._l) folg . 

Da f zu den prim~en Divfisoren des Moduls ( w l , . . . ,  .w~_i ,  l) ge- 
! t 

hSr~ so auch zu denen yon ( w l , - . .  , w ~ _ l ,  1). 
Ein Multiplum geniigend hoher Ordnung yon f mul~ also zum Ideal 

( w l ' , - . - ,  w~_l ,  t) geh5ren, f '  mut~ daher zu den primiiren Divisoren yon 
(wl' , --- ,  w:~_l) gehSren. Mi~hin sind die notwendigen u 
daffir erf~t ,  dat~ f' zum Ideal (wl.-" ", w:_l)  gehSre, und dies schtie~ 
offenbar ein, dal~ f zum Ideal (wl ,  "" ", w ~ _ l ,  ~ geh5re. 

Der Beweis~ dutch Iuduk~ion yon Satz ~71~: flit den Fall h ' =  mist;  
damit vollendet. Fiir h ~ m folg~ Satz X!~ abet leicht aus obigem. 
Seien die prim~en Ideale h ~ Stufe yon u~ , - . - rua  mit 1 1 , . . . , / #  be- 
zeichnet und sei 

f_= 0 rood. [11,'-  ~ Ij]. 

Seien uk+l, "" "~ u~ Formen mi~ unbestimmten Koeffizien~en und yon 
sehr hohen. Ordnungen. f gehSr~ alsdann zu den primi4ren Divfisoren 

r  . . . ,  

I ~ , - - . , / ~  noch habehmag~ die also yon hSherer S~ufe als h s.in~ durch 
fort~esetzten Schnitt mit retativ primen Formen ua+~, u~+e e~c. schlleBlich 
zur Gesamtheit atlex Formen werden mfissem Aueh fist f apolar zu 

(u~, - . . ,  u~), da f, wenn nicht zum Ideal, doeh nach Satz 2"I zum Modul 
(u~, . - . ,  u~) gohSrt. Somi~ geh~r~ f nach dhn~ was bereiks bewiesen, zum 
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Ideal (ul, . . . ,  u~, u~+~, . . . ,  u,~), was wegen der HShe der 0rdnnngen yon 
u~+~,..., u,~ darauf hinauskomm~, daft f zum Ideal (ux, . . . ,  uk) geh~rk 

Sa~z XXX ist damit in allen seinen" Teilen bewieserL 
37. Zum SchluB erweitern wir die Definition der Dedekindschen 

Fnnl4ion auf beliebige Ideale. Ist J irgend ein Ideal, so bedeube 

die AnzaM der Formen / ~  Ordnung, welche s~mtlich dem g entspre- 
chenden Modal angehSren und fiir ganT.zahlige Formen dieses Modals ein 
vollstii~diges Rest~ys~em in bezug auf J bilden. Ist 

5,  " ' ,  f. 
ein Fundamentalsystem aller ganzzatfligen Formen R ~ Ordnung d e s - J  
entsprechenden Moduls und setzt man 

+ . . .  + u . f ,  = + . . .  

wo v 1, �9 �9 -, v h eine Basis yon J ,  p~, �9 �9 -, Ph Formen mi~ unbestim~mCen 
Koeftizienten zi, die u~,- - - ,  u~ Unbestimmte sind, so sind die letzteren 
lineare Formen der zi and jedem Wer~syste m der u~ entsprechen Wer~- 
sys~eme der z i. Aus diesem Grunde versehwinden die Determin~nten der 
Ordnung n der Linearformen u~ nicht s~mffich. Ihr grSBter gemeinschafC- 
licher Teller ist naeh den S~tzen yon Frobenius-Smith gleich der Dede- 
kindschen FunkCion yon g ffir die Ordnung R. Nut eine endliche Zahl 
der e l , . . . ,  e~ des Systems der u~ kSnnen yon 1 verschieden sein, and 
ihre lndizes sind far geniigend groBe Werte der Ordnung /~ Polyaome 
yon /~. Denn J ist nach Satz XIII gleieh (M, d, r), wo M ein ganz- 
zahliger Modal, d ein Divisor, r was man ein ,,endhches" Ideal nennen 
kSnnte und es zeigt sich auf die folgende Weise, dab 

D(M,  d). DJ---- Dd 

fiir alle Werte B ist. Es sei A 1 , . . . ,  A,  ein vollst~ndiges Res~ys~em 
~ Or4nnng yon (M, d). Ist dann B ein Glied des vollst~ndigen Rest- 
systems yon d, das nicht in obigem enthalben, so is~ 

- A,  mo . d) 

fiir einen Index i. Mithin is~ folgende Zerspaltung mSglich 

wo B'----Omo&M, ~B"-~Omod. d. B - -  B"  --- A~. + .B" ist also eine 
Form, die ira vollstKndigen Restsystem yon d B ersetzen k~nnte. Ffihren 
wir die Substi~a~ion aus. Es ist ~ n n  A~.-b ~" fur jeden Were des Index i 
ein Glied des vollst~ndigen Res~systems modulo d,  da die Kongraer~ 
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danaeh zeigen, da~ das volls~ndige Restsys~em yon d sieh in die Gestalt 
bringen lassen mug 

~ o +  B ,  . . . ,  ao + B~, 
WO 

A s ----- 0 rood. M. 

Fiir einen bestimmten Index h wird nun A1, + B i , . . . ,  Aj, + .B~, ein 
voUst~indiges Restsystem yon or in bezug auf die Formen R ~ Ordnung 
yon M sein. Offenbar ist nicht f'tir verschiedene Indizes i, j 

B~ ~ B~ mod. d, 
da 

A i + B i  nieht ----A l + B ~ m o d . d .  

Ist 2'  irgend eine Form ~te~ Ordnung yon M, so wird es Indizes h, k 
geben, so dab 

2"--  A~ + B k rood. d. 

Der Index h wird immer derselbe sein, denn aus obigem folgt 

4 ,  ~- 0 mod. (M, d). 

A k W B 1 , . . . ,  A h § B b ist also in der Tat ein vollsti4ndiges Restsysbm 
der Formen yon M in bezug auf J. Ihre Anzahl is~ b. Es war abet 

D(M, d ) = a ,  D d = a . b .  
Die Behauptung ist damit klar gesbllt. 

Die kleinsb Zahl, mit der multipliziert Formen yon M dem Ideal J 
angehiiren, ist ftir gentigend groBe Werte yon R jedenfalls nicht grSBer 
aIs die kleinsb d zugehSrige Zahl. Hieraus und aus Sehliissen, die den 
schon friiher angestellten parallel laufen, ergibt sich die Richtigkeit des 
folgenden Satzes: 

Sa~z XX; ,,Die Gesamthei~ der F o r m e n / ~  Ordnung eines Ideals ] 
ist darsbtlbar in der Gestalt 

~f~ + . - .  + ~ + B~+lf~§ + . . -  + ~ + . - .  
+ ~v(~+ls + - . .  + uJ.). 

Hierbei bedenten f~,- . - ,  f~ Formen, die Teil eines ga-z~hligen Funda- 
mentalsyst~ms aller Formen /~tor 0rdnung bflden kiinnen. Die ul, ..., u~ 
sind beliebige gauze Z ah!en, A, B, - . . ,  N sind ein System sich mit /~ 
nicht ~mdernder ganzer Zahten, yon denen jede durch die vorhergehende 
r isr and a, b, . . . .  , n sind Fnn'~ionen yon/~, welche fiir geniigend 
groi~e WerCe yon /~ gleich Polynomen yon B sin&" 
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Kupitel IIL 

Erweiterung auf Potenzreihen. 

38. Die Grundlagen der bisherigen Untersuchung seien nun erweit~r~ 
auf den Bereich der analyfischen FunIr~ionen. Auch dann bleiben viele 
der bisherigen Ergebnisse bestehen und anclere ftigen sich an, welehe fiir 
die Erkennhxis gewisser Beziehungen sowohl in der Funkfionentheorie wie 
in der Algebra yon Bedeutung sin& 

Der Bereich der Fu_nktionen sei der der Potenzreihen yon m -  1 
Ver~.nclerlichen 

welche um den gegebenen Pun~ 

P - ~  x~ --- x~ = . . . --- x , , , _ ~  ~ 0 

herum einen endlichen, wenn aueh be!iebig kleinen Konvergenzbereich 
haben, so dat~ sieh also positive yon Null verschiedene ~rSBen 

e ,  e~, . . . ,  e~_ I 

angeben lassen, derar~, dab die Werte 

dem Konvergenzbereieh der bier betraeh~en Potenzreihen angehSren. 
Sind fl, f~, '" ", f~ derartige Po~enzreihen, welche s'~mtlieh in J? ver- 

sehwinden~ so heiBe die Gesam~hei~ aller Po~enzreihen 

AA + . - .  + 

wo die A1, . . . ,  A h ganz beliebige Po~enzreihen tier x l , . - . ,  x,~_ 1 sind~ ein 
um P analyfiseher Modul, oder kurz ein P-Modul. Isg E irgend eine 
in P nichg verschwinclende Po~enzreihe 

so ist 
E ~ 1 + a x  1 + bx~  + . . .  + e x l x  ~ + . . .  in inf., 

! t - (ax~ + bx~ + . . .  + ex~x~ + . . . )  

+ (ax~ + bx~ + . . .  + cx~x~ + . . . ) ~  . . . .  

ebenfalls in derselben Weis~ en~q.ekelbar. In bezug auf P-Mod, l~ ver- 
baleen sich daher Fak~ren der GaShing ~' wie Einhei~en. Ist M ein 
2 ~-Modul und is~ 

/P. ~ g ~ 0  rood. M, 
so is~ aueh 

F~_O rood. M. 
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Es sei nun angesetz~ 
O 0  - - -  CO 

f~= ~ ~l, " , ~ - I  ~1) ~ , . . . x~_ l  " n ~ - . . ~ n m _  1 X I m - - 1  
0 . . . 0  

O O  o . o  ( . ~  

f~, = n~,  . . . ,  n ~ _ ~  , . . . , , , ~ _ l  x ~  m - 1  " 
0 . . . 0  

l~ier bedeuhm also die f~'],...,,,,~_~ ~ii~' jedes System der Indies  

gegebene GrS~en, nur eingeschriink~ durch Konvergenzbedingungen in 
einem endlichen, doch beliebig kleinen Bereich. Unbr  derselben Ein- 
sctu4nkung sei angesetz~ 

_ _ O O  . - -  C ~  

X~ -.- X'b~-l~ A~ = hi, . - - ,  n~_ 1 a,~,...,~_l(~ ~-i 

0 . . .  0 

wo die-~'  konstanb~ jedoch unbestimmte GriiBen bedeuten. Wir ~"mi ~ . . . ~ n m - - 1  

se~zen nun an 
O 0  . - .  O 0  

F =  ~ . ' n ~ , - - - ,  n~_l Y~I, .-, ~-i ~-~ ' �9 ~ ~x . . .  X n m - -  1 

0 . . .  0 

indem wit mi~ Y ~ , - " , ~ - i  ein System Variabler bezeichnen, and suchen 

die Beziehungen, welche zwischen diesen Variablen obwal~en miissen, 
d~mi~ eine Beziehung der Ar~ 

~=Al . f i  + . . . + & . s  
m~iglich sei. Darch Vergleichung der Koefiizienbn der Potenzprodukte 
x~ - - -  x~_~ ergibt sich aus obiger Gleichung eine beliebig welt for~- 

se~zbare Rei]ae linearer Iden~i~i~en 

y ~ . ~ , 2  0 ~ 0 

Yl, o,..~o o,..,o/1,o,...,o -]- " " �9 -}- ~o,' .... ,o/~,o,...,0 
�9 �9 �9 �9 o �9 * 

---- ~ ?  _,~) }~i , . . ,k.  
Y ~  " ' " ~ m - 1  ~ g  . . . .  ' ~) 

wo die Summation auszudehnen is~ fiber alle Gru:pl)en posi~iver ganzer 
Zahlen, die 0 mi~ eingeschlossen, yon g , . . . ,  k, g ' , . . - , / ~ ,  ffir welche 

g § g' = hi, .- -, k ~- k' = n~_l,  

und fiber alle Indizes i yon 1 bis h. 
Wi r  nennen 

~ - l - . - -  § ~ . _ l  = r  

die ~Ordnung ~ einer Variablen Y~,---,~-I~ et~minieren die Unbes~immt~en 

a aus obigen Gleichungen~ indem wir s n ~ s s i v e  ers~ alle Gleichungen 
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obiger Art der Ordmmg r ~-0, 
und erhalten auf diese Weise 
Variablen y 

dann r = 1, daun r ~ - 2 , - - -  bet~chte~ b 
ein Sys~m linearer Beziehungen fiir die 

~O,O,---pO ~ -  0 

k �9 Yl, o,...,o -t- l -  Yo,:t,...,o + " "  -t- n -  Yo, o,.. . ,t ~ 0 
etc. etc.,  

welche die ,~Noe~herschen Bedingungen" des ~-Moduls (fl,"" ", f~) genann$ 
werden sollen. Je nach der Maximalordnung der y,  welche auf der l~nken 
Seite einer Noetherschen Bedingung stehen, werden wit letztere na~h 
Ordnungen einteilen, so dab wir yon der Gruppe der Noetherschen Be- 
dingungen des P-Moduls der Ordnung 0, 1, 2, - --, r . . .  sprechen kSnnem 
Die linke Seite einer Noetherschen Bedingung der Ordnung r des Moduls 
werden wir eine Noethersche Form der Ordnung r des P-Moduls nennen, 
und da es im allgemeinen verschiedene Noethersche Formen der Ordnung r 
desselben Moduls gibt, so werden wit yon der (linearen)Schar soleher 
Noetherschen Formen als yon der Gesamtheit der iiberhaupt mSghchen 
Noetherschen Formen der Ordnung r des gegebenen /)-Moeluls sprechen. 

39. Wenn eine Funktion ~' dem /)-Modul M angehSr~, so ist das- 
selbe der Fall mit t .  F ,  wo t eine Potenzreihe um P mit beIiebigen 
Koeffizienten bedeutet. Diese e~nfache Bemerkung k l ~  uns fiber das 
wesenthchste Merkmal der Struktur des unencllichen Systems der Noether- 
schen Bedingungen desselben P-Moduls auf. Denn da die Multiphkation 
yon F m i t  t in ihrer Wirkung auf die Koefiizienten y einer ]inearen 
Transformation derselben gleichkommt, so ergeben sich dutch E~nsetzen 
dieser transformiertmn Werte ffir die ursprfinglichen y wich~ige Bez'mhu~gen 
zwischen den Scharen Noetherscher Formen. 

Es sei Art die Gesamtschar Noetherscher Formen r ~r Ordnung yon M.  
Erse~zen wit 

dutch 

ausgedehnt fiber alle Indexsysteme g,--., k, g'+.-.,/~, die Summation 
ftir welche 

g -t- g" "~ ~h, "" ", k + k" ~ nm_1, 

so wird dutch diese Trausforma~ion F f i b e r g e ~  in t - ~ '  und N r fibex- 
gefiihrt in einen Ausdruck derselben Ordnung r, welcher, na~h den tg,...,~ 
entwickelt, geschrieben werden kana 

to,...,,, + & .  to,:, ...,0 + . . .  + + - - , .  

Dabei bedeu~en die A+,/B1, . . - ,  A+,--.  lineare Forme~ d e r y  altein, 
der ( r -  1) ~ 0Tdaung, A~ der ( r -  2) ~ Ordnung etc. Wean nun N~ ~ 0 
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eine no~wendige Bedingung ist ffir alle For:men F,  die M angehSren, so 
f o l ~  da ja die t s~mflieh Unbes~immte sin~ dab audh 

 1=o, 
Bedingungen sind, die eine Form des Moduls M notwendig efffillen muB. 

Jede Schar S yon 1%etherschen Bedingungen r ~" Ordnung zieh~ daher 
Scharen yon l~oetherschen Bedingungen kleinerer Ordnung als r notwendig 
nach sich. Die letz~ren sind dutch den eben beschriebenen ProzeB aus 
~q zu gewinnen und heiBen die ,,Dependenzen yon S". 

Es besteh~ nun der 
Satz ~ I :  ,,Jedes System yon Noetherschen Bedingungen, welches 

derar~ ist, dab mit jeder 1%etherschen Bedingung auch alle [hre Depen- 
denzen im System enthalten sind, bestimmt einen analytischen P-Modul." 

Dabei vers~ehen wir unter einem analytischen P-Modul eine Menge 
yon Potenzre[hen um P, derarb beschaffen, dab mit zwei Individuen p 
und ~? derselben auch ap- t -bq  in der Menge enthalten sei, wo a und b 
beliebige Potenzre[hen urn P. 

Der Beweis des obigen Satzes ist sehr einfach. Seien die Scharen 
l~oe~erscher B e d i ~ g e n  a!ler Ordnungen 

- -  o ,  - - -  o ,  = o ,  . . . ,  N .  - - -  o ,  . . . 

und sei die Gesamtheit der Po~enzreihen betrachtet, die denselben ge- 
nfigen. Ist p ein Individuum dieser Menge, is~ a irgend eine Potenzre[he, 
so werden durch Bildung yon ap die Koeffizienten yon ~o einer Trans- 
formation un~erworfen, die _,V~ fiberfiihr~ in eine Summe yon Noetherschen 
Bedi, gungen, die s~mflich in dem System No, N , , . - - ,  N~ end.baleen sind. 
Folglich is~ mi~ p auch ap in der oben bes~immten Menge yon Funk~ionen 
enthalten. Auch sind s~imtliche den Koeffizienten der Potenzre[hen auf- 
erlegte Bedingungen lineare. Somit ist, we-- p und q Individuen der 
Menge, dasselbe der Fall mit a~u ~ b~/. 

Umgekehrt geht auch aus obiger Analyse hervor, daB das System 
der Noe~herschen Bedingungen, welche einem gegebenen P-Modul M an- 
gehSren, die im obigen Satze angegehene Eigenschaf~ haben mutk 

40. Es gilt nun fiir P-Moduln das dem Theorem I (Kap. IT, Nr. 16) 
ffir ]~odu]n en~prechende Theorem: 

Satz YYH: ,,Sind 
fI, f ~ , ' " , f , , " "  

eine unendliche Re[he yon Po~nzre[hen nm P, so I~B~ sich immer eine 
Za.M k be~mmen, derar~, dab fGx jeden Index i ~ k Po~nzreihen um P 

exis~.ieren, die eme ]?~eh~ 
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+ . . .  
befriedigen." 

Das Prinzip des Beweises dieses Satzes beraht auf einem anderen 
wieh~igen Satze: 

Sa tz  ~YIII:  ,,Ist 

C ~  - - -  OO 

f =  ~ nl, ""-, n~_l c~,, . , ~ _ ~  x~,-. �9 x~-,-1 
0 . . .  0 ~,-I 

irgend eine gegebene Potenzreihe, so l~Bt sich immer eine in 

x 1 = 0, - -- ,  x~_ 1 = 0 

nicht versehwindende Po~enzreihe G angeben, derar~, dab G - f  eine Potenz- 
reihe, in der die Potenzen einer der Variablen nicht fiber einen angeb- 
baren Grad steigen." 

Dieser Satz ist yon Weierstra$ gegeben und bewiesen worden (Math. 
Werke, Bd. II, Nr. 10). Der Beweis kSnnte auch durch Koeff~enten- 
vergleichung und, bezfiglich der Konvergenz yon G, nach dem Cauehyschen 
Verfahren ffir die Integrale analytischer Differentialgleichungen gefiihr~ 
W e l ' ( l e n .  

Aus Satz ~Y!II  ist der Beweis des Satzes XXII nnschwer zu er- 
bringen. Dieser Satz ist offenbar riehtig ffir Potenzreihen nut einer 
Variablen, aus dem schon yon Hflbert angeffihr~en Grunde. Ffitn-en wir 
nun den zu erbringenden l~achweis dutch Induktion, genau wie Hilber~, 
so kSnnen wir dutch die Darstellang jeder der Funktionen I"1, f~,'" ", f~,"" 
in der durch den Satz XXIII al.s mSglieh erwiesenen Gestalt 

/;, = F . .  -1 A .  + +- - . )  
(wo F~ eine in J~ nicht verschwindende Potenzrei]ae, x eine Variable, 
As, B~, . - .  Pof~nzeihen der fibrigen m -  2 Variablen), auch den fibrigen 
Schlfissen yon Hflber~ genau folgen. 

41. Aueh der Irreduzibili~tsbegriff hat eine Bedeutung in der Algebra 
der Potenzreihen um P, vorausgese~t nur, da$ in ~ nicht versehwindende 
Potenzreihen als Einheiten betrachte~ werden. 

Danach heist eine Potenzreihe f um P irreduzibel, wenn es nieh~ 
mSglich ist, zwei in P verschwindende Pof~uzreihen A, B zu finden, so 
dab iden~isch F - ~  A . B .  Es besf~ht der 

Sa~z ~ W :  ,,Jede Potenzrei~e um P l ~ t  sich nut auf ei~e Weise 
in der Gestalt 

f =  A ' .  B b . . .  (7, r 

darstellen, wo .A, ~ , . - . ,  C irredn~ible Potenzreihen um P grad." 
Dabei ist also eine P o t ~ e i h e  tun / )  jeder anderen, die sic~h y o n  

ihr nut um einen i n / ~  nicht werschwindenden PotevzreihenfaktQl: 
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scheidet, iquivalent gesetzt. Piir Funk~ionen einer Variablen ist ~die Be- 
haul~tung augenscheinlich, da die Variable selbst die einzige irreduzible 
Form, mad jede Po~enzreihe einer Potenz derselben iiquivalent ist. Man 
beweis~ Satz XXIV dutch Induk~ion, indem man nach Satz XXtII jede 
Potenzreihe einer anderen der Gestal~ 

xg Jr xg- l f l  Jr xg-~f~ - t - ""  ~- fg 

~luivalent setzen kann, unter f i , ' "  ", fg Potenzreihen der m -  2 anderen 
Variablen verstanden, und dann den Schliissen der Algebra folgr die den 
Irreduzibilitiitssatz fiir Formen erweisen~ und die im letzten Grunde auf 
dem ja auch bier anwendbaren Euklidischen Veffahren zur Feststellung 
des grSl~ten gemeinsamen Teilers zweier Formen beruhen. 

ts~ f irgend eine irreduzible Potenzreihe~ so de6niert f - -0  eine to 
enthal~ende Oberfliiche, und zwar als die ganze Man nigfal~igkeit yon Wer~- 
systemen xl~..-, x=_l, die f----O machen und deren absolute Wer~e kleiner 
sind als eine angebbare vom Konvergenzbezirk der Reihe f abhiingige 
GrS~e. Diese Obertl~iche bet B wird ebenso wie f selbst irreduzibel ge- 
nann~ werden. 

Zwei irreduzible Oberflichen bet /) ,,sctmeiden" sich in einem bet /) 
analy~ischen (~ebilde zweiter Stufe, auf welches der Irreduzibilitiitsbegriff 
ebenso anwendbar ist, wie auf die entsprechenden algebraischen Gebilde. 

Wit ersetzen die Variablen x l , . . - ,  x=_l dutch eine lineare homogene 
Transformation mit unbestimmten Koeffizienten, ent~wickeln die beiden 
irreduziblen Potenzreihen nach Potenzen einer tier Variublen gem~B 
Sa~z XXIII, das Zeichen ~- im Sinne dex iqaivalenz deutend, 

f l  = xg + x g - 1  A1 + . . . ,  
f~ = x h + x ~ -~  A~ + - . . ,  

bilden die Resultante yon f~, f2 nach x 

Res. (fi, 5 )  = F,  

wo F also eine Potelmreihe der iibrigen m -  2 Variablen, und bestimmen 
die irreduziblen Teller yon F. Jedem dieser verschiedenen irreduziblen 
Teller en~sprich~, genau wie in den Be~achhmgen des Satzes IV, ein 
Gebilde zwei~er Stufe und der Mannigfaltigkeit m -  2. ~lberhaupt lassen 
sich a!le Definitdonen und Schltisse des Satzes IV bier wiederholen. Es 
zeigr sich, dab jede analy~ische Konfigur--ation bet P, de6~iel4 dutch ein 
System yon Potenzreihen bet P~ auflSsbar ist in eine Gruppe irreduzibler 
analy~ischer Gebflde bet /~ mid zwar nut auf e/he Weise. 

42. Sat~z XXV. ,Is~ die hnzahl tier l~oe~herschen Bedingungen eines 
Moduls in ein~em Pnu~e .P enellich, so is~ die Mann~gfalt~igkei~ der den 
"Formen des .P-Moduls gemeinsamen Gebilde ~ 1.~ 
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Wit  erweisen diesen Sa0z, indem wir annehmen, dab die Formen 
eines P-Moduls Gebflde hSherer M~-nlgfattigkei~ als 1 gemeinsam bes i~n ,  
und d ~ n  dartun, dab der P-ModuI infolgedessen beliebig viele Noet~ersche 
Bedingungen efffillt. Sei ein Gebilde G bei P allen Formen eines P- 
Moduls M gemeinsam. Es wird mSglich sein, die Pun~e yon G in der 
Nachbarschaft yon P durch mindestens einen Parameter k analy~isch 
darzustellen: 

x 1 ~ al, lt~ + a l ,~k~+ . . .  

x~ = a~,l k + a~,~ k2 + . . .  
o ~ a * �9 * �9 

x ~ _  1 = am_l,  1 k -I- am_l,~ k ~ + "  "" 

Da jede Form /7' yon ~/  G enth~lt, so ist fiir obige Werte yon 
xl, -- -, x~_ 1 identisch 

F ( x l ,  " ", x ~ _ ~ )  = 0 

oder nach dem Taylorschen Satz 
F(o,. �9 o) ~ F(o,. �9 o) 

~x~ xl -t- - ~x~ x~ + - -. -~ O, 

F(o,..., o) k2 ~_.~ F(o,..., o) ~ (a1,1 k + ~,~ + - . - )  ~-~; (~,1 k + . . . )  + . . . .  0. 

Entwicke]n wit diesen Ausdruck nach Potenzen yon k in der Gestalt 

A k  + B k  ~ + �9 " . ,  

so folgt aus obiger Beziehung 

A = O ,  B ~ - 0 ,  - . .  

Die A, B , . - -  sind Ausdriicke der Form 

l ~ F(o, �9 ~., o) ~ E(o, ..., o) ~x, + h- ~-  +-- . ,  

wo l, h , . . .  Konstanten~ und die ~F(O,..-,O) ~x~ e~c. sind niches anderes als 

was friiher mit Y-,,'--,,~-I bezeichnet war. Mithin erl~lt man in der 

Tat aus der Tatsache heraus, dab eine beliebige Form F yon M ein 
Gebilde hSherer Mannigfaltigkeit als 1 bei P enth~lt, unendlich viele 
Noethersche Bedingungen fiir die Formen yon M und Sa~z XXV muB 
daher richtig sein. 

43. Es sind nun alle Folgerungen des Satzes VII mSglich, und es 
zeigr sich, daB, wenn in genauester h-alogie zu den Entwicklungen des 
Kap. H die Begriffe des Prim-P-Moduls und primiiren P-Moduls eingeffiln4 
werden~ jeder P-~odul M eni~vickelbar is~ in der Gestal~ 

IDa, d, 
wo / ) i , . - . ,  D~ prim~re P-Moduln und  r e i n  P - M o d u l ~  dessen Formeu 
kein Gebilde aul~er P gemein habem 
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Satz  XXVI. ,Die Mannigfaltigkei~ der Sehar yon Noe~ersehen Be- 
dingungen r ~ Ordnung eines ~P-Moduls M nennen wit die Noether- 
Hilbe#~sche Funktion yon M. Ist M ein P-Modul der Man,lgfaltigkeit h, 
so is~ fiir geniigend groBe Werte yon r die Noether-Hitber~sehe Funktion 
yon M darstellbar als ein Polynom (h- -2)  u~ Grades yon r." 

Jedem .P-Modal M entspricht im Bereiehe des Raumes x l , . . . ,  xm_ 1 
ein Modul M'  dutch folgende Festsetznng. M'  enthalte alle Formen in 
x l , . . . ,  x~_l ,  welche den Term niedrigster 0rdnung der Entwicklung eines 
Individuums yon M bilden k(innen. DaB die Gesamtheit solcher Formen 
einen Modul M'  bildet, ergibt sich leicht. Denn geniigen p wie q der 
Definition der Formen yon M ;  so existieren Individuen p und q yon M, 
derar~ dab 

p = p  + i f + i f ' +  �9 . . ,  

q=q+q '+g '+ . . . ,  
t wo p ,  f f ' , . .  �9 yon hSherer Ordnung als 2), q, q ' ; " "  yon hSherer Ordnung 

als q. Da nun, wenn a und b homogene Formen in xl, . . . ,  x~_i ,  alo + bq 
der Anfangsterm yon ap + bq, so gehSr~ auch ap + bq zur Menge M'. 

Die Formen yon 3/ '  der Ordnung r lassen sich nun erhalten, indem 
in einer allgemeinen Poten~eihe F alle Koeffizienten y der Ordnung < r 
gleich Null gesetzt werden und im tibrigen die y den Noetherschen Be- 
dingungen yon M unterworfen werden. Daher ist die Anzahl der Be- 
dingungen, denen die Formen r TM Ordnung yon M" gentigen miissen, 
gleich der Anzahl der linear-independenten Noetherschen Bedingungen 
VOlt M der Ordnung r & h. 

(lV, H) M(~) = ~ M '  (~): 

die Noether-Hflbertsche Funktion yon M ist gleich der Hilber~schen 
Funlr~ion yon M'. 

Wir miissen nun nachweisen, (tag, wenn u eine relutiv prime Form 
zu M ,  und we, n der dem Modul (M, u) in obiger Weise entsprechende 
Modul mi~ (M,  u)" bezeichnet wird, ~iir genfigend groge Werte yon r 

H(M,  ~)' (~) = H ( M ,  ~) (r)- 

Dies zeigr sich wie folg~. Alle Individuen yon (M, u) haben die Gestalt 

F +  G - u ,  

wo F ~  0 rood. M und G eine beliebige Potenzreihe yon P. Eniwickeln 
wir diese Pote.n~reihe nach Termen sufs~eigender Ordnung, so kommt 

1~+ G.u--~+ff  + f  +. . .+ao.u+&.u+g~.u+. . . ,  
we la + f f  + if" + . .  : die Terme a~_fsteigender Ordnnng der Eatwicldung 
vo_~ F~ mit uffbestimmten Koeffizientan versehen. 
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Ist p der 0rdnung r, u der 0rdnung a, so sei g~ eine Form mi~ un- 
bestimmhm Koeffizien~en der 0rdnung r -  a + i. 0ffenbar geh(ir~ jedes 
P ~" go" u dem Modul (M,  u)" an~ auBerdem aber noch der Term niedrigster 
0rdnung der En~wicklung yon 17' + G.u ,  wenn 2 + go "u iden~isch ver- 
schwindek 

Nun ist / ~ -  0 mock M :  Auch war u relativ prim zu 21I". Aus 
2 + go" u ~- 0 mock M', ftir irgendwelche bestimmte Werte oder Koeffi- 
zientea yon p und go, folg~ daher go" u - -  0 mock M'  und go" v ~ 0 rood. M ,  
wo v eine Form mi~ unbestimmten Koefiizienten und yon geniigend holler 
0rdnung. Es bes~eht daher eine M angehSrige Reihe, deren erster Term 
go" v is~, e~wa 

f =.go.v + h~ + h~ + . . . 

Sind daher p und go so bestimmt, dab 

p +  go.u .=O,  
so ist in der Entwicklung yon 

~ F +  fu = ~@+go.U) + (~p'+ hl.~) + (~2"+ h~.u) + . .  
v2" + hi-u das erste Glied der Ent~vicklung, d. h. 

v2" -t- hi" u -  0 mock M'~ 

~p' - o mock ( ~ ' ,  ~). 

Andrerseits ist unler denselben Umstiinden in der E~t~vioklung yon 
'+  F + g . ~  = (p+ao.~) + @ gl.~) + . . .  

io' + g~-u der erste Term, also 

2" + g~.u =~ O mod. (M, u)', 

und aUe Terme yon (M,  u)', die sich nich~ sogleich in der Gestalts 
2 + go "u, wo 2 - -  0 mock M ,  ergeben, lassen sich so darstellen, wenn 
nichi 2'  und gl solche Koeffizien~en haben, dab 

2 ' + g ~ - u = 0 .  
Diese M~glichkei~ vorderhand beiseif~ la~send~ ersehen wir aus 

2 ' + g , - ~ - - 0 m o c k ( M , ~ ) '  una , @ ' + g ~ . ~ ) - - 0 m o c k ( ~ , ~ ) ,  

dab jede Form, welche (M,  u)" angehSr~, mi~ einer unbes~immfe~u Form 
gentigend hoher 0rdnung multiplizier~ (M;  u) angeh~irt. Dieser SchluB 
is~ nut fiir solehe Formen nicht gerechtfextigt, die erste Terme einer 
Entwieklung yon 2 '  + G .  u sind, in denen identiseh 2 + go.u ---- O, 
p ' +  gx-u ~--O. Alsdann aber ist 

go" v _~ 0 too& M .  

&-v _~ 0 too& M'. 
Es existierr daher ein Individunm yon M mit der Entwieklung 

g~.v + l~ + l~ +.. . ,  
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und ein anderes mit der Entwieklung 
V tt + �9 . 

/ 9  . .  

d.h .  da 
p + go.u = O, /9"-t- g l .u  = O, 

mit 

hieraus 
h~ .u + (vl0" + ut~) + . . . ;  

h 1 �9 u ~- 0 rood. M" 

und~ da u relativ prim zu M,  
h 1 �9 v ~- 0 rood. 31/'. 

Ein Glied yon M hat somit die Entwiekhng 

und eines 
v[7,1, u + (v# '  +uZ~) + - - - ]  - -  u(h~.v + k, + - - - )  

d.h.  
(v*/9 "" + au) + . . .  

Dies zeig~, dab .v~p"+ au =-- 0 rood. M" trod v~/9 " ~ 0 rood. ( M ,  u). 
Andrerseits ist /9"+ g,.  u der allgemeine Ausdruek derjenigen Indi- 

viduen yon (M,  u)', welehe erste Terme einer Entwieklung yon /~+  G. u 
sind, flit die identiseh/9 + go" u = O, 19' + gl" u = (). Fiir diese zeigt sieh 
also, dab sie, mit dem Quadrat einer tmbestimmten Form gentigend hoher 
Ordnung multiplizie~t, notwendig ( M ,  u) angehSren. So kSnnen wir be- 
lizbig weir for~sehreiten~ indem-wir n o e h / 9 " +  gg.-u = 0 se~zen und in 
analoger Weise wie bisher verfahren. 

Naeh einer end]iehen Anzahl yon Operationen miissen wix aber mit 
obigem ProzeB jedes Ghed yon (2I/, u)' jeder gegebenen Ordnung R finden, 
da ja die Ordnungen der Anfangsterme bei obigem Prozel~ immeffort 
waehsen. 

Vergegenwiir~igen wir uns nun die Darste]lung yon (M~ u)" wie (Jt~'~ u) 
naeh Satz VII, so folgt aus der Unbestimm~heit der Koefi%ienten yon v 
in Verb~dung mit obigem Ergebnis, dat~ (M, u)" und (M'~ u) in ihren 
prim~ren Teilern iibereinstimmen miissen, also die Gi~tigkeit der auf- 
gestellten Behauptung. Die iibrigen Schliisse sind einfaeher l~a~ur. Es 
babe zun~ehs~ M die Mannigfaltigkeit 2. Is~ dann u eine Lineafform mi~ 
unbestimmten Koeffizienten, welche also das den Formen yon M gemein- 
same Gebilde nieht enth~lt, so ist naeh Satz XXV H ( M ,  u) '(r)  ffir ge- 
nfigend groSe Werte yon r gleieh 0. Andrerseits ist ffir geniigend groBe 
Werte yon r 

H(21/, u)' (~) ---- H ( M ,  ~)(~) = a l  ~ ' ( ~ ) ,  
mifflin 

A 1 / / M ' ( r  ) = 0• 
HM'(r) eine Konstante. 
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Der Weft  dieser Konstanten kann nicht 0 sein, da 

(iV, H)  M(~) = H l U '  (~) 

und da M ]~oethersche Bedingungen beliebig hoher Ordnung, wie wit 
bereits gesehen haben, wirklich besitzt. Hat M die Mannigfal~igkeit; 3,~ 
so, unter denselben Umsf~iJaden wie oben, (M, u) diejenige 2. Mi~hin 
folg~ genau wie oben 

A~ H M ' ( r )  ~ a,  

wo a eine nicht verschwindende Konstan~e, und 

H M "  (r) = ar  -]- b, 

wo b eine neue Konstanbe. Der Beweis des Satzes dutch Induktion ist 
damit klaxgeleg~. 

44. Dami~ sind alle Vorbedingungen erffill~, um die Sehlfi.~e des 
Satzes X auch in der Theorie der s wiederholen zu kSnnen. 

Es sei nun M ein beliebiger Modal, P irgend ein seinen Formen 
gemeinsamer Punkt. Alsdann wollen wit mit Mp die Gesamf~heit; der 
_Formen bezeichnen, die dem Modal M als /)-Modal bet~achtet zugehSren, 
mid ihn mi~ dem Namen ,,Noetherscher Modal yon M bei 2 u belegen. 
Ftir solche Moduln gil~ der ftmdamentale 

Satz  XXV~d. , Is t  f ~  0 rood. Mp, so gibt es immer eine Form @, 
welche P nicht enthiilt, und derar~, dab 

f . r 0 rood. M." 

Zun~ichs~ beweisen wir einen Hilfssa~z: ,,Is. ~ Q ein primiirer Modu], 
unE ist P irgend ein Punkt des zu einem Primmodal /)  gehSrigen Ge- 
brides, so ist Qp ~- Q." Best~ht das Gebride yon Q nur aus dem Punkte 
/ ) (x  i ~- 0 , . . . ,  x~_~ ~- 0), so sind die deilnierenden Bedingungen der Po~enz- 
reihen yon Qp mit einer endlichen h-zahl  Noetherseher Bedingungen er- 
schSpft. Is~ u l , . . - ,  u h eine Basis yon Q, so ist Qz definier~ Ms die C~- 
samtheit der Formen," die in der Ges~l~ A l . u  1 J r " "  + Aa .ua  daxstellbar 
sind, A 1 , . . - ,  A~ als Potenzreihen um P verstanden. 

Ist nun  f = A i u  i + . .  �9 -t- Aau~ eine Form yon Qe und brechen wit 
die A ~ , . . . ,  A~ bei den Termen ab, die / )  als /~-fachea Ptmk~ en~hal~en, 
so l~tl~ sich f dars~ellen in der Gestalt 

f =  (aru i -{- . : . q-. a~u~,) -{- u, 
wo u P a l s  mindestens (R-t- 1)-fachen Punk~ enthiilt, l ~ c h  Satz X 1~i~ 
sieh//best~mmen, grofi genug, dali u ~ 0 rood. Q. Also ist f---- 0 rood. Q 
mid in der Tat 

QP-Q, 
wenn die Mannigfaltigkeit yon Q gleieh 1 is~. 

Wir  ffihren nun den l~achweis des aufgesteU~en Sa~es durch In- 
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duktion, indem wir annehmen, dab er berei~s bewiesen sei fiir Moduln 
der Mannigfat~igkeit h -  t u n d  ~hn auf Mod,ln der Mannigfaltigkeit h 
erweitern. 

Ist der Hiffssatz fiir Moduln der Man~igfaltigkeit h -  1 richtig, so 
auch Satz YXTVII unter derselben Einschri~nkung. Denn sei nach Satz VII 

M =  [Q1, Q~, . . ., Q~, ~]  

trod is~/)  in den zu Q,~, Qb,'" ", (~c gehSrigen Gebilden enthal~en, so ent- 
halten die ~oethersehen Bedingtmgen yon Me sicherlieh diejenigen yon 
Q,~,e, Qb, e, ".' ,  Qr also aueh die yon [Q,,e, "" ,  Qr Andrerseiis, wenn 
f eine Form yon [Q, ,p, . . - ,  Qr so ist, da Q,~,. . . ,  Qr hSchstens die 
Mannigfal~igkeit h -  1 haben~ nach Vorausselzung Q,~,e = Q,~," ", Qr = Qr 
and wenn (1) irgend eine Form des Moduls [Q1, Q~,'" ", Q~, ~],  wo in der 
Klammer nur die Qa~ Qb,'" "~ Qc fehlen~ ist daher 

f .  r --~ 0 too& M, 
mithin 

f----- 0 rood. Mp, 

da (1) P nicht zu enthalten braucht. 
Modal [Q~, . . . ,  Qc] enthiflt also auch Me. Mp ist somit identisch 

mit [Q~, . . . ,  Qr und der aufgestellte Satz ist daher rich~ig unter der 
gemachten Annahme. 

Sei nun Q ein prim~irer Modul der Mannig~altigkeit h, u eine be- 
liebige ~P enthaltende Form. Ist f eine Form yon Qp, so is~ sie es auch 
a for~iori yon (Q,~)p.  (Q,u)  ist abet ein Modul der Mannigfaliigkeit h - -  1, 
nach der gemachten Annahme exis~ier~ daher eine P nicht enthaltende 
Form r  so dab 

f .  r ~ 0 rood. (Q, u), 
d .h .  

r  rood. Q. 

:Es sei nun f~ , . - . , /~  eine Basis yon Qp; q)~,. . . ,  (Pk seien wie oben (1) be- 
s~immt. Es sei ferner X -~ r (1)~ --- (l) k gesetzt. Dana ist 

X .  fl ----pl"u rood. Q, 
X .  f~ ~ p ~ . u  rood. Q, 

X .  f~ -~ p~-u too& Q. 

Nun gehiirem alle Fom e n  yon Q sieherlieh za Qv. Somit is~ 

p~- u ~-  0 too& Q.. 
Die P n n ~  des zu Q gehiirigen Gebildes lassen sieh nun mi~ Hilfe 

yon h -  1 Parametern analy~isch dars~llen. Sei s ein solcher Parameter 
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und ffir eine analytische Menge yon Punkten P auf dem Oebflde yon Q 
eine konvergen~e Potenzreihenentwicklung angesetzt 

x l  = s l  -~  a1,1 s + al ,~  s 2 + .  - .  

x~_ 1 ~- s~_ 1 -- am_l, 1 s + am_l, ~ s ~ + - . -  

Alsdann ist es mSglich, die bToe~herschen Bedingungen yon M in einem 
Punkte ( s l , . . . ,  s~_l) bei unbestimm~ bleibendem s zu berechuen. Man 
braucht ja nur, wenn u l , - . - ,  ua eine Basis yon Q, u l , . . - ,  u~ nach Po- 
tenzen yon 

X 1 - -  8 1 X m ,  X 2 - -  S S X m ,  * ~ " ,  X m _  1 - -  8 m _ l ; T r a  

zu entwickeln, dalm~ wie fri~er beschrieben~ die Yr als lineare 

Formen yon Unbestimmten zu entwickel~l, mid schlieBlich diese Un- 
bestimmten nach der Reihe zu eliminieren. Durch einen rational ans- 
ffihrbaren ProzeB kann man also alle ~qoetherschen Bedingungen bis zu 
denen r t~ Ordmmg finden, welchen die Formen yon Q(,-'",,~-I) genfigen, 
wie groB auch r sei. Ist nun 

~ k . ~ ~" (8~ , . . ., s , ,_  1) 
- : - ~ - - ~ ; - - -  + . . .  = 0 

eine solche Noethersche Relation, die yon jeder Form F yon Q identisch 
befriedigr wird, so kann man sie im Bereiche ihrer Gfiltigkeit nach der 
Unbestimmten s beliebig oft differentiieren lind erh~lt immer wieder yon 
allen Formen yon Q befriedig~e Relationen, die Noethersohe Bedingtmgen 
yon Q (~,,...,~_1) sein miissen. Dem vo]lstgndigen Systeme der Noe~her- 

sehen Bedingungen yon Q in ( s l , . . . ,  s~_l) gehSren daher neben irgend 

einer ~ ( s ) ~ - 0  auch alle ~ 7  0 an. Gentig~ daher fiir ein bestimmt;es s 
(~s)s - -  

So f den :Noetherschen Bedingtmgen Q01,'.',,,-~), so wird ftir ein 

tmbestimmtes s in geniigender N~he yon so, 
! 

S~--So+8 , 

diV(s~ " s" da nach Taylor N(s)  = N (So) + ds + . . . ,  f auch die dazu gehbrigen 

Noetherschen Bedingungen erffillen. 
Daraus folgt dan_n, dais es Punk~e Q" in der ~aehbarschaf~ yon P 

gibt, so dab 

Es war aber 

somlt ist auch 
Pi" u -~ 0 rood. Qe, 

pi"  u ~ 0 too& Qr  

war eine beliebige Form, welche P en~h~lt. Nach Bes~mmung eines Q'~ 
Ma~hem~tisehe Anu~len. ~ 
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welches die oben geforderte Eigenschaft besitzt, bestimmen wir u so, da$ 
es zwar P ,  aber nich~ Q' enthiilt. Es folg~ dann 

p~ - -  0 rood. Qr 
daher aueh 

2~ ----- 0 rood. Qe. 

Somit existieren Formen a~,r so da~ 

.p~ = a~,lf l  + a~,~f2 + ' "  + a~,kf~. 
Es ist also 

X "  f i  - -  ( a l , l f l  + a l , ~ f 2  + ' "  . ) u  rood. Q, 

x . 5 - f l  + +...) rood. Q, 
�9 �9 �9 

X -  fk - -  (a~,l f~ + ' "  ")u rood. Q, 
und daher, wenn 

X - -  ai, l u ~ - -  al, ~ u , . . .  

D ~ - -  a~,l u , X - -  a~,~ u ,  . . .  , 

D ' f i  - -  0 rood. Q, 

D .  f~ ---- 0 mod. Q,  

D -  fk----0 mod. Q. 

Die ,Determinante D enthiilt P nicht, denn in P hat sie, da u in /)  
gleich 0 ist, den Wert  (X)~ und X verschwind& nicht in P. D ist also 
relativ prim zu dem Gebilde yon Q. Es folgt, da ja Q primiir, fi-= 0 rood. Q, 

d. h. jede Form yon Qe ist in Q enthalten. Auch das Umgekehrte ist 
der Fall. Folglich ist in der Tat Qv = Q. Der aufges~eUte Satz XXVII 
ist also ebenfalls erwiesen. 

Es geht aus dem eben bewiesenen Satze hervor, dag die Bedingungen 
tier ZugehSrigkeit einer Form zu einem gegebenen Modul in die verschie- 
dens~e Gestalt gebracht werden kSnnen. Beispielsweise kSnnte man auf 
viele A_rten eine endliche Zahl yon Punkten P 1 , ' "  ",-Pr bestimmen, yon 
der Eigenschaf~, dab jede Form geniigend hoher Ordnung, welche den 
Noe~herschen Bedingungen yon M e , , . . . ,  Mvr  geniigt, notwendig in M 
enthalten sein mu$. 

45. Man kann yon vorstehenden Siitzen eine sehr wichtige Anwen- 
dung auf die Theorie dea" Bertilmxngen machen. 

Um zuni4ehst an einem besonderen Beispiele die der Anwendung zu- 
grunde hegende Idee deut~ch zu machen, betrach~en wit ein System yon 
m -  1 Formen 

•11 $/2' "" ", 2&m--tI 
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dexen Resultan~e mit einer unbes6_mmten Form nieht identisch verschwindek 
Die Ordnungen der u l , . . . ,  urn_ 1 seien a i , - - . ,  am_ 1. 

Sind dann 

die verschiedenen Pnnkte des Sehnitts yon u 1 = 0, �9 �9 u~,_ i ~ 0, so l~i~t 
sich nach Sutz XI setzen 

(ul,---, [ql,--',  0,], 
wo nach Satz X X V I I  Qi der zu B~ gehSrige Noe~ersche Modul yon 

%, - ' . ,  u ~ _  1. 

l~ach Satz II ist die Anzabl der Bedingungen, die eine Form geniigend 
hoher Ordnung befriedigen mug, tun (ul, . . . ,  u~_l) auzugehSren~ 

=a I . . .  a~_ 1. 
Es ist leicht darzutun, d ~  die in den verschiedenen Qi zum Aus. 

druck gebrachten Noetherschen Bedingungen ftir Formen genfigend hoher 
Ordnung unabhiingig voneinander sind. Somit ist als Gesamtzahl der zu 
den Qi gehSrigen Noetherschen Bedingungen = a i . . . a ~ _  1. :Nennen 
wir die hn~h l  der No&herseh'en Bedingungen yon Q~ ni, so ist also 

ni + n~ + . . . +  n = a i  a~. . . .  a~_ 1. 

Da nun die ZahI der ( m -  1) Formen der Ordntmgen a~, . . . ,  am.:1 ge- 

meinsamen Punkte im allgemeinen e h . . .  am_ i betr~ig~ so liegt es nahe, 
zu vermuten~ da~, wenn die Zahl derselben, wie bei den Formea 

sieh auf s reduziert, je n i der Schnit~ptmkCe im Punk~e /)~ koinzidieren. 
Diese Vermutung bestiitig~ sich in der Tat, wie wit sehen werden. 
Wit  miissen zun~ichs~ pr'~isieren, was under Koinzidenz zu ver- 

stehen ist. 
Die Idee der Bertihrung entstand wolff zuerst am Kreise. Man hatte 

bewiesen, da]] fin allgemeinen eine Gerade zwei Pun~e  odor keinen Punkt 
mit ibm gemein habe, and land dann als eine Art Ubergang die Tangen~e. 
Ahnlich entstand die Idee der Koinzidenz an der quadratischen Gleichung. 
Zuerst war die Erkenntmis ihrer zwei Wurzeln, dann die e/nor Wm'zel als 
Ausnahmefatl, der dutch Koinzidenz der beiden e r ~  wurde. Bei jeder 
Anwendung des Begriffes der Koinzidenz odor Boriihrang mnB man den 
hish~rischen WerdeprozeB des Begriffes naehahmen, zun~chst eine endliehe 
Anzahl yon ]_udividuen als Funktion gewisser Unbestimmten definiexen 
mid r nach den besonderen WorSen der Unbes~immten fragen~ fii_r die 
dutch stetigon Uberg~',mg meln-ere der erwihn~n Indivlduen inei~nder 
fallen. Ohne Zuziehung yon Unbes~imm~n haben die Begriffe Ko~z~zidenz 
und Berfihrung keinen Sinn, und die dutch diesethe Konfigur'~iau e~  

- /$  
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zeug~e Berfihrtmg oder Koinzidenz ha~ versehiedene Bedeutung, wenn ver- 
sehiedene Gruppen yon Unbestimm~n den ,,allgemeinen u Fall ausdrfiek~en. 

In dem jetzt yon uns zu un~ersuehenden BeispieI is~ der ,,allgemeine" 
Fall der yon m -  1 Formen f i , ' "  ", f,,~-~ der Orchaungen a ~ , . . . ,  %,-1 
mi~ lauter unbes~immbn Koeffizienbn. Ist 

1 ..~ y i x l  - } - . . .  + ymx,, ,  

wo die Yl,'" ", Y~ Unbestimmte, so ist die Result~nte yon fi, f~,'" ", f~- i ,  1 
eine in lauter Linearfnktoren zerlegbare Form der y~ der Ordnung 
r = a~ . .  �9 a~_~: 

Res ( f i ,  f : ,  "" ", f ~ - ~ ,  l ) ~ -  L~ L~ . . .  L,.. 

Diese Linearformen/,,  seien die zu belrachbnden Individnen. Ist in dem 
besonderen Fall 

f l  = u ~ ,  . . . ,  f ~ _ i  --~ u , ~ _ l  

--le~Ic2 ,.. ~? 

so kSnnen wit sagen, &ff~ c i Koinzidenzen der Z in /i s t ~ n d e n ,  c~ in 
l~ etc.; dema es ist klar, daB, wen- e eine beliebig kleine GrSBe und 

g t 

fl = ul + e u l ,  " "  " ,  f,,,-1 = u, ._l  + eu~_ 1, 
wo die u /  Fonnen mig unbestimmten Koeffizienten, die Linearfakbren 
der Resultaab yon (fi, "" ", f~ - l ,  l) fib lira e-~ 0 in die Linearformen 
/1, -- -, l, stetig (ibergehen. 

Jedem der li, 1 ~ , . . . ,  l, entsprieht einer der Punkte -P1, B ~ , . . . ,  .P,. 
Sei die Zuordnung der Linearformen l~ mid Punkb  iP~ darch die Gleich- 
heir des Index ausgedrfiekt. Unsere Behauptung ist dana ~iquivalen~ den 
•leichangen 

C i ~ - n l ~  C ~ n ~  - . .~  C ~ - ~ , .  

Die Ordnang der Resultante in den y~ ist 

el + c~ + . . . + c , =  nl + n~ + . . . + n ~. 

Wir werden nun na~hweisen, dab niemals sein kaan c i < hi, welches aueh 
der Index i sei. Die Behaupt~ang wird damit evident sein. 

Die Resultaate R der 

f ~ =  u~ + e .  u~ and l 

is~ ein Polynom der y~, der Unbes~immten yon u/  und yon e. Sind 
Z~, - - - ,  L~ die a 1 - . .  a~_~ Lhaearformen, in welehe /~ zerf~t ,  and ist p 

L; 
irgend ein Ptmkt des y-Raumes, so sind die (z;,~---) nach den Ausf'fihrungen 

des Knp. I Wurzeba einer Gleichang: 

+ x n )  . . . .  = o ,  

wo die C1)-.-, C~ numerische Konstante. x als Funktion yon e betrach~; 

die Resul~nte 
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ist daher algebraisch und hat bet e ~-0  eine Verzweigung. Umge'ben 
wir in einer komplexen e-Ebene den Nullpunl~ mit einer beliebig kleinen 
Kontur und lassen diese sich zusammenziehen, so werden die ents~re- 
chenden x-Werte nach den Theorien yon Puiseux sich in Gruppen von 
je el, c~ , . . . ,  c~ teilen, die fiir l i m e ~ - O  sich s~hntlich "beziehungsweise 
den Grenzwergen 

z~ z~ z. 
~ * 

(%)'  (%~' '(~,~) 

niihern. Und zwar find& diese Anniiherung in der Weise start, da~ eine 
rationale Potenz yon e 

1 

y = e  ~ 

existiert, mit Hilfe deren die a l . . . a m _  i Zweige yon x sich als kon- 
vergente Potenzreihen schreiben lassen 

L; = ~ , (y ) .  
(~,~) 

B&rachten wit nun folgende Menge yon Formen 

+ . . .  +/o~_~ (~_1 + e. ~:_~), 

wo lo 1, p~, �9 �9 i%- i  Formen mit unbestimmten Koeffizienten. Eliminier~ 
man diese Unbestimmten, indem mau in obiger Beziehung die Koeffi- 
zienten yon ~' als Veriinderliche fal]t, so kommt man auf ein System yon 
Beziehungen, welche ausdriicken, dab /~ jeden der den L i entsprechenden 
Punkte enthalte. Sieht man die Yl, "" ", Y~ als zu den xt, ..- -, x~ kontra- 
grediente Variable an, so ist jede dieser Beziehungen zu schreiben 

( P x  L:) = 0, 
wo r die Ordnung yon ~'. 

Es gib~ nun einen Satz, der bier yon Diensten ist und der auch in 
~nderen Disziplinen der Mathematik, z. B. der Theorie der Int%oTale 
linearer Differentialgleichungen, mit Erfolg verwendbar is~. Derselbe lautet: 

Sa tz  XXVIII: ,Es  seien A 1 , - . . ,  A,  eine Reihe yon Funktionen 
einer Anzahl Variabler und m5gen die A t , . . . ,  A~ auch yon einem Pam~ 
meter y analytisch-regul~ir abhiingen. Es seien ferner fiir unbesfimmte 
Werte yon y die A 1 , ' " - ,  A~ durch eine Reihe linear-independenter Be- 
ziehungen verknfip~ deren Anzahl k ist: 

a,,~it, + . . .  + ~ , , , ~ .  = o ,  

a~,~& + . . .  + a~,,,A,, = O, 
R )  �9 ,a �9 o �9 �9 st �9 B 

a~lA~ + . . .  + a,,,,,a,,-- O, 
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die a,.,~ als aaalyfisc-h regul~re Funktionen yon y, in besug auf die Variablen 
aber als Konstante vers~anden. Alsdann l~flt sich immer durch rein 
ra~;ionale Operationen den Relationen (R) eine Gestalt geben, daft fiir 
irgend einen beslimmten Wer~ yon y s ihnen k linear-unabhii~gige Re- 
lafionea folgen." 

Zur Erl~uterung sei hinzuge~igr dab der erw~ihnh~ bes~immte Wer~ 
yon y dem Konvergenzbereich der A~ wie a~,~ angehSren mu$. 

Sei der Einfachheit halber der in Frage kommende Wer~ yon y die. 
Null. Von den Relationen (R) kSnnen und wollen wit voraussetzen, dal~ 
sie ,,reduzierf' sind, d. h. da~ keiner der Ausdriicke A~ , - . - ,  A~ durch 
eine Potenz yon y teflbar sei, noch da~ die a~,l, . - . ,  a~,, fiir irgend einen 
Index i eine Potenz yon y als gemeinsamen Teiler enthalten. Wenn fiir 
y ~ 0 die Relationen (R) linear-unabh~ngig bleiben, so ist es nicht erst 
n(i~ig, dieselben zu ver~ndern, um das gewiinschte Resultat zu erzielen. 
Isl dies jedoeh nicht der Fall, so mu~ jedenfa~ls jede k-gliedrige Deter- 
minante der Matrix 

a~,l  

A = 

Fttr y = 0 verschwinden. In diesem Falle gibt es eine Zahl l, so dal~ nile 
Determinanten yon ~ dutch y~, doch nicht dutch y~+l teilbar sind, da 
ja die ai, ~ naeh Voraussetzung in konvergent~ Potenzreihen yon y entwickel- 
bar sLad. Auch gibt es yon Null verschiedene Zahlen z l , . . - ,  zk, so dab 
gleich ei ig 

b 1 = a l , l Z  1 Jr- a2,1z 2 OF - - .  -~- at ,  lZ  k = 0 ,  

b~ = ai,~6 + a~,2z2 + . ' .  + ak,~zi = O, 
a �9 . . 

b. = a , , d l  + + . . . + = O ,  

wenn y ~ 0. Mi~hin ist fiir die erw~hnten Zahlen z~ jede der obigen 
Ftm~ionen yon y durch eine Potenz yon y, sagen wir mindestens y~'~ 
teilbar. Es babe eine der yon 0 verschiedenen Zahlen z den Index k. 
Ersetz~ man dann (R) durch das ihm iiquivalente System, welches aus 
(I~) en~eh~, indem ftir die Reihe ak, l A  ~ + . . .  + a~,~A~-~ 0 die andere 
b 1A 1 + - . .  + b~A~ = 0 trite, so is~ nun das System nich~ mehr ,reduzierf~ 
Es sei bi ~-y~" ci trod sei das System yon l~elationen (R) jetz~ gesehrieben 

a , Ai + . . .  + = o, 

ai_1,1A, + " "  + hi_1,.A. = O, 
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(R') ist dau~ (R) fiir jeden Weft yon y ~iquivalent, mad jede der Deter- 
minauten der zu (R') gehiirigen Matrix is~ dutch eine um t' kleinere 
Potenz yon y als die entsl0rechencle Determinante der zu (R)gehSrigen 
)/Iatrix teilbar. Ist nun (R') nach Einsetzung yon y ~ 0 noch immer 
kein !inear-unabhiingiges System, so wiederhole man den eben beschrie- 
benen ProzelL .Da 1 eine positive ganze Zahl, so mut~ nach einer end- 
lichen Zahl yon AusCfihrungen des erwiihnten Prozesses schliel~lich ein 
(R) ftir alle Wer~e yon y iiquivalentes System yon Relationen erhalten 
werden, welches auch ffir y----0 noch k linear-unabhi~ngige Beziehungen 
zwischen den A1, . . . ,  A, liefert, und die Behauphmg ist damit veri~ier~. 

Dabei ist noch ersichtlich, dat3 bei Ausfiihrung des Prozesses nut 
eine endliche Zahl der Koeffizienten der Reihenent;wicklung der a~  in 
Betracht kommen. 

Betrachten wit nun das System der Relationen 

L,')  = o ,  

welche F befriedig~. Fiir lira e = 0 fallen die L~ in verschiedenen Punkten 
zusammen, mad das System (R) hSrt auf, so viel verschiedene tkussagen 
zu enthalten a ls fiir unbestimm~e e. Wenden wir abet den ProzeB an, 
welcher eben geschilder~ war, so erhal~en wir in jedem Punk~e P~ genau 
c i linearunabhiingige Relationen der Gesf~l~ 

( F x  A,) = 0, 
( F x B 3  = 0 ,  

welche auch noch linearunabhiingig bleiben, wenn y-~ 0 gesetzt wird. 
Zudem ist klar~ dab bei Ausiibung des Prozesses nur eine endliche An- 
zahl der Glieder der Entwicklung yon (F  :>< L[) nach Potenzen yon y in 
Betracht kommen. Die En~wicklung yon (F  >< L[) geschieht nach dem 
Theorem yon Taylor~ die. Koeffizienten dieser Entwicklung sind also 
Differentialausdriicke yon F in einem der Punkte /)~ und. jeder der 

( F x  A~) = O, ( F x  B~) = O, . . .  

ist demnach in y = 0 nur ein anderer ikusdr~ck fiir eine Noethersehe 
Bedingung bei P~. Der Ausdruck F gentigr somi~ in jedem der PunkCe 
/~, wenn e ~-0 is~, zum mindes~en den c~ Bedingungen, die durch den 
Grenzfibergang 

l i m y =  0 

aus ( F X  At) = 0, ( F X  B~) = 0, - . .  en~stehen. Daher ist n~ ~ c~. 
l~ach den iibrigen Voraussei~mgen wax abet 

mithin i ~  ~otwr n~ = c~. Q. e. d. 
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46. flenau derselbe Gedankengang fiihrt auch d~nn noel zum Ziel, 
wean die Vorausse~ungen des allgemeiaen Fanes audere slnd. 

Sei eine Anz,h! yon Primmodula 
P , . . . ,  

so gegeben, dab die Snmme ihrer Shffen m -  1 be~rage. Seien die zu- 
gehSrigen irreduziblen Gebflde C , , . . . ,  C~, seien dieselben you Unbestimm~en 
abh~gig,  and mSgen die C~., - . - ,  Cj eine Anzahl N yon Punkten gemein 
haben, die yon den Unbestimmten unabh~ngig sei. Es sei schlie$1ieh die 
Hilber~sehe Funktion yon ( , ~ , . . . ,  PC)=-N. Alsd,.nn wird die Zahl der 
Berahrungen yon C , , . . . ,  C~ far spezielle Wer~e der Unbestimmten in 
irgend einem Punkte P dureh die ZaM der Noe~hersehen Bedingungen 
des entsprecheuden Modals (P,, . -- ,  PC) in t) gemessen. 

Ist~ fiberhaup~ M ein Modal, der selbs~ yon Unbestimm~en abh~ingt, 
dessen Hitbertsche Funktion abet yon diesen Unbes~immten unabh~gig 
is~; besf~ht; ferner das C, ebflde yon M aus laut~r Punk~en P, ,  P~, .-., P~ 
and hat M~ die Hflbertsche F u n ~ o n  n~, so wird dutch Verschmelzung 
yon zweien oder mehreren der /)~ die Summe .~n~ ersh'eck~ fiber die 
koinzidierenden Punkte nicht geKnder%." Eine Anwendung dieser Ss lieg% 
in der Berec/mtmg der Zahl der Ko,_'nzidenzen in einem Punl~e A yon 
m --  1 Formen u,, �9 �9 u~_,, welche A resp. zu einem e h, �9 �9 a,~_ ~- 
fachen Punk~ besitzen. Wir nehmen als Entwieklung bei A an 

wo u~,~ A als j-fachen Ptmkt enth'filt. Ferner setzen wir voraus, daft die 
Resul~n~e der Anfangs~erme 

~ l ,  al~ ""  "~ Um - - l ,  a m _ l  , 

die ja Formen in nut m - -  1 Variablen sind, nicht versehwinde~. Alsdann is~ 
die Zahl der Noetherschen Bedingungen, also die der Koin~idenzen, yon 

glei   
a, % . . .  a,,,_ i .  

Be~achte~ man n~imlich 

~1~ P-Modul bei A and untersucht den enf~prechenden (friiher M" ge- 
nannf~n) M:odul, so finde~ man bei Anwendung der frfiher benu~z~en 
Sehlul~reihe, da$ bier nieht blo$ die Beziehung H ( u , ,  . . . ,  u,,,_1).~ =- H M "  
ffir groBe Werf~ der Ordmung sich ergibg, sondern wegen Satz I fiir a//e 
Wer~e der Ordnung. Dtmach ist; die ZaM aller Noegherschen Bedingtmgen 
yon (~h, "" ", u~,_,)a gleich 

die Summe ausgedehnt ~ber td/e Ordnungen/~ ~on/~ ~-1 an. Es is~ 
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nich~ schwer, diese Summe nach Satz H zu berechnen, doc~ genf~  ja 
schon der Hinweis, dali nach Sa~z H die A~alll der Noetlherschen Be- 
dingungen yon u l ,~  �9 �9 .~ u~_l, a~_2, a]s Formen yon m Variablen auf- 

gefatit, - - - - a ~ . . . a ~ _  i sein mutl~ wihrend diese Formen doch keinen 
anderen Punk~ als A gemeinsam haben. 

Fiir Wei4e yon 

> E § . . . + - -  m - t - 1  

ist H(ui ,~ ,  --- ,  u,~_l,~,_~) im Bereiche yon m--1  Variablen gleich Nul~ 

,ach Sa~z II. Somit sind die Noe~herschen Bedingungen yon 

yon h0chsbns der Ordnung a~ ~ - - -  Jr a~_l - - m  -~ 1. 
All dies gilt auch, wenn u l , . . . ,  u,,,_l analytische Funktionen bei 

A sind. 

K a p i b l  IV.  

E r w e i t e r u n g  a u f  F o r m e n  y o n  m e h r e r e n  R e i h e n  y o n  

V a r i a b l e n .  

47. Der Raum x l , . . . ,  x~ war bisher der einzige, in dem alle 
Operationen gedeutet warem Es ist aber na~urgem~B bei Aufgaben 
mancherlei Ar~, mehrere R~iume eivzuffihren. Woll~en wir ~ B. eine 
Theorie der Kon~omit~nten eines Systems yon Formen bestimmter Ord- 
nungen 

f ,5, -- ' ,  s 
sehreiben, so miiBten wit die Koeffizienten der Formen [~ , - - . ,  f~ als 
Unbestimmte auffassen, und jene Konkomitanbn als Formen dieser Un ~ 
bestimm~en deubn. Der Komplex der Koeffizienten jeder einzelnen der 
Formen w~irde dann ein schon in sich abgerundet~s Etwas, ein Raum, 
sein. Schon aus diesem Grunde is~ es in der Algebra unerl~Blich, den 
Betrach~ungen eine Gruppe yon l~umen 

xl,1, "" 

X~,l~ " ' ' ~  X~,~,~, 

zugrunde ~u legen- 
Die A~ah! dieser R~iume brauch~ keine end~iche zu sein, wenn 

Orenziiberginge aus unseren algebraischen Unbrsuchungen ~ich~ $us- 
geschlossen sind. Wit wezden ~ns jedoch auf eiae cndliche~ w e ~  a~ch 
unbos~mmtm h ~ b !  yon Riumen beschrinkem 
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Der Ranm x~,l, ..-, x~,m~ heiBe S~, d i e  Gruppe der R~nme $1,...~ S k 
sei  kur 'z  S ,  und die Summe 

(~i- i) + (~- i) +...+ (~- i)=~- i 

heiBe die Dimension yon S. Die Algebra der Fomen in B heiBe die 
.Algebra in B". 

Eine Form in S ,  welehe in bezug auf die Variablen jeder der Si 
homogen yon der Ordnung ni ist, heil3t eine Form der Ordnungen 

nl~ ~ - . . ~  n k. 

Enthiil~ eine Form die Yariablen eines Raumes gar nieht, so ist natiirlieh 
die Ordnungszahl der Form in bezug auf den betreffenden Raum = 0. 

Die h nzahl der Koeffizienbn einer Form der Ordnungen n l , . . - ,  n k 
wird mR 

(n~, . . . ,  n~) 
bezeiehnet. Dieselbe ist 

~( -1 , ' - - ,  - ~ )  = ~i(~)" ~ ( ~ )  �9 �9 �9 ~ ( ~ ) ,  

wenn qgz die q~-Funktion des Raumes Si bedeutet. Dies Theorem ist 
durch eine sehr einfache Abz~ihlung erweisbar. 

Ein System yon Punkten t)1,  . . . .  , - P k  in S ~ , . . - ,  S~ resp. sei ein 
Element yon S. m Formen in S mi~ unbestimmten Koeffizienten haben 
kein Element gemein, wie sich nach der im Kap. I angewandten Uber- 
legung sogleieh ergibt, m -  1 Fomen in S mit unbestlmmten Koeffi- 
zien~en dagegen hahen ,rim allgemeinen", weleher Ausdruek sparer pr~zi- 
siert "werden wird, eine endliche Anzahl yon Elementen gemein, und daher 
gibt es, wenn m Formen in S mit unbestimmten Koeffizienten vorliegen, 
im allgemeinen eine Form dieser Unbestimmten, deren Versehwinden die 
no~wendige und hinreichende Bedingung for die Existenz eines den Formen 
gemeinsamen Elements ist. DaB, wean diese Form existiert, dieselbe 
irreduzibel ist, zeigt sich naeh den Uberlegtmgen des Kap. I. Auch ist 
ersieh~lieh, nach derselben Schlut~reih% daB, wenn li, 12,---, 1 k Linear- 
formen in S x , . . . ,  Sk, f l , ' "  ", f~ die m Formen in S, B die eben charak- 
~erisierb Form der Unbestimmten~ Zahlen M1 , . . - ,  M~ existieren, so da~ 

R . l~ ~ . . . l ~  ;~ = io1['1 q- . . . q-  p~f , , , ,  

wo /D1,---, p~ ganzzahlige Fomen in S und der Unbestimmten yon 

f .  "", A .  
Die soeben chaxakterisierte Form R sei ,rl~esaltant~ in S "  yon 

~ , - - - ,  f,~ genann~. Sie exis~ier~ nut d~.nn niche, wenn, entgegen den 
Voraussetznngen der im Kap. I gemaehbn Sehtiisse, m -  1 der Formen f~ 
kein gemeinsames Element haben, was nur zuta, effen kann, wen~ weniger 
als m ~ -  1 der Formen f~ eine yon O versehiedene Ordnung n~ in S~ haben. 
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Haben genau m ~ -  1 der Formen f~ eine yon 0 versehiedene Orduung ~ 
in Si~ so ~reten diese Formen sowohl wie S~ aus der Betrachtung, und 
die ,,Resultante in S ~' yon f l , ' "  ", f~ reduzier~ sich auf die ,~esultante 
in S'" yon denjenigen Formen f l , ' "  ", f~, die yon den Variablen S i un- 
abhii~gig sind, wobei S' die Gruppe $1, . . . ,  Sj, mit AusschluB yon S~ 
bezeichne~. Wird die Resultaute in S yon f l , ' "  ", [~, mit /~(fl, "" ", f~) 
bezeichnet, so ist identisch 

 (fl, 5 , - . - ,  f _l, g.  = R ( 5 , . - ,  f _l, g ) - R ( f l , . . . ,  f _l, h), 
wie sich nach den Schlfissen des Kap. I ergibt. 

Die Schlfisse des Satzes IV ergeben in S die Existenz ,,irreduzibler 
Bildungen" und die eindeutige Zerlegung yon ,,Kon6gurationen" in selben. 
Dabei ist nur~ wegen des Vorhandenseins des AusnahmefaUes, festzuhalten, 
dab Formen, die keine Resultan~ besitzen, niemals gemeinsame Elemente 
haben kSnnen. 

Ein ,,irreduzibles Gebilde" in S wollen wir eine irreduzible ,Korre- 
spondenz ~' oder ,Verwandtschaf~" nennen. Denn das entsprich~ genau 
dem gewShnlichen Sprachgebrauch der Mathematiker. Die Stufe der 
Korrespondenz oder Verwaudtschaft ist dann ein der Stufe eines irredu- 
ziblen Gebilde% wie es urspriinglich verstanden war, analoger Begriff. 
Ebenso werden wir yon der Mannigfaltigkeit oder Dimension einer Ver- 
wandtschaft sprechen, als der Mannigfaltig]~eit resp. Dimension des Systems 
yon Elementen, welche den Beding~ngen der Verwandtschaft entsprechen. 
Beispielsweise, wenn die Punkte zweier Kurven A, B, die resp. in den 
R~iumen A', B" gelegen sind, durch die Verwandtschaft V einander ein- 
deutig zugeordnet sind, wird V die Mannigfaltigkeit 2, die Dimension 1 
haben. Ist dagegen jeder Pun~  yon A jedem Punkt yon B zugeordne~, 
so haben wit es mit einer Korrespondenz der beiden R~iume A;  B '  clef 
Dimension 2 zu tun. 0der haben wir es mit einer Verwandtschaf~ V zu 

f �9 tun, welche in drei Riiumen A', B ,  C, P u n ~ n  eines Gebfldes A der 
Manni~,oYaltigkei~ 4 je ein bestimmtes Punk~epaar zweier Gebilcle 17, C, 
zugeordnet, so hat V die Mannigfaltigkeit 4 und Dimension 3 etc. e~c. 

48. Es ist Har, dab die Gesamtheit der in S existierenden Formen, 
welche in den Elementen ether irreduziblen Verwaudtschaft V verschwin- 
den, einen Primmodul bilden, wie iiberhaupt die Definitionen und S~tze 
des Kap. H ohne weiteres auch ffir die Algebra in S existenzf'~hig bleiben. 
Nur die Begriffe und S~tze des Kap. I und HI bedfirfen fRr die bier zn- 
grunde liegende Algebra in manehen Punk~n einiger Modi6kationen und 
Erl~u~erungen. 

Der Sa~z I ~ a p .  I) m B. hSrt auf, in der friitmr angegebenen 
richtig zu sein. Es is~ nStSg, eine beschr~d~ende Bedingung ~in~uzu- 
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fiigen. Er laute~ ffir die Algebra in S: ,Shad u~, . . . ,  ul, (h <= m) Formen 
in S, deren Resultante mit m -  h beliebig zu w~ihlenden Formen nicht 
identisch verschwindet, besteht eine identische Beziehung 

Jolul + . . -  + lo~u~ = 0 

und sind die .Ordnungen yon jedem der p~ mindestens gleich den enb 
sprechenden Ordnungen irgend eines der uj (mit AusschluB yon ui) , so 
gibt es Formen q~,~, fiir welche identisch 

q,,~ + qj,, = O, p, = ~ q,,ju,, q~,, = 0." 

Eine die Ordnungen der /h beschr~nkende Bedingung irgend einer 
ArC ist notwendig, denn, wie schon das Beispiel der Resultaute zeigr 
Beziehungen der diskuiierbn Gestalt bestehen wirklich, ohne dab die 
Formen ~/i,~ existieren. DaB die angegebene Bedingung geniigend is~, 
ergibt sich leicht bei Betrachtung des Induk~ionsbeweises yon Satz I. 
Die be~effende Bedingung ist sowohl notwendig wie hinreiehend, wenn 
der Raum S, aus einer einzigen Variablen bes~eht, auf diesen Fall ftihr~ 
abet der Induktionsbeweis den Satz zurfick. Nur e/n SchluB der ganzen 
SchluBreihe des Beweises wird infolge der zugefii~en Bedingung ungiiltig. 
Nachdem nibnlich fiir h ~ m erwiesen war, daB, wenn 

plul + �9 -- + io~u h = -  0 
and die Resulf~n~e yon u i , . . . ,  u~ mi~ m -  h beliebigen Formen nicht 
verschwindet, Formen q~, . . . ,  g~ exis~ieren, fiir die 

:Pl = r  + " �9 �9 + r  

erschlossen wit die Gtiltigkeit des obigen fiir h < ra einCach durch Ad- 
junktion yon Formen uj ,+l , . . . ,  u~, deren Orduung gr/SBer war als die 
jedes tier 10i. Dies Verfahren versagt hier infolge der Beschdinkung fiir 
die Ordnungen der iv i. Die so enb~andene Liicke im Beweis ftillen wir 
in folgender Weise aus. 

Das befolgte Beweisverfahren macht zun:,ichst klar, daB, wenn der 
behaupteb Sa~ richtig ist flit einen Raum S der Manuigfaltigkei~ m - - t ,  
aus einer Beziehung der Gestalt 

iolu i + - - -  + p~_lu~_  1 + io~. l = O, 

wo l linear is~, und die iibrigen Vorausse~zungen des Satzes e~'Ftillt sind, 
immer folgr p ,  -= qlu 1 + . . .  + qh-~ u~,_l. Dies grit f i r  jeden Wer~ yon h. 
Is~ nun h < m, also h -  1 < m - - 1 ,  so kann man 2 Linearformen be- 
s~immem, deren Resultante mit ul, " - ,  u ,_,  mid m -  h -  1 beliebig zu 
w~tenden Formen nicht verschwindet. Diese beiden seien der E~n~ach- 
trait halbex mit x~ und x s iden~isch. Alsdann definiere ich eine GrSBe y 
dureh die Be~ehung x~ ~ y - x  a und betraehte die Identi~t  

./~iu~ + - - .  +p~,- u~ =- 0 
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als eine solche i~Sr einen Raum der Maunigfaltigl~eit m -  1, indem in 
ihr iiberall x~ ~ y . x  1 gesetzt mid y als Parameter angesehen wiret. Es 
fo]gt, nach Voraussetzung, wenn (U~)~=,~, noch mi~ Ui bezeichnet wbd. 
p~ = rl U1 4 "  - H rh_i U~_ 1, wo die r l, . . ,  r~_l yon y rational ab- 
h~ingen, also p~. Y ~- s 1 ~ -k " " H s~_l U~_~, wo sl, . . . ,  s~_~ Formen 
der Variablen mid Polynome yon y,  Y nur yon y abh~ingig ist. Erse~ze 

ich in dieser Beziehung wieder y durch x~ mid mache die resultierende xl 
Identi$iit homogen, so zeig~ sich 

pa . Z : f lu 1 H ' "  H t~_ l ua_ l , 

wo Z eine Form yon x i und x~ is~ und die t i Formen in S sind. Z ist 
als bin'~re Form darstellbar als Produkt yon Linearformen der GestalL 
ax:  H bx~, wo a, b Konstante. Somit ergibt sich~ da nach Voraussetzung 
die Resultante irgend einer dieser Linearformen, yon u l , . . - ,  u~_ 1 mid 
m -  h beliebig zu w~hlenden Formen nicht ideniisch verschwindet, durch 
sul~zessive Anwendung des friiher bier ftir die Beziehung 

Plu~ - y . . -  § p~. l~-  0 
erhaltenen Resultates, 

Damit ist Satz I auch ftir die Algebra in S vollst~indig erwiesen. 
49. Ftihren wit nun in Analogie zum ersten Kapibl ein Operations- 

symbol 
A n l '  ~ '  "" " '  ak 

ein, es durch die Beziehung 

a , ~ , . . . , . k f ( r ~ , " ' , r ~ ) - - - - - f ( r ~ , ' " , r ~ ) - - f ( r ~ - - n l , . . . , r ~ - - ~  ) 

definierend, so kSnnen wir auch in S den Siitzen II und HI des ers~en 
Kapitels genau aualoge Siitze aufsbllen. Sind 

(~, ,  ..., ~,~),..., ( ~ ,  ..., ~ )  
die 0rdnungen yon u s , . . . ,  u~, so is~ 

~(~ , . . . ,  ~) (r~, . . ,  r~) = ~ , ~ , ,  ~, . . .  ~ l ,  , , ~ ( ~ - " ,  ~), 
w e n n  

dagegen um 1 mehr oder minder, wen~ aUe 

/~ = n ~  + n~,~ + - - -  + n~l - m~. 

Was geschieh~, wen~ einzelne der/i~ grSBer, andere kteiner sind als die 
angegebenen Werte, bleib~ danach noch unen~schieden. Diese ~-~ge 
schein~ iiberhaup~ eine schwierige und kaum mi~ den bisher verwand~a 
Mitt~ln 15sbar zu sein. Da sie zudem zu all den Anwendungen, we!che 
in den Schlu~bemerkungen besproehen sin(t, in nut ganz loser Be* 
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ziehung s~eht, so ist ein Eingehen auf diese Frage an dieser Stelle noch 
nich~ nStig. 

Die Exis~enz der Form ~ bleibt nach obigem ungeschm~iler~ er- 
halten; auch der Satz, da~ nur die Formen f apolar zu Q(ul , . . . ,u~)  
dem Modul ( u l , - . . ,  u~) angeh~ren~ unter f Formen verstanden, dere~n 
Ordnungen kleiner oder hSchstens gleich denen yon Q sind. 

Die Betrachtungen des Satzes ]u  und des Kap. II bleiben in Kraft. 
Doch bedaff Sa~z XI der Einschr~inkung, daB, wenn 01 , - . . ,  C~ die irre- 
duziblen ~ebilde, in die u l , ' "  ", u~ zerf~llt, und M =  (ul , . . . ,  u~), dann 
M=-[Mc~, . . . ,  Mc~, r], wo der Modul r alle die Formen enth~lt, deren 
0rdnungen in jedem der S~ diejenigen jedes der u s mindestens erreichen. 
Es ist dies eine offenbare Folge der in der Algebra in S beim Analogon 
zu Satz I zu machenden Einschr~nkung. 

Die Definition der Hilber~schen Funktion des Moduls 3/  als einer 
yon den k Ordnungen der Funktion abh~ngigen Zahl bleibt unge~indert. 
l~ur lau~et Satz IX in der Algebra in S: ,,Die Hilber~che Funktion 
eines Moduls M H M ( r l , . . . ,  r~) 

ist ffir geniigend groBe Werte yon rl, r~, ..-, r k ein Polynom yon rl, .-., r,, 
dessen Ordnung mn 1 kleiner ist als die Mannigfaltigkei~ yon M, und 
in irgend einer ausgew~hl~en Grupl~e der r l , . - - ,  r,, etwa ril , r~, ..., ri~ , nut 
zu der Ordnung ansteigt, welche der Mannigfaltigkeit yon Elementen ent- 
spricht, die der Modul M in den korrespondierenden R~umen Si i , - . . ,  Si~ 
besitzt." 

Der Beweis dieses Satzes geht im iibrigen nach demselben Prinzip 
vor sich wie derjenige des Satzes IX. 

Wir kommen nun zur Frage, was in der Algebra in S unter den 
l~oetherschen Bedingungen eines Moduls zu verstehen sei und inwieweit 
in ihr die Be~rachtungen des Kap. III gfiltig bleiben. 

Start des Punktes P des Kap. !H werden wit Element, start der 
Ordnung r Ordnungen r~ , . . - ,  r~ sagen miissen, doch bleiben aUe Er- 
w~aungen bestehen, his zur Einf~hrung des dem analytischen P-M6dul M 
en~sprechenden Modul 3I". l~ur dann wird die Form p dem Modul M '  

?5 angeh ten dfirfen, warm ein Individuum yon M eine Entwicklung hat 
+ p ' + p " + . . . ,  
& 

welche p enth~lt, und zwar so, da~ die Ordnungen der iibrigen Terme 
zum minde~ten in einem der R~ume S~ grSBer sind als die 0rdnungen 
yon p, in keinem der R~ume S~ aber kleiner. Offenbar folgt dann ffir 
die l~%e~her-Hilbex~sche Funktion yon M" 

(~ ,  ~ ~ ( ~ ,  ~ ,  �9 �9 ~) = ~ ' ( ~ , ,  ~ ,  .... , ~ ) ,  

genau so wie m Kap. ]]I. 
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Alle iibrigen Folgerungen bleiben unver~ndert. Analoge Bemerkungen 
muB man fiber die Ideale in S machen. 

50. Zum SchluB mSchte ich noch bemerken, daft man unschwer die 
aufgestellten S~tze nach verschiedener Richtung hin erweitern kS~nte. 
Einige Erweiterungen der Theorie der Elementarteiler sind bekannt. Genau 
dieselben Erweiterungen sind mSglich bei der Definition und den S~itzen 
fiber die Ideale. Dis Ausffi.hrungen des Kap. H! sind iibertragbar auf 
Formen, deren Koeffizient~n ganze Zahlen sein oder einem bestimm~n 
KSrper angehSren sollen. Denn Satz X~HI, und damit auch alle anderen 
S~itze bleiben auch bei dieser Einschr~ukung erhalten. Man kann Kap. I l l  
erweitern, indem man den Punkt P ersetzt durch ein Primideal J m t~ Stufe 
und, nach dem Vorbilde der Methoden yon Hensel, Entwicklungen nicht 
blo~ nach Variablen, sondern auch nach Potenzen der in J enthaltenen 
Primzahl p betrachtet. Man k,.nn auch die Schliisse ausdehnen anf die 
Menge der analytischen Funkt~ionen, welche in einem gegebenen Bereich B 
keine Singularit~iten haben. Neue Schwierigkeiten sind bei diesen Erwei- 
terungen kaum zu fiberwinden. 

Sclduflbemerkungen fiber einige Anwendungen der aufgestellten 
S~tze. 

51. Es war ursprfinglich meine Absicht, den Ausf/ihrungen der vor- 
gehenden Kapitel einige Anwendungen beizuffigen, doeh ist der Stoff 
sehon zu stark angewachsen. Zudem kann es nicht die Aufgabe des- 
jenigen, der neue Resultate bieten will, sein~ sie sofort im ganzen Urn- 
range ihrer Bedeutung anzuwenden. Daher entschloB ich reich, wiewohl 
schwer, auf das Kapitel der Anwendungen zu verzichten. Doch glaube 
ich, die haupts~chlichsten der Zielpunkte, die mir auBer dem rein 
theoretischen der Erweiterung des Noetherschen Theorems noeh vor- 
schwebten, kurz andeut~n zu sollen, sei es auch nur, um die Arbeit 
verst~indlieher zu machen. 

Zu alleroberst wfirde da ein Satz stehen, der einen Fundament~l- 
satz der Lehre yon den Verwandtschaften mit umfal~t. Drfickt man die 
Hilbertsche Funktion eines Moduls M mit Hilfe yon Differenzensymbolen, 
welche in bezug auf die cp-Funktion gemeint sind, gem~a~ der Gleichung 
HM(rl,.. . ,  r~)~ H'q~ (rl,..., r~) arm, so ist das Differenzensymbol H" 
eindeutig bestimmt. Der Operator H" sei der ,,Hilbertsche Operator des 
Moduls M" genannt. Nennt man nun zwei prim~re Modnln A uncl B 
der Stufen a und b relativ prim, wenn (A, B) die Stufe a + b hat, und 
irgend zwei Moduln relativ prim, wenn al!e ihre prim~iren Teiler relativ 
prim zueinauder sind, so gilt der Sa~, dab der Hilbertsche 01~erator 



des gr~$~n Teilers zweier relativ primer Moduln das Produkt der 
Hilbertschen Operat~ren der beiden Moduln ist. Ein Weg zum Beweis des 
Satzes ist der folgende. Zuniichst zeige man, daB, wenn A, .B zwei rela~iv 
prime Moduln sind, und a l , . . . ,  a~ eine Basis yon .4, h i , - . . ,  b~ eine solche 
yon _B ist, dann ffir genfigend hohe Ordnungen ( a l . b l , . . . ,  al,.b~) eine 
solche yon [A, JB] ist. Danach erwei~re man diesen Satz auf das System 
der Syzygien eines der Mod~lln z. B..A, und zeige, dab unter der Vorans- 
setzung, dab A und ~ relativ prim sind, die Kongruenz 

Xla 1 + . . . +  X~a~ ~ 0 rood. B 

und die aus ihr folgenden syzygetischen Kongruenzen modulo B die Kette 
der Syzygien yon A erzeug~, wenn man sich auf geniigend hohe Ord- 
nungen beschr~nkt. Alsdann berechne man die Konstantenzahl yon 
Formen gegebener Ordnungen yon (A, J~) auf dem Wege, wie Hflbert im 
Beweise seines Theorems IV die Kons~antenzahl der Formen-gegebener 
Ordnungen yon A herechnet. 

Eine spezielle Anwendung des obigen Satzes ist folgende. Sind 
A, B , . - . ,  L eine Reihe yon irreduziblen Korrespondenzen, A , . . . ,  L die 
entsprechenden PrimmoduIn, und ist die Summe der Stufen a ~ b ~-.-. -~ 
yon A, ..., L gleich ~n -- 1, so haben A, B,--., L immer dann, und nur d~nn, 
eine endliche Zahl gemeinsamer Elemente, wenn A, ~ , - . . ,  L rela~iv prim 
zueinander sind, und die Zahl dieser gemeinsamen :Elemente ist 

. -  x . . . ,  

wo r  ~. die t~lber~schen Operatoren yon A , . - - ,  L sind. 
Man ka-- ans den Anwendungen dieser Formel ersehen, dab die 

Symbole des Bedingungskalkuls yon Schubert als Hilbertsche Operatoren 
interpre~iert werden kSnnen und in dieser Auffassung alles Hypothetische 
verlieren. 

52. Eine andere A nwendung unserer Ergebnisse betrifft diejenigen 
Probleme, welche zuers~ yon den englischen Mathematikern Cayley, 
Salmon u. a. behandelt und yon letz~erem unter dem Ti~el ,Order of 
restricted systems of equations" bekannt gemacht wurden.*) Das Pro- 
blem, wie es yon den genann~en Mathemat:ikern gestellt warde, ist fol- 
gendes. Eine Zahl yon m -  1 Formen haben eine Reihe yon Gebflden, 
Kurven~ Oberfl~hen etc. gemein. Wieviel tbm~e haben sie noch gemein, 
welche nicht auf jenen Kurven, 0berfl~chen etc. liegen? Diese Frage 
suchte Salmon zu beantworden, und land die im wesentlichen richt:ige 
L~sung, obwohl ibm nut ganz un~ul~z~gliche Hilfsmi~l zu Gebo~e s~uden. 
Ffir uns ist~ der Sat~z VII mit~ den verwandt~en S ~ e n  ein St;ii~p-n~t, der 

*) Lessons on Modern Higher Algebra. 
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uns erlaub~, nicht bloB das Problem richtig zu stellen~ sondern auch einen 
Weg zur LSsung einzuschlagen. 

Wit Werden die gegebenen Kurven, Oberfliichen etc. und die ArC 
ihrer gegenseitigen Lage, wie auch die Art, in der die gegebenen Formen 
dieselben onthalten sollen, dadurch ausdrticken kSnnen, dab wit sagen, 
die gegebenen m -  1 Formen f l , ' "  ", f~-s gehSren einem bestimmten 
Modul M an. Das Salmonsche Problem richter sich dann auf die Hilber~- 
sche Funktion desjenigen Teilers yon 

(fl, "" ", f~- l ) ,  

der sich nichl auf die Gebilde yon M bezieht. Durch die Diskussion der 
Gleichung 

xsf  + . . . +  o 

ffir unbestimmte Formen f~ des Moduls M~ wobei 

h "~ m, 

zeigt sich dann, dab die den ['i, '" ", fh-1 gemeinsamen Gebilde, die nicht 
auf denen yon 21//liegen, Hilber~sche Operatoren besitzen~ die yon den 
Ordnungen der f~ rational und ganz abh~ngen, abet sonsl yon den un- 
bestimmten Koeffizienten der f~ unabhiingig sind. Auf dieser Grundlage 
ergibt sieh z. B. das folgende Resultat: Es set O eine irreduzible Ver- 
wandtschaf~, A s , . . . ,  A ,  seien n irreduzible Verwand~schaf~en der S~ufen 
a l , . . . ,  a, und mSgen die A s , . . . ,  A~ siimtlich C en~halten. Ferner set 
a 1 + . - .  + a , -~ m--1 .  Fragt man dann~ nach der Anzahl der EIemente, 
welche As , - . - ,  A, gemeinsam sind, ohne in C enthalf~n zu sein, so wird 
diese hnzahl wie folgt erhalten. Jeder irreduziblen Verwandtschaft ~ der 
St-ale s kann man zwei Polynome einer Vaxiablen x zuordnen, etwa alas 
erste Salmonsehe Polynom, bez. das zweite Salmonsche Polynom yon V 
genannt. Das ersie ist =- x"-1 + einem Polynom yore Grade m -- 1 --  s, 
das zweite yore Grade s. Die Koeffizienten dieser Polynome sind abet 
nieht Zahlen, sondern 0peratoren des Differenzenkalkiils naeh ArC der 
oben deflnierfea Hilber~schen Operatoren. Beispielsweise ist das zwei~e 
Salmonsche Polynom einer Form der Ordnungen nl, . . - ,  n, einfach 
x + A,s, . . . , ,~.  Die obige Anzahl ist dan, erhiiltlich, indem man das 
erste Salmonsche Polynom yon C multiplizier~ mi~ den zwei~n Salmon- 
schen Polynomen der A1 , . - - ,  A, und mi~ dem Koeffizien~ x m-1 auf 

(r , - - . ,  operier . 
53. Eine dritte wichtige Anwendung der aufgestell~en S~ze ruhtl in 

ihrer F~aigkei~, den bekannten Pliickerschen Fozmeln der Ebene analoge 
Formeln leicht auffinden, riehtig aussprechen und streng begranden zu 
lassen. So sind z. B. die Pliickerschen Formeln selbst rail ~i|~'e des 
Symbols des Nap. III viel sbrenger and dabei" einfacher aufzusbelten, als 

~Ia~hematische _hnnalen. Z~.  



114 E. L ~ s ~  

dies sons~ geschieht, oder fiberhaul0~ ohne Hilfe jener Symbole geschehen 
kSnnte. Nach den .Ausffihrungen des Kap. HI fiber die Multiplizi~t yon 
LSsungen ist die Formel ffir die Klasse einer reduziblen oder irreduziblen 
"ebenen Kurve f =  0 genau 

~f as ~f a~l Df~ k = : (n- -  1) - - ~  H (f, a, + + ~xs/ai' 

wobei die Summation rechts fiber alle singul~ren Pun~te A s yon f aus- 
zudetmen ist, n die Ordnung y o n / ,  al, as, a s unbestimmte Parameter 
bedeuten. Die sogenannte erste Plfickersche Formel k = n (n -- 1) -- 2d --  3r 
ergibt sich aus obiger dann dutch die Annahme, dag f ~-0 als Singulari- 
t~ten nur Dol0pelpunk~ und Spitzen zulasse, wobei s einen Dopl0elpunkt 

~f H ( f  , al ~-~ + " ")a = ~, 

ffir eine allgemeine Spitze 

H ( f  , a~ -~x + " ") a = 3 

sich leich~ hedeitet. _~hnlich lautet die zweite Pl~ickersche Formel ffir 
die ZaM tier Wendetangent~n w richtig 

H ( f ,  1))~i, 

wo D die Hessesche Form yon f bedeutet und die Summation wieder 
fiber alle singul~iren Punkte A~ yon f auszudehnen ist. Die spezielle 
Form derselben w = 3n ( n - - 2 ) -  6 d -  8r ergibt sich leicht ebenso wie 
die sloezielle Form der ersten Plfickerschen Formel, z. B. durch Diskussion 
eines Systems Noetherscher Bedingungen. 

flenau so wie die obigen Formeln lassen sich Analoga entwickeln 
ffir die versehiedensten Berfihrungsprobleme in der Algebra eines Raumes 
oder einer Gruppe yon R~nmen. Beispielsweise ist die Zahl der durch 
eine gegebene flerade gehenden Ebenen~ die eine gegebene Oberfliiche f =  0 
berfihren 

~f n (n - - 1 )~  - -  ~_~ H ( f  , a, ~-~fx -t- . . ., bl ~-x~ -t- . . .).~i, 

wo n die Ordnung der Oberti~che, A i die singul~iren Punl~e derselben, 
ai, b i unbestimmte Konstan~e sind. Dabei ist aber vorausgesetzt, dab die 
Singulari~en nut in endlicher Zahl vorkommen. Eine Spezialisation 
zei~, dab einem r-fachen Punkte A i m  atlgemeinen die Zahl 

o , <  + - �9 -, + - -  = -  

en~pricht~ Is~ r -=  2 und zeff'al!~ der Tangentenkegel bei A ,  so is~ im 
aRgeme'men H ( f , - . . ) ~  ~ 3; is~ der Tangen~nkegel d ~  Quadrat einer 
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Ebene, so ist H(f,..-)~ ~ 4 etc. etc. :Enth~ilt / -~  0 Kurven yon Singu- 
laritii~en, so h'eten die Begriffe und S~tze des Salmonschen Problems in 
Kraft. Allemal bieten die Methoden der vorliegenden ArbeR die Mitt.el 
zur allgemeinen L(isung der be~effenden Probleme - -  seien dieselben auf 
Formen~ oder auf Gebilde hSherer Stufe, oder auf die Singulari~ten 
(z. B. sogenannte Fundamentalpun]~ etc.) yon .Verwandtschaften beliebiger 
S t u f e n  b e z f i g l i c h .  

Als das aus der vorliegenden ArbeR emporwachsende ttauptprobtem 
mSchte ich die Bestimmung der geometrischen Bedeutung aller Koeffl- 
zienten der Hilbertschen Funktion eines Moduls, insbesondere eines Prim- 
moduls, bezeichnen. Man weift z. B.~ daft, wenn fiir grofe R die Hilbert- 
sche Funktion einer irreduziblen Raumkurve a R -  b is~, und die Raum- 
kurve keine Doppelpunkte hat, daun b-~ 1 das GescMecht der Kurve 
angibt. Die analoge Frage kSnnte man aufwerfen fiir die Koeffizienten 
der Noether-Hilbertschen Funl~tion eines analytischen Moduls, wie fiir die 
Indizes der ,,Elementar~eiler" eines Ideals. 

Char lot tenbu~g,  Miirz 1904. 
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