
A. Hv~wzTz. Uber die Theorie der elliptischen Modulfunk~onen. 343 

Uber die Theorie der elhptischen Modulfunktionen. 

Von 

A. HtraWITZ in Ziirich. 

In meiner Dissertation*) habe ich im Anschluli an~die Arbeiten yon 
R. Dedekind**)  und F. Klein***) die Grundlagen einer Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen entwickelt. Meine Darste~ung l~iiR sich 
aber, wie ich seRher gefunden habe, in einigen Punkten noch wes~nflich 
verein.fachen. Ich mSch~e deshalb in der vorliegenden Arbeit auf den in 
meiner Dissertation behandelten Gegenstand nochmals zurtickkommen. 
Dabei beschr~uke ich reich, um nicht zu weifl~iufig zu werden, auf die 
ersten Elemen~e der Theorie. Diese jedoch werde ich in aller Ausftit~- 
lichkeit behandeln, um einerseits einen volls~ndigen Uberblick fiber die 
Hi]fsmittel, welche ich zur BegrYmdung der Theorie verwend% zu erm(ig- 
lichen unfl um andererseits die gegenw~irtige Arbeit so zu gestal~en~ dab 

~sie ohne Zuhi]fenahme auderer Abhandlungen verstiind]ich ist. Dat~ die 
bier mitgeteiRen Betrachtungen, wenn man sie in geeigneter Weise ver- 
allgemeiner~, auch in der Theorie der automorphen Funl4ionen Anwen- 
dung finden kiinnen, wird dem kundigen Leser nich/~ entgehen. 

w 

Aquivalente Gr~Ben. 

Derjenige Teil der komplexen Zalllenebene, welcher die Zahlen mR 
posi~iv-~magin~irem Bes~ancl~e/1 repr~sen~ier~ so]] als ,.positive ttalbebe~e '~, 

*) Grundlagen einex independenten Theorie der eHiptischen Modulfunk~onen 
und Theorie der Multiplikatorgleichungen erster Stufe. (Diese Annalen, Bd. 18, S. 528.) 

**) Schreiben an Herrn Borchard~ fiber die Theorie der ellip~ischen Modul- 
funk~ionen. (Crelles Journal, Bd. 83, S. 265) 

***) iYber die Transformation tier eUiptischen Funktionen und die Aufl6sung der 
Gleichungen ffmf~en Grades. (Diese Annalen, Bd. 1~, S. 111.) Eine umfasseade I~ar- 
s~ellung dar Theorie gaben F. Klein und R. Fricke in dem Werke: ,,Vorlesungen 
fiber die Theorie der eUip~ischen Modulf~ant~ionen ''. (Bd. I, Leipzig 1890; Bd. lI, 
Leipzig 1892.) 
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derjenige Tell, weleher die Zahlen mit negativ-imagi~rem Bestandteil 
repr'~entier~, als ,,negative Halbebene" bezeichnet werden. Die gemeinsame 
Begrenzung dieser Halbebenen wird durch die Achse der reeIlen Zahlen 
gebildet. 

Ist  nun 
( i )  = x + iy,  (v > o) 

ein Punkt der positiven Halbebene, so mSge 

(2) = y 

die ,I:IShe" des Pnnktes co heiSen*). Die HShe H(to) hat stets einen 
positiven, endliehen Weft. Sie l i s t  sich ferner dureh co und die zu to 
konjugier~e GrSBe 

~ = x - - i y  

H(to) = 2i-~-~ +_l 
~ O ~  fO 

in der Gestalt 

(3) 

ausdrfieken. 
Weml nun weiter zwischen den beiden (~rSSen co und co' eine (]Iei- 

ehung der Form 

(4)  co' "~  + ~ 

besbht, in welcher ~ ~, 7, $ ganze Zahlen der Determinante a 5 -  fir =-1 
bedeubn, so nennen wir die GriiSen ~ mid co" ,iiquivalent" eine Bezeich- 
hung, die wir auch auf die die GrSSen darstellenden Punk~e der kom- 
plexen Zahlenebene iibert-mgen. 

Die aus (4) folgende Gleichung 

(5)  2-~ (~'  - ~ ' )  = ~ (7~ + ~) ( ~  + ~) 

letn4, ~ die imaginiiren Komponenbn yon ca und co' das n ' ~ c h e  Vor- 
zeichen haben. Wenn also to in der positiven Halbebene liegt, so gilt 
dasselbe yon jedem zu co ~uivalenten Punkb  o'. 

Da zwei GrSSen, die einer driven iiquivalent sind, auch e ~ d e r  
~quiva!en~ sind (eine Tabache, welche die ,,Gruppeneigenschaft" der Sub- 
stitutionen (4) zum Ausdruek bringt), so lassen sich die Pun~e  der posi- 
riven H~lbebene in Syst~me derarg aaordnen, dab zwei Punk~, die dem- 
selben Sysf~me angehSren, einander ~iquivalent, zwei Punkte, die verschie- 
denen Sysbemen angeh6ren, nicht ~iquivalent sind. Ist to irgend ein Punkg 

~) Die Einffihrnng des Begriffes der B~he rechfferfig~ sieh dutch die weiter 
fo-lgenden Betrachb~_ngen. Dock m~cht~ ich bier bemerken, da~ ich dutch sahr all- 
gemeine UmCersuchungen fiber autmmorphe Funk~ionen yon einer und mehreren Va- 
riabeln ~a diesem Begriffe geffrhr~ worden bin. 
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eines solehen Systems, so ergibt die Gleichung (4) die sgmtlichen Punkte 
co' dieses Systems, wenn a, fl, 7, ~ alle mSglichen ganzen Zahlen der 
Determinante a8 -- f17 ~- 1 durchlaufen. 

Die HShe des dutch die Gleichung (4) definier~en Punktes ~" drfickt 
sich nun nach (3) und (5) in der Form aus: 

(6) H(co') = 2i (,~o, q-~)(,~ + ~) q.- (_~o~ +,y) 6,~ + ,~) 
r - -  0 , )  

Hieraus ziehen wir zwei wichtige Folgerungen. 
Einerseits er~bt n~imlich die bessndere An nahme a = ~ = O, ~ = -  1, 

7 = 1, dab 

1 
ist. Die beiden Punkte co und - - -  haben also stets die n~mliehe HShe. 

Andererseits bemerken wit, dab der ZKhler des Ausdrucks (6) eine 
definite (quadratische) Form der Substitmtionskoeffizienten a, fl, 7, ~ ist. 
Daraus folg~, dab unter allen ganzzahligen Systemen a, • 7, 5 (aS--f iT= 1) 
sich eines oder mehrere befinden, fiir we]che H(co') mSglichst klein aus- 
f~illt. In einem System gquivalenter Punkte gibt es also stets einen oder 
mehrere yon minimaler HShe. 

Betraeh~n wir nun irgend ein System iiquivalenter Punkte! In dem- 
selben sei co derjenige (oder einer derjenigen) yon minimaler HShe. 

Nach Gleiehung (7) diirfen wir voraussetzen, dab 

(8) ,~col~, __ 1. 

ist, d. h. dab der absolute Betrag yon a~ nieht kleiner als 1 ist. Denn 

anderenfalls kSnnte man den Punkt co dutch den Punkt 1 .... , e. : : . zen ,  
6O 

dem die gleiche minimale H~he zukommt. 
Ffir jeden beliebigen Punkt 

des betrach~eten Punktsystems ist 

Diese Ungleichung l[efert fiir die besonderen Annahmen 

(9) co + ~ - - 1 ,  co + ~ s  t.  

Ein Punkt co, welcher den Ungleichungen (8) und (9) geniig~, lieg~ 
nun im lnnern oder auf dem Rande desjenigen ins Unendlidae laufenden 
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Gebietes der posi~iven Halbebene, welches dutch den Kreis mit dem Mittel- 
launk~ 0 und dem Radius 1 und durch zwei zur Achse der rein imagi- 

1 1 parallel laufenden Geraden niiren Zahlen in den Abst~inden @-~ bez. - -~ -  

begrenz~ wird. Dieses Gebiet soll in der Folge stets durch G bezeichnet 
werden. 

Demnach grit folgeflder Satz: 
, In einem System iiquivalenter Punkte gibt es stets einen, welcher 

im Innern oder auf dem Rande des Gebietes G liegt." 
Es seien A C, A'C" die geradlinigen Teile, ABA" der krummlinige 

Tell des Randes yon G~ wobei ~ die auf der Achse der imagin~iren 
Zahlen liegende Mitre des Kreisbogens ABA" be- 

e c" zeichnet. (Vgl. Fig. 1.) Durchliiu~ der Punkt 
die Linie A C~ so beschreibt der iiquivalente Punkt 
co + 1 die Linie A'C', und d'~rchl~uf~ der Punk~ eo 
den Kreisbogen A.B, so beschreibt der ~quivalente 

A ~ ~ a'  Punkt 1 den Kreisbogen A'B. Hiernach sind 
t (D 

' die Randpunkte des Gebietes paarweise ~iquivalent 
, und diese Tatsache veranlal~t uns zu folgender Fest- 

Fi~. 1. setzung:  
Von den Randpunkten des Gebietes G sollen 

nur die auf den Linien A C  und A B  befindlichen zu dem Gebiete G 
gerech-et werden; d. h., wenn gesag4 wird~ ein Pun~t ,liege im Gebiete G a 
oder ,gehSre dem Gebie~e G an" so soll darunter verstanden werden, 
dab der Punkr entweder im Innern yon G oder auf einer der Randlinien 
A C und A B  liegt. 

Aus dem obigen Satze folg~ nun nnmittelbar: 
In einem System iiquivalenter Punkte gibt es stets einen, welcher dem 

Gebie~e G angehgrt. 
Es w~re nun leigh~ zu zeigen, dab es auch stets nur einen einzigen 

solchen Punk4 in einem System i~quivalenter Punl~te gibt*). Abet wit 

*) Es folgt; dies daraus, dab d~e Ungleichung 

s~ts exffil!t~ is~, wenn ea hn Tnnem yon G liege, ausgenommen ffir 

some, dab Aa--~oges g;At~, wenn ea auf dexa Rande yon G liegt~ 
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brauehen uns bei dem Nachweise dieser Tatsache nizht aufzuhalten~ weft 
sich dieselbe im weiteren Verlaufe unserer Untersuehungen ganz yon selber 
ergeben wird. 

w 

Die Modulformen G~ ((Ol, to2), 
Es seien jetzt ~ und z2 zwei komplexe Ver'dnderliehe, welche zu- 

niichst nut der Einsdhriinkang unterliegen sollen, dab ihr Quotient 
einen endlichen, nicht reellen Wert besitzt, o~ 

Die Summe 

ers~reckt fiber alle Paare g~anzer Zahlen ml~ m~, mit AusschluB des einen 
Paares m 1 = 0~ m~ = 0, besitzt dann einen yon der Anordmmg der Sum- 
mation unabh~ingigen stets endlichen Weft, sobald n grSBer als 2 ist. 

ttieraus folgt, dab fiir n > 2 G.(co~, o2) eine ,Modulform" ist, womit 
wit niehts anderes besagen wollen, als dab G.(eol, eo~) eine homogene 
Funkion  yon to1, c% vorstellt, die unge~indert bleibt, wean to1, o~ einer 
]inearen ganzzahligen Substitution der Determinan~e 1 unterworfen werden. 

D. h. es gilt die Gleichung 

(11) 
falls 

ist, unter r162 ~, y, o ~ ganze ZaMen verstanden. 
Ubrigens haben unter den Snmmen G~ nur diejenigen mit geradem 

Index n ein Interesse; denn fiir einen ungeraden Wer~ yon n zerstSren 
sich die den Zahlenpaaren (m~, m~) und ( - - m ~ , -  m~) entsprechenden 
Glieder in der Summe (10), sodas dann G~ iden~isch Null is~. 

Die den Indices n =-1~ n = 2 en~sprechenden Summen G1 und G~ 
sind, wie sich sogleich zeigen wird, nicht unabhiingig yon der Anordnung 
der Summation. N~iheres fiber diese Summen ergeben die nachstehenden 
Be~rachtungen. 

Es mSge m die Glieder eines gegebenen, fibrigens betiebig be- 
scha~enen Systems yon untereinander verschiedenen ganzen Zatrlen durch- 
laufen. Da~n soll zur Vereinfachung der Schreibweise die Bedeuhmg des 
Zeichens 

(13) 

wie folgt festgesetzt werden. Man verstehe unter 
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(15) 

folgende Bedeutn_ug 
v o n  ~ t i ~  

die Summe derjenigen Werte yon ~2(m), welche den der Bedingung 
-z_<~=<+z 

geniigenden Wer~en yon m entsprechem Dann definieren wir das 
Zeichen (13) dutch die Gleichung 

+ 2  

Durchl~iut% ferner das Zahlenpaar m~, m~ alle Glieder eines unendlichen 
Systems voneinander verschiedener Zahlenpaare, so soU das Zeichen 

m, m~ 

haben: Wit bilden zuniichst, fiir einen festen Weri 

7r~ 

diese S,  rnme ist eine Ftml~ion yon ~r~ trod als solehe mit 0 ( ~ )  bezeictmet: 
worden. Nun defmieren wir: 

m 1 m~ m~ 

Naeh dieser Festset~zung hat~ man z. B. wolff zu tmterseheiden zwischen 
den beiden Summen 

m~ rr~ ~ m I 

Diese beiden Summen werden s im Falle absohter Konvergenz 
denselben Wer~ repr~isentieren; im Falle bedingter Konvergenz k~innen sie 
dagegen verschiedene Werte besitzen- 

Dies vorausgeschiekt, betrachten wit die flit jeden nicht ganzza,bligen 
endlichen Weft a galtige Gleichung 

e,i~ + e - ~  
1 ~- = e o t ( a ~ )  = i =  ~ e _ ~ ,  (17) a +  rn 

in welchex m alle ganz~ahligen Wer~e durch]iiuft. 
Mit ttilfe dieser Gleiehung leiden wit teicht den Wer~ der Summe 

2'2' (18) S = (m(=: n~)~, + (m,-- n,)o, 
mz m2 

ab, in welcher n 1 und n s irgend zwei bestimmte ganze Zahten bedeuten 
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und das Zahlenpaar r~i, m~ alle Paare ganzer Zahlen mi~ Ausnahme des 
Paares m 1 = nl~ m s = n~ durchlaufen soil Setzen. wir 

o) 1 
- -  === (D~ 

so wird zun~hst  ~' 
1 i 

rt~ 

= ~ -  r ~ [ ( ~  - . ~ )  ~ - - d  = ~ -  ~o~ ( ~  - ,,) ~ ,  
fa} 2 OJ 2 

wenn m 1 yon n 1 verschieden ist. Fiir m i = n i dagegen is~ der Weft 

(2' ) dieser Summe (m --~n~)~ , wie man leieh~ erkenn~ gleich Null. 
Daher kommt ~ 

(19) S = ~ ~ cot (m~ --  n~) wz, 
�9 602 

verschiedenen ganzen Zahlen durchl~uft. Nun ist wo m~ alle yon n~ 
f e r n e r  

+ i  r a = 2 - - n l  + I + n i  m=~+nl 

( ~ = ) .  
- - 2  m = - - 2 - - n  l - - 2 - - ~ 2  m = ) . - - n ~  + 1  

Da die Kotangente eine ungerade Funkt/on ist, so zerstSren sich in 
der vorletzten Summe je zwei Glieder~ also ist 

m = - 2 + n i  

(20) S = -  Z .  Lira ~ cot (meoz). 
r a = 2 - - ~ l +  1 

Jedes der 2 n  1 Glieder 

der letzten Sumrae niiher[ sich mit unendlich wachsendem Z der Grenze 
- - i  oder q- i ,  je nachdem co einen positiv- oder nega[iv-imaginiiren Be- 
stand[eil aufweist. Dies folgt unmi[telb~ aus der Gleichung 

co~ ( m ~ = )  = i .  eiraa~r~ e-ime~rt 
Es ergibt sich also scbliel~lich 

(21) S =  ( ~  - ~ ) ~  + ( % - ~ . . ) ~ ,  = _+ 2~= 
CD 2 ~ 1  

m l ~r~ 

wobei das obere ocler un~ere Vorzeichen grit, je nachdem a~ in der posi- 
riven oder in der negafiven Halbebene liege. Die Gleichung (21) leis~et 
offenbar die Wer~bestimmo,g der Summe Gl(eai, eo~) bei einer bes~imm~n 
Anordnung der Olieder dieser Summe.*) 

*) Bei dem obigen Beweise der Gleichung (21) wurde ~ ~ 0 vorausgese~zK Ersetzf~ 
man aber m~, ~ ,  ~ ~ez. dutch - -  ~ ,  - -  ~ ,  - -  ~ und multiplizier~ sodann die 
Gleichung mi~ ~ 1~ so erkennt man ,  dal~ die letztere auch for n~ < 0 gilt,. 
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1 ~hren wit durch Ver- 
m~ m~ 

tauschtmg yon ox mi~ e% auf die soeben betrachtete Summe zuriick. Da 

n u n -  einen positiv- oder negativ-imagin~ren TeLl besitzt, je nachdem 
co 1 

o~ einen negativ- oder posi~iv-imagin~en Tefl anfweis~, so liest man aus 

(21) sofor~ ab: 

(22)  (,h - -  ~.)~. + ( ~ . -  ~.)~.  - -  =g ~ - n~. 
ra~ 

r 1 wobei wieder das obere oder mltere Vorzeichen gilt, je nachdem eo------ 
in der positiven oder negativen Halbebene lie#. ~ 

Die Gleichungen (21) mid (22) setzen die beding~e Konvergenz der 
Summe ~l(col, ~ )  in Evidenz. 

Was die Summe G~(eol, oe) betrifft, so gentigt es ftir tmsere Zwecke 
die beiden folgenden Anordnmigen: 

(nh o~ + m**..)* ' 
~ m~ rn~ mj. 

(m i eoi -~- m~ a ~  t 

miteinaaxder zu vergleichen. 
Zu dem Ende bemerken wir~ dab die Summe 

s =  ~ - -  ~ )~  + ( m . -  ~ ) ~  - ~ + ~  - ( ~ ; ,  ~ ~,~,)~J 

1 + fi~2) 2 

absolut konvergier~. Die Summation soll sich bier auf alle Paare ganzer 
ZaJalen rex, rn,, mi~ Ausnahme der beiden Paare m 1 = 1, m, ~-1 mid 
~x = 0, m~ = 0 ersh-ecken. Summier~ man nun zuerst Imch ~n 2 und datm 
naeh ml, so ergibt sich mi~ Hilfe yon (21) 

rat 

Summier~ man dagegen zuerst nach ~h mid dann naeh nr so kommt 

m~ mt 

Der Vergleich diesel, beiden Darstellmagen yon s ergibt die Relation 

m~ m.. ra~ mz 



~noer die Theorie der elliptisehen Modulfunk~ionen. 351 

wobei das obere oder untmre Vorzeichen gilt, je nachdem 09~ in der posi~iven 
s 

oder der negativen Halbebene liege. Dat~ die bier betrachteten Summen (23) 
endliche Werte besitzen, ist aus den Gteichungen (25) und (26) ersiehtlich. 

w  

D a r s t e l l u n g  der  F u n k t i o n e n  G.  d u r e h  P o t e n z r e i h e n .  

Wir  setzen yon jetz~ ab voraus, 

091 ~ = - - = x + i y  

einen positiv-imaginiiren Bestandtefl besitzt. 
Der absolute Bet-rag der Gr5Be 

(28) h = e T M  = e 2~'~, - e-~nu 

ist dann kleiner als 1. 
In der Gleichung (17) werde nun a durch rn 1 co ersetzt, unter m~ eine 

positive gauze Zahl verstanden, und sodann die reehte Seite nach Potenzen 
yon h entwickel~. Auf diese Weise kommt: 

o o  

I = - -  i ~  - -  2 i z  ~ h~'~ ~ (29)  . ~ '  "~, 09 + ,.~ . 
rt~ r = l  

Eine ( n -  1)-malige Differentiation nach co ergib~ weiter 

o o  

N r = t  

Summieren wir fiber aUe positiven g~nzen Z~hlen ml, so entsteht 

o o  

1 1 (n >_ 2.) (~  09 -t- m~p ~- (-- 1)". ( n -  1).' i--s--- h r '  - -  

Indem wit  bier, was offenbar erlaubt ist, m s durch - - ~  ersetzon 
und d~.uu beide Seiten mit ( - - 1 )  ~ multiplizieren, erhal~en wir: 

m a O  OO 

(31a) (ml 09+ % p  = (n--  1)., 1 ~ '  (n~2.) 
m ~ = - - I  ~.~ r = l  

Aus (31), (31a) und der bekannt~n Gleichung 

r ~  



35~ A. H~Rw~r 

in weleher B .  die n ~" B e rn  oul l i sehe  Zakl bezeiehnet, ergibt sich schlie$1ich 

(33) 

1 

ml r ~  

' L z - ~o,~-- . (~) , .  B .  + ( - -  1)'~4n r ~ - ~  1 - -  h" , ( ,  ~= i.) 

Hiermit sind die Modulformen G.  durch Potenzreihen dargestellt. 
0rdnet man die rechts auf~retende Summe nach Potenzen yon h an, so 
erhiilt sie die Gestalt 

r = l  

,.~._l(~)lF = h + (t + 2=~-*)h'+ (1 + 3 ~ - 0 3  ~ 

+ (1 + 2 ="-1 + 4 ~ - l ) h  ~ + - - - ,  

wo g,,aa_,(r) die Summe der ( 2 n - -  I) t~ Pot~nzen der Teiler der Zahl r 
bezeichnet. 

w  

Die ~Iodulform A(%,  ~-2)- 

Im Falle n = i Iautet die Gleiehung (33) 

1 

1 ,~ i l  - 1 - v j  

Ersetzt man bier % dutch --co 2 und eo, dutch %,  also 

21zt  

(36) h = e T M  durch h'-=- e ~ , 

so kommt, wenn zugleieh die Summationsbuchstaben ml,  m s durch --m~ 

resp. ~r h ersetzt werden, 

Die Gleichung (27) t ~ t  sich demnaeh so darstetlen: 

oder 

(as) 

= ~ 1--24 .=i i--h~ --  ~ 1 - -24~=1  12-~] ~o~, 

log ~ 1 -  2t ~ + log h" 1 -  2 4 ~  "~" ] 
r= l  r=t iZ~r]---- 12. 
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Multipliziert man (38) mit 

Resultat so sehreiben: 

Aus (36) folgt nun log h - l o g  h' = 4~  2 mid hieraus 

d log h d log h" 
log h log h" 

d log h 
log h ' so kann man daher das entstehende 

dh dh" rh" ~ ~ - -  12 
h 1 - - 2 4  = i ~ 1 - - 2 4  = l--h 7~] l-~h- 

Integriert  man diese Gleichung gliedweise und geht dann yon den Loga- 
rithmen zu den Za.blen iiber~ so entsteht 

oder 

( 3 9 )  

(log h)i~ hH(l -- h0U -- - C . h ' H ( 1 - - h ' " ) ~  

r=i r----I 

indem sich die Integratioaskonstante C ans der An nahme co = i,  f'tir 
welche h = h" = e- ~'~ wird, ergibK 

Die Gleichung (39) lehrt,  dat~ die Funktion 

( 4 0 )  a = = 
r = l  

unge~indert bleibt, wenn man col, ~2 durch - - c l  2 resp. co 1 ersetzt. Often- 
bar bleib~ aber A auch ungeindert ,  wenn man col, ~s sei es dutch 
- - ~ 1 ,  --co s resp., sei es durch co 1 -k co~, co s resp. ersetzt. Da nun aus 
den Substitationen 

I I 
~01 ~ ~ C0 2~ 09S ~ 0) 1 

I I 

~i ---- -- col, eo~ = -- ~s; 
f ! 

~i = co i + c%, ~s ---- ~s 

die simflichen homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determinante I 
zusammengesetzt werden k6nnen, so folg~ schliet~lich: 

Die Funktion A(col, eo2) bleibt unydindert, wenn col, os beliebigen 
linearen homogene~ ganzzahligen Substitut~men der DeL~rminante 1 unter- 
worfen werden. 

Diese Funkgion hat  insofern einen besonders einfaehen analygischen 
Charakter als das Produkt  

~O 

r=l 

M ~ t h e ~ a r  A ~ a l e n .  L 'VIII .  2 5  
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eine in der positiven Halbebene reguliixe und nirgends verschwindende 
Funk~ion yon co darstellt. 

w 
Die Modulfunktion J(eo). 

Wir setzen nun zur Abkfirzung 

(m~ ~ + ~ ~)' ' 

eine Funktion, die nach (33) und (34) die Darstellung 

(42) g~ ~,o~/ _ 

zul~Bt;. Aus g2 und A bilden wir sodann den Quotienten 

+ 20 ~ %  <~-)h ~ 

( 4 3 )  = = 
A J~ 

r = l  

welcher nur noch yon co = ~ abh~ngr 
CO 2 

&us dieser De6nitionsgleichtmg der Funk~ion ,/(co) geht hervor, dab 
fla" die gauze positive Halbebene eine Entwickelung der Form 

(44) j ( ~ )  = 1 [1 + cl h + co h~ ~ h  . + " ]  
gfiltig ist. 

Den Eigensehaften yon g~ und A en~sprechend, gentigt J(~)  ferner 
der Gleichung 

(45) J(~ ')  ----- J(co), 

in welcher co und ~' irgend zwei ~quivalente PunkCe der positiven Ha~b- 
ebene bezeickn en. 

Wenn die Ordina~ y yon ~ = x + i y  fiber alte Grenzen wii~hst, so 
n's sic-h 

h = e T M  = e ~ i ~  . e - ~ z v  

tier Null  Nach Gleichung (44) wird d ~ ,  also J(eo) unendh'ch grote. 
Diese ~ o n  b e s i ~  daher den singuliixen Punkt 

G3 = O ~ .  

Folglieh sind aueh die zum Pn~k~e ~ ~quivalenten Punkte, d. h. die 
Repr~sentanten der reellen rationaten Zahlen, singul~re l~mk~e yon J(~). 

let~ere die/kchse tier reeUen ZaMen fiberalt dich~ e~il]en, so is~ die 
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Funktion J-(a~) fiber die positive Halbebene hinaus nicht fortsetzbar. 
Innerhatb der positiven Halbebene ist J(eo) nach (44) fiberall reguli~r.-  

Es soll sich jetzt darum handeln, festzustetlen, wie oft die Funktion 
J (~)  einen gegebenen endlichen Weft a in dem Gebiete G an,immt. 

Jedenfalls besitzt die Gleichung 

(46) J (~)  = a 

im Gebiete G nur endlich viele L(isungen co. Denn unendlich viele 
LSsungen wiirden eine Hiiufungsstelle ergeben, die notwendig im End- 
lichen liegen mfiSte, weft mit unendlich anwachsender Ordinate yon eo 
auch i J(eo)! fiber jede Grenze, also in~besondere 
fiber i at hinaus, w-~ichst. Diese Hiiufungsstelle w~re C ~ c" 
aber eine singul~re Stelle yon J(co), w~hrend doch ! 

! 

eine solche in der positiven Halbebene nicht existiert. I 
Um nun die Anzahl h r der im Gebiete G 

liegenden Liisungen der Gleichung (46) zu bestim- A ~ 
men, schneiden wir zun~ichst yon G dutch eine 
Parallele CC" zur Achse der reellen Zahlen das 
endliche Gebiet 

G" == C A B A "  C" ri~. 3. 

ab. (Vgl. Fig. 2.) Der Abstand der Parallelen CC' yon der Achse der 
reellen Zahlen soll spiiter ins Unendliche wachsen; er sei yon vornherein 
so gro$ augenommen, daft die AT LSsungen der Gleich,mg (46) im Ge- 
biete G '  hegen. Dann hat man bekanntlich 

i /~d  (47) i v =  log 

das Integral in positivem Sinne dutch die Berandung yon G" erstreckt. 
(Dabei haben wir angenommen, dali keine der _N LSsungen auf der Be- 
grenzung yon G begS. Sollte letzteres der Fall sein, so h~itte man bei 
der Integration die auf tier Begrenzung liegenden Nullstellen yon , / (co)-  a 
durch infinitesimale Abweichungen zu umgehen). 

Das Integral zerlegen wit nun nach folgendem Schema 
B B C'  C C 

f - f  f T7 
A A'  A '  A C'  

Die beiden ersten Integrale sind dutch die Kreisbogen A B  mid A ' B  resp. 
zu ers~recken, die iibrigen Integrale sind geradlinig. 

Substituiert man im ersten Integral 1 ffir co, so geht dasselbe in 
o~ 

das zwei~e Integral iiber; analog geht dutch die Substitution to A- 1 fib to 
das dritte Integral in das vierte tiber. 

23 ~ 



356 h. Huawi~z. 

Diese Iategrale hebeu sieh also gegenseitig auf. D. h. es ist 

(4s )  

o 

zr = [j(co) a].  
O' 

Wenn aber ~ die Gerade C'C durehlguft, so besehreibt 

h = e T M  

eiaen Kreis um den Nutlpunk/~ dessen Radius unbegrenzt abnimmt, falls 
die Enffernung der Geraden C'C yon der Achse der reellen ZaMen ins 
Unendliche w~ichst, und zwar beschreibt h diesen Kreis in negativem 
Si-~e. 

Das Integral (48) gibt daher an~ yon welcher 0rdnung 

I [1 + (c 1 -  123a)h + c~h ~ + . . . ] ,  J ( c o )  - a = -  

angesehen als FunkCion yon h, an der Stelle h = 0 unendlich wird. D.h .  
es ist 

N = I .  

Wir  sind damit zu dem fundamentalen Satze gelangt: 
1)ie Eunktion J(co) nimmt im Gebiete G jeden endlichen Weft a ein 

und nut ein Mal an. 
Dasselbe gilt anch yon dem Werte r den J(co) nut an der unend- 

lieh fernen Stelle des Gebietes G annimmt. 
Aus diesem Satze ziehen wir nun eine Reihe yon Folgertmgen. Zu- 

n;4chst erch~eBen wir, dab in einem System ~quivalenter Punkte der 
positiven Halbebene immer nur ein einziger vorhanden ist, der dem Ge- 
biete G angehSrt. 

Denn gEbe es zwei solche Stellen co' und co', so wtirde die Funk~ion 
3"(a)) den Weft; 

a -~ J(co') = J(co'') 

an zwei S~llen (co' uad co") im Gebiete G ann_ehmen. 
Wit  sehlieBen feraer: 
W e n n  

J(co  = ](co)  

i s t ,  so s i n d  co' und  ~ i~quivalente Punk t e .  
Deml ist co o tier zu co ~lUivalente Punkt des Gebietes G, sowie e%' 

der zu ~" ~quivalen~e Punkt des Gebietes G, so folgt aus 

J(Oo') = J(coo); 

~o" mi~ a~ o zusammenfiillt. Folglieh sind co und co" demselben Punkte coo 
und also auch einander ~iquivaleni. 
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Betrachten wit  nun weiter zwei Punkte 

co -= x + iy ,  co* = -- x -? iy,  

welche Spiegelpunkte beztiglich der Achse der rein imagini~ren Zahlen sind! 
Die entsprechenden Werte 

]~ -~- e T M  ~ e 2 i T ~ x - 2 z y ,  Jt :i: ~_. e2i~co* ~ e - 2 i ~ x - 2 z y  

sind konjugiert. Nach der Definitionsgleichung (43) sind daher auch 
una j(o*) ko.j gi n. 

Soll nun fiir einen Punkt  co des Gebietes G der Wef t  yon J ( ~ )  
reell sein, so muff 

J(~)  = J(~*) 

und s miissen die Punkte co und co* einander gquivalent sein. Dieses 
ist abet offenbar nut  dana der Fall, wenn co auf dem Rande yon G oder 
auf der Achse der rein-imagin~ren Zahlen liegt. 

Also ergib~ sich: 
Die Fur&tion J(eo) nimmt alle reellen Werte (und jeden nut ein Mat) 

an, wenn to die t~iinder CA,  A B  yon G und das in G liegende Stii& der 
Achse der rein-imagin~iren ZM~len dur&liiuft. 

Endlich bestimmea wir noch die Wer~e, welche J(co) in den Rand- 
punkten A und /~ des Gebietes G besitzt. Der Punk~ A ist der Re- 
pr:isentan~ der dritten Einheitswurzei 

to = - - - g  + ~  . 

031 Wenn nun co = ~ eine imagini~re drit~e Einheitsw~rzel ist, so zer- 
03~ 

stSren sich in der Summe 

6-6 g~ (c~ co~) = ( '~ 031 + '~03, )~  ='_Y2'- 032 4 

1 
(r~ 03 + m,) 4 

die Glieder zu je dreien; niimlich, es ist co ~ + ~ -4- 1 ~ 0 und daher 

1 1 1 
(~1~§ + ( (%_m:)03_ ~ )4  -4- ( _ % 0 3 + % _ % ) 4  

' E ---- (~,o~+~,) '  i + ~ - - i -  = 0 .  

Im _Pun/de A ist also 

(49) = a (03,, o,~,) = O .  

Der Wert  yon J(co) im Punkte J~ ergibt sich, zugleich mit einigen 
aaderen b~.merkenswerten Resul~a~en, auf folgendem Wege. 

W i t  setzen zur Abkfirzuag 
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und haben dann audh nach (33) und (34) 

(51) g. = \~ , /  ~ g ~p~ . 
r . .~ .  

Nun gelten fiir die Funktion 

7 ~r "I 2 

h / / ( , -  

dieselben Schliiss% die wir oben auf die Flml~ion J(eo) angewandt haben. 
Iasbesondere nimmt J1 (co) fiir ~quivalente Argument;e s~ets denselben 
Were an and im Gebiete G erh~t J~(eo) jeden Wer~ ein und nur ein 
Mal; im unendlich fernen Pun~te yon G ha~ 4(co) ebenso wie J(eo) den 
Wer~ c~. 

Aus diesen Tatsachen folgt, da$ J~ (co) and J(eo) lineaxe Funktionen 
yon einander sind, dab also eine Gleichung der Gestalt 

(53) J (~ )  = aJ~ (co) + b = a .  ~ + b 

bes~eh~, wo a und b Konstante~bedeu~en. 
Sehreiben wit diese Gleiehung in der Form 

7 

so ergibt der Vergleidh der Koeffizienten yon h ~ und h ~ auf beiden Seiten 

a = 2 7 ,  b =  1. 

Die Gleichungen (53) and (54) lauten somit 

(55) 
resp. 

(56) 

J(eo) =~ 27.  ~ -}- 1 

g~ ~ 27932 -~ A.  

Der Pun-kt B ist dot Repr~sentan~ yon co ~ i. 

Wenn aber ~ ~ ~ - ~  i is~, so zers~Sren sich in der Summe (50), wie 

man leich~ erkenn~, die (]lieder zu je vieren; daher is~ dann g8-~ 0. Aus 
(55) fblg~ schlie$1ich: 

Im PurJ~te .B ist 

0 7 )  J(~,) = 1. 

A~s den hiermi~ bewiesenen Grundeigeaschaf~n der Funkf~ion J(eo) 
ldtei  man ohne Schwier'~gkeit nodh die Tas ab, dat~ diese Fanktion 



~-ber die Theorie der etllpt~ischen Modulftmktionen. 359 

die • der positiven Halbebene auf eine unendlich-bl~ttrige Rie- 
man~sche Fli~che vermittel~, deren Bl~itter an den Stellen 0, 1 and o~ zu 
je drei, bez. je zwei bez. unend~ch vielen im Cyklus zusammenh~ngen.*) 

w  

A n w e n d u n g  au f  die Theor ie  der e l l ip t i schen  Funkt ionen .  

Die Weiers~rat~sche Ftmktion ~(u) mit den Perioden % und % wird 
beka~ntlich durch die Gleichung 

(5s) ~o(u) = ~ + _ ~ ,  _ ~ , ~ , , ) ~  (,,~.,~ + % , ~ )  

m~ ~a z 

Sie geniig~, wie man yon dieser Definition ausgehend leicht definierk 
beweist~ der Differentialgleichung 

wobei 
1 

m~ ~ h  m 1 m~ 

(m 1% + m~ %)~ 

gesetzt isk Von den Werten dieser Gr~iBen & und & weil~ man, dab 
die aus iimen zusammengesetzte ,DiskriminaatGe" 

(61) A = &s _ 27&2 

yon Null verschieden isk 
Es ist nun eine ftir die Theorie der Funkgion ~o(u) fundamentale 

Frage, ob die Perioden ~l und % stets so gew~flt werden kSnnen, dal~ 
& und g~ vorgeschriebene Werte erhalten, die nut der Bedingung genfigen~ 
dab die aus ihnen berechnete Diskriminante A nicht Null ist. 

S~att nun diese Frage, wie es in den tiblichen DarsteHungen der 
Theorie der elliptischen Funktionen geschieht, dutch die Diskussion der 
Differentialgleichung (59) zu behandeln, kann man sie in sehr kurzer mid 
einfacher Weise auf Grund der oben en~wickeRen Theorie der Fank~ion 
J(a~) erledigen_ In der Tat, es seien co 1 und % aus den Gleichungen 

(69) v~(~,, ~ )  = c~, g 3 ( ~ ,  ~ )  = c3 
zu bestimmen, wo c~ und c s gegebene Wer~e bezeiehnen, fiir die 

(63) c~ 3 ~  27 cz2= c 

yon Null versehieden isg Die Gleiehungen (62) sind dana trod nur dana 
erffillt, wenn die Gleichangen 

(64) g~ (~ '  ~)  ~ g~(~" ~) e~8 
gs(%,%) = es ' g~(co~, co~)~- cs --~ 

F. Klein~ a. ~. 0., S. 121. 
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bestahen, yon welehen die zweite auch durch 
3 

(64') 

ersetz~ werden kant. Betraehten wir nun 

r 

eo~ und e~ 
o} 2 

~Is zu bestinnnende GrSl~en, so schreiben sieh die Gleichungen (64), (84') so: 

( 6 5 )  e ~  "--- c, g~ (co, i ) '  c " 

Nun weil~ man~ dab die letzte Gleichung stets LSsungen besitzt (yon 
denen eine einzige im Gebiete G liege). Hat man eine solehe LSsung 
bestimmt, so ergibt sich ~ ans der ersten Gleiehung (65) und schlie~lich 

aus der Gleiehung ~1 ~ ~ ' ~ "  Die GrSBen sol, co 2 kSnnen also wirk- 
lich immer den Gleichungen (62) gem~il~ bestimmt werden und man erkennt 
aus den Grundeigenschaften der Funktion J(eo) fiberdies teicht, daft co 1 
und eo~ his auf tineare homogene ganzzuhlige Substitutionen der Deter- 
minante • 1 dutch die Gleichungen (62) votlkommen bestimmt sin& 

Zi i r ich ,  28. September 1903. 


