
 ber partielle und totale Dffferenzierbarkeit yon 
Funktionen mehrerer Variabeln. II. 

Yon 

Hans Rademacher in Berlin. 

IV. Tsngentenebenen und Inhal tzma8 krummer  Fliichen. 

10. Dem allen unseren weiteren Oberlegungen zugrunde liegenden Satz I 
kann man noch eine wichtige geome~rische Deutung geben. Es sei f ( z ,  y) 
eine im Gebiete G den Bedingungen. jenes Satzes geniigende Funktion. Darch 
die Gleichuug 

z = f ( x ,  y )  

wird eine. fiber G sich hinstreckende krumme Fl~iche S dargeste]lt. Ist 
ferner (zo, Yo) ein Punkt totaler Diflerenzierbarkeit yon f u n d  sind x(8) 
und y(s) zwei 4iflerenzierbare Funktionen des Parameters.~, die flit s ~ 8 0 
die' Werte z o ~ X(So) , Yo = Y(So) annehmen (wie in w 5), so wird dutch 

z = z ( a ) ,  y-----y(8), z---- f ( z (~) ,  y(~)) 

eine auf ~q liegende dutch den Fl~ichenpunkt (zo, Yo, f(xo, Yo)) gehende 
Kurve C dargestellt. Naeh (32) ist dann. 

�9 z,(so), df(x(s),y(a))l ~f(xo, yo).F.y, ~f(zo,  yo) 

])as bedeutet aber geometrisch, dab die an C in ~xo, Yo, zo) gezogene 
Ta.~gente: 

( ~ -  ~o):  ~ ' ( S o ) =  (y - -  ~o) : y ' (ao )  ---- (z - -  zo):  z' (ao) 

fiir alle beliebigen C (d. h. fl i t  alle Zahlenpaare x'(eo) , y'(So) ) ste~' in 
der Ebene 

z z o ----(z _ ~af(zo,yD + (y~_ yo) ~ yo) ~ ~o) ~ "-- ~ y  , 

1) Der erste Tell der Arbeit ist in diesen Amaalen 79 (1919), S. 840--859 erschienem 
Im einzelnen sind Verweieungen auf jene Abhandlung unterlassen worden, da S/Ltze, 
Formeln~ Paragraphon weiternumeriert und die Bezeiohnungen beibehalten sind. 
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der Tangentenebene yon S in (Xo, Yo), liegt, deren Existenz damit fest- 
gestellt ist. Da (Xo, Yo) beliebig in E* gewghlt werden daft, so gilt der 

Satz VII. Eine den Bedingungen des Satzes I geniigende, a ]ortiori 
also eine der Lipsohitzschen Bedingung 

(43) :l f(_~), y)-- f(~.,,x,_x., Y)[_i < M, [if(x' y,)-f(X,y_y~ Y~)i < M  

geni~gende Raum/l(iche 
z = f(x,  y) 

besitzt in einem mafigleichen Kern ihres De/initionsgebiet~s G eine Tan- 
gentenebene. 

Dieser Satz ist die mehrdimensionale Verallgemeinerung des grund- 
legenden Lebesgueschen Satzes, da~ jede der Lipschitzschen Bedingung 
geniigende ebene Kurve z = f(x)  in einem maflgleichen Kern ihres Defi- 
nitionsintervalls eine Tangente besitzt. 

11. Dieses Ergebnis erlaubt es nun, die elementare Definition des 
Fl~icheninhaltes, wie man sie fiir Flgchen mit stetig sich drehender Tan- 
gentenebene gibt, auch auf Flgchen oauszudehnen, die nut (43) geniigen. 
Wir definieren: 

Der Inhalt einer fiber dem Quadrat Q sich hinstreckenden ~) Flgche 
z = f ( x ,  y), die der Lipsehitzschen Bedingung (43) genfigt, ist der Limes 
des Iahaltes einer Folge yon Polyedern, die sieh gleichfalls schlicht fiber 
Q hinstrecken, und die so besehaf[en sind, daft ihre Ecken aui dot Flgche 
liegen, daft die Polyederfolge gegen die Flgche konvergiert und dal~ die 
Neigungen der Polyederebenen gegen die Neigungen tier Tangentenebenen 
der Fli~che, we diese existieren, konvergieren. Dabei sollen die Polyeder 
der Lipschitzschen Bedingung genfigen, und zwar gleichm~ig, d. h. mit 
einer fiir alle geltenden Konstanten M'. 

Wit zeigen, daI3 der so definierte Limes stets exis~iert, indem wit 
ihn berechnen. Es sei etwa 

y) 
die analytische Darstellung des n-ten Polyeders. Sein Fl~heniahalt .ist 
nach elementaren Uberlegungen gegeben durch 

Q 

we ~ "  und ~ in jener I~ullmenge der xy-Ebene (si6 besteht aas der 

~) Die folgenden Uberlegung~n gndera sioh nicht, worm s ~ t  ~ ein 9~uadrg~bare~ 
Gebiet zugrunde gelegt wird. 
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Projektion der Kan~en des Polyeders auf diese Ebene), we die Ableitungen 
nicht existieren, die vorcleren Derivierten bedeuten mSgen. Die p, (x, y) 
sollen ferner der Lipschitzsehen Bedingung 

! ~( '~"  Y)-~,(~"' Y) i < M' ,  

oder, was auf dasselbe herauskommt, 
, Y~ - -  y.  

goniigen, we M'  eine yon x, y und n unabh~ngige Zahl ist. In dem 
ma~gleichen Kern E* yon Q sell gelten 

( 45 ) lira ~p" af lira ap, af  

Nach einem Konvergenzsatze der Lebesgueschen Theorie ist dana, da die 
Iateg~anden bes~hr~inkt bleiben: 

. . . . . . . . . . . . . . .  

Q 

Es existiert also der Inhalt J der Fl~iehe 

J ~ lira Jn ,  

und zwar ist 

a f  "" dzdy,  
Q 

aualog au der ~ stetige partielle Ableituugen bekaa,~ten Formel. 
12. Zu l~lfmhea der in w 11 behandelten A~t exi#~ieren nun stets 

Folgea yea Polyedera mit den dutch die Definition geforderten Eigea- 
schaften, und zwar kann man solche auf besondo~ einfaehe Weise als 
Dreieckspolyede F koastruierea. Zu diesem Zweoke wetde n~mlich in Q 
eine Folge yea Dreieoksnetzen angegeben, d e l e s  j~les aus endlich vielen 
Dreiecken besteht. Die MaximalseiCenl~age sell in der Netzfolge gegen 
hTulI koavergiare~ Ist ferner d der ,,Dm'ehmesser" , d. h. die grSl~te Seite 
eine~ Dreiecks, and b seine ,,Breite", d. K seine ldei~te Hiihe, so solten 
alle Dreiecke allar Netze noch der Bedingttng 

(46) ~-'< b 
, tmtarwo~fen seia, we /~ eine feste, yon n unabh~inglge Zahl bedeutetsi. 

9 Diesv Besohr~nkung sohliel~t, wie sioh'aus dem Folgenden mi~ ergibf, die 
M~gtiohkoit der Konstruktion ~ener Sch~c~rzevhen Folgen vo~a Polyodern aus, die 

gegen die Fl~che konvergieren, dervn Ebenenneigungen s, ber nioht gegen die 
b~eiffange~ der Tangentenebenen der FiChe konvergieron, 
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Zu jedem Dreiecksnetz konstruiert man nun das zugeh6rige Polyeder, 
indem man in den Eekpunkten jedes Dreiecks die Ordinaten tier Fliiehe 
errichtet und dutch die Endpunkte dieser Ordinaten jene Dreiecke legt, 
deren Projektionen auf die xy-Ebene gerade die Dreiecke des Netzes s ine 
Ein solches Polyeder zieht sich schlicht fiber die xy-Ebene bin, d. h. es 
wird durch eine eindeutige Funktion z = p,~ (x, y) dargestellt. Die so ent- 
standene Folge yon Polyedern konvergiert gegen die Fl~iche wegen der 
Stetigkeit der Fl~che und weil die Maximalseitenl/i~ge der Polyeder gegen 
Null gehen sell. Es braucht also nur noch nachgewiesen zu werden, dal~ 
diese Polyederfolge auch (44) und (45) Geniige leistet, um die Anwend- 
barkeit unserer Definition sicherzustellen. 

13. Aus der Folge yon Dreieeksnetzen greifen wit eines, etwa das 
n-te, heraus und betrachten in diesem I~etz ein Dreieck mit den Eeken 
P1 =(x~,  y~), P~ ----(x 2, y~), Pa ~(xs ,  Ys). Es .sei d~ der grOi~te Durch- 
messer der Dreiecke des n- ten Netzes und b' und d ~ seien Breite und 
Dur~messer des Dreiecks P~ P:  P, .  Die Zahlen'x~, x~; x~ m0gen sieh 
anordnen lassen 

x~ =_<x~ =<xs, 

we nicht beidemal-das Gleichheitszeiehen gelten kann, also jedenfalls 

ist. Durch den Punkt P~ ziehe ich di~ Parallele zur y-Achse, die die 
Gegenseite Px Ps im Punkte P~ = (x~, Y4) trifft (der eventuell mit P1 
oder P8 zusammenfallen kann). Es ist somit 

X 4 ~ X ,  2 

und- 

(47) 
Im iibrigen ist noch 

(48) 

Es sei 

Y, Y3. 
X] --I X l  Z[' l'' ~1  

!y~.--y~l>b' .  

zl = f ( x l ,  yl),  z~ = f(x~., y . ) ,  z8 = f (x s ,  Ys), 

und z~ sei die Ordinate desjenigen Punktes B~ des Polyederdreie~ckes, 
(lessen Projektion auf die xy-Ebene P4".ist, also 

In dem ausgew~ihlten Dreieck P1 P~ Ps ist nun 

z , - z ~  = ~2, (x ,  y) 
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auf dem Raade des Dreiecks die nach innen gerichtete w o  Ableitung 

bedeute. Da nun 

< = I z , - - z . , l + I z a - - z ~ t < M (  y~--y~' ,+]xx - x~ i )  

+ M(!y~ -- Y~I+ t % - -  x~ }) < 4Md'  

ist, folgt unter Heranziehung yon (48) und (46) 

(so) = ~ c g  < 4 M ~  < 4 M ~ .  

Diese Absohiitzung ist yon n und yon tier Wahl des Dreiecks P~ P~ P~ 
innerhalb des n-ten hTe~zes unabhingig, also ist (44) eritillt. (Einem 
auf einem Dreiecksrande" liegenden Punkt kommen ev. zwei in dab Innere 

benaehbar~er Dreiecke gerieh~ete Ableitungen ~p" ~-y zu; da nun die ibsch~tzung 

(50) fiir beide gilt, so geniigt jedenfalls die vordere I)erivierte in jedem 
Punkte der Ungleichung (44!, die ja fiir die vordere Derivier~e aufgestell~ 

war.) Was hier flit )~" bewiesen ist, kSnn$e man, indem man die Rollen @- 

von x und y durchweg vertausct~e, ebenso fiir ~p~ beweisen. 

14. Es sei n u n P  o =:- (x o, Yo) eia zu ~ *  geh6render Ptmkt~ der im Innern 
~fo ~fo oder auf dem Rande yon Px P.~ Ps liegt. Mit ~z trod ~ bezeichnen wit 

kurz die partiellen Ableitungen yon f(x, y) im Punkte Po" Zu zeigen isb 
noch, da$ 

lira z~z3- = O(o- 
n = ~  Y4--Y~ ~Y 

in der Folge jener Dreiecke P1 P~ Ps aller Netze, in deren Innerem oder 
auf deren Raade Po liege. 

Mit r,y mSge die Entfernung 1/(x~ ' "  x3) ~ + ( y , -  ~]~)~ bezeiclmet werderl 
fiir i, ] = 0, 1, 2, 3, 4. Dann is~ zunhchst fiir i ---- l ,  2, 3, da Po in E *  
liegt, 

(5~) ~,=f(~,, v , )=f (~o ,  v0)f: 

~wo R~--~0 mi~ r lo-~0,  also mi$ 

- xo)+  ~ ( y ,  - uo) + r,o R,, 

d,,--,-O oder n--~cx~. Wegen (49) ia~ 

z~ - ~ = z ~ - ~ ( z ~  " z~) + ~ - z l ( z  3 ~ ~), 
x~ - -  x i " ~a - -  x l  " 

woraus dutch Anwendung yon (51) entsteht: 
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-~x~--z,x'--~" (r~oR~ _ r?oR~)_~ - x ~ - ~  " " 
oder 

z, -- z.~ - -  e)  [ Z;:: k~ ( y~ -- Y') + --- (Y,~ -- Y' ) -+- R,  

wo unter R die Summe der beiden letzten Glieder der rechten Seite der 
vorigen Oleiehung verstanden ist. Dureh (47) erh~lt man hieraus 

~f0 z, --  z.~ = e~ (Y* -- Y'~ ) -]- R .  
Nun ist 

R ~ x~--x_., r~o R1 + z,__-_x, R8 r~o Re., x ~  - -  x 1 :~a ~ x t  r S 0  - -  

folglieh 

! R j =< rio l R11 + r~o I R~ l + r..o j R~ j < d' {j R1 ~ + i R~ t + t R.~ j} = g'. R*, 
worin also auch R*---~ 0 mit n - * c o .  Da ferner 

,u[Y4 - -  Y~I ~ # b ' >  d '  
ist, so haben wit 

I Rt < fy, - y.. I ~R* ,  
daher 

�9 , - z.. 0 fo u,~::u--, = ~-~ + O~R*,  .o I < 1. 

Das heiBt abet, es ist in P o u n d  ebenso in allen Punkten  yon E*  

lira % = 
n=~ ey 8y ' 

~f E*. und ~eine entsprechende Gleichung gilt fiir ~ in Die in w 12 kon- 

atrttierte~ Polyedertolgen geniigen also der Definition yon w 1 1 : die Fi~ichen- 
inhal~e der Polyeder konvergieren somit gegen eine Zahl, die 'wit den 
Fltieheninhalt der Raumfl~iche genannt haben. 

15. Diese Untersuehungen lassen sieh auI Fliichen ausdehnen,. ~ e  Jn 
der Gau[38chen Parameterdarstel lung 

(52) ~ = v ( ~ , ~ ) ,  u = v ( ~ , , ) ,  ~=z(~,,) 
gegeben siad, we (u ,  v) in einem Quadrat Q variieren m ~ g ~  d die 
~o, % ;~ der Lipsehitzschen Berlin.gang geniigen'). Is t  (uo,'Vo)6ih/Punk~ 
to~aler Differen, zierbarkeit yon q~, yJ und g gemeinsam untt-]~e]aerfi!t6n, wit 

�9 ) Naoh Herrn Lebesgue [Th/~se, A~,..~li di Ma~. (8) .~{i9~),~S. 315I ist die 
angegebene Bese:haffenheit der Pa~ametorfu~aktionen~ ~ a ~ i g ~ t ~ .  him'eiohend da- 
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so liegen (nach Uberlegungen analog zu w 10) die Tangenten aller dutch 
(xo, Yo, zo) gehenden ditterenzierbaren Kurven der Fl~che in dem Gebilde 

( x z o) [ %` ~'~" ' Z, Z~ ,, = 0. - = t y  - y o  ~ ~ + . ( z  - Zo)  i ~ ~%' 

Diese8 stellt abet eine Ebene -- die Tangentenebene -- dar, wenn nicht 
alle drei Ftml~ionaldeterminanten zugleich verschwinden. In der Menge 
der Punk*e also, die zu solchen Parameterpunkten (u, v) geh6ren, in denen 
tot~le Diflerenzierbarkeit yon ep, ~v und 7. zugleich herrscht und in denen 
mindesten8 eine der Funktionaldeterminanten 

p !~.,_~:)_ D 9/::z) . # ( x , z )  
D (u,r) ' D[u,v) '  D(~,v) 

nicht verschwindet, besitzt die Fl~che (52) eine Tangentenebene. Von 
den Au~nahmeplmbten behaupten wit nun, dab sic auf die xy- ,  die yz-  
and die zx-Ebene in .Nullmengen projiziert werden. 

Um feste Vorstellungen zu haben, betrachten wit etwa die Projektion 
auf die xy-Ebene. Zuniichst ist die Menge der (u, v), in der mindestens 
eine der drei Funktionen (52) nicht total differenzierbar ist, als Vereinigungs-' 
menge dreier Nullmengen selbst eine Nullmenge. Einer solchen abet ent- 
spricht dutch die Abbildung z - -  ~ (u, v), y = yJ(u, v) vonder uv-Ebene 
auf die zy-Ebene nach Hilfssatz 1, w 7, eine Nullmenge. Ferner ist die 
Teilmenge der Ramnfl~che, in der alle drei Funktionaldeterminanten ver- 

D(e, ,p) verschwindet. Die schwinden, euthalten in der Menge, in dernur D(u,v) 

projek~ion dieser Menge auf die xy-Ebene ist das Bild jener Menge yon 

Punkten (u, v), in denen D(~,~t,) verschwindet. Die letztere Menge ist D (u, v) 
mellbar wegen der Me~barkeit der Funktionalde~erminante. HSchstens in 
einer Teilmenge veto Ma~e Null stellt in ihr die Funktionaldeterminante 
nicht dab VergrSlterungsverhiiltnis dar; einer Nullmenge e~tspricht abet 
wieder eine Nullmenge der xy-Ebene. Es bleibt also noch die Menge T 
der (u, v) zu l~etrachten, in der das VergrSl~erungsverhiiltnis flit die kb- 
bildung yon tier uv-Ebene auf die xy-Ebene Null ist. Dieser Menge T 
entspricht abet eine Nullmenge T* als Bild. in der xy-Ebene. Denn man 
kann bei beliebig vorgeschriebenem e > 0 zu jedem Punkt P yon T einen 
solchen Radius ~ bestimmen, dal~ flit jeden K~eis K~ um P mit ldeinerem 
Radius als ~,  

Fdr, da~ jeder ebene~ rektifizierbarea Kurve in Q eine rektifizierbaro. Raumkurve auf 
der l~tmafl~che eat~pricht. Herr I~besgue nennt daher solche ~l~chen gleichfaUs 
~rekr ze~g~ abet dutch ein Beispiel. da~ die Rektifizierbarkeit nieht der 
Fllehe an sieh zukommt, sondern auch vcn der Wahl tier Parameter ~bh~ngt. ! 
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ist, wo K~ alas Bild yon K~o sei. Mit abz~h]bar vielen solcher Kreise Ke,,, 
deren Radius je kleiner als ~p,~ ist, kann man abet T so iiberdeeken, dab 

---~ 

mKp~ ~mT+~ 
n 

is~), and da T* ganz in der Vereinigungsmenge der Bilder K*, der K p  
liegt, so haben wit 

n 

also 
m T * = O  

wegen der Willkiirlichkeit yon e. Wir haben also den 

Satz  VIII.  Jede dutch die Gauflsche Parameterdarsteltung 

in einem Quadrat aIs Bereich der Parameter u, v gegebene Raum/lache, 
deren Parameter/unktionen ~v , ~v, Z der Lipschitzschen Bedingung geni29en, 
besitzt in ]edem ihrer Punkte eine wohlbestimmte Tangentenebene aufler 
hdchstens in einer solchen Menge ihrer Punkte, deren Pro]ektionen auf die 
Koordinatenebenen des xyz-Syslems Mengen yore Marie Null ausmachen. 

16. Auch flit diese aUgemeinere Darstellung der RaumflKche fiihren 
wit ihren Flacheninhal~ als Limes der Fl~eheninhalte yon Polyedern ein. 
Und zwar sSllen diese Polyeder folgendermaSen besehaffen sein: sie sollen 
der Raumfl~iehe einbesehrieben sein, d. h. ihre Eeken sollen auf der Fli~ehe 
liegen, und sie sollen sicll dureh drei eindeutige Funktionen 

so darstellen lassen, dal~ 

(53) l imp, , (u ,  v ) =  ~o(u, v) .usw., 

unct dab in einem maBgleiehen Kern von Q 

(54) lira 
~qv 
O-u- usw.  

ist (WO an den Stellen, wo die Ab]eltungen der Polyedeffunk~ioRen nicht 

existieren, wieder die vorderen Derivierten unter ~ usw. ~zu verst~he~ 

sind) nnd dab die p~, q~, z~ g]eiohm~ig in n d e r  Lipschitzsehdn Bedlngaug 
genfigen. Eine Polyedeffolge, die diesen Ford~rungen genfigt/konver~dert 

6) Vgl. z. B. Rademacher, Dissertation~ ~. 9, Satz I~L 
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im xyz-Raum gegen die Raumfl~che (52), und ihre Ebenenneigungen 
konvergieren gegen die Neigungen der Tangentenebenen, wo diese existieren. 

Sind dann ~ ,  ~, ,  (~  die zum n-ten Polyeder geh6renden Fundamental- 
grSt]en 1. Ordmang und E, F, G die zur Fliiche geh5renden, so ist in einem 
ma~leichen Kern yon Q 

(55) lira ~ , =  E, lira ~ ,  = F, lira ~ -~ G, 

wobei die ~,,, ~ ,  $,, als aufgebaut aus den gleichm~Big besohr~nkten 

OrSflen ~ ~-~ usw. ~setbst gleiehm~l~ig beschr~nkt bleiben. Der Fl~i~hen- 

inhalt des n-ten Polyeders ist abet bekannt|ich gleich 

und es existiert wegen (55) und wegen der gleichm~6igen Beschri~nktheit 
der Integranden 

welche Zahl wir als den Inhalt der Raumfl~ehe bezeichnen. 

D ~  nun iiberhaupt Polyeder ex~tieren, die dutch drei eindeutige 
Funk~ionen 

mit den Eigenschaften (53) und (54) dargestellt werden, sieht man, indem 
man die Konstruktionen yon w 12 auch bier anwendet. Man gibt dazu in 
dem Quadrat Q der uv-Ebene wieder eine l~olge yon Dreieeksnetzen an, 
die der Besoht~inkung (46) unterworfen sind, nnd konsf~ruier~ zu jedem 
Netz die drei Polyedeffunktionen ]),, q~, r,, die bzw. zu ~, yJ und 
ebenso geh6ren wie oben das p~ zu f. Es gelten dann zufolge der Uber- 
legungen yon ~13"und w 14 die Lipsehitzsche Beclingung und die Gleichungen 
(53) und 

Somit kSnnen wit den Satz ausspreohen: 

Satz IX. Jede ~n der Gaufl~chen Parameterdaretell~n~ 

gegebene Fldche, deren Parameter]unk~onen der L i p e v h ~ h e n  B e d i ~ g  
genii4len (also ]ede ,,rektifizierbare" R a u m f l ~  ), ldfl$ s~h dutch 
~esehriebene J)reieckspolyeder 8o approximierera,~ daft die Ne~gunO~r~ der 
Polyederebenen gegen die der Tangentenebenen der Fldvhe k6nverg~eren," 
wo d~eoe existieren, und daft /i~r die .~ldche~inhalt~ J,~ tier Palyeder 
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r 
Z u s a t z :  Der so definierte Fldcheninhal$ der Raumflgche i~t invariant 

r einer eineindeuffgen Parametertrans]ormation u = u ( ~, t ) , 
n = v ( s ,  t), die selbs$ der Lipschitzschen Bedingung r 

Der Beweis dieses Zusatzes ergibt sich sofort, wenn man sich des 
Determinantenausdrucks fiir E G  -- 1 ~'~ erinnert und -Satz V und Satz VI 
hemnzieht. Dabei ist noch zu beachten, dal] eine der L ipsch i t z schen  
Bedingung geniigende Funktion ~ (u ,  v) durch eine der gleichen Bedingung 
geniigende Transformation wieder in eine Funktion yon der gleichen Eigen- 
schaft iibergeht, wie in w 8 bewiesen ist. 

17. Anstatt  den Inhalt  der ganzen zu Q geh6renden Fl~che anzugeben, 
kann man natiirlich genau so den ]nhalt  einer ihrer Teilmengen ~ defmieren 
and berechnen, wenn R Bild sines in Q liegenden InServalles R ist: 

-- f f  /EG - F" d u  dr .  
R 

]~benso wie man nun den Inhalt  einer ebenen Menge definiert als die 
unt~re Grenze der [nhaltssumme solcher Intervallmengen, die ~ene Menge 
iiberdecken, so definieren wir den Inhalt J ( U )  einer auf der Raumfl~che 
gelegenen Punktmenge U, die Bild der Menge U in Q ist, als 

J 

'6) Herr Lebesgue (1. c. S. 814) weist nur darauf bin, dab ffir nile dot Fl~iohe ~ -  

g~hriebenen Polyederfolgen Lira inf W,~ ~ f f  ~/~-~-  F '  d,~ dv i~. -- Neuerdillp hat 
Hart W. H. Young [Lond. R. S. Proo. (A) 9t~ (1919), S. 71-81] als Formel ffir den 

E~oheninhalt ,rektifizierbarer" Fli~chen gleichfalls S - - f f  ~ / ~ -  ~ '  d~ dv bewle~. 
Dooh gelangt Herr Young dahin nut duroh eine besondere neue Definftlon de~ 
Fl~heninhaltes, die einen doppelten Grenziibergang involvier~, Dureh Reohteoks:' 
teilung yon Q parallel zum u, v-System erhiilt man auf der Raumfl~ehe eine gewi~, e 
M~ehensinteilung. Jeder Masche wird nuu eine Zahl zugeordnet, die selbst alB 
auf~'itt. Die Summe dieser Za~en liefert im Grenz~bergang flit unbeffr~nzt fe in t  
wel~lende Rechtecksteilungen den Inhalt der Raumfl/~ehe. Unsure t Y b e r l ~ ' ~  
ge~n zeigen, dab ein ei~facher Grenziibergang, zudem ein Grenziibergang an einer 
Folge yon Polyedern, wie man sie zu stetlg differeuzierbaren Fl~chen solmn immer 
konstruiert hat, geniigt. Uberdies ist fiir Herrn Youngs Definition die Teflung des. 
~tT-Gebietes in ach~en~a~'aUele RecMecke wesentlieh, und die Invariauz gegeniiber 
elneiadeutiger Transformation der Parameter wird gar rfi'cht erst untersueht. In der 
Tat hedfirfte es dazu auch eines Hilfsmittels wie unseres Satzes I, der aus el~ Be- 
~ h e i ~  der partiellen :Derivierten nach z und naeh y einen SohluB auf die rotate 
Differenzierbarkeit, d.h. auf das Verhalt~n der Fl~che nach a/~en yon dem Fl~chenpunkte 
ausgehenden Richtungen erlaubt. (Anmerkung bei der Korrektar, 24. Febr. 1920.) 
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wo die Intervalle R: die Menge U vSllig fiberdeeken sollen. Ist nun U 
meflbar, so wollen wit aueh U mei~bar nennen. In diesem Falle isC nach 
der Definition zun~chst: 

Andererseits gibt es zufolge der Definition des Inhaltes einer ebenen Punkt- 
menge ge.wil~ eine Menge yon Intervallen /t:, die U iiberdecken, so dab 

wenn e ~ 0 beliebig vorgesehrieben ist. 

Ax=R,U 
A~---- tI~(U-- A1) 
A s =  Rs (U- -  A~ -- A~) 

Wir-setzen nun 

B 1 -~ B l -- A 1 

B~ = .R~ -- A~ 

�9 ~ * �9 ~ �9 o �9 ~ ~ t �9 �9 ~ ~ ~ * * �9 , * ~ ~ 

& = R ; ( U - . A , -  . . . -  .4;_,) Bs =.R; - -  
~ .  # �9 �9 . . �9 �9 . �9 �9 ~ �9 - �9 �9 . �9 �9 . �9 ~ �9 ~, 

so ist erstens der Durehsohaitt AjA~ Air alle Zahlen j=~ k leer, und 
zweitens ist, da die Rj ganz U iiberdeeken: 

A1 -F Ao. -F As-q- . . . . .  U. 
8omit haben wit 

m _ 

Nun ist abet die Lipschitzsche Bedingung 

oq~ < M, . Fv- ~ M, -f~ < M usw., 

vorausgesetzt, woraus wegen der Definition der E,  F, G folgt: 

I t,l [,laf<8 ' 
und 

VEO , : < i/-ffO <.SM 
daher also 
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Folglieh ergeben ( 5 8 ) u n d  (59): 



Partielle und totale Differenzierbarkei~. (~3 

woraus wegen der Willkiirlichkeit von e mi~ (56) zusammen folgt 

J (U)  ~ f f V E G  - F:dudv ,  
v 

was" mit (57) zusammen ergibt 

g ( ~ )  =:  f f  VE--G-5:- F~ du dr. 
V 

(Man h~tte diese Inhaltsformel ja auch. einfach dutch Definition setzen 
ldinnen, doch zeigt unsere Ableitung, dal] man zu ihr zwangl~ufig gdiihrt 
wird, sobald man die Inhaltsformel kennt fiir die Fl~chenstiicke, die Bilder 
yon Intervallen der Parameterebeue sind.) 

Nun sind E, F,  (7 in der Fl~chentheorie so definiert, dab 

ist. Es sei nun Z die Punktmenge auf der Fl~che, wo keine Tangenten- 
ebene existiert, und sie sei Bild der l~Ienge Z der Parameterebene. Es 
ist dann 

- ( ( , IT#  (~;'~'~V_~ (1, (~. x)V'_L (~J-~)_V 
J ( Z ) - - j j . \ D ( u , v ) / - -  ~ D T ,  vT/ -- ~D(u,v)/ dudv,  

z 

derm Z ist mef~bar, da es erstens aus der Nullmenge besteht, in der 
oder lp oder ~ nich~ total differer~ierbar sind, ferner aus der mei~baxen 
Menge, in der die drei Funk%ionaldeterminanten zugleieh versehwinden. 
Daraus folgt zugleieh 

J (Z) = 0 
und somit der 

Sa~z X. Diejenige Pqznktmenge, in der eine in Parameterdar~tellung 
ge~ebene. Raumfldche, dere~ Paramder[unbtionen der TApsehitzschen Be- 
dingung geniAflen, keine Tangentenebene besitzt, hat auf der t~hiche sdbgt 
gemessen den Inhalt Null. 

M~rz 1919. 

(Angenommen Juni 1919.) 


