
Bemerkung zur Form algebraischer Integrale linearer 
Differ.en~iatgleichungen. 

Von 

LEo K6~mSS~RGER in Wien. 

Wenn eine lineare homogene Differentialgieichung 

(1) d'% + r~ ~ - ~  d~ "~ 7~_- -  r + �9 �9 �9 + lZ~z = o ,  

in welcher Yt, Y 2 , - . - ,  Y= algebraische Functionen bedeuten, 
ein algebraisehes Integral zt besitzt, welches die hbsung einer mit 
Adjungirung der GrSssen Yt, Y 2 , . " ,  ~,, irreductiblen algebraisehen 
Gleichung 

(2) z ~ + / i ( x ,  r , , . . . ,  r~ )z~ - I  + . . .  + A @, r , , . . . ,  Y,,,) = o 

sein mag, so werden bekanntlich alle LSsungen dieser Gleichung Integrale 
der gegebenen Differentialgleichung sein; nehmen wir daher an, es 
sei zl eine dureh algebraisehe Irrationali~ten darstellbare Function 
der Coefficienten der Gleichung, welche sich somit nach Abel*)  in 
eine solche Form setzen l[isst, ~ass sich jeder ihrer Theile rational 
dureh (lie LSsungen der Gleichung (2)ausdriicken liisst, so folgt, dass) 
wenn ein algebraisches Integral der homogenen Differentialgleichung 
(1) durch algebraische Irratlonalit~ten darstellbar ist, dasselbe stets in 
eine solche Form gebracht werden kann,  dass al~ algebraischen Func- 
tionen, aus denen dasselbe zusammengesetzt ist, sich als rationale 
Functionen algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichtmg 
ausdriicken lassen. 

Ist die gegebene Differentialgleichung nicht homogen, also yon 
der Form 

d~z d~-~ z 
(3) a ~  + r ' d - T  ~ - r + ' ' "  + lz~,z = y, 

worin y ebenfalls eine algebraische Function bedeutet, so hat 

*) D~momtration de l'impoBsibili~ etc. Oeuvres compl. I. 
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bekanntlich*) eine solche Differentialgleichung die Eigenschaft, dass, 
wenn sie iiberhaupt ein algebraisches Integral besitzt, ihr auch 
stets ein in den Coefficienten der Differentialgleichung rational aus- 
driickbares Integral zukommt; sei nun z, wieder ein algebraisches 
Integral der Differentialgleiehung (3), welches eine LSsung der mit 
Adjungirung der GrSssen Yl, . - . ,  ~,,, Y irreductiblen algebraischen 
Gleichung 

(4) ~ + f~ (x, Y ~ , . . . .  Y~, y) z ~-1 + . . .  + f~ (x, Y~, . . . ,  Y~, y) = 0  
sein mag, und werde yon dieser angenommen, dass auch sie wieder 
dutch algebraische lrrationalitSten darstellbar sei, so wird, wenn ~ das 
in den Coefficienten rationale Integral jener Differentialgleichung dar- 
stellt, offenbar z j -  ~ ein algebraisches, in Irrationalit~ten ausdrtick- 
bares Integral der reducirten homogenen Differentialgleichung liefern, 
und da ftir die Theile dieses der oben ausgesprochene Satz gilt, so 
erhalten wir das folgende Theorem: 

Wenn eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit alge- 
braischen Coe[fieienten ein durch algebraische Irrationalit~iten darstell- 
bares Integral besitzt, so kann man diesem Integrale stets eine solche 
Form geben, dass sieh al le  algebraischen Functionen, aus welchen 
dasselbe ~usammengesetzt ist, als rationale Functionen algebraischer 
lntegrale der redueirten Differentialgleichung ausdriieken lassen, yon 
einem dutch die Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdriick- 
baren _Posten abgesehen, welcher ein rationales Integral der vorgelegten 
nicht homogenen Differentialgleichung darsteUt. 

Es mag noch bemerkt werden, dass man auch, ohne den Satz yon 
der Existenz eines rationalen Integrales einer nicht homogenen linearen 
Differentialgleiehung zu ttiilfe zu nehmen~ unmittelbar mit Hiilfe der 
yon A b e l  aufgestellten Form 

1 2 y--1 

z~ ~ qo + Pu + q2P" + �9 " �9 + q,-~P~- 

leicht aus der bekannten Gestalt der sich fiir qo, P*, q 2 P ' , ' . . ,  q , - l p  ~ 
ergebenden, in den Gr5ssen zi, z 2 , . . . ,  z~ linearen und mit aus v t~" 
Einheitswurzeln zusammengesetzten Coefficienten versehenen Ausdriicke 
eben jenen Satz hi~tte folgern kSnnen, indem nur qo, ebenso der erste 
Theil der aufs neue zerlegten Function qo, u. s. w. Integrale der nicht 
homogenen Differentialgleichung bleiben, wiihrend alle anderen Theile 
der redueirten Differentialgleichung Genfige leisten, und hieraus geht 
wiederum der Satz yon der Existenz des rationalen Integrales der 
Differentialgleichung hervor. 

�9 ) S. Seite 125 meiner ,.allg. Untersuchungen aua der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen" Teubner 1882. 
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Der oben ffir ] ~ o m o g e n e  iineare Diff'erenfialgleiehungen aasge- 
sprochene Satz, welcher nut eine andere Ausdrueksweise f~ir den 
Abel 'schen Satz bildet, gilt offenbar fiir jede algebraisehe Differen- 
fialgleichung; denn sei 

(5)  F .~, Y ~ , , . . ,  15,,,, ~, ~ , . . . ,  d~,,/" = o ,  

worin wieder u . . . ,  t(~, beliebige in der Differentialgleichung vor- 
x<omrnenae algebraisehe Funetionen bedeuLen, so werden, wenn die- 
selbe ein atgebraisehes Integral ~ besitzt~ welches der irredactibeln 
Oleichung 

C6) z ~- + fi ( z ,  ~ ,  . . . .  , :Y~,,)z ~-~ + �9 �9 �9 + k ( z ,  : r ~ , . . , ,  14.) = o 

geniig{, offenhar nile LSsungen dieser Oleiehung die Differentialgqei- 
d ~- z~ d '~ z~ chung (5) bef'riedigen~ da diesdbe dutch Einsetzen yon ~ d x ~ '  "" " "  ~lz~, 

in eine algebraisehe Gleichung in z~ iibergeh~, deren Coeffidenten 
den Charakter derjenigen der Gleiehang (6) besitzen; nehmen w~c so- 
mit wieder an~ dass z t dutch algebraisehe ]rrationalit~ten darstellbar 
ist, so folg% dass jeder Theil dieses algebraisehen Integrales wieder 
rational dureh die algebraisehen Integrale eben dieser Differential- 
gleichung ausgedrtickt werden kann. 

\Vien ,  im November 1882. 

B e r i c h t i g n n g .  

S 32!~, Anm. Z. ~ v. ~. lles ausgeff ihr t  ~tatt  angew~ndt .  


