Bemerkung zur Form algebraischer Integrale linearer
Differentialgleichungen.

Von

Lro KonigseerGger in Wien.

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung
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in weleher Y,, Y,, ..., Y, algebraische Funetionen bedeuten,
ein algebraisches Integral 2z, besitzt, welches die Ldsung einer mit
Adjungirung der Grossen Y,, Y, , ..., ¥, irreductiblen algebraischen
Gleichung

@ ZA4+fi(x, Y,,... . Y+ i, ¥y, ..., Yu)=0
sein mag, so werden bekanntlich alle Losungen dieser Gleichung Integrale
der gegebenen Differentialgleichung sein; nehmen wir daher an, es
sel 2, eine durch algebraische Irrationalititen darstellbare Function
der Coefficienten der Gleichung, welche sich somit nach Abel*) in
eine solche Form setzen lisst, Hass sich jeder ihrer Theile rational
durch die Losungen der Gleichung (2) ausdriicken lisst, so folgt, dass,
wenn ein algebraisches Integral der homogenen Differentialgleichung
(1) durch algebraische Irrationalititen darstellbar ist, dasselbe stets in
eine solche Form gebracht werden kann, dass alle algebraischen Fune-
tionen, aus denen dasselbe zusammengesetzt ist, sich als rationale
Functionen algebraischer Integrale eben dieser Differentialgleichung
ausdriicken lassen.

Ist die gegebene Differentialgleichung nicht homogen, also von

der Form
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worin y ebenfalls eine algebraische Function bedeutet, so hat

*) Démonstration de I'impossibilité etc. Oeuvres compl. I.
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bekanntlich*) eine solche Differentialgleichung die Eigenschaft, dass,
wenn sie iiberhaupt ein algebraisches Integral besitzt, ihr auch
stets ein in den Coefficienten der Differentialgleichung rational aus-
driickbares Integral zukommt; sel nun 2z, wieder ein algebraisches
Integral der Differentialgleichung (3), welches eine Losung der mit
Adjungirang der Grossen Y, ..., Y,y irreductiblen algebraischen
Gleichung

(4) o “!"fi(x? Yoo Yo, )Ll SRS o (wi Yipoun Ym7y)=0
sein mag, und werde von dieser angenommen, dass auch sie wieder
durch algebraische Irrationalititen darstellbar sei, so wird, wenn § das
in den Coefficienten rationale Integral jener Differentialgleichung dar-
stellt, offenbar 2, — { ein algebraisches, in Irrationalititen ausdriick-
bares Integral der reducirten homogenen Differentialgleichung liefern,
und da fitr die Theile dieses der oben ausgesprochene Satz gilt, so
erhalten wir das folgende Theorem:

Wenn eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit alge-
braischen Coefficienten ein durch algebraische Irrationalitiiten darstell-
bares Integral besitet, so kawn man diesem Integrale stels eine solche
Form geben, dass sich alle algebraischen Functionen, aus welchen
dasselbe zusammengesetzt ist, als rationale Functionen algebraischer
Integrale der veducirten Differentialgleichung ausdriicken lassen, wvon
einem durch die Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdriick-
baren Posten abgesehen, welcher ein rationales Integral der wvorgelegten
nicht homogenen Differentialgleichung darstellt.

Es mag noch bemerkt werden, dass man auch, ohne den Satz von
der Existenz eines rationalen Integrales einer nicht homogenen linearen
Differentialgleichung zu Hiilfe zu nehmen, unmittelbar mit Hiilfe der
von Abel aufgestellten Form
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leicht aus der bekannten Gestalt der sich fiir gy, p”, ¢,p",..., Gv—1p *
ergebenden, in den Grossen #,, 2,, ..., &, linearen und mit aus vt
Einheitswurzeln zusammengesetzten Coefficienten versehenen Ausdriicke
eben jenen Satz hiitte folgern konnen, indem nur g,, ebenso der erste
Theil der aufs neue zerlegten Function ¢,, u. s. w, Integrale der nicht
homogenen Differentialgleichung bleiben, wiithrend alle anderen Theile
der reducirten Differentialgleichung Geniige leisten, und hieraus gebt
wiederum der Satz von der Existenz des rationalen Integrales der

Differentialgleichung hervor,

*) 8. Seite 125 meiner ,.allg. Untersuchungen aus der Theorie der Diffe-
rentialgleichungen “ Teubner 1882,
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Der oben fiir Zomogene lineare Differentialgleichungen ausge-
sprochene Satz, welcher nur eine andere Ausdrucksweise fiir den
Abel’schen Satz bildet, gilt offenbar {fiir jede algebraische Differen-
tialgleichung; denn sel
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worin wieder Y, ..., Y, bellebige in der Differentialgleichung vor-
kommende algebraische Functionen bedeuten, so werden, wenn die-
selbe ein algebraisches Integral z, besitzt, welches der irreductibeln
Gleichung
(6) 32+f1<$; 17]1 ce Yapgt A filz, Y]} cegy XYuy =20
gentigt, offenbar alle Losungen dieser Gleichung die Differentialglei-
dz, dz d"z
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in eine algebraische Gleichung in 2, tibergeht, deren Coefficienten
den Charakter derjenigen der Gleichung (6) besitzen; nehmen wir so-
mit wieder an, dass #; durch algebraische Irrationalititen darstellbar
ist, so folgt, dass jeder Theil dieses algebraischea Integrales wieder
rational durch die algebraischen Integrale eben dieser Differential-
gleichung ausgedriickt werden kann.

chung (5) befriedigen, da dieselbe durch Einsetzen von

Wien, im November 1882.
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Berichtigung.

3,822, Anm. Z. 2 v, w. lies unsgefthrt statt angewands.



