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Ueber die simultane Integration linearer partieller
Differentialgleichungen.
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.)

Die Aufgabe, die gemeinsamen Losungen mehrerer linearen partiellen
Differentialgleichungen zu finden, ist von Jacobi im 60°*" Bande dieses Journals
p. 23 1. und ausfiihrlicher in seinen demnéchst zu publicirenden Vorlesungen
iber Dynamik, fir einen besondern Fall behandelt worden. Dieser Fall be-
steht darin, dass, wenn eine Reihe von Gleichungen

1) A(f)=0, A4(f)=0, ... A(f))=0
vorliegt, wo
0 pa) 9
@) A = Xag—+Xa g At Xl

zwischen den Operationen A die fir jeden Werth von ¢ und » giltige lden-
titat stattfindet
(3.)  A(4.()—A(A(f)) = 0.

Jacobi hat gezeigt, dass in diesem Falle die Gleichungen (1.) n—v
gemeinsame Losungen besitzen, und hat den Weg, sie zu finden, angegeben.
Eine Modification seiner Methode habe ich im 61**" Bande dieses Journals
p. 168 dargestellt.

Im Folgenden werde ich die Aufgabe ohne Voraussetzung der iden-
tischen Relation (3.) aufnehmen und zeigen, wie unter allen Umstinden das
Problem sich auf den von Jacobi behandelten Fall zuriickfiihren ldsst, wo-
durch dann die Frage nach der simultanen Integration linearer partieller Dif-
ferentialgleichungen in allgemeinster Weise geldst ist.

§ 1. %
Begriff eines vollstandigen Systems.
Ein System von Gleichungen
4) A(f)=0, A&(f)=0, ... A()=0
sei vorgelegt; es kommt zundchst darauf an, zu entscheiden, ob dieselben ge-
meinsame Losungen zulassen, und wie gross die Anzahl der von einander
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unabhéngigen ist. Ich bilde zu diesem Zweck aus den Gleichungen (4.) die
Combinationen
(3.)  A(A(N)—A(A(f) = 0,

welche wieder lineare partielle Differentialgleichungen ergeben. Entweder
sind nun die Gleichungen (5.) lineare Combinationen der Gleichungen (4.),
oder sie sind von diesen verschieden. Die unter den Gleichungen (5.), welche
etwas neues ergeben, fiige ich den Gleichungen (4.) hinzu, und bilde nun
wieder simmtliche Combinationen (5.). Indem man auf diese Weise fortféhrt,
gelangt man schliesslich zu einem Systeme, welches sich von (4.) durch eine
Reihe hinzugefiigter Gleichungen unterscheidet, und bei welchem endlich die Com-
binationen (5.) keine neuen Gleichungen mehr liefern. Das so entstandene System

6.) A4(N)=0, A(=0, ... A())=0
nenne ich das aus (4.) abgeleitete vollstindige System. '
Ein vollstindiges System wird also durch die Eigenschaft definirt, dass
simmitliche Ausdriicke (5.) lineare Combinationern des Systems selbst sind.
Die grasste Anzahl von Gleichungen, welche ein vollstindiges System
enthalten kann, ist gleich ». Denn in diesem ungiinstigsten Falle kann man

die % linear durch die A;(f) ausdriicken, und also auch jeden linearen Dif-
ferentialausdruck iberhaupt als lineare Function der A;(f) darstellen.

Wenn das vollstindige System aus n Gleichungen besteht, so haben die
Gleichungen keine simultane Losung. Denn das System der Gleichungen (6.)

fihrt dann auf die Gleichungen

o _ of _ o _
'9?——'0’ ‘%’;’—0’ o .+ awn —-'0’

d. h. auf die evidente Losung f= Const.
Es wird sich zeigen, dass wenn » <“n, immer »—» simultane Losun-
gen existiren. ‘
Ueber die Gleichungen des vollstindigen Systemes kann man nun fol-
genden Satz aufstellen:
Sind
M(f) = MlAl(f)_{'M?*‘l‘l(f) +e M A(f),
N(f) = NoA()+Nodo(f)+++ N, A,(f)

irgend zwei lineare Combinationen der Awusdriicke (6.), so ist auch immer

M(N(f))—N(M(f)

eine solche.
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In der‘That ist
H(N([) = SM(N). A,()+ZENMAA(L),
NQU(F) = IN). A(f)+ S ZN,MA,(A(F).
Die ersten Theile der rechten Seite haben hier schon die verlangte Form;
die Differenz der zweiten Theile
SINM{A(A () —A(A))
nimmt dieselbe Form an, weil der eingeklammerte Ausdruck der Voraus-

setzung nach sich in jene Gestalt bringen lisst, wenn die A ein vollstindiges
System bilden. .

Hieraus geht sogleich hervor, dass die Gleichungen eines vollstindigen
Systems, wenn man sie durch irgend welche lineare Combinationen ersetst,
immer auf ein vollstandiges System fiihren.

S. 2.

Reduction des vollstindigen Systems auf ein Jacobisches.

Unter einem Jacobischen Systeme verstehe ich ein solches, bei welchem
die Ausdriicke (5.) nicht lineare Combinationen der Gleichungen (6.) sondern
identisch Null liefern. Dieses System hat Jacobi a. a. O. integriren gelehrt.

Ich werde jetzt zeigen, dass es immer unendlich viele Arten giebt, ein
vollstéindiges System in ein Jacobisehes zu verwandeln. Nehmen wir v will-
kiirlich gewdhlte Functionen ¢,, ¢,, ... ¢,, und bestimmen die v Gleichungen

(7.) B.(f) =0, B,(f)=0, ... B,(f)=0,
aus den identischen Relationen™):
Ai(f) = Ai(9) By(f)+ Ai(@2) Bo (f)+++++ 4 (9,) B, (f )
(8.) A:(f) = A(p) Bi(f)+ A2 (92) Bo(f) -+ A (9,) B, (f)

Av(f) = Av((pl)Bl(f)+Ar(So2)B2(f)+'+Ar((pv)Bv(f)7
so bilden die Gleichungen (7.) ein Jacobisches System, d. h. es ist identisch
(9.)  B«(B.(f)—B.(B:(f)) = 0.
Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses Satzes ist sehr leicht zu fiihren.
Setzt man in den Gleichungen (8.) fiir f der Reihe nach ¢,, ¢,, ... ¢,, so

*)- Dieses System findet sich schon in meiner Abhandlung iiber das Pfaffsche
Problem im 61%t" Bande dieses Journals.
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ergiebt sich durch Auflosung des Systems linearer Gleichungen
. (10.) Bi(¢, = 0,
so oft ¢ von x verschieden ist, und

(11.)  Bi(¢g) = 1.
Nun ist der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (9.) nach dem am
Ende von §.1 bewiesenen Satze eine lineare Combination der Ausdricke A,

also auch, wenn man fir die A(f) aus (8.) ihre Ausdricke in den B(f)
setzt, von der Form:

B(B,(f))—B.(B:(f)) = CB.(f)+CB:(f)+-+C,B,(f).
Setzt man in dieser Gleichung fir f der Reihe nach ¢,, ¢,, ... ¢, und be-
riicksichtigt die Gleichungen (10.), (11.), so erhidlt man hieraus der Reihe
nach die Gleichungen
¢,=0, =0, ... C,=0,

d. h. der fragliche Ausdruck muss identisch verschwinden, was zu beweisen war.

“Die transformirten Gleichungen (7.) haben aber nicht allein die Eigen-
schaft, ein Jacobisches System zu sein. Ebenso wichtig ist die zweite Eigen-
schaft, welche aus (10.) folgt. Jede der transformirten Gleichungen besitzt
namlich v—1 bereits bekannte Losungen, denn jede wird durch diejenigen
Functionen ¢ befriedigt, deren Index von dem der betreffenden Gleichung ver-
schieden ist. So wird durch die Transformation (8.) ein doppelter Zweck
gleichzeitig erreicht.

§. 3.
Integraﬁon des Jacobischen Systems.

Ich muss des Folgenden Wegeh hier die Methode kurz wiederholen,
welche zur Bestimmung einer gemeinsamen Losung der Gleichungen (7.) fiihrt.
Sie besteht darin, dass man successive Losungen sucht, welche die erste, die
ersten beiden, die ersten drei etc. der Gleichungen (7.) befriedigen. Es handelt
sich also nur um eine Darstellung des Weges, welcher von einer simultanen
Losung v,_, der ersten ¢—1 Gleichungen (7.) zu einer simultanen Losung v,
gelangen ldsst, welche auch noch der " Gleichung geniigi. Man hat dann
der Voraussetzung nach y,_, so bestimmt, dass

B, (wi—l) =0, By(yiu)=0, ... B, (¥i) =0.
Daraus folgt wegen der identischen Relationen

B,(B,(¢in)) = B,(Bi(¥i1)),
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giass auch
Wi =Bi(y,), Wi.=B(yi,) et

den ersten i—1 Gleichungen (7.) geniigen. Ist nun wg”) die erste Function

t—1
dieser Reihe, welche sich als Function von v, ,, v._,, ... wff >, Vi, Yiray - -
¢, darstellen lédsst, und betrachtet man wy; als Function eben dieser Ausdriicke,
so hat man

8 ; o, o,
0 = B,(y,) = Bi(¢)) w +B ((P»—l)a . + '+B¢(‘Pv)¢9_:f;

al s 6 A — 6 s
P4 B(Wi) ‘,” ot By )
v, dy

s—1

+ B (’7”:—1)

oder

(12) 0= gy e ‘9‘”' +w.—2ditﬁl+"'+w5#)‘£%7'
Jede Losung v, dieser partiellen Differentialgleichung mit w41 unabhéingigen
Variabeln ist zugleich eine simultane Losung der ersten ¢ Gleichungen (7.).
Die Anzahl von Loésungen, welche i—1 Gleichungen mit » Variabeln
gemein haben, kann nie grosser als »—(i—1) sein; daher kann auch die An-
zahl der Functionen
(u—1)

';U.'—n 'Q,U:'-l-) s 11”-—1 9 (Pi: ‘P.’+19 R (pV

diese Zahl nicht ubersteigen, oder es kann u hochstens gleich »—» werden.
Die Gleichung (12.) ist also eine lineare partielle Differentialgleichung mit
hochstens »—v-+1 Variabeln; und die Bestimmung einer gemeinsamen Losung
aller » Gleichungen erfordert also die Kenntniss je einer Losung von »
Gleichungen mit »—» 41 unabhingigen Variabeln, oder was dasselbe ist, die
Kenntniss je eines Integrals von » Systemen von je »—w simultanen Diffe-
~ rentialgleichungen erster Ordnung.

Um alle verschiedenen simultanen Losungen des Systems aufzufinden,
muss man zundchst die letzte der » verschiedenen Gleichungen (12.) wvoll-
stindig integriren. Ist in derselben u =n—», so hat man sofort alle ge-
meinsamen Losungen gefunden. Ist aber u kleiner, so findet man hierdurch
nur einen gewissen Cyclus dieser gemeinsamen Losungen, und man muss
weitere Losungen der vorhergehenden Gleichungen (12.) aufsuchen.

Wenn der erste Fall eintritt, so findet man »—» gemeinsame Losungen,
und es existiren also wirklich so viele Losungen. Im anderen Falle kann
man einen Beweis dafiir fordern, dass wirklich so viel Losungen worhanden
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sind. Diesen Beweis kann man leicht in folgender Art fiithren. Seien
gemeinsame Losungen der Gleichungen (7.) bekannt. Fihren wir diese in
das System (7.) als Variable ein, neben n—z anderen Variabeln, so ver-
schwinden in allen Gleichungen die Glieder; in welchen nach der ersten Art
von Variabeln differentiirt wird. Man hat also dann ein System von » Glei-
chungen mit nur »—zx Variabeln vor sich, in welchem die gefundenen » Lo-
sungen die Rolle von Constanten spielen. Dieses neue System ist noch ein
Jacobisches, und hat demnach wenigstens eize von den frilheren verschiedene
Losung, sobald nur z—x>>w». Es giebt also immer noch weitere Losungen
bis zu ¥ =n—w», d. h. das System hat n—» gemeinsame Losungen.

S 4.
~ Die Integration der partiellen Diﬁ'erentialgleichun.gen.

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen mit » unabhingigen
Variabeln fiihrt bekanntlich nach Jacobi auf die Aufgabe, successive eine
simultane Losung fir je ein System von 1, 2, 3, ... »n—1 linearen partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung zu suchen.

Bedienen wir uns des von Jacobi eingefiihrten Symbols

_ Sv9p Oy dy g
9 %) = Z\Go; 99~ o)

=1
wo die p die Differentialquotienten der unbekannten Function nach den z be-
deuten; ist f=c die gegebene Gleichung, und sind

f1=cl, f2=62, e . f,,_1=c,,_1
die Gleichungen, welche mit f=c zusammen diese als Functionen der « und
und der willkirlichen Constanten ¢ bestimmen, so erhilt man

fi als Lésung von (f;, [)=0,
f ‘als Losung von (i, f)=0, (fis f)=0,

fus als Losung von (f,_,s /) =0, (fiuss fi) =0, ... (fours fam2) =0.
Jedes dieser Systeme ist bereits ein Jacobisches; aber diese Eigenschaft kommi
bei der Anwendung des in §. 3 entwickelten Verfahrens nur in sofern in
Betracht, als dasselbe ein vollstdndiges ist.
Man hat aber bei diesem System noch den weitern Vortheil, dass man
fir das erste System schon die Losung f, fir das zweite die Losungen fund
fi, etc., fir das letzte f, f;, ... f.—. kennt. Die Ordnungen der Iniegralionen
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welche man bei den verschledenen Systemen auszufiihren hat, erniedrigen sich
dadurch um weitere 1, 2, n—1 Einheiten, und man bedarf also zur Auf-
stellung sé@mmtlicher Fuuctlonen [ je eines Integrals von
1 System von 27—2 Dliferentlalglelchungen erster Ordnung
2 Systemen - 2n—4 . - - -
3 - - 2n—6 - - -
n—1 - - 2 : - ~ -

§. 5.

Darstellung der von Herrn Weiler gegebenen Vereinfachung von Jacobis Methode
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

In Schiomilchs Zeitschrift fir Mathematik, Jahrgang 1863 p. 264, hat
Herr Weiler eine Untersuchung iber das in Rede stehende Problem ver-
offentlicht, in welcher eine Vereinfachung der im vorigen §. auseinanderge-
setzten Integrationsmethode enthalten ist.

Diese Vereinfachung, welche die Anzahl der erforderlichen Integrationen
verringert, und sich bei genauerer Prifung als eine natirliche Fortentwicke-
lung der Jacobischen Methode erweist, besteht in folgendem.

Die Systeme, deren successive simultane Integration die Aufgabe er—
fordert:

1. (flo f):
2. (fu f) 0, (fh fz)—

n—1. (fn—l?f) (fn—lvfl)— e (faas faa) =v0

sind nicht vollig unahhanglg von einander; vielmehr unterscheidet sich jedes
folgende System nur durch den Hinzutritt einer einzigen weitern Gleichung.

Um auf die vorliegenden Systeme die oben (§. 3) auseinandergesetate
Methode anwenden zu konnen, muss jedes System in ein System von der
Form (7.) transformirt werden. Dabei kann jedesmal ein neues System von
Functionen ¢ angewandt werden. Wir wollen aber hieriber nun folgendes
festsetzen:

1. Bei jedem folgenden System sollen immer wieder dieselben
. Functionen ¢ benutzt werden, und nur eine einzige neue Function ¢ soll
hinzutreten.

- 2. Die Function ¢;, welche bei dem i“" System hinzugefiigt werden

muss, soll eine aus der Reihe der simultanen Losungen sein, welche man
34*

sten
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fur die ¢—2 ersten transformirten Gleichungen des vorhergehenden Systems
gefunden hat.

3. Statt der Gleichungen des i'** Systems soll man, um dieselben auf
die Form des Systems (7.) zu transformiren, die schon transformirten Glei-
chungen des (i—1)“" System benutzen, und nur die letzte Gleichung unver-
andert hinzufiigen.

Die transformirten Glelchungen, welche aus dem obigen Systeme her-
vorgehen, bezeichne ich durch

1. BO(f)=
2. B‘“(fz)—o BY () =0,

n—1. B"“')(f,,_l)—-O B‘”—‘)(f,,_,) =0, ... B&Y({_)=0.
Nach der Bestimmung No. 3 sollen nun
BY(F), BY(F), ... BP(F)

sich aus folgenden Gleichungen bestimmen:
B{™(F) = B{™"(,) BY (F)+ B~ (¢2) B (F)+---+ B{™"(9,) BY (F),
BE0(F) = BI~>(p) BO () B (9 B (P B () B ()
18, . C e e
o B () — B () BO(F)+ B () B (F) -+ B () BO (P,
(fi1s F) = (ficts 90) BO(F)+ (fiors 92) BE (F) -+ (fiay 95) BO(F).
Nun ist, weil bei der Bestimmung der B¢~ die ersten ¢—1 Functionen ¢
bereits benutzt sein sollten:

B V(@) =0, Bi(p)=1,
wenn b und % kleiner als 4. Ferner sollte ¢, eine simultane Losung der

Gleichungen ‘
B (g)=0, B{V(p)=0, ... B5 (¢) =

sein, welche natirlich von f._, verschieden sein muss. Hierdurch reduciren
sich die Gleichungen (13.) auf folgende:

B¢(F) = BY (F),

B(’—’)(F) B“)(F)

(14) { g () — Bo,(F),

B (F) = BO(F)+ B (9) BO(F),
(Firs B) = (et ) BO(F)+(fis, 92 BO(F) 4+ (fits 9) BO(F)
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Man sieht also, dass bei dieser Art der Bestimmung jedes folgende System
eine Reihe von transformirten Gleichungen mit dem vorhergehenden gemein
hat; nur die letzte Gleichung des vorhergehenden Systems kommt in dem folgenden
nicht vor, und dafir treten in dem letztern zwei neue Gleichungen hinzu.

~ Man kann sonach das ganze System der transformirten Gleichungen in
folgendem Schema darstellen:

1. Cx(fl) =05

R. Dy(fy) =0,Cyf,) =0,
n—2. D,(fn_2)=0, Dz(fn—2)=()7 Ds(fn—2)=07 Cn_z(fn_2)=0,
n~—1 Dl(ﬁ,_l):O, Dg(ﬁ._l)=09 DS(fnf-l):‘Ov e Dn—2(f —l):'07 Cn—l(fn—l):‘oa

wobei nach (14.) die hier durch C, D bestimmten Ausdricke sich aus den
identischen Relationen bestimmen:

Cy(F)= D, ,(F)+C,_,(9,)C(F) :
(16-) (ﬁ—nF) = (f;—u (Pl)Dl(F)+ (f-‘—n ‘P?)D2(F)+"'+(ﬂ—'17 (Pi—l)Di—l(F)

+(fizrs 9) Ci(F).
Diese beiden Gleichungen dienen dazu um D, ,(F) und C;(F) durch die vor-
hergehenden Ausdriicke darzustellen.

Die simultane Integration der Systeme (15.) wird nun dadurch wesent-
lich erleichtert, dass man fir das ' System nicht mehr eine simultane Losung
seiner ersten i—?2 Gleichungen successive aufzusuchen braucht, sondern dass
diese schon bei der Behandlung des ¢ —1'" Systemes gefunden ist. Man hat
also in jedem System nur noch zwei Integrationen vorzunehmen; und die Be-
stimmung simmtlicher Functionen [ bedarf also nur der Kenntniss je eines
Integrals fiir ein System von 2n—2 gewohnlichen Differentialgleichungen, und
fir je swei Systeme von 2n—4, 20—6, ... 2 gewohnlichen Differential-
gleichungen. ' .

Aber nur dann sind die Integrationen immer von so geringer Zahl,
wenn die Zahlen g iberall ihre hochsten Werthe erreichen. Wenn bei irgend
einer Integration der Cyclus der daraus abgeleiteten simultanen Integrale sich
friiher schliesst, so kann man endlich zu einer Stelle gelangen, wo entweder
keine Function ¢; mehr gegeben ist, welche von f,_, verschieden, oder es
wird doch nur eine Function dieser Art bekannt sein, so dass man keine ge-
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meinsame Losung der ersten i—2 Gleichungen des folgenden Systems zur
Verfiigung hat. )

§. 6.
Das Pfaffsche Problem.

Die Aufgabe, den Differentialausdruck
Xidz,+ X, day+ -+ X, dexy,
in die Form :
F,df,\+ F, df+---+ F,df,
iiberzufibren, habe ich im 60°°" und 61" Bande dieses Journals auf ein

System von n'nz+1 simultanen partiellen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt,

welche die Functionen f definiren. Diese Differentialgleichungen habe ich durch

(F=0, [fisfi]=0
bezeichnet; und zwar bestimmen sich die Functionen f als simultane Losuig
folgender Systeme:

fi: (fl)=07
fo: (£)=0, [fzs i]=0,
fs ¢ (fs)"':oa [f39f1]=07 [ﬁafz]':oa

fo: (F)=0, [fsil=0, [fi, f]=0,-... [fi,fi]=0.
Jedes dieser Systeme hildet nach den a. a. O. bewiesenen Relationen ein voll-
standiges System in dem oben festgestellten Sinne, aber nicht ein Jacobisches
System. Denn wenn f;, fay ... fi_; den ersten i—1 Systemen geniigen, so
bestehen fiir das ¢ System die Relationen (k, h=1,2,...i—1):

(£ £l —(Ufis £ = [fis £l LLEs Al A= [LFs 5 1] = 0.

Auf die obigen Systeme sind daher die Betrachtungen der §§. 2, 3
sofort anwendbar, und die Aufsuchung der Functionen f bedarf daher der
Kenntniss von je einem Integral fiir

1 System von 2z—1 gewohnlichen Differentialgleichungen

2 Systeme - 2n—3 - -

3 - - 215 - -
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Aber auch hier tritt der Umstand ein, dass jedes folgende System
sich nur um eire hinzutiretende Gleichung von dem vorhergehenden unter-
scheidet. Man kann daher auch die Methode des Herrn Weiler auf dieses
Problem anwenden, und es gelingt nach dieser im Allgemeinen die Auffindung
der Functionen [ durch Kenniniss je eines Integrals von einem System von
2n—1 gewohnlichen Differentialgleichungern, und von je zwei Systemen ovon
2n—3, 20—05, ... 1 gewdihnlichen Differentialgleichungen.

§ 7.
Die partiellen Differentialgleichungen der Invariantentheorie.

Jede absolute Invariante einer Function von » Variabeln geniigt be-
kanntlich einem System von #* linearen partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung, und es muss eine besondere Eigenschaft dieser partiellen Differential-
gleichungen sein, dass sie eine gewisse Anzahl simultaner Losungen zulassen.
Ist p die Ordnung der Function, und

_ n.n41 ...n'—}—p—i
(n,p) = 1.2..p ’

so ist (n, p) die Anzahl der Coefficienten der Function, also (z,p) die An-
zahl der Variabeln, nach denen in jenen Gleichungen differentiirt wird. Die
hochste Anzahl gemeinsamer Losungen, welche jene Gleichungen besitzen
konnen, ist also (», p)—n*; und wenn jene Gleichungen bereits ein vollstian-
diges System bilden, so besitzen sie in der That so viele gemeinsame Losungen,
d. h. es giebt (n, p)—»* von einander unabhéingige simultane Invarianten.
Dies ist der einfachste, und zugleich der strengste Weg, die Existenz von |
so viel Invarianten wirklich nachzuweisen, und der Nachweis, dass die be-
treffenden Gleichungen ein vollstéindiges System bilden, erginzt also eine
wesentliche Liicke der Invariantentheorie.

In der That ist jener Beweis durch wirkliche Bildungen sehr leicht
“auszufiihren.  Bezeichne man mit Herrn Aromhold (Bd, 62, p. 291 dieses
Journals) die »* partiellen Differentialgleichungen durch

(1') un(n) = 07
wo ¢, o die Werthe 1, 2, ... n zu erhalten haben. Man findet dann wirk-
lich, dass die Operationen
Deo(Dxl(II))_Dxl(Dga(n))

nur auf lineare Combinationen der Gleichungen (1.) fithren, womit jenes
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System als ein vollstindiges charakterisirt ist. Man erhalt namlich, wie eine
sehr einfache Rechnung lehrt, folgende identische Relationen:

/ Dee(Deu(H))—Dga (Dee(n)) = “Dgo(n)a

Dee(Dﬂe(H))-Doe(Deg(H)) = Doe(n)a

Doy (D gy (IT))— D, (D, (IT)) = O,

Doy (Dy (1)) — D4y (Do (IT)) = D, (IT)— D, (IT),

() (Deo(Dor (I1)) =Dy (Do (IT)) = 0,

Dy (D (IT))— Dy (D (IT)) = 0,

D,y (Dyy(IT)) =Dy (Do (IT)) = Do (1),

Dy(Dyy(IT1)) =D, (D, (IT)) = 0,

Dy (D (11))~D (D, (IT)) = O.
In diesen Gleichungen bedeuten die in derselben Gleichung verschieden be-
zeichneten Indices auch wirklich von einander verschiedene Zahlen; die Glei-
chungen (2.) umfassen dann alle moglichen aus (1.) zu bildenden Combinationen.

Die Gleichungen (2.) gelten iibrigens auch noch, wenn das System (1.)
sich auf simaultane Invarianten bezieht.

Giessen, den 5. Februar 1865.



