Ueber die Tissot'sche Differentialgleichung.
Von

L. PoomaamMer in Kiel.

Zu den linearen Differentialgleichungen n'r Ordnung, welche
durch einfache bestimmte Integrale auflosbar sind, gehort die von
Herrn Tissot im 17tex Bande von Liouville’s Journal*) aufgestellte Glei-
chung, welche durch Integrale von der Form™*¥)

(1) J;kazeu(u"‘"al)bj."‘l (u___az)bg-—l .o e (u__ an-—-1>b“~1_1(w;—m)zf~l d,“

befriedigt wird. Da ausser a,, @, ..., o~y such die Werthe — oo
und 2 als Integralgrenzen in (1) zulissig sind, so liefern diese Aus-
driicke das vollstindige Integral der genannten Differentialgleichung.
In den nachstehenden Untersuchungen, welche sich auf die nim-
liche Dlﬂ"erentmlglemhung beziehen, wird das System der particuliren
Losungen derselben vervollstindigt, indem die Hauptintegrale fiir die
Umgebungen der einzelnen singuldren Punkte a,, a,, ..., @,—; und
fiir das Gebiet dexr, grossen Werthe von «, welches kurz die Horizont-
fliiche der x-Ebene heissen mdge, ermittelt werden. Diese Haupt-
integrale lassen sich simmtlich als bestimmte Integra.le darstellen, in
denen die zu integrirende Function die gleiche wie in dem Integral
(1) 1‘st als Integrationswege kommen bei denselben neben einfachen
Yerbmdungshm&n auch geschlossene Curven, resp. Doppelumliufe vor.
Dieslogarithmischeu .Fille der Differentialgleichung werden hier nicht
kﬂ%&ﬁ‘“eiﬁfaeht« gerogen, +
Wsé‘%f Emﬁpamcularen Integrale der Tissot'schen Glemhung werden in
den. singuliren Punkten ay, a,, . . ., G-y nur wie Potenzen von #— a,,
.~ @, .ete. unstetig; man kann bei jedem zur Umgebung von a, ge-
hoﬁggens Ha:uptmtegral falls dasselbe fiir 2 = a, unendlich wird, die

" ")*pﬁg"“ 117 ,Sur un détermma,h% d’intégrales définies”, 1852. .
**) ﬁémoblge Bezeichnung stimmt mit der von Herrn Tlssot angewendeten
- picht vollig- ﬁberem, namentlich ist hier (abgesehen von' der Wahl anderer Buch-
staben) w durch: — %, und # -4 t durch n ersetzt worden.
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Unstetigkeit durch Division mit einer passenden Potenz von z — a,
beseitigen. Dagegen treten fiir ein unbegrenst wachsendes # Unstetig-
keiten zweiter Art auf, die sich mit den Unstetigkeiten der Potenzen
von x nicht vergleichen lassen.

Als eine wesentliche Eigenschaft der Tissot'schen Differential-
gleichung ist hervorzuheben, dass dieselbe ein particuléres Integral
besitzt, welches eine transcendente ganze Function von z ist. Dieses
Integral, welches im Folgenden durch Y bezeichnet wird, hat in jedem
beliebigen Theile der z-Ebene den Charakter eines Hauptintegrals.
Fiir die Ermittelung der Hauptintegrale im Gebiete der grossen Werthe
von z erweist sich bei der vorliegenden Differentialgleichung die Losung
durch bestimmte Integrale als besonders zweckmissig. Wegen der bei
# — oo vorhandenen Unstetigkeiten zweiter Art wird die Methode,
die Differentialgleichung durch Reihen mit fallenden Potenzen zu
integriren, illusorisch. Die Hauptintegrale der Horizontfléiche lassen
sich jedoch simmtlich in Gestalt bestimmter Integrale darstellen, wobei
der in der vorstehenden Abhandlung ,Ueber eine Classe von Integralen
mit geschlossener Integrationscurve bewiesene Satz zur Anwendung
gelangt. :

Man leitet in dem nachfolgenden § 1 zuniichst die Bedingungen
ab, unter denen ein bestimmtes Integral von der Form

| [U(u—x)’**i du,

wo U nur von  abhiingt, die Tissot'sche Differentialgleichung '
Ordnung befriedigt. In §§ 2—4 wird auf die Tissot'sche Gleichung
gter Ordnung naher eingegangen. Die Hauptintegrale derselben fiir
die Umgebungen der zwei endlichen singuldren Punkte ¢, und a, gih@
in § 2, die Hauptintegrale fiir den Bezirk der 'grossen éwg}tég;gggi@
in § 3 angegeben. Der § 4 enthillt eineri zweiten Beweis der Eigen:
schaft des particuliren Integrals ¥, fiir; alle endlichen Argumente
eindeutig und stetig zu sein. “"°. T _,

Die Tissot'sche Gleichung liefert, wie am Schlusse des’§ 3 gezeigt
wird, einen Anhalt fiir die Beantwortung der Frage, welehe. Bedeutung
die divergenten Potenzreiben fiir die linearen Differentialgleichungen
haben, denen sie formell gentigen. Man findet in § 8 ein Haupt-
integral der Horizontfliche, das ¢ genannt wird, und das sich in eine

convergente Reihe von der Form
- A . A
(@—a ) {/\0 Tz ""1“1 + (-ﬁ?-——’aoh)2 T —}

entwickeln lisst. D# Grossen A, stellen transcendente Constanten dar,
von denen je drei auf einander folgende, A, Ay, MAvy2, durch eine
lineare Relation mit rationalen Coefficienten verbunden._ sind, awii:hrgnil
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) A
der Quotient ;’;"1 irrational ist. Da nun die Differentialgleichung,

v
wenn man dieselbe durch eine Reihe mit unbestimmben Coefficienten

S = (w——a1)2~1 {00 + wf_ia‘ + (wieai)z + . .}

integrirt, ausschliesslich rationale Beziehungen zwischen ¢, ¢, Cay v o s
+ ergiebt, so kann der Forderung, dass in letaterer Reihe die Function ¢
enthalten sei, nur dadurch geniigt werden, dass neben ¢, auch ¢, will-
kfirlich bleibt. Fir beliebige Werthe von ¢, und ¢, fallt aber die
obigé. Reihe S in die Classe der divergenten Reihen, da ausser ¢ kein
anderes particulires Integral mit dem Anfangsexponenten 4 — 1 jm
Horizontgebiete existirt.

.. In §§ 5 und 6 wird die Tissot'sche Gleichung nter Ordnung be-
handelt. Man leftet in § 5 die Systeme der Hauptintegrale fiir die
Unigebungen der Punkte q, und fiir die Horizontfliche zunichst unter
der, Voraussetzung ab, dass die reellen Bestandtheile der Constanten
b1y byy ...y bu—y, 4 positivsind. In § 6 wird von dieser Voraussetzung
abgesehen. Die verschiedenen particuliren Losungen der Tissot'schen
Gleichung lassen sich auch im allgemeinen Falle durch bestimmte
Integrale darstellen, wenn man Integrale, deren Integrationsweg aus
einem Doppelumlauf besteht, zu Hiilfe nimmt. In § 7 wird auf die
Bestimmung von Hauptintegralen fiir ringférmige Flichen eingegangen.
Grenzt man in der x-Ebene irgend ein ringformiges Flichenstiick ab,
wélclies eine beliebige Anzahl der singuliren Punkte der Differential-
gléichung umschliesst, selbst aber frei von singuliren Punkten ist, §o
gehoren auch zu eimem solchen Flichenstiick gewisse Hauptintegrale,
d." h. particulire Integrale, welche, wenn z auf dem ringformigen
Flachenstiick einen Umlauf um die im Innern liegenden singuléren
Punpkte ausfithrt, entweder unverindert bleiben oder nur einen con-
stanten Factor aufnehmen. Es ldsst sich nun das vollstéindige System
der Hauptintegrale, die zu einer ringférmigen Fliche gehoren, fir
dié Tissot'sche Differentialgleichung allgemein aufstellen. Auch bei
diesen Betrachtungen findet der Satz Anwendung, welcher in der vor-
stehénden Abhandlang dbgeleitet wurde.
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§ 1.

Die Tissot'sche Differentialgleichung kann auf die Form

TY (g @)+ @] Y

oz

+ (=1, 97 (@) + (=0t 1) ¥ @) Y j" ZL

— [(A=n+2)y 9" () + (=t 2 p" (@] 2

+ oo (= 1) (A= v — 1)y 9 ()
+ (A2 —1)pmyg =1 (z)] f?ﬁ

4 (= Dt (A2 9 (@) (A Daa ¥ (2)] GE
F (1A= D (@) y =0

gebracht werden, woselbst ¢@(x) und v¥(z) die ganzen Functionen
(r—1)t» Grades von z -

@

/

¢ @) = @—a,) (&—ay) . . . (B~ Gn—1),

P o=@ 1+ + ]

und ¢ (), ¢’ (%), ¢" () ete. die Ableitungen derselben bedeuten. Die
Gréssen 4, a,, by, ... sind constant; unter (A—mn),, (A —n--1),, ete.
werden Binomialecoefficienten verstanden. Man setzt y gleich dem
bestimmten Integral

@) y = ﬁ U u— )y du,

in welechem die Grosse U nur von % abhingt, g constant, und » ent-
weder constant oder gleich # ist. *Falls » den Werth # hat, wird der
reelle Theil der Constante 4 — » als positiv vorausgesetzt. Dann
hat man

A
y@A—1) 4A—2).-. (l—-—fu)ﬁ Uu—azy—"1du.
Nach Substitution dieser Ausdriicke kann die Gleichung (2) durch die

Constante
(—1r(A—1)(A—2) ... A—n-+1)
dividirt werden, da
' _ A—=1D(—2)..0—n)

A—1D)@A—2) - (A—2) A—v—1)as 1.8, tn—9) ’
1—1)(A—2 A —mn~-1]
A—1D)@A—2)-- A=) (A—v—1)sy-1= ( )( ('r)b~£~i?+ :

34%
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ist. Man erhidlt hierdurch die Gleichung
(wn)f Uu—ap—p@)+ ¢ (2) 272 + ¢(0) U2

. ‘“‘," @ (u—w)"—‘
+ 2 T }du

+[ Tw—ap o) +o@ 25 “+w"(><“—“)

P (z) (4 — )1
Eal e s =1 }d“==0

welelie, nachdem der Taylor'sche Satz auf die in den Klammern be-
findlichen Ausdriicke angewendet worden ist, die Gestalt

A— U — a4
®. ( ”w‘h:)?(“) (» — 2) .u o

+£ P(w) U(u — z)-ndu

“annimmt*). Nach der Formel der theilweisen Integration ist aber
(l-—-n)j;htp (w) U(u —g)—r—1qy
~[p() Uw—ay-)T) — ["2WTL (\_gpmag,.
- Albo: ergiebt sich aus (2) die Gleichung
Lo U "‘v"’)z"”:l *
{ f (4 — a2y { AL T] W) u} du} =0

Man stellt nun fiir die Function U die Differentialgleichung

) Ue® Ul _ yuy 7 =0

&if ind unterwirft die Grossen g und % der Gleichung
@% [ @) U(w—2P "l — [ (4) U(u—2)*~"Jmy = 0,
Yﬁ‘%‘féﬁw mian"die Werthé % == g und w= % durch den Integrations-

fﬁ“ 2 von Q ) in Verbindung gebracht denkt und die “beziiglichen
3 ﬁﬁit der von u abhangigen Function als stetige voraussetzt.

e
PN 3
e {&M r4s €

= *} Diese Rechnung ist derjenigen vollig analog, welche dex Verfasser im
Abﬁehmbﬂ:f der Abhandlung ,,Ueber hypergeometrische Functionen ' Ordnuing*
in Greﬂes s Jourdal Bd. 71; pag. 336, angestellt hat (man beachte auch die Be-
nchtxgungf‘in\ Qrolle Journ Bd. 73, pag. 142—43), Jedoch bedeutet g (%) daselbst
nich- eine’ ganzs-Fuinetiou (n— 1)n Grades, sondern eine ganze Function pten
Gradés voi-z,
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Sind die Bedingungen (7) und (8) erfiillt, so befriedigt das Integral (4)
die Differentialgleichung (2). In die aus (7) folgende Gleichung

14U _ 3w —9'(w

U du @ (%)
werden gemiss (3) die Werthe
P(w) _ by n—l
o=t tagt ot
@ (W) __ 4logou) 1
o%) du = u—a + "'ae +e U— “n—-1
eingesetzt, wodurch die Gleichung
1 4dUu dlogU by — 1 —1—1
T duw ;i =1 + + 2 + + bus — -

entsteht. Indem man dieselbe integnrt (unter Fortlassung der will-
kiirlichen Integrationsconstante), findet man fiir U dén Ausdruck

9) U= e (t— @) (th—ap)tt + + « (U—ayg)"* 17",

Die Bedingung (8) lautet hiernach

— [ ()P - ()Pt (U — Ty
Man setzt die Ungleichheiten
(1].) bi>0,b2>0,...,bn_.1>0,l>n
als erfilllt voraus, die, falls die Constanten b,,...,b,-1, 4 nicht reell
gind, fiir die reellen Bestandtheile derselben gelten sollen. Dann ist
der Glelchung (10) geniigt, sobald fiir g und fiir h Werthe aus der
Reihe
(12) “1, az,c.-,“n—l,'—'w 50»
substituirt werden. Bei dieser Bestimmung /dép %eﬁzeh g, h istidés
Integral

(19) y= [ ow 2)iu,,
in welchem ¢ (u, z) die Funetion

(14) O (u, 2) = e (4 —@ P (=)t ... (U—gr) 17 (4 — 2
bedeutet, eine particulire Lostng der Differentialgleithung (2).

Man nimmt an, dass die Constanten Gy Qi+ -5 Gn simmtlich
von ‘einander versthieden. sind. Ausserdem wird* ‘yoransgesetzt, dass

keine der Constanfen )
b: +b2+ "l"bn-l; b: "’"7’&‘{:‘ "+bn~1 + 2

gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null sei.
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§ 2
Es soll zunichst auf die Dlﬂ'erentla.lglelchung 3ter Ordnung, die

sich aus (2) fiir n = 3 ergiebt, eingegangen werden. Die Gleichungen
(2) und (3) lauten fiir n = 3: -

) { ?(2) 5 — [(3—3),9 (@) + v(2)] 2L
+ [(A—2),9" (2) + (4 “2)1'/"(5”)] -d% — (A— 1)2"/’"(:”)?/ =

(16) {9’(”) = (@ —a;) (x—a,),
Y(@) = (@ —a) (®—a,) + b (x — a,) + b, (@ — a,).

Der Gi:efchung (15) geniigt, wie bewiesen, das Integral
— - %
(17) Y == ﬁ & (th=— ) )=t (4 — )t (4 — )1 du,

dessen Grenzen g, h aus den Werthen

-

gewihlt werden, Man setzt, gemiiss (11), die reellen Theile der Con-
stanten b, b,, A — 3 zunichst als positiv voraus,

In der Umgebung eines jeden der singuliren Punkte @, und g,
existiren ein mehrdeutiges Hauptintegral und zwei von einander unab-
ha.nglge emdeutrge Integrale. Der Ausdruck

(lS)* ) == f e (u—a ) (u— ay )t (u— )1 du

stellt' das mehrdeutlge Hauptintegral im Bezirk von g, und der
Ausdruck

(19) Ny == f S (u—a)r(u—a )62"1(w—x)1—1du

das mehrdeutige Hauptintegral im Bezirk von a, dar. Auf das Integral
- (18) wird die Substitution
% — 0y = u(x—a,)

dén:géwende{: wodurch dasselbe in das Product aus .-der Oonstante
(iff: 1}3?—1@41@—- )~ 1em und der’ Functlon
i ﬁb&l f _ — :_ x._.a‘ bz—lz
& hhz 4— 1£ eu (@ al)ubﬂl(lm__lf)z-{ (1 1 s “1) adun
%bergehfs beﬁzh man nun
tE-a) | 1y =8 P
¢ [1 u %—m}
= P PSPy 1 (@3 e W (G @) o ink,
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so haben die Constanten y,, y,, ... die Werthe

— 1 (by—1) 1 1 (b — 1) (bp—1)y -
2/0—'1; yl_—l @y — a4 7y2~-—2- 1 Qo — Ay +(a2_'a’l)2,

Y 1 (1) + 1 (bz“l)z (b —1)y
Vs 1.2.3 1.2 a,—a Gy —ay)® (ag—ay)®’ !

SRR R e G et
4% ! (@—-D! ay—a, (v—2)! (ap— ay)? — 1 (ag—a)?

— (bZ'—'l)v
(ay — ay)” ’

wo (b, — 1), den p' Binomialcoefficienten von b, — 1, und u! die
Zahl 1.2, .. u bedeutet. Es ergiebt sich demnach die Beziehung

Uit
(—1)* (g — ap)? ¢ (—ayhtHT

V=0

=D n@—ay f fubeb—(L—up-tdu
=0 0

=D n@—a) E@+v, b,
=0
wenn fiir das Euler’sche Integral erster Art die abgekiirzte Bezeichnung
1
E(p, 9 ==_£ w1 (1—u)rt dn
benutzt wird. Da aber fiir ein positives ganzzahliges v die Formel
©0) E(p+v,q) =it Ot 20— By, g)

(r49) (p+9+1) ... (p+e+7—1)
gilt, so erhilt man fiir das Integral (18) die Gleichung

e S by(by-1). o (ByFv—1) )
@1) 5y =4y (g—a P 2 P GF DO EATD. . G —D @ A

in welcher 4, d1e Constante
= (— 1y (ay—a,)rten Eb,, 1)

bedeutet. Fiir das Integra,l (19) entsteht eine analoge Gleichung, wenn
@, und @,, b, und b, mit einander vertauscht werden.

Es soll ferner als Integrationsweg des Integrals (17) eine ge-~
schlossene Curve genommen werden, welche.in .— oo beginnt und
endigt. Der Gleichung (10) ist durch die Werthe g=h = — o
geniigt. Man zieht, nachdem fiir # ein bestimmter Werth gewihlé
worden ist, um einen beliebigen Punkt M als Mittelpunkt einen Kreis,
welcher dle Punkte , @, und a, umschliesst.: Der Radius v dieses
Kreises bleibt im Uebrigen willkiirlich, mége jedoch so gross genommen
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werden, dass der Punkt # Sowohl dem Punkte a, als dem Punkte g,

niher hegt als 1rgend ein Punkt der Peripherie. Man zieht ferner
vom ™ Punkte M aus eine Parallele B zur negativen reellen Axe; der
Sehmttpunkt des Kreises mit der Geraden P heisse J. Ldsst man

Fig. 1.

1227

i
g
N
A

Y 4

%

nun in:(17%) die Integrationsvariable w zuerst die Gerade P von — oo
‘Bis zum Punkte J, hierauf den Kreis (im positiven Sinne) und zum
_ zweiten Male die genannte Gerade vop J bis — oo durchlanfen, so
st nach § 1 der Augdruck (17) eine particuliire Losung der Differential-
gléiehing 5): -Pias%so~ definirto- Integral, das--¥* heissen- mbge, wird
in abgekﬂmtgx Weise:fofr. §.1_ders &b&wdluﬁg des Verfassers ,,,Ueber

oin Integtal 'mit - doppeltem Umlanf im 354 Bande “dieser Annalen)
durch das Symbol

—(“h 8y, @)
(22) Y= I . e (h—a, )1 (U — a, ol (u— 21 du

dargestellt. «
) Da’s Integral (22) 1st eine tra.nscendente ganze Functlon von %,

& g
%.

gl ﬁ&@ j*edemWexfzh VO TUT einen Werth, nachdem bestlmmj%e

den
b h&eﬁ&uakt ity a&ambelﬁe Punkte umschlfessty 80 11efert
undtis dieser: -Curve :idensellisn . Werth..der.. zu .integrirenden

Horeg: N T Ausgangspnnkt, dé 2 keinen der Punkte
umkr&aﬁ%mg@ﬁﬂehﬁlenbmder fMegratiousweg des Sﬁntegx:alsﬂ(%) un-

;;;;;
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folgt, dass der Ausdruck (22) in der ganzen Ebene eine eindeutige
Function von # ist; demn ausser @, und a, sind fiir die particuliren
Integrale der Gleichung (15) keine (im Endlichen liegende) singulire
Punkte vorhanden. Der Beweis, dass das Integral (22) fiir ein end-
liches # auch endlich und stetig ist, ergiebt-sich einerseits aus dem
Umstande, dass die sehr enifernten Theile des Integrationsweges nur
einen verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe des bestimmten
Integrals liefern, andererseits daraus, dass fiir die tbrigen Theile des
Integrationsweges die Potenzen (u — a,)21, (4 —a,)», (u — x)*—* einen
endlichen Werth haben.

Um das Integral (22) nach steigenden Potenzen von z — ay zu
entwickeln, substituirt man fiir (u—2)*—! die Reihe

& — ay )Z-—-l

(—wp—t=[u—a,— (@—a;)" = (u— a, *~ (1 = a

= (U —a,)** {1“"(1"’1)1 z:zi 4o
+ (—A—(5=a) +f

welche im vorliegenden Falle stets convergirt, weil (nach der Definition
des Kreisradius v) fiir jeden Punkt u des Integrationsweges die Un-
gleichheit

. mod, (x—a,) < mod. (4—a,)
besteht. Hierdurch ergiebt sich fiir ¥ der Ausdruck

y=0

(23) Y =D (~1y(—1) K, (@—a),
. o :
wenn durch K, das constante Integral

S e w—aypiriu—aypiau,

dessen Integrationsweg mit dem des Integrals (22) tbereinstinmit, be-
zeichnet wird. Fir K, hat man den abgekiirzten Ausdruck

(e T 1
(24) B, = [ " e (u—arptirt (s — gyt

da a; und @, singulire Punkte der zu integrirenden Function sind,
die vom Integrationswege umsthlossen werdeti. In (24) wird eine
neue Variable u mittelst der Gleichung

Wt — @y, %=1 a
eingefihrt, Diese Substitution liefert, wenn die Differenz o) — a
durch p bezeichnet wird, fiir K, die Gleichung
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- (*0.)
(25) KP == 6“1]_7 . eu ub1+z—1l~—2 (u - -p)b,._l d u,

da den Werthen % ==, und « = g, die Werthe 1t = 0 und 3 — P
entsprechen. Der Einfachheit halber soll angenommen werden, dass
in Fig. 1 der Kreismittelpunkt M, der beliebig war, mit dem Punkte
ay zusammenfalle. Dann durchliuft in (25) die Variable u einerseits
einen Abschnitt der negativen reellen Axe (in beiden Richtungen),
andererseits einen Kreis, welcher den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat
und den Punkt p umschliesst.

Die Grosse K, hat die Form eines Integrals, das einer linearen
Digérentialgleichung 2t Ordnung mit linearen Coefficienten gentigt,
wenn p als die unabhiingige Variable anfgefasst wird. In § 3 der
Abhandlung des Verfassers , Ueber die lineare Differentialgleichung
aweiter Orduung mit linearen Coefficienten im 36%» Bande dieser
Annalen wird gezeigt, dass das Integral

0, %)
f , Fu—z)ur—edu
die Differentialgleichung

a? a
o g = (1—0) g% + ay
sefriedigt, und dass dasselbe mit der Reihe
Tl o e(at1) 9 L .
Fr1—e) {1 +ioe+ T3 oein @+ + mf.§

identisch ist. Das Symbol F(a) stellt das geschlossene Integral

~0)
et ur—1duy
v}

dar, welches, wenn der reelle Theil von ¢ ein positives Vorzeichen
. hat, mit dem Ruler’schen Integral I'(a) durch die Gleichung

T(a) = (¢* —e~mia)[ (a) = 24 sin (wa) [ (a)
“verbunden ist. Ferner moge, wie dort, durch F(a; 9; #) die Reihe

- c 02 — o a(oe1) L . :;_é
626) ™~ F(“!@ﬂ”} 1 "',‘“'i";'x'l' 1.2.0(e+1) x2+ +1nf' e
bezeichnet werden, Ersetzt man in dem oben erwihnten Integral die
Grbssen #, , ¢ dureh die respectiven Werthe p, 1 — b,, v—b,—b,—4-}-3,
80 er!lﬁlt man das auf der rvechten Seite von (25) stehende bestimmte
Integral. Demnach besteht die Gleichung

B = TGy tbyt A v —2) F(U—by5 v—b,—b,— 24 3; ).
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Fir die Constante T(a— v) gilt die Formel (Gleichung (38) der Ab-

h \ : : .
A?r?iﬂ; ’;% »2Zur Theorie der Euler'schen Integrale’ im 35t» Bande dieser

Tlo— 1) = (= 1T (a) )
Also ist Fla—) (e—1)(@—2)...(G—17)

R R

wenn unter [g],, fiir ein beliebiges 2 und fiir ein positives ganzzahliges
v, der Werth ’ P g g .

(27) [6)y = 2(6—1)(2—2) ... (e —v+ 1), [e], =1,
verstanden wird. Man findet auf diese Weise fiir K, den Ausdruck

—~1)'B
S [b1+(b,-})-7.—-3], FQ—by; v—b —by—4+43; p),

in welchem B die Constante
B === ea"‘i:(bl-,"bz""’l —'2)7

und p die Differenz a, — a, bedeutet, Nach Substitution dieses Werthes
von K, nimmt die Gleichung (23) die Form

.

-—(m’ah )
¥ =£ ® e (U — a2t (u— a,)b (u— &y du
(29) -
(l - 1)11 (w - a’l)'

(by+bo+1—38],

= B

\ y=0

an.

In dem Integral X ist keiner der singuliren Puukte a, @, vor
dem anderen bevorsugt, woraus folgt, dass.in (29) die Constanten
a, und a,, b, und b, mit einander vertauyscht werden konnen. Daher
besteht, wenn man B’ die Constante

T (b + b+ 4—2)
nennt, fiir Y auch die Gleichung

Y A—1),E—a
Y = B’Z [bi+b2+l“;]v F(l—ﬂbl; v "—bj ""bz‘*"“'l—t— 3; Gy — az).
Y= e

Um ausser Y je eine weitere eindeutige Losung der Gleichung
(15) fir die Umgebung des Punktes a;, bezw. fur die Umgebung des
Punktes a, zu erbalten, wihlt man beide Grenzen g, h des Integrals
(17) zunschst gleich a,, dann gleich a,. Wird als Weg der Variable
w eine - geschlossene Curve genommen, welehe im Punkte a, beginnt
und endigt tund die Pankte z und a, umschliesst, so ergiebt sich ‘aus
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(17) ein Integral der Dlﬁ'erentla.lglelchung » das in der Umgebung des
Punktes a; (aber nicht in der des Punktes @,) eindeutig ist. Dasselbe

heisse y5?, so dass

0 (1>____ Pwa) % (0 — 1. \r=1 (27— 1y \Ba—1 A1
(30) (U~ @y )1 (U — @)1 (u — )1 dy

gesetzt erd Der Integrationsweg sei, um eine bestimmte Curve zu
ﬁxn‘en e, durch den Punkt a, gehender Kreis, in dessen Innern die
o Fig. 5 Punkte # und a, liegen (Flg 2). Fihrt die Grosse
x_innerhalb dieses Kreises einen Umlauf um den Punkt
@; aus, so bleibt in (30) der Integrationsweg ungeéndert,
und ‘die zu integrirende Function hat, da alle Punkte
w ausserhalb der z-Curve liegen, schhesshch denselben
, ‘Werth-wie am Anfang Folglich ist (! eine in der
/ Umgebung des Punktes a, eindeutige Function von z.

Ferner ist y{V fir # = @, endlich und stetlg , da die
zu integrirende Function endhch und stetig bleibt, und der Integrations-
weg- eine endliche Lénge hat. Man entwickelt das Integral y{» nach
steigenden Potenzen von £ — a,, indem man, wie oben, fiir (4 — )1
die Reihe

(z&—af)“ltl—(l-—l):z:Zj-l— = G VO D o) N S

emsetzt D} eselbe ist convergent weil  zur Umgebung des Punktes
gehoren oI, also mod. (x— a,) < mod. (4 — a,) vorausgesetzt werden .
da.rf Es ergiebt sich hierdurch die Gleichung

(31) g = D) (— 1) (A—1),8(z—a,),
=0

%

woselbst ®, das constante Integral

(@)
K =La e (U — @y orH—r—2(u—a, ) du

isf - Wied. Ietzteres durch die Substitution % = u 4 a,, U =u — a,
simgeformt; §o > durchliuft die Variable u, der obigen Bestimmung
ﬁ@%ﬁ,ﬂam Nullpunkte aus einen Kreis, welcher den Punkt g, — a,,
misehliesst; und es entsteht. die Gleichung

-%’q‘ﬁx"ﬁ"w

&
%
S g4, r £ —
EQ%W“ RS >

R (—2)
; g%if &Ry =-_:,e% ﬁ T gy o)ttt gy
- -,;“er . &

53’

: ﬂgg@ ea:wahnten Abhandlung ,Ueber die lineare Differen-

tmlgler i 9 ﬁ&g@wng mit linedren Coefficientens (G1. (35)} ish

=
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_(m)
j: et (u—z)~*u*edu
=F (e—o+1, l—a)ai—¢ Fla—o}1; 2—~0; %),

wo F das Functionszeichen (26), und E (7, s) das geschlossene Integral

— Lo
(32) E(r,s) =ﬁ ul(u—1)p-1du
bedeutet. Hieraus folgt fiir &, der Ausdruck
Ry = e(—p)rtieti==2 F (by, byt+-A—v—1) F(by; b, +-by+A—v—1;—p).

Nun gilt, wenn » eine positive ganze Zahl ist, fir E(r,s—v) die
Formel (cfr. yyZur Theorie der Euler'schen Integrale, (27 a.))

— [r+s—1],
B(r,5—v) = (— 1y Lo B (r, )

- y (rfs—1)(@rts—2) .. (r4s—w
=(—1) (3— 1) (3""2) (8*"’1’) ‘E(r, S)-

Indem man dieselbe fiir # =b,, s="5b + 4 — 1 anwendet und B
die (von » unabhsingige) Constante

B = ¢(a; — a,) 42 E (b, b+ —1)
nennt, findet man

B [(by+be+2—2],
@p—ay)® [0Hi—2],

Die Reihenentwicklung des Integrals (30) lautet also

(oy4be+1—2], 22 @
y(1)==232(—1) (=1 7=, “2"‘"’:1)

« F'(by; bi"l“bz"l‘}"'"""i; %""“2)

Durch Vertauschung der Punkte @, und a, erhilt man aus (30)
das Integral

Ky = F(by; by +by+A—v—1;5 a,—ay,).

@) o= [ et P — 2yt

das ebenfalls die Differentialgleichung (15) befriedigt und in der Tm-
gebung von a, eine eindeutige stetige Function von x ist.

§ 3.
Das in (22) definirte Irtegral Y stellt, als transcendente ganze
Function von #, auch im Gebiet der grossen z ein Ha.uptmtegral der
Differentialgleichung (15) dar, Neben Y :existiren in dem genannten
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Gebiete der 2-Ebene, welches. kurz als Horizontfliche bezeichnet
wird, zwei mehrdeutige Hauptintegrale,

Ba die Differentialgleichung (15) keine anderen endlichen singu-
liren Punkte als ¢, und a, hat, so sind ihre Hauptmtegrale im Gebiet
der .grossen Werthe -von daﬁurch charakterisirt, dass sie einen con-
stanten Factor aufnehmen, wenn # die Punkte a; und g, in einer
geschlossenen, sich nicht schneidenden Curve umkreist. Wahlt man
pun in (17) die vom Punkte ¢, zum Punkte a, gezogene Gerade als
Integrationsweg, so erhalt man das Integral

§¥ . §=='/'I e“(u w)br-l(u—-—a )”z‘l(u-—x)l—idu,

dessen sammthche Elemente den Factor 27 aufnehmen, wenn z einen
. positiven Umléuf um die" Verbmdungshme von a, und g, ausfithrt.
Der genannte Factor:iritt, weil -alle Punkte u innerhalb der von z be-
schriebenen Curve liegeni’zu der Potenz (w—z)*! hinzu, wihrend
die ubngen Factorerr der zu-integrirenden Funct:on, sowie der Inte-
grationsweg unverdndert bleiben. Demnach ist ¢ ein Hauptintegral
der- Horizontfiiche, welchés daselbst die gleiche Art von Mehrdeutig-

kelt zeigt, wie die Potenz 2% Der Quotient g behdlt fiir 2 = oo
einen endlichen Werth da aus (34) die Glewhung

_T—_-i = ("" ]‘)IE‘I']v 6“(% —a )bx-l (w—a. )i (1 % 2.—-1d“
a

folgt auf deren rechter Seite eine stetig bleibende Fungtmn zwischen
endlichen Grenzen m*ﬁegnrf wird. Um fiir ¢ eine Potenzieihe abzuleiten,
construire man um, a; als Mittelpunkt einen Kreis; dessen Peripherie
durch a, geht, und setze voraus, dass der Punkt 2 ausserhalb dieses
Kreises liege. Dann besteht fiir alle Punkte w der Verbindungslinie
von a, und a, die Ungleichheit mod. (¥ —a,) < mod. (x—a,), so dass
die Reihe

et = e 1 228

o3 Pﬁ’*‘éw@)‘—‘ %1 (B GGk -

x”“x
&

. &

= |

(,f,»,c_?

ﬁubshtutm%”‘*%i‘%fben in das Integral (34) fﬁhrt z

}(

T
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Gy
L, = 'L. e“(u—a, P~ Yu—a)1du

bezeichnet wird. Indem man % — @, = u setzt und fir a, — a,
wiederum p schreibt, erh#lt man fiir L, den Ausdruck

L, — e ﬁ ? uypeb1(y — pi-tdu,

der, wegen der Gleichung (cfr. Gl. (10) und (11) der Abh. ,,Ueber
d. lin. Differentialgleichung 2ter Ord., mit lin. Coeff.* im 36t Bande
dieser Annalen)

‘ﬁ “n (—2z)~*ue—edu

= (—1)"E(@—e+1,1—a)zs* ¢ F(a—¢+1;2—¢;2),
mit dem Producte

(—1)—temprtretr=t E(b;+ v, by) F(by+v; b+ b+ v; p)
identisch ist. Wird [¢]" fiir ein beliebiges # und filr ein positives
ganzzahliges v als der Werth
(35)- [f]f = s(e41) - - (e+2—1), [f=1,
definirt, so ist nach (20)
b,
Eb +v, b,) =

mE(bu b,)
1~ Dal,

Also hat man

b
L, = (—1)*E(ay—ay)

mF(bx-l'” i byt byt 75 ay—ay),
1 2

wo € die Constante

€ = (—1)hen (a,—ay )ttt E(by, b,)
bedeutet. Fiir das Integral ¢ ergiebt sich auf diese  Weise die Reihen-
entwickelung -

- f e“(u-——ta )”1*1(u—-a2)5=‘1(u--m)1"1 au

‘ B ug—a,
e ] =t “‘)HZ = [b.+b:]:*' =)
y cF(by 45 by +by v ay—ay).

Das dritte Hauptintegral der Horizontfliche wird durch den
Ausdruck

-_(4U )
(37 0 = J; “ e (s — ay )t (0 — a0 (u —2)1 dy

dargestellt. Dieses Integral w, dessen Integrationsweg auvs- einem
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(bei z beginnenden und endigenden) Umlaufe um die Verbindungslinie
der Punkte @, und a, besteht, nimmt den Factor
27 (5:-b,+2)

auf, wenn die Variable # die genannte Verbindungslinie im positiven
Sinne umkreist (cfr. § 1 des vorstehenden Aufsatzes ,,Ueber eine Classe

von Integralen mit geschlossener Integrationscurve). Der Quotient

@D . . . .
7oz 18t also ausserhalb einer die Punkte a, und a, umschliessenden
x” '

Curve eine eindeutige Function von 2. Dem vollsténdigen Integral
der Differentialgleichung (15) wird man hiernach im Gebiete der
grossen Werthe von 2 die Form

y=Cf+ CY+ Co
geben, wo C;, C,, C, willklirliche Constante sind.

Nach einem von Herrn Fuchs bewiesenen Satze*) sind die Summe -
der zu den Hauptintegralen gehdrigen Potenzexponenten, genommen
in Bezug auf alle endlichen singuliren Punkte, und die Summe der
betreffendén Exponenten fiir das Gebiet der gressen z gleich zwei
Werthen, die sich nur um eine ganze Zahl von einander unterscheiden.
Wendet man diesen Satz auf die Differentialgleichung (15) an, so
- ergiebt sich, da 0, 1,8, 4+ 4 — 1, bezw. 0, 1, b, 4+ 4 — 1 die Anfangs-
exponenten der Reihen ifi der Umgebung des Punktes a,, bezw. a,
sind, fiir die erstere Summe der Ausdruck b, 4 b, 4 24. In der
Horizontfliche sind die zu ¥, §, o gehorigen Exponenten gleich
0, 4 <1, b, + b, + 4, ihre Summe gleich b; + b, + 24 — 1, so dass
die hier ermittelten Werthe in der That dem obigen Satze entsprechen.

Versucht man; die Differentialgleichung (15) durch eine Reihe
von der Form )

(38) y=cy(@—a)+e(@—a)t 4 (@ —ay )t +

zu integriren, so findet man fiir den Anfangsexponenten x die quadratische
Gleichung

e — (A—1)] [ — (A—2)] = 0.

Wird % =4 — 1 gesetzt, so bleibt von den Coefficienten ausser ¢,
auch ¢, willkiirlich. Die Reihe (38) ist im Allgemeinen divergent.
“Ueber die ihr zukommende Bedeutung geben aber die vorstehenden
Rechnungen einen gewissen Aufschluss- Die Reihe (38) anthdlt als
speciellen Fall die in (36) angefithrte Reihe, die mit dem Integral §

identisch ist, und zwar gelit sie in lotztére iiber, wenn fir x und 2L co
die Werthe # =4 — 1 und

FAY/ Fo+1;.540+1; aa—a)
=1 =h) = Gt (a—ay) =gt s

*) Cfr, Orelle’s Journal Bd. 66, pag. 142.
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gewihlt werden, In diesem Falle convergirt also die Reihe (38). In
allen fibrigen Fillen ist sie divergent. Denn die Ausdriicke §, ¥, o
stellen das vollstindige System der Hauptintegrale fiir den Bezirk der
grossen Werthe von 2 dar; ausser § ist kein particuldres Integral der
Differentialgleichung (15) vorhanden, das, wenn « die Verbindungs-
linie von @, und @, umkreist, den Factor ¢*** aufnihme. Hieraus
geht Hervor, dass die erwihnte Gleichung fiir den Exponenten #, ob-
wohl sie quadratisch ist, doch nur zu einem der particuliren Integrale
der Gleichung (15) in Beziehung steht, n&mlich zu dem Integral §,
dessen Unstetigkeit bei # == co durch Division mit der Potenz 2!
beseitigt werden kann, Der Umstand, dass filr # == 2 — 1 der Quotient

c‘ bei der obigen formellen Losung der Dlﬂ’erentxalglewhung baliebig

blelbt, gestattet, den irrationalen Werth (1—2) 1.‘ filr — ”" einzufiihren,

wodurch jene allein convergente Reihe aus (38) erhalten wird, Damit
aber ¢, willkiirlich neben ¢, sei (also auch der Fall ¢y =0, ¢, =1
moglich werde), muss formell der Werth x = 4 — 2 ausser dem Werthe
# == A — 1 zulissig, mithin die Gleichung fiir » quadratisch sein. Je
drei Grossen L,, Lyi1, Lyye stehen, wie sich leicht zeigen lisst, zu
einander in der Beziehung

(ty — a5) (b, +v) Ly + (@3 — 3401+ by +2) Lypa + Logs = 0.
Definirt man A, als das Product
Ay = (— 1y} (4—1), Ly,
so dass die Reihe fiir

= (i Mo+ 52+ et

lautet, so geht die obige Gleichung zwischen Ly, Lyyy, Lsys in die
Relation

(g — )i 9) (o vty ey SR o i} [
——<a1——a2+b,+ byt v) v+ L3 **@>A~+1+‘<v+i)<if+2)m+s =
tber. Letztere ist mit derJemgen Relation identisch, welche bei der
Integration der Differentialgleichung (15) "durch die Rejhe (38) die
Coefficienten c¢,, €41, ¢,4s mit ainander verbindet.

Es ist bisher vorausgesetzt worden, dass die reellen Bestandtheile
der Constanten b,, b,, 4 — 3 positiv seien. Die auf 2 beziigliche Be-
schrinkung kann nun dahin abgefindert werden; dass der reelle Theil
von A selbst als positiv vorausgesetzt wird, .Denn da die Reihen, in
welche die bestimmten Integrale entwickelt worden sind, der Differen-
tialgleichung (15) fiir beliebige Werthe der Constanten b,, b; und 2
geniigen, so brauchen letztere nur diejenigen Bedingungen zu erfdl,len%
von denen die Convergenz der bestimmten Integrale abhingt. Die hiér

Mathematisohe Annalen., XXXVII . 85
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betrachfeten Integrale haben aber, sobald b,, b,, 4 im reellen Theil
positiv sind, simmtlich einen bestimmten Sinn. Auf den Fall, wo die

teellen Theile von b,, 1 negativ sind, wird in § 6 nsher eingegangen,

8 4.

Da. das Integral ¥ mit der in (29) angegebenen \Reihe identisch
ist » so kann:man die Eigenschaften desselben durch Betrachtung jener
Reihe ableiten.. Es soll nun der Satz, dass Y eine transcendente ganze
Fémction: von # ist, auch in der Art bewiesen werden, dass man zeigt,
dasgrdie Reihe (29) fiir jeden endlichen Werth von # convergirt.

In, der. Reihe

1 .
P =14 st et b i,

sel ¢ == 0; -~ 10,, Wo g, und o, reelle Werthe bedeuten; ferner werde
od.,¢ kurz durch o, und mod. # durch 2’ bezeichnet. Ist g, positiv
und gibsser als ¢, so besteht, wie sich aus der folgenden einfachen

Rechnung: ergiebt, die Ungleichheit

(39) mod. F'(a; 0;2) < €.

Da fiir reelle positive Werthe der Grosse 9, und einer sonst beliebigen
Gidsse 6

mod. (¢}+6) < o’ + o,

mod. (¢ + 6) = mod. (¢, +06+179,) = ¢y + o,
at+o6 o +a
mod. e S o

ist, so folgtyausder Voraussetzung ¢, > & die Ungleichheit

mod. Ziz <1,

die avch fiir ¢ =0 gilt. Man findet also, indem man durch % eine
beliebige positive ganze Zahl bezeichnet und der Grosse 6 nach einander
die Werthe 0,1,2,...,% — 1 giebt, die Ungleichheiten

oo :c_e“ a1 oz—{—?“. e+k—1
wod (- 33 o2 =) <1

s [t @hk—y )< g

“0‘*‘f(g(g+§1)...<g-x|-k_.1) k) <1%.. %
UhEE. dersModul. einer Reihe ist hoehstens gleich der Summe der
Mol gr ;éinzelnen Terme. Daher ergiebt sich

) z’ ztg - zrk N )
‘med. BE@pes ) <141+ 15+ -+ 15—+ +inf,

mod, F(a; 03 2) < £*.
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Diese Ungleichheit wird auf die in der Reihe (29) vorkommenden
Ausdriicke

F(l—~by; v—0b —b,— A+ 35 a, — a,)
angewendet. Dass man b, 4- b, - 4 als einen nicht ganzzahligen Werth

voraussetzt, wurde bereits in § 1 erwihnt. Wird mod. (@, —a,) durch
p bezeichnet, so besteht nach (89) die Ungleichheit
(40) mod F(1—by; 9 —b —b—4+3ia—a)<e,
sobald der reelle Theil der Zahl v — b, — b, — 4 4+ 8 grbsser als
mod. (1 —5,) ist. Der Modul der Constante b, + b, 4+ 4 — 2 moge §
heissen; dann iibersteigt der reelle Theil von v — &; ~— b, — 4 -~ 3
die Zahl v — B, da er mindestens den Werth » — 8 41 hat. Wahit
man also irgend eine bestimmte positive ganze Zahl m, welche der
Ungleichheit
m — B > mod. (1—b,)

gentigt, so ist um so mehr der reelle Theil von m-—b —b,—4+3
grosser als mod. (1—b,). Folglich gilt bei dieser Definition. von m
die Ungleichheit (40) fiir alle Werthe », die 2 m sind.

Durch R, soll nun die Summe aller der)enlgen Terme der Reihe
(29) bezeichnet werden, welche eine hihere Potenz von 2 — a; als

die (m — 1)t enthalten. Man setzt also (unter Anwendung der Be-
zeichnung (27))

—1), (& — ay)®
.Rm ==.BZ [b +b2+l 8}, F(]""‘b2; v-‘-bl"“bz“-l'}"s; ag“'ai)t

Es ist aber (wenn »2>m), da. (A — 1), den Binomialcoefficienten
bedeutet,

(1—1), — 1 [A—1],
[by+be+1—38], ¥ [bg-l','br}- Ao &1,
1 ¢ -1)*{1—9; SRy e v -

=712, GFhFi—8). (b,+b,+z-—-m-2)
(l-—-m~—1)(2.—-m~2} =)
" i FbsFa—m—38). . (b byt i—v—2)
80 dass in R, der Factor.
(A—1)(A—2)...(A—m)
O+t 24—8) .. B o i—m—5
vor das Summenzejchen tritt, Das Product- aus dem letzigenannten
Factor und der Constante B heisse B;. Ferner. werde in dem Quotienten
(A—m—D)A—m—2)... (4—9)
(b+be+2—m—38) .. (b1+5+1—*w-—-2)
das Vorzeichen aller in den Klammern stehenden Grossen geandert, -
wodurch derselbe die Form

36%
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(v—A)(r—a—1)...(m—2 1)
=52 0 —b— B — A1) ... (m —B,— 5, —3F3)

[v—1),
= —b—b—at2,_,

spnimmt, wihrend sein Werth sich nicht indert. Auf diese Weise
entsteht fiir R, die Gleichung

}"]v——m (oz -0 )v
Rm BIZ’I_‘V‘*bi—b,—-Z-'—zIV_m 1.2...121
F(]. ""‘bz, 'V’“"b, m— bz—l+3; a2 —-al).
Maiéneint zar Abkiirzung s, die Grosse

”v-—m (w___a)v
Sy==mod. {[11—-61 bz~l+2]v—m 1.2...‘¢’

« F(1—by; v—by—b,—4+43; “2""“1)}

umd 8 die’ Summe
= Sn + Sm41 + Smye + - - - - inf..
Der’ Beweis, dass die Reibe (29) convergnrt , ist erbracht, sobald man

zie1gt das § einen endlichen Werth hat.
‘% Bs sel 4 der Modul von A, und % irgend eine reelle positive Zahl,

die den Werth 8, d. h. mod. (bl—}-b -+4—2), tibersteigt. Dann ist
" mod, (#—2) <%+ X, mod. (x—[b+b,+ A—2]) =% — 6,

wordus, Wenn % successiv gleich v, v —1,...,m - 1 gesetzt wird

(die Zahl m ist nach ihrer Deﬁmtxon grosser als B), die Ungleichheiten

- mhod [‘@f *k)(&» k—l) (6 — A4 D] (D) oA —1).... (A1),
mod. [(v—b; —b,—2A42) (v —b,—b,—A+-1)... (m—b, —b o — A-3)]
2@—B)(v—p—1)...(m—p+1)

folgen. Indem man dieselben durch einander dividirt, findet man

[r—1i],_, <2tV 24V —1 m4 41
[v—b—b—i+2], = "v 3 v—f—1 " m—f+1

‘iber von den' Briichen

mod.

-2 v —1 m— 1 -1
. 'v—sﬁ’ 'vv-——ﬂ-——l"”’m g+1

oy der grosste. Denn; werden durch ¢ —  und v — B zwei
clle @@ t]mgf“é,a:hl\eﬂﬁ bezelehnet g0 ist im Fafl @ > =

14 £EL <1 4 L

o A° T+
6—ﬁ< g ‘
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Man verstirkt demnach die obige Ungleichheit, indem man fir jeden

der  —m Briiche den Werth ’Z:*'_ ’g _'E% einfiihrt. Hierdurch ergiebt sich

»—1],
] ‘ [7*61*—62—1_“2],,_4“
wo O die (positive reelle) Constante

mod <L O,

m41-1
0= m—f+1

bedeutet. Nach Beriicksichtigung dieser und der in (40) angegebenen

Ungleichheit erhilt man, wenn mod. (z — a,) == £ gesetst wird, die
Beziehung

’
» Qv~m &
8 < €0 1.2...v7

woraus

2
S < ergm gl.?.l..m + 1.2..6.)(gm+1) + 1.2.‘.3.?;-{-2) +“,'}
folgt. Hs ist um so mehr y
S <ol {14 SEr 8L S L,
d. h.
8 < entolgm,
Da nun p, m, O bestimmte endliche Constanten bezeichnen, so ist S

ein endlicher Werth, sobald der Punkt # im Endlichen liegt. Mithin
ist die Reihe (29) fiir jedes endliche Argument z unbedingt convergent.

§ b.

Analoge Resultate wie ftir die Differentialgleichung (15) findet man
fir die in (2) genannte Tissotsche Gleichung w' Ordnung. Die’ver-
schiedenen particuliren Integrale derselben entsprechen in ihrer Form
den in 8§ 2 und 3 behandelten Functidhen.

Die Differentialgleichung (2) besitzh; -wie’die Gleichung {1B), ein
particalsires Integral Y, das eine transcendente ganze Function von x
ist. Dasselbe wird durch den Ausdruck

(41) ¥ “’:L(:%W‘%—ﬁ“’("' @) du

angegeben , in welchem & (u, ) die Function (14) Sedeuf.et. Man setzt
voraus, dass von den verschiedenen Zweigen der Function ¢ (u, ) in
(41) ein bestimmber gewihlt worden is:t. ‘Qenlgtegratlonsweg von Y
ist aus Fig- 1 ersichtlich, wenn nur der dort gezeichnete Kreis so gross
genommen wird, dass er alle singuliren Pankte 4, ..., Ga um-
gohliesst. Dass das Integral (41) in der Umgebung eines beliebigen
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%i‘ﬁgniare‘n Punktes a; eine eindeutige Function von 2 ist, folgt aus
@em«Gmstand dass es unverindert bleibt, wenn x einen Umlauf um
ax ausfithrt. Ausserdem ist, wie man 1e1cht beweist, der Werth deg
Inﬁegrals ein endlicher, sobald z endlich ist. HEs darf ferner in (41),
4 : mod. (¥ — @) > mod. (¥ — a,) ist (Wenn man den erwihnten Kreis

» % S

gﬁfs@%genug wihlt), fir (u — 2)** die convergente Reihe

o —_— » P — o\
égw__ al)z_l[l__(l_ ) 2% (— 1) (1-1),(u_a:) +]
%&Eﬁx bt éwerae;‘l. Hierdurch erhiilt man - die Gleichung

sl Y=
ey F= Dy a—1 P~ ay,
=0

i Weicher ‘P, den Werth

B if(“””"’ R T e R I

ﬁmu{ 0

hafr? Der Integratmnsweg von P, stimmt mit dem von Y uberem,
:atr ‘also (da 2 in P, nicht vorkommt) als ein einfacher Umlauf um
die Punktengruppe a,, . . ., @s—1 zu bezeichnen.- Sieht man einen der
Bara.meter B4y «+ o Gu-1, Z. B, @y, als unabhingige Variable an, so
%ﬁiél’ selbst ein zu ¥ analoges particuldres Integral einer Tissot’schen
) eittmlglemhung (n — 1)ter Ordnung. So wird fir n =4 die
rs8e” P, niit dem Integral (22) identisch, falls in dieseni die Werthe
Q :%ﬁ&c gy, 1—|~ A—v—1, und die Werthe q,, a,, b,, b,
eir @y, a,, by, by ersetzt Werden B
f*“* In" dem Bezirke eines beliebigen singuliren Punktes a; wird das
pinzige daselbst vorhandene mehrdeutige Hauptintegral durch den
Ausdruck

“3). M --—-j aafb(u, z) du

égggestellt, in welchem ®(u, #) wiederum die Function (14) bezeichnet.

§E135§1tyut man hierin

o U— by = U(T — )
nﬁd nennt H die Functmn

u (2—g 2 —a, \h—1
Gisgr  H=e o) (1- ER ) L
’i%% ﬁ%x@ — @
SEEE e
o (1 u L —ay )%-1-—1 (1 X — )5k+1—1
— Y e -
N WG Dpeg1 — %

£
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so entsteht die Gleichung
botbi—1 [ 1 b —1
nx = Const. (z — az)* ﬁ W (1 — u)~t H du.
Die Coefficienten der Entwickelung der Function H nach steigenden
Potenzen von u(x — a;) mdgen d,, 0,, 0,, ... heissen, so dass
H=20,-+ 0,u(x —ax) + Ou*(@—ar)? 4 - -+ Ow(@—ar)y -+ -

gesetzt wird. Dann findet man fér 7;, nach Benutzung der Formel
(20), die zu (21) analoge Gleichung

TS by (b 1) (B o
4 m=A@—ayt 12 A i;iw_?) (# — oy,

in der A die Constante
(— 151 ¢ B(b, 3) (0 — )b (an — @)t .

bedeutet.

Es werde ferner von einem singuliren Punkte a; aus, der ver-
schieden von a;, aber sonst beliebig ist, eine geschlossene, sich nicht
schneidende Curve gezogen, welche den Punkt # und den Punkt a,
jedoch keinen der iibrigen singuliren Punkte umschliesst. Das lings
dieser Curve genommene Integral

(45) Y j “8) & (u, #) du,
uy

welches analog zum Integral (30) gebildet ist und (nach § 1) der
Differentialgleichung (2) gentigt, ist eine eindeutige stetige Function
von z in der Umgebung des Punktes # = a;. Denn es bleibt un-
verindert, wenn die Variable 2 innerhalb der genannten Curve “den
Punkt @; umkreist, und der Werth desselben ist ein endlicher,. da
nach (11) der reelle Theil von b; positiv ist, Man entwmkelt das
Integral y® nach steigenden Potenzen von 'z — @, ihdem inan fir
(w — w)“**l die Reihe

a
(r—ayi[1— (A1), 222 g 1y =1 () ]
einfiihrt. .Dann ergiebt sich

Yy=00

(46) o = D (=17 (A = 1) Bz — @y,

y=0

wo zur Abkiirzung

By = /( )e“(ur-—-a)b"'“" ~2 U du,

U, = (fu, — )br—-l voo (U — o~ 1) bp—1—1 (v — ak+1)b’°+ =1,
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gesetzt wird. Der Integrationsweg von 9, ist mit dem von y® identisch.

Auch die Grosse P, stelll, wie P,, ein particulires Integral einer
Tissot'schen Differentialgleichung (n — 1)tr Ordnung dar, wenn einer
der Parameter ay, ..., a,—; als unabhingige Variable aufgefasst wird.
Denn die zu integrirende Function in §, hat die Form (14), und der
Integrationsweg entspricht der in (10) angegebenen Bedingung.

,Durch Anwendung der particuliiren Losungen (41), (43) und (45),
welche in der Umgebung des Punktes a; den Charakter von Haupt-
integralen haben, erhilt man als vollstindiges Integral der Differential-
gleichung (2) die Summe

Cimit CoyO+ Gy -+ Coyf2s + Copr 9B 4+ Cocr 1+ CL X,
in der C,, C,, ..., C, willkiirliche Constante bedeuten.

Im Bezirk der grossen Werthe von 2 existiren # — 2 von ein-
ander unabhiingige particulire Integrale der Gleichung (2), welche die
Eiggenschaft haben, nach Division durch 23! eine im genannten Gebiet
eindeutige und stetige Function von # zu liefern. Durchlsuft z (im
positiven Sinne) eine sich nicht schneidende Curve, welche alle singu-
liren Punkte a, ... 041 umschliesst, so nimmt in dem Integral

@) b= [ 0w, 2) du,

desSen Integrationsweg innerhalb jener Curve liegen soll, jedes einzelne
Elénient den Factor €27i? auf, Der Quotient :}L ’1 ist daher in der
Horizontfldche eine eindeutige Function von #. Die Gleichung

u V41

g’k{ = al - 3y y—1 .
w"l‘l == (— 1)1 A ¢ (—a)~toor (U —@py) 1 1—=) du

zeigt ausserdem, dass dieser Quotient in dem unendlich entfernten
- Theilen der x-Ebene einen endlichen Werth behiilt. Bei der Ent-
wickelung von &,; in eine Potenzreibe, die fiir grosse Werthe von z
convergirt, soll, in Analogie zu (36), die Differenz z — a; als Potenz-
. .basis gewshlt werden. Man setzt

V=

- . i - W —a; \?
(om0t (= 1P it ) (=1 (-1 ()
wund erhiélt hierdurch die Gleichung
(48) Gor=(— 1= (@ — @f=t D) (= 17 (h— 1), @ (& — )y, *

v=0

in der ¢, das constante Inlegral

V. [az .
Q= ‘L. Yo (u — )T Uy du )

k
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und U; (wie oben) das Product
(w — a1t (u— @)t .. (U — )V (u — aH_l)"k+1-1 L
. (u — a,,__l)b“-l‘l

bezeichnet. Die Grosse ¢, hat wiederum die Form eines particuléiren
Integrals einer Tissot’schen Differentialgleichung (» — 1)** Ordnung.
Man bemerke, dass die Integrale § ., wenn [ und m von k ver-
schieden sind, in der Umgebung des Punktes a; eindeutige und stetige
Functionen von z darstellen und daher auch an Stelle der in (45) an-
goegebenen Integrale y{® angewendet werden konnen.

Das in (41) definirte Integral Y ist im Gebiete der grossen Werthe
von z das einzige eindeutige Integral der Differentialgleichung (2).
Als mehrdeutiges Hauptintegral im genannten Gebiete findet man
ferner den Ausdruck

(49) o — f (o a=t) & (w, 7) du,

in welchem die Variable 4 vom Punkte x aus einen positiven Umlanf
um die # — 1 Punkte q, ... Gs—1 ausfiihirt. Denn o genligt der
Differentialgleichung (2) und nimmt (nach § 1 des vorstehenden Auf-
satzes ,,Ueber eine Classe von Integralen mit geschlossener Integrations-

curve‘“) den Factor
) A7 (drrk et o+ by 1)

]
auf, wenn z die Punktengruppe a,, ... @,— in positiver Drehungs-
richtung umkreist.
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich, dass die Functionen

(50) §12; g2 8y o0 my :n—-?,n-—w:l, .Y @

n von éinander unabhingige partrculai:e Losungen " Vor, (2) “sind; ﬁé‘
in der Horizontfliche den Charaktér vou Tfﬁhpfmtqgraﬁﬁ “Habén, Iﬁ’e
Summe

Cils + Csa,s T Cn—zgn;-z, -F C’n—; E4 + ooy

in der Cj, ... Cy. willkitrliche Constanten fbezméhnen ;. stellt demnach
eine fiir das Gebiet der grossen Werthe von z geeignete Form des
allgemeinen Integrg.ls der Gleichung (2), dar.

§ 6.
Die in § 5 als partlculare Losungen def G»lewhung (2) etmittelter
_ bestimmteri Integxga.le sind simmtlich conve‘rgent ; wenn die reellen
Bestandtheile” der Constanten b, b,, .".".; b,-1,°4 " das "positive Vbr-
zoichen haben. Ist aber der reelle Thejl emer Constante by, resp. der
Constante 4 negativ oder gleich Nully so werden diejenigen 1n$e‘gvale
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divergent, in denen a,, resp. 2 als Grenze vorkommt. Der kiirzeren
Bezeichnung halber wird, wie in (11), festgesetzt, dass, wenn die Con-
stanten b,, 4 nicht reell sind, die Ungleichheiten b, > 0, b, < 0,
A >0, 4 <0 sich auf die reellen Bestandtheile derselben beziehen
sellen:

An Stelle des Integrals (43)

Nk =ﬁ:¢(u, z) dw.
k%é.nn, wenn b; > 0, aber 4 << 0 ist, der Ausdruck

(=)
(1) f ®(u, 2) du,
ag
und wenn 4 > 0, b <0 ist, der Ausdruck

(52) ‘L.(%) b (u, 2) du

a.ngéwendet werden. Die Integrationswege von (51) und (52) bestehen
aus einem einmaligen Umlauf um den Punkt 2, bezw. um den Punkt ;.
Der Bedingung (10) geschieht Gentige, da bei dem ersteren Integral
g =5h = az, bei dem letzleren g = h = x gesetzt wird. Ist weder
by moch 4 im reellen Theil positiv, so mdge statt 7, das Integral

(53 f % & &= %) S (u, ) du

genommen' werden, dessen untere Grenze ein behebxger (nicht singu-
lirer) Punkt ¢ ist, und dessen Integrationsweg aus je einem positiven
und je einem negatlven Umnmlauf um den Punkt # und um den Punkt a,
und zwar in der in (53) angedeuteten Reihenfolge, besteht. Der Be-
dingung (10) geschieht durch diesen Integrationsweg Genuge. Die
Integrale (51), (52) und (53) lassen sich nach steigenden Potenzen
von z — a; in Reihen entwickeln, welche sich von der Entwickelung
(%43) des Integrals u; nur diarch diejenigen Constanten unterschelden,
welche' als Factoren vor die’ ganze Reihe treten. Wihrend -in (44)
die Constante 4 das Euler'sché Integral E(bz, 1) als Factor enthilt;
koraimen bei den aus den Integralen (51), (52), (58) entstehenden
Reihen die constanten Integrale E(bs, 1), E(4, bi), G(bi, 1) als
Mul’tlpheatoren vor¥),

“In” analogef Weise ersetzt mén das in (47) bezeichhete Integral
&, durch ein ‘Integral, dessen Intégrationsweg eine einfache geschlossene

*) Cfr. die  Abhandlung ,,Ztr Theorie &er Buler'schen Integrale* -imi
85'n Bande dieser Annalen, §§ 1—2.
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Curve, resp. ein Doppelumlauf ist, sobald die reellen Bestandtheile der
Constaoten b, b; negativ oder gleich Null werden.

Das Integral Y behilt, gemiss seiner Definition in (41), fiir be-
licbige Werthe der Constanten einen bestimmten Sinn. Dagegen
werden die Integrale y® und o, bei denen, nach (45) und (49), die
Variable » eine im Punkte a;, resp. , beginnende einfache geschlossene
Curve durchliuft, fiir b, < 0, resp. fiir 4 < O divergent. Man wendet
pun an Stelle von (45) im Fall b, < 0 das Integral

g R, a; R—, a; —
(54) I( "IN O (w, @) du
und an Stelle von @ im Fall 4 < 0 das Integral®*)
_(2!, 2y Y—y @)
(55) ﬁ & (u, ) du

an, woselbst N die Verbindungslinie der Punkte z und @, und %
eine die n — 1 Punkte @, a,, ..., as—1 verbindende gebrochéne lee
bedeuten moge. Die Integrale (54) und (55), bei denen z als ein
endlicher, von a,, ..., Gn— verschiedener Werth vorausgesetzt wird,
gind ohne jede weitere Einschriinkung convergent. Als untere Grenze ¢
derselben kann ein beliebiger, nicht singulirer Werth gewihlt werden. **)

*) Cfr, § 2 der vorstehenden Abh. ,Ueber eine Classe von Integralen’ mit
geschlossener Integrationscurve.*

**) Horr C. Jordan verdffentlicht in dem (bere1ts auf pag, 501 dieses Bandes
erwihnten) Band III seines Cours d’Analyse (Paris 1887), § 192 u. f., werthvolle
Entwickelungen, welche in mancher Beziehung den in dieser Abhwmalung* a2
gestellten Untersuchungen parallel laufen, Jedoch auf allgememeﬁém Foraus-
setzungen beruhen. Herr C. Jordan behandelt in:§ 192 eine. lineare Differential-
gleichung n%* Ordnung von derjenigen Form, die bei der. venglligememerten
hypergeometrischen Differentialgleichung (Crelleﬁ Journ. Ba. 71, pag. 886) vor-
liegt, und auf die man die Tissot’sche Differentialgleichiing ‘bringén kann (cfr
der obige § 1); er beéschrinkt aber die Betrachtung nicht aunf den ’Fa.ll wo def

'n
Coefficient @ (x) der hﬁqhsten Ableitung Z (in der Bezemhnung des § 1) eine
"

ganze Function nte» Grades (wie bei der hypergeometrischsn Differentialgleichung)
oder.eine ganze Funchign (m ~- 1)*n Grades (wie bei der Tissot'schen Differential-
gleichung) ist, sondern’ lissh. auch niedrigere Grade dieser Function zu, Ist g ()
eine ganze Functzon {(n — g)n, und o (x) eine ganze Function (m — 1)ten Grades
von @, so wird die in § 1 dieses Aufsatzes angegebene Differentialgleichung (2)
durch s transcendente ‘ganze-Fonctionen von #; die wésentlich von einander ver-
schieden sind, befriedigt. Man achreibt dieselben als bestimmte Integrale, indém
man als untere und als obere Integralgrenze Punkte des unendlichen Horizonts,
bei welchem s Abschhitte zu unterscheiden sind, wihlt (§ 195 des Bandéy III),
Das Ziel der obigen Abhandlung lag, wie ick bereits in der Einleitung.erwihnt
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§ 1.

Zum Schluss sollen die Rechnungen der §§ 5 und 6 noch in der
Weise ergiinzt werden, dass man in der z-Ebene ein beliebiges ring-
formiges Flichenstiick, auf.dem keine singuliren Punkte liegen, be-
trichtet und die zugehorlgen Hauptintegrale der Differentialgleichung
(2) aufstellt.

- Ist eine homogene lineare Diﬂ'erentialgleichung frei von logarith-
mischen Integralen, so gehdren, wie aus den bekannten Untersuchungen
des Herrn L. Fuchs folgt*), zu einer beliebigen geschlossenen Curve
' stets n particulire Integrale von der Beschaffenheit, dass sie, wenn z
"den Umlanf lings der geschlossenen Curve vollendet hat, entweder
ihren frtiheren Werth wiedererhalten -oder einen constanten Faetor
aufnehmen. Befindet sich im Innern der geschlossenen Curve nur ein
einziger singuldrer Punkt der Differentialgleichung, so kann man die
betreffenden Integrale kurz die Hauptintegrale dieses singuliren Punktes
J:lennen Umschliesst die Curve simmtliche singulire Punkte, so sind
die zugehorigen Integrale die Hauptintegrale fiir das Gebiet der grossen
Werthe von . Zwischen diesen beiden Annahmen liegt nun der Fall,
dass von der betrachteten Curve, welche sich selbst nicht schnelden
moge mehrere singulire Punkte der Differentialgleichung, jedoch
ﬁ ht alle, umschlossen werden. Indem man die singuliren Punkte,

lie" im Innern der Curve liegen, durch eine gebrochene Linie ver-
bindet und das der letzteren benachbarte Gebiet fortlisst, verwandelt
tian den von der geschlossenen Curve be’grenzten Theil der 2-Ebene
in ein ringformiges Flichenstiick, welches keine singuliren Punkte
niehr enthilt. Die zu der Curve geﬁoﬂgen Hauptmtegrale sind
dann zugleich als die Hauptintegrale d1eser ringférmigen Fliche zu
bezeichnen.

Treten in einem Gebiete gleichzeitig mehrere eindeutige particulire
{ntegrale auf, resp. mehrere Integrale von derselben Mehrdeutigkeit,
86 sind selbstverstéindlich die Hauptintegrale der Glelchung dort keine
g&ihg bestimmten Functionen; man erhdlt vielmehr eine Gruppe von
patticulsren’ Integralen (multiplicict mit willltirlichen Constanten), aus
Weren beliebige lineare Ausdriicke gebildet werden konnen. Dies gilt
Jaiteh. fiir die ringformigen Flichenstlicke der z-Ebene.
5&4uTs sefen gy Ggy - « o Oy dicjonigen smgula.ren Punkte der Differentials
gl‘?é%hnng (2), welche sich im Innern einer geschlossenen, sich:selbst

h@fbe ha,upﬁsacbhch in der Aufstellung &er voﬁsta.nd1gen Systeme “der Haupt—
mtegrale der Tissot'schen Gleichung fiir die einzelnen Abschuitte der z- Ebene,
wofiir derm der vorgedrnckten Arbeit abge;eltehe Satz sich als wesentlich erwies,

" §8 der, Abhandlung ,,Zur Theorig der linearen D1ﬁ'erentmlglexcnungen
mit verdnderlichen Coefficienten in Bd. 66 des- Crelle’schen Journals,
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nicht schneidenden Curve I befinden (Fig. 3). Das von der Curve It
umschlossene Flichenstiick heisse 7. Die Punkte a,, a,, ..., a, mogen
durch eine gebrochene Linie 9, welche sich selbst nicht schneidet und
aus 7T nicht heraustritt, mit einander verbunden werden. Das ring-

formige Flachenstiick, welches aus 7' entsteht, wenn man die ge-
brochene Linie 9 und ibre néchste Umgebung fortlé.sst wird 7”7 ge-
nannt. Innerhalb T” ziehe man, als Weg der Variable 2, von einem
beliebigen Punkte #, aus die sich selbst nicht schneidende, geschlossene
Linie A, welche die Linie % umgiebt.

In (47) wurde &, ; als das particulére Integral

Ere = j::‘d)(u, z) du

definirt, in welchem @ (u,2) die Function -(14) bédeutet.: Da-nun
nach der Voraussetzung die # — m — 1 singuléiren Pankte Gt
Gmisy + « +» Op—1 ousserhalb der Curve M lieged;- so erfahrem die
#n — m — 2 Integrale

(56) Sntt,me2y Smtt,mtsy « + o Sntini1,

deren Integratwnswege die Curve M nicht sehnelden sollen, keinerlei
Kenderung, Wenn die Variable # lings der Curve A die ge‘broehene
Linie % umkreist, Denn die zu integrirende Function ®(u, ) hat
im Endpunkte der 2-Curve den nimlichen Werth svie im Ausgangs-
punkte derselben, und die Integrationswege werden durch den obigen
Umlauf nicht beeinflusst. Diese Elgenscha,ﬂ kommt ausserdem -dem
Integral

®7) S e, 0 dw..

und der in (41) angegebenen transcendenten ganzen Function Y zu.
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:Auch in (57) soll der Integrationsweg ausserhalb der Curve I bleiben.
Man erhilt auf diese Weise # — m von einander unabhingige par-
ticuldre. Integrale der Tissot’schen Gleichung, welche auf der ring-
formigen Fliche 7" eindeutige stetige Functionen von z sind.

Die m — 1 Integrale

(58) §1,2; §2,3; LIS gm—l,m’

deren Integrationswege aus den Abschuitten der gebrochenen Linie %
gebildet werden mdgen, sind mehrdeutige Hauptintegrale fiir die Fliche
I'. Denn die Aenderung, die sie erleiden, wenn z die Curve A im
‘positiven Sinne durchléuft, besteht nur in der Aufnahme des Factors
¢4, welcher in jedem einzelnen Integralelemente zu der Function
. @ (u, z) hinzutritt.
Das nte Hauptintegral fiir die Fléche 7 wird durch das bestimmte
Integral

" )
(69) ; & (u, ) du

angegeben, dessen Integrationsweg im Punkte x beginnt und endigt
" und einen einfachen Umlauf um die gebrochene Linie 9 beschreibt.
" Nach § 1 der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber eine Classe von Inte-
gra.len mjt geschlossener Integratiomscurve” nimmt das Integral (59)

“den, Factor
(60); H 27 (bbbt byt 2)

auf, wenn 2 die Linie % im positiven Sinne umkreist. Im allgemeinen
Falle, wo b, b,,... und 2 beliebige Constanten sind, stellt der Aus-
druck (59) ein Hauptintegral der Fliche 7" von einer diesem Flichen-
stick eigenthiimlichen Mehrdeutigkeit dar; denn die Aufnahme des
Factors (60) erfolgt nur bei dem Integral (59) und nur im Falle eines
Umlaufs um die Linie ¥,

Die obigen Betrachtungen iibertragen sich, wie hier erwihnt sein
moge, fast vollstindig auf die hypergeometrische Differentialgleichung
w* Ordnung mit den # endlichen singuliren Punkten a,, a,, ..., ay
*é@reélles% Journ., Bd. 71, pag. 336). Man hat dann in (18) und in
“Ei?gzg ’begﬁlmmten Integralen der §§ 5 und 6 die Funetion d>(u, %) durch

Pré

661%w*~®°~*— 0P (= et (1 — ) (1 — 2y
“M - @f ,‘afﬁr«‘f&

gt ers%ﬁé”ﬁ Die Gleichung besitzt (wie die Tissot’sche) #n — m par-
Heulard: Tniegrale, welche auf der ringformigen Fliche 7" emdeutlg
und stezﬁg" bleiben. Dies sind (Wahrend das Integral Y fortfillt) die
#— mr— 1 zi (56) analogen Ausdriicke

=

: »m;« 1 gm+1,m+2; gm-l-%m-l‘-?vﬂ R g”"‘_ll "
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und das zu (57) analoge Integral zwischen den Grenzen a, und oo,
Ferner sind die mehrdeutigen Hauptintegrale (58) und (59) auch hier
direct anwendbar, nachdem die Function (61) an die Stelle der Funetion
®(u, x) getreten ist. Das Entsprechende gilt auch von der allge-
meineren, in der Anmerkung zu pag. 539 genannten Differential-
gleichung. Die zur ringférmigen Fliche 7 gehorigen eindeutigen
Integrale von der Form (56) verringern sich zugleich mit der Anzahl
der singuliren Punkte der Gleichung; andererseits treten die s parti-
culiren Integrale hinzu, welche transcendente ganze Functionen von
z sind *).

Kiel, im Mai 1890.

*) Als Arbeiten, in denen die Integration linearer Differentialgleichungen
mittelst bestimmter Integrale von einem #hnlichen Gesichtspunkte aus, wie in
dem obigen Aufsatze, resp. wie in meinen fritheren Publicationen, behandelt
wird, sind auch die folgenden (in russischer Sprache geschriebenen) Abhandlungen
des Herrn P. Nekrassoff in Moskau zu nennen: 1, ,Die allgemeine Differen-
tiation**; 2. ,,Anwendung der allgemeinen Differentiation auf die Integration der
Differentialgleichungen von der Form 2 (a,s-{- b,w) D'y = 0%; 8. , Anwen-
dung der allgemeinen Differentiation auf die Reduction vielfacher Integrale (mit
Riicksicht auf die Integration der Laplace’schen Gleichung)®; 4. ,Die linearen,
durch bestimmte Integrale l¥sbaren Differentialgleichungen. Die Abhandlungen
gind in dem Math, Journal der Math. Gesellschaft der Universitdt Moskau er-
schienen, und zwar die 3 ersten in Bd. XIV, 1889, die vierte in Bd. XV, 1890,
Wie mir der Verfasser mittheilt, wird derselbe demniichst tiber die von ihm
daselbst erhaltenen Resultate in den mathematischen Annalen ausfiihrliches Referat
erstatten.

d. 27, November 1890,




