
Ueber die Tissot'sche Differentialgleichung. 

Yon 

L. POCm~A~R in Kiel. 

�9 u den Iinearen Differentialgleichungen n t~' Ordnung~ welche 
dutch einfaohe bestimmte Integrale aufl5sbar sind, gehSrt die yon 
Herrn Tissot im 17 te~ Bande yon Liouville's Journal*) aufgestellte Glei- 
chung~ welche dutch Integrate yon der Form **) 

( 1 )  . . . .  
J a/c 

befnedlgtl wird. Da ausser ai, a~.~..., a,-1 auch die W e r t h e -  oo 

und a~ als In%eg~ralgrenzen in (1) zul~issig sind, so liefern diese Aus- 
dyticke das vollst~ndige Integral der genann~en Differentialgleichung. 

In den nachsr Untersuchungen~ welche sieh auf die n~m- 
li(~he Di~ffer~n%ialgleichung beziehen, wird das System der particul~iren ' 
L~is'ungen derselben vervollsti~ndigt, iudem die Hauptintegrale fiir die 
Umgebungen der einzelnen singul~iren Punkte al~ a2, �9 �9 a~_l und 
flit das Gebiet der~ grossen Werthe yon x~ welches kurz die Horizont- 
fl~iche der x-Ebene heissen mSge~ ermittelt werden. Diese Haupt- 
in~egrale lassen sich s~mmflich als bes~immte Integrale darstellen, in 
den en die zu inlegrirende Function die gleiche wie in dem Integral 
~):~icsl; als I~itegrationswege kommen bei denselben neben einfachen 
.~'t.~indungslinien auch geschlossene Curven_, resp. Doppeluml~iufe vor. 
~/~;~gari~hmischen ~F~ll# der Differenlialgleichung werden h~er nicht 

~ ~ . p a ~ i c u l a r e n  Int~gmle tier Tissot'schen Gleichung werden in 
den~singul~ren Punlrten a~, a~  . . . ,  a,_~ nut wie Polenzen voa x - - a ~  
x ~ \ ~  ~e~c. unsr man lrann bei jedem zur Umgebung yon a~ ge- 
h ~ e n ~ u ~ i n ~ t e g r a l ,  falls dasselbe ftir x ~  a~ unendlich wird, die 

. '~r ~7o,,SUr un. dd~erminan~ d'intdgrales ddfimes", 1852. 
�9 ~ ' ~ b i g e  Bezelchnung stimmt mit der yon Herin Tisso~ angewende~en 

nm]it~ v~llig.ti~e~m.; namen~lir ~st hie~ (abgesehen yon der Wahl anderer Bur 
staben) u durek-~ ~, und ~ -i- t dutch ~ ersetz~ worden. 
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Unstetigkeit durch Division mit einer passenden Potenz yon m--a~  
beseitigen. Dagegen tre~en fiir ein unbegrenzt wachsendes ~ Unstetig- 
keiten zweiter Ar~ auf, die sich mit den .Unstetigkeiten der Pobnzen 
yon x nicht vergleichen lassen. 

Als eine wesentliche Eigenschaft der Tissofschen Differential- 
gleichung ist hervorzuheben, dass dieselbe ein particulates Integral 
besitzt, welches eine transcendente ganze Function yon ~ ist. Dieses 
Integral, welches im Folgenden durch Y bezeichnet wird, hat in jedem 
beliebigen Theile der x-Ebene dan Charakter eines Hau:ptintegrals. 
Ffir die Ermi~telung der Hauptintegrale im Gebiete der grossen Werthe 
yon �9 erweis~ sich bei der vorliegenden Differentialgleichang die LSsung 
'dutch bestimmte Integrale als besonders zweckmiissig. Wegen der bei 
x ~ c~ vorhandenen Unstetigkeiten zweiter Art wird die Methode~ 
die Differentialgleichung dutch Reihen mi~ fallen~en Potenzen zu 
inbgriren, illusorisch. Die Hauptintegrate der Horizontfl~che ]ass~n 
sich jedoch s~mmtlich in Gestal~ bestimmter Integrale darstellen, wobel 
der in der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber eine Olasse yon Integralen 
mi~ geschlossener Inbgrationscurve" bewiesene Satz zur-A~wendung 
gelangt. 

Man leite~ in dem nachfolgenden w 1 zuniichst die Bedingungen 
ab, unter denen ein bestimmtes Integral yon der Form 

f 7__ x) du, 

we U nur yon u abhing~, die TissoVsche Differentialgleichung ~t~r 
Ordnung befriedig~. In w167 2--4 wird auf die Tissot'sche Gleichung 
3tor Ordnung n~iher eingegangen. Die Hauptintegrale derselben ~fttr 
die Umgebungen der zwel endlichen singul~iren Punkb ~at un~ a2 s~nd 

in w 3 angegeben. Der w 4 enthil~ . . . . . .  einen zwei~en Bewei~dro~:~. ~ '~ :~r  ~,~ 
schaft des par~icul~iren Inbgrals~ :Y~ f ~ i  alle endliclmn ~ r : ~ n ~ ~  
eindeutig und stetig zu sein. ~o , ~ ~ �9 

Die TissoVsche Gleicl~u~g liefer~, wm am Schlusse des~ 3 geze~g~ 
wird, einen Anhal~ fiir die Bean~wdr~ung der Frage, w~bhe~B~eutung 
die divergenten Pobnzreihen far die lineare~ Differen~iaI~lei6hu~gen 
haben, denen sie formell genttgen. Man finde~ in "~ 3 ein Haupb 
integral der Horizontfl~iche, das ~ genannt wird, und das sich in eine 
convergente Reihe yon tier Form 

h~ ~ h~ {Ao + + +---} 
en~wickeln Hiss~. D~ Gr'Sssen h, sbllen ~ranscenden~e Cons~anbn dar, 
yon denen je drei auf einander folgende~ h~, h~+l, h~-~ dutch eine 
lineare Relation mi~ ra~ionalen Coefficienbn verbunden, sind, ,w~.hre~i 
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der Quotient A~'-~ irrational ist. Ds nun die Differentialgleichung, A~ 

vze~n man dieselbe durch eine Reihe mit unbestimmten Coefficienten 

c~ e~ 

inCegrirt, ausschliesslich rationale Beziehungen zwischen co, ct~ c2 , . . .  
~ ergioh~, so kann der Forderung, class in le~zterer Reihe die Function 

enthalten sei, nut dadurch geniigt werden, dass neben c o auch c~ will- 
k~li~h bleibt. Ft3r beliebige Werthe yon c o u n d c  1 f~llt aber die 
o ~ . R e i h e  B in die Classe der divergen~en Reihen, da ausser ~ kein 
an~eres particul~res Integral mit dem Anfangsexponenten 2 _  1 im 
Hgrizontgebie~e existirt. 
. ~ln w167 5 und 6 wird die Tissot'sche Gleichung nte~ Ordnung be- 
h~del~. Man le~e~ in w 5 die Sys~eme der Hauptin~egrale f~ir die 
U~ebungen der Punkte a, und far die Horizonffi~iche zun~ehs~ unter 
der~ Vorausse~zung ab, class die reellen Bestandtheile der Constanten 
b~  b~, . . . ,  b~_~, it posi~iv sind. In w 6 wird yon dieser Voraussetzung 
abgesehen. Die verschiedenen particul~ren L~sungen der Tisso~'schen 
Gleiehung lassen sich auch im allgemeinen Falle durch bestimm~e 
Integrale darstellen, wenn man Integrale, deren In~egrationsweg aus 
einem Doppelumlauf besteht, zu Hfilfe nimmt. In w 7 wird auf die 
Bestimmung yon HauptintegraIen far ringf~rmige Fliichen eingegangen. 
Grenz~ man in der x-Ebene irgend ein ringFdrmiges Fliiehenstttck ab, 
w~gldi'es~ eine beliebige Anzahl der singul~iren Punkte der Differential- 
glbi~ehung umschliess~, selbs~ abet frei yon singul~iren Punkten is~, s~o 
geh~ren such zu einem solchen Fl~chensttick gewisse Haup~in~egrale, 
d. 'h. particul~ire In~egrale, welche~ wenn ~ auf dem ringfSrmigen 
FI~chenst~tck einen Umlauf urn die im Innern liegenden singul~ren 
Punk~e ausf~ihr$, entweder unver~ndert bleiben oder nnr einen con- 
stan~en Factor au~hehmen. Es l~ss~ sich nun das vollst~ndige System 
der Haup~integrale, die zu einer ringF6rmigen Fl~iche geh~ren, far 
di~ Tissot'sche Differentialgleichung allgemein aufstellen. Auch bei 
d!e~n Betrachtungen findet5 der Satz Anwendung, welcher in der vor- 
s t~i iden Abhandl-ung ttbgeleitet wurde. 
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(~) 

w  

Die Tissofsche Differentialgleiehung kaan auf die Form 
d"-~ y '~(x) d~'d"~' [(i --  n), ~' (x) + ~ (x)] a:."-' 

ff~-~y 
Jr- [( i--n-I-1)~ r + ( t--nnt-1)t  O'(x)] alx,,_ ~ 

- [ ( l - . + ~ ) ,  ~"'(x) + ( 1 - . + ~ ) ~  ~"(~)] ~"-~ gx--a 

- J r ' ' "  Jr- ( - -  1)--" [(~1-- v - -  1)._. r (x) 
ory 

+ (~ l - -v - -1 ) . _ ._ l  @("-'-~)(x)] gin. 
ay - l - " " " - I -  ( - -  I)".'-~ [(A,--2),,-i (P("-~)(x).'{-(~'--2),,-,0 ('-m (x)] dm 

-l-(-- 1)" ()~-- i).._, ~0("-l) (x) y : 0 

gebracht werden, woselbst r und ~P(x) die ganzen Func~ionen 
( n - - 1 )  ten Grades yon x " 

1: (a) ~ ( x ) = . ~ ( x )  i H ~' t ~' ~ - " ' H  ~-~ 

und ~' (x), ~ '  (x), ~" (x) e~c. die Ableitungen derselben bedeu~en. Die 
GrSssen ~ ,  a I , b I , . . . sind constant; unter (~--  n)t, (~ - -  ~-~- 1)~, etc. 
~verden Binomialcoefficienbn vers~anden. Man se~zt y gleich dem 
best immten Integral 

(4) y U(u--x)~-I d~, 

in welchem die Gr5sse U nut yon u abhingl, g oons~ant, und/b ent- 
weder cons~an~ oder gleich x isl. ~Falls h den Wer~h x ha~, wird der 
reelle Theil der Constanb l -  n als posiliv vorausgesetzL Dann 
h a ~  m a n  

~ y  (-- 1)'(4--1) (I--2)... (i--v)jgau(~--x)i-'-Idu. 
Nach Substitulion dieser Ausdriicke kann die Oieichfing (2) dureh die 
(]onstanb 

(-- ip(i-- i) (i--~)... (i--n-{- 1) 
dividirt werden, da 

(i-- I) (i--2)... (i--q)) (it--~,--l)~_, 

(i- i) (i-~)... (i--~) (i-~- I)~_,_~ 

C~,-!)(i,~)...(~,~) 
1. ~... (~--~) ' 

- i.~,..(~_~_i),.: ~ 

84* 
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i s t .  Man erhi~lt hierdurch die Gleichung 

(~ --n)~g~ U(u-- x)~-'~-~ I~p(x) . ~p" (x) --i--u- x + r (u-x~)~. ~ 
.. : + .~("-))(x) (u-~) ~'-~ 

1.2...(n-1) t du 

~,("-~) (x) (u-x) "-~ 1 + "" " +  ~.i~..:~-~ du~o, 

weI~e, nachdem der Taylor'sche Satz auf die in den Klammern be- 
tindlichen Ausdrticke angewendet worden ist, die Gestal~ 

t (a) 0 
+j  ',(.) u(u-x) -.du 

" ann~mmt*), l~ach der Formel der Cheilweisen Integration ist abet 

~!~a~rgiebt  sich aus (2) die Gleichung 

(6) ~t I " :~['(u) U(u--x)~-"]'~"~ I ---- O. 
f~ (u_x)~. ~ ,~ a[,(u)~7]d. -~(u) U 1 du 

Man siellt nun fiir die Function U die Differentialgleichung 

(7) a[~(~) ~1 a~ ~p(u) U ~ 0 

~iif'find unterwiff~ die GrSssen g and h der Gleichung 

m ~ die We~hd u ~ g und u----- h durct~ den integrations- 
in Verbindung gebracht denkt und die ~bezttglichen 

yon u aonang~gen function als stetig~ ~;ora~iss~etz~. 

-~ ~ Diese Reehnung ist derjenigen v~tllig analog, welche tier Verfasser. im 
Af)~c]ini~j.[ der Abhandlung ,,Ueber hypergeometrische Funct~ionen ~ r  Ordming, l 
I C ~ s  ~J~u~I Bd. 71~ .886, an e s~ellt hat~ man auch die Be- 
nchttgunff~w r Journ. Bd. 73, p~g. 142--43). Jedoch bedeutet ~ (x) daseibst 
n i ~ e i n e ~ a n ~ F ~ u  (~--l)ten Grades, s_ondern eine ganze Function ~ten 
Grad~is v(~ a ~  ~ 
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Sind die Bedingungen (7) und (8) erftillt, so befriedigt das Integral (4) 
die Differentialgloichung (2). In die aus (7) folgende Gleichung 

O" gu ~(u) 

werden gem~ss (3) die Werthe 

V(u) ~ 1 +  bt b. + ' ' ' +  b._l 

~'(u) ~ tog ~(u) l .~ t 
, ( u )  = d u  = u--a-----[ u - - a ~  

eingesetzL wodurch die Gleiehung 

d__U_g dtogU 1 { b,--~.~ b,--1 
U du --~- du ~ u--a~ u - - a t  

1 

u-- a~_i 

b ~ , _ l  ~ 1 
F , . . §  --a~_~ 

entsbht. Indem man dieselbe integrirt (untor Fo141assung dot ~ will- 
kiirlichen Integrationsconstante), finder man fitr U den Ausdruck 

(9) U --- e ~ ( u - - a l )  b,-1 ( u - - a ~ ) ~ - l  . . . ( u - - a , _ l )  ~,4-1-1 . 

Die Bedingung (8) lautet hiernach 

{ [ e ~ ( ~ - a , ) ~ ,  �9 �9 ( ~ - ~ - , ) ~ ' - ' ( ~ - x ) ~ - ~ ] ~  = o. (lO) 
- [e~ ( ~ -  a~)~, - . .  ( ~ - a ~ - , ) ~ - ~ ( ~ - x ) ~ ] ~ J  

% 

Man se~zt die Ungloichheiten 
(11) b 1 > O, b~ > 0 , . . . ,  b~-I > O, ~l > 
als erfiill~ voraus, die, falls die Constanten b~,. . . , .b~-t ,  ,t nioht reell 
sind, fiir die reellen Bestandtheile dorselbon gelton soUen. Dann ~st 
der Gleichung (10) gentigt, sobald fiir g und fib h Werthe aus der 
Reihe ~ ~ 
(1~) a ~ ,  a ~ ,  . .  . , a , , _ ~ ,  - -  ~ ,  x 

substituirt werdon. Boi diosor Best~immung ~16~ ~ z ~ l  g, /~ isV~s 
InWgral ~ z~' 

(13) Y -----J9 

in wolchom 4)(u, x) die Fmletioxx 

(14) o ( . ,  x} ---- e ( ~ - m ) ~ , - ~ ( . - a ~ )  ~ . . .  ( u - a . - ~ ) ~ " - ~ - ~ ( u -  ~ ?  - '  
bedeubr eine particulgre LS~ng tier Difforontialglei~hung (2). 

Man nimmt an, dass die Constanbn a t ~ # i ; ~ . . . ,  a,,-1 siimmtlich 
yon "einander vors~lxieden, sin& Aussordem ~ir&ivorausgeso~zt, dass 
keine der Constant;en 

{ bib, ~ ~' b ~ . . ~ t ~ . . . , b , , _ l + g , ~ , ,  
+ b~ + �9 �9 b._~, b~ +:b~ :(-- . . .  + b._, + X 

gleich einer positivon odor negativen ganzen Zahl odor gleic]~ Nu~ sei. 
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w 

Es soll zun~ichst, auf die Differentialgleichung 3 t~ Ordnung, die 
sich aus (2) fiir n ~ 3 e~;giebt~ eingegangen werden. Die Gleichungen 
(2) und (3) lauten fiir n = 3: 

(~5) 
. - d ~ y  d ~ y 

~(~) d~ E(Z--~)~'(~) + ~,(x)] d ~  

~ - -  (Z-- ~)~V"(x)y O, [(~-~)~"(~) + (z-~), r ~ _ - -  

= 

[r  = ( x - - a , ) ( x - - a ~ )  -[- b, (x -- a~) -.~ b2 ( x - -  a~). 

Der Gl:eichung (15) genfigt~ wie bewiesen~ alas Integral 

(17) y e,*(u--a~)~,-~(u--a2)~-~(u_x)~-~du ' 

dessert Grenzen y~ h aus den Werthen 

gew~hlt werden. Man setzt, gem,s  (11), die reellen Theile der Con- 
stanten bi, b2, ~ -  3 zun~ichst als positiv voraus. 

In tier Umgebung eines jeden der singul~iren Punkte a~ und a~ 
existlren~ ein mehrdeutiges Hauptintegral und zwei yon einander unab- 
h~ingige eindeutlge Integra[e. Der Ausdruck 

(.t8)~ .~ e (~-- a~)~-~(u- a~)~-~ (~-- x)~-~ e~ 

me]ardeutige Hauptintegra] im Bezirk yon a~, und der s~ell~ das 
Ausdruck 

Z 
~ 

(19) 72 --:al) b'-I 

das mehrdeutige Hauptintegral im Bezirk ~:on a 2 dar. 
(18) wird die Substitution 

~ : ~ ~ n d e ~ :  wbdureh dasselbe in das Product 

r Set, t; man nun 

L ~--~] 

Auf das Integral 

aus ~der Constante 
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so haben die Constanten ~'o, ~ ' 1 , . . -  die W e r ~ e  

1 (b~ - -  l h  1 ~ (b, - -  1)t _{_ (b2- -  1)s - 
Yo "~" 1 ~ 71 ~ 1 a~ - -  a t  ~ ~2  ~ 1 . 2  1 a t - -  a I (a~- -  at)  ~ ~ 

1 (b2-- l), (b~-- lh 1 1 (b~--l), A - T  (a~ ' " " "' 
~'3 ~ 1 . 2 .-----3 ~ 1----[2 a~ - -  at ( a ~ - - a i ) "  - - a l )  s 

1 (b2 - -  l h  I (b~- -  1),_. 1 1 i (b2--  1)1 + ( , - - 2 ) "  ( a , - -  al) ~ "'" ! T ( a , -  ai) ~-1  
~" = ~,! . . . .  ( v - - l )  l a ~ - -  ai 

(b,-- 1), q- 
(a~t _ at)~, ' 

we (b 2 - -  1)g den tt ten Binomialcoefficienten yon b 2 -  1, und g!  die 
Zahl 1 . 2 . . .  g bedeutet. Es ergiebt sich demnach die Beziehung 

Ht 
(--- 1) ~2"1 (at ~-- r b~'l e a' ( x - - a i )  b r f 'A ' ' i  

lY~--QO 

='~-1 r,(x--a~)" ~ ( b t + v ,  ;t), 

wenn fiir das Euler'sehe Integral erster Art die abgektirzte Bezeichnung 

~(~ q) u~-~(1--u)~ -~ ~ 

benutzt wird. Da aber ffir ein positives ganzzahliges v die Formel 
p(~o-~- l ) . . .  (~-lt-~ - 1) 

(20) ~(p + v ,  q) -~ (p+~) (p§ <~+~+~,~)/~(p, ~) 

gilt, so erhiilt man ftir das Integral (18) die Gleichung 

(21) ~ A~ (x--a~)  ~,+~-' 
b~ (b~-J- 1).. ,(bt-]- ~;--: 1) 

7, (~t+ ~) (~ +~  § ~)..:(b,.F~+~_~ ) 

in welcher A~ die Constante 

A~ ~ ( - -  1);~-~(a~--a2)a'-~e ~' JE,(b~, it) 

bedeutet. Fiir das Integral (18) entstehl eine analoge Gleichung~ wean 
a~ and a~, b~ und b~ mit einander vertauscht werden. 

Es soil ferner als Integra~ionsweg des Integrals (17) eine ge~ 
schlossene Curve genommen werden, w e l c h e ~ i n -  oo beginnt und 
endigt. Der Gleichung (10) ist dutch die Wei4he g ~ h ~ -  c~ 
genfigt. Man zieht, nachdem ~fiir x ein bestimmter Werth gew~hl~ 
worden ist, um einen beliebigen Punkt M ~is Mittelpunkt einen Kreis~ 
welcher die Punkte x, a~ und a~ umschliesst., Der Radius v dieses 
Kreises bleibt im Uebrigen willkfirlictb mSge jedoch so gross genomm~t.. 
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werden, dass der Punk~ ~ .dowohl dem Pun~k~e a~ als dem Punkte az 
ngher~14eg~, a]s irgen.d ein Punk~ der Peripherie. Man zieht ferner 
yom~'.P~kf~ ~ aus ~ eme Parailele ~ zur negativen reellen Axe; der 
Sohni/gpunkt des .Kreises mi~ der Geraden ~ heisse d'. Lgsst man 

~ ~ ~!~:~ die In~egrafionsvariab|e u zuers~ die (]erade ~ yon ~ 
~is  ~ zu~m "Punk~e -J, hierauf den Kre]s (ira posi~iven ~Sinne) und zum 
~z~r ~s le  die , ~nann~  ~ ~Oo:rade vo~ J bis - - o o  durchl/mfen, so 
~/~ naeh {} I tier Ausdruek (17) eine pa/~iculgre LSsung der Differential- 
g i ~ ' ~ ~ ( ~ 5 ~  ~ s o ~  de~nlr~e~ Integral, alas- ~1~ ~heisse~r m~ge, wird 
in sbgg!~llrzf~ ~We~is~ 6fr~ ~ ~ der~ ~ dl~ai des.. Verfassers Ueber 
em I n ~ g l  mit~ "~lol~e~e/n ~Umlatr~e'an BS~-Baa~  "dx~er ~nnalen) 
durch das Symbol ~ 

f fx, al, a~) 
) e '  (U ..... a l  ( u  - -  ( U - -  y - - l  , i  U 

j ~ oo 

dargestelI~. ~ 
D~s Integral (22) ist eine ~ranscendente ganze Function yon ~t 

bald x ini Endlichen liegt, 
Werf~, nachdem bes~imm~ 

2 )  b ' r "  �9 , ,  / ~ " "  ~ 

�9 4 A~ e lechalb' dot. oben e r w ~ ~  
ve durr welc~:;~n ~ 
ank~ umsctiIiesst} so lieferf, 
rerf~-, der~ zu ~inbegrirenden 

da :r ~ keinen der Punkte 
m eg  des ga* e  un- 
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folg~', dass der Ausdrack (22) in der ganzen Ebene eine eindeutige 
Function yon x is{;; denn ausser a tund  a 2 sind ftir die partieal~en 
Integrale der Gleichung (15) keine (ira Endlichen liegende) singul~ire 
Punkte vorhanden. Der Beweis, dass das Integral (22) fiir ein end- 
liches x auch endlich und stetig is~;, ergiebt-sich einerseits aus dem 
Umst;ande~ dass die sehr entfernten Theile des Integrafionsweges nur 
einen verschwindend kleinen Bei~;rag zum Wer~he des besfimmten 
Integrals liefern, andererseits daraus, class flir die iibrigen Theile des 
Integrationsweges die Potenzen (u--a~)b,-~ (u - -  a~)~-~ ( u - x )  ~-1 einen 
endlichen Werth haben. 

Um das Integral (22) nach staigenden Potenzen yon x ~ a ~  zu 
entwickeln, substituirt man ftir (u--x) ;~-~ die Reihe 

(u_x)Z-~ [u - -a i - - ( x - -a , ) ] z - '~=(u - -a i )Z ' - ' ( i~ -a ' )  ~-~ 

=~(~-a,y-~ Ii-(Z-l), ~-"---~. - .~ +"" 

+"I, + ( -  :)" (~ - :)" .-.---W 

welche im vorliegenden Falle stets convergirt, wail (nach der Definition 
des Kreisradius ~:) flir jeden Punk~; u des Int;egrationsweges die Un- 
gleichheit 

rood. (x--a~) < mod. (u--a~) 
bestehk Bierdurch ergiebt sieh fiir Y der Ausdruck 

(23) r - - - ~  (--1)'(~--l),K,,(x--al)", 

wenn durch .K, das constant;e Int;egral 

d 

dessen Integrationsweg mi~ dem des ~Ia~egmls .(2i~)ttbereinstlr~, b~ 
zeichnet wird. ~Ffir .K, haf~ man, den a~gekti~,tea Ausdmck 

m 

(24) 2r, J - |  . 

da at uud a2 singul~re'Ptmkte der zu integrirenden i~'unction sind, 
die yore In~egrat~nswege ums~hlossen werden~ In (24) wird eine 
neue Variable ~ mittelst der Gldchung 

eingeftihrt. Diese Subs~;itu~ion liefert, wean die Differenz a2 ~ ~ 
durch p bezei'chnet wird~ flir .K~ die ~leichung 



~(o,i~) 
K, = e~J_| eulp,+a-,-~(u--/9)~,-,du, 

da den Werthen u~at und u--a 2 die Werthe u-~-0 und It~p 
en~sprechen. Der Einfgchheit halber sell angenommen werden, dass 
in Fig. 1 der Kreismittelpunkt M, der beliebig war, mit dem Punkte 
a I zusammenfalle. Dann durchl~uft in (25) die Variable u einerseits 
einen Abschnitt der negativen reellen Axe (in beiden Richtungen), 
andererseits einen Kreis, welcher den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat 
und den Punkt/~ umschliesst. 

~Die .~r~ss.e 2~'~ hat die Form eines Integrals, das einer Iinearen 
Di~erenhalglezchung 2 t~r Ordnung mit linearen 0oe~ficienten geniigt, 
wenn pa l s  die unabhiingige Variable aufgefasst wird. In w 3 der 
Abhandlung des Verfassers ,Ueber die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearen 0oei~fieienten ,~ im 36 ten Bande dieser 
Annalen wird gezeigt, dass das Integral 

f(|176 du 
die Differentialgleichung 

= ( x -  q) dv 

befriedigt, und dass dasselbe mit der geihe 

+ ~ } I-'~-~ x + l.S.~i) +'- �9 + inf. 

identisch ist. Das Symbol r(a) stellt das gesehlossene Integral 

dar, welches, wenn der reelle Theil yon a em positives Vorzeichen 
hat, mit dem Euler'sehen Integral l'(a) dutch die Gleichung 

" r (a )  ---- (e - ; , - -  eta,9 r (a) ---- 2 i  sin (~a)  i ' (a)  

"verbunden ist. Femer. miSge, wie doff, durch F(a;  0; x) die Reihe 

x % I. ~ .q(~+1) +... + inf. ~' ;~: 

bez~ei~hne~ werden. Ersetzt man in dem oben erw~hnten Integral die 
GrSssen x, ~, Q dureh die respectiven Werthe ~, I -- b2, v--b~--b2--=~+3 , 
so erhRlt man das auf der reehten Seite yon (25) s~ehende bestimmte 
Integral. Demnaeh besteht die Gleichung 

K'~ e'r(b,+~2+~--v--~) l~(l'--b2; ~--b,--b~--~t+8;p). 
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Ffir d ie  C~ons~nte  F ( a ~  v) gil~ die Formel (Gleiehung (38) der Ab- 
h a n d l u n g  ~ Z u r  Theorie der Euler'schen In~egrale" im 35 tr Bande diesel" 
A n n a l e n )  

- . ~ _  ~)" ~ (a) 
r ( a - v )  (a-  'X(-~- ~).. �9 ( - ' - )  

Also i s t  

r ( b ~ + b ~ + / t  ~ - - 2 )  ~- (--1)" [b, + b, + ~ -- s], ' 

wenn u n t ; e r  [z]~, fiir ein beliebiges t~ und fiir ein positives gauzzahliges 
�9 ,, tier VVer th  

(27) [z] ,~(~- - l ) ( z - -2 ) . . . (~ . - -v -F1) ,  [z]o ~ 1, 
/ 

v e r s t a n d e n  wird. Man finder auf diese Weise flir K ,  den Ausdruck 

(28) ~ ' , ~  (--1)'B F ( 1 - - ~  b,--b~--~.-}-3 p), [b, + b, + ~ - :  s], ; v - -  ; 

in w e l e h ~ x n  B die Constanr 

B ~= e ~, F(b~ +b~-~t-/t - -2 ) ,  

und p d i e  Differenz a~ - -  a~ bedeutet. Nach Substitution dieses Werghes 
yon ~ '~  n i m m t  die Gleichung (23) die Form 

(29) 

F (1 - -b~ ;  v--  b~--b~--~,q-3; a~--a~) 

I n  d e m  Integral l r is~ keiner der slnguliiren Puukte a l ,  a~ vet 
dem a n d e r e n  bevorzugt, woraus folg~, dass~iu (29)d ie  Cons~u~en 
a 1 u n d  e~ 2, b~ und b~ mi~ einsnder vert~usoh~ werden k~nnau. Dsher 
bes teh~ ,  w e n n  man B" die ConstanCe 

nennt ; ,  f ~ r  I r aueh die (Meichung 

== [b~-I-b'H-~'--8]~" F(1--b~; v--b~ - -b2- -  ~t-J- 3; a1 - -  ~). 

U m  ausser I ~ ~e eine weitere eindeu~ige I~s~ang der Glejehung" 
(.15) f i i r  d ie  Umgebung des Punktes al~ bezw. fttr die Umgebung des 
Punkt ;es  et~ zu erhalf~n, w~ihl~ mtm beide Grenze~ g,  h des In~gra ls  
(17) z u n ~ c h s t  gleich a~, dann gleieh a I. Wird als Weg der Variable 
~, e ine  ~ geschlossene Curve genommen, welehe im Punk~e a~ beg in~  
unct e n d i g t  ~ind die Punkte  ~r und a 1 umschllesst, so ergiebt aieh aus 



(1~) ein Integral der Differentialgleichung, das in der Umgebung des 
Punk~es ai, (aber nicht in der des Punktes as) eindeutig ist. Dasselbe 
heisse y(~), so dass 

(30) y(T - -  d .  

geseizt v i r i l~ :Der  IaCegrationsweg sei~ um eine besfimmte Curve zu 
ilxiren, eia dutch dcn~Punkl a~ gehender Kreis in dessert Innern die 

. ~ig. ~.~ Punkte x und a t liegen (Fig. 2). Fiihrt die GrSsse 
x innerhalb dieses Kreises einen Umlauf um den Punkt 

, a~ aus, so bleibt in (30) der Inf~grationsweg ungeiinder~, 
~and die zu iniegrirende Function hat, da alle Punkte 
u ausserhalb der x-Curve liegen, schliesslich denselben 
:3WertDh~wie am Anfang. Folglich isl y(~) eine in der 

Umgebung  des Punkles a~ eindeutige Function yon x. 
% Ferner is~ yO) ftir x ~ a~ endlich und steP'g, da die 

zu integrirende Functiofi endlich und stelig bleibt, und der Integrations- 
weg~ eina ~endliche I~nge hat. Man en~wickelt das Integral y(~)nach 
steigenden Potenzen yon x - - a ~ ,  indem man, wie oben, ffir ( u - - x )  ~-~ 
die Reihe 

, 

eir, setzt. ~ Di,eselbe ist convergent, well x zur Umgebung des Punktes 
a~ gehoren~soIii also rood. ( x - - a l )  < graft. ( u - - a l )  vorausgesetzt werden ~ 
d a f t .  Es erglebt sieh hierdurch die Gleichung 

(3i) y~') ~ ~ ( - -  1)*(~-- 1),,R,(x---al)" , 

woselbs~ ~ das cons~nte Integral 

"=j g u  

"i~; ~ Wficd~)Ietzteres ~ durch die Substitution u ~ u -[- a 2 ~ u - -  u - -  as 
~ a s  ~ef .~ :~mi~ so~ durohti4uf~ die Variable u,  der obigen Bestimmuffg 

einen Kreis ~ Welcher den Punl~ ~al - -  as, 
m ~ e h ~  die Gleichung 

r 

~(u +t~)~+~-'-~ a ~--~ da. 

Abh~a~ r .Ueber dig lineare Different 
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.j0 

~ ( ~ - - q + l ,  1- -~)x~-~' (~-q+l;  2~q;  ~), 
wo E das Functionszeichen (26), und ~'  (r, s) das geschlossene Integral 

(32) ~(~ s)- f(') ' --,Io u~(u--l)'-'du 
bedeutet. Hieraus folg~ ftir ~,  der Ausdruck 

Nun gilt, wenn v eine positive ganze Zahl ist, f i i r / ~ ( r , s - - v )  die 
Formel (cfr. ,Zur  Theorie der Euler'schen Integra]e", ~7a))  

~-(~, s - ~ , )  = ( -  W r'+~,,- ~J" ~ (~ ,  s) [8- 1], 
~---(--1)" O'--{-s--1)(r+s-9). . . (r-Fs--,)  "~(r,s). 

(s - 1) (s - 2 ) . .  ( 8 - -  ,) 
]pdem man dieselbe ffir r --- b2, s ~ b t -~- ~t - -  1 anwendet und !~ 
die (yon v unal)hiingige) Constante 

!~ = e ~ ( a , -  a2)b.+b,+ ~-~ E (b2, b, ~ X--  1) 

nennt, finder man 

~ [b~+b~WZ 
e ,  = (a,_aO,; [ b i + Z _ g ] .  ]" F (b2; b, n t- b, -{- ~ - - ,  - -  1; a~ - -  a~). 

- - 2  

Die Reihenentwicklung des Integrals (30) ]autet also 

"=-~ Ibm+ b,+ ~-- ~]. (,~ , a ,  "y y(1)=!~ , ~ ( _  i),(~t--1),. [b,+~_~L .a,o--o~,. 

Dt~rch Vertauschung de~ Punk~e a~ und a~ erhiilt man aus (30) 
das Integral 

(a~) v(}) = f(~'~)e"(~--a~)~,-~(,~"-~)~(:~-~)~-~, 
das ebenfalls die Diffe~eatialgleichung (15) befriedigr und in der l~m- 
gebung yon a~ eine eindeutige ~etige Function voa ~ isl. 

w 
Das in (22)~ definirte Integral 1 r s~ellt, als transoendente ganze 

Function yon x,  auch im Gebiet der grossen x ein Hauptintegral der 
Differen~ialgleichung (15) dar. Nebeno~Ir~.exis~en in dem genannte~ 



~'~ ~L ~. POo~~. 

Gebiete tier x-Ebene, wetches~ kurz als HorizontflRche bezeichneg 
wird, zwei mehrdeutige I-/auptintegrale. 

Da die Differentia]gleichung (15) keine anderen endlichen singu- 
1Rren Funkte als d Iund a 2 hat, so sind ilire Hauptintegrale im Gebie~ 
4er@rossen Wer~he .yon a dadurch charakterisirt, dass sie einen con- 
s~anten Factor aufnehmen, wenn x die Punkte aj und a 2 in einer 
geschlossenen~ sich nicht schneidenden Curve umkreist. W~ihlt man 
~inn in (]7) die ~om Punkte a~ zum Punkte a~ gezogene Gerade als 
in~eig~ationsweg, so erh~ilt: man das Integral 

~lessen sRmmtliehe~:Elemente~.den Factor e ~ a  aufnehmen, wenn x einen 
positiven Umi~uf~um die~Ve~.bindungslinie yon ai und a~ ausfiihrt. 
Der genannte Factxi~t~itt, weft Mle Punkte ~ innerhalb der yon x be- 
sdi~iebenea Curve ]iegen~,~:zu der Potenz ( u - - x )  ~-~ hinzu, wiihrend 
die tibrigea Fac~rei~ der zu'integrirenden Function, sowie der Inte- 
gTa~onsweg unverRndert 51eiben. Demnach ist ~ ein Bauptintegral 
der Horizontfliiche, welches daselbst die gleiche Art yon Mehrdeutig- 

keit. zeigt, wie die Potenz x ~. Der Quotient ~Wg__~ behRlt fiir (X)  

einen endlichen Werth, da aus (34) die" Gleichung 

~l--1 

-fo!gt~. auf deren rechter Seite eine stetig bleibende Function zwischen 
endlichen Grenzen~,~/~teg~!~ ~ w~rd. Um fiir ~ eine Pot'en~.reihe abzuleiten, 
con_struire man um~ a i als Mittelpunkt einen Kreis; dessen Periph~rie 
dutch a~ geh~, und seize voraus, dass der Punkt x ]~ussie~halb dieses 
Kreises liege. Dann l~esteht ffir alle Punkte u der Verbindungslinie 
yon al und a~ die Ungleichheit rood. (u - -a i )  < rood. ( x - - a ~ ) ,  so dass 
die- Reihe 

(,~..;_.~);~-x___. (__ i)~-, (x_ ~t);~_l (I ~ a i ) ~ - 1  

X ~ a I 

~ a i 

ben in das Integral (34~) fi~tt zu 
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Z , ,  @ eu(u-- a~ )~.+'-t(u--a~)a,-t du 

bezeichne~ wird. Indem man u - - a i  ~ it setz~ und ftir a~.--a~ 
wiederum ~ schreibt~ erhiilt man fiir L~ den Ausdruck 

L, = e~, S ~ e~ its,+ "- '  (u- -p)~- '  tilt, 

der, wegen der Gleichung (err. G1. (10)und (11)de r  hbh. ,,Ueber 
d. lin. Differentialgleichang 2 ter Ord. mit lin. Coeff." im 36 t'* Bande 

dieser Annalen) 

f~e"  (it--x)-" tto-~ du 
--, (--1)-~/i~(a--q-~ t- 1, 1--  a) xt-e /;'(a - -  q + 1; 2 - - 0 ;  x), 

mi~ dem Produete 

iden~isch is~. Wird [z]~ fiir ein beliebiges $ und ftlr ein positives 

ganzzahliges v als der Wer~h 

(~j~ [~]~ = , (~+ ~). . .  (~+ , , -  ~), [~]o+= ~, 
defiuir~, so is~ nach (20) 

/~(b~ +~ ,  b~) - - - -  [~0+ ~(b~, b:). 

Also hat man 

L , ~ -  ( - -1 ) l -~q(a2- -a l ) "  [b']~+ .F(bi-q-v; bl q-b2 Jrv; a2--al), 
b + [b~ + d, 

wo ~ die Conslanle 
---- (--1)l+~e~ (a~--al)a,+~ -~ ~(bi, b,) 

bedeuCek Ffir das Integral {; ergieb~sich ~mf d~ese~Weise die Reihen- 
entwickelung i 

a ~  ~ 

=f, ,  ~(~a~)~'-~(~--a2)~-~(~-~) *-~ a~ 

(~6)  : ~ ( ~ - a t )  ~ - ' ~ ( - W  [~,+a,]+ - ~ - ~ , -  

�9 F(bl.-[-,,; bl-[-b2.-}-~,; a2--a~). 
Das drit~e tlaupr der HorizonCflliche wird dutch den 

Ausdruck 

(37) ~ ---j~ 

dargestell~. Dieses Integral eo~ dessen In~egrationsweg aus~ einem 
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(bei x beginnenden und endigenden) Umlaufe um die Verbindungslinie 
der Punkte a I und a S besteht, nimmt den Factor 

auf, wenn die Variable ~ die genannte Yerbindungs]inie im positiven 
Sinne umkreist (cfr. w 1 des vorstehenden Aufsatzes ,,Ueber eine Classe 
yon Integralen mit geschlossener Integrationscurve"). Der Quotient 

ist also ausserhalb einer die Punkte al und as umschliessenden 

Curve eine eindeutige Function yon ~. Dem vollst~ndigen Integral 
tier Dif~erentialgleichung (15) wird man hiernach im Gebiete der 
grossen Werthe yon ~ die Form 

geben, wo Ci~ C2, Ca willkitrliche Constante sind. 
Nach einem yon Herrn Fuchs bewiesenen Satze*) sind die Summe- 

der zu den Haul~tintegralen gehSrigen Potenzexponenten, genommen 
in Bezug auf alle endlichen singuliiren Punkte, und die Summe der 
betretrenden Exponenten fitr das Gebiet der gressen ~ gleich zwei 
Werthen, die sich nur um eine ganze Zahl yon einander unterscheiden. 
Wendet man diesen Satz auf die Dit~erentialgleichung (15) an, so 
ergiebt sich, da 0, 1~ b 1 -~- ~ - -  1~ bezw. 0, 1, b~ ~ ~t - -  1 die Anfangs- 
expo/lenten der Reihen i~ der Umgebung des Punktes at, bezw. a2 
sind, ftir die erstere Summe der Ausdruck b~ -~ b~ -~- 2;t. In der 
Horizontfliiche sind die zu 1 r, ~, ~ gehSrigen Exl~onenten gleich 
0~ ~. ~ 1 ~ bl -~" b2 -i- ~., ihre Summe gleich b I -~- b~ -~- 2 ~ - -  1, so dass 
die bier ermittelten Werthe in der That dem obigen Satze entsprechen. 

Versucht man; die Dit~erentlalgleichung (15) dutch eine Reihe 
yon der Form 
( 3 8 )  + + + . . -  
zu integriren, so finder man fiir den Anfangsexponenten ~ die quadratische 
Gleichung 

- - = o .  

Wird ~-~-~ ~ 1 gesetzt, so bleibt yon den Coe~flcienten ausser c 0 
aueh c~ ~illkiirlich. Die Reihe (38) ist im Allgemeinen divergent. 

~Ueber die ihr zukommende Bedeutung geben aber die vorstehend~ 
Rechnungen einen gewissen Aufsehluss. ~ Die Reihe (38) e~nthiilt als~ 
specielien~Fall die in (36)~ngeffihrte Reihe, die mit dem~integTal ~ 

~den t i~sc~ t , : u~  zwar gelit sie in !etzt~re tiber, wenn fttr ~ ~ und ~-~ 
Co 

die Werthe ~---~ ;t ~ 1 und 

*) Oft. (]retle~ ~J~urnal Bd. 66, pag: 142. ~ 
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gew~ihlt werden. In diesem Falle convergirt also die Reihe (38). In 
allen fibfigen F3illen ist sic divergent. Denn die Ausdrficke ~, lr~ e 
stellen das vollst~ndige System der Hauptintegrale fiir den Bezirk der 
grossen Werthe yon x dar; ausser ~ ist kein particul~res Integral der 
Differentialgleichung (15) vorhanden, dast wenn x die Verbindungs- 
linie yon at und a2 umkreist, den Factor e g~a aufniihme. Hieraus 
geht h~rvor, dass die erw~hnte Gleichung fitr den Exponenten ~ ob- 
wohl sic quadratisch ist, doch nut zu einem der particul~tren Integrale 
der Gleichung (15) in Beziehung steht, niimlich zu dem Integral {;~ 
dessen Unstetigkeit bei x-~ c~ dutch Division mit der Potenz s~ ~-I 
beseitigt werden kann. Der Umstand, dass f~r ~ -~ it .-- I~ der Quotient 

e._~_~ bei der obigen formeUen LSsung der Differentialgleichung beliebig 
r 

bleibt~ gestattet, den irrationalen Werth (1-- ~) ~_~_o filr 7 o L ~  r einzufiihren, 

wodurch jane allein convergente Reihe aus (38) erhalten wird. Damit 
abet c l willktirlich neben c o sei (also aueh der Fall co ~= O~ el =ffi 1 
mSglich werde), muss forme]l der Werth ~ ~ - -  2 ausser dem Wertlm 

-----A- 1 zul~sig, mithin die Gleichung fiir ~ quadratiseh sein. Je 
drei GrSssen L ~  L,q-1, L~+s stehen~ wie sich leicht zeigen IRsst~ zu 
einander in der Beziehung 

+v)  r,, + + = 0 .  

Definirt man A, als das Product 
^ ,  = ( -  1) ,L, ,  

so dass die Reihe ffir 
^, ^~ .... q- 

+ + (::-o,)' ""I 
lautet, so geht die obige Gleichung zwischen Z,,  Z,+~ L,+~ in die 
Relation 

tiber. Left,ere ist mit de0enigdn I~el~tion ident~'~ch, welcho bei der 
Integra ti0n der Differentialgleiehung (15)~durch die ReRre (38) die 
Coeffir c~, c~t~ c,+s mit ~nsnder verbinde~. 

Es ist bisher vorausgesetzt worden, dins die reellett Bestandtheile 
der Constanten bi, b~, ~t --- 3 positiv seien. Die auf $ bezitgliche Be- 
sehr~nkung kann nun dahin abge~ndert werden~ dsss der reelIe Thai! 
yon ~ selbst als positiv vorsusgesetzt wir d. ~Denn da die Reihen~ in 
welche die bestimmten Integrale entwickelt worden sind, tier Differen- 
tialgleichung (15) f~ir beliebige Werthe der Constanten b~ b~ und 
genflgen, so brauchen letztere nur diejenigen Bedingungen zu erf/l~len~ 
yon denen die (]onverge~z der be stimomten I~te~rale abh~ingk Die ]~i6~ 

Mathomatisohe A n n a l e n ,  X X X Y I I .  ~ 8 5  



b~raeh~eten Integrale haben aber, sobald b,, b~, ;t im reellen Theft 
positi'r sind, siimmtlich einen besfimmten Sinn. Auf den Fall, wo die 
reellen " Theile yon b~, 2, negafiv sind, wird in w 6 n~her eingegangen. 

{}4. 

D~. das Integral Y mR dec in (29) angegebenen ,Reihe identisch 
i s ~ s o  kann:man die Eigenschaften desselben durch Betrachtung jener 
Reihe abIeih~m~ Es soll nun der Satz, dass I r eine transcendente ganze 
Ffiaefie~.~on a~ ist~ aueh in der Art bewiesen werden, dass man zeig~, 
~ K ~ ! ~  Reihe (29) ftir jeden endlichen Werth yon x convergir~. 

:li~ der~ Reihr 

aV(~; q; ~) ~ ~ + T:-.7~ + ~ ,~.~(~+~) + . . .  + inf. 

sol 0 ~ 0i q- iq~, wo 01 und 0~ reelle Wecfhe bedeuten; ferner werde 
~ o d . ~  kurz dutch a', und rood. ~ dutch g bezeichnet. Is~ 0~ positiv 
mi& ~Ssser als d,  so besteh~, wie sich aus der folgenden einfachen 
l~ech~ung~e~gieb~, die Ungleichheit; 

(39) rood. 2'(a; 0 ~ z) < e e. 

Da ftir reelle positive Werthe dec GrSsse Qi und einer sons~ beliebigen 
~Ssse 

rood. (~-I-~') < a' -~- o', 
rood. ( 0 + ~ )  ~ rood. (q ,+~+ ie~ )  > ~ + ~, 

rood. '~+---Za < ~e'+~ 

is~, so fe!g~'a'~:d~r ~orausse~zung 0~ > s die Ungleichhei~ 

rood. aq-o q +-----7 ~ 1, 

die auch fiir a-----0 gilt. Man finder also, indem man durch /~ eine 
l~eliebige l)OSRive ganze Zahl bezeichnet und der GrSsse a nach einander 
die Werflae 0 . 1 ,  2 , . . . , / ~ - - 1  glebe, die UngleichheRen 

kq ~ Q+---~"" ~+~_~. < 1, 

~ ~ h ~ d u L  emer Re!he is~ l~ehs~ens gleich dec 
~ ~ m z ~ l n e n  Terme. Daher ergiCb~ sieh 

m~o~4. ~ ( ~ O . ~ ) ~  < 1 + T - t  i ~  -I- �9 - �9 -~ ~. ~.. .~ -1" �9 �9 �9 -!- inf., 

o 

Summe de F 

mor O~ ~) < ~'. 
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Diese Ungleichheit wird auf die in der Reihe (29) vor-kommenden 
Ausdriicke 

F ( 1  - -  b2; v - -  b, - -  b~ - -  1 + 3~ a~ - -  a , )  

angewendet. Dass man bt Jr- b2 + t als einen nicht ganzzahligen Worth 
voraussetzt, wurde bereits in w 1 erw~hnt. Wird rood. (a~--at) dutch 

bezeichnet, so besteht nach (39) die Ungleichheit 
(40) meal. F ( 1 - -  b~; v--b t - -b2--2+3;a~--a j )  < e~, 
sobald der reelle TheiI der Zahl v -- bt - -  b~ - -  g + ~ grosset als 
rood. (1--b~) ist. Der Modul der Constante b~ + b~ + ~. - -  2 mSge 
heissen; dann tibersteigt der reelle Theil yon ,, - -  bt - -  b~ - -  ~l + 3 
die Zahl v -  ~, da er mindestens den Werth v -  # + 1  hat. Wgh|t 
man also irgend eine bestimmte positive ganze Zahl m, welehe der 
Ungleichheit 

~ n -  ,a > rood. (1--b~) 
genh'gt, so ist um so mehr der reelle Theil yon m - - - b t -  b ~ -  g + 
grSsser als rood. (1--b~). Folglich gilt bei dieser Definition~ yon 
die Ungleichheit (40) ftir alle Werthe v, die ~ m sin& 

Dutch /~m sell nun die Summe aller derjenigen Terme der Reihe 
(29) bezeichnet werden, welche eine hShere Potenz yon ~ - - a  t als 
die ( ~ -  1) t~ enthalten: Man setzt also (miter Anwendung dot Bo- 

zeichnung (27)) 

i ~ m - ~ - B ~  ( l - ~ ) ) ( ~ - ~ ) "  F(l--b~ v--b~ b ~ - - ~ + 3  a~ ~ ) .  [b~ + b~+ i--  ~], ; --  ; --  

Es ist aber (wenn v >_ m), da (~,--1)~ den Binomialcoeffi~enton 
bedeutet, 

( ~ - ~ ) ,  i [i-~j, 
[bi+ b.+ 1--3], 1.2..., Ib~-~'bz+Z'~Ta] , 

so dass in igm der Fsctor 
( ~ .  ! ) ( z -  9) . .  ~ ( z - - ~ )  _ 

(b~+ bj + z--s)...;(bt +Z~+ ~--  ~ - -  ~) 

vor das Summenzeichen tritt. DM Product ~ aus ~dem lotztgenamatezt 
Factor und der Constan~e'B tioisse B i . Femur, w~rde in dem Quotieate~ 

( 1 - ~  =~)(~7 ~ , -  2)... (z - - )  
( b ~ + h + i  -~- s i , . ,  ( b l + , r , . + z - ~ - -  ~:~ 

das Vorzeichen aUer in den Klammern st~henden GrSssen geiinklbr~ ~ 
wodurch derselbe die Form 

85" 



O,--1) ( , , - - ; t - i ) . . . ( m - - i + 1 )  
(~,-- bi-- b~-- i--{-2) (~'--bi-- b2--1t-{- 1). . .  (m--bt--b~--~,-.~3) 

[~ - -  b~ - -  b~ - -  ;t Jr- 2 ] r - - m  

~nnimm~ w~ihrend aein Werth sich nicht 
en~steht fiir B~ die (Meichung 

f 

~--- "B1 L~ ' - -b~ - -b , - -a ,§  1.~...~, 

.F(1--5~; ~--b~--b~-- t - ] . -3;  a~--a~). 
~Im% ~ . . . .  ,nenn~ zhr Abkiirzung s~ die Gr~sse 

[. [ ' -~ ] , -~  (~-a,)" 
s~==mod, i[~,_bi_bs.~--~2]~..m 1.2...~, 

} �9 .F(1-- 'b2;  v--bi--b~--~-{-3; a~--ai) 
,amd ~B" die: Summe 

~q = sa -f- sin+, -~ sm+~ + . . -  + inf.. 
D~r~Bgweis, dass die Reihe (29) convergir~, ist erbraeh~ sobald man 
z~ig~ ~, das~q einen endlichen Werth hat. 
~.~.~ _ Es sei I" der Modul yon I ,  und x irgend eine reelle positive Zahl, 
die den Werth ~, d. h. rood. (b~-l-b.,-{--1--2), tibersteigt. Dann ist 

mo~. (~--~) __< ~ + a', ~od. ( ~ - - [ b ~ + ~ = +  ~--2])  > ' ~  - -  ~, 

waraus~.Wetla ~ suceessiv gleich v, v -  1 , . . . ,  m-]- 1 gese~zt wlrd 
(~e Zahi m ist nach ihrer Definition grSsser als/~), die Ungleiehheiten 

,~ou. ~m- ,,~) ~,- ~_~ ~...(~ ..:_ i E i)] c_ O, ez)O, Ei'--l)... (~E ze i), 
rood. [0,--b~-b~--IE~) (v-- b~--~--IE i)... (~--b,- b~-- i-I- 3)] 

>_ i f -  ~) (~-p- l ) . . .  (~-~+ ~) 
folgen. Indem man dieselben durch einander dividirt, finde~ mas 

,__ ,[,'~z],,7~ ^, < , ,+  ;r ~' ~+ --i ~+i'+i rood. [,_b~_b~_.. l+2],_m ! r-, ~ ~-- ~- -  i 

gb~r-*on "d;n' Bdlchen 

~indert. Auf diese Weise 

~ . ~-,--~ ~--g--i' "' m--~+i 

o- 

~ ~ ~ h t ~ e ~  bezmdmet, so ls~ im Fa~l a > z 

i + P+!i ~+z _ < i + -;--7' 

~-~<~-~" 

m--~q-i 
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Msn verst~rk~ demnach die obige Ungleiehhei~, indem men far jeden 

der ~ --  ~ Br~iche den Werf~h ~ 4- f -F i _ ~ q. l einFahrL Hierdurch erg~ebt sich 

rood.  [~--~]'-~ ~ 0 *-~ 

wo e die (positive reelle) Constante 

e ~= ~ + ~ ' §  - ~ + ~  

bedeu~e~. Z~ach Ber/icksich~igung dieser und der ia (40) angegebenen 
Ungleichheit erh~lt man, wenn rood. ( z -  a~ )~  ~ gese~z~ wird, die 
Beziehung 

s~ < e ~' O "-'~ ~i'~:z. ~.-"' 
w o r a t l S  

t e'~' } 8 ~ ~ , ~  ~ ~- e~ q_ 
~.~-..~ ~.~...(~+~) t . ~ . : : ~ + n )  ~ :- 

folg~. E~ i ~  um so mehr 

+"'I, 
d.h.  

~ ~ - e ~  ~,~. 

Da nun ~p, ~n, O bes~imm/~e end]iche Cons~an~en bezeielmen~ so is~ 
ein endllcher V~rer~h~ sobald der Punk~ z im Endlichen liege. Mithin 
ist die Reihe (29) flit jedes endliche Argument z unbeding~ convergent. 

w  

Analoge Resul~a~e wie ftlr die D/fferen~ialgleichung (t5) f~de~ ~m~ 
fiir di~ in (2) genannte Tissot'sche ~l~c-hung #,r Ordnung. I~@ver -~ 
schiedenen particul~ren In~egrale derse~ben en~sprechen in ~rer Form 
den in w167 2 und 3 behandeRen Func~#hen. 

Die, Differentislgleichung (2~ b e s / ~  ~r~e?die Gleiehung~lS), ein 
par~icul~ires Integral ~ das eine/~mscenden~ gauze Function yon 
ist. Dasselbe wird dureh den Ausdrue~ 

== ~(.,,~,~,... ,a,~._i) 
(41) 
angegeben, in welehem ~(~, z) die Function 04) bedeutet. Man se~z~ 
voraus, class yon den versehiedenen Zweigen der Function ~ ( ~  ~) in 
(41) ein bes~immter gew~.hlt worden is~. ~ Der-inf~rationsweg yon I r 
ist aus F ig .  1 ersichtlich, wenn nut der dor~ gezeiclinet~e Kreis so gross 
genommen wird~ dass er al/e singul~en Punk~ ~ , . . . ,  a~_z um~ 
schliess~. Dass des Integral (41) in der Umgebung eines beiieb~gen 
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~ ~,~ 
~lii~o~noPunktes a, eine eindeu~ige Function yon x is~, folg~ aus 
~ U m s t a n d  , dass es unver~nder~ bleib~, wenn x einen Umlauf um 
a, ausfflhr~. Auw ist, wie man leichi beweisi~ der Werth des 
~ g r a l s  ein endlicher, sobald x endlich isl. Es daft ferner in (41), 
! ~ i  ~mod. (s t - -a l )  > mod. ( x -  a~) is~ (wenn man den erw~hnten Kreis 
~ s ~ g e n u g  wii~10, f'tir ( u -  x) ~-~ die convergente Reihe 

[ 1 a,)'- '  + . . .  

~ . m m m ~  wereen. Hierdurch erhiilt man.die Gleichung 

in~.welcher .P, den Werth 
(~,~...,~_~) 

la'aK~ ~ ~ Der Integrationsweg yon ~P, stimmt mit dem yon I r iiberein, 
is~ also (da x in ~P, nicht vorkommt! als ein einfacher Um]auf um 
die Punktengruppe a~ , . . . ,  a~_~ zu bezeichnen_ ~ Sieh~ man einen der 
P~rameter a ~ , . . . ,  a._~ z. B. ai, als unabhiingige Variable an~ so 
- ~  selbst ein zu Ir analo es particul~ires Integral einer Tissot'schen 
~ ~ i i a l g l e ~ e h u n g  (n ~ 1) ter Ordnung. So wlrd ftir n ~ 4 die 
~'~\2, mit dem Integral (22) zdenhsch, fails m d,esem &e Werthe 

~ .  a~, as, b,, b s ersetz~ werden. 
~ Iff de.in Beziflre eines beliebigen singul~iren Punktes a, wird das 

vorhandene mehrdeutige Hauptintegral durch den ~zige  daselbst 

~, = r x) du 
k 

~d~ges*ellt, in welchem (1)(u, x) wiederum die Function (14) bezeichnet. 

~ t ~  nennt / / d i e  Function 

~ N ~  ~ ~ 1 I  - �9 �9 

I:-:g ~, - -  a k ~ b#-l--t  
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so entsteht die Gleichung 

Die Coefficienten der Entwickelung der Function H nach steigenden 
Potenzen yon u ( x -  ak) mSgen do, 01, 0 2 , . . .  heissen, so dass 

/7 ~_ d o -[- 01u(x - -  ak) -[- 021t2(x - -a~)  2 . - [ - . . . . - [ -  0~u ' (x - -  a~)" -[- �9 �9 �9 

gesetzt wird. Dann finder man flir ~Tk, nach Benutzung der Formel 
(20)~ die zu (21) analoge Gleichung 

(b~t.  it)... (bk ..[. it .~- v - -  1 ) 
~----0 

in der A die Constante 

( - -  1) ~-1 e "~ .E(bk,  ~t) (al, - -  at) 6,-I (ak - -  a~)~,-1 �9 �9 �9 
bedeutet. 

Es werde ferner yon einem singul~iren Punkte a~ aus, der ver- 
schieden yon ak, aber sonst beliebig ist, eine geschlossene, sich nicht 
schneidende Curve gezogen, welche den Punkt x und den Punkt a~ 
jedoch keinen der tibrigen singuli~ren Punkte umschliesst. Das liings ~ 
dieser Curve genommene Integral 

" " f(~'~O O(u, x) du, .(45) y~) = ,~ 

welches analog zum Integral (30) gebildet ist und (nach w 1) der 
Differentialgleichung (2) gentigl, ist eine eindeutige stetige Function 
yon x in der Umgebung des Punktes x ~--a~. Denn es bleibt un- 
veriindert, wenn die Variable x innerhalb der genannten Curve-den 
Punkt a~ umkreist, und der Werth desselben is~ ein endticher,~ da 
nach (11) tier reelle Theil yon b~ posi~iv ist. Man entwickelt d'as 
Integral y~) nach steigenden Potenzen yon " x -  a~, iixde~m ~ h n  fttr 
(u ~ x) ~ die Reihe 

[ (u--a~,) i-x  l - - ( ;~ - - l ) t  x - a ~  + . . . + ( - - 1 ) , ( ; t - - 1 ) ~  W a~/ 
~ a  k 

e in f t i~ .  , Dann ergiebt" sich 

(46) Y ? ) -  ~ 7  ( -  1), (~ - l), ,~,(x - ~)', 

wo zur Abktirzung 

U~ = ( ~  - -  a ~ ) ~ , - ~  . . .  ( -  - -  a ~ _ ~ )  ~-~-~ ( -  - a ~ l )  ~ ~ - ~  �9 �9 �9 
�9 . .  ( .  - -  a , , _ ~ ) ~ - ~ =  ! 



gesetzt wird. Der Integrationsweg yon ~, ist mit dem yon y~) identisch. 
Auch die Gr(isse ~ ,  ste|lt, wie it),, ein particuliires Integral einer 
Tissofschen Differentialgleichung ( ~ -  1) ter Ordnung dar, wenn ether 
der Parameter a l~ . . . ,  a~-i als unabhiingige Variable aufgefasst wird. 
Denn die zu integrirende Function in s~ hat die Form (14), und der 
In~egra~ionsweg entspricht der in (10) angegebenen Bedingung. 

Durch Anwendung der particul~ren LSsungen (41), (43)und (45), 
w~iche ~ in der Umgebung des Punktes a~ den Charakter yon Haup~- 
integralen haben~ erhKlt man als vollstKndiges Integral der Differential- 
glei~ung (2) die Summe 

�9 Y ,  

ia der Cj, C2, . . . ,  C~ willkiirliche Constante bedeuten. 
Im Bezirk der grossen Wer~he yon x existiren n -  2 yon ein- 

ander unabh~ngige l~articuliire Integrale der Gleichung (2), welche die 
E~en~chaft haben, nach Division durch ~-1 eine im genannten Gebiet 
eindeutige und stetige Function yon x zu liefern. Durchl~iuf~ x (ira 
l~Ositiven Stone) eine sich nicht schneidende Curve, welche alte singu- 
l~en Punkte a l ~ . . ,  a~-x umschliesst~ so nimmt in dem Integral 

a]  a k 

d~s~en Integrationsweg innerhalb jener Curve liegen soll, jedes einzelne" 

El[me~nt den Factor Su,a auf. Der-Quotient ~*:*~_ ist daher in der 

Ho~i~ontfl~iche eine eindeutige Function yon x. Die Gleichung 

zeigt ausserdem, dass dieser Quotient in den unendlich enffernten 
' Theilen der x-Ebene einen endlichen Wer~h behalf. Bet der Ent- 

wickelung yon ~,~ in eine Potenzreihe, die ffir gros~e Werthe yon x 
convergirt, soil, in Analogie zu (36), die Differenz x " ~ als Potenz- 

,.basis gew~ihlt werden. Man setzt 
�9 - 

. x - -a~  

un~ erEilt hierdurch die Gleichung 

in tier Q, das constante Integral 

s 
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und Uz (wie oben) das Product 

C~ - ~ ) ~ ' - ~  i ~ -  a~)~'-~ . . .  (~ - ~*-~)~-~-~ C~ - ~-~)~*+~-~ " "  
�9 . .  

bezeichnet. Die GrSsse ~, hat wiederum die Form sines particul~ren 
Integrals einer Tissot'schen Di~erentialgleichung ( ~ -  1) t~ Ordnung. 
Man bemerke, dass die Integrale ~.~, wenn ~ und m yon ~ ver- 
schieden sind, in der Umgebung des Punktes ~ eindeutige und stet/ge 
Functionen yon x darstellen und daher such an Stelie der in (45) an- 
gegebenen Integrale y~ sngewendet werden kSnnen. 

Das in (41) definirte Integral 1 r ist im Gebiete der grossen Werthe 
yon x das einzige eindeutige Integral der Differenfialgleichung '(2). 
Als mehrdeutiges Hauptintegral im genannten Gebiete finder man 
ferner den Ausdruck 

m 

_ ~f(~,,~,..,~-l) r  x) d~, (49) co - - j  

in welchem die Variable u yore Punkte z aus einen :positiven Umtauf 
um die ~ - - 1  Punkte a l , . . ,  a~-I ausftlhrt. Dean ~ genltgt der 
Differentialgleichung (2) und nimmt (hath w 1 des vorstehenden Auf- 
satzes ,Usher eine Classe yon Integralen mit geschlossener Integrations- 
curve") den Factor 

| 

auf, wean x die Punktengruppe a~, . . . ,  a~_~ in positiver Drehungs: 
richtung umkreist. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich, dass die Functionen 

( 5 0 )  &.~, ~.~, . . . ,  ~ . ~ _ ~ ,  r , ~  

v6n emander unabhan~e  partmuiar~ L~suhg~6~i ~ i  "(2). sin ) ~ e  
in der Hormontflaehe den Charak~er ~n:~~r61~fi ~a~An. m 
Summe 

e, ~,,. + o~r =F- �9 �9 �9 § o,~_~,~:~:..~,. ~ v , = ,  r~ § a,,~7 
in der C ~ , . . ,  C~ willktirliehe Cons~nten ,be zeidhnen~.~ demnaoh 
sine fiir alas Gebiet der grossen Werthe yon ~geeignete Form ~ s  
sllgemeinen. ~tegr~ls der ~le~chung (2)/dsr. 

~ 6 .  

Die in 5 a!s particulate LSsungen de~ Glaiohu~ig (2) e~mittelt~e~. 
~ ~ ~ ~'~~ ~" ~ " " " ~ ~  ~ ~ " ~e le bestimmten I n t ~ l e  ~smd sainmfllcli convergent, wenn dm r el 

" Best~ndtheil~;~r Cons~,nten b~, b~t ~ ~.~.~-b~Li;"X" alas ~posi~i~/e Vol~ 
zoichen ]~ab~u. Ist abet der reelle Th~it einer Constants b~, resp. ~ "  
Constants ~tnegafiv oder gleich Nutl~so. werden diejenigen 3[n~2g~ate 
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divergent, in denen a~, resp. x als Grenze vorkommt. Der kiirzeren 
Bezeichnnng halber wird, wie in (11), festgesetzt, dass, wenn die Con- 
stanten b~, ~t nicht reell sind, die Ungleichheiten b~ ~ 0, b, ~ 0, 

~> 0, A ~ 0 sich auf dee reellen Bestandtheile derselben beziehen 
sollem 

An 8telle des Integrals (43) 

kann~ wenn b~ ~> 0~ abet ~t ~ 0 ist~ der husdruek 

Oi) #x(,) gu, 
und wenn ~l > 0, b~ ~ 0 ist, der Ausdruck 

! 

j x  

ang~wendet werden. Die Integrationswege yon (51)und (59) bestehen 
sus einem einmaligen Umlauf um den Punkt x~ bezw. um den Punk  a~. 
Der Bedingung (10) geschieht Geniige, da bei dem ersteren Integral 
~ h  ~-ak~ bei dem letz~eren g =~ h ~= x gesetzt wird. Ist weder 
b~ noch ) . im reellen Theil positive, so m5ge start ~k das Integral 

j o  

genommen ~ werden~ dessen untere Grenze ein betiebiger (nicht singu. 
liir~r) Punkt c ist, und dessen Integrationsweg aus je einem positiven 
und je einem negativen Umlauf um den Punkt x und um den Punkt a~, 
und zwar in der in (53) angedeuteten Reihenfolge~ besteht.. I)er Be: 
dingung (10) geschieht c~urch diesen Integrationsweg Geniige. Die 
Integrale (51), (52) und (53) lassen sich nach steigenden Potenzen 
yon x -  a~ in Reihen entwJckeln~ welehe sich yon der Entwickehng 
~44~ des Integrals W~ nut' dfirch diejenigen Constsnten unterscheiden~ 
Welehe ~ a~s Factoren vor die ~ ganze Reihe treten. WRhrend dn (44) 
die Gonstante A das Euler'schd Integral ~(bk, X) als F~etor enthiilti 
kommen bei den aus den Integralen (51), (52)~ (53) entstehenden 
Re'hen die constanten Integral~ ~--(b~,~t), ~'(~, 5~), ~(b~,Z) als 
Muitiplicatoren vor*). 
~ Iff'analdger W'eise ersetz~ man das in (47) ~ bezeichi~ete I~tegral 
~,~ durch ein-Integra], dessen Intdgrationsweg eine einfache geschlossene 

*) Cfr. die rAbhandlung ,Zur ~Pheorie tier Euler'sc~en Integrale" in~ 
85 ~ Bande dieser ~Jnnaten, ~w 1--2. 
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Curve, resp. ein Doppelumlauf ist, sobald die reellen Bestandtheile der 
Constanten b~, b~ negativ oder gleich Null werden. 

Das Integral lr behiilt, gemiiss seiner Definition in (41), flit be- 
liebige Werthe der Constanten einen bestimmten Sinn. Dagegen 
werden die Integrale y~) und co, bei denen, nach (45) und (49), die 
Variable st eine im Punkte a~, reap. x, beginnende einfache geschlossene 
Curve durchl~iuft, ftir b~ < 0, reap. fiir /t < 0 divergent. Man wendet 
nun an Stelle yon (45) im Fall b~ < 0 das Integral 

(54) 

und an Stelle yon r im Fall /t ~ 0 das Integral*) 

(55) a,(u, x) du 

an, woselbst ~ die Verbindungslinie der Punkte x und a~ und tK 
eine die n -  1 Punkte a~, a ~ , . . . ,  a~_~ verbindende gebrochene Linie 
bedeuten m~ge. Die Integrale (54)und (55), bei denen x als eln 
endlicher, yon a~ . . .~ a~_~ verschiedener We~th vorausgesetzt wlrd, 
sind ohne jede weitere Einschriinkung convergent. Als untere Grenze 
derselben kann ein beliebiger~ nicht singuliirer Werth gewi~hlt werden.**) 

*) Cfr. ~ 2 der vorstehenden Abh. ,,Ueber eine Classe yon Integralen ~ mit 
geschlo~sener Integrationscurve." 

, .)  Herr C. J o r d a n  verSffen~]Jch~ in dem (bereits auf pag. 501 dieses Bandes 
erwlt~nten) Band IH seines Cours d Analyse (Pans 1887), ~ 192 u. ~.,~ werthvolle 
Entwiekelungen, welche in mancher Beziehung den in dieser AbhK~t~iilt~n~ ~- 
gestellten Untersuehungen parallel laufen, jedoch auf allgeme'me~en; ~ r~ t s~  
setzungen beruhen. Herr (3. J or d an beh~ndelt in~X92 ~in~l~eare~D~r~n~l -  
gleichung ~ter Oidnung yon derjenigen Form, die he'1 ~der~ vera]J~emeinerlmn 
hypergeometrischen Differentialgleichung (Crelle~s ' Joum. ~d. 71 ~ ...., l~ag.~ 886T~ vor-~ 
liegt, und auf die man die Tissot'sche Differentlalglelchu~ng ~ ~kanh (e~fr. 
der obige w 1); er beschrt~nkt aber die Betraeh~ting nieht auf ~t~6n~all, ~o ~ clef: 

Coefficient r der h~Qhste~ Ablei~ung d~Y (in der Bezeichnung des ~ I) eine 
dx~ 

ganze Function ~t ~ Ort~les (wie bei der hype'rgeometrisehea Diiferentialgieiehung~ 
odeI'~eine ganze FunetiCat~(~-~ 1) t~ Grades (wie bei der Tisso~'sehen Difl!erential- 
gleiohung) ist, sondem~ll~ssb~auch niedrigere Grade Aieser/Funetion su. Ist ,p~(~) 
eine ganze Function ( ~ -  ~)~, und ~(x) eine ganze Fauetion (~---1) ~e~ G~ades 
yon x, so wird die in ~ 1 itieses Aufsatzes angegebene Ditferentialgleiehung (~ 
dtireh s ~trans~ende~~ ~anze~nnctiohen yon x~ ~tie w~s~n~tich yon einander ver- 
schieden sind, befriedigt. ~an schrelb~ dieselben ~ls bestimmte Integrale, indem 
man als untere und als obere Integralgrenze ~'~n~te des unendlichen Horizonts, 
bei ~velehem s Abselmitte zu unterseheiden sind, w~hl~ (~ 195 des Ba~d~l! ill). 
Das Ziel de~ obigen At)handlung lag, wie iah ~ereits in der FAnleitung~erwlffmt 
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w 
Zum Schluss sollen die Rechnungen der w167 5 und 6 noch in der 

Weise erg~nz~ werden~ dass man in der x-Ebene ein beliebiges ring- 

~ miges Ft~ichenstiick~ auf~ dem lreine singuliiren Punkte liegen, be- 
~chtet und die zugehSrigen Hauptintegrale der Differentialgleichung 

(2) aufstellt. 
~ Is~ eine homogene lineare Differentialgleichung frei yon logari~- 
mischen Integralen) so gehSren~ wie aus den bekannten Untersuchungen 
~les Herrn L. Fuchs  f'olg~*), zu einer beliebigen geschlossenen Curve 
ste~s ~ particulate Integrale yon der Beschaffenheit, dass sie, wenn x 

~(len Umlauf liings der geschlossenen Curve re|lender hat, entweder 
ihren frltheren Werth wiedererhal~en:oder einen eonstanten Factor 
aufnehmen. Befinde~ sich im Innern der geschlossenen Curve nur ein 
einziger singuliirer Punkt der Differentialgleichung~ so kann man die 
betreffend~en Integrale kurz die Hauptintegrale dieses singul~ren Punk~es 
~ennen. Umschliesst die Curve s~mmtliehe singul~re Punkte, so sind 
~die~zuge~Srigen Integrale die Hauptlntegrale filr das Gebiet der grossen 
~VVerthe yon x. Zwischen diesen beiden Annahmen liegt nun der Fall, 
dass yon der betrachteten Curve~ welche sich selbst nicht schneiden 
J~ge~ mehrere singul~re Punkte der Differen~ialgleichung, jedoch 
~i1~ ~le~ umschlossen werden. Indem man die singul~ren. P.unkte, 
~i~ ~ im Innern der Curve liegen, dtirch eine gebrochene Lmle ver- 
blnde~ und das der letzteren benachbarte Gebiet fortl~sst, verwandel~ 
~an den yon ~der geschiossenen Curve b~grenzten Theil der x-Ebene 
in ein ringfSrmiges Fl~chenstiick~ welehe~keine singul~ren Punkte 
~ehr enth~l~. Die zu der Curve geho~gen I~auptmtegrale stud 
~ann zugleich als die Hauptintegrale dieser rmgf'Srm~gen Flaehe zu 
bezeichnen. 

Tre~en in einem Gebie~e gleichzeitig mehrere eindeutige particulate 
]:ntegrate auf~ resp. mehrere Integrale yon derselben Mehrdeu~igkeit;~ 
s~ stud selbstverst~ndlich die Hauptinfegrale de~ Gleichung dor~ keine 
~5~h~ bes~immten Func~ionen, man erh~lt ~vielmehr eine Gruppe yogi 
~ c u I ~ e n '  in~egralen (multiplicir~ mi~ willktirlichen Constanten), aus 
: ~ B ~  beliebige Iineare Ausdrftcke gebilde~ werden k~nnen. Dies ~ grit 
~ f i i r  ~die ring~Srmigen F~ohens~tc~ke der x-Ebene. 
~ ~'~~ ~ diej~-nigen singul~ren Punk~ der D~fferen~ia]~ ~ms . se l en  ai, a2~..., am 
~ ! ~ h ~ g  (2)~ ~elche sich im Innern einer ~gesohlossenen, sioh~0s~Ibst 

h~be, ha~chl ich  in der Aufs~ellung tier voIls~nd~gen Systeme der H'aul~- 
in~egr~I~d~r Ti'ssot'sohen GMchung ~f~r r ~e~n~el~n Abschnit~e der ~ x:Eben~ 
wo~r ~ier~ dervorgedruckten Arbei~ a b g ~ t ~  ~atz sieh als ~esentlioh er~wies. 

*) w ~ der~ &bhandlung .Zur Theo r~e ~e~ li~aren ~Differen~ial~leiqhung~ 
~it ver~nderliehe~ Ooef~cie~en" in Bd~ 66 d~ r~ /~e he n  Journals. 



nich~ schneidenden Curve ~ befinden (Fig. 3). Das yon der Curve 
umschlossene Fliichenstfick heisse 2'. Die Punkte a~ a~ , . . . ,  am mSgen 
durch eine gebrochene Linie ~I, welche sich selbst nicht schneide~ und 
aus 2' nicht heraustritt, mit einander verbunden werden. Das ring- 

Fig. 8. 
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fSrmige Fl~hens~iick, welches aus T en~steh~, wenn man die ge- 
brochene Linie ~ und ihre n~chste Umgebung fortl~ss~, wird T' ge- 
nannY. Innerhalb T' ziehe man, als Weg der Variable x, yon einem 
beliebigen Punkte xl aus die sich selbs~ nich~ schneidende~ geschlossene 
Linie At welche die Linie ~I umgieb~. 

In (47) wurde ~,r als das particuliire Integral 

f ~ r x) du (u, 
J a k  

definir~, in welchem r  x) die Function ~(14) b~deu~e~.~Da~u~ 
nach der Yoraussetzung die n ~ m -  1 s~g~lllr~n~ Pnnk~e ~,~t~ 
am+s, . . . ,  a~-x ausserhalb tier Curve ~ .liegeS; ~ so effahren die 

- -  m --  2 Integrale 
(56) ~'m.l,m+~, ~,,+~,m+s,..., Cg-~,n~-~, 
deren Integra~ionswege die Curve ~ nich~ s~hneid~eh solIen~ l~ei~/erlel 
~%nderung ~' , wenn die Variable x l~.ngs tier ~ Ctlrve ~ die gebroc!~eno 
Linie ~I umkreisf. Denn die zu integrirende FunoHon ~(u, 'x~ h//~ 
im Endpunk~e der x-Curve den n]imliehea Werth ~ ie  im Ausgang~. 
Eunk~e derselben, und die In~;egra~ionswege werde~ durch den obigen 
Un~tauf nich~ beeinfluss~. ~Diese E~genscln~ komm~ ausserdem ~de~m 
I~egral 

und der in (41) angegebene~ kranscenden~en ganzen Function :Y zu. 



, ~i~ L. P oc~m,~ .  

~Auch in (57) soll der Integrationsweg ausserhalb der Curve ~ bleiben. 
Man erh.~l~ auf diese Weise n -  m yon einander unabh3ingige par- 
~culiir~ Integrale der Tissot'schen Gleiehung, welche auf der ring- 
f'6rmigen Fl~che T' eindeutige stetige Functionen yon x sind. 

Die m ~ 1 Integrale 

(58) . . . ,  

deren Integrationswege aus den Abschnitten der gebrochenen Linie 9~ 
gebfldet werden mSgen, sind mehrdeutige Hauptintegrale fiir die Fl~che 

~2'. Denn die Aenderung, die sic erleiden, wenn x die Curve h im 
}ositiven Sinne durchl~uft, besteht nut in der Aufnahme des Factors 
@a~% welcher in jedem einzelnen Integralelemente zu der Function 

. ~ (u, x) hinzutri~. 
Das n t, Hauptintegral f~ir die Fliiche T' wird durch das bestimmte 

integral 

r  

angegeben, dessen Integrationsweg im Punkte x beginnt und endig~ 
und einen einfachen Umlauf um die gebrochene Linie 9~ beschreibt. 

-~ach  w 1 der vorstehenden Abhandlung ,Ueber eine Classe yon Inte- 
gralen mlt geschlossener Integrationscurve" nimmt das Integral (59) 

anf, wean x die Linie 9~ im positiven Sinne umkreist. Im allgemeinen 
Falle, W~ b t ,b~ , . . ,  und it beliebige Constanten sind, stellt der Aus- 
druck (59) ein Hauptintegral der Fl~che T' yon ether diesem Flgchen- 
stllck eigenthiimlichen Mehrdeutigtrei~ dar;" denn die Aufnahme des 
Factors (60) erfolgt nur bet dem Integral (59) und nur im FaUe eines 
.Umlauts um die Linie ~. 
~ Die obigen Betrachtungen iibertragen sigh, wie hier erw~hnt sein 
~nSge~ fast vollst~indig auf die hypergeometrische Differentialgleichung 
rn~'~ Ordnung mit den n endlichen singuliiren Punkten al, a~,...~ a~, 

~(~re~e'a Journ., Bd. 71, pag. 336). Man hat dann in (13)" und in 
~ 0 ~  .~e~{~mmten Integralen dot w167 5 und 6" die Function r  X) du~rch ~ 

Die Gleichung bes!tzt ~(wie die Tissot'sche) n -  ~n ~kr~ 
-~ iou i~q~egra le ,  �9 welche auf tier rfngfSrm~gen Fl~iche "T' elndeutl{~~" '~ 

und ste~ff bleiben. Dies sind (w~ihrend das Integral I r for tf'~ilt) di~ 
- - . z ~  i zai (56) analogen Ausd~cke 
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und das zu (57) analoge Integral zwisehen den Grenzen an und ~ .  
Ferner  sin~d die mehrdeutigen Hauptintegrale (58) und (59) auch hier 
direct anwendbar,  nachdem die Function (6t)  an die S~elle der Function 
~ ( ~ ,  x) getreten ist. Das Entsprechende gilt auch yon der allge- 
meineren,  in der Anmerkung zu pag. 539 genannten Differential- 
gleichung. Die zur ringfSrmigen Fl~che T '  gehSrigen eindeutigen 
Integrale yon der Form (56) verringern sich zugleich mit der Anzahl 
tier singul~iren Punkte der Gleichung; andererseits treten die s parti- 
cul~ren Integrale hinzu, welche transcendence ganze Functionen yon 

sind *). 

K i e l ,  im Mai 1890. 

*) Als Arbeiten, in denen die Integration linearer Diiferentialgleichungen 
mittelst bestimmter Integrale yon einem ~hnlichen Gesichtspunkte aus, wie in 
dem obigen Aufsatze, resp. wie in meinen frfiheren Publicationen, behandelt 
wird, sind auch die folgenden (in russischer Sprache geschriebenen) Abhand]ungen 
des Herrn P. Nekrassof f  in Moskau zu nennen: 1. ,,Die a]lgemeine Diiferen- 
tiation"; 2. ,,Anwendung der allgemeinen Differentiation auf die Integration tier 
Differentialgleichungen yon der Form ~ (as-~--b~) x*~D* v == 0"; 8. ,,Anwen- 
dung der aUgemeinen Differentiation auf die Reduction vielfacher Integrsle (mil~ 
R~icksicht auf die Integration der L aplaoe'schen Gleiohung)"; 4. ,,Die linearen, 
dutch bestimmte lntegrale 18sbaren Differentialgleichungen". Die Abhandlungen 
sind in dem Math. Journal d~r Math. Gesellschaft der Universit~t Moskau er- 
sohienen, und zwar die 8 ersten in Bd. XIV, 1889, die vierte in Bd. XV, 1890. 
Wie mir der Yerfasser mittheilt, wird derselbe demni~ehst fiber die yon ihm 
daselbst erhaltenen Resultate in den mathematischen ~knnalen ausf~ihrliches Referat 
erstatten. 

d. 27. November 1890. 


