
Sulle equazioni  integrali.  

(Di Gtus~:PPn LAUI/ICELLA, a Catania.) 

O r  son died anni il prof. VOLTERRA nella sua Memoria: Sopra alcut~e 
quistionf d i inversione di infegrali definiti (*) scriveva : << I1 seguire le vicende 
del problema delle inversioni degli integrali definiti potrebbe dar luogo ad 
una pagina istruttiva ed interessante di storia dell'analisi, giacch~ una tale 
ricerca intimamente legata alla integrazione delle equazioni differenziali, agli 
sviluppi in serie e a d  una classe estesa di quistioni fisico-matematiche si 
imposta di frequente all'attenzione dei geometri ~). Da allora il detto pro- 
blema di iaversione ha fatto progressi immensi per opera principalmente 
dello stesso VOLTEHRA e del FREDHOL~I; ed il campo delle applicazioni di 
esso problema alia fisica-matema[ica ed all'analisi ~ ora divenuto cost vasto 
ed importa~tte, the la pagiua di storia di cut parla il VOLTERRA sarebbe oggi 
di grande iuteresse, at fine sopra tutto di coordinare con i risuttati generali, 
ehe' si hatmo sulla teoria delle equazioni integrali, i varii ed interessanti pro 
blemi, che si possono fare dipendere da questa teoria e che furono gi~ trattati 
con criterii disparati. Un brillante capitolo di tale storia dell'analisi ~ stato 
seritto appunto dat prof. VOI~TS~RA uell'Art. I (§§ 1, 2,... 9)della sua citat~t 
Memoria. 

ll compito assai modesto che io qui mi propongo ~ di esporre i pifl 
,lotevoli tra i risultati generali fin ora otteuuti (**) sul problema delle lurer- 
stout degli integrali definiti e sulle sue applicazioni, fermandomi un po' di 
t)ifl sulle appl[cazioni ai problemi di fisica-matematica. La considerazione di 
un importa~lte problema di fisica-matematiea mi darer inoltre occasione di 
proporre lo studio di una nuova equazione integrale. 

I problemi di inversione di integrali definiti, dei quail parleremo, pos- 

(~) Am~ali di Matematica, Serie 2. a, Vol. XXV, 1897. 
(~)  I1 presente articolo fu scritto nell 'Agosto dello scorso anno e fu tetto nel t Congresso 

(di Parma) della Societ& [tal iana pet" il progresso delle scienze. 
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sono cosi enunciarsi: date ad arbitrio m+a. ft+uzioue + (x) del campo reale 

qaalsiasi a b e d  uaa .fm~zio~e G (x,  y) dei punt i  del quadrato, determinato 
dalle rette m = a, x ~ b, y ~ a, y ~--b, trovare u~ta funzione ? (y) del ca,mpo 

a b, tale the si abbia 
03 

j G (x, v) ~ (y) a y - + (x), (1) ,  

oppure : 

oppure : 

oppure : 

x 

? (x) ÷ 1 G (x, y) ~ (y) d y == '# (x,), 
t~ 

(~)v 

b 

t'G (a~, y) ~ (y) d y = ~ (x), 
a 

(L)~, 

b 

v (x) + i e (~' y) ~ (y) d u = + (0~). 
c~ 

(~ )u  

Le equazioni (I)y, (2)v si chiamano equazioni integrali del tipo Volterrct, 
le equazioni (I)F, (2)~, equazio~d integrali del tipo Fredholm. L'H]LBFmT poi 
ehiama equaziord integrali di 1. + specie le (l)v, (I)F, equazioni integrali di 
2." specie le (2)v, (2)~,. Alia G (x, y) ~ stata data dal prof. PINCHERLE la de- 
rmminazione di f+enzione caratteristica, dall'Hn, uEHT la denominazione di Kern 
(per~w). In cib che segue noi adotteremo quella del PINCHERTm. 

ABEL hello studio di un certo problema meccanico, che comprende come 
easo particolare quello del tautocronismo, si imbatt~ in una equazione inte- 
grale, che si pub ottenere dalla (l)v, ponendo: 

(~, y) = (x - y)-" (0 < ,~ < 0. 

Questa equazione, come 5 noto, fu risoluta dallo stesso ABEL e poi, con 
metodi diversi, da altri autori, che ne fecero le pift svariate ed eleganti ap- 
plicazioui. 

Per circa 60 anni la formola di risoluzione di ABEL costitui l'unico esempio 
di inversione di integrali deiiuiti con limiti variabili. Nel 1884, il SONI~:E (*) 

(*) Sur la gdndralisation d'une form+de d'Abel (Acta math., 4, i88~). 
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generalizzb il risultato di ABEL al caso in cui nella equazione (l)y si abbia : 

e (~,  ~)  = ( x  - -  V)-" F (~--  V) (0 < . ,  < 1) 

con F(t)  funzioue sviluppabile in serie di MACLAUmN. Questa generalizza- 
zio~m (( segnb u~l veto e l)coprio passo llella quistione delt'inversione ~. 

Pure nel 188!~ il prof. VOLTERm~ (*) dette t,n metodo per risolvere l'e- 
quazione (1)~. Tale metodo, iadipendente dalla natura della funzione +(x), 
consiste nel rieondurre la risoluziorle della (1)F alla ricerca di una funzione 
), (z, ~) tale che l'b~tegrale 

j ~ (y, :~). (~ (x, y) d Y 

risulti iudipe~ldente (|a ~. 
tl prof. LEVI-C:V:TA verso la fine del 1895 negti Atti della R. Acc. delle 

So. di Torino (**) dette un metodo, ehe pub con(hu'J'e all'inversione deo'li in- 
tegrali (l)v, (i)F, quando ]a ftmzione G (x, y) soddisfa ad utl'equaziorm alle 
derivate l)~l'ziali a variabil[ separate. 

Tale metodo Egli applicb allo studio delie equazioni (l)y, (I)F nel caso di 

G (x,  v )  = f ( x  - y). 

Le cose stava~m a questo pm~to, quando nel Gennaio del 1896 il pro- 
fessol'e VOLTERRA (***) puBblicb la Sua formola generale di risoluzioue del- 
l 'equazione (l)v, estel~dendola al caso in cui la G (x, y) per x == y diviene 
iaiitfita di ordiue inferiore ad 1. In due successive Note dei Rendiconti dei 
Lincei (****) Egli dette la formola get~erale di risoluzione dell'equazione (2)v, 
dimostrb ehe ta risoiuzioae deli 'equazione (l)v si  pub ill generale ricoudurre 
a quella della (2)~, ed estese i Suoi risultati ai sistemi di equazioni dei due 
tipi (1)v, (2)v ed al caso di eampi a pifi dimensioni. 

[ risultati generali del VOLTERR~ sull'equazione (l)v dhnno come caso 
eccezionale quelh)in cui il limite inferiore della fm~zione G (x, x) nel campo 

(~) Sopra m~problema di elett,rostaticee (Acc. dei Lincei, Transuati ,  Serie 3. a, Vol. VIii). 
(~) Sutl'iuversione degli iutegrali definiti nel campo reale (Atti della R. Acc. delle Sc. 

di Torino; Vok XXXI, 1895-i)6). 
( ~ )  S~dl'inversio~te degli integrali definiti (ibid.). 

(~ '~)  Serie 5. a, Vol. V; i896. 
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~~;b g 1o zero; ed il VOLTERRA stesso ill due Note, pubblicate negli Atti della 
R. Acc. delle Sc. di Torino net mesi di Matzo e(1 Aprile dello stesso anno, 
esamiab questo easo discutendolo in tutti i suoi dettagli. 

Riassumo qtti i risultati del VOLTERRA .~ulle equazioni (1)v, (2)v con le 
Sue medesime parole (*). 

,< [l metodo che ho seguito ~ fotldato sopra tre principii fondameatali .  
[ ' R [ N ( ; I P I O  DI ( : O N V E t l G E N Z A .  S e  S o ( x ,  y ) ,  a ~ x ~ y ,  a ~ y % b ~ u n a  fu~- 

zio~e fi~ita integrabile e a par t i te  da essa si calcola~o successiva'me~#e le : 

Y 

z,  (~, y) = j's..~ (,x, ~) s~_, (~, y) d i ,  
de' 

S, sari~, indipen.detde da j e la serie 
oo 

s,, (x, y) =: - -  ~ ,  S, (x, y), 

sarie uni]brmemeMe eonverge~le e rappresenter4 una fuJ~zione iutegrabile. 
[)t¢[S(',tPlO I)] ~O'~(.',ll]~O ~I1A. Se si opera sulla so (x, y) come si b oper(do 

s~dle. So (x, y), eio~ se si forma : 

Y 

~J 

si ritrova, la fm~zio~~e primitiva,  vale a dire si lt~, : 

oo 
So (~, y) = - y . ,  s~ (x, y ) ,  

0 

e le due funzioni So (x, y) e so (x, y) sono legate dalla relazione: 

Y Y 

So(x,  y) + So (X, y) = ~ = ,) S~, (~, y) d " 

t>ttIN(.:iP[O DELLA INVEI/SIONE. L'equazio~e fnnzio~ale:  

Y 

f (Y) = ~ (Y) - i ~ ('~) s,, (x, ~) d x. 

(O Memoria ci tata degli Annali di Matematica. 
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si inverte in  u n a  maniera  unica  mediante la formola : 

Y 

(y) = f (y) --.t 'f  (x) so (~, y) d x. 

Questi tre principii sono estensibili al caso di un sistema di funzioni,... 
Una ulteriore estensione pub poi ottenersi considerando, invece che una 

funzione o un sistema di funzioni di una coppia di variabili, una funzione 
o uu sistema di funzioni d i m  coppie di var iabi l i : . . .  

Con questi priucipii si riconduce la risoluzione dei varii problemi di 
inversione, qualunque sia il numero delle funzioni incognite e qualunque 
sia ii numero delle variabili da cui esse dipendono ad operazioni successive 
di quadratura. 

Nel caso pifl semplice che possa presentarsi si ottiene il teorema: 
Se si ha la equazione funzionale  : 

Y 

y) d f ( y )  - -  f (~)  (x, 
c$ 

in  cui f (y) e f '  (y) si mantengono finite e continue per  y compreso f ra  :¢ e 
~ H  

:¢ ~- A e H (X, y) e ~ ------ H~ (x, y) sono pure  finite per y ~ x ~ :¢, :¢-~ A ~ y ~ :¢, 

e quest 'ul t ima ~ integrabile, mentre ~ maggiore eli zero il limite inferiore dei 
valori assoluti di h (y) ~ H (y, y), esister~ u n a  ed una  sola funzione f i n i ta  e 
continua ? c h e  soddis fa  l'equazione funzionale per y compreso f ra  ~ e ~ -~- A, 
la quale sarh data da : 

y 

f f '  (y) 1 f ,  (Y) - -  h (y) h (y) (x) ~o S, (x, y) d x. 
fg 

in  cui :  
x 

y)di Si (x, y) (x, " S 
y 

= - h ( x )  

Nel caso particolare in cui H ( x ,  y) assume 
questo teorema si specializza. . .  

A n n a l i  dl  Matematica,  Serie III, Tomo XV. 

la forma F [)~ (x) --- ), (y)] 

4 
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I1 caso in cui H (x, y) diviene infinito per x ~ y, in modo che.si possa 

G(x,  y) con G (x, y) finita e ;~<:t ,  e che comprende  in s6 porre H ( x ,  y) - -  (x__y)~ 

evidentemente  il caso di SO~INE e quiadi  quello di ABEL, Si pub r icondurre,  
con uno  speciale artifizio all 'analisi precedente,  ed in fal modo si ott iene il 
teorema : 

Se si ha l'equazione funzionale : 

Y 
• G (oc, y )  

f ( y l - - f ( ~ ) = . j ? ( x )  ( y _ x ) ~ d x ,  (X <:  1), 

in cui f (y) e f '  (y) si manlengono finite e continue per y compreso fra  ~ e 
~G 

- ~ - A ( A : > 0 ) ;  e G ( x , y )  e ~y  - -  G~ (x, y) sono pure finite e continue per 

tutti i valori di x , :y ,  compresi entro i limiti ~ e :¢-~-A, mentre ~ maggiore 
di zero il limite inferiore dei valori assoluti di g (y) ---- G (y, y) per y eompreso 

neUo stesso intervaUo, esister~ una ed una sola funzione finita e continua 
che soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra :¢ e ~. ~ A ,  la quale 
sar~ data da : 

_ _  sen ). = 1 [" ,,o (~) f '  (x) ~,. T,. (x, z) d x, (.~) 7~ J g 

in cui : 

So (y ,  z)  - -  
s e l l  ), 

7~ 
g (~) ~ G2 (y, ~:) z - y 

Y 

1 

To (a¢, z) - -  (z - -  x)  ~-~ 

0~ 

T, (a~, z)---- ( 8 o  (':, z)T;_~ (x, ~ ) d  ~. 

Questa proposizione, allorch6 G (x, y) ha la forma 
c i a l i zza . . .  

F ina lmente  se H(x ,  y) si annul la  per x = y, il problema dell ' inversione 
pub in ta luni  casi riescire determinato,  in altri no, e la discriminazione di 
essi pub r icondursi  ad operazioni algebriche. I[ teorema fondamentale  che 
si ha a questo proposito 5 il seguente.  

F (x - -  y), si spe- 
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Abbiasi  la equazione funzionale : 

in  cui : 

Y 

f (y) -~ f ~ (x) H (x, y) d x ,  
0 

f (y) =-Y"+~ f~ (*d) 

y ) =  , y + 

a > > o, (25) 

y"+~-' L, (x, y), 

essendo te a, quantitdb costanti. 
Se f~ (y) e L,  (x, y) e le loro derivate rapporto ad y sono finite e continue 

per  x compreso f ra  0 e y e y eompreso f ra  0 ed a, mentre in  questo inter. 
vallo h ( y ) =  H (y, y) non si annul la  che per  y--~ O, esisterdt u n a  ed u n a  sola 
funzione f inita e continua che soddis fa  Ia (25) quando tutte le radiei deil'e- 
quazione algebriea di grado n:  

a o a l  a n  ~ O !t 
) , - - n - -  1 

essendo finite e differenti f ra  loro, avranno le part i  reali positive. Invece, se 
le radici  della equazione precedente saranno finite e diverse f ra  loro, ma  u n a  
o pii~ di esse avranno la parte  reale negativa, allora il problema di dedurre 
(p (x) dalla (25) sar~ indeterminato. 

L'effettiva risoluzione dell'equazione funzionale (25) quando le condizioni 
stabilite dal precedente teorema affinch~ il problema sia determinato, sono 
soddisfatte pub eseguirsi riconducendo la quistione ad un'altra analoga per 
la quale sia verificata la condizione H(y ,  y )~  O. ~, 

Osserveremo, ancora col VOLTERRA, che (( la quistione di riconoscere se 
le parti rea|i di un'equazione algebrica a coefficienti reali hanno tutte lo 
stesso segno ~ stata trattata e risoluta in maniera completa ed elegante dal 
prof. HuI(WITZ (*). Applicando il criterio di Hul~wITz si pub giudicare a prior i  
c h e l a  quistione d'inversione ~ determinata, eseguendo solo operazioni ra- 
zionali nei coeflicienti ao, a~,..., a,,. ~ 

Nella medesima Memoria degli Anna l i  di Matematica it prof. VOLTERRA 

(~) Ueber die Bedingungen, u~ter welchen eine Gleichung ~ur Wurzeln mit negativen reellen 

Theilen besitz von A. HURWlTZ (Math. Annalen; Bd. 46, S; 273). 
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estende il Suo metodo alla risoluzione di equazioni integrali con ambedue 
i limiti variabili,  ed appliea i Suoi risultati generali ad aleuni easi nei 
quali le operazioni di quadratura, ehe eompariseono nelle formole di ri- 
soluzione, si eseguiseono con faeilit&. Noi qui tralaseeremo l'esposizione, 
anehe riassuntiva, di tall nuovi importanti risultati del VOLTr:I~RA, e passe- 
remo a dare un eenno di alcune tra le pif~ interessanti quistioni analitiehe, 
ehe si possono rieondurre alla risoluzione di equazioni integrali del tipo 
VOLTEtlRA. 

I1 prof. DrN~ (*) guidato dal concerto che mosse il BELTtlAMI nell'esten- 
dere te ricerche dello SCHL6MILC~ sugli sviluppi in serie di funzioni di BES- 
SEL (**), (( dopo aver ottenuto sotto una forma generale lo sviluppo in serie di 
funzioni reali passa ad integrare termine a termine le dette serie, dopo averle 
moltiplicate per una funzione arbitraria. Ottiene in tal modo nuovi sviluppi. 
Se quello primitivo 

f (x) --~ Z A,, S .  (x), 
-0- 

i eui coefficienti A° possono determinarsi dipendentemente dalla f(w), e se 
(x, ~) ~ la funzione mottiplieatriee, si ottiene in tal modo lo sviluppo in 

serie della funzione : 

6 

il quale sara della forma: 

avendo posto : 

Oo 

A,, K. (12) 

(i) (x) + (x, d x. 
C 

Se si potr/t ricavare la f(x), quando sia scelta la F(~), avremo it modo 
di calcolare i coefiicienti dello sviluppo in serie (12) mediante la funzione 
da svilupparsi F(~). 

(*) Annali de~le Universit~ Toscane. 
(~)  Cfr. cit. Memoria det VOLTE13.RA negli Ann~li di Mat., pag. 146. 
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La possibilifft dunque della inversione di una equazione funzionale della 
forina (l l) reade in generale possibile il passaggio da certi sviluppi i cui 
coefficieuti sanuo ricavarsi dalla funzione da svolgersi in serie, a nuovi svi- 
luppi i cui coefficienti godono della stessa propriefft. 

I1 LE Roux nella sua Memoria: Sur les intdgrales des equations lindai- 
res . . .  (*) si propone la seguente quistione: dato un integrale (della specie 
che Egli chiama principale) z (x, y, :~) dell'equazione 

dipendente da una costante arbitraria % determinare una funzione f(~¢) in 
modo che l'iutegrale 

( f  (~) z (x, y, ~) d ~, 
xo 

ehe allora soddisfa alla medesima equazione (A), per y ~ y0 si riduca ad 
una funzione data ~ (x). I1 LE Roux, dopo di aver osservato che la quisti0ne 
proposta equivale, come ~ evidente, alla risoluzione dell'equazione (l)v, di- 
mostra c h e l a  risoluzione di questa equazione integrale si pus fare dipen- 
dere dalla risoluzione dell'equazione (2)y, supposto che il limite inferiore di 
G (x, x) sia diverso da zero; e poi passa alla risoluzione dell'equazione (2)v 
col metodo delle approssimazioni successive. In tal modo Egli dimostra l'e- 
sistenza d i u n a  soluzione dell'equazione integrale (2)v per i x -  Xo I minore 
d i u n a  determinata costante. 

La Memoria di LE ROUX precede di alcuni mesi la pubblicazione dei ri- 
sultati del VOLTERRA. il quale non conosceva a l lo ra  tale Memoria. 

I risultati del LE Roux, considerati come anteriori a quelli del ¥OLTmmA 
segnano un notevole progresso nel problema generale della risoluzione detle 
equazioni (1)v, (~)v; perb sono i risultati generali del VOLTER~A che comple- 
tano esaurientemente lo studio di tale problema. Infatti il LE Roux si ~ li- 
mitato a considerare solo il caso in cui il limite inferiore di G(x, x) ~ di- 
verso da zero, ed ha trovato the i Suoi risuitati valgono solo per I x - - x 0  I 
inferiore ad un certo limite. Quest 'ultima limitazione dipende dal fatto che 
il L~ Roux paragona la serie, che risolve l 'equazione integrale (2)v, ad una 

(~) Annales de l'J~COle Normale Supdrieure, S. 3. a, T. XII, 1895. 
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serie geometrica; mentre il VOLTERRA riesce a dimostrare the la Sua serie 
converge come una serie esponenziale. 

Per ultimo indicher6 brevemente col BATEMAN (*), come l'integrazione 
dell 'equazione differenziale lineare generale di ordine n 

d" d "-~ y 
P~ (Y) - d z'~ + C, (x) ~ : ~  + . . .  ÷- C,, (~) y = 0, (B) 

si pub ricondurre alla risoluzione di u'n'equazione del tipo (2)v. 
Se si moltiplicano ambo i membri della (B) per x" (r < n), e si integra 

lungo il cammino che va da ~ ad x, si trova: 

x 

¢t 

(c) 

dove p~ ( u ) =  0 ~ l'equazione aggiunta della (B), e dove 

d 
d x  
- -  { R~ (y ,  u) I --~ u P~ (y)  - -  y p~ (u).  

Facendo nella (C) r = 0, 1, 2,..., J t - -  l e d  eliminando dalle n equazioni, 
d '~ d y  

che cosi si ottengono, le ~ x  y- . . . . .  ~-~, risulta la particolare equazione in- 

tegrale del tipo (2)v: 
X 1 [" x)"-' 

Q , , _ ~ ( x ) - - ~ y ( x ) - k ( n _ l ) !  ~ p~l(t-+ l y ( t ) d t ,  
ot  

con Q,,_, (x) polinomio di grado n - - 1 .  
Passando ora alla considerazione delle equazioni del tipo FRnDHOLM, 

rammenter6 dapprima ii metodo del VOLTERnA per la risoluzione dell'equa- 
zione (1)F, precedentemente menzionato, il quale stabilisce, in certo qual 
modo, un legame tra le equazioni (i)v, (1)F, e pub condurre in certi casi 
alla risoluzione dell'equazione ([)F; e ramnmnterb ancora lo studio sulla 
equazione (1)F del prof. LEvI-CIV~TA, del quale pure facemmo menzione. 

(~) The theory of integral equations (Proceedings of the London Mathematical Society ; 
S. ~.a, V01. 42, Par. 2.a). ' 
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I1 FREDHOLM in una brevissima Nbta del Gennaio 1900 (*) risolve l'e- 
quazione integrale del tipo (2)F in modo veramente semplice e sorprendente. 
Per potere seguire il FREDHOLM helle sue splendide ricerche, importa notare 
anzitutto che il problema di Neum~ann quale fu enunciato dal PolNcA~fi nella 
Sua celebre Memoria degli Acta mathematica (t. ~0), si pub considerare come 
un problema di inversione di integrali definiti del t ipo: 

b 

(x) + G v) ¢ (y) d v = + (x), (D) 

con ), parametro arbitrario. I1 FREDHOLM nella Sua Nora rammenta che il 
doppio strato, il quale risolve il problema di NEUMANN, c o m e  dimostrb il 
POI~CAR~, ~ una funzione meromorfa di k; per conseguenza la densit~t di 
esso doppio strato deve anch'essa essere una funzione meromorfa di ),, e 
deve quindi potersi esprimere mediante il quoziente di due funzioni olomorfe 
di ~. Ci5 premesso, Egli scrive le funzioni olomorfe di X, che sono rispetti- 
vamente numeratore e denominatore della iYazione, che rappresenta la so- 
luzione dell 'equazione integrMe generale (D). 

Nel metodo di FREDHOLM l'equazione (D) ~ considerata come timite di 
un sistema di equazioni l ineari :  

n 

% + X ~ K,, ~, --~ +~ (**), ( t=  1, 2,..., n). (D)' 
] 

Difatti il numeratore  ed il denominatore della formola di risoluzione del 
FREDHOLM SOl:lO espressi per mezzo di due serie, che si possono ottenere 
dalla formola generale di risoluzione del sistema (D)' con passaggio al 
limite. 

I1 FREDHOLM, scritte queste due serie, ne dimostra la convergenza uni- 
forme in tutto it piano della variabile complessa ;~ con l'aiuto di un impor- 
tante teorema di HADAMARD SUl limite superiore del modulo di un determi- 
nante;  e poi verifica c h e l a  frazione scritta soddisfa effettivamente all'equa- 

(~) Sur une nouvelle mdthode pour la rdsolution du probl~me de Dirichlet (Oefversigt ot 
Kongl. Vetenskaps-Akademiens F~irhandlingar 1900; N. ° 1; Stockholm). 

(*~) II prof. VOLTE~nA, nei suoi citati lavori del 1896, considera pure l'equazione inte- 
grale (1)v come limite di all- sistema di equazioni lineari, al fine di giustificare, in certo 
modo, la singolarit~ che presenta la (1)r, quando il limite inferiore di G(x. x) ~ lo zero. 
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zione (D) per tutti i valori di )., per i quali il denominatore, che Egli chiama 
determinarde dell 'equazione (D), 6 diverso da zero. 

Dimostra in seguito che per i valori di ;(, per i quali il determinante 
dell'equazione (D) si annulla, l 'equazione integrale omogenea: 

b 

(x) + ), t'G (x, y) ? (y) d y = 0 
o~ 

(E) 

ammette sempre qualche soluzione ? (x) non  identicamente nulla. 
Cib premesso, prova che nel caso del problema interno di Diriehlet la 

corrispondente equazione integrale omogenea (E) non ammette soluzione 
alcuna diversa da zero, e ne conclude quindi che l'equazione (D) nel caso 
del problema interno di Dirichlet ammette una soluzione. 

I1 noto metodo di NEUMANN, applicato dal PoiNcalal} alla risoluzione del 
problema di NEUMANN, d'h la risoluzione dell'equazione (D) per i valori di 
di modulo inferiore al modulo del valore di ;~, pifi vicino atlo zero, the an- 
nulla il corrispondente determinante. I1 KI~LLOGG (*) dimostra la coincidenza 
della serie che dh il metodo di NEUMANN nella risoluzione dell'equazione 
integrale (D), con quella data da FREDI~OI,M. 

Nel 1903 il FIIEDnOLM in una bellissima Memoria degli Acta mathematica 
(t. ~7) riprende lo studio dell'equazione (D) nella forma (2)F. Introdotto il 
sotito determinante De; nell'ipotesi di ?. =--1 e introdotte alcune serie, ana- 
loghe al determinante Do, the chiama minori (dei varii ordini)del  determi- 
nante, Egli stabilisce alcune relazioni fondamentali tra questi minori ed il 
determinante, suggerite dagli sviluppi della Sua prima Nora. 

Allora, interpretando il primo membro dell'equazione (2)F come una ope- 
razione Sa eseguita sulla funzione ? (x), deduce dalle dette relazioni, con 
tutta semplicit~, i seguenti risultati generali:  

12 se il determ#tante deU'equazione (2)F ~ diverso da zero, questa equa- 
zione ammette una soluzione ed una solamente, che si ottiene eseguendo sulla 
funzione data ~ (x) urea determinante operaziorte, analoga alla Sa ; 

2. ° la condizione necessaria e suffieiente affinch~ esista una soluzione 

l 
(~) Zur Theorie der Integralgleichung A (s, t ) -  A (s, t ) = t t ~ A  (s, r) 

o 
Nachrichten, 190~,). 

A (r, t) d r (GSttinger 



L a u r i c e l l a  : Sulle equazioni integrali. 33 

non identicamente null.a dell'equazione omogenea : 

¢ = 0, (E) '  

che sia De, -~ 0; s e n  ~ l'ordine del primo minore di Dc~, che sia diver~o da 
zero, l'equazione omogenea (E)' ammette n soluzioni ~ ,  (?~,..., %, linearmente 
indipendenli ed n solamente. 

Premessi questi risultati, torna ad occuparsi della risoluzione dell'equa- 
zione (2)F nel caso di DG ~ 0 .  In tale ricerca /~ condotto a c0nsiderare l'e- 
quazione integrale omogenea (coniugata) 

¢ = 0, (E)" 

che si ottieue dalla (E)' scambiando nella funzione caratteristica G (x, y) la x 
ton la y, e trova: 

3. ° l'equazione (E)" ammette anche essa n soluzioni ~ ,  ~ , . . . ,  ~,, non 
identicamente nulle, linearmente indipendenti ed n solamente; 

~.o condizione necessar iae  su~ciente alfinch~ l' equazione (2)F ammetta 

una  soluzione ~ c h e l a  data funzione ~ (x) soddisfi allv n condizioni : 

b 

f'~; (x). ,~ (x) d x = 0, (i = 1,2, . . . ,  n). (F) 

Nella stessa Memoria il FREDHOLM riconduce, con artiiizio altrettanto 
semplice ed elegante, il caso di un sistema di equazioni del tipo (2)F at caso 
di una sola equazione dello stesso tipo; ed in fine estende i Suoi risultati 
al caso, assai frequente helle applicazioni, in cui la funzione caratteristica 
diviene iniinita di ordine inferiore al primo per x = y .  L'analisi relativa a 
questa estensione Egli compteta nel solo caso in cui il determinante delt'e- 
quazione integrate ~ diverso da zero. 

I1 PLEMELJ (*), guidato dai risultati di FREDHOLM, riprende 1o studio 
dell 'equazione (D). Precisamente Egli eonsidera l 'equazione, che chiame- 
remo (D)I, analoga alia (D), la quale lega la funzione caratteristica G (x, y) 
con la funzione caratteristica della formola di risoluzione della (D). Deduce 
dapprima la soluzione di tale equazione col metodo di NEUMANN, ed ese- 

(*) Zur theorie der Eredholmschen Funktionalgleichung (Monatshefte ftir Mathematik und 
Physik; XV, Jahrg.). 

Annali di Matematica, Serie lI], Tomo XV. 5 
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guisee poi il prohmgamento analitieo di questa soluz~one. I nuovi risultati, 
ehe in questo modo ottiene, si possono eosi riassumere: se il valore ;~ = ;to 

radice di ordine p dell'equazion~ D~G ~ 0 ed n ~ l'ordine del pr imo minore 
di D ~  che non sia identieamente hullo, la funzione earatteristiea della for- 
mola, ehe risolve l'equazione (D), eioO la soluzione dell'equazione (D)~, avr& 
la [orma : 

(~) *,' (Y) ~'-(~) ~ (Y) ~" (~) ~o (Y) r(~,  [i~ +.  --p] 
~i~-- ~o) ~ ~ (~-- Xo)~ ÷ ' " +  (~-- ~o)', ÷ y), +i,~ ..+i,~ 

core F ( x ,  y) funzione finita per X~;~o,  e dove le soluzioni ~ ,  9~,..., ?. del- 
l 'equazione omogenea (E)' e le soluzioni ~.~, ~ , . . . ,  ~. dell'equazione omogenea 
coniugata (E)" sono determinate in modo che, come pub sempre farsi ,  soddi- 
sfa, cciano alla proprietg (detta di ortogonalit&) : 

b 

l % . ( x ) @ ( x ) d m = l  1 per r-~s,, 
0 )~ r =~=: 8. 

Estende poi, con tutta faeilit'~, i Suoi risultati al easo in eui la funzione 
earatteristiea diviene intinita, diseutendo in partieolare anehe il easo in eui 
il determinante D~o si annulla. 

Come si vede, i nuovi risultati del PLEMELa sono un notevole eomple- 
mento di quetli del FREDHOLM. 

1l eontributo portato da HILBEaT e dai Suoi seoIari allo studio dell'e- 
quazione integrale (D), prineipalmente per le splendide applieazioni alt'ana- 
lisi, ~ tatmente vasto ed importante, da meritare una lunga e dettagliata 
esposizione. Per6 io debbo qui restringere molto i limiti di tale esposizione 
i~er non dare troppo hmghe proporzioni alla presente eomunieazione e per 
non traseurare d'altra parte aleune quistioni delle quali vogtio parlare. 

Nella Sua prima eomunieazione dei Nachriehten di Gottinga (1904~) I'HIL- 
BE~T, guidato dai eriterii ehe eondussero il FREDHOLM alla risoluzione del- 
l 'equazione (D), parte dal problema della trasformazione ortogonate di una 
forma quadratiea d i n  variabili in una somma di quadrati, e, col passaggio 
al limite, arriva al seguente teorema fondamentale:  siano x (s), y (s)  due 
funz ioni  arbilrarie tali che i due integrali  : 

b b 

a 
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si mantengono inferiori ad una quantit~ positiva, che si pub fissare, v sia 
G (s, t) una Cunzione simmetrica d i s  e di t ; allora si ha : 

b b b b 

f f 1 I'%(s) x ( s ) d s  j (s) ds ,  e (~, t) ~ (~) u (t) d 8 d t = Z° ~ .. "¢. (~'1 U 
t¢ ~b ~ a 

dove le ~. sono i valori di ). ehe annullano il determinante Dza, le ?. sono le 
soluzioni deIl' equazione : 

b 

o = ~. (s) ÷ ~ . f G  (s, t) ~,, (t) d t 

determinate con la condizione : 

b 

f {  % (s) I ~ d s 
¢$ 

--~1, 

e dove ancora la serie del secondo membro ~ assolutamente eonvergente. 
Da questo teorema deduce importanti criterii di sviluppibilifft di una 

funzione in serie di funzioni ~., tra i quali citer6 il seguente:  
Se G (s, t) ~ un allgemeiner Kern, ossia tale che, data una quantita po- 

sitiva arbitrariamente piccola ~ ed una qualsiasi funzione continua g (s), esista 
sempre una  funzione continua h (s) tale che si abbia : 

b b 

fi J I" g ( 8 ) - -  "G(8, O h ( O a t  d s < ~  

e se f (s) ~ una funzione che si pub mettere sotto la forma:  

b 

f e  (t) d t f (8) = (s, t) k 
¢$ 

con k (t) [unzione continua, allora si avr~ : 

f (s) = e~ % (s) + ~ ?~ (8) + 

b 

c, ----f f (s) ~, (s) d s ,  
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e la serie al secondo membro sarie convergente assolutameute e urdforme- 

mente. 

In questa medesima comunieazione considera, in modo estremamente 
elegante, il caso in eui la funzione earatteristica G (s, t) per x = y  diviene 
inIinita di ordine inferiore ad '/~. 

Nella seeonda comunicazione introduce l 'espressione differenziale: 

d ~ t- q u  
L (u) ---- d x 

e la flmzione di GREEN relativa all 'equazione L ( u ) =  0 con daft eondizioni 
ai limiti a, b del eampo di variabilitY; e stabilisce i seguenti risultati: se la 

funzione di GREEN relativa all' equazione L (u) ~-- 0 viene considerata come fun- 

zione caratteristica deU'equazione (1)F e la funzione ~ (x) ~ finita e continua 

e derivabile due volte, esister4 u~a soluzione di questa equazio~e ed una so- 

lametde, ehe sarg data dalla formola : 

(x) --  L (+ (x)) ; 

se la medesima fuuzione di GREEN vieue considerata co,me [uuzioue earatteri- 

stica dell'equazione integrale (D), la funzione earatteristiea della formola di 

risoluzioue di questa equazione ~ uguale alla funzione di GREEN relativa al- 

l' equazione : 

L (u) - -  k u -~ O. 

In seguito osserva the le funzioni ?,,, introdotte nella comunicazione 
precedente, rappresentano qui le soluzioni delle equazioni: 

e quindi, applicando i Suoi teoremi sugl[ svilupp[ in serie ed estendendo 
ancora i Suoi risultati sull'espressione L (u) al easo delle due dimensioni, 
ottiene come casi particolari i noti sviluppi di m~a funzione arbitraria in 
serie di funzioni trigonometriehe, di BESSEL, sferiche, di LA~t~, quelli in serie 
di funzioni armoniche di POX~CAR~, etc. 

Nella terza eomunieazione applica la teoria delle equazioni integrali alla 
risoluzione del problema di R1EMA~N, limitandosi alla trattazione del pro- 
blema di determinare una funzione di variabile complessa in un'area piana, 
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con la eondizione ehe al eontorno la parte reale u e la parte immaginaria v 
soddisfaeeiano alla eondizione lineare: 

a (s). u (s) + b (s). v (s) -~- c (s) -~ O, 

essendo a (s), b (s), c (s) date funzioni, sottoposte a eerte restrizioni. 
Prima di parlare, per quanto assai brevemente, delte due ultime e re- 

centi comunicazioni di HILBERT (*), ~ opportuno che io qui faccia menzione 
di un interessante lavoro di ERHAnO SCnMmT (**), il quale si riconnette con 
i risultati delle due prime comunicazion} di HILBERT. 

LO SCHMIDT servendosi di disuguaglianze analoghe a quelle ben note di 
SCHWARZ, ritrova i risultati di HILBEaT sugli sviluppi in serie, togliendo in 
particQlare la condizione e h e l a  funzione G (s, t) sia un allgemeiner Kern, e 
dlt, per il caso di G (s, t) funzione simmetrica la seguente elegante formola 
di risoluzione dell 'equazione (D): 

b 

(t) (t) d t. 
g6 

In seguito estende aleuni dei Suoi risultati al easo di G (s, t) funzione 
non simmetriea, irttrodueendo le due funzioni earatteristiehe date dagli in- 
tegrali : 

b b 

t ) = ~ G ( s ,  r) G(t, r) dr ,  G_(s, t)~-JG(r,-- s) G(r, t) d r  
(7o 

e sostituendo alle funzioni ~?~ di HtLBERT una serie di eoppie di funzioni 
%, '~n tall ehe 

b b 

f %, (s) = ~. G (s, t) ~,~ (t) d t, ,~. (s) ~- )~,~ I G (t, s) ~. (t) dt.  

Tornando ora ai lavori di HILBERT, diremo brevemente ehe nella quarta 
eomunieazioae f a u n a  trattazione sistematiea delle forme quadratiehe con 
intinite variabili; e ehe nella quinta eomunicazione Egli appliea, gli ottenuti 

(~) Nachrichten di Gottinga, 1905. 
(~*) Zur theorie der linearen und nichtUnearen Integralgleichungen, 1 Theil (Math. Annalen, 

Bd. LXIII). 
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risultati su queste forme, alla teoria dell'equazione integrale (D). Precisamente 
ritrova con rapidit~ ed eleganza i risultati di FREDHOLM, quelli Suoi e quelli 
di SCHmDT. [noltre deduce i Suoi risultati sulle equazioni differenziali del 
2. ° ordine, precedentemente menzionati, che estende aucora ai sistemi di 
equazioni, mediante l'iutroduzione di una certa equazione integrale del tipo (D), 
che chiama equazione integraIe polare. 

I risultati di HILBERT e di SCHM~DT, che abbiamo rapidamente passato 
in rivista, ed altri importanti ancora dovuti all'applicazione all'analisi della 
teoria delllequazioue (D), come ad esempio quelli di MAx MASON (*)sulle 
equazioni del tipo ellittico, di FUBIN~ sulle funzioni automorfe (**), ecc., mo- 
strano qual valido strumento analitico sia la teoria creata da FRE))HOLM 
sull'equazione (2)F. 

Ma ben altri e, se p.ossibile, pifi meravigliosi frutti ha dati la teoria di 
FREDHOLM nel campo delle applica~ioni alla fisica matematica. 

L'artificio tanto sempJice, ideato da FRSDHOLM per risolvere il problema 
interno di DIRICHhET, Si applica quasi tal quale alia maggior parte dei pro- 
blemi al contorno, come ad esempio, quello dell'equilibrio dei solidi elastici, 
quello dell'equazione doppia di LAPLACe, quello delle temperature stazio- 
narie, ecc. Esso si pub riassumere helle seguenti tre operazioni : I. ° costruire 
una opportuna equazione integrale (2)F, od un opportuno sistema di equa- 
zioni integrali della specie (2)F; 2. ° dedurre sistematicamente la funzione ca- 
ratteristica dell'equazione integrale costruita, da soluzioni particolari del 

problema al contorno che si studia, simili all'integrale 1 dell'equazione di 
r 

LAPLACE hello spazio ordinario; 3. ° dimostrare che l'equazione integrale omo- 
genea, corrispondente all'equazione integrale da risolvere, o la sua coniu- 
gala non ammettono soluzione alcuna diversa da zero. 

Eseguite le dette operazioni, gli enunciati teoremi di FREDHOLM sull'e- 
quazione (~)~. ci assicurano dell'esistenza della soluzione dell'equazione in- 
tegrale (o del sistema) che si considera; ed allora il doppio strato, o il doppio 
strato geueralizzato, il quaie abbia per densit~ questa soluzione, risolve com- 
pletamente il proposto problema al contorno. 

Ma pub darsi che l'equazione integrale omogenea, corrispondente all'e- 
quazione integrale che si studia, ammetta una o pi~ soluzioui non identica- 

(~) Journal de math., Tomo 18, anno 1904. 
(*~) Annali  di Matematica, T. XIV, 1907. 
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mente nulle. Allora la detta equazione iutegrale non omogenea, in generale, 
non ammette soluzioai; infatti gli enunciati teoremi di FREDHO~M ci dicono 
che in tal caso la funzione arbitrariamente data deve soddisfare a delle con- 
dizioni integrali [le (F)]. Qualche volta, come ad es. nell'integrazione dell'e- 
quazione doppia di LAPLACE per le aree plane, queste condizioni sono do- 
vute al problema stesso che si studia; qualche altra iavece, come ad es. nei 
problemi al contorno per i campi infiniti, sono dovuti al fatto the  la solu- 
zione del problema non ~ rappresentabile mediante un doppio strato o un 
doppio strato generalizzato, in quest'ultimo caso perb il problema al con- 
torno si pub sempre risolvere, valendosi del seguente artifizio (*). 

Si considerino alcuni integrali particolari del problema proposto, i quail 
non siano rappresentabili mediante doppii strati o doppii strati generalizzati; 
si aggiungano questi integrali, considerati nei punti del contorno del campo 
e moltiplicati per coefficienti indeterminati, alia funzione data ad arbitrio; 
si determinino questi coefficienti in modo che la somma ottenuta soddi- 
sfaccia alle condizioni (F). Allora la eorrispondente equazione (2)F ammet- 
tert~ una soluzione; e quiadi il proposto problema al contorno sar~ risoluto, 
nell'ipotesi che i valori al contorno siano quelli rappresentati dalla somma 
suddetta. Dopo ci5, ~ superfluo dire come si pub arrivare immediatamente 
alla risoluzione del problema generale proposto. 

La generalit~t dei metodi ora esposti ~ tale, che non sarb. difllcile ira= 
maginare due problemi al contorno, l 'uno interno, l'altro esterno, i quali 
comprendano come casi particolari quello di DIRICHLET, quello dell'equilibrio 
di elasticitfi, quello delle temperature stazionarie, ecc. Infatti basterh costruire 
un sistema di strati geaeralizzati e ua sistema di doppii strati generalizzati, 
che comprendano come casi particolari gli strati e doppi strati relativi agli 
enumerati problemi al contorno; scrivere poi le equazioni integrali che ne 
risultano, ed applicare a queste equazioni gli enunciati procedimenti gene- 
rali. In questo modo verranno ad essere considerati sotto un uaico punto 
di vista i pifi disparati problemi al contorno della tisica-matematica. 

Tornando ora alle considerazioni sui singoli problemi at contorno, debbo 
osservare che non ~ sempre facile superare [e difficolt~ che presentano le 
tre operazioni, nelle quali si riassume l'artitizio di FREDHOLM. COSl ad esem- 
pio, il FR.EDHOLM stesso nella risoluzione del problema dell'equilibrio dei 

(~¢) LAURIGELLA, Alcm~e applicazioni della teoria delle equazioni funzionati . . .  (Il Nuovo 
Cimento, Serie 5. a, Vol. XIII, 1907). 
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corpi elastici per dati spostamenti in superficie (*), dopo di avere scritto un 
conveniente sistema di equazioni integrali, a dir vero, poco trasparente; cio6 
dopo di avere eseguita la prima delle tre indicate operazioni, abbandona il 
Suo primitivo metodo, forse in causa delle difficolfft incontrate nella seconda 
operazione. Tuttavia Egli ne riesce vittorioso mediante un procedimento, il 
quale, oltre a risolvere la quistione che si era proposta, pub applicarsi ad 
altre importanti quistioni di fisica-matematica. Tale procedimento si fonda 
sutla seguente osservazione. Dalla dimostrazione di FnEDnOLM sulla conver- 
genza delle serie numeratore e denominatore (il determinante) della frazioue, 
mediante cui pub esprimersi la soluzione dell 'equazione integrale (2)F, ri- 
sulta evidente che, se la fuuzione caratteristica di questa equazione 6 fun- 
zione olomorfa di un parametro k, anche le due dette serie saranno olo- 
morfe in k, e per couseguenza la soluzione dell'equazione (2)F sar~t funzione 
meromorfa di k. Ora le equazioni integrali di FREDHOLM per l'elasticith con- 
tengono tiuearmente il parametro k di elasticitY; e poich6 per k ~ 0 il cor- 
nspondente  determmante e dlverso da zero, ne segue che esso non ~ iden- 
ticamente hullo; e quindi c h e l a  soluzione delle dette equazioni integrali 
data da un sistema di funzioni meromorfe di k. I1 FREDHOLM costruisce al- 
lora un sistema di funzioni U, V, W dei punti del corpo elastico, analoghe 
ai doppii strati, e aventi per densith le suddette funzioni mer omorfe. Le U, 
V, W saranno anch'esse funzioni meromorfe di k, e per i valori di k, per i 
quali il determinante 6 diverso da zero, soddisfano alle equazioni indefinite 
dell'equilibrio e nei punti della superficie prendono i valori dati. Per i casi 
di isotropia il FREDHOLi~I dimostra che le funzioni U, V, W sono certamente 
finite. Questo perb non sarebbe sufflciente per dedurre allora, che le U, V, W 
nei punti della superficie contorno coincidono con le funzioni date; infatti 
si pus dubitare che per qualche valore di k le funzioni densit~ abbiano un 
polo, pure essendo finite le funzioni U, V, W (come effettivamente succede 
in altri casi); e che per conseguenza non si possa applicare il teorema di 
discontinuith dei doppi strati. Un tal fatto non si verifica nei casi di iso- 
tropia; perch,, come si dimostra con la introduzione del concerto di pseudo- 
tensioni (**), in questi casi il determinante delle equazioni integraii ~ diverso 
da zero. Tuttavia l'analisi del FREDHOLM pub rendersi esente dal cennato 

(~) Solution d'un probl~me fondamental de la thdorie de l'dk~sticitd (Arkiv fgr matematik, 
astr. och fysik, Bd. 9, N. ~8). 

( ~ )  Vedi mia cir. Memoria, Cap. IV. 
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dubbio, indipendentemente dalla considerazione delle pseudo-tensioni con 
l 'aggiunta di qualche dettaglio, come ho mostrato in una Nora (*) in corso 
di stampa, nella quale applico i risultati di FREDHOL~ sull'elasticifft (**) ad 
una nuova dimostrazione di esistenza relativa al problema dell 'integrazione 
della equazione doppia di LAPLACE. 

Avevo detto sopra c h e l a  nuova idea di FREDHOLM pub essere utilmente 
applicata ad altre importanti quistioni di fisica-matematica. Per potere dare 
un'idea di queste nuove applicazioni, ~ necessario che io qui faccia menzione 
dei bellissimi risultati ottenuti dal PICARD, come applicazione della teoria di 
FREDHOLM. Senza parlare delle eleganti soluzioni che dh del problema delle 
temperature stazionarie e del problema dell'induzione magnetica, mi limiterb 
a rammentare che Egli riconduce l 'integrazione dell 'equazione differenziale 
lineare del 2. ° ordine di tipo ellittico alla risoluzione d i u n a  equazione in- 
tegrale delia forma:  

b 

+ G (x, y) (y). + (y). ¢ (y) g y = + (G) 
6b 

dove G (x, y) ~ la nota funzione d i  GREEN e dove :¢ (y), ~ (y) sono funzioni 
note, finite e continue insieme alle derivate del 1. ° ordine. Questa equazione 
trasforma poi in un'equazione integrale della forma (2)F mediante una inte- 
grazione per parti. Studia infine in modo particolare l 'equazione delle vibra- 
zioni delle membrane, introducendo la fuazione di GREEN, a simiglianza di 
quanto faun() I'HILBERT e MAx MASON. Ritrova cosi i noti risultati su questa 
equazione, dovuti principahnente al PO~NCARi:. 

La critica mossa alcuni anni or sono dal prof. D~NI (***) al classico me- 
todo delle approssimazioni successive del PIERRE per le equazioni alle deri- 
rate parziati det 2. o ordine, prova che, se da un canto l 'uso della funzione 
di G~EEN (0 delle sue generalizzazioni) reade molto intuitivi i risultati che 
da essa si possono fare dipendere, d'altro canto la discussione completa di 
questi risultati richiede uno studio approfoudito, di sun natura poco sem- 
ptice, delle propriet~ di essa funzioae, e qualche volta richiede ancora detie 
limitazioni tall sulla natura del campo che si considera o sulla natura delle 

(~) Rendiconti della R. Acc. dei Lincei; vol. XVI, Eerie 52-; i907. 
(~) I[ prof. MARCOLONGO estende tall risuitati di FREDHOLM ai campi infiniti. 

( ~ )  Aeta mathematica, tomo ~5. 

Annali  di Matematica, Serie [[I, Tomo XV. 
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funzioni date, da scemare di molto la generalit~ dei risultati. Ora nel caso 
delle equazioni delie vibrazioni delle membrane, come in casi analoghi della 
fisica-matematica, si pub fare a meno di introdurre la funzione di GI~EE~ (O 
le sue generalizzazioni). Bastedt ricordare infatti che si posseggono integrali 
delle dette equazioni differenziali, perfettamente analoghi ai doppii strati: 
esse si possono ottenere dai potenziali ritardati e contengono un parametro 
variabile. Alle equazioni integrali, suggerite dalla eonsiderazione di tall doppii 
strati generalizzati e contenenti un parametro variabile, si possono applicare 
appunto i ragionamenti che il FREDHOLM fa sulle equazioni integrali dell'e- 
lasticit'~. In questo modo, come ho mostrato per il caso del raffreddamento 
dei corpi in una Memoria, che sar~ pubblicata negli Annal i  di Matematica (*)~ 

si ritrovano con semplicit~, ed evitando quistioni di rigore, quei risultati che, 
iniziati dal POINCAR~ nella Sua celebre Memoria: Sur  les dquations de la 

physique-mathdmatique (**), furono poi maggiormente sviluppati in una serie 
di lavori dello STEKI~OFF, del L[APAUNOFF, dello ZAREMBA, del KoR~, ecc. 

Fatta pure astrazione della incomparabile semplicit~t che si raggiunge 
con l'applicazione dei ragionamenti di FREDHOLM, non ~ certo trascurabile 
la ge~J.eralit~ nei risultati. Infatti i ragionamenti dei detti autori si fondano 
essenzialmente su un noto lemma del PO~NCAR~, dimostrato da questi solo 
per i campi convessi ed esteso uftimamente dal KORN e dal dott. E. LEvi a 
eampi non eonvessi, ma di limitata generalitb 4 mentre i ragionamenti di 
FRnDI-IOLM Si. applicano a campi non convessi, generali quanto quelli per i 
quali si dimostra il principio di DIRICHLET. 

Ma ~ assai probabile ehe aneora un nuovo importante ufi3cio debba com- 
pire il nuovo artifizio di FREDHOLM: intendo qui parlare della quistione delle 
soluzioni eccezionali nei campi infiniti, intorno alla quale si hanno turf' ora 
idee incomplete. 

Chiudo il mio dire sull 'equazione (D), rammentando una bellissima Me- 
moria del prof'. PINCHERLE (***), scritta principatmente con l 'intento di de- 
durre da un'unica fonte i risultati del VOLTERRA e del FttEDHOLM sulle equa- 
zioni integrali (2)v, (2)F. 

In questa Memoria il prof. PINCHERLE, faeendo tesoro di un Suo fecondo 

(~) Vedi il Vol. XIV, pag. 143 e seguenti. 
(~) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. VIII, 1894. 

( ~ )  Sulle equazioni funzionali lineari (Mere. delia ~. Acc. delle Sc. dell'Ist, di Bologna, 
S. 6. a, Vol. III). 
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concerto, introduce una serie di potenze di un certo parametro k, i cui coef- 
ficienti sono potenze di una data operazione: questa serie nel caso dell'e- 
quazione (2)v corrispoude al valore k ~- - -  1 ed ~ convergente uniformemente 
ed assolutamente, mentre nel caso deli 'equazione (2)~ ~ funzione mero- 
morfa di k. 

Introduce inoltre i[ concetto di elemento invariante, che corrisponde alle 
soluzioni dell'equazione integrale omogenea (E); ed inizia la decomposizione di 
una funzione arbitraria f nella somma dei corrispondenti elementi invarianti. 

I procedimenti e i risultati del prof. PI•CHERLE fanno intravedere la 
possibilitfi, di estendere al caso delle funzioni caratteristiche non simmetriche 
i risultati di H~LBERT sugli sviluppi in serie, da un punto di vista diverso 
da quello di SCHM~D% del quale abbiamo tenuto parola, e pih prossimo ai 
criterii del Poi~cA~a~ sui noti sviluppi in serie di soluzioni eccezionali. 

Prima di passare a trattare dell'equazione (1)~, credo opportuno dire 
qualche cosa del problema dell'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 
d ei corpi elastici isotropi per date tensioni in superficie. Le equazioni inte- 
grali che  si ~ condotti a scrivere, per analogia col problema derivato di DI- 
~mHLET, non hanno alcun significato; difatti in generale le note formole del 
SOmGLL~A non hanno alcun significato, quando il punto variabile si sup- 
pone sulla superficie. Per semplificare le mie considerazioni, dirb, limitan- 
domi ad un campo piano ~ chiuso da una linea s, che i doppi strati elastici 
sono della seguente forma: 

f (  dlgr  bdlgr~ u(x,,y)= a-3 + 
8 

con a, b coefficienti costanti. Se si suppone che il punto (x, y) sia discosto 
da s si pub, mediante un'integrazione per parti, trasformare la precedente 
formola nell'altra : 

u (~,  y )  = a ~ u (s) -}- e l o g  r d s. 

8 

L'equazione integrale al|a quale cosi si perviene ~ delia forma: 

b 
d~ 

~(x)-~-fl H (x, y)~(y)-+- K (x, y ) ~ I  dy -~,(~v) 
a 

(H) 

con ~ (x) funzione nora e ? (x) funzione da determinate. 
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Questa equazione 6 della medesima natura della equazione (G) del P~- 
CARD; perb mentre nel caso del PmARD con una integrazione per parti, si 
ricondotti, come 6 stato detto, ad un'equazione del tipo (2)F; nel caso del 
problema delle tensioni invece tale integrazione per parte non pub pifi ese- 
guirsi. 

L'importanza del problema di fisica-matematica che, come abbiamo vi- 
sto, si riconnette alla risoluzione dell'equazione integrale (H) 6 tale, da ri- 
chiedere lo studio di questa equazione. 

Passando ora alla considerazione dell'equazione integrale di 1. a specie 
del tipo FRED:HOLM, cio6 alia (1)S, debbo dire anzitutto che su di essa non 
si hanno risultati completi come quelli relativi alle equazioni integrali degli 
altri tre tipi. Difatti, a tacere di casi assai particolari, oltre agti studii gi& 
menzionati del VOLT~RRA e del LEVI-(]IVITA, si hanno sull'equazione (1)~ i 
risultati, diciamo cosi, incidentali di HILBERT, gi~t menzionati, per il caso in 
cui la funzione caratteristica sin la funzione di GRESN; ed alcuni casi par- 
ticolari, di molta importanza, del KELLOGG (*) e del BATEMANN (**), nei quali 
la risoluzione dell'equazione (1)~, 6 fatta dipendere dall'equazione (2)F. 

L'importanza della equazione (1)F nel campo delle applicazioni non 
inferiore a quella relativa alle altre equazioni gi& considerate. Abbiamo visto 
che il. teorema di HILBERT-SCHMIDT fa dipendere la quistione della sviluppa- 
bilith in serie, dalla risoluzione di un'equazione del tipo (1)F: il noto pro- 
blema della teoria della funzione potenziale, di costruire uno strato semplice 
di cui sono noti i valori in superficie, dipende anche esso dalla risoluzione 
di un'equazione del tipo (1)F. 

I1 KELLOGG riconduce l 'equazione integrale: 

i 

o 

aeot,:(s--t)+S(s,  t) l at (i) 

con S (s, t) funzione finita anche per s = t, alla risoluzione del tipo (2)~,; ed 
appliea i Suoi risultati alla risoluzione del problema della teoria del poten- 
ziale, ora enuneiato, nel easo eli eampi a due dimensioni, dei quali si eo- 
nosea una rappresentazione eonforme net eerchio. 

(*) Unstetigkeiten in  dem linearen h~tegralgleichu~ge~ (Math. Ann., Bd. 58). 
(~*) L. c. 
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Tralascio di enumerare qui i varii ed interessanti risultati del BATEMAN, 
che rappresentano un notevole contributo alia teoria dell'equazione (1)•, e 
mi limito a far vedere che il problema generale sopra enunciato della teoria 
del potenziale, cio~ la risoluzione della equazione integrale del tipo (1)~ a 
cui esso d~t luogo, pub risolversi mediante due equazioni conjugate del 
tipo (2)~, di gi~t risolute. Infatti, data una funzione arbitraria ~ dei punti 
della superficie z, si costruisca, mediante un'equazione della specie (2)~, il 
doppio strato, il quale, considerato nel campo finito limitato da z, prenda 
in superficie i valori ~, e si trasformi, pure mediante un'equazione della 
specie (2)1, (la coniugata della precedente) il doppio strato, cosi ottenuto, in 
strato semplice (*). Questo strato semplice risolve il proposto problema di 
iisica-matematica, ossia la densith, cosi determinata, di questo strato sem- 
plice risolve la corrispondente equazione integrale (1)F. 

(*) Cfr. mia cit. Memoria, Cap. III,§ 15. 


