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LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE DEUX VARIABLES
ET LA REPRESENTATION CONFORME.

Mémoire de M. Henri Poincaré (Paris).

Adunanza del 27 gennajo 1907.

§ 1. Enoncé du probleéme.

On sait que la théorie des fonctions analytiques d’une seule variable est intimement
liée 4 celle de la représentation conforme, et quelle clarté cette considération de la repré-
sentation conforme a jetée sur les propriétés fondamentales des fonctions. Dans ces
conditions, j’ai ¢t tenté de rechercher s’il n’y aurait pas quelque chose d’analogue en
ce qui concerne les fonctions de deux variables. Je n’ai obtenu, bien entendu, que des
résultats partiels et fragmentaires, mais avant de les exposer, je voudrais rappeler en
quelques mots les propositions fondamentales bien connues relatives aux fonctions d’une
variable.

On peut se proposer deux problemes distincts:

Soit Z = X -+ iY une fonction analytique de z = x - 4y. Soit dans le plan
des z un arc de courbe 1 et sur cet arc un point m; soit dans le plan des Z un autre
arc de courbe L et sur cet arc un point M. Estiil possible de déterminer la fonction
analytique Z, de telle fagon qu’elle soit réguliere dans le voisinage du point m; que
Z soit au point M quand z est au point m et que Z décrive la courbe L quand z
décrit la courbe /? Cela c’est le probléme local, et 'on sait qu’il comporte une infinité
de solutions.

Soit maintenant dans le plan des z une courbe fermée I limitant un certain do-
maine d; soit dans le plan des Z une courbe fermée L limitant un domaine D. Est-il
possible de déterminer la fonction analytique Z, de telle fagon qu’elle soit régulitre
dans le domaine d, que Z parcoure la ligne L (ou le domaine D) quand z parcourt
la ligne I (ou le domaine d)? Cela Cest le probléme étendu; et le principe de DIRICHLET
nous apprend qu’il comporte une solution et une seule.

On peut se poser deux problemes analogues en ce qui concerne les fonctions de
deux variables. Soient Z =X 4 iY et Z2 = X' - 1Y’ deux fonctions analytiques des
deux variables complexes y = x - iy et '’ = x’ 4 i4y’. Nous pouvons envisager le-
space 4 4 dimensions des 77’ et celui des ZZ'.
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Soit alors dans l'espace 7z’ une portion de surface 4 3 dimensions s et sur cette
surface un point m. Soit dans l'espace des ZZ’ une portion de surface 4 3 dimensions
S et sur cette surface un point M. Estil possible de déterminer les fonctions Z et Z'
de telle fagon qu’elles soient réguliéres dans le voisinage du point m, que le point ZZ'
soit en M quand le point g3’ est en m et quil décrive S quand le point gz’ decrit 5?
Cest le probléme local.

Soit maintenant dans espace des 3z

!

une surface fermée 4 3 dimensions s limitant
un domaine & 4 dimensions d. Soit dans P'espace ZZ' une surface fermée 4 3 dimen-
sions S limitant un domaine D. Est-il possible de déterminer les fonctions Z et Z' de
telle fagon qu’elles soient régulieres dans le domaine d, que le point ZZ' parcoure S
ou D quand le point 77" parcourt s ou d? Clest le probleme étendu.

Dans le cas ot ce probléme étendu est susceptible d’une solution, on ne saurait
dire, sans un abus de langage, que cette solution nous fournit la représentation conforme
de d sur D. Ce mot de représentation conforme suppose en effet la conservation des
angles. Nous dirons donc simplement que nous obtenons ainsi la représentation régu-
Iitre de d sur D.

Une premiere remarque, presque ¢vidente, c’est que le probléme local ne comporte
pas toujours une solution. En effet les fonctions X, ¥, X', Y’ doivent satisfaire aux
équations différentielles :

o iX_dv dX_ 4y

dx ~dy’ dy dx
et 4 trois autres systtmes analogues que Ion déduit de (1) en accentuant, soit les lettres
X et ¥, soit les lettres x et y, soit les quatre lettres 4 la fois. Ces quatre systémes
bis

réunis forment un systeme (1°°). Soient alors:

x=9¢(, x,y), X=X, 1)
les équations des surfaces s et S. Supposons alors que le point zz' reste sur la surface
s et exprimons tout en fonction de y, x', ¥'.

Désignons par des 0 ronds les dérivées partelles prises par rapport 4 ces trois
variables, x étant liée 4 ces trois variables par I'équation de la surface x = ¢. Conti-
nuons 4 désigner par des d ordinaires les dérivées par rapport aux 4 variables suppo-
stes indépendantes. Nous aurons alors:

oX dXdy
(2) ay +dx33,“

plus onze autres équations que P'on déduira de (2) en changeant y en x’ ou en y';
ou bien X, en Y, X’ ou ¥". L’ensemble de ces 12 équations formera le systtme (2°°).
Si alors entre les 8 équations (1°%) et les 12 équations (2°*) on élimine les 16

dérivées partielles -, etc., il restera 4 équations linéaires entre les 12 dérivées

X 4
x’ dy

partielles c}-—, etc.; c’est ce que nous appellerons le systeme (3).

oy
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D’autre part, si le point ZZ' reste sur la surface S dont ’équation est X = @,
on aura:
0X d®dY |, dooX | do oY
(4) 3y —av oy Tix sy Tav 3y
avec deux autres ¢quations déduites de (4) en changeant y en x’ ou y' et qui avec
(4) formeront le systtme (4"*). On remplacera dans le systéme (3) les trois dérivées

0X oX oX
dy’ odx'’ 0oy
par leurs valeurs données par le systeme (4°°) et il restera 4 équations entre les trois
fonctions inconnues Y, X', Y’ et leurs dérivées partielles par rapport aux variables in-
y A p pp
dépendantes y, x', 9. On aurait donc 4 trouver trois fonctions inconnues satisfaisant
p Yy X Yy
A quatre équations différentielles, ce qui en général est impossible.

§ 2. Principes de la classification des surfaces.

A ce point de vue les surfaces s peuvent se répartir en plusieurs classes.

Il peut arriver qu’aucune transformation ne transforme s en elle-méme. Je m’explique;
" les transformations que je vais envisager sont celles qui changent le point x, y, x’, y’
dans le point X, Y, X', Y’ de telle fagon que X 4 iY et X' 4 i soient fonctions
analytiques de x -} 1y et x' iy’

Ce sont les transformations que j’ai envisagées dans le § précédent, ce sont les
seules que, sauf avis contraire, j’envisagerai désormais.

Qu’arrive-t-il alors si aucune transformation de cette forme ne transforme s en
elleméme? Il en résulte évidemment que si le probléme local comporte une solution,
il n’en comporte certainement qu’une. Car si deux transformations T et T changeaient
s en S, la transformation inverse T changerait S en s, de sorte que la combinaison
T T changerait la surface s en elle-méme.

Nous verrons plus loin comment on peut dans ce cas reconnaitre sile probleme
local comporte une solution par des calculs qui peuvent étre longs mais qui restent
¢lémentaires.

Si au contraire il existe des transformations qui changent s en elle-méme, le pro-
bléme local ne saurait comporter une solution sans en comporter plusieurs. Nous som-
mes ainsi conduits 4 étudier les transformations des surfaces s en ellessmémes et 4 fon-
der sur ces transformations et les groupes qu’elles forment une classification de ces
surfaces.

Nous nous attacherons surtout aux groupes continus formés de semblables trans-
formations. Soit s une surface quelconque; soit G le groupe de s, c’est-3-dire le groupe
des transformations qui n’aliérent pas s; soit s’ une autre surface, soit G’ le groupe
de s".

Soient

T, T

29 *
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les diverses substitutions de G. Si le groupe G’ est le transformé de G par une trans-
formation U quelconque, c’est-d-dire si les diverses transformations de G’ sont

ur'rT.u, U7, ...
nous dirons que G et G’, ou bien encore que s et s’ appartiennent i la méme classe.
q ) q P

Pour que le probléme local soit possible, il est évidemment nécessaire que s et S
appartiennent 4 la méme classe et par conséquent que leurs groupes soient isomorphes.

§ 3. Classification des groupes.

Je ne ferai pour le moment intervenir dans la classification des surfaces s que les
transformations infinitésimales de ces surfaces en elles-mémes; de sorte que nous avons
4 rechercher les groupes comtinus G qui n’alterent pas ces surfaces, et parmi ces groupes
continus nous sommes d’abord amenés 4 distinguer les groupes continus finis et les
groupes continus infinis.

Envisageons d’abord les groupes continus finis. Leurs substitutions doivent, comme
nous 'avons dit, étre de la forme suivante :

[% 25 %5 %05 f(R O '@ 1) foRo ) fo(Res D)
ol g et 7’ sont les variables complexes x {-1y et x' 4-7y’, ol z, et z, sont leurs
imaginaires conjuguées x — iy et x' — iy, ot f(z, '), f (3, ¥') sont des fonctions
analytiques de z et de 1/, et ot f,(z,, ) fo(%,, %)) sont imaginaires conjuguées de
f& ) f(z 1')- Si nous considérons le groupe formé par les substitutions

[% 25 f(% 20 ' & )]

en nous abstenant momentanément de considérer z, et 1, ce groupe est un groupe
continu fini & 2 variables.

Or on sait former tous les groupes continus finis 4 2 variables; les méthodes de
Lie permettent de le faire. Je me bornerai 4 renvoyer 4 Lie luiméme *) ou bien 2
CAMPBELL **).

On verra que ces groupes se raménent & 27 types dont les principaux sont le
groupe lintaire général 4 deux variables et ses sous-groupes, le groupe des substitutions
linéaires 4 une variable portant séparément sur z et sur ', le groupe

() xgy -5 X4 99, by %Py, X°p r%yq)
et leurs sous-groupes.

Toutefois ces groupes ne sont pas ainsi mis encore sous la forme qui nous con-
vient. En effet dans la théorie générale des groupes, on considére un groupe d’ordre

*) Sopuus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, IIL. Abschnitt, Abtheilung 1 et 2 (Leipzig,
Teubner, 1893).

**) CaMpBELL, Iniroductory Treatise on Lig’s Theorie of Finite Continuous Transformation Groups
(Oxford, Clarendon Press, 1903).
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y comme dérive de r substitutions infinitésimales

T T T

17 23 *° ) Uy

et alors toutes les transformations infinitésimales du groupe sont de la forme
1111 asz—l_ T +“'T',

ou les coefficients « , « x, sont réels ou imaginaires.

2yt v

Au contraire, dans des recherches comme celleci, il convient de définir un groupe
dérivé de r substitutions infinitésimales

Ty Ty oy T,

celui dont toutes les transformations infinitésimales sont de la forme

alTI + asz + e + arTr7
les coefficients a élant tous réels.

Soit, pour prendre un exemple simple, le groupe dont toutes les transformations
infinitésimales sont

oY ian Y
(4B g, + @+ i) g
a, B, o', B’ étant 4 constantes réelles.

Au point de vue ordinaire, ce groupe est d’ordre 2 et dérive des 2 substitutions
fondamentales
af  df

dg’ dy”
Au point de vue nouveau, il est d’ordre 4 et dérive des 4 substitutions fonda-

mentales
i A
d Z_’ d Z-7 d (I ? d z.r .
Pour bien faire comprendre ce qu’il y a 4 faire, jopérerai sur le groupe linéaire

général. Ce groupe dérive des 8 substitutions fondamentales suivantes (j’écris partout
Vg af df\,
p et p’ au lieu de i’ d_{’)
Ad=p, 4'=p; B=zp, B=¢p; C=xp =z
D=z@p+xt) D =2@r+)
avec les équations de structure:
(4,B)=4, (4,B)=4, (4,C)=4, (4,C)=4
(4, Dy=2B+4 B, (4,D)Y=2B+B, (4,D)=C, (4,D)=C
B, CO)=—C, (B, C)=2C, etc.
Au point de vue nouveau, nous devons regarder le groupe comme d’ordre 16
et comme dérivé des 16 substitutions
4, 4, B, B, C, C, D, D
id,id, iB,iB, iC,iC, iD,iD".
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Quant aux nouvelles ¢quations de structure, elles se déduiront aisément des an-
ciennes; ainsi I’équation
(4, By= 4
nous donnera:
(4, By=4, (14, By=1i4d, (4,iB)=1i4d, (i4, iB)=— 4.

Le groupe lintaire étant ainsi envisagé comme d’ordre 16 et ses équations de struc-
ture étant formées, on aura i rechercher tous ses sous-groupes; on sait qu’il y a des
méthodes générales pour les former.

Je citerai seulement quelques exemples; nous pouvons prendre le groupe dérivé
des huit substitutions

(1) ¢4, ¥4, B, B, ¢®-0(C ®-0C 0D, %D,

ol 6 et 6’ sont des angles réels quelconques, ou bien encore:

(2) «'C—aC', i(a'CHaC"), iB, iB', A+aD, i(d—aD), A'+a'D', i(Ad'—a'D"),
ol « et a’ sont des constantes quelconques, réelles ou complexes.

Quand on suppose en particulier § — 0, le groupe (1) se réduit au groupe réel
(3) 4, 4, B, B, ¢, ¢, D, Dy
quand on suppose « = o' = — 1, le groupe (2) se réduit au groupe
(4) C—C, i(C+C), iB, iB, A— D, i(Ad-+ D), A —D', i(4+ D)
qui est celui des transformations qui n’altérent pas ’hypersphere :

R TG =1

On peut se demander si ces groupes peuvent toujours se ramener aux groupes
réels érudiés par Lie (L c., III. Abschnitt, pages 360 et suiv.). Nous remarquerons d’a-
bord que tous les groupes (1) sont isomorphes et se raménent au groupe réel (3) par
un changement de variables, en posant:

1=79% =1

De méme, tous les groupes (2) sont isomorphes et se raménent au groupe (4)

par un changement de variables, en posant:
R=—az, {=—dg.

Mais il n’y a pas moyen de ramener par un changement de variables analogues
le groupe (4) au groupe (3). Le probleme que nous nous proposons ici est donc plus
général que celui qui a été résolu par Lie dans le chapitre cité. Mais il présente avec
lui une grande parenté et il peut étre résolu par des procédés analogues sur lesquels
nous n’insisterons pas ici.

Supposons donc que P'on ait formé par ces moyens un groupe g d’ordre 7, dont
toutes les transformations sont de la forme:

&35 f&), F& O

f et [ étant analytiques, et dont d’autre part chaque transformation finie est une
puissance réelle d’'une transformation infinitésimale, tandis que chaque transformation
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infinitésimale est une combinaison linéaire 4 coefficients réels de 7 transformations fon-
damentales.

Les considérations qui précédent permettent de former tous les groupes g qui sa-
tisfont 4 ces conditions; quand on connaitra I'un de ces groupes g on formera im-
médiatement le groupe G correspondant qui a pour transformations:

[(7 sy %oy (:;; f((a ()) f ((7 (')? fo(z.o) (;)J f;(zo, (Io)]

Mais il n’est pas encore certain qu’a ce groupe G corresponde une classe de
surfaces s et c’est ce qu’il nous reste 4 examiner.

Si le groupe G est d’ordre 1, il existe un systtme de lignes 4 une dimension qui
sont inaltérées par le groupe, et qui sont définies par des équations différentielles.
Toute surface 4 3 dimensions engendrée par ces lignes est inaltérée par le groupe; de
sorte qu'd ce groupe G correspondront une infinité de surfaces s dépendant d’une
fonction arbitraire de deux variables.

Si le groupe G est d’ordre 2, il existe un systtme de surfaces & 2 dimensions
qui sont inaltérées par le groupe et qui sont définies par des équations différentielles.
Toute surface & 3 dimensions engendrée par ces surfaces 4 2 dimensions est inaltérée
par le groupe; de sorte qu’a ce groupe G correspondront une infinit¢ de surfaces s
dépendant d’une fonction arbitraire d’une seule variable.

Si le groupe G est d’ordre 3, il existe un systeme de surfaces 4 3 dimensions
qui sont inaltérées par le groupe et qui sont définies par des équations différentielles.
A ce groupe G correspondent donc une infinit¢ de surfaces s dépendant d’une constante
arbitraire.

Si donc le groupe est d’ordre 3 au plus, il y a toujours une classe correspon-
dante de surfaces s. Qu’arrive-t-il maintenant si le groupe est d’ordre plus élevé ? Soient

A, 4, ..., 4

les transformations infinitésimales du groupe; on aura:

r-

,df af df
Ak:X d + kd( +Xokd(0+ okd %)

ou X, et X, sont des fonctions de z et ¢/, tandis que X, et X, sont les fonctions
imaginaires conjuguées de z, et z..

Si f est le 1 membre de I'équation de la surface s, la fonction f doit satisfaire &
Péquation aux dérivées partielles

4,=o,

sinon identiquement, du moins pour f = o.

Formons donc un déterminant de 4 lignes

' ’
X, X, X, X,
k prenant 4 des r valeurs 1, 2, ..., r. Plusieurs cas peuvent se présenter:

® Ou bien tous les déterminants ainsi formés s’annulent identiquement; alors le
groupe G n’est pas transitif, il existe une infinit¢ de surfaces s, définies par des équa-
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tions différentielles et dépendant d’une constante arbitraire, et qui ne sont pas altérées
par le groupe.
C’est ce qui arrive par exemple pour le groupe dérivé de
1'B = Z.P - (0.[)07
1B =Zp — %o
C—C=2p—=2"+ 20— %bo
i(CH+ C) =P+ — 2 — 2P0
df df

Jai écrit p, p_, etc.,, au lieu de I Ay etc. Le groupe étant d’ordre 4, on n’a qu’un

seul déterminant,

z 0o —3, o
o 7 o ——(;
=z L =z
7= —%

qui est identiquement nul, et on voit en effet que les surfaces

N’ ! —_—
z(o + %= K7
ou K est une constante arbitraire, ne sont pas altérées par le groupe.

2° Ou bien tous les déterminants ne s’annulent pas identiquement; mais ils s’an-
nulent tous 3 la fois quand on a:

(5) F((: (’a Loy Z;) = 0.

L’équation (5) deéfinit alors une surface 4 3 dimensions. Cela nécessite quelques
explications. Le 1 membre de I’équation (5) est complexe, de sorte qu’il semblerait
que cette équation équivaut 4 deux équations réelles entre x, y, x', y' qui définiraient
une surface 4 dewx dimensions. Les équations de cette surface & deux dimensions de-
vraient alors s’écrire :

(5) Fz 25 %) %) =0
Fo(z,y %55 % 8) =0,
F_ étant ce que devient F quand on chage i en — 7 dans ses coefficients.

Mais on doit observer que X, et X!, sont imaginaires conjugués de X, et X;.
Donc quand on changera 4, z, 2, 2., 3, en — i, ., %, % &, il arrivera que X, et X,
s’échangeront de méme que X et X/, et les déterminants ne changeront pas. On aura
donc:

F((’ s %) Zo):‘ Fo(zo7 (;) 3 (I)a
de sorte que les deux équations (5°°
quent une surface 4 3 dimensions.

) ne sont pas distinctes et définissent par consé-

S’il existe une surface s inaltérée par le groupe, ce ne pourra étre que la surface
(5); je dis maintenant que cette surface (5) n’est effectivement pas altérée par le groupe.
Soit en effet T une transformation quelconque du groupe; alors les substitutions infini-
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tésimales
T74,T
seront les transformées par T des substitutions fondamentales 4, du groupe.

Si on forme un déterminant A avec 4 substitutions 4, comme on vient de I'expli-
quer, puis qu'on forme de la méme maniére un déterminant A’ avec les 4 substitutions
T4, T, ce déterminant A' sera le transformé de A par la transformation 7.

F est par définition le plus grand commun diviseur des déterminants A; de méme
le plus grand commun diviseur des déterminants A’ sera le transformé de F par T.

Mais comme T fait partiec du groupe, les substitutions 7' 4, T sont des combi-
naisons lin¢aires 4 coeflicients constants des 4,; les déterminants A’ seront donc aussi
des combinaisons linéaires des A; le plus grand commun diviseur des A’ sera donc
¢gal 4 celui des A & un facteur constant prés. Donc F se reproduit 4 un facteur constant
prés quand on lui applique la transformation 7. Donc la surface (5) nest pas altérée
par cette transformation. C. Q. F. D.

C’est ce qui arrive par exemple pour le groupe (4) ol les fonctions qui jouent
le réle de X,, etc. sont:

iB z o —73, 0

i B’ o 4 o -z
C—-C 4 —x Zo — 2%
iC+C¢) <« 4 — %o — %,
A4—D 1—-¢ —zxx 1-—% Zo%o
iAd+D) 147 =2 —1—72 Zo%o
4 ~D  —zz 1—7" —zx 1—Z
(4 +D) zx 142" =1, —1—10

En formant les déterminants A on voit qu’ils ont pour plus grand commun di-

viseur

R+ —1.

Le groupe n’altére donc pas I’hypersphére

L+ =1

3° Ou bien les déterminants & sont premiers entre eux. Dans ce cas il n’y a pas
de surface s inaltérée par le groupe G.

C’est ce qui arrive pour le groupe (3); nous voyons en effet que deux de nos

déterminants A (obtenus respectivement avec les substitutions 4, 4’, B, C' ou 4, A4,

B', C) sécrivent:

I 0 I o I O I o

0 I o0 1 , o1 o0 1| ., '

2 0 7, 0 - (Z - Z.o) ) (/ o Z:; o | (K (o)
o 2 o 7| oz o 7

Rend. Circ, Matem. Palermo, t. XXIII (1907). — Stampato il 16 febbrajo 1907.
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et n’ont aucun commun diviseur; les déterminants ne peuvent s’annuler & la fois que
si on a:
R=2  X=%
ce qui définit une surface 4 2 et non pas 4 3 dimensions.
Je terminerai en citant un exemple d’une classe de surfaces s ou le groupe G est
continu d’ordre infini. Soit en effet la surface

1= (o‘
Cette surface est évidemmient inaltérée par le groupe

[25 %5 %05 35 PQR)y f 2D 0D foRos 2D,

ou ¢ est une fonction réelle arbitraire, f et f, deux fonctions complexes arbitraires, ima-
ginaires conjuguées l'une de l'autre.

§ 4. Définition des invariants.

Proposons-nous le probléme suivant, analogue au probléme local. Soit s une sur-
face quelconque et m un point sur cette surface; soit S une autre surface et M un
point sur cette surface. Peut-on trouver une transformation qui change s en §', S’ ayant
avec S au point M un contact du »° ordre?

Nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer que m et M sont 3 lori-
gine des coordonnées. Nous mettrons alors Iéquation de la surface S sous la forme:

(1) F(X, 7, X, Y)=o0
et nous supposerons F développé suivant les puissances de X, Y, X', ¥’; nous avons
besoin, pour notre objet, de connaitre ce développement jusqu’aux termes du #° ordre
inclusivement, ce qui suppose :
MDD D T
24

coefficients arbitraires, que nous appellerons les coeflicients 4 ; mais nous pouvons aussi,
sans restreindre la généralité, supposer que F est de la forme

F=X—a(, X, V)

I

et il ne reste plus alors que

DI DD

I

coefficients arbitraires réels que nous appellerons les coeflicients 4.
L’équation de la surface s pourra se mettre sous la forme

(2) x=9o (4,v,w), y=9,(u,v,w), x'= 9, (4, v, w), y= <p+(u, Uy W),

®,5 9,5 9,5 ¢, étant 4 fonctions réelles développables suivant les puissances de 3 para-
metres #, v, w; nous avons besoin de ce développement jusqu’aux termes du #° ordre
inclusivement, ce qui suppose 4N’ coefficients arbitraires réels que nous appellerons les
coeflicients B.
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Ici encore ce nombre peut étre réduit; car nous pouvons, sans restreindre la gé-
néralité, supposer '
y=u, x'=v, y=w
et il ne reste plus alors que N’ coethcients arbitraires réels que j'appellerai les coeffi-
cients B'.
Enfin, les ¢quations de la transformation peuvent s’écrire :
J q

(3) Z=4x ) £ =4 1)
{ et ¢, érant deux fonctions analytiques complexes développables suivant les puissances
de z et de 7’: nous avons besoin des termes jusqu’au n° ordre, ce qui fait

, 'L(@_I) g;tz) _ 1]

coefficients arbitraires complexes, ou, ce qui revient au méme,
N'=2n" 4 6n

coefficients arbitraires réels que nous appellerons les coefficients C.
Cela pos¢, nous pouvons dans les équations (3) séparer les parties réelles et ima-
ginaires, ce qui nous donne:

4) X=9¢, Y=2¢q, XI:_-(P;’ Y’=(P47
les ¢ étant des fonctions développées suivant les puissances de x, y, x’, y'.

Si dans les équations (4) on remplace x, y, x’, y' par leurs valeurs (2), on aura
X, Y, X', V' en fonctions de #, v, w, sous la forme:

() X=0,(, v w), Y=0(0uv w), X=0(ur7w), ¥V==~0(0@m1v w)

et ce seront les équations de la surface §'.

Pour exprimer que S et S’ ont un contact du #° ordre, substituons dans F, 4
la place de X, Y, X', V' leurs valeurs (5); nous aurons F développé suivant les puis-
sances de u, v, w: c’est ce que nous appellerons le développement (6). La condition 2
exprimer c’est que tous les termes de ce développement, jusqu’au »° ordre inclusive-
ment, sont nuls. Comme les termes de degré zéro sont nuls d’eux mémes, cela fait
N’ cocfficients qui doivent s’annuler. Et ces coefficients sont égaux 4 des polyndmes
entiers par rapport aux A4, aux B et aux C et dailleurs linéaires et homogénes par
rapport aux A.

Nous avons donc N’ équations 3 satisfaire. Si nous considérons les 4 et les B
(c’est-d-dire les deux surfaces s et S) comme donnés et les C (cest-a-dire la transfor-
mation) comme inconnus, nous avons N'' inconnues. Pour # <C 9, nous avons:

N'"> N,
Cest-d-dire plus d’inconnues que d’équations. Pour # X\ 9 nous avons
N' <N,
Cest-d-dire plus d’équations que d’inconnues.
Le probleme serait donc toujours possible pour n <C 9 et généralement impossible
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pour m X\ 9; mais il convient d’examiner la chose de plus prés. Supposons que [on
¢limine les C entre les N’ relations, combien restera-til de relations distinctes entre
les 4 et les B? Pour nous en rendre compte nous allons procéder par différentiation.
Supposons que 'on ait écrit les {quations (1) et (2) sous la forme particuliere ou
les 4 et les B se réduisent aux 4’ et aux B'; ce qui, comme nous lavons vu, ne re-
streint pas la généralit¢. Nos relations seront satisfaites quand les deux surfaces s et
S seront identiques et que la transformation se réduira 4 la transformation identique;
Cest-a-dire quand chaque A4’ sera égal au B’ correspondant, quand chaque C se ré-
duira 4 la valeur C, (C, étant ¢gal suivant les cas 4 0 ou 4 1) qui correspond 4 la
substitution identique. Donnons ensuite aux A’ et aux C des accroissements infiniment
petits, de telle sorte que l'on ait:

4 =B +34, C=C,+3C

En différentiant nos N’ équations nous obtiendrons N’ relations linéaires entre les
N’ différentielles 8 4’ et les N'' différentielles C. Ces relations sont toutes distinctes,
et en effer chacune d’elles ne contiendra que I'une des différentelles 8 A4’, et cela avec
le coefficient 1. Par exemple, celle d’entre elles que 'on obtiendra en égalant 4 o le coef-
ficient de #’vw du développement (6) ne contiendra que le 34’ du coeflicient de
Y*X'Y dans le développement (1).

Eliminons maintenant I'un des 3 C, que nous appellerons § C,. Cette différentielle
figurera dans l'une au moins de nos relations, sans quoi on pourrait satisfaire 4 nos
relations en annulant tous les 34’ et sans annuler tous les 8 C; supposons donc que
d C, figure dans la relation qui contient 3 4'; alors en retranchant cette relation de
chacune des autres aprés I'avoir multipliée par un coefficient convenable, on ¢liminera
3 C, et il restera N’ — 1 équations linéaires; elles seront toutes distinctes, car chacun
des 3 A’ autres que 8 4, figurera dans une de ces équations et dans une seule.

En y faisant 3 4/ = o, nous aurons des équations de méme forme sur lesquelles
nous pourrons opérer comme sur les précédentes, en éliminant 3 C, et réduisant d’une
unité le nombre des relations, 4 moins que 'on ne puisse y satistaire en annulant tous
les 5 4’, sans annuler tous les 8 C, et ainsi de suite.

On voit ainsi que le nombre cherché des relations distinctes est égal 4

N' — N+ P,

P étant le nombre de maniéres de satisfaire aux équations données en annulant tous
les 8 A’ sans annuler tous les 8 C.

Or toute solution de ces équations, ol 84" = o, et ot par conséquent la surface
S ne change pas, correspond 4 une transformation infinitésimale qui change S en elle-
méme, ou tout au moins en une surface présentant avec S un contact d’ordre # au
point M.

Donc P n’est autre chose que 'ordre de ce groupe. Il ne faudrait pas croire que
P est ordre du groupe G défini plus haut. En effet nous ne devons prendre parmi
les substitutions du groupe que celles qui conservent le point M, ce qui réduit déja
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Pordre de 3 unités. D'autre part, supposons par exemple que le point M soit l'origine,
et que nous considérions un polynéme du »° ordre en x, y, «', y', sannulant 3 Lo-
rigine (cest-d-dire en M); ce polvnéme sera transformé en une série ordonnée sui-
vant les puissances de x, v, a', y', et s'annulant 4 Dorigine; si dans cette série les
termes d’ordre n et d’ordre plus petit sont identiques an polyndme primitif, la transfor-
mation correspondante sera une de celles que LiE appelle dans son Chapitre 28 une
transformation d’ordre n 4 1. Au point de vue qui nous occupe, elle correspondra 4
des 8 C nuls et devra éwe regardée comme une transformation identique. De ce fait
encore l'ordre se trouve réduit. Ainsi P n’est pas égal 4 Pordre » de G, mais cest
Pordre du groupe formé par celles des transtormations de G qui conservent l'origine
M et qui sont au plus de l'ordre # au sens de Lie. On voit que pour # trés grand,
P se réduit & r — 3.

Quoi qu’ll en soit, le nombre de nos relations distinctes eutre les 4’ et les B’ est

N' — N+ P

Ces relations expriment que les deux surfaces S et s peuvent étre transformées
de fagon 4 éwe amenées & avoir un contact d’ordre #. Si s est donnée, il faut que
les coefficients de S satisfassent 4 N'—N""+4P conditions, c’est-d-dire que N'—N'"'--P
fonctions de ces coeflicients, que nous appellerons les invariants du n° ordre de notre
surface S, alent des valeurs convenables; je n’insiste pas sur les détails de la démons-
tration qui devrait étre conduite comme dans tous les cas analogues.

Nous arrivons donc 4 la regle suivante qui nous fait voir Iimportance de ces
invariants: pour que deux surfaces s et S puissent étre iransformées Funme de Iautre, il
faut qu’aux points correspondants tous les invariants de tous les ordres des deux surfaces
aient méme valeur.

§ 5. Etude de quelques cas simpies.

Supposons d’abord que le groupe G se réduise 4 la substitution identique, C’est-d-
dire que s et S ne soient inaltérées par aucune transformation; nous savons que si le
probléme local admet une solution, il n’en admet qu’une. Considérons un systéme quel-
conque d’invariants, 3 au moins; soit m un point de s. Pour savoir quel est le point
M, de S qui peut correspondre & m , il faut chercher quel est le point de S qui a
mémes invariants que m_. Le point M_est déterminé par cette condition; de sorte que
nous savons quel est le point de S qui peut correspondre i chacun des points des; il
reste 4 vérifier si la correspondance ainsi définie entre les points des deux surfaces, dé-
finit une transformation de la forme cherchée.

Supposons maintenant que le groupe G soit d’ordre 1; les points de § qui ont
mémes invariants que m_ sont alors en nombre infini, ils forment une ligne sur §; si
d’ailleurs la transformation de s en S est possible, elle I'est d’une infinit¢ de maniéres,
de sorte que n’importe quel point M, de la ligne L peut correspondre 4 m . Consi-
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derant donc un point m, quelconque de s, et la ligne L correspondante de S, nous
choisirons arbitrairement sur cette ligne le point M, qui doit correspondre 4 m ; la
transformation, si elle existe, sera alors entiérement déterminée; comment verrons-nous
alors quel est le point M, qui doit correspondre 4 un autre point m, de s? Supposons
d’abord que les points m, et m, soient infiniment voisins; il doit en étre de méme pour
M et M,. Si les points m, et M, sont donnés, la transformation, si elle existe, est
entierement détermince, on peut développer Z — Z et Z' — Z' suivant les puissances
de z—z, et ¥’ —z/ (en supposant que Pon a Z=2Z , Z'=27Z] aun point M, et =3,
' =2/ au point m ) et il est facile de calculer les premiers coefficients du développe-
ment en fonctions des coordonnées des points 7 et M . Connaissant ces premiers coef-
ficlents nous saurons comment la grandeur et la direction du vecteur infiniment petit
M M, dépend de celles du vecteur m m,; le point m, étant donné, nous en déduirons
donc le point M,.

Si maintenant m_ et m, ne sont pas infiniment voisins, joignons m, 4 m, par une
ligne quelconque située sur s; il s’agit de déterminer la ligne correspondante sur S.
Pour cela considérons un segment mm' de la ligne m m, et le segment correspondant
MM’ de la ligne M, M,. Soient x, y, x', y' les coordonnées de m; X, Y, X', Y' celles
de M; soient x 4dx, y-4dy, x'+dx'y y' 4 dy celles de m'; X +dX, Y447,
X'4-dX', Y'4dY' celles de M'. D’aprés ce qui précéde, nous avons une relation entre

Xy %y, XY, X,V
dx, dy, dx'y dy, dX,dY, dX', dY
et si la ligne m m, est donnée de fagon que x, y, x', y', dx, dy, dx’, dy' puissent
étre regardées comme des fonctions connues d’un parameétre unique ¢ et de sa différen-
tielle d#, cette relation nous fournira une ¢quation differentielle entre

dX dY d4dX 4y
dt’ dt’ dt’ dr’
qui déterminera les fonctions inconnues X, Y, X', Y’ en fonctions de ¢ et par con-
séquent la ligne M M,.
On opérerait d’aprés les mémes principes si le groupe G était d’ordre plus grand
que 1. Nous examinerons plus loin avec plus de details le cas du groupe (4) du § 3.
Quelques mots encore au sujet de l'exemple cité plus haut, et o le groupe G
est d’ordre infini. Supposons que la surface § se reduise au plan

X—o.

A quelles conditions doit satisfaire la surface s pour que le probléme local puisse

t, X, ¥, X,7,

étre résolu ? En tous les points de 5, on 2 X = o.
Soit F(x, y, x'y y") = o 'équation de la surface s; on aura, en différentiant,
cette équation :

iF., dF, dF, ., dF.,

Mais comme cette équation de la surface s peut également s’ecrire X — o, nous
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aurons :
d + d +d dx' +d" = o.

Les quatre dérivées de X sont donc proportionnelles aux quatre dérivées de F,
non pour tous les points de Pespace, mais pour tous les points de s.
Cela posé, considérons les équations

X=o0, Y=Y o Y, étant une constante.

Elles définiront une surface 4 deux dimensions que j’appellerai ¢(Y,) et qui sera
tout entiére sur s; je me propose de former [’équation différentielle de ces surfaces
¢(Y ). Nous aurons:

d—]— d-{—dd—{-d, '=o,

ou bien:

dX dX dX ,, dX,,

H&'dx—-a—;dy—{—ﬁd.x _Wdy = 0,
ou sur s:

iF iF dF, , dF ,,
(2) d—ydx—-a—;dy—l——d-}-;d.k —-d—x,dy = 0.

Nous avons ainsi trois équations entre x, y, x’, y' et leurs différentielles. Ce sont
les deux équatlons différentielles (1) et (2) et '¢quation F = o. Entre ces trois équa-
tions éliminons y’ et dy’, il restera une équation différentielle :

(3 Edx +ndy +-Edx’ = o,

’

ou & m, &' sont des fonctions connues de x, y, x’

L’¢quation (3) doit satisfaire 4 une condition d’intégrabilité, facile & former. Si
cette condition n’est pas satisfaite, le probleme local ne peut pas étre résolu. Si au
contraire elle est satisfaite, je dis qu’on aura une solution de ce probléme. En effet, dés
que P’équation (3) sera intégrée, on aura la valeur de X et celle de Y en tous les points
de la surface s. Donnons 4 x’ et 4 ' des valeurs quelconques x! et y.; nous aurons
alors la valeur de la fonction

Z=X+41iY

en tous les points de la ligne I, intersection de la surface s avec le plan 4 2 dimensions

X'=x, ¥ =y,

Or quand on connait une fonction analytigue d’'une variable le long d’une ligne,
on la connait dans tout le plan. Nous connaitrons donc la fonction Z pour toutes les
valeurs de z, quand on aura 7' = x| 47y, mais comme v, et y, ont des valeurs
arbitraires quelconques, nous connaitrons Z pour toutes les valeurs de z et de ’. Nous
savons que Z est fonction analytique de z, c’est-d-dire que l'on a

iz
4z,
en supposant Z exprimé¢ en fonction de z = x 4~ iy, de z, = x — iy, de g’ et de 2.

:0,
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Cette équation a lieu en tous les points de l'espace, et nous en déduisons :
A
dz.dz, 7
. dZ
ce qui nous apprend que rl est fonction analytique de z. Il reste 4 montrer que Z
est fonction analytique de 7', ce qui s’exprimerait par la relation
dZ
4z,
La fonction X -~ iV étant définie par équation (3), nous aurons, non pas dans
tout Vespace, mais en tous les points de s:

iX dF 4y _ dF
—q47 22 dx+cy

= 0.

dx dx’ dx

dX dF dY dF dF
oy =4y W*%r”ﬂ’

dX dF ay _ dF
e =455 =D+ ‘I
s _gr o
dy dy dy dy dx
A, B, C étant des fonctions indéterminées.
- . dZ .
Mais Pequation i = o équivaut 4
dX _dY dX = dY
Ix =dy' dy = ax
ou
dF dF
dF dF
d’ou
A+ Cr+B =0,
ou, puisque 4, B et C sont essentiellement réels:
A + C=B= 0,
d’ott
dX _dY dX _  dY
I = dy Ay T
ce qui équivaut a4
VA
P

VA
a7
une fonction analytique de z, et cette fonction étant nulle en tous les points de s

équation qui est ainsi satisfaite en tous les points de 5. Or nous avons vu que
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NI .4z e
devra étre identiquement nulle. De sorte que I'¢quation i = o devra étre satisfaite
dans tout Uespace. C. Q. F. D.

On peut remarquer que I’4quation (3) admet une infinit¢ de solutions et que ¥
peut étre remplacé par une fonction arbitraire réelle quelconque de Y. Dans ces con-
dictions Z se trouve remplacé par une fonction arbitraire réelle quelconque de Z. Quant
3 la seconde fonction Z' = X' iV’ elle peut ¢videmment, dans le cas qui nous

occupe, étre tout 4 fait quelconque.

§ 6. Le probléme mixte.

Nous allons introduire un probléme nouveau que nous appellerons le probléme
mixte parce qu'il tient pour ainsi dire le milieu entre le probléme local et le probleme
étendu.

Supposons que les surfaces s et S ne présentent pas de point singulier.

Supposons que le probléme local puisse étre résolu dans le voisinage de chacun
des points m de la surface s. Si alors

9% %5 %o» Ro) = O
est Iéquation de la surface s et
©(Z, 7Z,Z,7Z)=o0

celle de la surface S, on peut trouver des fonctions

(1) Z=f ) Z=1&<)
analytiques dans le voisinage du point , et telle que I'on ait identiquement dans le
voisinage de ce point m:

(2) [f ) f & ) foos 2d ooy 2] =3 15 Zos TV (@ Ky Zos o)

¢ étant une fonction analytique de z, 7', 3., 2, dans le voisinage du point .
Nous devrons supposer de plus que le déterminant fonctionnel

dZdz dZ2'dZ

ne s'annule pas au point m, sans quoi, en résolvant les équations (1)on ne trouverait
pas pour z et g des fonctions analytiques de Z et de Z'. Il s’ensuit que la fonction
¢, qui est finie et analytique au point m, ne s’annule pas au point m.

Les fonctions f, f', ¢ dépendant du point m, nous mettrons ce fait en évidence
en posant:

fG)=20m); f&)=2"(m); [ ) =2,(m); fi(Zs %) = Z4,(m)
et en écrivant y(m; z, 7/, 2,, %), ou simplement ¢ (m), au lien de ¥ (3, 7, 2, 20)-
Nous retenons donc que la fonction ¢ (m) est finie, analytique et différente de zéro
dans le voisinage de .

D’autre part il peut se faire que le probleme local admette plusieurs solutions ou

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIII (3907). — Stampato il 16 febbrajo 1g907. 26
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une infinité de solutions. C’est méme seulement dans ce cas que la question dont nous
allons nous occuper peut présenter de Uintérét. S'il en est ainsi, nous désignerons par
Z(m), Z'(m), T'une des solutions du probléme local au point m et nous choisirons
cette solution arbitrairement, mais une fois pour toutes.

Nous devons nous demander maintenant s'il existe des fonctions

f& 0 f(& 1)
qui restent analytiques en tous les points de s et telles que P'on ait une identite de la
forme (1) ou la fonction ¢ reste analytique, finic, et difftrente de zéro en tous les
points de s. Clest 1d ce que nous appellerons le probléme mixte.

Nous supposerons que les deux surfaces s et S sont continues au point de vue
analytique, de telle sorte que les fonctions ¢ et @ soient analytiques pour toutes les
valeurs des variables que nous avons 4 envisager.

Si le probleme local n’admettait qu’une seule solution, c’est-d-dire si la surface s
n’admettait aucune transformation en elleméme, le probléme mixte doit évidemment
étre résolu par Laffirmative. Soient en effet Z(m) et Z'(m) les fonctions relatives 4 un
point m de s5; solent Z(m'), Z'(m") celles qui sont relatives 4 un autre point m’
de s, et qui existent d’aprés nos hypothéses. Ces fonctions substituées 4 la place de
@z 2, 'z 7') satisfont 4 la condition (1); il doit en étre de méme, par continuité
analytique, des fonctions qui sont la continuation analytique de Z(m), Z'(m). Or sile
probléme local n’admet qu’une solution, ces deux solutions doivent étre identiques, d’ou
il suit que Z(m"), Z'(m") ne peuvent étre autre chose que la continuation analytique
de Z(m), Z'(m).

Comme nous supposons que le probleme local admet une solution en tous les
points de s, nous savons que les fonctions Z(m'), Z'(sm") sont analytiques et ne pre-
sentent aucune singularité dans le voisinage du point m'. Donc on peut poursuivre la
continuation analytique de Z(m), Z'(m) sur toute la surface s sans rencontrer aucune
singularité. Ces fonctions avec leur continuation analytique nous donnent donc la so-
lution du probléme mixte.

Mais il n’en est plus de méme si la surface s admet des transformations en elle-
méme, la solution du probléme n’étant plus unique; nous savons bien que Z(m"),
Z'(m") v'ont pas de singularit¢ prés de m’, nous savons bien que 'on peut poursuivre
par continuation analytique les fonctions Z(m), Z'(m); mais nous ne savons plus si
Z(m"), Z'(m") sont les continuations analytiques de Z(m), Z'(m). La question est
donc de savoir si ces continuations analytiques de Z(m), Z' () (nous dirons simple-
ment désormais si « les fonctions Z(im) et Z'(m)») peuvent présenter des singularités
sur la surface s.

Il s'agit de savoir quelles peuvent étre ces singularités. A cet effet, nous remar-
querons que si nous posons:

Z(m) = F[Z(m"), Z'(m")], Z'(m)=F[Z(m"), Z'(m")),
la substitution :

[z 7, Z,, Z; FIZ, 2, F|Z, Z, F,[Z, Z), F.[Z,, Z]]

0.
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sera une substitution du groupe fondamental G relatif 4 la surface S. D’ailleurs, si
Z(m), Z'(m), considerées comme fonctions de 7 et de ', présentent une singularité
dans le voisinage du point m'; comme d’autre part dans le voisinage de ce point Z(m'),
Z'(m") sont des fonctions analytiques réguliéres de z et de 7' et que réciproquement
g et g’ sont des fonctions analytiques regulieres de Z(m"), Z'(m"), il faudra bien que
les fonctions
F(z, 2, F(Z Z)

[Cest-d-dire Z(m), Z'(m) considérées comme fonctions de Z(m'), Z'(m")] présentent
une singularit¢. Nous sommes donc encore ramenés 4 Iétude du groupe fondamental
G de la surface S.

Nous pouvons déji tirer de la la conclusion suivante. Supposons que pour aucune
des substitutions du groupe G, les fonctions

F(Z, Zn, F(Z, 72"

ne présentent aucune singularit¢ en aucun point de la surface S. Clest ce qui arrivera
dans un trés grand nombre de cas et qui sont précisément les plus importants. Nous
verrons en particulier que cest ce qui arrive si la surface S est une hyperspheére. Cest
14 ce que nous appellerons la condition 4.

Il arrivera alors que les fonctions Z(m), Z'(m) peuvent étre prolongées analyti-
quement sur toute la surface s sans présenter aucune singularit® en aucun point de
cette surface. Il reste & montrer que ces fonctions sont uniformes. C’est ce qui arrivera
si nous supposons de plus que la surface s est simplement connexe; dans ce cas en effet
si la fonction Z(m) n’était pas uniforme, deux de ses déterminations ne pourraient s’¢-
changer qu'en tournant autour d’un point singulier et nous avons vu quil n’y en
avait pas.

Dong, pour les surfaces simplement connexes qui satisferont 4 la condition 4, toutes
les fois que le probleme local pourra étre résolu en chaque point de la surface, le pro-
bléme mixte admettra une solution.

Je n’ai pas l'intention de pousser jusqu’au bout la discussion de la condition 4. Je
me bornerai 4 quelques remarques:

1° Je suppose que les fonctions Z(m), Z'(m) puissent étre définies de fagon A
étre des fonctions continues du point m. En d’autres termes nous savons que le pro-
bléme local admet une solution autour de chaque point de s; et je suppose de plus que
les deux solutions de ce probléme qui correspondent 4 deus points infiniment voisins
soient infiniment peu différentes Pune de 'autre. Soit encore:

Z(m) = F{Z(m"), Z'(m)), Z'(m)=F'[Z(m"), Z'(m")]

Nous avons vu que la substitution définie par les deux fonctions F et F’' appar-
tient au groupe G de §; mais nous devons distinguer dans ce groupe les transforma-
tions infinitésimales et leurs combinaisons qui forment un groupe comtinu G, faisant

partie de G.
Je dis qu’avec notre nouvelle hypothese, la substitution F, F' fait partie non-seu-
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lement de G, mais de G, Et en effet cette substitution peut étre désignée par (m, m")
puisqu’elle dépend, d’aprés sa définition, des deux points m et m'.

Joignons m et m' par un arc de courbe quelconque situé sur s et décomposons
cet arc en une infinit¢ d’arcs infiniment petits

mm,, M M,y ..., m,_ m., mm.

Alors la substitution (m, m') pourra &tre regardée comme la combinaison des

substitutions :
(my m), (mym), ..., (m,_ ,m), (m, m),

qui sont infinitésimales. Elle appartient donc 4 G,. Il suffit donc alors que la condition
A soit remplie par toutes les transformations de G..

2° Je suppose que la condition A4 soit remplie par toutes les transformations infi-
nitésimales de G, je dis qu’elle le sera encore pour toutes les transformations finies de
G, Et en effet si elle est pour deux transformations, elle le sera é¢galement par leurs
produits. Le théoréme de Caucny sur l'intégrabilit¢ des équations différentielles permet
de compléter aisément la démonstration.

3° 11 est ais¢ de voir que les substitutions de G ne peuvent jamais présenter cer-
tains genres de singularité; par exemple elles n’auront jamais de péle si la surface S
est tout entiére & distance finie; car, le point

Z(m), Z'(m), Z,(m), Z,(m)

devant se trouver sur la surface S, ses coordonnées ne pourront devenir infinies.

4° Elles ne pourront pas non plus, au moins dans des cas tres étendus, présenter
de points de ramification algébrique, mais ceci exige plus d’attention. Pour pouvoir I'ex-

poser plus facilement, je vais changer pour un instant de notation et (crire: x, et y,
au lieu de Z(m"), Z'(m"); et x et y au lieu de Z(m), Z'(m). Alors on aura:

x = F(‘xx ’ yl)? y - F’ (xx’ .yx)’

x, =0(x ) 3, =(x9);
et pour I’équation de la surface S:

(%, 3, % ¥,) = 0

d’ott Pon tirera

Je poserai ensuite:
X, = e(xx’ y1)7 yz = 9,(x17 yl)
x; = e(x27 yz)’ y; = e’(‘xz, yz)
d)n = q)(xn’ yn? x:? y:)’
x9 et yo étant les imaginaires conjuguées de x, et y,. On aura alors I'identité
(1)‘ = ®¢(x7 Y %o yo)’
{ étant une fonction réguliere et différente de zéro au point considéré.

Soient a, b les valeurs de Z(m), Z'(m) qui correspondent au point m' de la surface
s; soient a , b, les valeurs de Z(m'), Z' (m') qui correspondent & ce méme point m’.
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Ce que nous appelons le « point considéré » cest le point x =a, y =&, x, =a,,
= br :
Dans des cas trés ¢tendus, le groupe G relatif 4 la surface S comprendra une
substitution :
’ . ! (4] Js)
T:(‘Z, Z’7 Zo7 Zc’ Z:’ Zl’ Zl’ Zl )7

qui, changeant la surface S en elle-méme, changera le point Z—=gq, Z'=b,en Z =a,,
Z' = b ; et de telle fagon que dans le voisinage de Z = a, Z' = b, les fonctions Z

1 12 ¢ q g Y ) 1)
7' soient analytiques en Z et Z' et, réciproquement, que dans le voisinage de Z, =a,,
Z! =b,, les fonctions Z, Z' soient analytiques en Z et Z'. Si cette condition est
remplie nous pourrons toujours supposer que

a=a, b= b; .
Si en effet il n’en était pas ainsi, nous pourrions appliquer & Z(m'), Z'(m’) la

substitution inverse de T et nous obtiendrons de nouvelles fonctions Y (m") Y'(m'),
telles que 'on ait:

Y(m)Y=1a, Y (m)=b
Z(my=ua, Z(m)=b,
Zmy=a, Z(m)=}

tandis que Z (m), Z' (m), considérées comme fonctions de Y ("), Y'(m"), présenteraient
un point de ramification.

pour

Cest-d-dire pour

Nous pourrons alors, sans restreindre la généralité, supposer:
a=b=a =b =o.

Sl en est ainsiy les fonctions F(x , y,), F'(x,, y,) sannulent et présentent un

point de ramification pour x, = y, = o. Si nous envisageons les fonctions inverses:
Y]
x, =009, 5, =V( )

ces fonctions seront développables suivant les puissances de x et de y. Pour x=y=0
elles s’annuleront ainsi que le déterminant fonctionnel:

dx dy ~dy dx ~ (%)

Cela posé, nous aurons successivement :

(DI::(I)q), (D:(I)lklal,...,d) ::(I)L[/",

2 n+1 ”

ot 'on a posé pour abréger:

q’n = ¢(xn7 yn7 x:’ yfot)'
Cela nous permet d’écrire:
(I)n = q)Hn’

H;:“I” H1:¢¢;7"‘7Hn:4“'1)1"‘¢”_1'
La fonction § ne s’annulant pas 4 Porigine par hypothése, il en est de méme de ¢, et
par conséquent de H, .

ol
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Soit:
A = a (.\'” ) ,\lu) — & (xu) »v”\,),,, s a("‘z b yz) a("\.f Y }',) .
i a("\;’ .v) a (xrt—x ? .yi.'—x) a (.\'1 Y y.) a ('\N’ y)

Il est clair que A, présente un zéro d’ordre » pour x =y = o.

Nous pouvons toujours supposer

X, =ax+m, y=mn,
n, et v, étant des séries développées suivant les puissances de x et de y et commengant
par des termes du 2! degré. Car on peut toujours ramener les fonctions 6 et §’ 4 cette
forme par un changement lintaire de variables. Mais nous allons faire d’abord une
hypothése de plus; nous allons supposer que x, et par conséquent x, est fonction seu-

lement de x. On a alors:

_ dx, dy,
"odx dy’
d xn " : d}’; 4
et comme pour X =y =0 on a —-* ==z", on voit que —* doit présenter un zéro
d’ordre n. Il vient alors en différentiant &, = ® H :
do, dy, do dH,
oy, dy — Byt
Yo @) y y
Le 1 membre présente un zéro d’ordre #, et H, ne s’annule pas. Il faur donc
. . 4w o
que léquation ® = o, entraine = o aux quantites pres d’ordre # en x, ¥, x_, ¥,;
Cest-d-dire que les deux surfaces
® dd
— 0 —_— =
) dy
présentent un contact d’ordre #. Comme on peut prendre l'entier # ainsi grand que
. . . d® R
Pon veut, on doit conclure que P'équation & = o entraine Ty =0 Pour la méme
y

. . \ @
raison, elle doit entrainer =0

Mais cela n’est possible (liue si Pon a:
¢ = f(‘x7 xo)fx(x7 Yy Xoy yo)’

f, ne s'annulant pas pour x = y = x, =y, = 0; Cest-d-dire si V'équation de la sur-

face S se réduit 2
f(x7 xo) = 0.

Clest 13 une forme d’équation trés particuliére et admettant un groupe G continu d’ordre
infini.
Seulement nous avons fait au début une hypothese trés particuliere, & savoir que
x, est fonction de x seulement et il reste & faire voir que l'on peut toujours, par un
changement de variables convenable, ramener au cas ol cette hypothése est vérifice.
Je veux montrer qu'il existe une fonction £(x, y) développable suivant les puis-
sances de x et y, et telle que P'on ait identiquement

(x5 7)) = FLE( »)
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F érant développable suivant les puissances de Z. Posons:
~ 7 |4 z
E(“\’} }')—-51+C2+C,+ Tty
F=pE+ee4p804 -,
étant homogene de degré # en x et y. Nous aurons d’abord:
£ =x b =

Nous déterminerons ensuite par approximations successives & et §_, puis g, et B, etc
Pour déterminer & et {, nous aurons une identit¢ de la forme:

£ (ax, 0) =k (x, y) + b,5" - termes connus

“
4
Sn

et on pourra déterminer ¢, et §, sans difficulté. On pourrait méme supposer §, = o
4 moins que l'on n’ait:

Quant 4 la convergence des séries, on Iétablirait par la méthode des fonctions
majorantes.

On pourrait alors prendre pour variables nouvelles % et y au lieu de x et y et
recommencer le raisonnement précédent. On verrait ainsi que 'équation de S doit étre

de la forme: )
f[E(x, y>7 Co(xo, ’)’O)] = o.

5° Comme les deux surfaces s et S jouent un réle identique, il est clair qu’au
lieu d’envisager le groupe G de la surface S, on aurait pu tout aussi bien envisager le
groupe g de la surface s.

§ 7. Transformations de I’hypersphére.

Je suppose que la surface s soit « Ihypersphére »:
() R+ 2L =1
et je me propose de déterminer le groupe G correspondant. J'observe d’abord que cette
hypersphére se change en elleméme par les substitutions linéaires:
ypersp & P
() ,.oazx+b Fc a'z by ¢
(7(7 a”(—{—b"('—l—c"’ an(_l_bnz'!__l_c!l ?
pourvu que les coefficients a, &, ... satisfassent aux conditions :
', 0o ’ L Lo 't re
aa, 4 a'a,—a"a,=bb, - b'b — b =—cc,—c'c 4",
L L r T e g 1] o
(3) qab,+a'b,—a"b,=bec, b, —b'c] =ca,+c'a,—'a] =o,
r g "per ’ " ’ ” '
ab+a b —alb’ =bcbc —bc" =ca+tca —ca" =o.

Les substitutions (2) forment évidemment un groupe que jappellerai I'. C’est un

groupe continu d’ordre 8 qui est précisément le groupe (4) du § 3. Les groupes di-
scontinus contenus dans ce groupe T' sont précisément les groupes hyperfuchsiens dé-
couverts par M. Picarp.

Il reste 4 savoir si T' est identique & G, ou si I' est un sous-groupe de G. J'é
tablirai d’abord que G ne contient pas d’autre substitution infinitésimale que celles de T.
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A cet effet, Jaurai avantage 3 transformer U'lquation de ’hypersphére en posant:
s ) g q Yp P

_ 14« _i4x L yt2 .y Y2

i=r—v T r—x, °

Tr—x’ T — )

o _ 2 x4 yy,)
%+ —1 ——(‘IWIT)B

L’¢quation de I'hypersphére devient ainsi:

(4) x4 x, 4 yy, =o.

Appliquons 4 nos variables une transformation infinitésimale en changeant x et y en
x & et y -+ n. Pour que cette transformation n’altére pas 'hypersphere, il faut que
Pon ait lidentité:
() E+ &+ oy, +ny=0G+x+35)b
{ étant une fonction analytique de x, x_, y, y,.

Développons &, «, £, n,, ¢ suivant les puissances de y et de y, et écrivons:

EZS-ZPV, ﬂ:Z'ﬂ EOZZE° ’ﬂo:Zﬁﬁw (‘!‘:Zqﬁw,

PARN py? By

» b,y représentant Uensemble des termes en y*y..

£

SR
L’identit¢ (5) nous donnera en égalant les termes en y*y’:

(6) E-p.v + Ef}.v + "’p.v_,)’o + 'n;_x.vy = (x + xo)‘va + yyo“l)p-x.\'—x :

On voit que 'on peut avoir une série d’identites de la forme (6) ou figureront
seulement des fonctions
(7) Epv? E:v’ np..\l—x? ng..—x.v? ¢p.v’
pour lesquelles la différence p. — v sera constante. Nous pourrons donc considérer sé-
parément les fonctions de la forme (7) correspondant & une différence donnée p. — v.
Nous devons observer de plus que dans &, , lindice v doit étre nul, car la fone-
tion £ ne dépend que de x et de y. Inversement, dans £, indice p. doit ére nul.

De méme dans »,,_, on doit avoir v =1; dans w;_, , on doit avoir y = 1. Donc

1.y
on aura ¢,, = o par exemple si v n’est pas nul.

Faisons d’abord p. — v = o, nous aurons la série d’identités:
Coo L0 =+ x)Ve0s Mo¥ot 10,y =G+ 2 F 3 Y0beo s
o=(x+ 5V, F b =G+ )b F = =G+ )b T b
Yo Yu Vs

On voit que les rapports P Ty sont divisibles par x 4 x_.
22 53

w
Donc V,, sera divisible par (x -+ x )"~ et cela quelque grand que soit p, c’est-d-
dire que I'on devra avoir
q"u — O,

Eoo T Eoo = (* + % )¥00s Mi0Yo T M0, Y =¥ Yo Voo

ou, en posant n, = (y, 2, = { y,:

C+Zo:¢oo'

d’ot:
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Nous aurons d’ailleurs

E :Eoo7 EOZEZO’

puisque & ne contient pas d’autre terme, et il restera:

(8) E + Eo = (‘x + xo) (Z - Zn:))7
ol § et { dépendent seulement de x; £ et { seulement de x,.

Cela n’est possible que si

— o

2= — const.
dx dx

o

Ce qui nous donne les 4 solutions suivantes :

1° L=ix, { =—ix, E=ix", £, —=—ixl, n=1ixy, n,=-—1%Y,
(9) 2: Z_:;o_—;l, E———.Z{, Eo_—_zxo, ’n:.y, Ne =19, .

3 =i {(=—1, ¢=§f =0, n=1y, n,=—iy,

¢ {=l=o0, =i, {,=—i, n=n=o0,

Supposons maintenant':

p=v-+1;

nous aurons la suite d’identités:

ooy =+ £)b0s n0Y = (¢ 2) 4, + 334,
o=(x4x), +b, =G+ ), +b, =
On verrait comme plus haut que §, = o, et 'on en déduirait
Ee=2y m =B 1,=57 4o =77
« et y dépendant seulement de x, et ¢, de x,. Il reste alors:
a b= G )T

ce qui comporte les 4 solutions suivantes :

T=1, a=1x% { =x, E=xy, & =0, n=9, n,=x
(IO)' Y =0 on_—_—i, 'ﬁo:_i') E:i)', g():o7 n=aq, no:_i

Y=o, a=1 p =—1, &=y, {, =0, m=o0, N, =—1

y=1, a=ix, B, =ix, &=ixy, § =o0, n=1iy’, m, =ix,.

Ces solutions ne conviennent pas, car elles e donnent pas pour § et d’the patt,
pour n et w  d'autre part, des fonctions imaginaires ‘conjuguées. Mais en fiisant
b= v — 1 on trouve 4 nouvelles solutions :

— — - [y — - — 2
E-_O? Eo_"xoYO’ N =X N =%
(Iobis) ( E 0, Eo 1)’07 IT‘ 1” tno 0
E O’ 50 yo? N = I’ 710 o
. . ) Y : e a2
g_o’ E‘o_'—"’»xoyo? n=-—=—1x 7)0__—-’1_‘)’0

qui sont imaginaires conjuguées des précédentes. En ajoutant les solutions (10) et

Remd. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIII (1907). — Stampato il 16 febbrajo 1907. 27
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(10°%) on trouve 4 nouvelles solutions:

5 E=awy L=xy, a=y+x n, =Y, + %,
(11) ° .£=1y’ £y = — 1), n=1 Mo —= — 1t

70 E:y’ Eo:'yo’ =1 no:—I

8 E=ixy, &, =—ixy, n=—ix+4iy", n, =ix, —iy’

qui conviennent au probléme.
Si nous faisons maintenant u — v - A, il vient, en supposant b > o,

Eho - (x + xo)“l’ho’ nh+x.oyo - ('x + xo)"l)k+x.r _,— yyoq)hho -

On verrait comme plus haut que ¢,, _ est nul et on en déduirait:

8o = (5 + %),

Le 1 membre ne dépendant pas de x_, il doit en étre de méme du second; ce

qui entraine

Mhaso = Gpo = O
il n’y a pas de solution. Si on supposait b < o, on arriverait au méme résultat, car
on obtiendrait des relations qui seraient imaginaires conjuguées des précédentes. Le
probléme ne comporte donc pas d’autres solutions que les solutions (9) et (11). Ces
solutions sont au nombre de huit, elles ne peuvent donc étre autres que les huit trans-
formations infinitésimales du groupe I' qui est d’ordre 8. C. Q. F. D.

Je mets maintenant de nouveau I'équation de 'hypersphére sous la forme (1) et
je me propose de démontrer que le groupe G ne contient pas d’autres transformations
finies que celles de I'. Soit en effet

I'=®1542)
une pareille transformation. Je ne restreindrai pas la généralit¢ en supposant que pour
=% =o,onaZ=272 =o.

Supposons en effet que cette transformation 7T transforme le point 3 ==, 7' = «’
dans le point Z = @, Z' = §’; je supposerai de plus qu’aucun de ces deux points
n’est sur Uhypersphére. Je supposerai encore que le déterminant fonctionnel de la trans-
formation T, c’est-d-dire le déterminant fonctionnel de Z et Z’ par rapport 4 z et
', ne sannule pas pour g = «, 7’ == «’. Cela est permis puisque ce déterminant n’est
pas identiquement nul et que le point «, a' est arbitraire.

Parmi les substitutions du groupe T, il y en a une qui change lorigine en un
point quelconque z = ¢, 7’ = ¢/, pourvu que ce point ne soit pas sur I’hypersphére;

ce qui veut dire que I'on peut choisir les coefficients a, &, ... de la substitution (2)
de telle fagon que les relations (3) soient satisfaites, que ¢'" = 1 et que ¢ et ¢’ aient
des valeurs quelconques, pourvu que ces valeurs ne satisfassent pas 4 I'égalité
rar
cc,4-c'c, = 1.

Soient alors 4 et B celles des substitutions du groupe I' qui changent Iorigine
en le point «, «' pour 4, ou en le point £, ¢’ pour B. Alors la substitution

ATB™
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transformera le point ; =7 — o en luiméme. Elle fera d’ailleurs partie du groupe G
puisque 4, T et B en font partie; elle pourra donc étre substituée & T. Dailleurs son
déterminant fonctionnel ne s’annule pas a origine. C. Q. F. D.

Soient G, et I', les sous-groupes formés des substitutions de G et de I' qui changent
Porigine en elleméme. II est clair que T sera un sous-groupe de G, et, d’aprés I'hy-
pothése que nous venons de justifier, T fait partie de G,. Quant au groupe I' , il est

formeé de toutes les substitutions (2) qui sont telles que
d’ou
[ XY L
a'="b"=o, =1

Nous ne restreindrons pas non plus la généralit¢ en supposant que T est tel que
Pon ait (pour z =% = o, cest-d-dire & I'origine)

2 s
a7
Supposons en effet que l'on ait 4 Porigine:
az VA A R VA

Nous pourrons combiner la substitution T avec une substitution du groupe T, et
nous obtiendrons ainsi une substitution T, appartenant comme T au groupe G, et qui
changera z et ' en

Z =aZ+0b2,

I

Z'=dZ+ V2"

I

Les coefficients a, b, a’, &' sont assujettis aux conditions :
(12) aa,+a'a,=bb b0 =1,
ab,+a'b =ab+al' =o,
qui ne sont autre chose que les conditions (3); il faut choisir a, & de fagon que ces
conditions (3) soient remplies et que l'on ait:
ad-+5b4d =o.

Cela est toujours possible. La substitution T satisfait d’ailleurs 4 la condition im-

I

poste iz, =o. C. Q. F. D.
a7’
Ajoutons que le déterminant fonctionnel de Z et Z' par rapport 4 7 et 4 7’ ne
s'annule pas 4 Porigine, puisque celui de T ne s’annule pas.
Soient G, et T, les sous-groupes formés des substitutions de G, et ' qui satisfont
4 Porigine 4 la condition
dZ
a‘z‘? = 0.
I est clair que T, sera un sous-groupe de G, et, d’aprés Ihypothése que nous
venons de justfier, T fait parte de G,. Quant & T,, il est formé de toutes les substi-
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tutions de I', pour lesquelles on a:

b=1b,=o,

d’ot, d’aprés les conditions (12),
a'=a,=o.

It se compose donc des substitutions qui changent z et 5" en

az, bz,
aa,=b'b = 1.

Ainsi T fait partie de G, de G, et de G,. D’ailleurs: I' est le plus grand groupe
continu contenu dans G; I, est le plus grand groupe continu contenu dans G ; I, est
le plus grand groupe continu contenu dans G,. Comme T fait partie de G, il change
tout groupe continu contenn dans G en un groupe continu contenu dans G; donc tout

sous-groupe de T' en un sous-groupe de I; donc T' en lui-meme. De méme T change
[, en luiméme et I, en luiméme.

Z=fkz %) Z = f'(z (’_)7
on devra avoir identiquement
flaz, ') = Af (% ) f(az V') =B'f(z 1),
A4 et B' ¢tant des constantes de module 1, si a et &’ sont des constantes quelconques
de module 1. Cela n’est possible que si ’on a:
=21, Z'=W7"t
Il est ais¢ de vérifier que Iéquation de ’hypersphére ne pourra rester inaltérée que
si les constantes n et p se r¢duisent. 4 P'unité, c’est-d-dire si T fait partie de T,.
Donc il n’existe pas d’autre substitution qui n’altére pas Ihypersphére que celles
du groupe I. Les deux groupes G et I' sont identiques. C. Q. F. D.
Nous allons maintenant vérifier que les fonctions
_ ezt o, azt b4
an(_l_ bu(r + 6”, a/rz+ 4”(' + C”
ne présentent aucune singularit¢ en dehors de ’hypersphére.
La seule singularité possible serait obtenue pour

(14) a'z 40" ¢’ =o.

Mais_en vertu des relations I’équation de ’hypersphére peut s’écrire:
L Vet 3 q ypersp p

(15) ) (a2 4 b2+ (@2, + b3+ ¢) + (@2 + 02 + )@z, + b5, + )
( = (@' 072+ (a3, + bz, + <)

Si Péquation (14) était satisfaite, le second membre de (15) devrait s’annuler, ce qui est

impossible, car le 1 membre est essentiellement positif.

Comme d’ailleurs 'hypersphére est simplement connexe, les conditions du § pré-
cédent sont remplies; c’est-d-dire que si I'une des deux surfaces s et S est une hy-
persphére et si le probleme local peut éure résolu dans le voisinage de chaque point,
le probléme mixte comportera une solution.

Si donc on a
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§ 8. Le probiéme étendu.

Reprenons notre surface s limitant un domaine d et notre surface S limitant un.
domaine D. Nous supposons le probléme mixte résolu; nous connaissons donc des fonc-
tions Z et Z', analytiques en tous les points z, g’ de la surface s et transformant s
en S. Pouvons-nous en déduire la solution du probleme étendu, c’est-d-dire pouvons-
nous trouver des fonctions, analytiques, non-seulement en tous les points de la surface
s, mais en. tous les points du domaine 4 limit¢ par cette surface et transformant s en
Siet d en D? Les fonctions Z et Z', qui nous fournissent la solution du probléme mixte-
et qui- sont régulitres sur la surface s, présentent-clles des singularités 4 I'intérieur de d?

La reponse nous est fournie par un théoréeme de M. Harrtoes *).

D’aprés ce théoréme, une fonction de deux variables z et 7’ sera analytique a I'in-
térieur d'un. domaine d 4 4 dimensions, pourvu qu’elle le soit sur la surface s 4.3 di-
mensions qui. limite ce domaine.

La démonstration pourrait se rattacher & des considérations que j’ai développées 4
propos d’une question enti¢rement différente dans le Bulletin Astronomique, tome XVI.
Voir aussi mes Legons de Mécanique celeste, tome 11, Soit F (%, z) la fonction en question.
Par hypothese, elle est réguliere dans un domaine 3 comprenant tous les points de s
et les points suffisamment voisins; je dis qu’elle est réguliere dans tout le domaine d.

Considérons un contour y dans le plan des z et Iaire § limitée par ce contour. Je
dirai qu’un point 7 = 4 satisfait 4 la condition 4, s’il existe une valeur 4’ de ¢’ telle
que le point 4, a' appartienne 4 d; je dirai que Paire { satisfait 4 la condition 4 si
tous ses points satisfont 4 la condition 4. Je dirai qu'un point g = a satisfait 4 la con-
dition B, 'il existe des valeurs 4’ de 7z’ telles que le point a, a’ fasse partie de 3. Je
dirai que l'aire { satisfait 4 la condition B, s'il existe des valeurs de 7' qui associées 2
un point quelconque de ¢ donnent un point appartenant au domaine 3.

L’ensemble de ces valeur de 7z’ forment alors dans le plan des 7’ une certaine aire
£, et en associant un point quelconque de § avec un point quelconque de &', on
obtiendra un domaine 4 4 dimensions {{’ faisant partie de 8. Il est clair qu'un point
2 = a quelconque satisfait 4 la condition B s’il satisfait 4 la condition A, Soit en effet

(5 2 Xy L) =0
I'équation de s5; le domaine d pourra étre défini par I'inégalité

® >0

et le domaine & par les inégalités

> —e e

*Y HarTOGS, Einige Folgerungen aus der CaUCHYschen Integralformel bei Funklionen mehrerer Ve-
randerlichen [Sitzungsb. der math.-physik. Klasse der K. B, Akademie der Wissenschaften zu Miinchen,
t. XXXVI (1906), pp. 223-242].
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Soit z==a; nous aurons par hypothése des valeurs de 7' pour lesquelles @ > o;
d’autre part pour g’ trés grand on aura @ < o, puisque la surface s est fermée, d’ott
il résulte que le domaine d ne s’¢tend pas & P'infini. Donc par continuité @ pourra prendre
des valeurs comprises entre — ¢ et «. C. Q. F. D.

On déduira de 14 que dans le voisinage de tout point { = @ satisfaisant 4 la con-
dition 4 il y a une aire { satistaisant 4 la condition B, et par conséquent que toute
aire { satisfaisant 4 la condition 4 peut &tre décomposée en aires plus petites satisfaisant
4 la condition B.

Je dis maintenant que la fonction F est uniforme dans d. Considérons en effet
un contour fermé y dans le plan des z, soit F| la valeur initiale de F quand on part
d’un certain point de ce contour, et F, la valeur finale quand on en a fait tout le tour.
Il faut démontrer que

F =F,.

D’abord la différence F, — F, est une fonction de g, susceptible d’étre poursuivie
par continuation analytique. Supposons d’abord que l'aire ¢ limitée par le contour y
satisfasse 4 la condition B, alors pour les valeurs de ' appartenant a l’aire ', on aura:

F —F =o,
puisque la fonction F est uniforme dans le domaine § et par conséquent dans le do-
maine { @',

Cette différence sera donc encore nulle pour toutes les valeurs de 7.

Si l'aire ¢ ne satisfait pas & la condition B, on la decomposera en aires plus petites
satisfaisant 4 cette condition.

La fonction F est donc uniforme, il reste 4 montrer qu'elle ne présente pas de
singularité, c’est-d-dire que lintégrale

/(z— a)} Fdz,

ou a est un point quelconque satisfaisant 4 la condition 4, ol p est un entier positif
quelconque, intégrale prise le long d’un contour fermé quelconque entourant le point
a; que cette intégrale, disje, est toujours nulle. Or C’est ce que on verrait en raison-
nant sur cette intégrale comme nous avons raisonné sur la difference F, — F_.

Il ne sera pas inutile de donner une démonstration spéciale pour le cas ou la sur-
face s est une hypersphére. Soit

Z=Fi {)=X+}1iY.
Sa partie réelle X satisfera aux équations:
a#X  dX  dFX &2 X
() dxdy, A0dr, &, AL,

0

et par conséquent d I’équation
X X
@ iz, T awig, =

0.
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Si alors nous faisons
F=x4iy, ZL=x—iy
=24y, =X —iy,
Péquation (2) pourra s’écrire:
) X=TE Tt At =
C’est Iéquation de Larrace; la fonction X étant par hypothése réguliere dans le do-
maine 9, c’est-d-dire pour les points voisins de I’hypersphére

’
K’-z-o + Z.' (o = I’
pourra s’exprimer 4 l'aide des fonctions sphériques, ou plutét de leur généralisation
pour 4 dimensions; nous pourrons donc écrire:

o) X=2P +2 0&z+<z)"",

P et Q, étant des polyndmes homogénes d’ordre n en x, y, ', y' satisfaisant 4 I¢-
quation (3); ou ce qui revient au méme en g, %, ¢, %, satisfaisant 4 ’équation (2).
La fonction X ne peut d’ailleurs étre développée sous cette forme que d’une seule maniére.

Soient alors D, X, D,X, D X, D X les 4 derivées partielles de X qui s’annulent
en vertu des équations (1), il viendra:

2. DP,+ > D[Q,(x, + 1) "] =o.

Nous remarquerons que DP, et DQ, sont des polyndmes sphériques d’ordre
n — 2; cCest-a-dire que l'on a:

A(DP) = A(DQ) = o.

Posons pour abréger
—l—n=k R=2zz,+7%

et supprimons l'indice #» de Q quand il ne sera pas indispensable. Il viendra:

D.(QR) = R*D Q -+ kR +7<0 )+kQR’=— + k(k — 1)27, QR

D,(QR) = R'DQ 4 kR od{ T2) Gk~ 02, QR

(<%
(cie
D (QRY)=R'DQ -+ kR ( d( +z, )+k(k— 1)z'z, QR
D,(QR)=R'DQ+ kR- (

Lge) +HQR™ 4 G — 17T, QR

En combinant la 1% et la 4¢™ de ces relations et appliquant & Q le théoréme des
fonctions homogénes, on trouve :

A(QRY = R4 Q + kR (1 Q) + 2kQ R + k(k — 1)(xz, +¢'%) QR
ou, en remarquant que A Q = o, z7, + 'z, = R:
A(QRY = nkR= Q + k(k + 1) QR™,
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A(QRY =o puisque k+1=—n.
1l est clair que l'on aura:
A[D(QR)] = o
et que D(QR") est homogéne d’ordre — # — 4; on a donc:
D,(Q,R") = H,R",
H! étant un polynéme sphérique d’ordre n - 2, dont 'expression est donnée par les
formules précédentes. Dans ces conditions, les équations (1) peuvent s’écrire :

o= D.P,+ > H R

et comme une fonction ne peut se développer que d’une seule maniére en série de la
forme (4), on devra avoir séparément :
. _— P LA
D;P,=o, H,=o, D(QR)=0.
On aura donc:

() QR =Y+7,

Y ¢tant fonction de 7 et 7' seulement, Y, fonction de 7, et g, seulement. On en tire:

Qn - (Y + Yo) (((o + (I Z.;)71+l'
Q, R’ est une fonction rationnelle. Donc il en est de méme de Y; il suffic pour s’en

assurer de donner 4 g, et 7 des valeurs constantes dans l'identité (5). Il en est de
méme de Y. Posons donc:

U U
Y — 77 Yo = V—o7
U, V, U, V, étant des polynbémes prémiers entre eux; il viendra:
(6) QVV,=WUV,+ UV)xz, + 1z

V divise le 1% membre, il est premier avec U et avec 7, donc avec UV et avec

UV _+ U V; donc il divisera le facteur "2y Or ce facteur n’admet aucun
o o’ ? Z-Zo ( <o

diviseur dépendant seulement -de z et z’; il faut donc que Pon ait

V:Vo:I,

ce qui est impossible, puisque Q, est de degré n, et que le second membre contient un
facteur de degré 2s 2. On a donc:

Q=0
X = Zan’

ce qui montre que X reste régulier dans tout le domaine d intérieur a Phypersphere.

C. Q E. D.

On voit la différence avec le cas des fonctions d’une seule variable. Dans ce ‘cds
Péquation (4) deviendrait:

et par conséquent

X=2P +20&)"

et I'équation (6): » |
QVV, = UV, + UV )zes
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V serait un diviseur de 7", ¥, un diviseur de z* et il n’y aurait pas de raison pour
que Q, soit nul; on trouverait au contraire:

V=¢, V,=%, U=U=1, 0, =++1,
V=x¢, V=2, U=i, U =—i, Q =ix —z)

(4]

ou bien

§ 9. Le probléme sur I’hypersphere.

Supposons que la surface s soit une hypersphére et la surface S une surface in-
finiment voisine de I'’hypersphere. Soit

R 2 =1
ZZ,+Z2'Z =144
celle de S, ¢ étant trés petit. Nous poserons
Z=z+% Z =2+,
Z=%3+% Z=2+C,
{ etc. étant trés petits. Il sagit de savoir si Pon peut ttouver des fonctions

I ST 4

I’équation de s; soit

satisfaisant 4 identité

() R+l =d G+ — D =4

Nous avons, pour écrire cette identité, négligé les carrés de . J’ajoute que % et ¢’
doivent étre fonctions seulement de z et de g/, et { et £/ de g, et 7).

En différentiant cette identité, on trouve:

7

al | .d¢ _d
L = =5E

— g’

¥ , 47 d¢ dg

C+Dd{+ d( dz-—lhzoe—;i?’

@ S 0
-+ + d(o d(o—l_(e——ﬁo’

o 8% | .40

+~d%+%d& tu[+‘e“d¢'

En différentiant une fois de plus on trouve:

4y dE,
‘E+T
d"

d( + dz,

(3) a7 Z
D@_dz+dz

ar
—d7 + d

D,, D,, D, D, ayant (ainsi que ) la méme signification que dans le § précédent.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1907). — Stampato il 18 febbrajo 1907. 28
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On en conclut qu’on a pour des indices 7 et k quelconques:

‘Di Dk ¢=0o0
et par conséquent
(4) 4A ¢ =0,
ou bien encore
(4bis) DiAcP — AD’.'\O == 0.

La solution générale de I’¢quation (4) est

o= X, +DY,R+DUR"+D VR

X, Y, U, V, déignant des polynémes sphériques d’ordre # et dailleurs

R = (Z.o + (' Z:)
Comme la fonction ¢ doit rester réguliere pour R = o, il restera:
? = Z Xn + Z Yn R’
ou
(s) p=X+ TR,
avec

X=D>X,Y=DVY aAX=o0aY=o.

") nous donnent:

D’A(YR) — 0.

Les équations (4

Nous avons d’ailleurs:

2o =2A,R)=2(+n7Y,

bis

de sorte que les équations (4”°) deviennent

2.(2+mD(Y)=o,
ce qui exige que I'on ait séparément
D,(Y,)=o0, D(Y)=o.
Calculons maintenant D, D, (Y R); nous trouvons, en nous reportant aux formules
qui donnent D;(QR*) et y faisant k=1, Q =Y, D,Y =o:

aY aY
D,(YR)ZKW'I‘%‘B—K“I‘Y:
dY ,dY
Dz(YR):( az +(odzoa
(6) D (YR) — ,dY aY
;( )—Z dz +(°dz;’

,dY . dY
D4(YR)—KW+ZOTK;+ Y.
Les équations D,(Y) = o nous apprennent que Y est la somme d’une fonction
de 7 et de 7' et d’une fonction de z, et 7. Il en résulte immédiatement qu’il en est
de méme des seconds membres des équations (6) et par conséquent que I'on a

D.D,(YR) =o.
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Comme D;D,¢ = o, on aura de méme:

(7) DkaXIDkaY: 0.
Pour R =1, ¢ se réduit & { qui est une fonction connue, et on a dailleurs
p=X+47.

Si donc nous posons:
Q=X+17,
la fonction Q réguliere & l'intérieur de 'hypersphére et satisfaisant 3 A Q = o se ré-
duira 4 § sur la surface de 'hypersphere. La fonction Q est donc entiérement déter-
minée et peut éire regardée comme une donnée de la question.
A cause des équations (7) on devra avoir :

(8) D.D,Q=o.
C’est 1a une premitre condition pour que le probléme étendu comporte une solution.
Nos équations prouvent que ¥, D X, D, X, D X, D, X sont égaux 4 une fonction
de 7 et de 7', plus une fonction de z, et de z); écrivons donc:
Y=U+4U,, D,X)=V.+7V,
ot U et V, sont fonctions de 7 et g, U, et V; fonctions de z, et .

Nous pourrons écrire :
Dio=W,+ W,

ot W, dépend de g et ¢/, et W} de z, et z,. On 2 alors:

daU aUu
W=V +Utzge W=V 425,
©) W =V 4U W=V +4+U 4U
;= 3+Kd—(’ Pl 4+ +(W
Quant & W°, W3, W3, W;, il sont naturellement imaginaires conjugués de

W., W,, W, W, et nous ne les écrirons pas explicitement.

On a
DiX:DiQ=Vi+V?

et comme Q est une fonction connue, les fonctions ¥, doivent étre regardées comme

connues.
La comparaison des équations (3) et (9) nous donne alors:
it aUu ac aUu
=T U+ G =ttt 6
v ,dU at’ , a0
EZ”;‘I"KW-I-C;, d—(,=V3+U+<7{—,+C4a

les C étant des constantes; on tire de 14 par intégration:
¢ = Uz + Cat G2+ [ Pz 7.42),

(10)
U =Ug + Cr+ Cx +f(V3d(+ v,dz).



220 HENRI POINCARE.

Il faut donc que
Vidz+V,dz, V}d(—{— V4d('
soient des différentielles exactes, et c’est ld la seconde condition pour que le probleme
soit possible.
Posons ensuite :

Q<+cx+3/Wﬁv+nno=m
Cat L + [ dx+ 7, d0) ="

Les fonctions » et n’ dépendent seulement de 7 et 7' et elles sont enti¢rement
déterminées, & trois constantes prés pour chacune delles (& savoir pour », C, C, et
la constante d’intégration).

Cela posé, les équations (10) nous donnent:

¢ =(U+U)R+ 12, + 124 "2 + 0%
et comme ¥ = U - U, on aura, d’apres (5):
X =z, + 1,2+ 1'% + 2,3

(I I) ' 1t

. Y:Qw'q(o—noz—’n(o_no('
Les fonctions X et Y seront donc déterminées 4 un certain nombre de constantes
prés. Pour que le probléme se trouve résolu, il faut et il suffit que la valeur de Y
déduite des équations (11) satisfasse aux conditions

D, Y =o.

Car alors on pourra poser Y = U -+ U, et les équations (10) nous donneront la
solution du probléeme. Mais il est aisé¢ de voir que lon trouve:

dn  dn,
dy — dz,

avec trois autres équations analogues, et par conséquent que l'on peut choisir les

DY=D,Q~ =V A VeV, =V —C,—C

constantes de fagon que
D, Y=o
Les deux conditions énoncées plus haut sont donc suffisantes.

Quelque incomplets qu'ils soient, les résultats précédents suffiront, je pense, pour
montrer 4 quel point le probléeme qui nous occupe se présente sous un jour différent
pour les fonctions d’une variable et pour celles de deux variables. J’espére pourtant
que, quand on aura mis la chose au point, les considérations de ce genre rendront pour
les fonctions de deux variables des services analogues 4 ceux qu’elles ont déjd rendus
pour les fonctions d’une variable.

Paris, janvier 1907.

H. PoiNcaRre.




