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L'AVENIR DES MATHt~MATIQUES; 

Par M. H. P o i n o a r o (Paris) ~). 

Pour pr6voir l'avenir des math6matiques, la vraie m~thode est d'6tudier leur histoire 

et leur 6tat present. 
N'est-ce pas hi, pour nous autres math6maticiens, un proc6d6 en quelque sorte 

professionnel ? Nous sommes accoutum6s ~i extrapoler, ce qui est un moyen de d~duire 
l'avenir du pass~ et du present, et comme nous savons bien ce qu'il vaut, nous ne 
risquons pas de nous faire illusion sur la port6e des r6suhats qu'il nous donne. 

II y a eu autrefois des proph~tes de malheur. Ils r~p~taient volontiers que tous 
les probl~mes susceptibles d'etre r~solus l'avaient ~t~ d~j~, et qu'apr~s eux il n 'y  aurait 
plus qu'~i glaner. Heureusement l'exemple du pass6 nous rassure. Bien des lois d~jA on 
a cru avoir r~solu t ous l e s  probl~mes, ou tout au moins avoir fait l'inventaire de ceux 
qui comportent une solution. Et puis le sens du mot solution s'est 61argi, les probl~mes 
insolubles sont devenus les plus int~ressants de tous et d'autres probl~mes se sont pos~s 
auxquels on n'avait pas song6. Pour les Grecs, une bonne solution ~tait celle qui n'em- 
ploie que la r~gle et le compas; ensuite, c~la a ~t~ celle qu'on obtient par l'extraction 
de radicaux, puis celle o~1 ne figurent que des fonctions alg~briques ou logarithmiques. 
Les pessimistes se trouvaient ainsi toujours d6bord~s, toujours forces de reculer, de 
sort ,  qu'~l pr6sent je crois bien qu'il n 'y  en a plus. 

Mon intention n'est donc pas de les combattre puisqu'ils sont morts ;  nous savons 
bien que les math6matiques continueront ~i se d~velopper, mais il s'agit de savoir dans 
quel sens. On me r~pondra ~ dans tous l e s  sens ,~ et cela est vrai en partie; mais si 
cela ~tait tout ~l fait vrai, cela deviendrait un peu effrayant. Nos richesses ne tarderaient 
pas ~t devenir encombrantes et leur accumulation produirait un fatras aussi imp6n6trable 

que l'~tait pour l ' ignorant la v~rit~ inconnue. 
L'historien, le physicien lui m~me, doivent faire un choix entre les faits; le cer- 

veau du savant, qui n'est qu 'un coin de l'univers, ne pourra jamais contenir l'univers 
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tout entier; de sorte que, parmi les faits innombrables que la nature nous off.re, il en 

est qu'on laissera de c6t~ et d'autres qu'on retiendra. I1 en est de m~me, ~i fortiori, en 
math6matiques; le math6maticien, lui non plus, ne peut conserver p~le m~le tous l e s  
faits qui se pr~sentent ~. lui; d'autant plus que ces faits c'est lui, j'allais dire c'est son 
caprice qui les cr&. C'est lui qui construit de toutes pi&es une combinaison nouvelle 
en en rapprochant les 61~ments; ce n'est pas en g~n~ral la nature qui la lui apporte 
toute fake. 

Sans doute il arrive quelquefois que le math6matiden aborde un probl~me pour 
satisfaire ii un besoin de la physique; que le physicien ou l'ing~nieur lui demandent 
de calculer un nombre en vue d'une application. Dira-t-on que, nous autres g6om&res, 

nous devons nous borner ~t attendre les commandes, et, au lieu de cukiver notre 

science pour notre plaisir, n'avoir d'autre souci que de nous accommoder an gofit de 

la clientele ? Si les math6matiques n 'ont  d'autre objet que de venir en aide :l ceux qui 
&udient la nature, c'est de ces derniers que nous devons attendre le mot  d'ordre. 
Cette fa~on de voir est-elle l~gitime ? Certainement non ;  si nous n'avions pas culti% 
les sciences exactes pour elles-m~mes, nous n'aurions pas cr66 l ' instrument math6matique, 
et le jour off serait venu le mot d'ordre du physicien, nous aurions &6 d6sarm~s. 

Les physiciens non plus n'attendent pas; pour &udier un ph6nom~ne, que quelque 

besoin urgent de la vie mat~rielle leur en ait fait une n&essit~, et ils ont bien raison; 

si les savants du XVIII  ~ si&le avaient d61aiss~ l'~lectricit~, parce qu'elle n'aurait &6 ~. 

leurs yeux qu'une curiosit~ sans inter& pratique, nous n'aurions au XX ~ si&le n i t &  
l~graphie, ni 61ectrochimie, ni ~lectrotechnique. Les physiciens, forces de choisir, ne sont 
donc pas guides dans leur choix uniquement par l'utilit& Comment  donc font-il pour 
choisir entre les fairs naturels ? Nous pouvons le dire ais~ment; les fairs qui les int& 
ressent ce sont ceux qui peuvent conduire ~t la d&ouverte d'une loi; ce sont donc 
ceux qui sont analogues ~t beaucoup d'autres faits, qui ne nous apparaissent pas comme 
isol6s, mais comme &roitement group6s avec d'autres. Le fait isol6 frappe tous les yeux, 
ceux du vulgaire comme ceux du savant. Mais ce que le vrai physicien seul salt voir, 
c'est le lien qui unit plusieurs fairs dont l'analogie est profonde, mais cach~e. L'anecdote 
de la pomme de NEWTON n'est problablement pas vraie, mais elle est symbolique; 
parlons-en donc comme si elle &ait vraie. Eh bien, nous devons croire qu'avant NEWTON 
bien des hommes avaient vu tomber des pommes;  aucun n'avait rien su en conclure. 
Les faits seraient st~riles s'il n 'y  avait des esprits capables de choisir entre eux en 
discernant ceux derriere lesquels il se cache quelque chose et de reconnaitre ce qui se 
cache derriere, des esprits qui sous le fait brut sentiront l'~lme du fair. 

En math~matiques nous raisons tout ~l fait la m~me chose; des ~l~ments varies 
dont nous disposons, nous pouvons faire sortir des millions de combinaisons diff~rentes; 
mais une de ces combinaisons, tant qu'elle est isol~e, est absolument d~pourvue de 
valeur; nous nous sommes souvent donn~ beaucoup de peine pour la construire, mais 
cela ne sert absolument ~ rien, si ce n'est peut-&re ~ donner un sujet de devoir pour 
l 'enseignement secondaire. I1 en sera tout autrement le jour off cette combinaison prendra 
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place dans une classe de combinaisons analogues et off nous aurons remarqu~ cette 
analogie; nous ne serons plus en pr&sence d 'un fair, mais d'une loi. Et, ce jour 1~., le 
v~ritable inventeur, ce ne sera pas l'ouvrier qui aura patiemment ~difi~ quelques-unes 
de ces combinaisons, ce sera celui qui aura mis en ~vidence leur parent~. Le premier 
n'aura vu que le fair brut, l'autre seul aura senti l'~me du fair. Souvent, pour affirmer 
cette parent~, il lui aura suffi d'inventer un mot nouveau, et ce mot  aura ~t~ crtateur; 
l'histoire de la science nous fournirait une foule d'exemples qui vous sont familiers. 

Le c~l~bre philosophe viennois MACH a dit que le r61e de la Science est de produire 
l'4conomie de pens~e, de m~me que la machine produit l'~conomie d'effort. Et cela est 
tr~s juste. Le sauvage calcule avec ses doigts ou en assemblant de petits cailloux. En 
apprenant aux enfants la table de multiplication, nous leur ~pargnons pour plus tard 
d'innombrables manoeuvres de caiUoux. Quelqu'un autrefois a reconnu, avec des cailloux 
ou autrement, que 6 lois 7 font 42 et il a eu l'id~e de noter le r~sultat, et c'est pour 
cela que nous n'avons pas besoin de recommencer. Celui-l~i n'a pas perdu son temps 
si m~me il ne calculait que pour son plaisir; son operation ne lui a pris que deux 
minutes, elle en aurait exig~ en tout deux milliards, si un milliard d 'hommes avait d t  
la recommencer apr~s lui. 

L'importance d 'un fait se mesure donc ~l son rendement, c'est4-dire ~. la quantit~ 

de pens~e qu'elle nous permet d'~conomiser. 
En physique, les faits ~l grand rendement sont ceux qui rentrent dans une loi tr~s 

g~n~rale, parce qu'ils permettent d'en pr~voir un tr~s grand hombre d'autres, et il n'en 
est pas autrement en math~matiques. Je me suis livr~ ~l un calcul compliqu~ et je suis 
arriv& ptniblement ~t un rtsultat; je ne serai pas pay~ de ma peine si je ne suis devenu 
par l~i capable de pr~voir les r~sultats d'autres calculs analogues et de les diriger ~i coup 
stir en ~vitant les t~tonnements auxquels j'ai drl me r~signer la premiere lois. Je n'aurai 
pas perdu mon temps, au contraire, si ces t~.tonnements m~mes ont fini par me r~v~ler 
l'analogie profonde du probl~me que je viens de traiter avec une classe beaucoup plus 
&endue d'autres probl~mes; s'ils m'en ont montr~ ~ la lois les ressemblances et les 
differences, si en un mot  ils m'ont  fair entrevoir la possibilit~ d'une g~n~ralisation. Ce 
n'est pas alors un r~sultat nouveau que j'aurai acquis, c'est une force nouvelle. 

Une formule alg~brique qui nous donne la solution d 'un type de probl~mes nu- 
m~riques, pourvu que l'on remplace fi la fin les lettres par des nombres, est l'exemple 
simple qui se pr~sente tout d'abord ~t l'esprit. Gr~.ce ~ elle un seul cak:ul alg~brique 
nous ~pargne la peine de recommencer sans cesse de nouveaux calculs num~riques. 
Mais ce n'est 1~. qu'un exemple grossier; tout le monde sent qu'il y a des analogies 
qui ne peuvent s'exprimer par une formule et qui sont les plus pr~cieuses. 

Si un r~sultat nouveau a du prix, c'est quand en reliant des ~l~ments connus 
depuis longtemps, mais jusque-l~ ~pars et paraissant &rangers les uns aux autres, il 
introduit subitement l 'ordre 1~. off r~gnait l'apparence du d~sordre. I1 nous permet alors 
de voir d 'un coup d'oeil chacun de ces ~l~ments et la place qu'il occupe dans l'ensemble. 
Ce fait nouveau non-seulement est pr~cieux par lui-meme, mais lui seul donne leur 
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valeur ~ tous les faits anciens qu'il relie. Notre esprk est infirme comme le sont nos 
sens; il se perdrait dans la complexitb du monde si cette complexit~ n'etait harmonieuse, 
il n'en verrait que les d&ails ~t la fa~on d'un myope et il serait forc~ d'oublier chacun 
de ces d&ails avant d'examiner le suivant, parce qu'il serait incapable de tout embrasser. 
Les seuls faits dignes de notre attention sont ceux qui introduisent de l'ordre dans cette 
comptexit6 et la rendent ainsi accessible. 

Les math~maticiens attachent une grande importance ~t l'~l~gance de leurs re&bodes 
et de leurs r~sultats; ce n'est pas l.~t du put dilettantisme. Qu'est-ce qui nous donne 
en effet dans une solution, dans une d~monstration, le sentiment de l'81~gance ? C'est 
l'harmonie des diverses parties, leur sym&rie, leur heureux balancement; c'est en un 
mot tout ce qui y met de l'ordre, tout ce qui leur donne de l'unit~, ce qui nous permet 
par consequent d'y voir clair et d'en comprendre l'ensemble en m~me temps que les 
d&ails. Mais pr&is~ment, c'est hi aussi ce qui lui donne un grand rendement; el1 
effet, plu~ nous verrons cet ensemble clairement et d'un seul coup d'oeil, mieux 
nous apercevrons ses analogies avec d'autres objets voisins, plus par consequent nous 
aurons de chances de deviner les #n&alisations possibles. L'~l~gance peut provenir du 
sentiment de l ' impr&u par la rencontre inattendue d'objets qu'on n'est pas accoutum~ 
~i rapprocher; l~t encore elle est s puisqu'elle nous d&oile ainsi des parent, s 
jusque-1/t m&onnues; elle est f&onde m~me quand elle ne r&ulte que du contraste 
entre la simplicit~ des moyens et la complexit~ du probl~me pos~; elle nous fair alors 
r~fl~chir /t la raison de ce contraste et le plus souvent elle nous fait voir que cette 
raison n'est pas le hasard et qu'elle se trouve dans quelque loi insoup~onn&. En un 
mot le sentiment de l'~l~gance math~matique n'est autre chose que la satisfaction due 

je ne sais qudle adaptation entre la solution que l'on vient de d&ouvrir et les besoins 
de notre esprit, et c'est /~ cause de cette adaptation m~me que cette solution peut &re 
pour nous un instrument. Cette satisfaction esth&ique est par suite h~e ~ l'&ononfie 
de pens&. C'est ainsi que les cariatides de l'Erechth6ion, par exemple, nous semblent 
~l~gantes parce qu'elles portent un lourd fardeau avec souplesse et pour ainsi dire all& 
grement et qu'elles nous donnent ainsi le sentiment de l'&onomie de l'effort. 

C'est pour la m~me raison que, quand un calcul un peu long nous a conduits 
quelque r~sultat simple et frappant, nous ne sommes pas satisfaits tant que nous n'avons 
pas montr~ que nous aurions pu prdvoir, sinon ce r~sultat tout entier, du moins ses 
traits les plus caract~ristiques. Pourquoi ? Qu'est-ce qui nous emp&he de nous contenter 
d'un calcul qui nous a appris, semble-t-il, tout ce que nous d6sirions savoir? C'est parce 
que dans des cas analogues, le long calcul ne pourrait pas resservir, et qu'il n'en est 

pas de m~me du raisonnement souvent ~ demi intuitif qui aurait pu nous permettre 

de pr~voir. Ce raisonnement &ant court, on en volt d'un seul coup routes les parties, 

de sorte qu'on aper~oit imm~diatement ce qu'il y faut changer pour l'adapter ~t tous 

les probl6mes de m~me nature qui peuvent se prbsenter. Et puisqu'il nous permet de 

pr&oir si la solution de ces probl~mes sera simple, il nous montre tout au moins si 
le ca/cul m6rite d'&re entrepris. 
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Ce que nous venons de dire suffit pour montrer  combien il serait vain de chercher 
~t remplacer par un proc6d6 m6canique quelconque la libre initiative du math~matici'en. 
Pour obtenir un r6sultat qui ait une valeur r6elle, il ne suffat pas de moudre des calculs 
ou d'avoir une machine ~t mettre les choses en ordre; ce n'est pas seulement l'ordre, 
c'est l 'ordre inattendu qui vaut quelque chose. La machine peut mordre sur le fait brut, 
l'~me du fait lui ~chappera toujours. 

Depuis le milieu du si~cle dernier, les math~maticiens sont de plus en plus soucieux 
d'atteindre ~. l'absolue rigueur; ils ont bien raison et cette tendance s'accentuera de 
plus en plus. En math6matiques la rigueur n'est pas tout, mais sans cue il n 'y  a rien; 
une d6monstration qui n'est pas rigoureuse, c'est le n~ant. Je crois que personne ne 
contestera cette v6rit~. Mais si on la prenait trop ~. la lettre, on serait amen~ ~i conclure 
qu'avant I82o, par exemple, il n 'y  avait pas de math6matiques; ce serait manifestement 
excessif; les g6om~tres de ce temps sous-entendaient volontiers ce que nous expliquons 
par de prolixes discours; cela ne veut pas dire qu'ils ne le voyaient pas du tout;  mais 
ils passaient t~.-dessus trop rapidement, et pour le bien voir, il aurait fallu qu'ils prissent 
la peine de le dire. 

Seulement est-il toujours n6cessaire de le dire tant de fois; ceux qui les premiers 
se sont pr6occup~s avant tout de la rigueur nous ont donn~ des raisonnements que nous 
pouvons essayer d'imiter; mais si les d6monstrations de l'avenir doivent ~tre b~ties sur 
ce module, les trait~s de math~matiques vont devenir bien longs; et si je crains les 
longueurs, ce n'est pas seulement parce que je redoute l 'encombrement des biblioth~ques, 
mais parce que je crains qu'en s'allongeant, nos d6monstrations perdent cette apparence 
d'harmonie dont j'ai expliqu~ tout 5. l 'heure le r61e utile. 

C'est ~t l'~conomie de pens~e que l 'on dolt riser, ce n'est donc pas assez de don- 
ner des mod61es ~i imiter. II s qu'on puisse apr~s nous se passer de ces modules et 
au lieu de r6p6ter un raisonnement d6jk fait, le r6sumer en quelques lignes. Et c'est ~t 
quoi l 'on a d~jk r~ussi quelquefois; par exemple il y avait tout un type de raisonne- 
menus qui se ressemblaient tous et qu'on retrouvait partout;  ils 6talent parfaitement 
rigoureux, mais ils 6talent longs. Un jour on a imagin6 le mot d'uniformit6 de la 
convergence et ce mot  seul les a rendus inutiles; on n'a plus eu besoin de les r6p&er 
puisqu'on pouvait les sous-entendre. Les coupeurs de difficult~s en quatre peuvent donc 
nous rendre un double service; c'est d'abord de nous apprendre k fake comme eux au 
besoin, mais c'est surtout de nous permettre le plus souvent possible de ne pas fake 
comme eux, sans pourtant rien sacrifier de la rigueur. 

Nous venons de voir par un exemple quelle est l 'importance des roots en math~ 
matiques~ mais j 'en pourrais citer beaucoup d'autres. On  ne saurait croire combien un 
mot  bien choisi peut ~conomiser de pens6e, comme disait MAcH. Je ne sais si je n'ai 
pas d6j~t dit quelque part que la math~matique est l'art de donner le m~me nom ~t des 
choses diff6rentes. I1 faut s'entendre. I1 convient que ces choses, diff~rentes par la ma- 
ti6re, soient semblables par la forme, qu'elles puissent pour ainsi dire se couler dans le 

m~me moule. Quand le langage a 6t6 bien choisi~ on est tout ~tonn6 de voir que toutes 
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les d~monstrations, s pour un objet connu, s'appliquent imm~diatement ~t beaucoup 
d'objets nouveaux, on n'a rien ~l y changer, pas m&ne les mots, puisque les noms sont 

devenus les m~mes. 
I1 y a un exemple qui se pr~sente tout d'abord .~ l'esprit, ce sont les quaternions~ 

sur lesquels je n'ai pas ~. insister. Un mot bien choisi suffit le plus souvent pour faire 
disparaitre les exceptions que comportaient les r~gles ~nonc~es dans l'ancien langage; 
c'est pour cela qu'on a imagin~ les quantit~s n~gatives, les quantit& imaginaireg les 
points ~t l'infini, que sais-je encore? Et les exceptions, ne l'oublions pag sont perni- 

cieuses, parce qu'dles cachent les lois. 
Eh bien, c'est l 'un des caract~res auxquels on reconnait les fairs ~. grand rendement, 

ce sont ceux qui permettent ces heureuses innovations de langage. Le fait brut est alors 
quelquefois sans grand int~r~ b on a p u l e  signaler bien des fois sans avoir rendu grand 
service ~i la science; il ne prend de valeur que le jour o~l un penseur mieux avis& aper- 
~oit le rapprochement qu'ii met en ~vidence et le symbolise par un mot. 

Les physiciens d'ailleurs agissent absolument de m~me; ils ont invent~ le mot d'& 
nergie, et ce mot a ~t& prodigieusement f&ond, parce que lui aussi cr~ait la loi en ~li- 
minant les exceptions, parce qu'il donnait le m~me nom ~. des choses diff&entes par 

la mati~re et semblables par la forme. 
Parmi les mots qui ont exerc~ la plus heureuse influence, je signalerai ceux de 

groupe et d'invariant. Ils nous ont fait apercevoir l'essence de bien des raisonnements 
math~matiques; ils nous ont monti'~ dans combien de cas les anciens math~maticiens 
consid~raient des groupes sans le savoir, et comment se croyant bien ~loign~s les uns 
des autres, ils se trouvaient tout ~. coup rapproch~s sans comprendre pourquoi. 

Nous dirions aujourd'hui qu'ils avaient envisag~ des groupes isomorphes. Nous 
savons maintenant que dans un groupe la mati~re nous int~resse peu, que c'est la forme 
seuie qui importe et que quand on connait bien un groupe, on connait par cela meme 
tous l e s  groupes isomorphes; et gr~.ce ~ ces roots de groupes et d'isomorphisme qui 
r~sument en qudques syUabes cette regle subtile et la rendent promptement  famili~re 
�9 ,i t ous l e s  esprits, ie passage est imm~diat et peut se s en ~conomisant tout effort 
de pens~e. L'id~e de groupe se rattache d'ailleurs ~l celle de transformation; pourquoi 
attache-t-on rant de prix ~t l 'invention d'une transformation nouveUe? parce que d 'un 
seui th~or~me die nous permet d'en tirer dix ou vingt;  die a la m~me valeur qu'un 
z~ro ajout& ~. la droite d 'un hombre entier. 

Voikl ce qui a d~termin~ jusqu'ici le sens du mouvement  de la science math~ma- 

tique, et c'est aussi bien certainement ce qui le d~terminera dans l'avenir. Mais la 

nature des probl~mes qui se posent y contribue ~galement. Nous ne pouvons oublier 
quel dolt etre notre but;  selon moi ce but est double; notre science confine ~. la lois 
il la philosophie et ~. la physique, et c'est pour nos deux voisines que nous travaillons; 

aussi nous avons toujours vu et nous verrons encore les math~maticiens marcher dans 
deux directions oppos~es. 

D'une part, la science math~mafique dolt r~fl~chir sur dle-m~me et cela est utile~ 
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parce que r6fl6chir sur elle-m~me, c'est r6fl&hir sur l'esprit humain qui l'a crY&, d'au- 
rant plus que c'est celle de ses creations pour laqueLle il a fait le moins d'emprunts au 

dehors. C'est pourquoi certaines sp&ulations math~matiques sont utiles, comme celles qui 

visent l'&ude des postulats, des g~om&ries inaccoutum~es, des fonctions ~t allures &ran- 

ges. Plus ces speculations s'&arteront des conceptions les plus communes, et par con- 

s6quent de la nature et des applications, mieux dies nous montreront ce que l'esprit 

humain peut faire, quand il se soustrait de plus en plus A la tyrannie du monde ext~- 
rieur, mieux par cons6quent eUes nous le feront connaitre en lui-m~me. 

Mais c'est du c6t~ oppose, du c6t~ de la nature, qu'il faut diriger le gros de notre 
arm~e. 

L~t nous rencontrons le physicien ou l'ing6nieur qui nous disent: c~ Pourriez- 

vous m'int~grer telle 6quation diff6rentielle, j'en aurais besoin d'id ~t huit jours en rue 

de telle construction qui dolt &re termin~e pour teUe date ~. ~ Cette 6quation, r6pondons- 

nous ,  ne rentre pas dans Fun des types int6grables, vous savez qu'il n 'y en a pas beau- 

coup ~. cc Oui, je le sais, mais alors A quoi servez-vous ? ~. Le plus souvcnt, il surf-trait 
de s'entendre; l'ing6nieur, en r~aiit6, n'a pas besoin de l'int6grale en termes finis; il 

a besoin de connaitre l'allure g6n6raie de la fonction int6grale, ou simplement il vou- 

drait un certain chiffre qui se d~duirait facilement de cette int6grale si on la connaissait. 

Ordinairement on ne la connait pas, mais on pourrait calculer ce chiffre sans elle, si 

on savait au juste de quel chiffre l'ing6nieur a besoin et avec queUe approxhnation. 

Autrefois on ne consid6rait une ~quation comme r6solue que quand on en avait 

exprim~ la solution ~t l'aide d'un nombre fini de fonctions connues; mais cela n'est 

possible qu'une lois sur cent ~ peine. Ce que nous pouvons toujours fake, ou plut6t 

ce que nous devons toujours chercher ~ faire, c'est de r~soudre le probl~me qualitati- 
vement pour ainsi dire, c'est-~.-dire de chercher ',i connaitre la fonne g6n~rale de la 
courbe qui repr~sente Ia fonction inconnue. 

I1 reste ensuite ~. trouver la solution quantitative du probl~me; mais si l 'inconnue 
ne peut &re d&ermin~e par un caicul fini, on peut la repr6senter toujours par une 
s6rie hxfinie convergente qui permet de la calculer. Cela peut-il &re regard6 comme une 

vraie solution ? On raconte que N~wTos communiqua ~. LEIBNITZ, un anagramme ~t 

peu pros comme ceci: a a a a a b b b e e e e ii, etc. L~.IBXlTZ, naturellement n 'y  comprit rien 

du tout; mais nous qui avons la clef, nous savons que cet anagramme veut dire, 

en le traduisant dans le langage moderne: Je sais int6grer toutes ies ~quations diff~ren- 

tidies, et nous sommes amends ~l nous dire que NtwTol~ avait bien de la chance ou 

qu'fl se faisait de singull~res illusions. I1 voulait dire tout simplement qu'il pouvait for- 

mer (par la m&hode des coefficients ind&ermin~s) une s~rie de puissances sausfaisant 
formellement ~i l'~quation propos& 

Une semblable solution aujourd'hui ne nous satiss plus, et cela pour deux 

raisons; parce que la convergence est trop lent% et parce que les termes se succ6dent 

sans ob~ir ~ aucune loi. Au contraire, la s&ie o nous para~t ne rich laisser ~ d~sirer~ 

d'abord parce qu'elle converge trts rite (cela, c'est pour le praticien qui d6sire avoir son 
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nombre le plus promptement possible) et ensuite parce que nous apercevons d 'un coup 
d'oeil la loi des termes (cela, c'est pour satisfaire les besoins esth&iques du th~oricien). 

Mais alors il n 'y  a plus des probl~mes r~solus et d'autres qui ne le sont pas; il 
y a seulement des probl~mes plus ou moins r&olus, selon qu'ils le sont par une s~rie 
de convergence plus ou moins rapide, ou r~gie par une loi plus ou moins harmonieuse. 
I1 arrive toutefois qu'une solution imparfaite nous achemine vers une solution meilleure. 
Quelquefois la s~rie est de convergence si lente que le calcul est impraticable et qu'on 
n'a r~ussi qu'~t d+montrer la possibilit6 du probl~me. 

Et alors l'ing~nieur trouve cela d&isoire, et il a raison, puisque cela ne l'aidera 
pas ~t terminer sa construction pour la date fix&. I1 se pr+occupe peu de savoir si 
cela sera utile aux ing~nieurs du X X W  si&le; nous, nous pensons autrement et nous 
sommes quelquefois plus heureux d'avoir &onomis+ un jour de travail ~ nos petits ills 

qu'une heure h nos contemporains. 
Quelquefois en t~tonnant, empiriquement pour ainsi dire~ nous arrivons ~t une for- 

mule suffisamment convergente. Que voulez-vous de plus, nous dit l ' ing~nieur; et nous, 

malgr+ tout, nous ne sommes pas satisfaits; nous aurions voulu prgvoir cette conver- 
gence. Pourquoi ? parce que si nous avions su la pr&oir  une lois, nous saurions la 
pr&oir  une autre lois. Nous avons r~ussi, c'est peu de chose ~t nos yeux si nous 
n'avons s~rieusement respoir de recommencer. 

A mesure que la science se d~veloppe, il devient plus diflqcile de l'embrasser tout 
enti~re; alors on cherche h la couper en morceaux, ~t se contenter de run  de ces mor- 
ceaux: en un mot, ~t se sp&ialiser. Si l 'on continuait dans ce sens, ce serait un obstacle 
fz~cheux aux progr~s de la Science. Nous l'avons dit, c'est par des rapprochements 
inattendus entre ses diverses parties que ses progr~s peuvent se faire. Trop  se sp&ia- 
liser, ce serait s'interdire ces rapprochements. Esp~rons que des Congr~s comme celui-ci, 
en nous mettant en rapports les uns avec les autres, nous ouvriront des vues sur le 
champ du voisin, nous obligeront h le comparer au n6tre, h sortir un peu de notre 
petit village, et seront ainsi le meilleur rembde au danger que je viens de signaler. 

Mais je me suis trop attard~ ~t des g~n~ralit~s, il est temps d'entrer dans le d&ail. 
Passons en revue les diverses sciences particuli&es dont l'ensemble forme les ma- 

th~matiques; voyons ce  que chacune d'elles a fait, o~ elle tend et ce qu'on peut en 
esp+rer. Si les vues qui pr&6dent sont justes, nous devons voir que les grands progr~s 
du pass~ se sont produits lorsque deux de ces sciences se sont rapproch&s, lorsqu'on 
a pris conscience de la similitude de leur forme, malgr~ la dissemblance de leur ma- 

ti~re, lorsqu'elles se sont model&s l 'une sur l'autre, de telle fa~on que chacune d'elles 
puisse profiter des conqu&es de l'autre. Nous devons en mdme temps entrevoir~ dans 
des rapprochements du mdme genre, les progr~s de l'avenir. 

L'arithm~ique. 

Les progr~s de l'arithm&ique ont &~ plus lents que ceux de l'alg~bre et de l'a- 
nalyse, et il est ais~ de comprendre pourquoi. Le sentiment de la continuit6 est un 
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guide pr6cieux qui fait d6faut ~t l'arithm4ticien; chaque nombre entier est s6par6 des 
autres, il a pour ainsi dire son individualit6 propre; chacun d'eux est une sorte d'ex- 
ception et c'est pourquoi les th6or6mes ghn6raux seront plus rares dans la th6orie des 
nombres, c'est pourquoi aussi ceux qui existent seront plus cach6s et 6chapperont plus 
longtemps aux chercheurs. 

Si l'arithm&ique est en retard sur l'alg6bre et sur l'analyse, ce qu'elle a de mieux 
~l faire c'est de chercher ~t se modeler sur ces sciences afin de profiter de leur avarice. 
L'arithm6ticien dolt donc prendre pour guide les analogies avec l'alg6bre. Ces analogies 

sont nombreuses et si, darts bien des cas, elles n'ont pas encore 6t6 6tudi6es d'assez 
pr6s pour devenir utilisables, elles sont au moins pressenties depuis longtemps et le 

langage m4me des deux sciences montre qu'on les a aper~ues. C'est ainsi qu'on parle de 
nombres transcendants, et qu'on se rend compte ainsi que la classification future de ces 
nombres a d6j~ pour image la classification des fonctions transcendantes, et cependant 
on ne volt pas encore tr~s bien comment on pourra passer d'une classification a l'autre; 

mais si on l'avait vu, cela serait d6j,-t fait, et ce ne serait plus l'ceuvre de l'avenir. 
Le premier exemple qui me vient ~t l'esprit est la th6orie des congruences, off l'on 

trouve un parall61isme parfait avec celle des 6quations alg6briques. Certainement on ar- 
rivera ~t compl6ter ce parall61isme, qui dolt subsister par exemple entre la th6orie des 
courbes alg6briques et celle des congruences ~t deux variables. Et quand les problhmes 
relatifs aux congruences ~t plusieurs variables seront r6solus, ce sera un premier pas 
vers la solution de beaucoup de questions d'analvse ind6termin6e. 

Un autre exemple, off l'analogie toutefois n'a 6t6 apercue qu'apr6s coup, nous est 
fourni par la th6orie des corps et des id6aux. Pour en avoir la contre pattie, consid6- 
rons les courbes trac6es sur une surface; aux hombres existants correspondront les 
intersections compl6tes, aux id6aux les intersections incompl6tes, aux id6aux premiers 
les courbes ind6composables ; les diverses classes d'id6aux ont aussi leurs analogues. 

Nul doute que cette analogie ne puisse 4clairer la th6orie des id6aux, ou celle des 
surfaces, ou peut-~tre routes deux ~t la fois. 

La th6orie des formes, et en particulier celle des formes quadratiques, est intime- 
ment like ~t ceUe des id6aux. Si parmi les th6ories arithm6tiques elle a 6t6 l'une des 
premi6res A prendre figure, c'est quand on est parvenu ~t y introduire l'unit6 par la 
consid6ration des groupes de transformations lin6aires. 

Ces transformations ont permis la classification et par cons4quent l'introduction de 
l'ordre. Peut 4tre en a-t-on tir6 tout le fruit qu'on en pouvait esp6rer; mais si ces 
transformations lin6aires sont les parentes des perspectives en g6om6trie, la g6om&rie 
analytique nous fournit bien d'autres transformations (comme par exemple les transfor- 
mations birationneUes d'une courbe alg6brique) dont on aura avantage ~t chercher les 
analogues arithm6tiques. Celles-ci formeront sans aucun doute des groupes disconfinus 
dont on devra d'abord 6tudier le domaine fondamental qui sera la clef de tout. Dans 
cette &ude, je ne doute pas que l'on n'ait ~t se servir de la Geometrie der Zablen de 

MINKOWSKL 
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Une id& dont on n'a pas encore tir+ tout "ce qu'eUe contient, c'est l'introduction 
des variables continues dans la th~orie des nombres par HERMITE. On salt maintenant 
ce qu'elle signifie. Prenons pour point de d+part deux formes F et F',  la seconde 
quadratique d~finie, et appliquons-leur une m~me transformation; si la forme F' trans- 
form~e est r~duite, on dira que la transformation est r+duite, et aussi que la forme 
F transform& est r~duite. I i e n  r+sulte que si la forme F peut se transformer en eUe- 
m~me, elle pourra avoir plusieurs r~duites; mais cet inconvenient est essentiel et ne 
peut &re &it+ par aucun d&our; il n'emp&he pas d'ailleurs que ces r~duites ne per- 
mettent la classification des formes. Il est clair que cette id&, qui n'a &+ jusqu'ici ap- 
pliqu~e qu'~t des formes et ~t des transformations tr~s parficuli~res, peut &re &endue 
~t des groupes de transformations non lin~aires, car elle a une port& beaucoup plus 
grande et n'a pas &+ ~puis~e. 

Un domaine arithm&ique off l'unit+ semble faire absolument d+faut, c'est la th~orie 
des nombres premiers; on n'a trouv+ que des lois asymptotiques et on n'en dolt pas 
esp+rer d'autres; mais ces lois sont isol+es et on n'y peut parvenir que par des chemins 
diff~rents qui ne semblent pas pouvoir communiquer entre eux. Je crois entrevoir d'ofi 
sortira l'unit+ souhait6e, mais je ne l'entrevois que bien vaguement; tout se ram~nera 
sans doute ~l l'&ude d'une famille de fonctions transcendantes qui permettront, par 
l'&ude de leurs points singuliers et rapplication de la mgthode de M. DARBOUX 2), de 
calculer asymptofiquement certaines fonctibns de tr~s grands nombres. 

L'alg~bre. 

La th~orie des ~quafions alg~briques retiendra encore longtemps l'attention des g+o- 
m&res; les c6t6s par off on peut l'aborder sont nombreux et divers; le plus important 
est certainement la th+orie des groupes sur laqueUe nous reviendrons. Mais il y a aussi 
la question du calcul num&ique des racines et celle de la discussion du nombre des 
racines r&Ues. LAGUERRE a montr+ que tout n'&ait pas dit sur ce point avec STURM. 
I1 y a lieu d'&udier un syst~me d'invariants ne changeant pas de signe quand le 
nombre des racines r&Ues reste le m~me. On peut aussi former des s+ries de puis- 
sances repr~sentant des fonctions qui admettront pour points singuliers les diverses 
racines d'une ~quation al#brique (par exemple des fonctions rationnelles dont le d& 
nominateur est le premier membre de cette +quation); les coefficients des termes d'ordre 
+lev+ nous fourniront l'une des racines avec une approximation plus ou moins grande; 

il y a l~t le germe d 'un  proc~d+ de calcul num+rique dont on pourra fake une &ude 
syst~matique. 

I1 y a une quarantaine d'ann~es, c'&ait l'&ude des invariants des formes al#briques 
qui semblait absorber l'alg~bre enti&e; elle est aujourd'hui d61aiss6e; la mati~re cepen- 
dant n'est pas ~puis~e; seulement il faut l'&endre, en ne se bornant plus par exemple 

a) Cette phrase en italique a 6t6 supprim6e /l la lecture par M. DARBOUX. 
[Note de la Redaction]. 

Re~d. Cirr Matem. Palermo, t. XXVI (2 ~ sere. 19o8 ). --Stampato il 5 maggio i9o8. 21 



I62 H. P O I N C A R ] ~ ,  

aux invariants relatifs aux transformations lin6aires, mais en abordant ceux qui se rap- 
portent /t un groupe quelconque. Les th~or6mes anciennement acquis nous en sugg6- 
reront ainsi d'autres plus g~n&aux qui viendront se grouper autour d'eux, de m~me 
qu'un cristal se nourrit dans une solution. Et quant ~i ce thbor~me de GORDAS que le 
nombre des invariants distincts est limit6, et dont HILBERT a si heureusement simplifi4 
la d4monstration, il me semble qu'il nous conduit 
plus g6n&ale: si on a une infinit4 de polyn6mes 
d 'un hombre fini d'entre eux, peut-on toujours les 
d 'un nombre fini d'entre eux ? 

~t nous poser une question beaucoup 
entiers, d6pendant alg~briquement 

d6duire par addition et multiplication 

II ne faut pas croire que l'alg~bre soit termin6e parce qu'elle nous fournit des r6gles 
pour former toutes tes combinaisons possibles; il reste ~. chercher les combinaisons 
intSressantes, celles qui satisfont ~t telle ou telle condition. Ainsi se constituera une sorte 
d'analyse ind6termin6e off les inconnues ne seront plus des nombres entiers, mais des 
polyn6mes. C'est alors cette fois l'alg~bre qui prendra module sur l'arithm~tique, en se 
guidant sur l'analogie du hombre entier, soit avec le polyn6me entier ~t coefficients 
quelconques, soit avec le polyn6me entier ~t coefficients entiers. 

Les 4quations diif6rentielles. 

On a d6jh beaucoup fait pour les 6quations diff&entieUes lin&ires et il ne reste 
qu'~t parfaire ce qui est commenc6. Mais en ce qui concerne les 6quations diff&entielles 
non lin6aires, on est beaucoup moins avanc6. L'espoir d'une int6gration ~. l'aide des 
fonctions connues est perdu depuis longtemps; il faut donc &udier pour elles-m6mes 
les fonctions d6finies par ces 6quations diff6rentielles et d'abord tenter une classification 
syst~matique de ces fonctions; l'&ude du mode de croissance dans le voisinage des 
points singuliers fournira sans doute les premiers 616ments de cette classification, mais 
nous ne serons satisfaits que quand on aura trouv6 un certain groupe de transformations 
(par exemple de transformations de CREMONA) qui jouera par rapport aux 6quations 
diff6rentielles le m4me r61e que le groupe des transformations birationnelles pour les 
courbes alg6briques. Nous pourrons alors ranger dans une m4me classe toutes les 
transform4es d'une m4me 6quation. Nous aurons encore pour guide l'analogie avec une 
th6orie d6j/t faite~ celle des transformations birafionnelles et du genre d'une courbe 
alg4brique. 

On  peut se proposer de ramener l'6tude de ces fonctions ~t celle des fonctions 
uniformes, et cela de deux mani&es: on salt que si y - - f  (x), on peut, quelle que soit 
la fonction f(x), exprimer y et x par les fonctions uniformes d'une variable auxiliaire 
t; mais si f(x) est la solution d'une 4quation diff6rentielle, dans quel cas les fonctious 
uniformes auxiliaires satisferont-elles elles-m4mes ~ des 4quations diff6rentielles ? Nous ne 

le savons pas; nous ne savons pas non plus dans quels cas l'int6grale g6n6rale peut se 
mettre sous la forme F(x, y ) - - c o n s t a n t e  arbitraire, F(x, y) 6tant uniforme. 

J'insisterai sur la discussion qualitative des courbes d4finies par une 6quation diff4- 



L'AVENIR DES MATHI~MATIO.UES. 16~ 

rentielle. Dans le cas le plus simple, celui otl l'6quation est du I er  ordre et du I *~ degr6, 

cette discussion se ram~ne :i la d&ermination du nombre des cycles limites. Elle est 

tr~s d61icate et ce qui peut nous la faciliter, c'est l'analogie avecla recherche du hombre 

des racines r&lles d'une 6quation alg6brique; quand un fait quelconque pourra mettre 
en &idence la nature de cette analogie, nous serons certains d'avance qu'il sera f&ond. 

Les ~quations aux ddriv~es partielles. 

Notre connaissance des ~quations aux d&iv&s partielles a fait r&emment un pro- 

gr~s considerable par suite des d&ouvertes de M. FREDHOLM. Or si l'on examine de 

pros l'essence de ces d&ouvertes, on volt qu'elles ont consist~ :l modeler cette th~orie 

difficile sur une autre beaucoup plus simple, celle des d&erminants et des syst~mes d'& 

quations du i ~ degr& Dans la plupart des probl~mes de physique math~matique, les 

~quations :t int6grer sont lin~aires; elles servent ~i d&erminer des fonctions inconnues 

de plusieurs variables et ces fonctions sont continues. Pourquoi ? parce que nous avons 
&tit les ~quations en regardant la mati~re comrne continue. Mais la mati~re n'est pas 

continue, eUe est form& d'atomes, et si nous avions voulu &rire les ~quations comme 

l'aurait fait un observateur de vue assez per~ante pour voir les atomes, nous n'aurions 

pas eu un petit nombre d'~quations diff#entielles servant ~t d&erminer certainesfonctions 
inconnues, nous aurions eu un grand nombre d'~quations algdbriques servant ~i d&er- 

miner un grand nombre de constantes inconnues. Et ces ~quations al#briques auraient 

&~ lin~aires, de sorte qu'on aurait pu, avec une patience infinie, leur appliquer directe- 

ment la m&hode des d&erminants. 

Mais comme la bri&et~ de notre vie ne nous permet pas le luxe d'une patience 
infinie, il faut proc~der autrement, il faut passer :i la limite en supposant la mati~re 

continue. I1 y a deux mani~res de g~n~raliser la th~orie des ~quations du x ~ degr~, 

en passant ~t la limite. On peut consid&er une infinit~ d'~quations discr&es, avec une 
infinit~, ~galement discr&e, d'inconnues. C'est par exemple ce qu'a fair HILL dans sa 

th~orie de la Lune. On a alors des d&erminants infinis qui sont aux d&erminants 

ordinaires ce que les s&ies sont aux sommes finies. 

On peut prendre une ~quation aux d&iv&s partielles, repr~sentant pour ainsi dire 

une infinit~ continue d'~quations, et s'en servir pour d&erminer une fonction inconnue, 

repr~sentant une infink~ continue d'inconnues. On a alors d'autres d&erminants infinis, 
qui sont aux d&erminants ordinaires ce que les int~grales sont aux sommes finies. C'est 

l~i ce qu'a fair FR~mtOLM; son succ~s provient d'aiUeurs du fait suivant: si dans un 

d&erminant les ~l~ments de la diagonale principale sont ~gaux ~t I, et que les autres 

~l~ments soient consid~r~s comme homog~nes de I ~ ordre, on peut ordonner le d&elop- 

pement du d&erminant en r6unissant en un seul groupe l'ensemble des termes homog~nes 

de m~me degr& Le d&erminant infini de FRrImOLVi se pr&ak ~t cette fa~on d'ordonner 

et il est arriv~ que l'on obtenait ainsi une s&ie convergente. 

Cette analogie, qui a certainement guid6 FRVDnOLM, a-t-die ainsi donn~ tout ce 

qu'elle dolt donner ? Certainement non; si le succ~s vient de la forme lin~aire des ~qua- 
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tions, on doit pouvoir appliquer des idles du m~me genre ~ tous les probl~mes relatifs 
~l des ~.quations de forme lin~aire, et m~me aux fiquations diff~rentielles ordinaires, 
puisque leur intbgration peut toujours se ramener ~. celle d'une ~quation lingaire aux 
d~ri%es partieUes du I e~ ordre. 

On  a abord~ il y a quelque temps le probl~me de DIRmHLET et les autres pro- 
bl6mes connexes par un autre moyen,  en revenant ~i l'id~e primitive de DmmHL~V et 
en cherchant le minimum d'une intbgrale dbfinie, mais cette fois par des proc~d~s ri- 

goureux. Je ne doute pas qu'on n'arrive sans grande difficult~ ~ rapprocher les deux 
m~thodes l 'une de l'autre, ~t se rendre compte de leurs rapports mutuels, et je ne doute 
pas non plus que l'une et l'autre n'ait beaucoup ~. y gagner. Grace fi M. HILBERT qui 
a ~t~ doublement initiateur, on marche dans cette vole. 

Les fonctions ab~liennes. 

On salt quelle est la principale question qu'il nous reste ~t rLsoudre en ce qui 
concerne les fonctions ab~liennes. Les fonctions ab~liennes engendr~es par les int~grales 
relatives ~t une courbe alg~brique ne sont pas les plus g~n~rales; elles ne sont qu'un 
cas particulier, et c'est ce qu'on peut appeler les fonctions ab61iennes sp~ciales. Quels 
sont leurs rapports avec les fonctions g~n~rales et comment  peut-on classer ces der- 
nitres ? I1 y a peu de temps encore la solution semblait bien lointaine. Je consid~re 
aujourd'hui le probl~me comme virtuellement r~solu, depuis que MM. CASTEL~UOVO 
et EsRiO_urs ont publi~ leur r~cent m~moire sur les int~grales de diff~rentielles totales 
des vari~t6s ~t plus de deux dimensions. Nous savons maintenant qu'il y a des fonctions 
ab~liennes attach~es ~t une courbe et d'autres ~t une surface, et qu'il ne sera jamais n~- 
cessaire de s'~lever jusqu'aux vari&~s de plus de deux dimensions. En combinant cetto 
donn~e avec celles qui r~sultent des travaux de M. WIRTINOER, on viendra sans doute 
~t bout de routes les difficult~s. 

Th6orie des fonctions. 

C'est surtout des fonctions de deux et de plusieurs variables que je voudrais parler. 
L'analogie avec les fonctions d'une seule variable est un guide pr~cieux, mais insufFtsant; 
il y a entre les deux sortes de fonctions une diff6rence essenfielle, et routes les fois 
qu'on tente une g6nbralisation en passant des unes aux autres, on rencontre un obstacle 
inattendu dont on a parfois triomph~ par des artifices sp6ciaux, mais qui souvent aussi 
est demeur~ jusqu'ici infranchissable. Nous devons donc rechercher les faks qui sont 
de nature ~ nous ~clairer sur l'essence de cette diff6rence entre les fonctions d 'une va- 

riable et celles qui en contiennent plusieurs. I1 faudra d'abord regarder de pros les arti- 
fices qui ont r6ussi dans certains cas particuliers, afin de voir ce qu'ils peuvent avoir 
de commun.  Pourquoi la representation conforme est-elle le plus souvent impossible dans 
un domaine ~i quatre dimensions et que faut-il mettre ~i la place ? La %ritable g6n6ra- 
lisation des fonctions ii une variable, n'est eUe pas dans les fonctions harmoniques it 



L'AVENIR DES MATH~MATI(IUES. 16j 

quatre variables dont les parties r~elles des fonctions de deux variables ne sont que des 
cas particuliers ? Pourra-t-on tirer parti pour l'~tude des fonctions transcendantes tt plu- 
sieurs variables de ce qu'on salt des fonctions algtbriques ou rationneUes, ou, en d'autres 
termes, dans quel sens peut-on .dire que les fonctions transcendantes ~l deux variables 
sont aux fonctions transcendantes ~. une variable ce que les fonctions rationneUes ~. 
deux variables sont aux foncdons rationnelles ~. une variable ? 

Est-il vrai que si t -  f(x, y), on peut, quelle que soit la fonction f ,  exprimer ~t 
la lois x, y, < en fonctions uniformes de deux variables auxiliaires, ou, pour employer 
une expression qui commence ~ ~tre consacr6e par l'usage, peut-on uniformiser les 
fonctions de deux variables, comme on uniformise les fonctions d'une variable ? Je me 
borne ~l poser la question, dont un avenir prochain nous donnera peut-~tre la solution. 

T h 6 o r i e  de s  g r o u p e s .  

La th~orie des groupes est un sujet ~tendu sur lequel il y aurait beaucoup ii dire. 
II y a bien des sortes de groupes, et queue que soit la classification adopt~e, on 

en trouve toujours de nouveaux qui n 'y  rentrent pas. Je veux me borner et je ne 
parlerai ici que des groupes continus de Lm et des groupes discontinus de GALOIS, 
que l 'on a coutume de qualifier, les uns et les autres, de groupes d'ordre fini, quoique 
le mot n'ait pas tout ~t fait le m~me sens pour les uns et pour les autres. 

Dans la th~orie des groupes de LIE, on est guid~ par une analogie sp~ciale; une 
transformation finie est le r~sultat de la combinaison d'une infinit~ de transformations 
infinit~simales. Le cas le plus simple est celui o~ ces transformations infinit~simales se 
r~duisent ~l une multiplication par i + -~, ~ ~tant tr~s petit. La r~p~tition de ces trans- 
formations engendre alors la fonction exponentielle; c'est comme cela que NEPEa y 
est arrive. Nous savons que la fonction exponendelle peut ~tre repr~sent~e par une s~rie 
tr~s simple et tr~s convergente, et l'analogie peut alors nous montrer  la vole ~l suivre. 
Cette analogie peut d'aiUeurs ~tre exprim~e par un symbolisme special, sur lequel vous 
m'excuserez de ne pas insister ici. On  est d~j~t tr~s avanc~ gr,~ce ~. LIE, KTLLnqG et 
CA~TAlq; il ne reste plus quhl simplifier les d~monstrations, coordonner et classifier les 
r~sultats. 

L'~tude des groupes de GALOIS est beaucoup moins avanc~e; et cela s'explique; 
c'est pour la m~me raison que l'arithm~tique est moins avanc~e que l'analyse, car la cond- 
nuit~ a donn~ de grandes facilit~s dont on a su profiter. Mais heureusement il y a entre 
les deux theories un parall~lisme manifeste et on devra s'efforcer de le mettre de mieux 
en mieux en ~vidence. L'analogie est tout ~i fait pareiUe tt ceUe que nous avons signal~e 
entre l'arithm~tique et l'alg~bre et on en pourra tirer le m~me pard. 

La gdom~t r i e .  

I1 semble que la #om~tr ie  ne puisse rien contenir qui ne soit d~j~i darts l'alg~bre 
ou dans l'analyse; que les faits #om~tr iques  ne soient autre chose que les faits a l#-  



briques ou analytiques exprim~s dans un autre langage. On pourrait donc croire qu'apr6s 
la revue que nous venons de passer, il ne nous restera plus rien ~t dire qui se rapporte 
sp+cialement ~. la g~om&rie. Ce serait m&onnaitre l 'importance m~me d 'un langage 
bien fait, ne pas comprendre ce qu'ajoute aux choses ~lles-m~mes la facon d'exprimer 
ces choses et par consequent de les grouper. 

D'abord les considerations #om~tr iques nous am~nent ~. nous poser de nouveaux 
probl~mes; ce sont bien, si l 'on veut, des probl~mes analytiques, mais que nous ne 

nous serions jamais pos~s ,-t propos d'analyse. L'analyse en profite cependant comme 
elle profite de ceux qu'eUe est oblig~e de r+soudre pour satisfaire aux besoins de la 
Physique. 

Un grand avantage de la g~om&rie, c'est pr+cis~ment que l e s sens  y peuvent venir 
au secours de rintelligence, et aident ~. deviner la route fi suivre, et bien des esprits 
pr+f~rent ramener les probl6mes d'analyse ~t la forme g~om+trique. Malheureusement 
nos sens ne peuvent nous mener bien loin, et ils nous faussent compagnie d~s que 
nous voulons nous envoler en dehors des trois dimensions classiques. Est-ce ~t dire que, 
sortis de ce domaine restreint off ils semblent vouloir nous enfermer, nous ne devons 
plus compter que sur l'analyse pure et que route g~om~trie ~t plus de trois dimensions 
est vaine et sans objet? Dans la #nLrat ion qui nous a pr~c~d&s, les plus grands maitres 
auraient rfipondu cc oui ~; nous sommes aujourd'hui tellement familiaris~s avec cette notion 
que nous pouvons en parler, m~me dans un cours d'universit6, sans provoquer trop 

d'~tonnement. 
Mais ~. quoi peut-elle servir ? II est ais~ de le voir: elle nous donne d'abord un 

langage tr6s commode, qui exprime en termes tr~s concis ce que le langage analytique 
ordinaire dirait en phrases prolixes. De plus, ce langage nous fait nommer  du m~me 
nom ce qui se ressemble et affirme des analogies qu'iI ne nous permet plus d'oublier. 
I1 nous permet donc encore de nous diriger dans cet espace qui est trop grand pour 
nous et que nous ne pouvons voir, en nous rappelant sans cesse l'espace visible qui 
n 'en est qu'une image imparfaite sans doute, mais qui e n e s t  encore une image. Ici 
encore, comme dans tous l e s  exemples pr+c~dents, c'est l'analogie avec ce qui est simple 
qui nous permet de comprendre ce qui est c o m p l e x e . .  

Cette gfiom+trie ~t plus de trois dimensions n'est pas une simple g+om~trie analy- 
tique, elle n'est pas purement quantitative, elle est aussi qualitative et c'est par 11 surtout 
qu'elle devient int~ressante. L'importance de l'Analysis Situs est +norme et je ne saurais 
trop y insister; le parti qu'en a tir+ RIE~aAI~N, l 'un de ses principaux cr~ateurs, suffi- 
rait ~. le d+montrer. I1 faut qu'on arrive ~l la construire compl~tement dans les espaces 
sup6rieurs; on aura alors un instrument qui permettra r6ellement de voir dans l'hyper- 

espace et de suppl+er ii nos sens. 
Les probl~mes de l'Analysis Situs ne se seraient peut ~tre pas pos~s si on n'avait 

parl~ que le langage analytique; ou plut6t, je me trompe, ils se seraient pos~s certai- 
nement, puisque leur solution est n~cessaire ~i une foule de questions d'analyse; mais 
ils se seraient posks isol~ment,, les uns apr&s les autres, et sans qu'on puisse apercevoir 

leur lien commun.  
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Ce qui a surtout contribu~ aux r&ents progr~s de la g6om&rie, c'est Hntroduction 
de la notion de transformations et de groupes. C'est grace ~t elle que la g6om&rie n'est 
plus un assemblage de th~or~mes plus ou moins curieux qui se succ~dent et ne se res- 
semblent pas, mais qu'ell.e a conquis une unit& Et d'un autre c6t6, l'histoire des sciences 
ne dolt pas oublier que c'est ~t propos de g6om&rie que l'on a commenc6 ~t &udier 
syst6matiquement les transformations continues, de sorte que les #om&res pures ont 
contribu6 pour leur part au d&eloppement de l'id& de groupe, si utile aux autres bran- 
ches des math6matiques. 

L'&ude des groupes de points sur une courbe al#brique, ~t la faqon de BRtLL et 
NOETHER) nous donnera encore des r6sukats utiles, soit directement, soit en servant de 
module ~t d'autres th6ories analogues. C'est ainsi que nous voyons se d&elopper tout 
un chapitre de la #om&rie, oh les courbes trac&s sur une surface jouent un r61e 
semblable ~t celui des groupes de points sur une courbe. Par l~t, on peut d~s aujourd'hui 
esp&er que vont s'&laircir les derniers mystbres qui se rapportent b. l'&ude des surfaces 
et qui paraissaient si tenaces. 

Les #om&res ont donc un vaste champ ~l moissonner, et je n'ai garde d'oublier 
la g~om&rie ~num~rative et surtout la g~om&rie infinit~simale, cultivge avec rant d'dclat 
par M. DARBOUX, et ~t laqueUe M. BIA~CHt a apport+ tant de contributions utiles. Si 
je ne m'gtends pas davantage sur ce su]et dest que je n'aurais plus rien ~ vous appren- 
dre aprks la briUante Confgrence de M. D~,~oux 8). 

Le cantorisme. 

J'ai parl~ plus haut du besoin que nous avons de remonter sans cesse aux premiers 
principes de notre science et du profit qu'en peut tirer l'&ude de l'esprit humain. C'est 
ce besoin qui a inspir6 deux tentatives qui ont tenu une tr~s grande place dans l'histoire 
la plus r&ente des math~matiques. La premibre est le cantorisme, qui a rendu ~ la 
science les services que l'on salt. Un des traits caract&istiques du cantorisme, c'est 
qu'au lieu de s'61ever au g6n6ral en Mtissant des constructions de plus en plus com- 
pliqu6es et de d6finir par construction, il part du genus supremum et ne d6finit, comme 
auraient dit les scholastiques, que per genus proximum et differentiam specificam. De l~t 
l'horreur qu'il a quelque temps inspir6e et certains esprits, ~t H~.RmlTE par exemple, dont 
l'id& favorite &ait de comparer les sciences math6matiques aux sciences naturelles. Chez 
la plupart d'entre nous ces pr6ventions s'&aient dissip&s, mais il est arriv6 qu'on s'est 
heurt6 ~t certains paradoxes, A certaines contradictions apparentes, qui auraient combl6 
de joie Z~ON d'El6e et l'&ole de M6gare. Et alors chacun de chercher le rem6de. Je 
pense pour mon compte, et je ne suis pas le seul, que l'important c'est de ne jamais 
introduire que des &res que l'on puisse d~finir compl&ement en un nombre fini de 

a) Les deux phrases en italique (dont la seconde a 6t6 post&ieurement ajout6e par l'Auteur) ont 
6t6 supprim&s ~i hi lecture par M, DARBOUX. [Note de la R6daction]. 
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roots. Quel que soit le remade adoptS, nous pouvons nous promettre la joie du m6- 
decin appel6 ~i suivre un beau cas pathologique. 

La  r eche rche  des  pos tu l a t s .  

On s'est efforc6 d'autre part d'6num6rer les axiomes et les postulats plus ou moins 
dissimul~s, qui servent de fondement aux diverses th6ories math6matiques. M. HILBERT 
a obtenu les r~sultats les plus brillants. I1 semble d'abord que ce domaine soit bien 
limit6 et qu'il n'y air plus rien ~l y faire quand l'inventaire sera termin6, ce qui ne 
saurait tarder. Mais quand on aura tout 6humOr6, il y aura bien des mani~res de tout 
classer; un bon biblioth~caire trouve t0ujours ~ s'occuper, et chaque classification nou- 
veUe sera instructive pour le philosophe. 

J'arr~te cette revue, que je ne saurais songer ~i rendre complete pour une foule de 
raisons, et d'abord parce que j'ai d~j~t trop abus~ de votre attention. Je pense qur ces 
exemples auront sufl:i pour vous montrer par quel m~canisme les sciences math~matiques 
ont progress6 dans le pass6, et dans quel sens elles doivent marcher dans l'avenir. 


