
1. Malmsten, de mtegralibus definitis.

De integralibus quibusdam defimtis,
seriebusque infinitis.

(Auct. C. J. Mcdmsten, prof. math. Upsaliens.)

Οι cognitam formulam
r* . uJ e~xz Sin uz.dz = 3.2 .^2

per du multiplicemus atque ab u — 0 integremus, habebirnus
r-**— e-** cos t« , , / 2 2\ 01- j - . Js = log (^2+w2) — 2 log ου,

unde, cum sit
/>°ioga?=yo

obtinebitur
t i / 2 . 2\ o ^^r^-r^.Cosig .1. log (#2+ζ/) = 2y - - - dz.

Multiplicemus jarn utrimque per
na - g—<zu

integratione inter u = 0 et u — oo instituta, fit

/
* eau — Q—au f*d%> sitoe?1

~^t ~^nu log(^r +z/ )du = 27 ~ · / ~£;

unde beneiicio notae formulae*) sequitur
, f*e~zd% r~. , 2er**Sina
'-i-u )du = / "T"7 y o »

sive, positor l
β-· = γ, unde z = log — , er* = — fy,

*) Videas &erc. <fe Calc. Intdgr. par Legendre. Tom. II. pag. 1S6.
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2 1. Malmsten, de integralibus definitis.

eau — e~au
 Λ , 0 „ v , ^ dy / . 2yxSina

2· —

Facile vero demonstrari potest, si a in ratione qualibet commensurabili sit
" -x - . . $Ji$3P "

ad 7Γ, id esl a =22 ^ — (m ^t w fttzrneri integri), integrale in dextero aequatio-

nis (2.) membro finite «emper per functionem Γ exprimi posse. Nam sit bre~
vitatis causa

' ' dy /m \
(Tangi°~

differentiatione respectu ipsius χ iacta, prodit
dT ^ y"Sino.<fr

d' rfa: — V. l+2^C
. . ίΛ5ϊ . . ι *In suppositione vero a^= — cognitum est integrale *

ubi m + n numerus impar est, et

ubi m + n numerus par est; quod quidem in (3.) duclum, suppeditat
ί=ίί— Τ ·

<IT= 2£(-1)Μ Sin z«|(c/.log TC^1

(m + n = num. imp.)

= 2 5"(-l)^-l Sin i'a (rf log Γ ("5

(m + n = num. par.)
unde, integratjQne instituta,

*) Legendre Exerg. Tom 11. pag;·· 163 —165. — Observamus errorem, qai loco cit. apud
Legendre occnrrit, ubi de formulis, a nobis ia texta allatis, dicit, illam valere cam m nameras impar,
hanc vero cum m numerus par est. At yerp eet statuendam, 5Ham aut haue valere, prout m-f-n impar
aut par est.
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1. Malmst^ de integralibus definit .

T = C 4- 2 S(—l)*"1 Sin ώ log

(m Hl· n = num. imp,)

i=n — l
Τ= Ο+ 2S(— l)*-1 Sin ib. log

4.

(m + n = num. par)
Hinc in primum χ = r et cleinde o; = ^ ponamus, subtrahendo obtinebimus
hoc integrale '

dy_

5.

/%/ 0ology

i=n—l
= Cosec.a.S(—l)*"1 Sin «a log

(m + irz = num. imp.)

/

<jy
. ll°s —

= Cosec.a £(—-l)*"1 Sin ία log

\ (m + n = num. par).
Harum vero formularum ope valores etiam C et C' jani determinari possunt.
Nam si primum r = 0 et s == l et deinde r= l , 5 = 2 ponamus, sub-
tractione facta invenimus

2»

r dy
log—

3f

(m -t· ra = num. imp.)

·-s£-ff.ls;,,,·- «
(m + n = num. par)

atque etiam e formuli^ (4.), posito φ = l, prodit
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1. Malmston, de integralibus definitis.

t —fy-fry*) Sin a

/

dy ^(1-%
, l * l-f-2#lo§ —

= (1 + Cos. )
»=«-!

C' + 2 (—l)«-i Sin ia log

(m + w = num. imp.)

/e+l\
V VΓΓ-,

log

' + 2 (—1)« Sin ία log
/M+l-A

= (l + Cos a)

(m 4- n = num. par)

quae formulae, inter se comparatae, cum sit omnino
2Sin ma Cos a = Sin (m + \}a + Sin(m — Y)a,

hos valores ipsorum C et C' suppeditant:
C = Tang |a. log 2w,
C == Tang | α log. n.

Fit igitur, Substitutione in (4.) facta,

T = Tang |a.log 2n -+· 2 (—l)^1 Sin ώ log

(m -4- Ή = num. imp.)

T= Tang |a log τϊ + 2 (—l)w Sin ώ log

(m + n = num. par),

atque si breyitatis causa ponimus

6. Κα,α?):

/

T-» i^'4r^\Γ(ΊΓ)

ex formula (2.), posito α = — ubi m <
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1. Malmsten, de integralibus definitis.

7.

i=n—l
L (a, (je) = Tang \a log 2/i 4- 2 S(— 1)« Sin ώ log

(m 4- n = num. par)

Z O, x) = Tang f «. log n + 2 5(—l)*-1 Sin ία. log

2«

Λχ+η—Λ
V n /

(m + n = num. par)
Pro χ = l et = |τιτ, unde m = l, n = 2, e priori accipies

/"
8· J.

§· 2.
Ut vero ex formulis (7.) nova quaedam integralia definita deducantur,

demonstrare primum necesse est hasce formulas eliam pro χ = 0 valere;
quod quidem ut fiat, in promtu ponere sufficit, formulam (l,), unde tamquam
e f nte illae derivant, justam etiam pro cc = 0 manere.

Cognitae sunt formulae

Γ e~xz Cos uz dz = —
*/0

rw
J e"uz Sin ^r^; dz = —

unde subtractione facta habebimus

e~w ·u (u Sin wx -f χ Cos wx)

f* dz(e-** Cos uz — e~uz Sin xz)

Jam si, multiplicatione per i/o? utrimque facta, integrale ab χ = 0 ad o? = li
sumitus, fit

(Cos uz -
«,« /"" w Sin «oai -i- o? Cos M?O? , /»" e-w^ (w Sin uw — a? Cos tito)—. e-ictt / ---- - — _ dcc + l -- "

*/ o : 2 t t 2 ^J0

Facile vero patet pro valoribus ipsius cv indefinite crescentibus integralia

/
" u Sin wx+x Cos wx f<u e~wx (u Sin uw—χ Cos uw) ,
. ΡΪΪ? ώ et Λ i^^ ώτ

indefinite in nihilum convergere, unde fit ut
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6

icl es t

1. Malmsffa, de integralibus definitis*

lim . / — (Cos uz — e~m) = 0 (cv = D)
«/o %

00 ^2— (Cos uz — e~m) = 0.

Haec vero formula, si a cognita illa

/>/
»/n

subtrahitur, obtinebitur
o»· fJ n

dz = log M

unde manifestum fit, formulam (!,), una cum omnibus ex ea derivanlibus, etiam
pro o? = 0 valere.

His ita demonstratis, sit jam in (7.) a? = 0, ponamusque

e* >y, unde u =? — log y,

cum sit a = —, obtinebis

o #n-tf

i ·
ίΓ rr/ ι\· 1 ο·re + 7 ' £(Γ1} Sm

(m + TZ = num. irnp.)

JTl —V 2/2

ri^

«« , π vT)· ,{ ι ο· mn
5Γ Io8 » + ¥ · a" } Sm T

(m Hh n = num. par),

ΓΙ1—-

atque quia est

/·"?&
^o »n-J

etiam
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1. Malmsten^ de integralibus definitis*

10.

-l _ y—m—l

*=»-!

2η '
7t χ-,χ ·» \ - ι Λ · MW7T *
i ' ^(-Ι)*-1 Sin — log

t^I

(m + n = num. imp.)
Λ,τη—L tmmm aj~~~ »·· ~~ l

2»

Ό--Ϊ)
(m + n = num. par).

Hinc sequitur pro m = l,

11.

,/«-H\
\2n/

(n = num. par)
ra

ΓΙ1—

Γ(-
π \ l ο· π

' 11'1 Sin

(« = num. imp.
Ex. gr. posito in illa n = 2 et in hac re = 3, habebimus, si in hac y2 in y
rnutator,

12.
/·· logQogy)^ _ ̂

Λ Ι+ίί-ι-»1 ~~ 1/31/3

. 3.
Ex §. primo jam apparuit, transcendentem iliam, quam per L (a, a?)

designavimus, finite semper per Γ exprimi posse, cum a in ratione cOmmen-
surabili ad π est. Nunc in hoc §. versabinur circa proprietates quasdam eju»
maxime notandas. Sit igitur in priori formular m (7.) χ s* f*; tunc erit
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1. Malmsten, de mtegralibus definitis.

13.

unde, si χ -4- 2 loco ipsius χ ponitur, addendo invenimus
14. L(\*9 χ + 2) + Ζ(|ττ, χ) = 2 log (o; + 1).

Si vero in (13.) 2 — a? loco ipsius χ substituimus, e relatione cognita

. Cot .

similiter addendo erit

15. IG*, x) 4- 1(1*, 2 — χ) = 21og [(a;—'.

id quod pro o; = l formulam (8.) reddit

16. Ι(|ττ, 1) = log ( — ) ·σ y <ji /

E formulis (14. et 15.) functiortem I(|*, a;) pro quolibet ipsius χ valore
cognitam habemus, si modo per totam periodum ab χ = 0 ad χ = l cognita
sit, Praeterea formulae (14. et 16.) docent, L(%rt,x) pro χ = quolibet nu-
mero integro impari finite per logarithmos et ττ exprimi posse.

Sit jam priori formularum (7.) a ±= §ττ; tunc erit

(!*, a;) = 2Sin!7r log

unde simili fere modo uc supra obtinebimus
Ι(ιπ, x+3) + Ι(|ττ, α?) = 2Sin ITT log [(o?+2) Or4-l)]

l Hf jL(^7T, ^) HH /^(sTf, d> — il?)

= 2 Sin ITT log [(o? —2) (x — 1) . Tang —g— . Tang

atque e posteriore pro x = |:

18. , Ι(|ττ, |) = 2Sin |* log (|Cotang ̂ ).
E formulis (17.) sequitur, ut functio Ι(Ιττ, α;) pro omnibus ipsius x valo-
ribus cognita sit, si rnodo pro quolibet valore inter x = 0 et χ = | cognitam
habeamus; praeterea priot* haram formularum una cum (18.) docet, Ι(|ττ, χ)
finite per logarithmos «t fuiietion^s trigonometricas exprimi posse pro
x = !((2i'+l).3), designante i marrterum quemlibet integrunii

At yero relationes longe gejneralidres invenire ppssur us, e quibus

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 5/26/15 6:05 PM



1. Malmsten, de integralibus definitis.

praececlentes tamquam casus speciales derivari posstmt
m -4- n = numerus impar est, habemus etiam

19. Tang \a = S(—l)4"1 Sin ία.0 i=i
quare prior formularum (7.) in hanc formam transformari potest:

ubi a = — et

i=m—l
20. Z (β, χ) — 2S(—l)*-1 Sin ία log

;=i

(τη Η- η = num« imp.)
Substituamus hie χ Hl· n pro a;; tunc addendo habebimus

21. L (a, χ -t- w) + i (a, 07) = 2iS(—l)*"1 Sin ία log (a? + z)

τη + 77 = num. imp.
Si porro in (20.) n — χ loco a- substituilur, prodit etiam, addendo,

L(a, n — x) = 2.S(—1)« Sin za log
t=l

i=n—l
S(-l)i-i Sin ία log

sive, curn sit
i=n—l
5(_l)i-i sin ία

— 5(_l)i-l Sin za log

etiam

2n r
Est autem
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10 1. Malmton, de integralibw defin is.

- gin

unde sequitur

Ζ(α, α?) 4- Ζ,(α, η— χ) = 2S(~l)i-1 Sin ία log [(Λ —α?— ι') -Tang J(a
i=l

sive denique, posito w — ι loco i,

22. L(a, x} + L (α. Λ— Λ;) = 2-S(— 1)« Sin ία log [(α? — ϊ) Cotang

(m + n = num. imp.)

Coustat igitur e formulis (21. et 22.), functionem L(a, x) pro quovis ipsius χ
valore cognitam esse, si modo per totam periodum ab o; = 0 ad χ = \η
cognita sit, exsistente m 4- n numero impari.

Posito in (22.) χ = %n, habemus formulam

23. L (a, i n) = JO^l)" Sin ia log [( \ n - i) Cotang (£ - g)] .

quae quidem pro i=z\n expressionem log 0. D praesentat; cujus tarnen verus

valor facile invenitur log f — J. Haec formula una cum (21.) docet, functionem

L(a,x), si m + n numerus impar est, finite per logarithmos et functiones
trigonometricas exprimi posse, posito χ = |n(2/+l), designante ί numerum
quemvis integrum.

Consimili fere rnod relationes analogas e posteriori formularum (7.)
derivare possumus. Nam substituatur ibi χ = n loco χ, erit

JY2fH-<c— f\

L(a, x + n) = Tang \a loe.n + 25(—l)i-1 Sin ία log —-—-——D ° ,·—ι Ό ^/n-f-a?+t\H-—)
unde, subtrahendo,

24. L (α, Λ? -t- n) - l (a, x} = 2Α(-)^ί Sin ώ. log

(m + n — num. par.)

Ceterum, si in eadern formula (7.) n — χ pro χ ponitur, fit
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1. Malmsten, de mtegrat bus definitis. n

L(a, n — χ) = Tang |a.log n H- 2 (—l)*-1 Sin ία log

unde subtractione e cognita functionis Γ ratione

25. L(a, x) — L (a, n—x) = 25(—1){ Sin ία log

\.

n— #— ί .
ll Π

(m + /z = num. par.)

Formularum (24. et 25.) beneficio sequitur, ut, exsistente m + n nutnero pari,
functionem Ζ ( α , Λ ? ) pro quovis ipsius χ valore cognitam omnino habeamus,
si modo per totam periodurn ab a; = 0 ad χ = \η cognita sit.

Ponamus jam successive loco oc\

r ^^ * ~» 9 €Λχ · ΛΛτ τ
in priori formularum (7.), et

n

im
07 + - , .... χ

(r-l).2n

x Hl· - , χ
2n
- ,

3w (r-l).n
, .... 07 + -——

in posteriori; tunc beneficio cognitae forrrmlae

· T(y + -r ) . Γ(γ + . . . .

summando invenimus

) = r(ry) .

26.

(o, o;) 2wx
3> x + 7") + 7: , χ

= r Tang |a log.2n + 2 (—l)*-1 Sin ία log { —
i=l (r]i

(m + n = num. imp.)

L(a, x) + L(a, χ + - ---- L(a, χ (r-l).n,
r

-
= r Tang ->a.log n + 2S(-l)i-l Sin ία log ari

 B

'
(m + n = num. par.)

Facile apparet, priorem barum summarum per logaritbmos exprimi posse, cum
r numerus par est.

2*
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12 1. Malmstatij de integralibm definitis.

§· 4.
Cognita est formula

27. ^.

quae, exsistente l > s > 0, pro χ = 0 etiam legitima, praebet

28« y^00 2*'1 Cos z/zrjk = —-2——

Multiplicemus (27.) utrimque per

. rfi/ [α < π];

integratkme inter i/ = 0 et w = D instituta, fit

, rtw Cos (s. ArcTang —)
β j^

o en*—er*» (,

-^ "̂  · CosΓ« 0

_ Sina y^
~ Ts 'Jrw

unde, in dextero mernbro e~* = y ponendo, provenit

r*e**—e-a* Cos 0. ArcTang ~) ς. ρ
29· J ^_ .πΜ · ^ Ml"^" du — JTi) · /

et pro χ = 0, si modo l > 5 ;> 0,

/"· ga»_g^y ^ _ Sin^ f*
J o enu—e~nu ' v* Cos £ #rc. T(*j V/Q

(log—)

Ex hac vero formula, si a = — et e » = y; ponitur, unde fit
τι l n dyu = — , log — et rfi/ = -~- — · — ,

transformatione facta eruitur

31.

et pro m = l,

i « α j ' i (—} -Sin— , (loe—)5 (^^ y^1 yn~2.dy - l t _ ^^ v n/ w^ ^x v b ^ y

/^V"s c· ^̂  n l\s~lj
f*r*-r~* dy =(n) ·8'"1Γ /α ('°§7> *
^ ^"-^ ,'(logl)'. Οβ·4·».Α*) 'Λ l + 2 y C o s + / '
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1. Malmsten^ de integralibns de nitis. 13

Appellemus jam

33. = Γ Qe
«^ o

_ Γ1 (log -)*~ldy
J o l+y* '

formula (32.) dabit, posito n = 3 et mutalo y* in j:
Q*34.

atque e dem pro n = 2 immediate colligitur

35. Gi(I — s) =

Ecce simplices et notartdae aequationes, quae functiones 6r(^) et G?(s) earumque
complementarias 6r(l — 5) et 6^(1 — s) inter se conjungunt; in quo respectu
analogae sunt curn hac cognita functionis Γ formula

Ex forrnulis (34. et 35.) logarithmando obtinebimus
log G (l — s) — log G (s) = (l— s) log ITT -f- log Sin fir — log Cos \STT — log Γ (.ή,

log G,(l-i) — logG1(i)= (1—5) log |ττ — logCos J TC — log Γ(*)
unde, si brevitatis causa ponimus

36.
_ Γ OogjO
- J »

i l\s-l lx
jn r \ l (log~) -logUoST")·^^ χ N _ dG^s) _ l v P y 7 &v & y 7

differentiando habebimus has novas relationes

37. i5) ~ '* Tan§ *Α7Γ'

r , d.logro)si cum Legendre ^ ··· per

Supponamus in (37.) ^ =

log (log—)

sgnamus.>4

^; tunc erit

,,, , c.~ ' ( 8 ¥ ~
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14 l· Malmsten, de mtegralibus defmitis.

seu ponendo log — = x\

38. 6

exsistente C= — Z'(l) cognita illa Euleri Constante 0,577 216 Hae
formulqe, quas non vidimus hucusque propositas, haud indignae nobis videntur
attentione Geometrarum.

Ex formulis (38.) duas jam deducemus relationes, quae in serierum
transformationibus haud infimo loco dignae videntur. Nimirum, exsistentibus
identico modo

39.
— S (— l)» .;

ex cognita formula

habebimus

40. /.-H-.log «. = - $[ (log ft + 21og 2 + C)

t log aSin 57r .

w Γ I M c· i · logt-f-2Iog2^Cf
= |/7r.S( — 1)'. Sin htt. i/-

i=l i^2

(— l)"jP(n).Sin 1(^ + 1)̂  + P(n+ 1) Sin I

ubi brevitatis causa posuimus

π, ^ Γ°° e~n^loga? rf^ Λ
Λ») =/0 ·ίϊ?=Α=» ' i/i = Θ "Λ

exsistente l > @ > 0. Facile vero aparet esse

lim P (n) =0, lim Q (n) = 0
unde concludi licet
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15

41.

1. Malmsten, de integralibus defin is.

o. , r» logx dx _, *^° 1Νίο. f . log;+21og2+C
S"» i* -/ ^fcre- · yi = F7t' £(Γ1} Sin ^ i 7 r ' W"

Beneficio vero formularum (39.) facillimo etiam negotio deducere possumus

c-iy
• W '

quae formulae una cum (41.), respectu ad (38.) habito, post reductiones
quasdam facillimas praebent

log l log2 log4 log 5 log?
yr ~ ~yz + W ~ W W ~

42. . . _
V3 " " 1/5 1/7 1/9

= K5W — C - log 27f) i/i —

quae relationes eliam ita scribi possunt:

L L l JL
1W .4W .7^.1«W 0 . . . .

V5 - -l + - - etc l

43. L J.
5V4

exsistenlibus
dxA~T**f.

P 1 /·" * *= y* v.

_
l/l

__
1/4 1/5

j^
1/7
l

&+e-x •y.r^yi n^vs yi

.... etc.

.... etc.

§. 5.

Si - ^ ,g- in seriem evolvimus, exsistente identico modo
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16 1. Malm$$&$, de integralibus defin is.

J

fit utique
v __. ^ > ^ L o? r— - ^ u s= ^ |j

under €> ~~"~" €> ' - tf-U - , "~1 _ " J JL. _ _ . ^ . . . . it-t / T Λ f̂ Γ L __^

ubi brevitatis causa pos'nim s

exsistente M quantitate quadam finata. Hinc vero facile apparet
lim . φ (n)-sfc= 0 -[n = D]

atque igitur
Λ««Ι ̂ ,... Λ- W //»^t^ ^^^ t* t.lLi/

Jam vero, exsistente identico mddo

.
habebimus eliam

^
ubi brevitatis causa posuirnus

r 1 VnOog j d y ·

») = J. i-H2ycoSa+^ = e.y;vOog ) '/ =
exsistente l > θ 2> 0. Facile ijgiinr Apparet esse' "

unde ex (45.) obtinebitur ^ » ! ^ ; *
71 Sin« <% _ -p/ χ n^,4o. / ! — T>, -- · - - ΓΊΓ; == * w · *^C — *)^o l4-2tCosa4-3

(1 ) "

Sin «+l)a + FT(n+\} Sin

Substitutis vero in (29.) valoribus, quos formulae (44. et 46.) praebent, hanc
notandam inter cfuas series infinitias relationern habemus, si 5 in l — s nfiutatur:
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47.

1. Malinsten> de integralibus de nitis.

1 1 1

17

(Λ—Ω)' etc.

βύφπ.ί» « l1-5

et si 7t — a loco a ponimus:

l L-^—l
48. * (2*-a)'

Sina Sin2a Sin3a Sin4a SinSa
2ϊ=Γ + -&=·· "H^ + TiCT- — etc.}

1 + > (6π-α)?

, Sina Sin2a Sin3a Sin4a Sin5a

Hinc si s = | facimus fit utique

l

49.

V (n— a)
1 -H '

41-

1 + »

etc.

- etc.!

-i/2_ , Sina _ Sin2a SinSa _ Sin4a SinSa
— r π" ' 17Γ 1/2 ^1 /3 ϊ/ϊ" Ϊ/5" etc*

J^l/a
1 + X etc.

V 2 .Sina Sin2α Sin3α Sin4α Sin5α
π ? yr "*" ?2~"+ ips"+ w + l/s"+ etc·

Ponamus in (47. et 48.), a esse in ratione commensurabili ad ττ, i. e.

a = —- (m < n num. integr.); facile tunc obtinebitur
n \ o /

l 1 . l 1 . 1 l

50.

(3n-«t)s (3n+jre)s etc.

(0 Sin— Sin^^1
f n n

3in^.JT( ) * J
l . l

41-5
l

etc.}

• etc.

(0 n· n»**> n· *"""f n· OtnTC ._. 4W17TSm — Sm Sm Sm
i n n n n ,l ------ | -γ—- ι ττζγ- -t- etc.J

Eoo. 1. Exsistentibus m = l, n = 2, fit

(frY

Ex. 2. Exsistentibus in priori formularum (50.) m = l, n = 3, fit
Crelle'e Journal f. d, M. Bd. ΧΧΧΥΙΠ, Heft L 3
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13 1. Malmsten, de integralibus definitis.

crt l 1 . 1 1 . 152. -p — g! + ψ — J£ + ψ~ etc. . . . .
— (i^y*Sin|flE * l l l l l »

8ΐϊΓ|«;τ7Γ(*) «l1-* 21-5 4*-1* δ*-* 71-* etc'*
Formulas (51. et 52.) memini (ni fallor) ine vidisse ab Eulero alicubi per
inductionem inventas, omni demonstratione carentes; neque apud quemquam
alium demonstrationem earum invenimus, quamquam form su attentione
Geometrarum digna videantur.

Έχ. 3. Exsistentibus in posteriore formularum (50.) m = l, n — 3,
posito brevitatis causa

f(<\ — — -4- — — -4- -l- «t«j \^j — js 55 75 115 13* 17 19S cn/·

fit utique

Cum autem sit

9
atque etiam

9(s) =/0)
unde facile prodit

(
has duas relationes habebimus:

K0 -/W = Sinim.rc«) * ϊ-ϊ-2*-1 *
«S. / \ Cgt^A »οΐη^ττ 2(1-^-2*

ψ\$) Sin^.JXi) * l-f-25

. 4. Exsistentibus in (50.) m = l, n = 4, posito brevitatis causa

= p + ̂ ~6^~^ + 9^ + 5P~i3 i~iS* + etc*

1 1 . 1 1 . 1 l

. α . _
Ϊ5' 171· ~ etc>

=/(*) + 2-J {p - g; + p - jp + etc.

fit utique
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l* Malmsten, de integralibus de nitis. 19

( 7Z\Srt· 7l
4) SmT

unde addendo, cum sit

erit

54-

§. 6.
Differentiemus jam formulam (44.) respectu s tamquam variabilis; turn

erit /»« eau _ e-au

-e**· du
' * V s) · | -

unde pro s = 0, exsistente
gOM _ g-«

Z'(1 = -C et
habebimus

lo u . du.

Utcumque vero a est in ratione commensurabili ad ττ, valorem integralis, quod
in dextero membro occurrit, formulae (7.) (pro χ = 0) praebent. Sit igitur
a = — (m et n numeri integri, n >· m); tunc obtinebimus

_
π '^-ο (2z-§-l)w— m

tao -·

]o £L
6 W

lr, m^ β Λ —β M
= — ̂ C . Tang 2 ·̂ — — π ϊ Π Γ ί Γ " · log n. Αι,
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20 l· Malmsten, de integralibus definitis.

unde, cum sit ex (44.) (pro s = 0)
/ .M .«l _, l en —e n

£, |_ —

^ t+ n
(*)* 1"\ «î : J / o

7l

Λ?ΐΜ - Λ~7Ι1ί
. «M — 2 j s 2n'

fit denique ex forrnulis (7.) citatis

55.

log(w— m)
n— m

π
— ~2it

log (n— m)
n—m

7t

~ 2n*

log(n+m)
n+m

•Tans^((

log(w-Hw)
n+m

mn
3ηδ 2» ^

log(3w— m)
1 372-m

;+log27r) —

(m + n =
log(3n—m)

1 3w-7fc

+ 1 ττΥ ^"^1W ^^ ft

(m + n =

Iog(3n-f-m)
3?Z+7»

<7j ί=ίΐ — 1
72 * ^—~< JL ̂

num. imp.)

log(3rH-w)
3n+m

t=K^D
i=l

num. par),

Iog(5w~m)
5w— 7Λ

Cin l/-»rrOJU " *^K

— ciu.

Γ0£)<έ)
log(5n— m)

δη— m

• IVflTt -i

— eiu»

r^— '̂V2 n > /

Γ ι Λ. ι1 l
V 7l/

atque si n — m loco m ponimus,

logTft log(27i—m) log(2n+m) log (in—m)

56.

m 2n+m e c*

„ „_ _ »=sn —i -
yT ^_ TnTt , . ^ , Λ Χ ^ r» ο· ί/Λ^ ι- ^Cotang ̂  (C + log 2ττ) + - . ̂  Sin — log

(m = num. imp.)
log (in—m) log(4n+m)log 7

7t
n '^i

(m == num. par).

Ex. l. Posito n — 2, m—I, fit

log l Iog3 Iog5 log?

e c*

o· i. Sin — log
rc —

atque inde
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1. Malmsien, de integratilus definitis. 21

πβ~~

Ex. 2. Posito n = 3, m = l, exsistente
1 1 π.

— T + T~"F + T~"8" + etc· = 3Ϊ/3'
fit utique
logl log 2 Iog4 Iog5
l 2" + ~ 4 5 ~ ~

_ elc. = log , _ (C + log fc)>

log l _ log 5 I^g7 _ log 11 log 13
~ + ~ "*" ~~ΪΓ " TU etCt

atque inde

. 8«. 10^....
_

<Γφ.(2π)Ι)

(2«)i.e-ic j

v. 3. Posito n = 4, m = l, fit
logl Iog3 Iog5 log 11 _, log 13 π ν*ι8ν·χι5;( , j ,
"l 3~ + ~ 5 Π h 13 — etc. = ^log J2j^» ^cj +2™g

logl log? Iog9 log 15 _L log 17
9 15 T 17 — etc. = |

Γ(|) ί'
/ ·" ( >t/ ι l ~ * » > f c * e * f

atque inde

1.5*. 13». 21« ....
(τφ)

.95. 17". 25^ ....1.9«. 17^.25" . . . . /e- cjikiir
_ .̂. f c * ·π*\

1 1 1 1 — l τ-,, o. I7Μ5Ϊ5.235Ϊ.315Ϊ.... ν^Φ/ Γφ.Γφ)

57

§. 7.
Si in formula (29.) o = 0 ponilur, fit

Cx_2u.du cos(*.ArcTangJ;
»/ , f-nu —

i.ArcTang-) _ \ p*

(*'+«')*' "^.'Λ
unde subtractione facile habebimus
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22 · Malmsten, de integralibus de ni s.

58.

l Sina α \

Differentiemus hanc formulam respectu s tamquam variabilis, posteaque
ponamus; tunc exsistente

Are Tang - = f* - Are Tang - , Z'(l) = - C,

obtinebimus

59.

1 f»e* — e~au—Sau

Sino

positls brevitatis causa

ϊ_W— l
-^ 0

rr(x)
Λ-

= l
t/ o

-υ-«. — 2flM

Cum autem sit

Λ2αώι θ
= Jo **+«* ^+

ΘΝ^) - log aF)

(ubi, quodcumque sit Λ?, M et IV numquam non finitum conservant valorem
et 4 quantitas < l est), atque
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1. Malmsten, de integrcdibus defin is. 23

eaw-e-au-1au Iog(_x2+u^.2udu

logfoVg?) /·~rf+ Λ
— e-™— 'lau

= M, [(log(l +*'))' - (log Λ·2)2] + N.

(ubi, quodcumque a; sit, idem omnino de Mx et 4 valet, quod supra de M
et 4 dictum est); facile concludi licet

lim . xF(x} = 0, lim . xW(x} = 0, [χ = D] ,
unde ex (59.) habebimus, convergente χ in nihilum,

—e-w—Zau du
S* Γ

«/ 0

seu
f Sin α

exsistente
Sina \ a_

Facimus
TV* __^ l

differentiatione respectu a facta, habebimus
a a

dK

unde

cum in genere sit*)

/iqjjr«// =· i
Ex formula vero (61.), integratione ab a — 0 instituta, redundat

*) Vid. Legendre Eaerc. du Cafc. Int. Tom. 11. pag. 156.

Brought to you by | University of Arizona
Authenticated

Download Date | 5/26/15 6:05 PM



24 1. Malmsten, de integraMbus de nitis.

α
u r1 — -^ΛW O ·̂·'

quod cutn (60.) comparatum praebet

62.

Pro α =-π1 beneficio formulae (12.) (prioris) obtinebimus
1./J o

log (log—)
~(l+y)» = ϊ^'Φ + ^IoS 2^

quod in (62.) ductum praebet denique

, i:''63. ~ 2Sina '

quae nova formula admodum notanda videtur.

§· 8.

Si formula (44|) utrimque per log (log —) multiplicetur, integratione
ab γ = 0 ad y = l instituta, ex formula (63.) habebimus

i=w . lC-iy-1 sin z«/0y-i log (log -)<iyi=l "

4- (-J)" {Sin(n + l)a. G(n) + Sin na . G(n+l)\

= \it log
"»-Ε» S'

posito brevitatis causa

yn log (log

unde, exsistente

(ubi C est constans ille J5O/m 0,577 216 ...,), obtinebimus
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1. Malmsten, de mtegralibus definiiis.

i v-i Sin i log t r *=w
 v_j Sin «g

25

(— 1)η+1 {Sin(ii + l) .6(/0 + Sin πα. 6 (/»

= 5* log — \a log 2ττ

et
θ

(») = - ̂  {log (n+1) +C\, (l
Cum autem facile inde appareat, esse

lim 6(70 = 0, [n= D]
fit omnino

Θ > 0).

t=l
T" — ϊ*

unde, exsistente

7Ύ1 — e\•*^ 5w/
— 5 α log 2w,

(α<ττ),

hanc denique ,notandam formulam habebimus:
„.64. Sina.logl Sin2a.log2 . SinSe.log'S Sin4a.log4

- -5 --- - - ~^ --- --^

= \π log

atque, si it — a loco a ponitur:
K Sin α. log l Sin 2«.oo. —^i Hl s~

ZY1-—)
*C 2

Sin 4«. log 4
etc'

= l^r log — |(ττ—α) (C + log 2w).

Ex his duabus formulis, addendo, hanc tertiam obtinebimus:
Sin a. log l Sin 3a.log 3 Sin5a.log5. _ + _. + g etc.

= J-7T log

Crelle'8 Journal f. d. M. Bd. XXXVIIf. Heft 1.
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26 1. Malmsten, de integralibus defin is.

Ex. 1. Posit a = i*, fit
logl Iog3 . Iog5 log?_ -_ H- _ - ^ H

atque inde

etc. = j (log 7f—C) — 7t log T(\)

quod jam supra ivenimus.
Ex. 2. Posit α = |ττ, fit

logl Iog2 Iog4 Iog5 log? π Γφ π
~\ 2 ~ + ~ 4 5 "+""7 etc' — ]/3 ioS »Γ(|)ί ~ 3j?3
logl . Iog2 Iog4 Iog5 iog?- ~ --- --- -

log 2ττ),

etc- = 373
— etc.

logl logj> log? log 11 log 13
* T" 5 ~ + ~ 7 Ϊ Γ ~*~ ~13~

— 2J73 lo8 i/3 — C— 21og (T(f) . r(S)],
(ex quibus formulis primam et tertiam jam supra invenimus), atque inde

1.4*.7*.10TO....

2^.5S.8S.11 ....
IW*> ̂

4^. 6*. 10 .̂

Ex. 3. Posit in (66.) a = ^
logl Iog3 Iog5 log?

fit utique
π

atque inde

§· 2.
Revocemus jam formulum (1.) (eam etiam pro χ

stravimus), quam utrimque per
= 0 valere demon-
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1. Malmsten, de integrcdibits d finitis. 27

multiplicernus ; turic integratione inter u — 0 et u = QD facta, fit
xo00 eau ̂  e~°" r^ d% r<*> eau + e~au

J0 ^^l°g(*2 + "V« = 2yo TV. e-+e— (<r— «^ Cos uz)

unde beneticio notae formulae*) sequitur
/.-««".fr «r» , fe-'dz/ 2e-<*-Hl+e-')Cos

Λ rfS^^ log (**·!- rf)<to=/e -

sive, posito

A*67.

Appellemus

unde z = log (~) > e" Jz = — dy :

//c i
=^

(a < 7t).

68. £(«, a;) = : . log W

Si in formula (2.) o? + | et o? — | loco Λ substituimus, addendo habebimus
hanc simplicem inter L (a, αϊ) et &(af (v) correlationetn:

69. 2Sin |α.8(α, χ) = L(a, o;+~) + L(a, oc·^ |).
His cognitis, si α est ad ττ in ratione qualibet commensurabili, i. e. pro

a= — , facile pro functione %(a, ac) invenire possumus formulas, quae cum

iis, quae supra pro L (a, oc) proposuimus, analogae sunt. Etenim si ponitur
in (7.) oc + \ et χ — | loco oc , inde addendo habebimus

, χ L(a, χ — |
l=rn—l

= 2Tang \a log 2n + 2 (—l)1"1 Sin ία log

= 2S(—l)*-* Sin ώ log
i=l

' V

/α·+η+»-ί\
V 2n ~>>

2 Tang | α log 2ra + 2 S(— l)4"1 (Sin ώ — Sin (i—1) a) log

(m + n = num. imp.)

_
^

2n

*) Vid. JEarerc. rf. Cak. Integr. par Legendre. Tom. II. pig* 186.
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28 1. Malmsttn, de integralibus definitis.

L(a, a; ·+· ~) + L(a, χ — [·)

= 2Tang \a log.n + 25(—l)"1 Sin za log

-l)*-1 Sin ία log

ΓΙ-

= 2 Tang \ a. log n + 2 S(— l)*"1 (Sin ώ— Sin (z— l)a) log v . »

n — num. par.),
cum sit

—l)1-1 Sin za log V w
E+t+i~

= — (—l) Sin(/—!)«log .y)

Hinc autem, divisione per 2Sin \& facta, quia est in genere

Sin ία — Sin (i— T) a = 2Sin \a Cos (i—\)a,
beneficio formulae (69.) colligitur

70.

£(a,χ) = See \a log 2rc Hh 2S(—l)"1 Cos(/—|)a log | \x^^\

(m + n = num. imp.)

(a, o;) = See |a log w + 2 (—l)w Cos(i'—i)<* Iog \ n
Y«+HI\

§. 10.

Si in formulis (70.) pro # = 0 faciamus
nu ft

e^—y, unde M = ~

habebimus utique, exsistente a = —,
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1. Malmsien, de integralibus de nitis. 29

Λ yn+y~

? _,= Sec T* rv 1 \i-l O / · l \ fl*7^· 1) Cos '~
(m + ra = num. imp.)

f y

Λ
n -. not

Sec

n = num. par).
Hinc vero, cum sit

sequitur
r (2γ τ η~ See H—

71.

— — ςΡΓ —-
Λ lkJV»v · ΟΛ«

t

^T c/ -|\£~i ^i /·

n ' SSr ) (*

(m + n = num. imp.)
aiTO—l ,

c T

= Sec

(»ι + η = num. par).
Posito in posteriori w = l et /i = 3, mutato j2 in y, habebimus post re-
ductionem quandam facillimam,

§. 11.

In suppositione α = —, exsistente m + n numero integro impari,
constat
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30 1. Malmsten, de integralibus definitts.

Tang i α == Sin ία.
i==l

atque, posito i — l loco z",

Tang \a — — ^(-Ι)'"1 Sin (i — 1) a;
t=l

unde addendo, divisione per 2Sin \a facta, fit omnino
i=n

73. See \a = S(—l)*""1 Cos (i—|) .
• ; "" ~~" , *>

Quocirca prior formularum (70.) ita etiam exhiberi potest:

74. 8(0, 47)-= 2 (—1)M Cos (i—J)a log

(m + w = num. imp.).
Ponatur hie χ + n loco a:; fit, utique addendo,

!,==«

75. , 2 (β,
i±=l

(m + 7& = num. irnp.).
Ceterum ex e dem formula, si n—o? loco o? substituitur, similiter addendo
prodit:

&(a, Λ?) -i- ( , 7t — o?) = 25(—1)*-
ie=l /^-»-^xv 2« ;

Α(—ly-1 Cos (i—i-)a. log
2«

sive, cum sit

i=n
: S(-l)'-1 Cos (/—|)a . log

etiam, respectu ad cognitam functionis Γ proprietatem (eodem modo ac supra
ad formulae (22.) deductionem):
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1. Malmsten, de integralibus definitis. 31

·
76. 8(0, o?) + 2O, n-x) = 2 S(— l)*-1 Cos (i-J) α . log [(i— o>- 1) . Cotang J

(m + n = num. imp.)

E posteriore etiam formularum (70.) relatlories analogas derivare pos-
sumus. Etenim, substituto ibi χ Hl· n pro x, subtrahendo erit

77. 8(o,aH-u) — 2(β, Λ?) = 2s(~)''-1 Cos (i— j) a . log
i=l

(m + n = num. par).
Atque si in eadem formula n — χ loco χ ponitur, fit etiam subtrahendo, cal-
culo facto,

toK»-D
78. 8(o,o;)-8(a>ii-ir)=25(-l)«Coe(i-. a.log

(m + TZ = num. par).

E formulis (75. et 77.), una cum (76. et 78.) conjunctis, sequitur, ut, sive im-
par, sive par sit m + n, functionem S (a, x) pro quovis ipsius χ valore cogni-
tam habeamus, si modo per totam periodum ab ^ = 0 ad x=.\n cognita
sit. Si in (76.) χ = \ a ponitur, prodit

79. β(α, \η) = ̂ (-l)'-1 Cos(z'-|)a logi(Krc+l)-z).Cotang (j —

(/η + η = num. imp.),
unde, si simul formulam (75.) consideras, colligitur, exsistente m + n numero
impari, 2(a, x) pro O7 = j(2z+l)rc per logarithmos et functiones circulares
numquam non exprimi posse. Haec formula (79.) pro i = \(n+l) ex-
pressionem log 0 . ot> praesentat; sed verus ejus valor facile invenitus est
i /2**\log I — 1.0 V 7t J

Ponamus jam successive loco x\
2n in 6n (r-1) .2n

, ^-T-^T, o :Hh~, 07 + ~ , . ...07+ r >

in priori formularum (70.), et
^ 2« 3» (r-l).n

^^ * ~^ r > &-r r 9 x
 r > ···· r

in posteriori; eodem modo ac supra in §. 3. e cognitae functionis Γ propri-
etate obtinebimus
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32 l· Malmsien, de integralibus defimtis.

(α, χ + ) 4- g(a, s + ) + .... 00

80. <

= r See |a log.2/z + 2S(—l)w Cos(/—|)a . log

(m -H τϊ = num. imp.)

(a, o;) + £(«, o: + —) + S(a, ir + —) + . . .

n

,

unde apparet, priorem harum summarum, cum r numerus par est, finite sem-
pei per logarithmos posse si'gnari.

§. 12.
Multiplicemus formulam (27.) utrimque per

eau + e-au

tunc, integratione inter w = 0 et u = oo instituta, fit

l /* °°= ϊχ*) v o e~*
__Cos|a r1" z*-l .
~~ r(s) 'J 0

Cos

unde, si in dextero membro «~s = y ponimus, prodit

"
et pro o; = 0 (si modo l ;> s >· 0) rnutato y in j2,

Γ
Jo

Ex hac vero formula, si α==~ et e~ n — y ponitur, transformalione per-
acta, fit
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1. Malmsten, de integralibus de nitis. 33

, ,.-.+„--. d„ - ^
· Λ S'-H- '(logi,· Co.J«.r<.) 'Λ

Posito m = l et n = 2, si brevitatis causa appellamus

84. ρ(5) =y^ . (log !)*>,

hanc inter functionem Q(s) et ejus complementariam relationem habebimus:

Posito porro in (83.) m = l et m = 3, reductionibus factis, provenit

Cum autem sit

87 /b7· Λ
atque etiam

/j

i-

ri
Λ

- Ol!-2 / _
~ z Λ 1-

i. e. S" S~

fit etiam ex (87.),

^2(1+,') ,. l.MΛ ϊ+?ϊ? · (1°g τ} dr =
quod in (86.) ductam, posito brevitatis causa

88. R(s)=fa-j^

hanc notandam relationem praebet:

89.

Ex formulis (85. et 89.) logarithmando obtinebimus
Grelles Journal f. d. M. Bd. ΧΧΧΥΠΙ, Heft L
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34 l· Malmten, de integraUbus de nitis.

log Q(l — s) — log 2 Sin \<K + (l~s) log ITT-log Cos |$w — logr(*) + log Q(j
log JR(1 —j) = (l — ̂ ) log |ττ + log Sin |ττ + log (1+2') — log Cos \sit

— log Γ(<s) — log(l + 2 ~1) + log Q(s),
unde, positis brevitatis causa

differentiando habebimus
MO)

90· w>
Supponamus s = |; tunc erit

logClog--)^

V ogf) ^° ^ V ogy)

= |(log|7r—ITT—C—(5 — 2]/2) log 2) .

seu, ponendo log — = x\

91.

'x logx.dx , ,Λ π , ^^ r** ex+e~x dx
·, j _ . - . ι i i —l \r\cr - - —fTT* - ι f l / -· · j-C). „ 3-2* · l/a; '

/^^-s=^10g^-^-c-(5-2^)H2)/ro
quae quidem ejusdem omnino generis sunt, ac formulae (38.).

Ex bis formulis analog omnino methodo, qua ad formulas (42.) in-
veniendas usi sumus, has duas aeque notandas relationes deducere licet:

log l Iog3 _ Iog5 _ log? Iog9
l/l "*" 1/3 1/5 1/7 "*" 1/9 "*" etc'

— jri — r — i \ } L + 1. — J L _ J - + JL ι
92. logl Iog2 Iog4 Iog5 Iog7 log 8 log 10

l/l +1/2 1/4 1/5 1/7 1/8 ~ */1Λ ~ etc'
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1. Malmsten, de integralibus deßnitis. 35

§. 13.

Si

in seriem evolvimus, fit utique identice:
pau JL.P-ÜU i=n— le +e _ C/ l V
enu + e-nu— ̂  ^ L

unde

u u*

i=w-l ]

ubi brevitatis causa posuimus
du _ r"e~in™du __ Mr(l—s)~ ~"

(exsistente JE quantitate quadam finita); atque, cum evidenter sit

etiam

93. · —"·· · — -"", - jjg

Jam vero exsistente

l+2/Cosa-Hy4~7=:o *J 'J
habebimus etiam

(l-y'jCosjo ^r

i)a+./>(»f l)Cos(n-5)a),

posito brevitatis causa

Manifestum Jgitur est
lim p (n) = 0 [n =100],

unde fit utique
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36 1. Malmsien, de integralibus de mtis.

' i _ r(s\ sc-l-s ~ W '

Valoribus vero, quos formulae (93. et 94.) praebent, in (82.) substitutis, si s
in l — s mutatur, prodit,

l l
ne (ITT—a)s (τι+ay (3;r—a)s

"D. CosJ0 Cosfa Cosfg _ Cos^

1 + l
etc.

i-ί" "~ etc. |

et si Tt — α loco a ponitur:
1 . 1 l

96. *
— etc.

g- Sin|c5 Sin Ια Sinfa Sin|a „ Sin|a ,
pi + -grir + -gi^T + -φ==τ + -§ρτ + etc.|

atque si = — (/n < TZ num. integr.) supponamus:

i _,. ..ι__ Λ ι ι i
(3w-f-m)5 (5w—i

97.

Cos|̂  Cos^- Cos
l 1 1 ο ΤΓ1~" Ο1 c "· E

Ufllft /^Cos H—2n

(4n—flt)*

— etc.

etc.j

n·. — Sin H-\2n/ ( 2 n

— etc.

etc.

. 1. Posito m = l, ra = 2, fit

lo-l — i _ i J.I l
l* 3$ 5* 7* 9* lls ~etc*

i ,
- 71=̂  + etc.j;

quod jam supra in (54.) invenimus.
Ex. 2. Posito m = l, ΓΑ = 3, prior formularum (97.), factis quibus-

dam facillimis reductionibus, formulas (53.) reddit; e posteriore vero, positis
brevitatis causa

τr^-iα . l_l_A^J-^i·* \s) — l* 5* 71 II1 13S 17J e

_j^_ i^ ji L + J L — J L
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1. Medmston, de integralibus defirat . 37

fit

unde, cum sit
7T(j) = τω - 3-* rr (4

habebimus
QQ r/\ rn o^98. T(s) = . · ϊ&=ϊ . Γ(1— .s).

§. 14.
Differentiemus jam formulam (93.) respectu s tamquam variabilis, tunc

6nt

—

et pro s = 0, exsistente Z'(l) = — C et

99.
habebimus

TJbicumque vero α est ad ττ in ratione commensurabili , integralia in dextero

membro valorem formulae (70.) (pro χ = 0) praebent. Sit igitur a = ^;
tunc obtinebimus

N

tasx ,

— . S(-1)T - -

_ 1Γ Q m;r
- - 2C . See . 2 ·̂ ~

unde, cum sit ex (93.) (pro s = 0)

n
r . w
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38

issCD«(-m-

1. Malmst^ de integrcd&us definitis.

Λgo "β" ''*>
/" — . W _i en -f-£ n

= / —_^g . ._,.,— . du = *tx o >-πΜ

fit denique ex fonnulis (70.) citatis:

100.

log (n—m) logpH-00 log(3n—m) log(3n+m) log(5K~flQ
3»—wi

— etc.

, ^ .(rn + n = num. imp.
— m)

n— m n+m 3w— m 3n+m 5n—m

7~*/ "1 """ 5\~
" 2n

(m Hh w = num. par),

atque, si n — m loco m ponitur,

/ '0^ m -j~ l°S&n~"m) log(2n+m) _^ log(4n—m)
m 2n—m 2n+m 4n—m

6n-m

W C C * /O * l \ l

101. (

—

(m = num. imp.)
logm log(2ft-~m) Iog(2yH-^) _^ log(4M—m)

in. 2Λ—wi 2w4-/7i 4^1—wi

. 2
π

l=ssl

\ . Λ , (m = num. par).

. 1. Posito m = l, n = 2, fit (
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1. Malmsten, de integralibus defimtis. 39

logl Iog3 logj> log? Iog9 logll π_
~T~+ " 3 5 ~ 7 9 + 11 ~ etc' — i/2

atque inde
·»· 1 1 1 1

Ex. m = l, n = 3, fit

logl Iog5 log? logll log 13_ + _ . _ + _^-

atque inde
1 1 1 1

1 1 1

P. S. Ex antecedentibus hanc etiam demonstrare licet notandam for-
mulam
Cos \a .logl—|Cos| log3+|Cos|a.log5—fCos^a log 7+|Cos|-a.log9Hhetc.

= T (log 7t - C - log Cos ifl) - £* log [Γ(| + ̂ ). Γ(| _
quae, quodcumque sit a < ττ, valet.

Upsaliae D. 1. Maji 1846.
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