Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen.
Von

Tueopor MoLien in Dorpat.

Einleitung.

Vorliegende Abhandlung betrifft diejenigen Zahlensysteme, deren
Zahlen dem associativen und commutativen Gesetz der Addition und
dem associativen und beiderseitig distributiven Gesetz der Multiplication
unterliegen.

Es bhandelt sich um solche Eigenschaften, denen gemé&ss eine
Charakterisirung und Aufzihlung der Zahlensysteme erfolgen kann:
die Auffindung einer Normalform, aus der leicht die Gleichheit oder
Verschiedenheit gegebener Zahlensysteme geschlossen werden kann,
ferner die Moglichkeit, Zahlensysteme &hnlichen Aufbau’s, in Cate-
gorien vereint, gemeinsamer Behandlung zu unterwerfen. Ein weiterer
Ansatz zur Aufzidhlung schien entbehrlich, setzt ja die grosse Mannig-
faltigkeit moglicher Formen tiberhaupt jedem Aufzihlungsversuch seine
Grenzen. Diese Stellungnahme ist um so berechtigter, wenn erreicht
ist, dass Zahlensysteme, die wohlbekannt und vielbehandelt sind, sich
in charakteristischer Weise unter den andern hervorheben. In der
That thut dies eine Categorie von Zahlensystemen, die ich urspriingliche
nenne und zu denen nichst Hamilton’s Quaternionen auch die No-
nionen Sylvester’s gehbren.

Von einschneidender Bedeutung kann, wie ein besonderer Fall
zeigt, die Deutung eines Zahlensystems werden. Herr Dedekind¥)
bat eine ganze Classe von Zahlensystemen mit commutlativer Multi-
plication**) durch den Hinweis auf ihre Identitit mit Zahlkbrpern
erledigt. Aus diesem Gesichtspunkt sind die Grundzahlen dieser Zahlen-
systeme gewohnliche mehrdeutige Grossen, Gleichen Erfolg haben
bisherige Dentungsversuche der allgemeinen Zahlensysteme nicht auf-
zuweisen, wenngleich durch sie wirksame Hilfsmittel aufgedeckt
worden sind.

*) Dedekind, Erliuterungen zur Theorie der sogenannten allgemeinen
complexen Gréssen, Gott. Nachr, 1887, pg. 1 ff.

**) Betrachtet zunfichst von Weierstrass, Zur Theorie der aus » Haupt-
einheiten gebildeten complexen Gréssen. Gott. Nachr. 1884 pg. 895 ff.; sodann
von Schwarz ebenda pg. 516, Dedekind dgl, 1885 pg. 141, Holder 1886 pg. 241
Petersen dgl. 1887 pg. 489,
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In erster Linie steht hier Herrn Cayley's Theorie der Matrices*),
Threm Wesen nach ist diese eine Theorie der linearen Transformationen,
legt aber den Nachdruck mehr auf die Schicksale der Substitutions-
coefficienten als der Verinderlichen. Die Matrix bildet die Zusammen-
fassung der Coefficienten der Transformation. Die Matrix lisst sich
in Folge der Operationsdefinitionen in doppelter Weise zu einem
Zahlensystem in Beziehung setzen. Ks giebt jede operative Verbindung
von Matrices, deren Elemente gleichen linearen homogenen Relationen
unterworfen sind, eine Matrix derselben Art. So lassen sich einerseits
die unabhingigen Klemente solcher Matrices als Parameter einer Zall
eines complexen Zahlensystems betrachten, andererseits lisst sich
aber auch ein vollstindiges System linear unabhingiger Matrices der
eben geschilderten Art als System der Grundzahlen eines complexen
Zahlensystems auffassen. Herr Cayley hat ein solches System von 4
biniren Matrices angegeben, das das gegenseitige Verhalten der vier
Grundzahlen der Quaternionen zeigt.**) Bei sonstiger Gleichartigkeit
beider Auffassungen besitzt die erste den Vorzug, dass sie fir die
Anwendung bequemer ist. — Auf einen besondern Satz aus der in
Rede stehenden Abhandlung komme ich weiter unten zu sprechen.

Legt man den Nachdruck, statt auf die Matrix der Coefficieunten,
auf die lineare Transformation selbst, so bemerkt man, dass lineare
Transformationen, die zu einem Zahlensystem Veranlassung geben,
eine Gruppe bilden. Der erste Hiuweis auf die Gruppenecigenschaft
der Zahlen eines Systems ist wohl die vielgenannte Stelle bei Herrn
Poincaré***), Ausfithrliche Darlegungen der Beziehungen von Zahlen-
systemen zu Transformationsgruppen sind insbesondere gegeben in
2 Abhandlungen der Herren Schefferst) und Studyft). Von In-
teresse ist noch ein fernerer Punkt. Die algebraische Form, in die
die Grunddefinitionen der Eigenschaften complexer Zahlensysteme her-
kommlicher Weise eingekleidet werden, geht auf die Fassung von
Eigenschaften des gewdhnlichen complexen Systems und der Quater-
nionen zuriick. Die Erkenntniss der allgemeinern Form, die der

*) Cayley, A memoir on the Theory of Matrices, Pbil. Traus. vol. 148.
1858, pg. 17ff. Erwihnt werden miissen auch: Laguerre, Sur le calcul des
systémes linéaires, Journ. de I'Ecole pol, t.25. 1867 und die Arbeit von Fro-
benius, Ueber lineare Substitntionen und bilineare Formen. Crelle's Journ,
Bd. 84. 1877,

**) S. hierzn Ed. Weyr, Sur la réalisation des systémes associatifs de quan-
tités complexes 3 V'aide des matrices. Prager Sitznugsber. 1887, pg. 616 ff.

*#**) Poincaré, Surleanombres complexes. Comptes rendus t.99, 1884, pg. 740.

1) Scheffers, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen
Grissen, Ber. d. Sichs. Ges. d. W. 1889, pg. 290 £,

t1) Study, Complexe Zahlen und Transformationsgruppen. Ber. d. Sichs.
Ges. 4. W. 1889, pg. 176 ff,
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Addition vermoge des associativen und commutativen Gesetzes zu-
kommt, ergiebt sich erst aus der Theorie der Transformationsgruppen.
Es bildet aber, wie Herr Schur®) gezeigt hat, der tiblich gewordene
Ausdruck die ,canonische Form* des allgemeinen Ausdrucks.

Berechnungen und Aufzihlungen von Zahlensystemen sind unter-
nommen worden von B. Peirce**), von Herrn Study***) und
von Herrn Schefferst). Peirce giebt Tabellen von Zahlensystemen,
nach den Anzahlen der Grundzahlen geordnet, erkennt iibrigens die
Unzulanglichkeit dieses Standpunktes ausdriicklich an. Zahlensysteme
mit eindeutiger Division und ohne solche werden von ihm als gleich-
werthig erachtet. Bei Herrn Study und Herrn Scheffers treten die
Zahlensysteme ohne eindeutige Division, mehr den Forderungen der
Gruppentheorie entsprechend, in den Hintergrund. Vollstindig auf-
gezihlt werden von Herrn Study alle Zahlensysteme mit 4 und weniger
Einbeiten, wodurch Liticken, die bei Peirce sich finden, ausgefiillt
werden. Ich habe mehrfach Gelegenheit gehabt, den Werth dieser
Tabellen schidtzen zu lernen. Herr Scheffers geht einen Schritt weiter,
insofern er Regeln sucht, mit Hilfe deren aus den Zahlensystemen
mit geringerer Anzahl von Grundzahlen solche mit grosserer Anzahl
von Grundzahlen herzuleiten sind. Die Methode ist geeignet, alle
Zahlensysteme zu finden, aber der Nachweis ist ungeniigend gefiihrt;
es hitte gezeigt werden sollen, dass auch diejenigen Bedingungen, die
der Discussion nicht unterworfen worden sind, einander nicht wider-
sprechen. 1) Seine Kintheilung der Zahlensysteme in Kegelschnitt-
systeme und Nichtkegelschnittsysteme ldsst sich librigens wohl ver-
wenden zu Zwecken, auf die ich sogleich komme.

Herr Liettt) lenkt gelegentlich die Aufmerksamkeit auf Zahlen-

*) Schur, Zuar Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen
Zahlen, Math. Ann, Bd. 33. 1888, pg. 99 ff.
**) B. Peirce, Linear Associative Algebra. Wash, 1870 und Am. Journ, of
Math. vol. IV, 1881, pg. 97 ff.
*¥%) Study, Zur Theorie der ans » Haupteinheiten gebildeten complexen
Grossen, Gott. N, 1889, pg. 2371,
1) Scheffers, Berechnung von Zahlensystemen. Ber. d. Sdchs. Ges. d. W,
1889, pg. 400 ff.
+1) In einer neuern Abhandlung: Zurickfiihrung complexer Zahlensysteme auf
typische Formen, in den Math. Ann, behandelt Herr Scheffers das gleiche
Thema, Die Theorie der Nichtkegelschnittsysteme ist weiter als frither durch-
gefiihrt, — Seinen friihern Beweis aber, dass jedes ,,Kegelschnittsystem* auch
,Quaternionsystem* sei, erkldrt Hr. Scheffers fiir ungeniigend. Die Ursache des
Misslingens dieses Beweises liegt darin, dass Hr. Scheffers den nicht richtigen
Satz zu beweisen sucht, jede Kegelschnittuntergruppe sei Untergruppe einer
Quaternionuntergruppe. (Mai 1892.)
++%) Lie, Ueber irreductible Beriihrungstransformationsgruppen. Ber, d.
Sachs. Ges. d. W. 1889, pg. 326.
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systeme, deren zugeordnete Gruppe G, eine einfache Untergruppe
G'a—; besitzt, Diess sind dieselben Zahlensysteme, die ich im folgenden
wrspriingliche Zohlensysteme nenne. Ich gehe allerdings von einer
andern Definition aus; ich charakterisire sie dadurch, dass, wie auch
die Productgleichungen eines solehen Zahlensystems transformirt werden
mogen, unter diesen niemals die Productgleichungen eines Zahlensystems
mit weniger Grundzahlen anzutreffen sind. Herr Lie hat bemerkt, dass
solche Zahlensysteme mit 5, 6, 7, 8 Grundzahlen nicht existiren.

Meine Untersuchungen ergeben nun den Satz, dass jedes urspriing-
liche Zahlensystem nur eine quadratische Anzahl von Grundzahlen be-
sttet, und weiter, dass die einem solchen zugeordnete Gruppe identisch
mit der Parametergruppe der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe
ist. In anderer Ausdrucksweise heisst dies: jedes urspriingliche Zahlen-
system wird durch eine quadratische Matrix reprisentirt, deren Elemente
von einander unabhingig sind.

Ein weiteres Hauptergebniss meiner Arbeit besteht in der Auf-
findung einer Normalform fir jedes Zahlensystem. Diese Normalform
gestattet alle Zahlensysteme derart in Classen einzutheilen, dass alle,
unendlich vielen, Systeme jeder Classe durch ein System der Classe
bestimmt sind. Jeder Classe gehirt ein einziges nach Scheffers'scher
Terminologie ,, Nichtkegelschnittsystem an, so dass die Nichtkegel-
schnittsysteme Beprdsentanten aller Classen von Zahlensystemen werden.
In dieser Classification représentirt das gewdhnliche Zahlensystem die
Classe der urspriinglichen Zahlensysteme.

Uebrigens muss ich bemerken, dass ich Herrn Lie’s Definition der
urspriinglichen Zahlensysteme, sowie den Ausdruck ,Nichtkegelschnitt-
system® nur an dieser Stelle gebrauche, zur griésseren Verdeutlichung
meiner Resultate fiir diejenigen, denen diese Terminologie vertraut
ist; im Verlaufe meiner Arbeit komme ich an keiner Stelle auf diese
Ausdrucksform und die damit verbundenen Vorstellungen zuriick.

Ich habe eine Eintheilung meiner Abhandlung in vier Abschnitte
vollzogen, von denen der erste die allgemeine Discussion der Product-
gleichungen eines Zahlensystems bezweckt, wihrend der zweite der
Hauptsache nach die urspriinglichen Systeme, der dritte die zu Zahlen-
systemen gehdrigen Gruppen und der vierte die Matrixdarstellung be-
handelt. Eingeleitet wird jeder Abschnitt von einem Paragraphen,
der ein Résumé bhereits bekannter Theorien bildet. Es schien diess
Verfahren am geeignetsten die Einheitlichkeit der Untersuchungen zu

wahren. Den Eingang des ersten Abschnitts bildet eine in der her-
kommlichen Form gehaltene Darstellung der Definitionen und wesent-
lichsten Eigenschaften der Zahlensysteme; im dritten Abschnitt ist
tiber das unentbehrlichste aus Herrn Lie’s Theorie der stetigen Trans-
formationsgruppen referirt worden, im vierten iiber die Haupteigen-
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schaften der Matrices. Ktwas mehr habe ich {iber den zweiten Ab-
schnitt zu sagen. Von den Sktzen des ersten Paragraphen dieses
Abschnitts ist der erste von Herrn Cayley in der schon genannten
Abhandlung vom Jahre 1858 ohne Beweis mitgetheilt worden; Beweise
desselben sind hernach von Herrn Sylvester*), Herrn Ed. Weyr#¥)
und andern gegeben worden. Der zweite Satz geht, wie ich glaube,
auf Herrn Killing*#**) zuriick. Auf Grund dieser Sitze ergiebt sich
fiir den zweiten Abschnitt als Fragestellung ein Eliminationsproblem,
dhnlich demjenigen, das sich Herr Killing¥) gestellt hat. Der Zweck
der Entwicklungen ist, auf Grund von Irreductibilitdtsbetrachtungen
zu erweisen, dass ein urspriingliches Zahlensystem eine quadratische
Anzahl von Grundzahlen besitzt. Dann ist der weitere Satz iiber die
urspriinglichen Zahlensysteme eine sehr einfache Folgerung aus dieser
Eigenschaft. In den Bezeichnungen weiche ich an einigen Stellen von
Herrn Killing ab. Ich habe mir gestattet, eine von ihm ,charakte-
ristische Gleichung® genannte Gleichung nach seinem Namen zu be-
nennen und jene Bezeichnung auf zwei andere Gleichungen anzuwenden.
Ausserdem sollte der Name ,,Ranggleichung* nicht so sehr an Herrn
Killing’s Rangbegriff erinnern; in dem von mir gemeinten Sinne wire
der Rang eines Zahlensystems identisch mit der Anzahl der linear
unabhiéingigen Potenzen einer Zahl
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(4)

I. Abschnitt.
Zahlensysteme und bhilineare Formen.

s 1.

Definition der Zahlensysteme und unmittelbare Folgerungen.

Sind ¢, ... e, die » Grundzahlen, aus denen ein Zahlensystem hergeleitet
wird, so wird jede Zahl x des Systems in folgender Weise geschrieben:

r=x6 -+ zpen

Die Grossen «, ... x, sind gewdhnliche, reelle oder complexe
Zahlen; sie mégen die Parameter der Zahl z heissen. Als Basis des
Zahlensystems werde die Gesammtheit der Zahlen e, ...en bezeichnet.
Addition zweler gegebener complexer Zahlen ist definirt als Bildung
einer complexen Zahl, deren Parameter die Summen der entsprechenden
Parameter der vorgelegten Zahlen sind. Ist also

X ==& 4 -+ Znen,
Y=y e+ -+ Ynea,

x+y=(x1+yl)et+"'+(xn+?/n)en-

Subtraction ist die zur Addition inverse Operation; es ist

2—y=(2;—y)e -+ 4 (@ — ) tw

Multiplication einer complexen Zahl mit einer gewdhnlichen Zahl
ist die Multiplication aller Parameter der complexen Zahl mit der ge-
wohnlichen Zahl,

In Stelle von ¢, .. .e, kdnnen jede beliebigen # von einander linear un-
abhéngigen Zahlen ¢,"...e, des Systems als Grundzahlen gewshlt werden.
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(5) o =D e (G, k=1...n)
k

‘n derartige Zahlen, so verschwindet die Determinante
| etgs | (t,k=1...2)
nicht. Werden diese als Grundzahlen gew#hlt, so erhilt die Zahl

x =2z + -4 Xne,

Yyre) o Yao
und die Parameter 2, - - 2, lassen sich durch y, ...y, in folgender
Weise darstellen:

(6) mio= D waye (G, k=1--n)
k

Eine Verinderung der Basis eines Zahlensystems ist also gleich-
bedeutend mit einer linearen Transformation der Parameter jeder dem
Zahlensystem angehorigen Zahl. —

Beziiglich der Bildung eines Productes aus complexen Zahlen gilt
das deistributive Gesetz:

die Form

(7) @+ 9) (64 v) =2+ 20+ yu + yo
und das associative Gesctz
(8) (zu) -v =2z - (uv),

wihrend vom Bestehen eines commutativen Gesetzes ausdriicklich ab-
gesehen wird,

Das distributive Gesetz der Multiplication verlangt, dass das Product
zweier complexer Zahlen eine Zahl sei, deren Parameter sich als bilineare
Formen darstellen, die mit Hilfe constanter Grossen aus dem beiden
Reihen der Parameter der Factoren gebildet sind. Setzt man

9) x = zu,

so lassen stch z," ..., durch die Gleichungen

d) 5= D) dusw (G, b, I=1...n)
k1

darstellen®), die die Productgleichungen des Zahlensystems heissen
mogen. Das associative Gesetz der Multiplication findet seinen Aus-
druck in den Bedingungsgleichungen

(H') 2; aima/scl‘z’-' 2; azaa;m (?') k} l) m, § == L... %),
s s

*) Der eine der 3 Indices jedes Coefficienten ist nach oben geschrieben
worden. Dass spiter gelegentlich symbolische Potenzen in ebenderselben Weise
geschrieben werden, wird hoffentlich zu Verwechselungen keine Veranlagsung
geben,
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denen die constanten Coefficienten der Gleichungen (I) unterworfen
sind.

Die Division als zur Multiplication inverse Operation wird durch
Auflosung der Gleichungen (I) nach z, ... x, oder nach w, ... u,
vollzogen; damat dieselbe im Allgemeinen eindeutig sei, ist es nothwendig,
dass keine der berden Delerminanten

(11I) 12 a};,w[{, 62 al.;xkl G, k,l=1...mn)
: k

identisch verschwinde. —
Der Begriff einer Pofenz als eines Products einer Anzahl gleicher

Factoren lisst sich zugleich mit der Bezeichnungsweise auf complexe
Zahlen iibertragen. So lasst sich schreiben:

B=2.z

=2z (ve=3,4..)
und es gilt die Gleichung:
(10) xﬂ'{"y == JH . 27,

Demzufolge werden anch lineare Formen, gebildet aus den Potenzen
einer Zahl x, so mit einander sich multipliciren lassen, als wiren sie
ganze rationale Functionen einer gewthnlichen verinderlichen Grisse. —

Aus der Forderung der Eindeutigkeit der Division folgt:

Satz 1. In jedem Zahlensystem giebt es eine feste Zohl u®, die
jede Gleichung

(11) x == zu’
und ebenso jede Gleichung

(12) z = udy
befriedigt.

Denn ist die Zahl 2z so beschaffen, dass keine der Determinanten
(III) fiir dieselbe verschwindet, so muss diejenige Zabl 9 die der
Gleichung
(13) 2= zud
genligt, auch jeder Gleichung

x = zu’

geniigen, da sich immer eine Zahl y finden lisst, dass z = yz wird.

Desgleichen folgt aus (14) durch Multiplication mit einer beliebigen
Zahl z:

2 == gudx
und wenn durch z dividirt wird:

Z == .
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Schreibt man die Zahl %°:
w0 = (u) e 4 - - -+ (4%, €,

so bestehen die beiden Gleichungensysteme:

x; = 2 (s Tx (W0); (¢, b, l=1...m)
k!

ri= D k@ (i, ky, l=1... %)
k!

unbeschriinkt. Dies giebt das
Corollar. Die Parameter der Zahl u® befriedigen die beiden
Systeme von Gleichungen

D Gy =0 G,k I=1...n),

i

Dl alsy =04 (i, b, l=1...m).

!

(14)

Hier bezeichnet d;z, wie {iblich die Null oder Eins, je nachdem ¢ und %
verschieden oder gleich sind.

Kann durch die Zahl w dividirt werden, so giebt es eine Zahl #,
die der Gleichung

(15) . w=ud

geniigt; diese mag als 2u u reciproke Zahl bezeichnet werden. Sie
geniigt auch der Gleichung

(16) W . &= u’,

wie man sieht, wenn man (15) mit « einerseits multiplicirt, und
andererseits dividirt.

Die Zahlen u® und % lassen sich fiiglich auch als nullte und erste
negative Potenz von % betrachten. —

Die Darlegungen dieses einleitenden Paragraphen lassen erkennen,
wodurch die Unterschiede zwischen verschiedenen Zahlensystemen be-
dingt sind. Charakteristisch fiir ein Zahlensystem sind die bestindiger
Grossen, mit Hilfe deren das Product zweier Zahlen des Systems ge-
bildet wird, also die Coefficienten der mit (I) bezeichneten Gleichungen
Es bildet jedes System von Gleichungen (I), dessen Coefficienten der
Bedingungen (II) und (IIT) unterworfen sind, das System der Product
gleichungen eines Zahlensystems, Gleichheit der Productgleichunger
zweler Zahlensysteme bedingt, wofern nicht ausdriicklich eine ander
Unterscheidung vorliegt, die Gleichheit der Zahlensysteme selbst.

Eine Veriinderung der Basis eines Zahlensystems bewirkt ein
lineare Transformation der Parameter jeder dem Zahlensystem an
gehorigen Zahl; auf die Productgleichungen des Zahlensystems wirk
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sie derart, dass die drei Reihen der Parameter z,... 2, x, ... 2
Uy, ... U gleichzeitig einer und derselben linearen Transformation
unterworfen werden.

Betrachtet man auch solche Zablensysteme als gleich, deren
Productgleichungen durch Aenderung der Basis des einen Systems
gleich werden, so ldsst sich die Aufgabe, alle Zahlensysteme anzu-
geben, dahin formuliren, dass alle Systeme von Gleichungen (I), deren
Coefficienten den Bedingungen (II) und (III) unterliegen und die durch
lineare Transformationen, die gleichzeitig auf alle drei Reihen von
Parametern ausgefiibrt werden, nicht in einander iibergehen, angegeben
werden sollen.

Uwm diese Aufgabe 16sen zu kinnen, hat man eine Normalform
des Systems der Gleichungen (I) zu definiren; eine solche auf Grund
der allgemeinen Eigenschaften der Zahlensysteme aufzufinden, damit
beschiiftigt sich die ganze folgende Untersuchung. Es zeigt sich, dass
die schliesslich gefundene Normalform allgemein genug ist, um die
mithelose Aufstellung aller Zahlensysteme zu ermbglichen.

§ 2.
Die begleitenden Zahlensysteme.

Jedes System von Gleichungen
(1) x{=—-2a};,mku; (¢, by l=1...m),
ki
dessen Coefficienten den Bedingungen

(2) Zafsm ait= Zazs a:nz ('b; k, Z, m, s=1... n)
s e

genligen und so beschaffen sind, dass keine der Determinanten
(3) |Z’ abiwl, 2D ok xk[ Gk, l=1...m
¢ k

identisch verschwindet, lisst sich als .System der Productgleichungen
eines Zahlensystems betrachten und kann in diesem Sinne als zu einem
Zahlensysteme gehorig bezeichnet werden. Diese Bemerkung veranlasst
eine Begriffsbildung mit Hilfe folgenden Satzes:

Satz 2. Ldsst sich die Basis eines Zahlensystems so withlen, dass
die r ersten Parameter des Productes zweier Zahlen bilinearen Formen
gleich sind, die ausschliesslich mit Hilfe der v ersten Parameter der
Factoren gebildet sind, so gehiren diese v Gleichungen einem Zahlen-
System #2u.

Denn falls die Productgleichungen des gegebenen Zahlensystems
die Form
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Xy = E 0 Xr (Z, kyl=1...7)
Ayt

(4) ( i==1...n-9‘)

’ -7
Xpgs = 2 el T th Bl 1 "
k’l , . LA

besitzen, so gehen die Gleichungen (2) fiir 7+ < # -+ 1 unmittelbar m
die Gleichungen

S, I )
E Aym Q== E s AIm (i, k,l, m,s=1...17)
L 4 s

itber. Desgleichen ist die eindeutige Aufldsbarkeit der » ersten Glei~
chungen (4) nothwendige Bedingung der eindeutigen Auflosbarkeit des
Systems aller Gleichungen (4). Die » ersten Gleichungen (4) gehdren
somit zu einem Zahlensystem mit » Grundzablen. Construirt man
dieses Zahlensystem, so ist jede Zahl desselben durch eine Zahl des
gegebenen Systems eindeutig bestimmt.

Ein solches Zahlensystem soll als ein das gegebene System beglet-
tendes bezeichnet werden.

Es ergeben sich aus dieser Definition unmittelbar folgende Be-
merkungen:

1) Besitzt ein Zahlensystem, das ein gegebenes Zahlensysters
begleitet, ebenso viel Grundzablen wie dieses, so ist es mit ibhm
identisch.

2) Ein Zablensystem, das ein begleitendes System eines gegebenen
Zahlensystems begleitet, begleitet auch das gegebene Zahlensystem.

3) Unter den begleitenden Systemen eines jeden Zshlensystems
muss es ein solches geben, das von keinem weitern System ausser
von sich selbst begleitet wird.

Jedes Zahlensystem, das, ausser sich selbst, kein begleitendes Zahlen-
system besitet, soll emn wurspringliches Zahlensystem genanni
werden, —

So lange ein Zahlensystem nock in beliebiger Form vorliegt, sind
die Parameter einer Zahl eines begleitenden Systems lineare Formen
der Parameter der entsprechenden Zahl des gegebenen Systems. Sind
bei einem gegebenen Zahlensysteme mehrere begleitende Systeme vor-
handen, so sind die Bezichungen letzterer zu einander in’s Auge
zu fassen. Diese sind Gegenstand folgenden Satzes:

Satz 3. Bestehen swischen den Parametern der Zahlen zweier
beglestender Zahlensysteme eines gegebemen Systems genauw ¢ Ilineare
Relationen, so bestteen die beiden beglettenden Systeme ein gemeinsames
begleitendes System mit q Grundeahien.

Ist dic Basis des gegebenen Zahlensystems beliebig gewihlt, und
besitzt das eine begleitende Zahlensystem » ‘Grundzahlen, das andere
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s 4+ q Grundzahlen, so seien die Parameter der der Zahl 2z ent-
sprechenden Zahl des einen begleitenden Systems die linearen Formen

(5) yi-—zzmkxk (Z-"—'—"‘]?, ZC~"=1...7’&)

k
und die Parameter der entsprechenden Zahl des andern begleitenden
Systems:

(6) 5}‘"25;‘7:% Je=1...854¢q; b=1...n).
&
Bestehen nun die ¢ linearen Relationen

(7N th;y;=2w,,jzj (h=1...q; i=1...r; j=1...54¢)
i J

zwischen den Parametern 4, ...y, und o, ... 2,4,, so sind die ¢
linearen Formen von z,...%,

thia,:kx;f (h=1...q; t=1,,.7; k=1...%)

ik
gleichzeitig zur Bildung von y, ... 4. und 2, ... 2,4, verwandt worden.
Man kann dann die Basis des Zahlensystems so wihlen, dass diese
Formen gerade z, . ..z, werden; die tibrigen zur Bildung von y, ... ¥,
gebrauchten Formen kénnen, als von jenen unabhingig als Parameter
Zotr - . Zr und die Gbrigen zur Bildung von ¢, ... 2., verwandten,
als von den bisherigen ebenfalls linear unabhingig als Parameter
Zrg1 + + . Trnps gewahlt werden.

Dann sind von den Productgleichungen des Zahlensystems

X == E @y 1 T Wy (i, 6, l=1...m)
14
&

die r ersten Gleichungen Productgleichungen des einen begleitenden
Zahlensystems: es sind also 2, ..., bilineare Formen nur von z,... 2,
und %,...%, Desgleichen bilden die g ersten Gleichungen zusammen mit
der - 1' bis zur r--s'** Gleichung die Productgleichungen des andern
begleitenden Systems, es sind also z,...2,, Z41... %4 bilineare
Formen nur von &, ... % Zri1. .. Lrps UBA %y 000 Ug,y Upts « o 0 Wpis.
Dann sind aber 2, ..., nur aus z,...%, und w ...wu, gebildets
es definiren also die ¢ ersten Productgleichungen des Zahlensystems
ein begleitendes System und zwar ein solches, dass jedes der beiden
gegebenen begleitenden Systeme begleitet.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

Satz 4. Haben swei begleitende Systeme eines gegebenen Zahlen-
systems ein gemeinsames beglestendes System mit q Grundzahlen, doch
keines mit mehr als q Grumdzahlen, so bestechen zwischen dem Para-
metern entsprechender Zahlen derselben genaw q lineare Relationen.
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Es haben die entsprechenden Zahlen der beiden gegebenen be-
gleitenden Systeme die ¢ Parameter der entsprechenden Zahl des ge-
meinsamen begleitenden Systems gemein, wodurch g Relationen bereits
gegeben sind; sollten ausser diesen noch weitere Relationen vorhanden
sein, so liesse sich pach dem vorigen Satze ein gemeinsames beglei-
tendes System mit mehr als ¢ Grundzahlen finden, was gegen die
Voraussetzung ist.

IJm Speciellen hat man

Corollar: Haben zwei begleitende Systeme eines Zahlensystems
kein gemeinsames beglettendes System , so sind die Parameter entsprechen-
der Zahlen derselben linear von einander wunabhingig. —

Man kann des weitern das gegenseitige Verhalten dreier oder
mehrer begleitender Systeme betrachten; doch ist es fiir die nichsten
Zwecke iiberfliissig, mehr zu zeigen als die Richtigkeit des folgenden
Satzes :

Satz 5. Haben von mehreren begleitenden Systemen eines Zahlen-
systems kerme zwei ein beglertendes System gemein, so sind die Para-
meter entsprechender Zahlen alley dieser Systeme von einander lincar
unabhdngig.

Bs seien z, ...z, die Parameter der der Zahl z entsprechenden
Zahl eines der begleitenden Systeme, #,;, .. . %, die der entsprechenden
Zahl eines andern dieser begleitenden Systeme. Setzt nfbn dann 2= zu,
so wird jede lineare Form von ;... zm die Summe einer bilinearen
Form von z,...%,, 4, ... %, und einer f)]i.l'inearen Form von z,44... x;,
Urts . - . %s Sein, Fir ein drittes begleitendes System seien y, ... ¥,
die Parameter derjenigen Zahl, die der Zahl z entspricht; es sind also
Yy - - - Yo lineare Kormen von #; ...z, Erselat man in irgend einer
linearen Form von y, ...y, die Zahl # durch die Zahl #" = zu, so
geht diese Form in eine bilineare Form von %, ...y, und v, ...,
iiber, wo v, ...%, die Parameter der der Zahl « entsprechenden Zahl
sind; diese bilineare Form ist zugleich als bilineare Form von z; ...,
und %, ... u, darstellbar. Dadurch dass fiir % irgend eine bestimmte
Zahl gewihlt wird, wird die bilineare Form wieder eine lineare Form
von &, ... %, oder ¥, ...Y,

Sollte es eine linesre Form von 9, ...y, geben; die als lineare
Form blos von 2,...z. oder blos vom 21 ..., sich darstellen
lasst, so besiisse nach dem 3. Satz das dritte begleitende System mit
einem der beiden ersten begleitenden Systeme ein gemeinsames be-
gleitendes System. Soll dies aber nicht stattfinden, so liesse sich doch
noch denken, dass irgend eine lineare Form von g, ...y, durch
Z, ...z darstellbar sei. Krsetzt man dann z durch das Product zu,
so geht diese lineare Form in die Summe einer bilinearen Form von
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Zy...%; %;... %, und eirer bilinearen Form von Z,yj...%s; Urfy...%
iiber. Man kann dann % so wihlen, dass #,4;...us verschwinden,
Es wird dann die bilineare Form zu einer linearen Form nur von
%y ...« und diese ist zugleich lineare Form von y,...y,. Dadurch
wire aber wiederum ein gemeinsames begleitendes System des ersten
und dritten begleitenden Systems nachgewiesen; damit kein solches
vorhanden sei, miissen ¥, ... 9, von 2, ...z, sonach linear unab-
hingig sein. Damit ist der Satz fiir drei begleitende Systeme bewiesen;
man erkennt, dass durch Wiederholung derselben Schlussweise derselbe
leicht auf mehr als drei begleitende Systeme erstreckt werden kann, —

Insbesondere besitzt dieser Satz Bedeutung fiir die begleitenden
urspriinglichen Systeme eines Zahlensystems; dies sind diejenigen be-
gleitenden Systeme, die wnach einer oben angegebenen Definition ausser
sich selbst keine weiteren begleitenden Systeme besitzen. Gemiiss dem
Satz 5 sind die Parameter der der Zahl z entsprechenden Zahlen aller
dieser Systeme linear unabhéngig von einander. Man hat also zum
Satz 5 das Corollar:

Corollar. Die Basis eines jeden Zahlensystems kann so gewdhlt
werden, dass die r, ersten Productgleichungen die Productgleichungen
eines der begleitenden wurspriinglichen Systeme werden, die v, folgenden
die eimes zweiten und so fort, bis unier den Productgleichungen des
gegebenen Systems sich die Productgleichungen eines jeden begleitenden
urspriinglichen Systems vorfinden.

Die Kenntniss der begleitenden urspriinglichen Systeme ist noth-
wendig fiir die Aufsuchung aller begleitenden Systeme; sie ist auch
wichtig fiir die Untersuchung des Zahlensystems selbst.

Der niichste Paragraph wird die Kriterien bringen, aus denen ge-
schlossen werden kann, ob ein Zahlensystem urspriinglich ist oder nicht.

§ 3.
Formen mit Polareigenschaft.

Eine lineare Form der Parameter der Zahl z':

(1) 9@y =gz + -+ guz,

geht, wenn 2’ durch das Product der Zahlen z und w ersetzt wird,
in eine bilineare Form

2) g(@u) =2 gidmu, (G kl=1...n)

ik,

der Parameter #,..., und u, ... u, iiber. Die beiden Formen (1)
und (2) bestimmen einander gegenseitig; sie sollen als einander ent-
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sprechende Formen bezeichnet werden; jede der beiden werde als eine
dem Zahlensystem

) = E gy T2, G, Ekl=1...n)
kL

entstammende Form bezeichnet.

Da eine lineare Transformation von 2, ...z, nichts anderes als
eine Aenderung der Basis des Zahlensystems ist, so wird eine bilineare
Form, die einem Zahlensystem entstammt, diese Eigenschaft beibehalten,
wenn beide Reihen ihrer Verinderlichen gleichzeitig einer und der-
selben linearen Transformation unterworfen werden. —

Werden in der Form

g{zu) —"—-29':&2;%%: (b kl=1...m)

ik 1

die Grossen g, ... ¢, so gewihlt, dass:
3) Dlgidhi—ai) =0 Gk 1=1...%)

ist, so bildet die Form (2) die Polare einer quadratischen Form; sie
werde dann als dem Zahlensystem entstammende Form mit Polar-
etgenschaft bezeichnet. Discriminante der Form mit Polareigenschaft
werde die in Gestalt einer Determinante ne» Grades geschriebene Diseri-
minante derjenigen quadratischen Form genannt, deren Polare die
Form mit Polareigenschaft bildet.

Zunéchst ist zu beweisen:

Satz 6. Jedem Zahlensystem entstammt mindestens eine Form mit
Polareigenschaft.
Die Form

(4) 2 dsar iz, (G S,k l=1.-.n)

4 Kky0,8

ist eine solche; dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen II:
Zamau Zaksam (G by lyms=1...n)

wenn m = ¢ gesetzt und iiber ¢ summirt wird. Dass die Form (4)
nicht identisch verschwindet, sieht man ein, wenn man zu = u® setat,
Nach dem Corollar des Satzes (1) ist:

D ak(uhi = Sy, (i ky l=1...n);
7 .
es wird also fiir xu = u® die Form (4) den Werth % erhalten, —
Die einem Zahlensystem entstammende bilineare Form g (zw) ist
Mathematische Annalen, XLI. 7
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eine lineare Form der Parameter von zwu. Ersetzt man die Zahl u
durch das Product v, so entsteht aus der Form eine trilineare Form

) g(zvw).
Diese kann eilnerseits als bilineare Form der Parameter von z
und vw, anderseits als die ndmliche bilineare Form der Parameter von

2zv und w hetrachtet werden, zufolge des associativen Gesetzes der
Multiplication. Es ist also

(6) g(x.ow)=gxv.w).
Besitzt die Form g(wu) Polareigenschaft, so folgt hieraus, dass

die trilineare Form (5) bei den cyklischen Vertauschungen von z, v, w
ungeéindert bleibt, insbesondere die Gleichheit der Formen

(M) g(x.ow)=gw.xzv) =9g@w.wx). —

Die Gesammtheit aller einem Zahlensystem entstammenden Formen
mit Polareigenschaft wird durch Auflésung der Gleichungen (3) nach
gy +--9s gewonnen. Da nun auch den begleitenden Systemen des
gegebenen Zahlensystems Formen mit Polareigenschaft entstammen und
letztere in jenmer Gesammtheit enthalten sind, so wird die Beziehung
einer bestimmten Form mit Polareigenschaft zu den begleitenden
Systemen des niheren zu untersuchen sein.

— Es sei g (zu) eine einem gegebenen Zahlensystem entstammende
Form mit Polareigenschaft; die Unterdeterminanten # — 7 —- 1ter Ord-
nung ihrer Discriminante mogen simmtlich verschwinden, ohne dass
es alle Unterdeterminanten der nichst hoheren Ordnung thun. Dann
kann durch gemeinsame lineare Transformation von z, ..., und
%, ... U, die Form mit Polareigenschaft in die Gestalt:

(8) g (xu) -——-ng;xku, k,l=1...7)
k, 1

gebracht werden. Die damit verbundene Basisinderung mbge die
Productgleichungen des Zahlensystems in die Form

(9) = Dldumu (L kI=1...%)
k,l

gebracht haben, Krsetzt man in der Form mit Polareigenschaft (8)
w durch vw, so folgt aus den Gleichungen (7) einerseits

(10) Zguxk (! =Zg“vk(wm)z (byl=1...7)
kil kot

und andererseits:

(11) Zgua:k U =29Hwk(a¢v); (Byle=1...7).
k1
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Setzt man nun, mit Gy, die Adjuncte von ¢, in der Determinante
tgri| (B, L==1_..7) bezeichnend,

1) = E Gikeky (’I;,kﬁl...r),
k

so wird -
g@Pu)y=wu; (G=1...7).

Aus der Gleichung (10) folgt dann, dass u; ... u, lineare Formen
von v, ... v,, aus der Gleichung (11), dass sie lineare Formen von
w, ..., sind. Die r ersten Productglerchungen fiir % = v w sind also

(12) Uy =2(1§cz’0sz (G kl=1..7);

sie zeigen, dass das gegebene Zahlensystem ein begleitendes System
mit # Grundzahlen besitat.

Dies begleitende System mag mit Beziehung auf seine Herleitung
als ein aus der Form mit Polareigenschaft crzeugtes System begetchwnet
werden. Das Resultat dieser Ueberlegung als Satz gefasst, lautet:

Satz 7. Verschwinden simmtliche Unterdelerminanten n — ¢ — 1te
Ordnung der Discriminante emner cinem gegebenen Zahlensystem entstam-
menden Form mat Polareigenschaft , ohme dass alle Unterdeterminanten
n — rtet Ordnung verschwinden, so erzeugt die Irorm wmit Polareigen-
schaft ein begleitendes System mit v Grundzahlen.

Hierzu kommt als Ergénzung:

Satz 8. Jede Form mil Polarcigenschaft entstammi dem wvon thr
erzeugten begleitenden System.

Denn die Form (8) ist bilinear blos in den Parametern der Zahlen
des von ihr erzeugten Systems z, ...z, und %, . .. u,.
Eine Folge dieser Sitze ist:

Satz 9. FEin Zahlensystem, dem eine cinzige Form wmit Polar-
eigenschaft entstammi und das sich aus dicser erseugen lisst, ist ein
ursprimgliches.

Denn besdsse ein derartiges Zahlensystem ein begleitendes System,
so miisste die Form mit Polareigenschaft auch diesem entstammen,
miisste also ein begleitendes System des gegebenen Sysiems erzeugen,
was gegen die Voraussetzung ist.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

Satz 10. Eimem urspringlichen Zahlensystem entstammi nur ¢ine
Form mit Polareigenschaft.

Denn da ein urspriingliches Zahlensystem kein begleitendes System
besitzt, so kann jede ihm entstammende Form mnt Polareigenschaft
wieder nur das urspriingliche Zahlensystem erzeugen; die Discriminante
keiner solchen Form darf also verschwinden. Existirten nun zwes

7#



100 Taeopor MorLIiEN.

Formen mit Polareigenschaft ¢ und %, so liesse sich doch aus ihnen
eine Form g -4 wh mit verschwindender Diseriminante bilden. Da
dies nicht geschehen darf, so kann nur eine Form mit Polareigenschaft
vorhanden sein.

§ 4,
Anhang.

Auffindung aller urspriinglichen Zahlensysteme, die ein gegebenes
System begleiten.

Die Losung dieser Aufgabe erfolgt hier anhangsweise, da sie,
obwohl umfingliche Vorbereitungen erfordernd, zu Betrachtungen, die
von den vorhergehenden wesentlich abweichen, keine Veranlassung
giebt.

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen zeigen, dass die
Aufgabe, alle urspriinglichen begleitenden Systeme eines gegebenen
Zahlensystems aufzufinden, zuriickgefibrt werden kann auf die, die
erzeugenden Formen mit Polareigenschaft dieser Systeme anzugeben.

Wie schon erwihnt, konnen durch Lisung des Systems linearer
Gleichungen

29;‘(@1"%&)'—“——0 (G kyl=1...m)
alle dem Zahlensystem entstammenden Formen mit Polareigenschaft

2917@21%%1 (G, kl=1,..n)

4k,
gefunden werden. Es mogen g’ . ..¢@ ein vollstindiges System von
solchen linear unabhiingigen Formen bilden. Aus ihnen muss sich
linear jede andere Form zusammensetzen, insbesondere eine jede, die
ein bestimmtes urspriingliches begleitendes System erzeugt.

Zunichst ist es nothwendig, das Verhalten der begleitenden
urspriinglichen Zahlensysteme zu den einzelnen Formen g°. .. (@ fest-
zustellen. Dies geschieht folgendermassen:

Satz a). Es seien g und b zwei Formen mit Polareigenschaft und
das aus h erzeugte System werde von einem urspriinglichen System
begleitet, welches das aus g erzeugte System nicht begleitet. Dann wird
jedes System, welches aus einer Form mit Polareigenschatt 7+ ug erzeugt
wird, von dem in Rede stehenden urspriinglichen System begleitet.

Entsprechend dem Satz 3 kann die Basis des gegebenen Zahlen-
systems so gewiihlt werden, dass ...z, die Parameter einer Zahl
des aus g erzeugten Systems, &,p...&, die Parameter einer Zahl des
urspriinglichen Systems werden. Dann konnen die Grossenm u ... %,
so gewahlt werden, dass die Form % in eine lineare Form von
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Zryy ... & allein iibergeht. Die Form % -+ pg geht dabei in eine
lineare Form von z, ...z, iiher, etwa o 2, 4 - - - - a,z,. Letatere
ist eine lineare Form der Parameter einer Zahl des aus h + ug
erzeugten Systems.

Ersetzt man in dieser linearen Form 2, ...z, durch z,"...,
so geht sie, weil z,"...%, nur von Z, ... %, Uy ...% und Zrgg... %
DU VOR Zppp... &5 Uwp1e..Us abhingen, in die Summe zweier
bilinearer Formen iiber. Diese wird wiederum dadurch, dass u,...%,
feste Werthe erhalten, eine lineare Form der Parameter einer Zahl des
aus & - ug erzeugten Systems, also auch insbesondere, wenn u, ... %,
verschwinden. Dann aber ist diese Form blos lineare Form von
Zy4a . - - & und es besitzen nach Satz 3 das aus A -}~ pug erzeugte System
und das fragliche urspriingliche System ein gemeinsames begleitendes
System; dies aber kann kein anderes sein, als das urspriingliche
System selbst.

Dann folgt weiter:

Satz b). Sind g"... ¢'9 ein vollstindiges System linear unab-
hingiger einem Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigen-
schaft, und ist ferner f eine Form mit Polareigenschaft, die ein
bestimmtes begleitendes urspriingliches System erzeugt, so muss min-
destens eines der aus g’... g® erzeugten begleitenden Systeme von
dem aus / erzeugten System begleitet werden.

Denn die Form f muss linear aus g’ ... 9@ gebildet werden
kOonnen, etwa:

| = m’g' + m(@)g(?).
Begleitet nun das aus f erzeugte System das aus ¢'¢' erzeugte System
nichf, so begleitet es nach Satz a) das aus

f__ m(@)g‘(’) p— m’g' + v + m(?‘l)g(?“n

erzeugte System. Wiirde es auch das aus g~V erzeugte System nicht
begleiten uud so fort, so miisste es doch schliesslich das aus g” erzeugte
System begleiten.

Fiir das weitere bedarf es des Hilfssatzes:

Satz ¢). Sind ¢'...g® Formen mit Polareigenschaft und ist g
eine aus thnen linear zusammengesetzte Form, deren Discriminante
nicht verschwindet, so giebt es mindestens eine Form von der Gestalt
g + pg'? mit verschwindender Discriminante.

Denn g besitzt die Form

g = m’g' “+ - mle g(@)
und die Discriminante dieser Form wird rationale ganze Function von

m ...m@®, Von diesen Grossen muss mindestens eine, etwa m®,
wirklich vorkommen. Setzt man dann die Discriminante von g-ug®
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gleich Null, so erhdlt man eine Gleichung in w, die wenigstens eine
Wurzel w, besitzt; es verschwindet also die Diseriminante von g - u, g%.

Satz d). Erzeugt die Form ¢ ein Zahlensystem, dessen volles
System linear unabhingiger Formen wmit Polareigenschaft von g'... g0
gebildet wird, so ldsst sich aus jedem Paar g, g® dieser Formen
mindestens eine Form ¢® -} u g® mit verschwindender Discriminante
bilden. Ist dann f eine Form, die ein urspriingliches begleitendes
System erzeugt, so giebt es unter den aus den Formen gt - ug®
mit verschwindender Discriminante erzeugten Systemen mindestens
eines, das von dem aus f erzeugten System begleitet wird.

Dies ist sicher richtig, wenn die Discriminanten aller Formen
g’ ...99 verschwinden, da alsdann jedes u gleich Null gesetzt werden
kann, und mithin der Satz sich auf den Satz b) reducirt. Andernfalls
muss die Discriminante wenigstens einer Form, etwa von g@, von
Null verschieden sein. Sind dann die Formen:

solche, deren Discriminanten verschwinden, und erzeugt keine von
ihnen ein System, das von dem aus f erzeugten urspriinglichen System
begleitet wird, so bilden %'...A® Y mit f zusammen ein vollstindiges

System linear unabhéngiger Formen mit Polareigenschaft; es wird sich
dann g9 durch

O =f+ b
darstellen lassen, wo % eine lineare Form von A’ ... k-9 ist, Dann
aber giebt es eine Form 21 derart, dass die Discriminante von

f+ b+ wht

oder, was dasselbe ist, von pg®¥ 4 (14 uu®)ge) verschwindet, wo
eine bestimmte, von Null verschiedene, Grosse ist. Das aus dieser
Form erzeugte System wird aber nach Satz b) von dem aus f erzeugten
urspriinglichen System begleitet.

Satz e). Erzeugt die Form g ein Zahlensystem mit ¢ unabhéngigen
Formen mit Polareigenschaft, und die Form %, deren Discriminante
verschwindet, ein begleitendes System desselben, so entstammen
letzterem weniger als ¢ unabhingige Formen mit Polareigenschaft,

Denn das aus % erzeugte System besitzt nach dem 7. Satze weniger
Grundzahlen als das aus g erzeugte; ihm kann somit die Form ¢
nicht entstammen, weil es sonst von dem aus g erzeugten System
begleitet wiirde.

Es ist nach diesen Sitzen zur Gewinnung der ein gegebenes Zahlen-
system begleitenden wrspriinglichen Systeme folgendermassen zu ver-
fahren, Man sucht ein volles System linear unabhingiger dem ge-
gebenen Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigenschaft

4

g’ ...9' auf. Jede dieser Formen erzeugt ein begleitendes System S,,
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dem hdchstens ¢ Formen mit Polareigenschaft entstammen. Zu jedem
dieser Systeme bildet man das vollstindige System der Formen mit
Polareigenschaft 2'...2@. Dann bildet man alle Formen A% 4 uh®),
deren Discriminanten verschwinden. Jede dieser Formen erzeugt ein
begleitendes System S,_;, dem hdchstens ¢ — 1 Formen mit Polar-
eigenschaft entstammen. KEs wird mindestens eines der Systeme S,
also auch mindestens eines der Systeme S,_; von einem bestimmten
urspriinglichen System begleitet, das das gegebene System begleitet.
Mit den Systemen S,_, ist in derselben Weise zu verfahren; man
erhilt Systeme S, mit hochstens ¢ — 2 Formen mit Polareigenschaft.
So fortfahrend gelangt man schliesslich zu Systemen S; mit nur einer
Form mit Polareigenschaft, Jedes von diesen, als aus der ihm ent-
stammenden Form mit Polareigenschaft erzeugt, ist nach dem Oten
Satze ein urspriingliches; und zwar wird man so, wie leicht zu sehen
ist, alle urspriinglichen Systeme, die das gegebene System begleiten,
erhalten haben.

L#sst sich auch die Behandlung der in diesem Paragraphen ge-
stellten Aufgabe in vielen Stiicken vereinfachen, so ist doch das
Wesentlichste erreicht dadurch, dass gezeigt wurde, wie den Product-
gleichungen eines Zahlensystems diejenige Form ertheilt werden kann,
von der am Schluss des zweiten Paragraphen die Rede ist. Nimlich
nachdem alle wrspriinglichen begleitenden Systeme gefunden sind, kann
der Basis des gegebencn Zahlensystems eime solche Form crtheilt
werden, dass unter den Productgleichungen des gegebenen Systems
sich die Productgleichungen aller begleitenden urspriinglichen Systeme
vorfinden.

II. Abschnitt.
Zahlensysteme und algebraische Gleichungen.

§ L
Lehnsétze.

Die Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei Deter-
minantensitze, deren Beweis an dieser Stelle gegeben sei.
Die Bedingung dafiir, dass die Gleichungen

(1) 07, -_—-‘Zbikxk (Ghk=1...n)
P

ein nicht verschwindendes Losungssystem besitzen, besteht in der
Gleichung

(@) |bix — iz 0 | =0 (B h=1...m),

wo, wie auch sonst iblich, 0; eine Grosse bedeutet, die Null ist,
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wenn ¢ und % verschieden sind, und Eins, wenn ¢ und % gleich sind.
Diese Gleichung, nach Potenzen von ® entwickelt, mbge

(3) o" — Bio*t4 ...+ B, =0
sein. Sodann werde folgende Bezeichnungsweise eingefiihrt:

b‘fk=2bubm, Gl l=1...0)
!
(4> v v—1
b= Db b, (v =3,4..)
]

wozu noch der Symmetrie wegen die Bezeichnungen

bir == b;
T k=1 .m)
bir = 0ix
kommen mogen.
Dann lautet der erste der zu beweisenden Sitze:

Satz 11. Die Gleichungen:

(5) b?k_Blb?lc_l+'";—Bn—lbikiBnbg}k:O

Gbhk=1...n)
sind Identitaten.

Zum Beweise werde zunichst angenommen, die Gréssen b;; seien
von einander vollkommen unabhingig; dann sind die Wurzeln der
Gleichung (3) von einander und von Null verschieden. Wird die zu
einer dieser Wurzeln @, zugehorige Losung der Gleichungen (1) mit

1 .. .04,
bezeichnet, so verschwindet die Determinante

leal - (h=1...m)
nicht, wie aus der speciellen Annahme ersichtlich, dass die b;; alle
verschieden, die iibrigen b;; aber Null seien. Aus den Gleichungen

(6) W0 =2 b;kak;, (’b, E=1. - n)
k

ergiebt sich unter Anwendung der Bezeichnungen (4)

(7 0 O, *Z bix o (Z)’ ___]f__:?, i n) ’

und wenn

Bir =blr — Bbix + - - - 4 B.bh

gesetzt wird, so folgt mit Riicksicht darauf, dass @, eine Wurzel der
Gleichung (3) ist,

@ O=Zﬁik“kh (G h=1...n),
k
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ein Gleichungssystem, das nur dann bestehen kann, wenn
9 Bin=0 (,k=1...n)
ist. Da die Grossen $;z aus den von einander unabhingigen Grossen
b,z rational gebildet sind, so miissen die Gleichungen (9) fur jedes
beliebige Werthsystem der 0;; bestehen, also auch unter der Annahme
beliebiger Beziehungen zwischen den Grissen b;;. Der oben aus-
gesprochene Satz also ist allgemein richtig.

Der zweite Satz ist der folgende:

Satz 12, Diejenige Gleichung, deren Wurzeln o dic simmilichen
Differenzen zwischen den Wurzeln der Gleichung

[b,-k——-d,-kwf-—:o (Z,kc].%)
sind, wird dwrch Elimination der Grossen ¢ aus den Gleichungen

(10) QCix mz Citbux ——2 biicux Gk l=1...m)
L ;

erhalten.

Zunichst kann vollstindige Unabhiingigkeit der Grissem b,z an-
genommen werden. Da alsdann die aus den Losungen der Gleichungen
(6) gebildete Determinante |«;;| nicht verschwindet, so kann jedem der
Elemente «;; eine Adjuncte A4,; zugeordnet werden. Mit Hilfe dieser
Grossen ldsst sich das System der Gleichungen (10) in das ihm
aquivalente System von Gleichungen

Q E;Aji Cik Urn, == E;Aji(fi&blk“kh"“ E;Aji bisCirarn
ik

i,k i, Lk

umwandeln. Dies letztere aber geht vermbge der Gleichungen (6)
nach leichter Umrechnung in:

(11) (¢ —ou— év)ZAjzc,-kau, =0 (hjhok=1...0)
i,k

tiber. Durch Elimination der Grossen ¢;; aus diesen Gleichungen oder,
was dasselbe ist, des mit den ¢;; Hquivalenten Grissensystems

C;‘km §:Aj,-c,-;co:k,, (Z,]G,j,kw].%)
ik

ergiebt sich
(12) ll(gmwj—{—mh)-——s() (j,h=1...mn),
G

also eine Gleichung, deren Wurzeln die simmtlichen Differenzen
zwischen Wurzeln der Gleichung (2) sind. Wird diese Gleichung nach
Potenzen von ¢ entwickelt, so lassen sich ihre Coefficienten als ganze
rationale Functionen der Grossen b darstellen; sie muss dann wegen
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der Aequivalenz der Gleichungensysteme (10) und (11) identisch werden
mit derjenigen Gleichung, die durch Elimination der Grissen ¢;: aus
den Gleichungen (10) erhalten wird.

§ 2.
Die charakteristischen Gleichungen eines Zahlensystems,

Die Bedingungen dafiir, dass das Product zweier Zahlen einem
der Factoren proportional sei, sind durch zwei algebraische Gleichungen
gegeben , deren Eigenschaften in folgendem untersucht werden.

Damit, wenn @ eine gewdhnliche Grosse ist, die Gleichung

(1) Or = 2Y
oder!|, was dasselbe ist, die Gleichungen

0F; = Eai,xku, @G E1=1...n)
k!

losbar seien, muss @ eine Wurzel der Gleichung

2) ‘Zai;ug—ﬁ,-kcol=0 G l=1...n)
i

sein. Ebenso muss, damit die Gleichung

3) 0L = Ux

l6sbar sei, @ eine Wurzel der Gleichung

@) | Dldism—duo|=0  Ghl=1...n)
1

sein, Die betden Gleichungen (2) und (4) mogen die charakteristischen
Gleichungen des Zahlensystems heissen. Nach Potenzen von o ent-
wickelt mogen sie die Formen

®) @ —fio =t fy =0,

(6) wﬂ_glwn—1+...ign=0

annehmen. Der erste Satz des vorigen Paragraphen zeigt die Bedeutung
dieser Gleichungen; er giebt ndmlich:

Satz 13. FErsetst man in einer der charakleristischen Gleichungen
die Potenzen von o durch die gleichhohen Potenzen der Zahl w, so ist
die entstehende Gleichung eine Identitiit.

Es werde
b= Dlakiw (i l=1...n)

i

gesetzt. Dann lisst sich das Product einer beliebigen Zahl z mit «
in folgender Weise schreiben:
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2U =2b”‘ xe (Lk=1...n).
i,k

Daraus ergiebt sich:

2
Ut = E bix Xy ¢;
ik

sw = Dhme.  (hk=1...n).
Wird beachtet, dass hier B;=f; (1 =1...n) wird, so ergiebt der
angezogene Satz:
(N 2yt — fizur—t 4+ o 4 frx =10

und hieraus folgt, wenn z durch die vermittelst des Satzes 1 definirte
Zahl »® ersetzt wird:

und allgemein

(8) ur — fyurt A e fau? =0,
Auf demselben Wege erhilt man
(9) w — gl 1"7‘_1 + e _—*—_ gnu() == ()

Damit ist die Existenz der im Satze ausgesprochenen Beziehung er-
wiesen. —

Es ist nothwendig auf die Coefficienten der -charakteristischen
Gleichungen niher einzugehen. Dieselben haben nachstehende Eigen-
schaften :

1) Die Coefficienten der charakteristischen Gleichungen sind ganze
rationale und homogene Functionen der Parameter u, .. . u, desjenigen
Grades, der durch den jeweiligen Index angegebén wird.

2) Es werde u durch u -+ Au? ersetzt. Da alsdann die Gleichungen

ox = xu-fAiu)
und
(@—A)x = 2u%
identisch sind, so lasst sich der charakteristischen Gleichung

10)  or— £t Au) @t 4 fa (w20 =0

auch die Form

(11) (0 — A — £, (u) (@— Ayt 4« oo o [y (1) =0
geben.
3) Multiplicirt man die Gleichuug
OX = U
mit u, so folgt
0’z = xu’

und allgemein



108 Trropo’ MorLIgN.

(12) 0T = Tu.
Wird die Zahl w* in folgender Weise geschrieben

W= (W@)e, + - -+ (W@haey,
so folgt aus der Gleichung (2) dass die Wurzeln der Gleichung

ichi; (W) — O m" == (0 (G hl=1.. n)
o

oder

(13) @ — W)@k () =0

die »te» Potenzen der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (5)
sind. Es ist also, wenn

fi)) =pu 4+ + Prtta
gesetzt wird, die Grosse
[i(w)=p, (W) + -+ pa(tn
die Summe der v'** Wurzelpotenzen der charakteristischen Gleichung (5),

und somit sind die Coefficienten derselben charakteristischen Gleichung
rationale ganze Functionen von

fi1@0), fi(?) ... fi(w).
4) Aus der Gleichung
WX = Tt

folgt, weun mit der zu w reciproken Zahl % multiplicirt wird:

1 -

— X=X U

®
und hieraus, dass die charakteristische Gleichung auch in der Form
(14) tm20i1ﬁ1~6ig‘=0 (G hl=1...0)
geschrieben werden kann. Hieraus folgen die Relationen:

e fu—i(@ :

(15) fl(u)==-—f”—@— Gl=1..-n—1).

Selbstredend lisst sich alles, was hier nur von einer charakteristischen
Gleichung gezeigt wurde, auch auf die andre iibertragen.

5) Den linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichungen
fi(w) vnd g,(u) gehdren Formen mit Polareigenschaft zu. Von

9:(w) ==Eaiauk (Bhk=1...n)
3k

ist es bereits im Beweise des 6ter Satzes gezeigt worden; auf demselben
Wege ist es auch fiir
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f1(w) =2a§kuk (k=1...n)
i,k

nachweisbar.

6) Xrsetzt man in der Form f,(w) die Zahl durch das Product
mehrerer Zahlen, so bleibt die entstehende Form szufolge der Polar-
eigenschaft von f; (vw) bei allen cyklischen Vertauschungen der Zahlen
invariant. Wird demgemiss in f (") gesetzt

U=vw,
so resultirt die Form
filvwo ... w),
die durch cyklische Vertauschungen nur in sich oder in

filwow...v)

iibergeht. Die Form f,(#*) erhélt also demselben Werth, wenn ein-
mal 4 ==ow und einmal % = wv gesetzt wird. Mit Riicksicht auf
das unter Punkt 3 gesagte folgt, dass, wenn in einer charakteristischen
Gleichung % durch vw ersetzt wird, die beiden Variabelnreihen v, . .. v,
und w, ... w, mit einander vertauschbar sind.

Insbesondere ist noch zu bemerken, dass:

(16) fa(vw) = fa(v) . fu(w)
ist, nach dem Multiplicationssatz der Determinanten.
§ 3.

Die Theiler der charakteristischen Gleichungen.

Theiler einer charakteristischen Gleichung sei jede Gleichung ge-
nannt, deren Coefficienten rationale Functionen von u, ...u, sind und
deren Product mit einer ebensolchen Gleichung eine charakteristische
Gleichung ergiebt, Ein irreductibler Theiler ist ein solcher, der selbst
keinen Theiler mit von u, . .. u, rational abhéngigen Coefficienten
besitzt. ‘

Es sei ein Theiler einer charakteristischen Gleichung in der Form
(1) ™ — Ty () @™ 4 - - - - i () O
gegeben. Es lasst sich dann zeigen, dass seine Coefficienten alle oben
an den Coefficienten der charakieristischen Gleichungen nachgewiesenen
Eigenschaften besiteen.

Man erkennt leicht, dass dieselben

1) ganze (weil sonst Wurzeln einer charakteristischen Gleichung
fiir endliche Werthe von , . .. u, unendlich wiirden) homogene Func-
tionen von %, ...u, des durch den jeweiligen Index angegebenen
Grades sind;

2) dass die Gleichungen

2) o™ — h(u+tAu)o™ 1 4 - oo 4 Buud-Aut) =0
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und
3) (@—2A) — b (w){@—A)y"1 4 -« o 4 hp(t) =0
identisch sind. Denn die Gleichung (2) muss mit einem Theiler einer

charakteristischen Gleichung, deren Unbekannte @ — 1 ist, identisch
sein. Ist dies etwa

(@A) — I/ () (@ — D)™t 4« - - (1) = 0,
so folgt durch Entwickelung dieser Gleichung und der Gleichung (2)
nach Potenzern von 4 und Vergleichung der von 4 freien Glieder:
ki (u) = hi(u) (z=1...m).
3) Ersetzt man in der Gleichung (1) % durch u’, so erhiilt man

eine Gleichung, deren Wurzeln die v**» Potenzen der Wurzeln vou (1)
sind. Dies erkennt man folgendermassen. Bildet man die (ileichung

(4) @™ — by (W) ™t - = (6™ = O,
so sind ihre Wurzeln nach dem in Punkt 3 des vorigen Paragraphen
gesagten jedenfalls mtc Potenzen von gewissen Wurzeln Q) . .. Oy

einer charakteristischen Gleichung. Ersetzt man u durch u + Au® so
folgt aus (4)

by (A awy) = Dlot-m =1...m)
und hieraus durch Entwicklung nach Potenzen von 4 und Vergleichung

(5) B) =D (p=1...m).

Bildet man dann diejenige Gleichung, deren Wurzeln o, ... w,, sind.
(6) " — hi{u}omt 4 oo o hp(n) = 0

80 sind gemiss den Gleichungen (5) die Coefficienten von (6) rationale
Functionen von A (%) ...k, (u™) und aly solche rational in Uy oo U
es geniigt demzufolge (6) der Definition eines Theilers einer charakte-

ristischen Gleichung. Es gilt ferner fiir jeden ganzzahligen Exponenten
u die Gleichung

) by =Dt (p=1,2...mm41..).

Denn wire fiir einen Exponenten w, der grosser als m ist , die Rela-
tion (7) nicht erfullt, sondern %, (w*) die Summe der p'en Potenzen
irgend welcher anderen Wurzeln @,"... @), einer charakteristischen

Gleichung, so wiirde auf demselben Wege, auf dem die Gleichungen
(5) erhalten werden,

) =Dt k=1..,u

folgen, was, da w grosser als m ist, den Gleichungen (6) widersprechen
wiirde.
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Aus dem Umstand, dass die Coefficienten von (6) rational durch
hy(u) ...k, (w") darstellbar sind, und mit Riicksicht auf die Gleichungen
(7) folgt ferner, dass diejenige Gleichung, die aus (6) vermittelst der
Ersetzung von u durch «* entsteht, die 2t Potenzen der Wurzeln
von (6) zu Wurzeln hat. Fiir-v = m wird diese Gleichung identisch
mit der Gleichung (4), zufolge der Voraussetzung iiber die Wurzeln
letzterer Gleichung; daraus folgt, dass auch (6) mit (1) identisch ist,
Die Coefficienten von (1) sind also rationale Functionen von

Ry (u) - . . By (u)

und es gehen die Wurzeln von (1), wenn u durch w* ersetzt wird, in
ihre »'» Potenzen iiber.
4) Dass die Wurzeln der Gleichung

(8) @™ — h(wyo ™+ .o hp(u) =0

die Reciproken der Wurzeln der Gleichung (1) sind, beweist man
durch Entwickelung der zu « - A4® reciproken Zahl v nach negativen
Potenzen von 1. Es ist

woraus sich
h
i) = (= 1y D

ergiebt. Andererseits wird durch analoge Reihenentwickelung mit
Riicksicht auf die Gleichungen (7)

S A =Deyid -1

¢ y=0

gefunden. Hiernach ist also 4, (#) gleich der Summe der Reciproken
der Wurzeln von (1); ersetzt man ferner « dureh w¥, so wird A (u*)
die Summe der vte» Potenzen dieser Reciproken, und da die Coefficien-
ten von (8) rational von A, (%)...h,(w") abhingen, so sind in der
That die Wurzeln von (8) zu den Wurzeln von (1) reciprok. ‘

5) Setzt man in der Gleichung (1) in Stelle von u das Produet vw,
so resultirt eine Gleichung, die sich bei Vertauschung von » mit w
nicht dndert. Es kann nimlich, da die charakterischen Gleichungen
bereits diese Eigenschaft besitzen, ein Theiler einer derselben bei Ver-
tauschung von v und w nur wieder in einen Theiler tibergehen, Da
dies unabbingig von o und w geschiebt, so findet es aunch fiir w = «°
statt., Hier sind aber die in einander {ibergehenden Theiler identisch;
somit sind sie auch im Allgemeinen identisch. Da das von ® freie
Glied eines Theilers Theiler des vou w freien Gliedes der charakte-
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' ristischen Gleichung ist, und letzteres bei der Substitution u == vw in
das Product /5, (v) fa(w) resp. g (v)g.(w) iUbergeht, so folgt
(9) hn(vW) = hu(0) . hp(w).

Die in diesem Punkte erdrterte Higenschaft der Theiler hat in Bezug
auf den linearen Coefficienten %,(u) besondere Wichtigkeit und ver-
dient in Folge dessen als besondrer Satz formulirt zu werden, némlich:

Satz 14. Dem linearen Coefficienten eines jeden Theilers einer
charakteristischen Gleichung gehort eine Form mit Polareigenschaft zu.

Die irreductiblen Theiler der charakteristischen Gleichungen be-
handelt schliesslich der folgende Satz:

Satz 15. Zwei wrreductible Theiler der charakteristischen GHer-

chungen sind identisch, wenn thre linearen Coefficienten in constantem
Verhalinisse stehen.

Sind diese Theiler
(10) o™ — h(w) o™t 4+ .- - 4 hy(u) =0,
1) o — Ry (W) @1 o -+« + Fie(u) = O,
so ist nach Punkt 2
hy (uAut) = by () + m 2,
hy (u~+ Au0) = k' (u) + m 4;
und da der Quotient dieser Griossen von i unabhiingig sein soll, ist
mh () = m' by (u)
und ferner
mhy (W) = m'hy (W) .
Es sind also die m''¢ Potenz von (10) und die m'e Potenz von (11)
identisch. Da nun die Gleichungen (10) und (11) irreductibel sein
sollen, so miissen sie hiernach identisch sein.

§ 4.
Die Ranggleichung eines Zahlensystems.

Die beiden, den charakteristischen Gleichungen entstammenden
Relationen,

(1) w — fiwr A fuut =0
und
(@) ur — gt - gaud =0

konnen nicht unabhingig von einander sein. Es muss unter den
positiven Potenzen von u eine gewisse geringste geben, die sich linear
durch alle niedrigern positiven Potenzen von w, einschliesslich der
nullten, darstellen lasst mit Hilfe rational aus %, ... u, gebildeten
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Coefficienten; dies sei die mt® Potenz von %, und die Relation, die
sie mit den niederen Potenzen von # verbindet, sei

(3) um — hywn ot hpul =0
Ersetzt man in dieser Relation die Potenzen von % durch die
gleichhohen Potenzen von @, so entsteht die algebraische Gleichung

4) 0™ — hjom™t 4+ -« 4 hy =0,
die die Ranggleichung des Zahlensystems heissen soll. Dann gilt folgen-
der Satz:

Satz 16. Die Ranggleichung eines Zahlensystems ist Theiler jeder
der beiden charakteristischen Gleichungen.

Denn multiplicirt man die Relation (3) mit einer linearen Form
der » — m - 1 ersten Potenzen von «, einschliesslich der nullten,
so lassen sich die Coefficienten dieser Form so bestimmen, dass die
Differenz zwischen diesem Product und der Relation (1) eine Relation
ergiebt, die nur geringere Potenzen von wu enthidlt, als die mte,
Eine solche Relation existirt aber nicht; es muss also die in Rede
stehende Differenz null sein. Da in dieser Ueberlegung u wie eine
gewohnliche unbestimmte Grosse behandelt wird, so kann man in seine
Stelle @ setzen, und wird die Betrachtung in Bezug auf die Relation
(2) wiederholt, so ergiebt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen
Satzes.

Es besitzen dann die Coefficienten der Ranggleichung alle im
vorigen Paragraphen erdrterten Eigenschaften; insbesondere sind sie

ganze rationale und homogene Functionen von %, ... u,. —
Aus der Relation (3) ldsst sich eine Losung der Gleichung
6)) w. %= ud
herleiten, némlich
_ hm_ uO__....:Fum_l
(6) U = - 7 3

die Parameter der Zahl % sind also homogene rationale Kunctionen
von % ... %, mit dem gemeinsamen Nenner hy,.

Es lasst sich beweisen:

Satz 17. Die Parameter der zu u reciproken Zahl u sind ratio-
nale homogene Functionen der Parameter von u mit einem gemeinsamen
kleinsten Nenmer, der dem wvon o freien Gliede der Ranggleichung
gleich st

Um dies zu zeigen, werde in der Relation (3) u durch u - 4u®
ersetzt, wodurch dieselbe in

(M) (w4242 — b (u4Au%)m1 . o - by’ = 0

iibergehe. Hier ist insbesondere
B == A - An=1Ji -« v o = By

Mathematische Annalen, XI.I. 8
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Wird die zu % 4 4u° reciproke Zahl mit v bezeichnet, so ist

B g 4 — By _g- (200 - - T (- At
8 )

) v =

Der Zihler dieses Ausdrucks lisst sich mach Potenzen von u
ordnen; geschieht dies, so werde erhalten

j U —3 . .u_.]_...:_l_:um“l
m
Werden dann » homogene ganze Functionen ¢, ...t%, von u, ... u,

so bestimmt, dass
(W) + () =0
fir v=0,1...m — 2 wird, dagegen

$ = 4, (W), + - - o+ £, (),

nicht verschwindet, so wird

(10) tl”1+"'+tn”n=$7§;
ein Ausdruck, dessen Zihler von A unabhingig ist; diese Wahl von
t .. .t, ist moglich, weil m der Grad der Ranggleichung ist. Besissen

nun der Zahler und Nenner der durch die Gleichung (6) definirten
Parameter von % einen gemeinsamen Theiler vom Grade 6 in u, ... %,
so miissten die Zahlen und Nenner der durch (8) definirten Grossen
V) . .., einen gemeinsamen Theiler besitzen, der als Theiler von %,
in 4 vom Grade ¢ ist. Dieser Theiler miisste zufolge (10) auch in 3
aufgehen; da aber s von A unabhiingig ist, so ist dies nicht moglich,
und es ist h, der kleinste gemeinsame Nenner von %, ... u,.

§ 5.
Die Killing'sche Gleichung eines Zahlensystems.
Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung
(1) QL = TU — U
eine Losung besitze, bildet die Gleichung

@) lZ(aii—afk)uz - 6ik@1=0 (Gh1I=1...n)),
l

die ich die Killing’sche Gleichung des Zahlensystems nennen will. Den
Zusammenhang, in welchem sie mit den charakteristischen Gleichungen
des Zahlensystems steht, zeigt folgender Satz:

Satz 18. Die Wurzeln der Killing’schen Gleichung sind Differenzen
zwischen den Wurzeln einer jeden der beiden charakteristischen Glei-
chungen.
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Setzt man zur Abkiirzung
bik(x) =2&;;,$, (3, k,sx .. .n),

so folgen vermbge der Bedingungsgleichungen

2’ i s 2' i ] : 7.
ak"alm = asmak[ (Z, k’ Z, m, S === ]. « s o n)
s 3

aus der Gleichung (1) die nachstehenden Gleichungen:
(3) 0bix (@) = Dbu(@) by (W) — Db () (G b I1=1...m),
14 ‘

Dann aber lehrt der zweite Satz des ersten Paragraphen (Satz 12)
dass ¢ eine Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung

tb,-;,(u)~——3,-kwl-———0 (i,kml...n),

das heisst, einer charakteristischen Gleichung sein muss.

Analog ist der Nachweis hinsichtlich der zweiten charakteristischen
Gleichung zu fiibren.

Da die Coefficienten der Killing'schen Gleichung rational von
%, ... %, abhidngig sind, so ergiebt sich unmittelbar das

Corollar. Ist etne Wurzel der Killing'schen Gleichung Differenz
zweter verschiedemer Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakte-
ristischen Gleichung, so sind auch alle dbrigen Differenzen zwischen
verschiedenen Wurzeln desselben Theilers Wurzeln der Killing'schen
Gleichung. —

Einer besonderen Untersuchung bediirfen die verschwindenden
Wurzelr der Killing'schen Gleichung. Die Gleichung

%) 0 =gqu—uzx

besitzt immer wenigstens eine Lodsung, nimlich 2 = %% Nennt man
eine Zahl x, die diese Gleichung befriedigt, eine mit « vertauschbare
Zahl, so hat die Killing'sche Gleichung mindestens so viele ver-
schwindende Wurzeln, als es linear von einander unabhingige mit «
vertauschbare Zahlen giebt. Diese Mindestzahl verschwindender Wurzeln
kann indess iiberschritten werden und es liesse sich untersuchen, unter
welchen Umstiinden dies stattfindet, Es reicht jedoch hin, weunn ein
Fall nachgewiesen wird, in dem dies nicht geschieht und dies ist der
folgende:

Satz 19. Wird eim Zahlensystem durch eine Form wmit Polar-
eigenschaft erzeugt, so besitet seine Killing'sche Gleichung ebensoviele
verschwindende Wurzeln, als es linear unabhdngige mit einer allgemein
gewdiihlten Zahl des Systems vertauschbare Zahlen giebt.

8#
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Ist w eine beliebige Zahl des Systems, so kann die Basis so ge-

wahlt werden, dass ¢, ... e, das volle System linear unabhingiger mit
w vertauschbarer Zahlen bilden. Die Form mit Polareigenschaft
(6) g@uy =D gawiw, (i k=1...n),

i,k

deren Discriminante nicht verschwinden darf, erzeuge das gegebene
Zahlensystem. Es konnen noch e.iy ... e, so gewdhlt werden, dass
die Form (6) die besondere Gestalt

L, k=1...
(1) g9(zw) =§ Gir @ity + 29’7% rebb T Ut (;: ;f —1.. ,:;__y)
erhilt.
Wird nun
) U= VW — WV
gesetzt, so sollen zuniichst die Parameter von u durch die Parameter
von v ausgedriickt werden. Die Zahl v kann in die beiden Theile

v =0, -4 v.e und 0" = v, 641 +-- -+ vie, zerlegt werden,
und da zufolge der Wahl der Basis

Yw — wv =0
ist, so sind die Parameter von « nur noch von v.y;...v, abhingig.
Es wird ferner in Consequenz der Polareigenschaft der Form (7):
9) g (wu) = g (we — zw)v)
sein. Bezeichnet man nun mit G4; die Adjuncte von g;; in der als

Determinante geschriebenen Discriminante der Form (7) und setzt fiir
z den Werth

20 = D Giey (G h=1...7)
F 3

so ist z® eine mit w vertauschbare Zahl und zufolge (7) und (9) er-
giebt sich:
(10) u; = 0. (f=1...7)
Wixd ferner x der Werth:
a0t = D Gy, iy brn (hyf=1...0—7)
A
ertheilt, so folgt aus (7)

(11) s = D Buvets (G, l=1...n—),
14

wo die Grossen f;; von w irgend wie abhéingig sind. Es darf die
Determinante

1Bl  Gyl=1...m—1)
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aber nicht verschwinden, denn sonst liessen sich vpp1...v, S0 be-
stimmen, dass ausser w; ... 4, auch %,y ...u, verschwinden. Hs
wire dann gemiiss (8) eine so bestimmte Zahl v mit w vertauschbar;
dies aber widerstreitet der Voraussetzung iiber die Wahl der Basis des
Zahlensystems. Die Parameter der Zahl u sind jetzt durch die Glei-
chungen (10) und (11) gegeben.,

Setzt man jetzt u == gv und folglich

PV = VW — WY,
so werden die Gleichungen (10) und (11):

(12) QY = 0 (Z’-‘-"—l 1‘)
er+j=2ﬁj1v,-+z (j, le==1... n-—r)
é

und wenn hieraus die Parameter v, ... v, eliminirt werden, so ist die
Killing'sche Gleichung, gebildet fiir die Zahl w:

(13) "B — 0ol =0 (j,il=1...0—r1)
Diese Gleichung besitzt, weil die Determinaute |8;;| nicht verschwindet,

genau r verschwindende Wurzeln, also gerade ebenso viele, als es
linear unabhéingige mit w vertauschbare Zahlen im Zahlensystem giebt.

§ 6.

Die charakteristischen (Gleichungen und Ranggleichungen begleitender
Zahlensysteme.

Satz 20. Bildet man zu einem gegebenen Zahlensystem ein be-
gleitendes System, so ist cine charakieristische Gleichung des letztern
ein Theiler der entsprechenden charakteristischen Gleichung des gegebenen
Systems.

Denn wihlt man die Basis des gegebenen Zahlensystems so, dass
die r ersten Productgleichungen desselben die Productgleichungen des
begleitenden Systems werden,

k.1

ppi t==1... n—7r
Lpfy == Oki ZTxUy L. le=l . n
kL ! o

so ist unmittelbar ersichtlich, dass die charakteristische Gleichung des
begleitenden Systems

(2) | D ah -~ daw| =0 (i, h, I=1...7)
14

(1)

die charakteristische Gleichung
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lZai,u,—-Eikm =0 (i, kl=1...n)
4

des gegebenen Systems theilt. Dasselbe gilt beziiglich der andern
charakteristischen Gleichung. —

Was die Ranggleichung anlangt, so ist der entsprechende Satz
auf anderm Wege zu erweisen:

Satz 21. Die Ranggleichung eines begleitenden Systems ist Theiler
der Ranggleichung des gegebenen Systems.

Ist die Ranggleichung des gegebenen Systems

(3) mm“—hgwm~1+ -~j:kmm0
und die des begleitenden Systems
(4) o™ — b0 14 .o by =0,

ferner v diejenige Zahl des begleitenden Systems, die der Zahl u des
gegebenen Systems entspricht, so miissen die Relationen

v — ot - Rt = 0,

v — B - Bt = 0
zusammen bestehen. Dies aber ist, wie im analogen Falle beim Be-
weise des Satzes 16 gezeigt wurde, nur méglich, wenn die Gleichung (4)
die Gleichung (3) theilt. Uebrigens ist hierbei die Identitit der
Gleichungen (3) und (4) nicht ausgeschlossen. — Unter Riicksicht-
nahme auf die Sitze 14 und 15, welche aussagen, dass zum linearen
Coefficienten jedes irreductibeln Theilers einer charakteristischen Glei-
chung eine Form mit Polareigenschaft gehért und zwar zu ver-
schiedenen Theilern auch verschiedene Formen mit Polareigenschaft,

konnen die begleitenden urspriinglichen Systeme eines Zahlensystems
des Nahern untersucht werden. Zunéchst hat man

Satz 22. Die beiden charakieristischen Gleichungen eines wurspring-

lichen Zahlensystems sind Potenzen einer und derselben irreductibeln
Gleichung.

Denn aus der Existenz zweier verschiedener irreductibler Theiler
der charakteristischen Gleichungen wiirde nach Satz 15 folgen, dass
dem Zahlensystem zwei verschiedene {ormen mit Polareigenschaft ent-
stammen; dasselbe wire dann nach Satz 10 kein urspriingliches. Da
die charakteristischen Gleichungen stets von gleichem Grade sind, so
sind sie in diesem Falle identisch.

Satz 23. FEin Zahlensystem, dessen Ranggleichung trreductibel ist,
und welches sich aus dem linearen Coefficienten der Ramnggleichung ey-
zeugen lasst, ist ein wrspriimgliches.

Denn ein begleitendes Zahlensystem mtisste mit dem gegebenen
Zahbleusystem die Ranggleichung gemein haben, da letztere irreductibel
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ist. Dann wiirde auch der lineare Coefficient der Ranggleichung dem
begleitenden System entstammen; da derselbe aber das gegebene System
erzeugt, so muss jedes begleitende System mit dem gegebenen System
identisch, letzteres also urspriinglich sein.

Satz 24. Die Ranggleichung eines wrspriinglichen Zahlensystems
ust wrreductibel.

Es sei
)] 0™ — ko™t 4 oo 4Dy =0
der irreductible Theiler der charakteristischen Gleichung eines urspriing-
lichen Zahlensystems. Auns dem linearen Coefficienten %, dem eine
Form mit Polareigenschaft zugehtrt, muss sich das System erzeugen
lassen. Frsetzt man nun « durch die reciproke Zahl @, so geht nach
Punkt 4 des dritten Paragraphen &, (u) in:

_ )
(6) hy ()= “7,:“ (110)
iiber. Setzt man dann % = v-w, so wird # = -2 und nach

Punkt 5 desselben Paragraphen wird

_ Py (0. )

) hy(wo) == AL

Setzt man hier % linear unabhingige Zahlen fiir w, so erhilt
man % linear unabhingige Formen von v, ... 7,, dargestellt als
rationale Functionen von v, ...v, mit dem gemeinsamen Nenner h,(v).
Nun ist nach Satz 17 der kleinste gemeinsame Nenner von o, . .. v,
das von ® freie Glied der Ranggleichung. Bs muss also die Rang-
gleichung des Systems ein Theiler der Gleichung (5) sein; da letatere
aber irreductibel ist, so ist die Ranggleichung mit ihr identisch.

Satz 25. Die verschiedenen irreductibeln Theiler einer charakte-
ristischen Gleichung eines Zahlensystems sind die Ranggleichungen der
simmtlichen das Zahlensystem begleitenden wrspriinglichen Systeme.

Denn da nach dem 21. Satze die Ranggleichung eines begleitenden
Systems die Ranggleichung des gegebenen Zahlensystems theilt und
letztere nach dem 16. Satze wiederum die charakteristischen Gleichungen
des Zahlensystems theilt, so wird jede Ranggleichung eines begleitenden
urspriinglichen Systems Theiler der charakteristischen Gleichungen des
gegebenen Systems sein. Andererseits erzeugt der lineare Coefficient
jedes irreductibeln Theilers einer charakteristischen Gleichung ein be-
gleitendes System, dessen Ranggleichung eben dieser irreductible Theiler
st und welches demnach urspriinglich ist. Es besitzt also auch eine
charakteristische Gleichung eines Zahlensystems keine andern irre-
ductibeln Theiler, als solche, die Ranggleichungen der begleitenden
urspriinglichen Systeme sind.
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Daneben ergeben sich die Corollare:

Corollar 1. Jeder iwrreductible Theiler einer charakteristischen
Gleichung ist Theiler der andern charakteristischen Gleichung und der
Ranggleichung.

Corollar II. Die Coefficienten einer charakteristischen Gleichung
sind homogene rationale Functionen nur von den Parametern der Zahlen
der beglestenden wrsprimglichen Systeme.

In der That ist jeder irreductible Theiler einer characteristischen
Gleichung als Ranggleichung eines urspriinglichen Systems nur ab-

hingig von den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen
Systems.

§ 7.
Die Killing’sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlensystems.

Um vollstindige Kenntniss von den Eigenschaften der urspriing-
lichen Zahlensysteme zu erhalten, muss man die Killing'sche Gleichung
derselben ebenfalls in Betracht ziehen.

Bezeichnet man der Kiirze halber diejenige Gleichung, deren
Wurzeln die simmtlichen Differenzen zwischen den Wurzeln einer

andern Gleichung sind, als die Wurzeldifferenzengleichung der letzteren,
g0 kann man zeigen:

Satz 26. Die Killing'sche Gleichung eines Zahlensystems, das nur
ein einziges begledtendes urspriingliches System besitet, ist Potenz der
Wurzeldifferenzengleichung der Ranggleichung des begleitenden wrspriing-
lichen Systems.

Ist die Ranggleichung des begleitenden urspriinglichen Systems

(1) o™ — homl .o 4By =0,

go ist die charakteristische Gleichung des gegebenen Zahlensygtems
Potenz dieser Gleichung wund jede nicht verschwindende Wurzel der
Killing’schen Gleichung nach Satz 18 Differenz zwischen Wurzeln der
Gleichung (1). Nach dem Corollar desselben Satzes ist ferner die
Killing’sche Gleichung des gegebenen Systems, abgesehen von den
verschwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung von

(1). Es soll nun noch gezeigt werden, dass dies auch mit Riicksicht
auf die verschwindenden Wurzeln statt hat.

Bildet man also die Wurzeldifferenzengleichung von (1):
(2) o™ — dyom 4 - =0
und entwickelt die Killing’sche Gleichung:

@) | k-l u—dae|=0 Gk i=1...n
4
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nach Potenzen von ¢ in

(4) " — et =0,

so ist der Quotient ¢, : d, eine ganze Zahl die anzeigt, wie oft jede
nicht verschwindende Wurzel von (2) Wurzel von (4) ist. Der Coeffi-
cient d, der Gleichung (2) durch die Coefficienten der Gleichung (1)
ausgedrickt, betrigt

(5} dy=—2mhy, + (m — 1) b2

Durch dieselben Grossen muss sich der Coefficient ¢, der Killing'-
schen Gleichung ausdriicken lassen. Aus (3) findet man

2¢, = 2 (ae — ai‘ct) (ail - a;s) U %y (s, t, kyl=1...m)

INN N
und daraus

» L3 ¢ s ¢
(6) ¢, = E ek Cgp Up Uy — E are ey (s, %, k,l=1,..n).
5t k12 8,8, k4
Den Werth des ersten Theiles diecses Ausdrucks erhiilt man, wenn
man in dem linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichung
durch u? ersetzt; derselbe ist demnach

o (—2hy + 1),

Was den zweiten Theil des Ausdrucks anlangt, so muss auch er
durch %, und %, darstellbar sein, also nach dem Corollar II des Satzes 25
nur von den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen
Systems abbingen. Sein Werth erschliesst sich aus der Bemerkung,
dass aus der Form

(N 2 Qi (S, t,l=1...n)

38,4
durch die Substitution # = vw eine Form mit Polareigenschaft hervor-
geht und desgleichen aus der Form

(1a) Dl adim (s, L k=1...0).
4k

Es ist also der zweite Theil des Ausdrucks (6) eine quadratische
Form solcher Grissen, denen Formen mit Polareigenschaft entsprechen
und die linear aus den Parametern einer Zah! des begleitenden urspriing-
lichen Systems gebildet sind. Die einzige solche Grosse ist aber 2,
und es wird demzufolge der zweite Theil von (6) th,?> werden, wenn
mit v eine noch niher zu bestimmende Constante bezeichnet wird.
Es ist also:

Cp == “‘:;' (= 2hy + 1) + Th?,
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. k4 i - 1
und da ¢, mit d, proportional sein muss, so ist 7= — — und

(8) 02 = —n—‘ . d?'

m?
Es 18t also —%— eine ganze Zahl und die Killing’sche Gleichung (4)
ist die —t¢ Potenz der Wurzeldifferenzengleichung der Gleichung (1).
m

Die Anzahl der verschwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung
ist dann darch % gegeben. —

Handelt es sich pun darum, die Killing'sche Gleichung eines
urspriinglichen Zahlensystems aufzufinden, so braucht man nach dem
eben bewiesenen Satze nur die Anzahl der verschwindenden Wurzeln
derselben zu kennen. Mit Riicksicht darauf, dass ein urspriingliches
Zahlensystem aus einer Form mit Polareigenschaft erzeugt wird, kann
man den 19. Batz heranziehen. Nach diesem Satz muss die Anzahl der
verschwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung eines urspriing-
lichen Zahlensystems der Anzahl der mit einer allgemein gewihlten
Zahl des Systems vertauschbaren Zahlen gleich sein. Diese Anzahl
wird zufolge nachstehenden Satzes gefunden:

Satz 27. In einem urspringlichen Zahlensystem bilden die linear
unabhangigen Potenzen der Zahl w das volle System linear unabhiingiger
mit w vertauschbarer Zahlen.

Ist ndmlich die Ranggleichung des urspriinglichen Systems, die
nach dem 24. Satze irreductibel ist, die Gleichung:

9) @™ — Ry (w) @™t A - o A By () =0,

so hat jede mit u vertauschbare Zahl » die beiden Relationen

P — h[(?)) . ?)"‘“1 + st :_']: hm(v) .’00-‘=0,
wrY™ — hy (uv) umtomt o 4 Ry (u0) . 0% =0

zu befriedigen. Durch Anwendung des Verfahrens, das zur Auf-
suchung des grossten gemeinsamen Theilers zweier rationaler Funec-
tionen dient, kann man aus diesen beiden Relationen eine dritte her-
leiten, die in v von moglichst geringem Grade ist. Bei Anwendung
dieses Verfahrens aber kann man v wie eine gewthnliche Grosse, u
wie eine Wurzel der Ranggleichung behandeln. Setzt man mnoch in
Stelle von v die Zahl ¢° 4 Av und ersetzt in den hierdurch um-
geformten Relationen (10) die Potenzen von +° 4+ 1v durch die gleich-
hohen Potenzen einer gewthnlichen Grosse z, die Potenzen von w
durch die gleichhohen Potenzen einer Wurzel @ der Ranggleichung,

so geht die beschriebene Aufgabe in die iiber, die gemeinsamen
Wurzeln der Gleichungen:

(10)
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10 am — by (0 4 Av) 2mt o By (00 4 A0) =0,
(10) @™ x%—hy (u+ duv)om—1gn-1 4 .o« + hp(ut-Auv) =0
aufzufinden. Diese Gleichungen kdnnen aber nicht mehr als eine ge-
meinsame Wurzel haben, da sie fiir A = 0 in

ona™ — by (u) @™ tgm=t 4 oo A by (u) =0
ibergehen, und da wegen der Irreductibilitit der Ranggleichung die
zweite Gleichung (11) nur eine Wurzel 2 = 1 hat, Die gemeinsame

Wurzel der Gleichungen (10) kann, da sie rational durch die Coeffi-
cienten beider Gleichungen dargestellt wird, in die Form

T=pytpo+ -+ Pnao™!
gebracht werden. Es ist also auch

(12) V4 Ao =pyu’ + pu+ - A Pa_r @™,

womit der Satz, dass jede mit u vertauschbare Zahl als lineare Form
der niedrigsten unabhéingigen positiven Potenzen von u darstellbar ist,
bewiesen ist.

Es ist danach mit Riicksicht auf den Satz 19 die Anzahl der ver-
schwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung eines urspriing-
lichen Zahlensystems gleich dem Grade der Ranggleichung des Zahlen-
systems; und unter Heranziehung des 26. Satzes folgt:

Satz 28. Die Killing'sche Gleichung eines wrspringlichen Zahlen-
systems st die Wurzeldifferenzengleichung der Ranggleichung.

Da ferner der Grad der Killing’schen Gleichung des Zahlensystems
gleich der Anzahl der Grundzahlen des Zahlensystems ist, so folgt
weiter:

Satz 29. Die Anzahl der Grundzahlen eines urspringlichen Zahlen-
systems st gleich dem Quadrat des Grades der Ranggleichung.

Es sind dann auch die charakteristischen Gleichungen des urspriing-
lichen Zahlensystems identisch mit der ersten Potenz der Ranggleichung.

§ 8.
Die Normalform des urspriinglichen Zahlensystems.

Es kommt nun darauf an, eine Normalform fiir die Product-
gleichungen eines urspriinglichen Zahlensystems zu finden. Zu einer
solchen gelangt man, ausgehend von den Losungen der Gleichung

(1) 0. = Tu.

Zunichst sei das vorgelegte Zahlensystem ein ganz beliebiges.
Damit die Gleichung (1) eine Losung besitze, muss @ eine Wurzel
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einer charakteristischen Gleichung sein. Verschwinden {fiir diesen
Werth von o alle Unterdeterminanten der Determinante

12@2;%,-— ik O (t, b, l=1...m)
¢

bis ausschliesslich zur »*» Ordnung, so besitzt die Gleichung (1) r linear
unabhingige Losungen

2) ) |, gl
Es bilden aber auch die Zahlen
(3) valt) .. vx?)

ein volles System linear unabhingiger Ldsungen der Gleichung (1),
miissen sich daher linear aus den Lésungen (2) zusammensetzen lassen
in der Form

(4) e = D va® G, h=1...7),
k

wo die Grossen vx; lineare Formen von v, ...wv, sind. Wird statt v
das Product vw gesetzt, so ergiebt sich eine doppelte Darstellung der
Losungen von (1), némlich:

(5) vwad = D (wsa® (G, k=1...7)
k

und

() v zl) = 2 VWi a® (@, k, l=1...7),
k

woraus l

(7) (1)20)1”' == 2 Ve Wy (Z, 70, le=1... 7‘)

i

zu schliessen ist. Es konnen dann durch Wahl eines bestimmten
Werthes von « die von u abhingigen Coefficienten der linearen Formen
vri und wy; constant gemacht werden. Dann bilden die linear unab-
hingigen unter den Formen v;; die Parameter einer Zahl eines be-
gleitenden Systems, dessen Productgleichungen die linear unabhingigen
unter den Gleichungen (7) sind.

¥is sei nun das vorgelegte Zahlensystem ein urspriingliches mit
m? Grundzahlen. Die Anzabl der linear unabhingigen Losungen der
Gleichung (1) kenu dann nicht mebr als m betragen, da die charak-
teristische Gleichung je m gleiche Wurzeln hat; sie kann aber auch
nicht weniger als m betragen, weil sonst aus den Gleichungen (7)
die Existenz eines begleitenden Systems mit weniger als m? Grundzahlen
folgen wiirde. Es ist also # = m., Wie die m® Formen v;; aus den
Parametern v, .. . v, linear zusammengesetzt sind, so lassen sich um-
gekehrt die Parameter », ..., linear aus den 2 zusammensetzen,
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Es kann daher die Basis ¢, ...e¢, des urspriinglichen Zahlensystems

durch eine Basis ¢ (¢, k=1 ... m) ersetzt werden, so dass die
Zahl z:
(8) =2x,-ke,~k (6, b=1...m)

ik

wird, und die Productgleichungen des Zahlensystems:
(9) Tik =2 Ty Ui k (¢, B, l=1 ... m).
i

Man hat also den Satz:

Satz 30, Die Basis jedes urspriinglichen Zahlensystems wvon m?®
Grundeahlen kann so gewdhlt werden, dass die Productgleichungen die
Geestalt

a:l-'k=2x.-;u,k (G, k, l=1 ... m)
i

annehmen.

I11. Abschnitt.

Zahlensysteme und zu ihnen gehorige Gruppen.

§ 1.
Beziehungen zur Theorie der Transformationsgruppen.

Nach Erledigung der urspriinglichen Zahlensysteme kann die
Untersuchung der iibrigen Zahlensysteme in Angriff genommen werden.

Es macht sich dabei sehr bald das Bediirfniss nach einer er-
weiterten Auffassung des Systems der Productgleichungen eines Zahlen-
systems geltend; man erzielt eine bedeutende Vereinfachung, wenn
man sich von vornherein jetzt eine allgemeinere Aufgabe stellt, die
der Theorie der Transformationsgruppen entspringt. Zuvorderst soll
daher soviel als erforderlich iiber diejenigen Transformationsgruppen,
die hier in Betracht kommen und iiber die Beziehung ihrer Theorie
zur Theorie der Zahlensysteme berichtet werden.

Durch die m Gleichungen:

(1 w=Dba@a (G h=1...m),

deren Coefficienten lineare Formen von # Parametern w,...wu, sind,
wird eine Schaar linearer Transformationen der Grissen z, ... Zn
in 2,...2, definirt. Ergeben irgend zwei Transformationen der Schaar,
nach emander ausgefiihrt
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x,-"==2b.-;(u) x;’ (’I,, l=1... m),
i
$1,=2bu‘('l))971‘ (k, =1 . o m)
k

immer wieder eine Transformation der Schaar, so bilden sdmmtliche
Tramsformationen der Schaar eime Gruppe. Damit dies stattfinde,
miissen n Grissen v, ... v, auffindbar sein, die den Gleichungen

(2) b(@) = > bu(w) belw) Gy B, I=1 ... m)

gentigen. Es werden @, ... &, die Verinderlichen, u, ... u. die
Parameter der Gruppe genannt.

Als wesentliche Bedingungen sind die beiden folgenden zu be-
trachten:

1) Die Grossen bi(w) lassen sich nicht als lineare Formen von
weniger als # Parametern darstellen.

2) Die Determinante |b;;(u)| verschwindet nicht identisch.

Der ersten dieser Bedingungen zufolge miissen sich «, ...u, aus
den b;.(«) berechnen lassen. Hs miissen sich also auch aus den Glei-
chungen (2) die Parameter v,". .. v, als bilineare Formen von u, ... %,
und v, ... v, berechnen lassen:

3) =D duwv (i, k, l=1... %)
kL

Zwischen den constanten Coefficienten dieser Gleichungen miissen
zufolge der identischen Gleichungen

2 (bu(w) b (w)) . bu(v) = 2 bij (w) . (b,-,(u) bu(v))

G, 5, b, l=1...m)

Beziehungen bestehen; dieselben sind, wie leicht ersichtlich, die
folgenden

(4) Zaiza}k=2a§sail (e, J, k, 1, s=1...m).
Setzt man fiir den Augenblick:

c.-k(u)=2a§ku; (i, k,j=1...n)
und !

k3
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so folgt aus den Gleichungen (4):
4a)  w)=D @)@ G, 1 s=1...n)

Es definiren also auch die Gleichungen (3) eine Gruppe, deren
Verénderliche v, ... v, sind: die Parametergruppe der Gruppe (1).

Die Bedingung, dass die Determinante |b,;(«)| nicht identisch ver-
schwindet, verlangt die Auflosbarkeit der Gleichungen (1) nach z, ... Z.
Es sind daher auch die Gleichungen (2) im Allgemeinen sowohl nach
den b;x(u), als auch nach den b;:(v) auflosbar. Da sich alsdann auch
%y ... Ux als rationale Functionen von »,"...%," und v, ...%,, oder

¥y ..., als rationale Functionen von v»,"...v, und w,...wu, dar-
stellen lassen, so miissen auch die Gleichungen (3) im Allgemeinen
auflosbar sein, sowohl nach w, ... u,, als auch nach v»,...v, Die
Determinanten

6 | D ahiw

diirfen daher nicht identisch verschwinden. Es wird dann auch cine
Transformation der Gruppe mit den Parametern («), ... (u"), geben,
die jedes Werthsystem der Verdnderlichen z, ... z, in sich selbst
transformirt, die identische Transformation. Die Gleichungen (3),
deren Coefficienten den Bedingungen (4) geniigen und fur die die
Determinanten (5) nicht identisch verschwinden, bilden das System
der Productgleichungen eines Zahlensystems.

Es ldsst sich also die Beziehung, in der die Gruppe (1) zu einem
Zahlensystem steht, in folgende Worte fassen:

Satz 31. Besitzen die Gleichungen einer Gruppe linearer und
homogener Transformationen Coefficienten, die lineare Formen der Para-
meter sind, so bilden die Gleichungen der thr zugehirigen Parameter-
gruppe das System der Productgleichungen eines Zahlensystems.

Die Gruppen der hier betrachteten besondern Art sollen su Zahlen-
systemen gehorige Gruppen genannt werden. Jedem Werthsystem w, ...,
der Parameter der Gruppe entspricht eine Zahl # des Zahlensystems;
und zwar erhilt man, wenn nach einer Transformation mit den Para-
metern v, ... v, eine Transformation mit den Parametern u, ... wu,
ausgefiihrt wird, eine Transformation, deren Parameterwerthe dem
Producte der Zahlen % und v entsprechen. Der identischen Trans-
formation der Gruppe entspricht die durch den Satz 1 definirte Zahl u?, —

Man kann dem Satze des vorigen Paragraphen, von dem durch
das bisherige bezeichneten Gesichtspunkte aus, die Fassung geben:

und \Z’az}cu,' G, %, l=1...n
14

Satz 32. Die Productgleichungen cines wrspringlichen Zahlen-

systems mit m*® Grundzahlen sind dic Gleichungen der Parameter-



128 Taeropor MoLigw.

gruppe der allgemeinen linearen homogenen Gruppe von m Verdnder-
lichen.
Als allgemeine lineare homogene Gruppe wird eine Gruppe:

6) = Dlupze G k=1...m)
f

bezeichnet, deren Coefficienten simmtlich von einander unabhingig
sind, Die Gleichungen der Parametergruppe derselben sind :

) 'vt"k‘——"’zuil'vlk (t, k,l=1...m),
!

und diese sind gleichzeitig die Productgleichungen eines iu der Normal-
form vorliegenden urspriinglichen Zahlensystems von m? Grundzahlen. —
Es sei an dieser Stelle noch der spiter gelegentlich zur Ver-
wendung kommende Begriff einer Untergruppe, soweit letztere zu
einem Zahlensystem gehort, besprochen.
Werden die Parameter einer zu einem Zablensystem gehorigen
Gruppe

(8) X = 2 bir(u) x: G, k=1 ...m)
k

linearen Transformationen unterworfen, so entspricht jeder solchen
eine Aenderung der Basis des zugeh6rigen Zahlensystems. Es kann
nun eintreten, dass die Parameter u, ...u%,, %.,...u, der Gruppe
sich so wihlen lassen, dass vermdge der Gleichungen der Parameter-

gruppe
v,-’:=2ai;uw, (?,, L,l==1 ﬂ),
ki

wenn
u"+l == ke 0 == Yy == O
und
. vr+1.—_=...=v'=0
gesetzt wird, auch
Vgt = =, = O

wird. Das Nullsetzen der Grissen #ny;...u, mag in den Coefficienten
der Gruppe (8) dadurch angedeutet werden, dass in ihnen w durch u
ersetzt wird. Verschwindet nun die Determinante

|Bix (1) | (G, b=1...m)

nicht identisch, so bilden die Gleichungen

(9) Z; = 2’ b.-;(u) Ty (2, E=1... m)

die Gleichungen einer zu einem Zahlensystem gehtrigen Gruppe. Man
tiberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (9) alle hierzu erforderlichen
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Bigenschaften aufweisen. HEs wird dann die Gruppe (9) eine Unter-
gruppe der Gruppe (8) genannt, und zwar eine zu einem Zahlensystem
gehdrige Untergruppe. Es braucht wohl kaum erwihnt zu werden,
dass jede zu einem Zahlensystem gehdrige Gruppe in m Veréinderlichen
Untergruppe der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe in m
Veréinderlichen ist.

§ 2.
Begleitende Gruppen.

Die nihere Untersuchung der zu Zahlensystemen gehorigen Gruppen
stiitzt sich hauptsiichlich auf den Begriff der begleitenden Gruppen.

Lassen sich die Verinderlichen einer zu einem Zahlensystem ge-
horigen Gruppe so wihlen, dass die Gleichungen der Gruppe die
Gestalt

xi'=2bik(“) L G k=1...p)
k
’ t=1...m—p
xp-{-i=2bp+i)k(u) Tk (k= 1 e e e M >
k

erhalten, so definiren die p ersten dieser Gleichungen ebenfalls eine
Gruppe. Die Bedingungen hierfiir, ndmlich die Existenz eines Glei-
chungensystems

@) ba(@) = D) bu) bu(v) (i, ky l=1...p)

(1)

und die Auflosbarkeit der p Gleichungen nach =z, ... 2, sind bereits
unter den Bedingungen der Gruppeneigenschaft von (1) enthalten. Fs
soll die so erhaltene Gruppe ewne die Gruppe (1) begleitende Gruppe ge-
nannt werden., Ebenso zeigt sich, dass auch die Gleichungen

@) = bppaprr @ty (G, h=1... m—p)
k

eine Gruppe.definiren. Dieselbe soll als eine Nebengruppe der Gruppe
(1) bezeichnet werden.

Durch einen, der Erzeugung begleitender Zahlensysteme analogen,
Process lassen sich begleitende Gruppen einer zu einem Zahlensystem
gehorigen Gruppe auffinden.

Bildet man eine lineare Form der abhéngigen Verinderlichen der,
in allgemeiner Form vorgelegten, Gruppe

>

(4) 5= Dlbaw s G h=1...m),

Mathematische Annalen, XLI, 9
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so ist diese eine bilineare Form der unabhingigen Verénderlichen und
der Parameter:

(5) 2 oz,-x.-' == 2 o b,k(%) Lr (?/, E=1... M)
t i,k

Definirt man die Parameter u," ... u, durch die Gleichungen
b)) = D bu(w) bix(w) (G, b, I=1...m)
i

und trigt sie in die Gleichung (5) ein, so geht letztere mit Riicksicht
auf (4) in

©®) D abaw) =D abs)m (G, k=1...m)
&,k

6k

iber. Aus dieser Gleichung wird eine begleitende Gruppe von (4) auf
folgendem Wege gefunden. Lassen sich die m Formen

Dl wba) @ k=1...m)

s

durch p unabhingige lineare Formen von #, ... u, linear darstellen,
etwa durch B,(u) ... B, (u), so wird aus (6):
(M DlBwyg =D By G=1...m
j j
WO 2, ...#p lineare Formen von z, ..., sind. Durch lineare Trans-

formation der Veréinderlichen der Gruppe kann tibrigens erreicht werden,
dass diese Formen gerade gleich z, ...z, werden, so dass aus (7)

®) 2 by = pey  (G=1...m

hervorgeht, Es lagsen sich dann w, ... w, so wihlen, dass alle
Grossen B, (w) ... Pp(w) bis auf B;(w) verschwinden. Lisst man 7 die
Zahlen 1 ... p durchlaufen und beachtet, dass die Grissen f;(u)
lineare Formen von «,...u, werden, so folgt aus (8) das Gleichungen-
system

(9) x{=2 bik(u) Xk (’&, k=1... p),

durch welches eine begleitende Gruppe von (4) definirt wird. Bezeichnet
man diese Herleitung einer begleitenden Gruppe als Erzeugung der-
selben aus einer Form, so kann man sagen:

Satz 33. Ldsst sich eine lineare Form der abhdngigen Verdnder-
lichen einer eu einem Zahlensystem gehirigen Gruppe als bilineareJorm
von p unabhingigen lincaren Formen der Parameter und also auch
von p unabhdngigen linearen Formen der unabhdingigen Verdnderlichen
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darstellen, so erzeugt sie eine Gruppe in p Verdnderlichen, die die ge-
gebene Gruppe begleitet.

Die Analogie mit dem Satze 7,.fallt in die Augen. Uebrigens
ist die Identitit der gegebenmen Gruppe mit der begleitenden Gruppe
nicht ausgeschlossen. Ferner hat man in Analogie des Satzes 8
den Satz:

Satz 34. Jede erzeugende Form eimer begleitenden Gruppe 25t
lineare Form der Verdnderlichen der begleitenden Gruppe.

Denn die Gleichung (8) ist nur eine andere Form der Gleichung
(6) ; es ist also:

tyh=1...m
; bi ’I —_ . . ( ’ ' )
,-'Zk"a k() 2 Zﬂf(w)xl j=1...p
und wenn fiir w, ... w, die Parameter der identischen Transformation
gesetzt werden, so folgt hieraus:

a Fas= Sy (210

¢

wodurch der Satz bewiesen ist.

§ 3.
Transitivitdt und Intransitivitat.

Es machen sich, wie bei #hnlichen Untersuchungen, so auch hier
die Unterschiede zwischen transitiven und intransitiven Gruppen geltend ;
doch gelingt es die Behandlung letzterer auf die ersterer zuriickzufiihren.

Eine Gruppe heisst transitiv, wenn es im Allgemeinen moglich
ist, vermittelst einer Transformation derselben ein beliebig vorgegebenes
Werthsystem der Verdnderlichen #, . .. 2, in ein anderes beliebig vor-
gegebenes Werthsystem z,”. .. z, tiberzufithren; sie heisst intransitiv,
wenn dies im Allgemeinen nicht moglich ist.

Es ist danach eine zu einem Zahlensystem gehorige Gruppe

(1) o= Dbz G k=1...m)
&

transitiv, wenn #,” ...z, als lineare Formen blos von u, ... u, be-
trachtet, von einander unabhingig sind; sie ist intransitiv, wenn
%, ... %, durch weniger als m Formen von u,...u., etwa m — p
unabhiéingige, linear sich darstellen lassen. —

Um dieser Frage niher zu treten, kann man die in folgender
Weise aus der Gruppe (1) derivirte Gruppe benutzen.

Es seien ¢, ... ¢n m verinderliche Grossen, die béi jeder linearen

g%
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Transformation von z, ..., in z,...z, sich derart in ¢...c,
transformiren, dass

2, Ci$i=20f"x,-' (t=1...m)
t J

wird. Unterwirft man also die Grossen z, ...z, einer Transformation
der Gruppe (1), so unterliegen die Grossen ¢, . .. ¢, der Transformation
(2) Cr == 2 bu(wye: (G, k=1...m).

Die durch die Gleichungen (2) definirte Gruppe mag die s2ur Gruppe
(1) conjugirte Gruppe genannt werden.

Man sieht sofort ein, dass, falls die Gruppe (1) eine begleitende
Gruppe besitzt, auch ibre conjugirte Gruppe eine solehe besitzt; und
zwar wird die conjugirte Gruppe der begleitenden Gruppe Nebengruppe
an der conjugirten Gruppe, wihrend die conjugirte der Nebengruppe
begleitende Gruppe der conjugirten Gruppe wird. Das fiber die
Erzeugung begleitender Gruppen aus linearen Formen der Veriinder-
lichen Gesagte findet auch auf die conjugirte Gruppe Anwendung.

Man kann nunmehr zeigen:

Satz 35. Jede intransitive 2u einem Zahlensystem gehirige Gruppe
besitat éine transitive begleitende Gruppe.
Ist nidmlich die Gruppe:

;) = E bix(u) 23 (2, k=1...m)
k
intrausitiv, so sind die #¢ Formen von w, ... w%,:

2 b,-k(u) 124 ('l:, E=1... m),
k

wie auch o ... a, gewdhlt sein mogen, nicht unabhingig von ein-
ander, sondern durch weniger als m, etwa m — p lineare unabhéngige
Formen von «, ... w, linear darstellbar. Dann muss nach dem
33. Batze die lineare Form der Veriinderlichen der conjugirten Gruppe

Zakckr-:Zakbik(u)c{ (Z,k==] ...M)
k ik

eine begleitende Gruppe der letztern in m — p Veriinderlichen er-
zeugen; es besitzt also auch die gegebene Gruppe eine begleitende
Gruppe und zwar in p Verdnderlichen. Eine intransitive Gruppe be-
sitzt also stets eine nicht mit ihr identische begleitende Gruppe. Da
nun jede zu einem Zahlensystem gehdrige Gruppe von einer solchen
Gruppe begleitet wird, die selbst keine weitere begleitende Gruppe
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besitzt, so kann letztere jedenfalls nicht intransitiv sein und es besitzt
‘somit jede zu einem Zahlensystem gehdrige intransitive Gruppe eine
begleitende transitive Gruppe. —

Es ist bereits oben die Parametergruppe

(3) ol = D ahwmv, (G, b l=1...n)
ki

einer zu einem Zahlensystem gehorigen Gruppe ihren Eigenschaften
nach in einer Weise dargestellt worden, die hier zu Statten kommt.
Die Gleichungen (3) als Productgleichungen eines Zahlensystems unter-
liegen linearen Transformationen nur in der Weise, dass jede lineare
Transformation auf alle drei Reihen von Parametern gleichzeitig aus-
gefiihrt werden muss. Sieht man jedoch die Gleichungen (3) als
Gleichungen einer Gruppe mit den Veriinderlichen v, ..., an, so
sind %, ...u, die Parameter der Gruppe; lineare Transformationen
der Veriinderlichen der Gruppe sind dann solche, die gleichzeitig blos
auf die Grossen v, ...wv, und v, ...wv, ausgefihrt werden. Fasst
man die Parametergruppe in diesem Sinne, so besteht der Satz:

Satz 36. Jede lramsitive zu einem Zahlensystem gehirige Gruppe
liisst sich als begleitende Gruppe ihrey Paramelergruppe auffassen.

Denn ist die Gruppe
4 o= baW) @ (G h=1...m)
%

transitiv, so lassen sich m Grbssen o, ... @, so wihlen, dass die
m (rrdssen

= Dbpw)a G h=1...m)
k

von einander unabhiingige lineare Formen von v, ...v, sind. Setst
man dann:

o= D ba) e G k=1...m),
k

indem man o, ... v, durch die Gleichungen der Parametergruppe,
oder was dasselbe ist, durch die Gleichungen

b,-;,(v')w E b“(%) blk(”) (@, k, =1 ... m)
!
definirt, so wird
5) 8 == 2 bi(uyze (6, k=1...m).

Man kann nun offenbar die Gruppe (4) durch die ihr an Gestalt
gleiche Gruppe (5) ersetzen. Letztere ist aber eine begleitende Gruppe
der Parametergruppe von (4), da ihre Verdnderlichen unabhingige
lineare Formen der Verinderlichen der Parametergruppe sind, —
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Der Vortheil, der aus dieser Betrachtung erwichst, liegt darin,
dass zur weitern Untersuchung der Gruppen diejenigen Higenschaften
ihver Parametergruppen, die durch die Untersuchung der Zahlensysteme
bis jetzt bekannt sind, herangezogen werden kinnen.

§ 4.
Die urspriinglichen Gruppen.

Es wird sich jetzt darum handeln, die KEigenschaften derjenigen
zu Zahlensystemen gehdrigen Gruppen festzustellen, die ausser sich
selbst keine begleitende Gruppen besitzen.

Die allgemeine lineare und homogene Gruppe
(1) x,-’:-—-Zu,-kxk (Yf,k‘—';—"] ...p)
k

besitet jedenfalls keine begleitende Gruppe, da ihre Coefficienten von

einander unabhingig sind. Sie mige, der Kiirze wegen, einc urspring-

liche Gruppe genannt werder, wit Hindeutung auf ibre Zugehorigkeit

zu einem urspringlichen Zahlensystem. Es wird sich erweisen, dass

diese die einzige Gruppe ist, die keine begleitende Gruppe besitzt.
Zunichst, als Vorbereitung, sei bewiesen:

Satz 37. Jede Gruppe, deren Parametergruppe aus den Product-

gleichungen mehrer urspriinglicher Zohlensysteme gebildet wird, wird

von emmer zu eimem wrspriinglichen Zahlensystem gehorigen Gruppe
beglettet.

Es sei die Parametergruppe einer solchen Gruppe

@) 5= Dbawm  Gh=1...m)
k

durch

(3) o = Db, G hI=1...7),
k1

k!

gegeben, so dass die 7 ersten Gleichungen die Productgleichungen
eines urspriinglichen Zahlensystems bilden, die {ibrigen Gleichungen
aber von den in den ersten Gleichungen vorkommenden Parametern
frei sind, wie entsprechend dem Corollar des Satzes 5 nach den Aus-
einandersetzungen des 4. Paragraphen im ersten Abschnitt geschehen
kann. Bildet man nun, wie im 2. Paragraphen dieses Abschnitts,

die daselbst mit (6) bezeichnete, eine begleitende Gruppe erzeugende,
Gleichung
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(4) Dlebuw)si= Dabu @)z G h=1...n)
ik

i,k

und ordnet sie nach den Parametern:
(5) Zwi Vi (CDI) =2u,-'y,-(x) (?, =1.., 772),

so sind zundichst wegen der Form der Gleichungen (3) %, ... %, nur
von ,...w, und ..., abhingig, die ibrigen Parameter u, i;...%.,
von diesen aber unabhiingig und es werden demgemiss ¥, (z')...p.(2)
bilineare Formen nur von p,(z)...p-() und o, ...u,. Da somit
jede lineare Form von p;(a")...y.(2") nur von w, ...wu, abhingig
sein kann, so wird eine aus einer solchen Form erzeugte Gruppe nur
%, . .. 4, zu Parametern haben, also zu einem urspriinglichen Zahlen-
system gehoren; denn es sind u, ...u, Parameter einer Zahl eines
urspriinglichen Zahlensystems. Selbstredend 1ist bei diesem Beweise
vorausgesetzt worden, dass p,(2)...y-(x) nicht simmtlich vermdge
der Wahl von ¢, . . . @, verschwinden. Es liegt zudem in dieser Voraus-
setzung keine Beschrinkung,
Weiter ist zu zeigen:

Satz 38. Jede zu einem urspriinglichen Zohlensystem mit p* Grund-
zahlen gehorige Gruppe wird von einer urspriinglichen Gruppe n p
Verinderlichen beglestet.

Es sei die gegebene Gruppe
(6) 5 =Dba(Wm  Gh=1...m)
k
und ihre Parametergruppe liege in ihrer Normalform
(M Vgn =2 Ugs Vsn @hj=1...p)
vor, die zugleich die Njormalform der Productgleichungen des urspriing-
lichen Zahlensystems ist. Zieht man behufs Erzeugung einer begleiten-

den Gruppe die Gleichung (5) heran, hier wegen veriinderter Index-
bezeichung von der Form

®) Dwpra@) = Dupra@) @h=1...p),
ok gk
so ergiebt sich aus ihr wegen

Ugn = D Wostisn (@B j=1...p)
J

durch Vergleichung der Coefficienten der Grossen wgs:
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(9) Yo (&) = D v (@) (9 hyd =1...p).

Durch lineare Transformation der Verinderlichen der Gruppe (6) kann
erreicht werden, dass fiir einen bestimmten Werth von g die Formen

vo1(2) . . . ygp(®) gerade den Grossen z, ...z, gleich werden; es sind
dann unter den Gleichungen (9) auch die Gleichungen

. p W . .
(10) Ly ‘"‘""‘2“91“3 (g.0=1...p)
J

enthalten, und durch diese wird eine begleitende urspriingliche Gruppe
von (6) definirt.

Aus dem Beweisgange ldsst sich ausserdem noch schliessen:

Corollar. Gehiren zwer wrspriingliche Gruppen zu einem und
demselben wrspriinglichen Zahlensystem, so kamn erreicht werden, dass
die entsprechenden Cocfficienten in beiden Gruppen gleich werden.

Auf Grund der beiden letzten Sitze lisst sich auch die Richtig-
keit des allgemeinen Satzes zeigen:

Satz 39. Jede z2u einem Zahlensystem gehiorige Gruppe wird von
etner urspringlichen Gruppe begleitet.

Nach den Sitzen 35 und 36 wird jede zu einem Zahlensystem
gehorige Gruppe von einer Gruppe begleitet, die sich ihrerseits
als eine begleitende Gruppe ihrer Parametergruppe betrachten lisst.
Man kann daher zum Beweise des Satzes von einer beliebigen
begleitenden Gruppe der Parametergruppe ausgehen und zeigen, dass
jede solche von einer urspriinglichen Gruppe begleitet wird.

Die Gleichungen der Parametergruppe als Productgleichungen
eines Zahlensystems lassen sich so ordnen, dass die 7 ersten unter

ihnen die Productgleichungen aller begleitenden urspriinglichen Zahlen-
systeme werden

vy = E (i WiV G kl=1.. r),
&yl

t 7‘+i i 1 a v n - T
Vrts xzau U0, ( ) .
o= Eol=1...n

Ist eine solche Anordnung getroffen, so darf keine lineare Form von

v, ... v, unabhingig von v,...v,. sein. Denn nach dem zweiten
Corollar des Satzes 25 ist die Determinante

iza:,mk G hl=1...n)
4

als von o freies Glied einer charakteristischen Gleichung des Zahlen-
systems (11), eine Form nur von »,...v.. Waire nun eine lineare

(11)

I
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Form von v, ... v, unabhéngig von v,...v,, so miisste diese Deter-

minante, nach einem bekannten Satze, fir v,y =".-=19v, =0, also

auch identisch verschwinden. Letzteres aber darf keinesfalls geschehen.
Es sei nun durch

(12) i=Dbawyn  Gh=1...m
k
eine begleitende Gruppe der Parametergruppe (11) gegeben. Jede lineare

Form ihrer Verinderlichen z,"...z, ist lineare Form von v, ... v,
und ldasst sich durch

(13) 2“;‘ V: =2(X;(l;¢ ULV, (&, k, l=1... 7?/)

i ikt

wiedergeben. Die Coefficienten von u, ... wu, auf der rechten Seite
dieser Gleichung sind lineare Formen von #, ... 2, und, als gleich-
zeitige Formen von v, ... v,, nach dem eben gezeigten von v, ... v,

abhiingig. Dann muss eine lineare Form von 2, ...z, existiren, die
nur aus v, ...?, gebildet ist. Denn wére dies micht der Fall, so
wiren 2,...4, darstellbar als linear unabhiingige Formen von v,.y;...v,,
die um lineare Formen von o, ..., vermehrt sind. Da man aber,
ohne die Voraussetzungen iiber die Form der Gleichungen (11) zu
tangiren, v,y;...v, um beliebige Formen von v, .., o, vermehren
kann, so hitte man es in der Hand 2 . .. %, zu blossen Formen von
Vrq1 - - - ¥, 20 machen. Da dies nun nicht angeht, so muss irgend eine
Form von #, ... 2, als lineare Form von v, ... v, darstellbar sein.
Eine solche Form

(14) Zﬁi’vi, :Zﬁia;:,ukv; (Z, k, l=1... 7‘)

ik

wird eine begleitende Gruppe von (12) erzeugen. Da aber die erzeugende
Form nur die Parameter «, ...u, enthélt, so wird die Parametergruppe
der erzeugten Gruppe nur von den r ersten Gleichungen (11) gebildet
werden, also aus den Productgleichungen mehrer urspriinglicher Zahlen-
systeme gebildet sein. Eine Gruppe solcher Art wird nach dem
37. Satze von einer zu einem urspriinglichen Zahlensysteme gehorigen
Gruppe, und eine solche nach dem 38. Satze von einer urspriinglichen
Gruppe begleitet.

Es wird also auch jede Gruppe, die sich als begleitende Gruppe
ihrer Parametergruppe betrachten lasst, von einer urspriinglichen Gruppe
begleitet und folglich, nach den bereits oben angezogenen Sitzen 35
und 36. tiberhaupt jede zu einem Zahlensystem gehorige Gruppe.

— Was die Auffindung einer begleitenden urspriinglichen Gruppe
an einer gegebenen Gruppe anlangt, so ist diese leicht auszufiihren.
Man bildet von den Gleichungen der gegebenen Gruppe
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(15) o = Db (War  (h=1...m)
k
ausgehend, die lineare Form der Veriinderlichen

(16) 2&,— ] =2aib,-k (wWar (G, bk=1...m)
i i,k

und bestimmt ¢, ... e, so, dass in dieser Form nur noch die Para-
meter einer Zahl eines einzigen begleitenden urspriinglichen Zahlen-
systems des zur Gruppe gehorigen Zahlensystems vorkommen; dies 1st
moglich zufolge dem eben bewiesenen Satze.

Dann erzeugt die Form (16), wenn das zum Beweise des 38. Satzes
angewandte Verfahren eingehalten wird, eine begleitende urspriing-
liche Gruppe der Gruppe (15). —

§ b.
Untersuchung einer hesondern Gruppe.

Um in den weitern allgemeinen Untersuchungen, die sich an den
vorigen Paragraphen anschliessen, keine Unterbrechung durch Beweise
einiger nothwendiger specieller S#tze eintreten zu lassen, soll hier die
Untersuchung einer besondern Gruppe eingeschaltet werden.

Es handelt sich um die Gruppe

P

x = > bix(u) s (G=1...p),

(1)

m—p

»
Lpts =2bp+ik(“) Lk +2bp+ip+k(’“) L (le=1...m—p),
k=1 k=1

deren begleitende Gruppe und deren Nebengruppe (siche § 2) urspriing-
lich sind, und zwar insbesondere um die Eigenschaften der Coefficien-
ten bpyir(u).

Es werde zunichst vorausgesetzt, dass die Coefficienten byyix(%)
gich linear durch die {iibrigen Coefficienten ausdriicken lassen: eine
Annahme, auf die nachher jede andre Bedingung, der diese Coefficien-
ten unterworfen sein kdnnen, zuriickgefiihrt werden wird.

Dann kann durch Hinzufiigung linearer Formen von z, ... 2, zv.
Zpt1 e . « ¥ erreicht werden, dass die Gruppe (1) die Gestalt:

x,f =Zb,k(u)xk (@; k=1.. p))

Ty =2bp+ip+k(“) Ttk (hh=1...m—p)
3

erhélt. Dies ist ein Specialfall folgenden Satzes:
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Satz 40. Die Verdnderlichen einer Gruppe, deren Parametergruppe
von den Productgleichungen einer oder mehrer wrspriinglichen Zahlen-
systeme gebildet wird, konnen so gewdihlt werden, dass sich die Gruppe
als ein System von urspringlichen Gruppen darstellt.

Yorausgesetzt, eine solche Gruppe

(@) z = Dbz (G h=1...m)
k

besitze bereits eine begleitende Gruppe von der verlangten Form, so
muss gezeigt werden, dass sie ausser dieser noch eine begleitende
urspriingliche Gruppe besitzt. Die Veriénderlichen der bekannten
begleitenden Gruppe seien 2, ... x,, die Parametergruppe sei so
geordnet, dass die Productgleichungen jedes urspriinglichen Zahlen-
systems gesondert auftreten.

Bildet man dann die Gleichung

) Dabawm = Dubu(w)n (G h=1...m)

ik ik
so, dass @gyy...a, nicht simmtlich verschwinden, und ordnet sie
nach den Parametern, so muss irgend ein Parameter mit einer linearen
Form von z, ..., multiplicirt sein, die nicht blos aus z, ... z, ge-
bildet ist. Nach der Anordnung der Parametergruppe ist dieser Para-
meter zugleich ein Parameter einer Zabl eines der urspriinglichen
Zahlensysteme, etwa des Systems:

Vgn = > Ui Vs G hj=1.,.p).
. ‘

Dann lisst sich die Gleichung (3) in der Form

D) 4= D ra @+ G hi=1...p)
g h

0%
schreiben, und durch Vergleichung der Coefficienten kommt:

@ yon(8) =D 705(8) (9 hj=1.. p).
7

Da irgend cine der Formen y, (2) nicht blos von x, ...z, ab-
hiingt, so wird auch irgend eine der p ursprilnglichen Gruppen (4)
die bekannte begleitende Gruppe von (2) nicht hegleiten; da sie
urspriinglich ist, wird auch keine lineare Relation zwischen ihren Ver-
anderlichen und z, ...z, bestehen, da sie sonst eine begleitende Gruppe
mit der bekannten begleitenden Gruppe gemein hiitte; es besitzt also
thatsiichlich die Gruppe (2) ausser der bekannten begleitenden Gruppe
noch eine weitere begleitende urspriingliche Gruppe und damit ist



140 Tregopor MOLIEN.

zugleich gezeigt, dass sie sich als System urspriinglicher Gruppen dar-
stellen ldsst.

Insbesondere ldsst sich also auch die Gruppe (1), wenn ihre
Parametergruppe aus den Productgleichungen eines oder zweier urspriing-
lichen Zahlensysteme gebildet wird, durch zwei urspriingliche Gruppen
darstellen; zudem ist gezeigt, wie ausser der bekannten begleitenden
Gruppe die zweite begleitende Gruppe gefunden wird.

Weiter ist zu zeigen:

Satz 41. In der Gruppe:

¥y

X; == bik(u)xk (t=1...p),

m—p

ot -pr+,k ()2 + Dlbpsip(0) Gpps (i=1..com - p)

k=1

deren begleitende Gruppe und deren Nebenmgruppe wurspriinglich sind,
sind die Coefficienten bpii (u) entweder unter einander und von den
ubrigen Coefficienten linear unabhdngig, oder sie sind sdmmilich lineare
Formen der dibrigen Coefficienten.

Die allgemeinste lineare Relation, der die Grossen b, (4) unter-
worfen sein kdnnen, ist von der Form

(5) Zaik bptik(u) = f(u),

e

wo f(w) eine lineare Form der Coefficienten b;;(u) und bppipir ()
bedeutet. Ersetzt man in dieser Gleichung entsprechend den Glei-
chungen der Parametergruppe

b (v) = D bu(w) b (0) (i by I=1... m)

die Parameter w,...u, durch v/...v,, so entsteht aus ihr die
Gleichung:

Z“t‘k Opiz (1) bix (V) +2“ik bptip+i () bppjr (v) = (V')

0k, 3 i kg
(@n7*—'1 W@-—‘p
kl=1
Setzt man hier fiit die Grossen b,y z(v) ihre Werthe, ausgedriickt
durch die bix (v), die bptipys(v) und die tibrigen Parameter der Gruppe,

und vergleicht dann die Coefficienten von b, (v), so0 erhilt man das
System der Gleichungen
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, : — £® t=1...m—
(6) Z“zkbp+;l(u) = [7 (u) (k, I—1. . p) ,
wo durch £;® (4) wiederum lineare Formen der b; () vnd der bppiprx (%)
bezeichnet sind. In derselben Weise die Coefficienten der Grossen

bptip+i(u) vergleichend, erhilt man die Gleichungen

@ Jewaodn (421570

k

Aus jeder Relation (5) folgt also ein System von Relationen der
Form (6) und eines der Form (7); die Relationen (6) enthalten nur
Grossen bpyix(u) von gleichem zweiten Index, die Relationen (7) solche
von gleichem ersten Index. Die linke Seite jeder Relation geht in
die linke Seite einer andern Relation iiber, wenn man den festen Index
durch einen andern ersetzt.

Legt man also ein System von Relationen der Form (6):

Db =) (T30 )

)

derjenigen Betrachtung zu Gruunde, durch die die Relationen (7) aus
(D) abgeleitet werden, so erhilt man ein System von Relationen, in
denen beide Indices der b,y.:(u) fest sind, also Relationen der Form:

(8)  bpta(w)=fu(w) (f=1...m —pjk=1...p)

wo die Grissen fix(w) ebenfalls lineare Formen der b,4:p4: (%) und der
bix (4) bedeuten. Es versteht sich von selbst, dass die rechten Seiten
der Gleichungen (5)—(8) sémmtlich oder zum Theil verschwinden
konnen. Es sind also unter Voraussetzung einer linearen Relation der
Form (5) alle Coefficienten by () lineare Formen der iibrigen
Coefficienten.

Halt man diesen Satz mit dem vorhergehenden Satz zusammen,
so sieht man, dass in der Gruppe (1) entweder die Coefficienten
bptizx (w) von einander und von den ibrigen unabhingig sind, oder
aber die Versnderlichen der Gruppe so gewdhlt werden kbnpen, dass
diese Coefficienten sammtlich verschwinden. Xinen andern Ausdruck
erhilt dies Resultat, wenn der im Schluss des ersten Paragraphen
dieses Abschnittes erdrterte Begriff der Untergruppe herangezogen
wird. Da die Coefficienten b, {«) unabhéingig sind, so kénpen sie
zum Verschwinden gebracht werden, ohne dass die iibrigen Coefficien-
ten dadurch tangirt werden und es wird durch dies ihr Verschwinden
eine Untergruppe der Gruppe (1) definirt. Man hat also:

Satz 42. Die Verdnderlichen der Gruppe
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p
x; =Zbik (u) 2z (t=1...p),
k=1

p m—p
Cppi = 2 bpix(%) Z +25p+-'p+k(u) Zptr  (F=1...m—p)
k=1

k=1

mit wrspriinglicher begleitender und urspyiinglicher Nebengruppe konnen
so gewdhlt werden, dass die Gruppe die Uniergruppe

" =Zbik(u) 1 G k=1...p),

x;;—}-i =26p+ip+k (u) Zp+% (Z, k=1... m———p)
k

besitet.
In diesen Satz ist auch der Fall mit eingeschlossen, dass die
Gruppe mit ihrer Untergruppe identisch ist,

§ 6.
Die Normalform der zu Zahlensystemen gehiérigen Gruppen.

Am Schluss des vierten Paragraphen ist gezeigt worden, wie eine
begleitende urspriingliche Gruppe bei einer gegebenen Gruppe gefunden
wird. Ist eine solche gefunden, so kann die gegebene Gruppe in die
Form

x; =2bik(u') Zx GLEk=1...p),
k

o= a2
k

gebracht werden, so dass die p, ersten Gléichungen die begleitende
urspriingliche Gruppe wiedergeben. Sucht man dann an der zu-
gehorigen Nebengruppe

(1)

"B}.H =2bpr{4‘p,+k(u) Lp,+k (2, k=1...m— P1)
k

eine begleitende urspriingliche Gruppe auf und fithrt diejenige Trans-
formation aus, durch die die Gleichungen letzterer zu den p, — p,
ersten Gleichungen der Nebengruppe gemacht werden, so wird durch
diese Transformation die Gruppe (1) in die Form
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# = Dbatwz (G k=1...p),
k
i = Sl ((ZhomR),
k e

Tprti = 2 Dpetir () (}Z i :Z?;—pg)
k

gebracht. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erlangt die Gruppe (1)
die schliessliche Gestalt:

P
i =Zbik (w). 2 (z=1:--py),
k=1
PP

xz’d—' = 2 by, iz (u) - 2% +2bpl+1pl+k (W 2ppr (G=1---p,—p),
@ - '
DPr—D

Lpgris = Z bpg+ir (). 2x+- 2, o Aintk () Tpgr =+
k=1
m—>2q

PPN +26Pd+"l’d+k (u) x,,d_*_k (7,——.._—.:1 .o .m_\_pd%
k==1

Diese ist so beschaften, dass jede der d 4 1 Gruppen
(B) 4 ==pr9+ng+7= (W) Zpy 42 Gh=1...0541—py),
k

wo g der Reihe nach gleich O...d und py =0 zu setzen ist, urspriing-
lich ist. Die Coefficienten dieser Gruppen betreffend, sind die einer
jeden von ihnen untereinander unabhingig. Haben zwei der Gruppen
verschiedene Parametergruppen, so bestehen keine Beziehungen zwischen
ihren Coefficienten. Haben dagegen zwei der Grnppen die Parameter-
gruppe gemein, so kann stets vorausgesetzt werden, dass die ent-
sprechenden Coefficienten gleich sind. Denn besitzt die Parameter-
gruppe die Form
ik = > UitV (hk1=1...p)
i

so lasst sich jede zu ihr gehorige urspriingliche Gruppe in die Form
x;’g’*‘i: uikxpg+k (i7k=1"'p)
k

bringen, nach dem Corollar des 38. Satzes. —
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Hat man einer zu einem Zahlensystem gehdrigen Gruppe die
Gestalt (2) ertheilt, so konnen doech noch innerhalb gewisser Grenzen
die Veriinderlichen beliebig geéindert werden, insofern als die Form (2)
einer Gruppe ihrem Wesen nach sich nicht &ndert, wenn z,.;...%p,
um lineare Formen von z,;...&, , die Grossen z,;...%p um lineare
Formen von z, ...z, u. s w. vermehrt werden. Um von der Gestalt
(2) einer Gruppe ansgehend eine Normalform derselben zu definiren,
kann man also noch eine Beschrinkung hinzufiigen. Diese Be-
schrinkong soll darin bestehen, dass unter den Transformationen der
Gruppe auch alle Transformationen der Gruppe

, L k=1.., —
(4) Tog+: =k2bpy+ip9+" () Tpy+ %7!] =0.. .594—2 pg)

enthalten sein sollen, dass also mit andern Worten, die Gruppe (2)
die Untergruppe (4) besitzt.

Dass diese Bedingung wirklich zuldssig ist, muss zunichst gezeigt
werden. In der That lasst sich mit Hilfe des 42. Satzes der folgende
beweisen:

Satz 43. Die Verdnderlichen jeder Gruppe von der Gestalt (2):

Py
GC," =2 ik(u)xk (Z:——-l .p,),
k=

Da— P
Tt “pr.+zk () e 4 Z, bytietr (W Zpr ((=1...p,—py),

(5)
Dx—D.
Lpy+ '""prd+tk () 22 + 2 pa+imtr (W Zptr + -
m—pg
+2 bpd+=pd+k () 2yt (1=1...m—pa),

konnen so gewdhlt werden, dass die Gruppe die Untergruppe

(6) Ty +i =25pg+fpy+k () @p,4x (G h=1...pg11—py)
‘.

enthalt.
Wird vorausgesetzt, dass die zur begleitenden Gruppe

ol = bawa  (VEZ40)

gehorige Nebengruppe bereits in der verlangten Form sich vorfindet,
so dass sie die Untergruppe
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x;”g‘*‘i =;’b”y+"f’g + (u) Tpy+k (?/, ;:%%—f—l —pg)

enthélt, so kann man in der gegebenen Gruppe den Parametern solche
Bedingungen auferlegen, dass die Nebengruppe in diese ihre Unter-
gruppe iibergeht und gleichzeitig die gegebene Gruppe in eine ihrer
Untergruppen. Deutet man in denjenigen Coefficienten der Gruppe,
‘die nicht nothwendig verschwinden miissen in Folge der Bedingungen,
die aber mboglicherweise durch dieselben modificirt werden, dies Ver-
halten dadurch an, dass man % durch u ersetzt, so hat die in Rede
stehende Untergruppe der gegebenen Gruppe die Gestalt:

P
@i =2bik (u)z; (t=1...p,),
k=1
D2—P

]
(1) Tocti =Z’bp,+fk (W) z +pr.+i.m+k (W2ptr  (f=1...p,—p),
k=1 k=1

m—pa

D
Tpg+i ‘=25pd+ik (w) 2z +prd+ipd+k (@) Zpg 41 (t=1...m—pa).
k=1 k=1

Diese Untergruppe aber besitzt die d begleitenden Gruppen

n

2 = Y b (u)a (t=1...p,),
( ) A Pg+1"‘}’y
Tpyti = 2 bpg -+t (1) 2+ 2 bogtipgts (W) Tptr ((=1...Pppa—i),
k= k=1
(g= 1 ce e d) .

Hier kann man nach dem 42. Satz erreichen, und zwar durch Hinzu-
fiigung linearer Formen von #;...%, zu %p 41...%p,,,, dass jede
Groppe (8) die Untergruppe

x; =szk (‘u)xk (iyk"":l "'pi)a

oy +1 =prg+epg+k (W) @py 42 (h k=1...0p41—1py)
k

besitzt; dann wird auch die gegebene Gruppe (5) die Untergruppe (6)
besitzen. Damit bhat die gegebene Gruppe die gewlinschte Gestalt
erhalten; man erkennt zugleich die Zuldssigkeit der Voraussetzung iiber
die Form der Nebengruppe; es ist die successive Anwendung der eben
gefiihrten Betrachtung, vermittelst deren man die Nebengruppe in jene
Form bringt. —

Mathematische Annalen, XLI, 10
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Die jetzt erhaltene Form der Gruppe wurde schon oben als die-
jenige Dbezeichnet, die als Normalform der esu einem Zahlensystem
gehorigen Gruppe definirt werden soll. Geeignet hierzu erweist sie
sich durch die Einfachheit der zwischen ihren Coefficienten moglichen
Relationen, von denen sofort die Rede sein soll. Dass eine Gruppe
unendlich vieler Normalformen fihig sein kann, ist fiir das Allgemeine
belanglos, und kann nur in speciellen Féllen das Bediirfniss nach der
Auswahl einer besonders geeigneten Normalform erwecken.

Was die Coefficientenrelationen angeht, so ist zunichst durch die
Wahl der Normalform die Moglichkeit einer Relation zwischen Coef-
ficienten by 4ip,+x(%), Wo g von h verschieden ist, und Coefficienten
bp,+ip,+x(u) ausgeschlossen. Weiter sind entweder entsprechende
Coefficienten zweier von den bei der Normalform auftretenden urspriing-

lichen Gruppen einander gleich, oder alle Coefficienten beider urspriing-
lichen Gruppen sind unabhingig. Sodann kann gezeigt werden:

Satz 44. Liegt eine 2u einem Zahlensystem gehirige Gruppe in
der Normalform vor, so sind alle diejenigen Coefficienten bp, 4 ; py 11 (%),

die gemeimsame Indices g und h besitzen, von einander unabhingig oder
verschwinden siémmitlich,

Der Beweis verlduft analog dem Beweise des 41. Satzes. In den

unter den Gleichungen der Parametergruppen sich vorfindenden Glei-
chungen

O By tim 2 (0) = Dby i1 Wby py 4 (0) -
)

a +25pg+ipg+f () by, iz, +1 (0)
j

() =1...P01—ps)

(k, l =1.. . ph—{—i"‘—ph)
sind die mittleren Glieder, die hier nicht hingeschrieben sind, unab-
hingig von den Coefficienten der bei der Normalform auftretenden

urspriinglichen Gruppen. Existirt nun zwischen Coefficienten mit be-
stimmtem Indexpaar g, h eine lineare Relation

' ‘ _ t=1...ppp1—D
(10) Z ity iop 1 () = O (k=1..-pi+1——1oi)’

so kdnnen entsprechend den Gleichungen (9) in dieser die Parameter

Uy « .. Up durch v ... v; ersetzt werden. Da die entstandene Relation
einerseits flir jedes beliebig gewihlte Werthsystem von v, ... v,
andererseits fiir jedes beliebig gewshlte Werthsystem von w, ... u,

bestehen muss, so folgen durch Vergleichung der Coefficienten von
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boy+ips+k(v) und von by 4, o (%) mit Null die beiden Relationen-
systeme

11 Cix by, +ip,+1 (W) =0 ( i==1---pg+1—pg)

(h 2 A P];-H( ) k1= o Dat1— D

<

2 2 bo 1 - bij=1...pgp1—p,
& Za””m"“(v} 0 (i),

Durch Anwendung des Verfahrens, durch welche die Relationen
(12) aus (10) hergeleitet wurden, auf das Relationensystem (11) erhilt
man weiter

. _ t=1... g1 —D
(13) bpp+aph+k (u) O (k..—_.-‘ 1 .o .p:+l—p:) ’

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Satz 45. Relationen zwischen Cocefficienten einer in der Normal-
ebene vorliegenden Gruppe nehmen alle die Gestalt

Z“yh bpy+im,+x (1) = 0

gy h

an, wo wber gewisse Werthepaare g, h su summiren ist. Eine solche
Relation hat, wenn sie fir ein bestimmtes Indexpaar i, k gilt, fir alle
Indexpaare i, k zu gelten. Zudem miissen fir jeden Index g, tiber den
summirt wird, in allen Gruppen:

Ly +i = Z, i+ imy -k () Loy + (4 k=1...por1—py)

entsprechende Coefficienten gleich sein und desgleichen muss fiir jeden
Index h, iiber den summirt wird, in allen Gruppen

Lpp+i == Z;bm-:-z'pﬁ-k (%) Zpy,+x (4 k=1...pr11—p»)
k

Gleichheit entsprechender Coefficienten statthaben.

Der Beweis folgt aus derselben Betrachtungsweise, aus der der
vorhergehende Satz erwiesen wurde; da ausser einer gewissen Um-
stindlichkeit in der Bezeichnung keine Schwierigkeiten auftreten, so
sei es gestattet, ihn zu unterdriicken.
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1V. Abschnitt.

Zahlensysteme und Matrices.

§ 1.
Eigenschaften der Matrices.

Die Resultate des vorigen Abschnittes gewinnen bedeutend an
Uebersichtlichkeit, wenn zur Darstellung der Gruppen Matrices benutzt
werden.

Eine Matrixz soll wichts anderes sein, als eime umfassende Be-

zeichnung des Systems der Coefficienten eines Systems linearer Formen.
So bildet das System der Coefficienten der Formen

(1) yi=2aikxk (ir—l...m; k=1n)
P2

eine Matrix
@yqy « . . Gin ’

4=

am]_ * e 0 am ”n
oder kiirzer geschrieben

(2) A = ||| (e=1...m; k=1...7m).

Die Grossen ai; werden als Elemente der Matrix A4 bezeichnet.
Es sollen die folgenden Operationsregeln fiir die Matrices gelten:

1. Man multiplicirt eine Matriz mit einer Zahl, indem man thre
s@mmilichen Elemente mit dieser Zahl multiplicirt.

¥is ist also:
(3) M fla;l] = || Mo (¢b=1...m; k=1...7n)
Diese Operation entspricht der Multiplication des Systems der Formen

y,-::::Za.;kxk (t=1...m; k=1...0)
i

mit der Zahl M.

2. Die Summe zweier Matrices von gleichvielen wagerechien und
gleichvielen senkrechten Reihen ist eine Matriz, deren Elemente die

Summen entsprechender Elemente der beiden gegebenen Matrices sind.
So ist

@) el + llaall = llan+aixl]  G=1...m; k=1...n).

Dies entspricht der Addition entsprechender Formen der beiden Formen-
systeme



Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen. 149

Y: ‘=2aik T
k

Y = Z ik Lk
%

mit gemeinsamen unabhingigen Veridnderlichen.

Als Matrix O wird eine Matrix bezeichnet, deren simmtliche
Elemente Null sind. Zwei Matrices sind gleich, wenn ihre Differenz
Null ist.

3. Das Product zweier Matrices, von denen die eweite so wviele
wagerechte Rethen hat, als die erste senkrechte Reihen besitzt, ist eine
Matriz, derem in der ™ wagerechten und ki senkrechten Reihe be-
findliches Element die Summe der Producte entsprechender Elemente
der i** wagerechten Reithe der ersten Matriz und der ker senkrechten
Reihe der zweiten Matriz ist. So wird aus den Matrices

(5)

das Product

(6) AB=”2aub”¢” G=1...m; l=1...0; k=1...p)
14

(i=1...m; k=1...2)

4= aul (t==1...m; l=1...n),
B=|bul| (=1...n; k=1...p)

gebildet, Dieser Productbildung entspricht die Ersetzung der unab-
héngigen Verinderlichen in den Formen

" =2’a,.,x, (G=1...m; le=1...2)
]

durch neue Veranderliche vermittelst der Formen

x;=2b”‘zk (l=1...7’&; k=1..p)
k

Man bemerkt, dass vermdge dieser Operationsregeln die Addition dem
associativen und commutativen Gesetz, die Bildung eines Productes aus
Matrices dem associativen und distributiven Gesetz der Verkniipfung
folgt. —

Bildet man aus den abhiingigen Verdnderlichen der Gleichungen

(1) go= Dagzy  (i=1..m; k=1...n)
k

eine aus einer cinzigen senkrechten Reihe bestehende Matrix
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so lasst sich diese nach der Productregel der Matrices als Product vop
A == | @] (G=1...m; k=1...n)

mit der einreihigen Matrix

darstellen, so dass in Stelle des Gleichungensystems (7) die einzige
Gleichung zwischen Matrices

(8) n =A%
tritt, —

§ 2.
Darstellung der zu Zahlensystemen gehorigen Gruppen durch Matrices.

Sollen nun die Gleichungen einer zu einem Zahlensystem gehorigen
Gruppe von der im sechsten Paragraphen des vorigen Abschuitts be-
handelten Form:

1)
7 = _S_, bir () 22 (i=1...p),
k=1
L . Pa—p
x;),-}-i == : ; b[71+ik (u) Tk +prl+'l)t+k(“) xp,-}-k (z:::: 1 ‘v 'p') “pl))
. k=1 . k=1 .
(1)
p 4] Dz—~p,
Lpg s = 2, bpg+ix (1) 7%+ 2, boatem+x () Tppi 4+ -
k=1 k=1
ﬂI—'Pd
o + : ; bpd+£pd+k(u)x}’d‘+1' (ial"‘m -M.pd)7
k=1

durch Matrices dargestellt werden, so werde zuerst die Matrix der
C-oefﬁcienten VO Zp, 41+ %y, in denjenigen Gleichungen, durch
die 2 4q. .- Zp, 1, gegeben sind, gebildet:

@) Son(t) = [| by, +ipy 42 (8); (i;%gﬁ ::g;’),
jede solche Matrix soll eine Elementarmatrix genannt werden.

Von den Elementarmatrices besitzen, wie unmittelbar ersichtlich,
alle diejenigen, die den ersten Index gemein haben, gleich viele
wagerechte und alle diejenigen, die den zweiten Index gemein haben,
gleich viele senkrechte Reihen; alle Elementarmatrices 8,9 (u) endlich

eb.ensoviel senkrechte als wagerechte Reihen. Bezeichnet man fermer
mit &, ... &; die Matrices
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| o, +1 |
b= 1,
i Trg 41 '
so folgt aus den Gleichungen (1), dass die Matrix £, durch
3) gy‘ == $g0 (%) go + - Sgy(u)gy

wiedergegeben wird, wobei die Operationszeichen im Sinne der fiir
die Matrices geltenden Operationsregeln zu nehmen sind.
Die Gleichungen der Gruppe (1) erbalten auf diese Weise folgende

Gestalt: '
Ey' = So(w)§,,

§ = s,(w) &, + s, (w)§,,
(4) . .

Eo = sao(w)y + sas(w)§, + - - - + sua(u)éa
und die Gruppeneigenschaft der Gleichungen (1) oder (4) wird durch
folgende Gleichungen zwischen Matrices wiedergegeben:

(B) S (V) = Som(w)sm(v) + - - - I Sgp () S (v) (‘%:83) ’
die den Gleichungen
te=1 - Pupi—py
bp, +ip, +1 (V) =prg+u(%) bip,+x (V) k=1 - ppp1—Dps
i

=pit1- Pots
entsprechen.

— Sind nun die Gleichungen (1) oder (4) die Gleichungen der
Normalform der Gruppe, so sind die Elemente jeder Elementarmatrix
s;,(t) untereinander unabhingig; ferner sind zwei Elementarmatrices
S (w) und s (u) entweder gleich, oder ihre Elemente sind von einan-
der unabhiingig. Die Gruppe (4) besitzt dann ausserdem die Unter-

e:
SHPP £y = 8p0(w) &,
(6) :

Ei = Saa (’w) Ea.
Die Sitze 44 und 45 gehen in die folgenden iber:

Satz 46. Befindet sich eine au einem Zahlensystem gehirige Gruppe
in der Normalform (4), so sind die Elemente jeder nichtverschwindenden
Elementarmatriz von einander unabhingtg.

Satz 47. Jede Coefficientenrelation bei einer in der Normalform
befindlichen. Gruppe veranlasst eine Relation zwischen Elementarmatrices

von der Form
(7) al Sy‘/,‘(u) + o + a"sgvl‘v (u) = 0)
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wo @, .. .a, numerische Constanten sind, und zudem

Spop(#) =+ - = syyy,,(’“)s

Shn () =« - = sp,a, (%)
18¢.

§ 3.
Die Normalform der Zahlensysteme.

Von der Normalform einer Gruppe ausgehend kann man eine
Normalform des zugehérigen Zahlensystems definiren. Nach den letzten
Sitzen bilden die Elemente eines vollstindigen Systems linear unab-
hingiger Elementarmatrices ein vollstindiges System linear unab-
hingiger Formen der Parameter der Gruppe. Man wird also die Wahl
der Basis des Zahlensystems so treffen konnen, dass die Elemente des
vollstindigen Systems unabhingiger Elementarmatrices direct den
Parametern einer Zahl des Zahlensystems gleich werden.

Wighlt man unter den Gleichungen

son () = 5 (s @) + -+ + sy @) (§Z07007)

diejenigen aus, deren linke Seiten von den unabhingigen Elementar-
matrices gebildet sind, ersetzt die auf den rechten Seiten etwa auf-
tretenden abhingigen Elementarmatrices durch die ibnen entsprechen-
den linearen Formen unabhiingiger Elementarmatrices, so erhdlt man
die linear unabhédngigen Gleichungen der Parametergruppe, die zugleich
die Productgleichungen des zugehbrigen Zahlensystems sind. Diese
Form eines Zahlensystems kann als seine Normalform betrachet werden.
Die begleitenden urspriinglichen Zahlensysteme sind ihren Product-
gleichungen nach durch die verschiedenen unter den Gleichungen

Sg9 (V') = Sgq (W) 84 ()

gegeben; ebenso leicht lassen sich die Productgleichungen der iibrigen
begleitenden Systeme angeben. Die beilinfige Losung dieser Aufgabe
erscheint hier von geringerer Bedeutung, als man Fingangs der Unter-
suchung geneigt war, ihr zuzuschreiben.

Es muss noch auf die Frage eingegangen werden, welchen Einfluss
auf die Normalform eines Zahlensystems diejenige Gruppe besitzt, von
der ausgehend diese Normalform definirt wurde. Es lisst sich zeigen:

Satz 48. Befindet sich von 2wei, 2u einem und demselben Zahlen~
system gehorigen, Gruppen die eine in threr Normalform, so ldsst sich
auch die andere so in thre Normalform bringen, dass thre Elementar-

matrices Sich linear durch die Elementarmatrices der ersten darsteller
lassen.
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Die eine der Gruppen sei in ihrer Normalform :
By = 80 (1) &y,
(1) S
Ea=>5a0(u)Ey + + + - + saa()Ee;

eine Normalform der andern Gruppe sei:
Ear1 = Saprata (%) Bata,
(@) S
E  =Scap1(W)Eapr + - - - A+ Sec ().

Da die Parametergruppe beiden gemein ist, so wird von einer jeden
urspriinglichen Gruppe der Form:

(3) §d'+/z == Sd-hd-+A (’M) §d+1.
die Parametergrappe durch irgend eine der Gleichungen

Sgg (V") = 5,5 () 5,4 (v)

gegeben sein, wo g kleiner als d 4 1 ist. Zufolge dem Corollar
des 38. Satzes wird man die Verénderlichen jeder Gruppe (3) dann
so #dndern konnen, dass die Matrix der Coefficienten gleich der, die
Parametergruppe definirenden, Matrix s, () wird. Dadurch wird
die Normalform (2) in eine andre Normalform iibergefiihrt, von der
man zeigen kann, dass ihre Elementarmatrices thatsiichlich nur linear
aus den Klementarmatrices von (1) zusammengesetzt sind. Zieht man
némlich die Gruppe (1) mit der transformirten Gruppe (2) zu einer
einzigen Gruppe zusammen, so besitzt die entstandene Gruppe ihre
Normalform. Dann sind nach dem 47. Satze alle Elementarmatrices
dieser Gruppe linear durch ein volles System unabhingiger Elementar-
matrices darstellbar. Kin solches System aber ldsst sich bereits aus
den Gleichungen (1) auswiihlen, da die Gruppe (1) mit der Gesammt-
gruppe die Parametergruppe gemein hat; es werden also die Elementar-
matrices von (2) durch die Elementarmatrices von (1) linear ausgedriickt
werden.

— Nach diesem Satze ist es vollkommen gleichgiiltig, welche Gruppe
unter allen zu einem bestimmten Zahlensystem gehdrigen Gruppen behufs
Untersuchung des Zahlensystems zu Grunde gelegt wird.

§ 4.
Eine Classification der Zahlensysteme.

Den Abschluss der Untersuchung soll eine Classification der
Zahlensysteme bilden, die auf Grund der gewonnenen Normalform
ausgefithrt werden kann,

Mathematische Annalen. XLI. 10 **
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Zwes zu Zahlensystemen gehdrige Gruppen :

&0 = s (W),

(1) : )

Eq = Sao()Ey + + -+ - saa(u) Ea
und

Ny == Goo (%)%,
2)

Na = Gao(U) My -+ - + - 4 Gaa(¥)7a
konnen m eine Art verwiesen werden, wenn jeder Gleichung

(3) Sgg (1) = S (%)
eine Gleichung
(4) Ogg (u) = G (u)
und ebenso jeder Gleichung
(5) 850, (W) + « - - + @5, 0, () = 0
die unter den Bedingungen
Sy (U) ==+ + - == 8,4, (u),
Sh, (W) ==+ + - = Sp,4, (1)
existirt, eine Gleichung
(6) @ O n () + - - -+ @0y, (u) =0

entspricht und umgekehrt.

Satz 49. Alle Gruppen einer Art sind durch eme Gruppe der
Art bestimmd.

Als verschiedene Gruppen einer Art sind nur solche zu betrachten,
deren Elementarmatrices verschiedene Anzahlen von Elementen be-
sitzen. Aus einer Gruppe (1) kann man dann alle ibrigen Gruppen
derselben Art finden, indem man in Stelle jeder unabhiingigen Matrix
Sy (w) eine Matrix o, (u) setzt, die eine beliebige Anzahl von wage-
rechten Reihen von KElementen besitzt; weil die Matrices 6, (u)
quadratisch sind, ist dadurch die Anzabl der senkrechten Reihen mit
bestimmt. Krfiillt man sodann die den Relationen (3) entsprechenden
Relationen (4), so ist fiir jede Elementarmatrix o, (%) die Anzahl der
senkrechten und wagerechten Reihen von Elementen bestimmt, da alle
Matrices mit gleichem ersten Index gleich viele senkrechte Reihen und
alle mit gleichem zweiten Index gleich viele wagerechte Reihen von
Elementen besitzen. Da ferner die Relationen (5) und (6) unter solchen
Nebenbedingungen bestehen, die bereits erfillt wurden, so lassen sich

schliesslich auch die den Relationen (5) entsprechenden Relationen (6)
einfithren.
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Satz 50. Haben zwei Gruppen verschiedener Arten dic Parameter-
gruppe gemein, so lasst sich zu jeder Gruppe der einen Art eine Gruppe
der andern Art finden, die mit ihr die Parametergruppe gemein hat.

Zwei Gruppen mit gemeinsamer Parametergruppe kbnnen nach
dem 48. Satze derart in die Normalformen:

Ey == 890 (u) &o»

(7) ; ;
£ = S(ao(%) %U -+ de(u)gd
und
a1 = Sup1 a1 (%) §d+1 ’
8) : :

Bl == Se a1 (u) gd—i—l e SR i 7T (u)gc

gebracht werden, dass die Elementarmatrices der einen Gruppe linear
durch die Elementarmatrices der andern ausgedriickt sind, Zieht man
run die Grappe (7) mit der Gruppe (8) in eine einzige Gruppe zusam-
men und ersetzt die unabhéingigen Elementarmatrices von (7) so durch
neue, dass aus (1) eine andre Gruppe ibrer Art hervorgeht, so geht
auch die aus (7) und (8) zusammengesetzte Gruppe in eine andre
Gruppe ihrer Art iiber, die die Parametergruppe mit der aus (7) ent-
standenen Gruppe gemein hat, Dadurch geht auch aus (8) eine Gruppe
von einerlel Art mit (8) hervor, die mit der aus (7) entstandenen
Gruppe die Parametergruppe gemein hat., —

Man wird swei Arten von Gruppen in cine Classe verweisen konnen,
wenn jede Gruppe der einen Avt die Parametergruppe mit einer Gruppe
der andern Avt gemein hat. Rechnet man ferner dicjenigen Zahlen-
systeme, die zu den Gruppen eimer Art gehiren, zu cimer Classe, so
kann man den 50. Satz auch so formuliren, dass alle Arten einer
Classe von Gruppen zu einer und derselben Classe von Zahlensystemen
gehoren.

Nach allem diesem kann jede Classe von Zahlensystemen als durch
eine beliebige Gruppe, die zu einem Zahlensystem der Classe gehort,
definirt betrachtet werden. Insbesondere kann die definirende Gruppe
so gewihlt werden, dass die Gleichungen der Normalform (1) Glei-
chungen zwischen gewthnlichen Grdssen

Ty = Qo (%) Ly,
(9) S
xé == a/dO(u)xo + SR + a,gd(u)xd.
Ein Zahlensystem, das zu einer solchen Gruppe gehort, hat die

besondre Kigenschaft, dass die begleitenden urspriinglichen Systeme
derselben nur je eine Basiszahl besitzen. Die Productgleichungen
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dieser urspriinglichen Systeme sind durch die unabhingigen unter den
Gleichungen

tgy (V) = agy () @gy (V)
gegeben. Jeder Classe von Zahlensystemen gehort ein solches Zahlen-
system an, und so mag dies Sonderresultat als letzter Satz dieser
ganzen Untersuchung gefasst werden.

Satz 51. Jedes Zahlensystem, dessen begleitende wurspriingliche
Systeme nur je eine Basiszahl besitzen, definirt eine Classe von Zahlen-
systemen, so dass, wenn alle jene Systeme bekawnt sind, dadurch vber-
haupt alle Zahlensysteme gegeben sind.

Dass Schwierigkeiten von wesentlicher Art der Aufsuchung dieser,
gewissermassen typischen, Zahlensysteme nicht im Wege liegen, geht
schon aus andern Untersuchungen hervor und so mag diese Frage,
als das Ziel, das ich mir gesteckt, iiberschreitend, hier unerortert
bleiben.

Dorpat, August 1891.




