
Ueber Systeme h6herer complexer Zahlen. 
Von 

THEODOR ]~/~OLIEN in Dorpa& 

Einleitung. 
Vorliegende Abhandlung be~riff~ diejenigen Zahlensysteme, deren 

Zahlen dem associativen und commu~a~iven (~esetz der Addition und 
dem associa~iven und beidersei~ig distribu~iven Gese~z der Multiplication 
unterliegen. 

Es handelt sich um solche Eigenschaften, denen gem~ss eine 
Charak~erisirung und Aufz~ihlung der Zahlensysteme erfolgen kann: 
die Auffindung einer Normalform, aus der leicht die Gleichheit oder 
u gegebener Zahlensysteme geschlossen werden kann, 
ferner die MSglichkei~, Zahlensysteme ~hnlichen Aufbau's, in Cate- 
gorien vereint, gemeinsamer Behandlung zu unterwerfen. Ein weiterer 
Ansatz zur Aufz~hlung schien entbehrlich, setzt ja die grosse Mannig- 
fal~igkei~ mSglicher Formen [iberhaupt jedem Aufz]ihlungsversuch seine 
Grenzen. Diese Stellungnahme ist um so berechtigter, wenn erreicht 
is~, dass Zahlensysteme, die wohlbekann~ und vielbehandelt sind, sich 
in charak~eristischer Weise unter den andern hervorheben. In der 
That thut dies eine Categorie yon Zahlensystemen, die ieh urspriingliche 
nenne und zu denen n~chst H a m i l t o n ' s  Quaternionen auch die No- 
nionen Sylves~er ' s  gehbren. 

Yon einschneidender Bedeutung kann, wie ein besonderer Fall 
zeigt~ dle Deutung eines Zahlensystems werden. Herr Dedekind*)  
hat eine ganze Classe yon Zahlensys~emen mit commutativer Multi- 
plication**) dutch den Hinweis auf ihre Identit{it mi~ ZahlkSrpern 
erledigk Aus diesem Gesicbtspunkt sind die Grundzahlen dieser Zahlen- 
sys~eme gewShnliche mehrdeutige GrSssen. Gleichen Erfolg haben 
bisherige Deutungsversuehe der allgemeinen Zahlensysteme nicht auf- 
zuweisen, wenngleich dutch sie wirksame Hilfsmittel aufgedeckt 
worden sind. 

*) D e d e k i n d ,  Erl&uterungen ~ur Theorie der sogenannten allgemeinen 
complexen Gr~ssen. GStt. Nachr. 1887, pg. 1 ft. 

**) Be~rachte~ zun~chs~ yon W e i e r s t r a s s ,  Zur Theorie der aus ~ Haup%- 
einheiten gebilde~en complexen GrOssen. GSt~. Nachr. 1884 pg. 395 ft.; sodann 
yon S c h w a r z  ebenda pg. 516, D e d e k i n d  dgl. 1885 l~g. 141, H S l d e r  1886 pg.241 
P e t e r s  en dgl. 1887 pg. 489. 

6~ 



84 Ta~.oDoa Mo,,,r.s. 

In erster Linie steht hier Herrn Cay l ey's Theorie der Matrices*). 
Ihrem Wesen nach is( diese eine Theorie tier linearen Transformationen, 
legt abet den Nachdruck mehr alJt" die Schicksale der Substitutions- 
coefficienten als der Ver~nderlichen. Die Matrix bildet die Zusammen- 
fassung der Coefficienten der TransformatioD. Die Matrix liis~t sich 
in Folge der Operationsdefinitionen in doppelter Weise zu einem 
Zahlensystem in Beziehung setzen. Es giebt jede operative Verbindung 
yon Matrices, deren Elemente gleichen linearen homogenen Relationen 
unterworfen sind, eine Matrix derselben Art. So lasse, sieh einerseits 
die unabh~ngigen Elemente solcher Matrices als Parameter einer Zahl 
eines complexen Zahlensystems betrachten, andererseits lii~st sich 
abet auch ein vollsfiindiges System linear unabh~ngiger Matrices der 
eben gescbilderten Art als System der Grundzahlea eines complexen 
Zahlensystems auffassen. Herr Cayley hat ein solches System yon 4 
bin~iren Matrices angegeben, das das gegenseitige Verhaltea der vier 
Grundzahlen der Quaternionen zeigt.**) Bei sonstiger Gleichartigkeit 
beider Auffassungen besitzt die erste den Vorzug, dass sie f~ir die 
Anwendung bequemer is(. ~ Auf einen besoadern Satz aus der in 
Rede stehenden Abhandlung komme ich welter unten zu sprechen. 

Leg( man den Nachdruck, start auf (lie Matrix der Coefficienten, 
auf die lineare Transformation selbst, so bemerkt man, (lass lineare 
Transformationen, die zu einem Zahlensystem Veranlassung geben, 
eine Gruppe bilden. Der erste Hiztweis auf die Gruppeneigenschaft 
der Zahlen eines Systems is( wohl die vielgenannte Stelle bei Herrn 
Po in cart***). Ausfithrliche Darlegungen der Beziehungen yon Zahlen- 
systemen zu Transformationsgruppen sind iusbesondere gegeben in 
2 Abhandlungen der Herren Schef fe rs#)  und S tudy(#) .  Von In- 
teresse is( noch ein fernerer Punkt. Die algebraische Form, in die 
die Grunddefinitionen der EigenschaRen complexer Zahlensysteme her- 
kSmmlicher Weise eingekleidet werden, geht auf die Faaaung yon 
Eigenschaften des gewShnlichen complexen Systems und der Qaater- 
nionen zuriick. Die Erkenntniss der allgemeinern Form, die der 

*) C a y l e y ,  A memoir on the Theory of Matrices. Phil. Trans. vol. 148. 
1858, pg. 17t~. Erw'~hat werden m~ssen auch." L a g u e r r e ,  Sur le calcul des 
syst~mes lindaires. Journ. de l'gcole pol. t. 25. 1867 und die Axbeit yon Fro- 
b e n i u s ,  Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Cre||e's Journ. 
Bd. 84. 1877. 

**) S. hierzu ]~d. Weyr~ Sur la rdalisation des syst~mes associatifs de quan- 
tit~s complexes �9 l'aide des matrices. Pra te r  Si~ungsber. 1887, pg. 616ff. 

***) P o i n c  a r~, Sur lea hombres complexes. Comptes rendus t. 99, 1884, pg. 740. 
t) S c h e f f e r s ,  Zur Theorie der aus ~ Haupteinheiten gebildeten comp|exen 

Gr0ssen, Bet. d. S~,chs. Ges. d .W.  1889. pg. "290 fl: 
Tt') St u d y, Complexe Zahlen und Transformationsgruppen. Bet. d. S~tchs. 

(~e$. d. W. 1889, pg. 176ff. 



Ueber Systeme h~herer eomplexer Zahlen. 85 

Addition vermSge des associativen und commutativen Gese~zes zu- 
komm~, ergiebt sich erst aus der Theorie der Transformationsgruppen. 
Es bildet abet, wie Herr Schur*)  gezeigt hat, der tiblich gewordene 
Ausdruck die ,canonische Form" des allgemeinen Ausdrucks. 

Berechnungen und Aufz~hlungen yon Zahlensystemeu sind unter- 
nommen worden yon B. P e i r c e * * ) ,  yon Herrn Study***) und 
von Herrn S c h e f f e r s t ) .  Peirce giebt Tabellen yon Zahlensystemen~ 
nach den Anzahlen der Grandzahlen geordnet, erkennt iibrigens die 
Unzul~nglichkeit dieses Standpunktes ausdriicklich an. Zahlensysteme 
mit eindeutiger Division und ohne solche werden yon ihm als gleich- 
werthig erachtet. Bei Herrn Study und Herrn Scheffers treten die 
Zahlensysteme ohne eindeutige Division, mehr den Forderungen der 
Gruppen~heorie entsprechend, in den Hintergrund. Vollst~indig auf- 
gezi~hlt werden yon Herrn Study alle Zahlensysteme mit 4 und weniger 
Einheiten, wodurch Lticken, die bei Peirce sich finden, ausgef~lllt 
werden. Ich babe mehrfach Gelegenheit gehabt, den Werth dieser 
Tabellen sch~itzen zu lernen. Herr Scheffers geht einen Schritt welter, 
insofern er Regeln sucht, mit Hilfe deren aus den Zahlensystemen 
mit geringerer Anzahl yon Grundzahlen solche mit gr~sserer Anzahl 
yon Grundzahlen herzuleitea sind. Die Methode ist geeignet, alle 
Zahlensysteme zu finden, aber der Nachweis ist ungenfigend gefiihrt; 
es hiitte gezeigt werden sollen, dass auch diejenigen Bedingungen, die 
der Discussion nicht unterworfen worden sind, einander nicht wider- 
sprechen.tt) Seine Eintheilung der Zahlensysteme in Kegelschnitt- 
systeme und Nichtkegelschnittsysteme l~sst sich tibrigens wohl ver- 
wenden zu Zwecken, auf die ich sogleich komme. 

Herr L i e t t t )  ]enkt gelegentlich die Aufmerksamkeit auf Zahlen- 

*) Schur ,  Zur Theorie der aus ~ Haupteinheiten gebiideten complexen 
Zahlen, Math. Ann. Bd. 33. 1888, pg. 99 ft. 

**) B. F e i r c e ,  Linear Associative Algebra. Wash. 1870 und Am. Journ. of 
Math. vol. IV. 1881, pg. 97 If. 

***) S t u d y ,  Zur Theorie der auB n Haupteinheiten gebildeten complexea 
Gri~ssen. G6t~. N. 1889, pg. 237 ft. 

t) Sche f f e r s ,  Berechnung yon Zahlensystemen. Ber. d. 8~chs. Ges. d. W. 
1889, pg. 400 ft. 

t t )  In einer neuern Abhandlung: Zurfickf~ihrung complexer Zahlensysteme auf 
typische Formen, in den Math. Ann., behandelt Herr S cheffers das gleiche 
Thema. Die Theorie tier Nichtkegehchnittsysteme ist welter als frtiher durch- 
geftihrt.- Seinen fr~ihern Beweis aber, dass jedes ,,Kegelschnittsystem" auch 
,,Qua~ernionsystem" sei, erkl~rt Hr. Scheffers ffir ungenfigend. Die Ursache des 
Mis~lingens dieBes Beweises liegt darin, da~s Hr. Scheffers den nieht riehtigen 
Satz zu beweisen sucht, jede Kegelsehnittuntergruppe sei Untergruppe einer 
Qaaternionuntergruppe. (Mai 1892.) 

~r Lie ,  Ueber irreduetible Berfihrungstransformationsgruppen. Bet. d. 
Siichs. GeB. d.W. 1889, pg. 326. 
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systeme~ deren zugeoMnete Gruppe G~ eine einfache Untergruppe 
G~_I besitzfl Diess sind dieselben Zahlensysteme, die ich im fo]genden 
urspriingliche Zahle~systeme nenne. Ich gehe allerdings yon einer 
andern Definition aus; ich charakterisire sie dadurch~ dass, wie auch 
die Productgleichungen eines solchen Zahlensystems transformir~ werden 
mSgen, unter diesen niemals die Productgleichungen eines Zahlensystems 
mi~ weniger Grundzahlen anzu~reffen sind. Herr Lie ha~ bemerkt, dass 
solche Zahlensysteme mit 5, 6, 7, 8 Grundzahlen nicht existiren. 

Meine Untersuchungen ergeben nun den Satz, dass tides urspriingo 
~iche Zah~ensystem nut eine q~eadratische Anzahl yon Grundzahlen be- 
sitzt, und wetter, dass die einem solchen zugeordnete Gruppe identisch 
mit der Parametergr~ep~e der allgemeinen linearen und homogenen Gru2pe 
ist. In anderer Ausdrucksweise heisst dies: jedes urspriingliche Zahlen- 
system wird dutch eine quadratische Matrix repr~sentirt, deren Elemente 
yon einander unabhii, ngig sind. 

Ein weiteres Hauptergebniss meiner Arbeit besteht in der huf- 
findung ether ~7ormalform fiir jedes Zahlensystem. Diese Normaiform 
gestattet alle Zahlensysteme derari in Classen einz~ttheilen, dass alle, 
unendlich vielen, Systeme jeder Classe durch ein System der Classe 
bestimmt sind. Jeder Classe gehgrt ein einziges nach Scheffers'scher 
Terminologie ,, Nichtkegelschni#system " an, so dass die Nichtkegel- 
schnittsysteme Re2rgsentanten aller Classen yon Zahlensystemen werden. 
In dieser Classification repr~isentir~ das gewShnliche Zahlensystem die 
Classe der ursprtinglichen Zahlensysteme. 

Uebrigens muss ich bemerken, dass ich Herrn Lie's Definition der 
urspriinglichen Zahlensysteme, sowie den Ausdruck ,,Nichtkegelschaiti- 
system" nut an dieser Stelle gebrauche, cur grSsseren Verdeutlichung 
meiner Resultate ffir diejenigen, denen diese Terminologie vertraut 
ist; im Verlaufe meiner Arbeit komme ich an keiner Stelle auf diese 
Ausdrucksform und die damit verbundenen Vorstellungen zurtick. 

Ich babe eine Eintheilung meiner Abhandlung in vier Abschnitte 
vollzogen, yon denen der erste die allgemeine Discussion der Product- 
gleichungen eines Zahlensys~ems bezweck~, w~hrend der zweRe der 
Hauptsache nach die urspriinglichen Systeme, der dritte die zu Zahlen- 
systemen gehSrigen Gruppen und der vierte die Matrixdarstellung be- 
handelt. Eingeleitet wird jeder Abschnitt yon einem Paragraphen, 
der ein Rdsumd bereRs bekannter Theorien bildet. Es schien diess 
Verfahren am geeignetsten die Einheitlichkeit der Untersuchungen zu 
wahren. Den Eingang des ersten Abschnitts bildet eine in der her- 
kSmmlichen Form gehal~ene Darstellung der Definitionen und wesent- 
lichsten Eigensehaften der Zahlensysteme; im dritten Abschnitt ist 
tiber das unen~behrlichste aus Herrn Lie's Theorle der stetigen Trans- 
formationsgruppen referirt worden~ im viercen fiber die Haupteigen- 
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schaften der Matrices. Etwas mehr habe ich fiber den zweiten Ab- 
schnitt zu sagen. Von den Siitzen des ersten Paragraphen dieses 
Abschaitts ist der erste yon Herrn Cay ley  in der schon genannten 
Abhandlung yore Jahre 1858 ohne Beweis mitgetheil~ worden; Beweise 
desselben sind hernach yon Herrn Sylves ter*) ,  Herrn Ed. Weyr**) 
und andern gegeben worden. Der zweite Satz geh~, wie ich glaube, 
auf Herrn Ki l l ing***)  zurfick. Auf Grund dieser Siitze ergiebt sich 
fiir den zweiten Abschnitt als Fragestellung ein Eliminationsproblem, 
~khnlich demjenigen, das sich Herr Ki l l ingi - )  gestellt hat. Der Zweck 
der Eatwicklungen ist, auf Grund yon Irreduc~ibilitiitsbetrachtungen 
za erweisen, dass ein ursprtingliches Zahlensystem eine quadratische 
Anzahl yon Grundzahlen besitzt. Dann ist der weitere Satz fiber die 
urspriinglichen Zahlensysteme eine sehr einfache Folgerung aus dieser 
Eigenschaft. In den Bezeichnungen weiche ich an einigen Stellen yon 
Herrn Killing ab. Ich babe mir gestattet, eine yon ihm ,,charakte- 
ristische Gleichung" genannte Gleichung nach seinem Namen zu be- 
nennen und jene Bezeichnung auf zwei andere Gleichungen anzuwenden. 
Ausserdem so]lte der Name ,,I~anggleichung" nicht so sehr an Herrn 
Killing's Rangbegriff erinnern; in dem yon mir gemeinten Sinne w~re 
der Rang eines Zahlensystems identisch mit der Anzahl der linear 
unabh~ngigen Potenzen einer Zahl. 

I n h a l t .  
Sei te  

Einlei tung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  83 

I .  Abschn i t t .  Zahlensys teme ~md bilineare Formen. 
w 1. Definition der Zahlensysteme und unmittelbare Folgerungen . . 88 
w 2. Die  begleitenden Zahlensysteme . . . . . . . . . . . . . . . .  92 
w 3. Formen mit Polareigenschaft . . . . . . . . . . . . . . . . . .  96 
w 4. Anhang.  Auffindung aller urspr~inglichen Zahlensysteme, die ein 

gegebenes System begleiten . . . . . . . . . . . . . . . . . .  100 

I I .  Xbsehn i t t .  Zahlensys teme und algebraische Gleichungen. 
w 1. Lehnst~tze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  103 
w 2. Die  c]aarakteristischen Gleichungen eines Zahlensystems . . . . .  tO6 
w 3. Die  Theiler der charakteristischen Gleichungen . . . . . . . . .  109 
w 4. Die Ranggleichung eines Zahlensystems . . . . . . . . . . . . .  112 
w 5. Die  Killing'sche Gleichung eines Zahlensystems . . . . . . . .  114 

*) S y l v e s t e r ,  Sur les puissances et les racines de substituMons lindaires. 
C[{,. 94, 1883, pg. 55. 

**) Ed. W e y r ,  O zb, kladn/ v~t~ v theorii matric, l 'rager Sitzungsber. 1884, 
pg. 148 ft. 

**') K i l l i n g ,  Die Zusammensetzung der endlichen s~etigen Transformations- 
gruppen, Math. Ann. 31. 1888, insbesondere pg. 271 ft. 

j-) K i l l i n g ,  1. c. pg. '259. 
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S e R e  
6. Die charakteristischen Gleichungen uad Ranggleichungen beglei- 

tender Zahlensysteme �9 �9 . '  . . . . . . . . . . . .  1 1 7  

w 7. Die Killing'sche Gleichung eines ursprfinglichen Zahlensystems.. 120 
w 8. Die Normalform des urspriingHchen Zahlensysfems . . . . . . . .  123 

III ,  Abschnitt. Zahlensysteme lind zu ihnen geh~irige Gruppen. 
w 1. Beziehungen zur Theorie der Transformationsgruppen . . . . . .  125 
w 2. Begleitende Gruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  129 
w 3. Transitivitiit und Intransitiviti~t . . . . . . . . . . . . . . . . .  ]31 
w 4. Die urspriinglichen Gruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . .  134: 
w 5. Untersuchung ether besondern Gruppe . . . . . . . . . . . . .  138 
w 6. Die Normalform der zu Zahlensystemen geh0rigen Gruppen 142 

IY. Abschnitt. Zalflensysteme und Matrices. 
w 1. Eigenschaften der Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . .  148 
w 2. Darstellung der zu Zahlensystemen gehSrigen Gruppen durch 

Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  150 
w 3. Die Normalform der Zahlensysteme . . . . . . . . . . . . . . .  152 
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I. Abschnitt. 
Za h len sy s t eme  and b i l ineare  Formen.  

w 
Definition dor Zahlonsysteme and unmittelbare Folgerungen. 

Sind e~... e, die r Grundzahlen, aus denen ein Zahlensystem hergeleitet 
wird, so wird jede Zahl x des Systems in folgender Weise geschrieben:  

(1)  x = x t e l  + . .  �9 + x . e . .  

Die GrSssen x l . . .  x,  sind gewShnliche, reelle oder complexe 
Zahlen; sie mSgen die Parameter  der Zahl x heissen, Als Basis des 
Zahlensystems werde die Gesammtheit  der Zahlen e I . . .  e, bezeichnet. 

Addition zweier gegebener complexer Zahlen ist definirt als Bildung 
einer complexen Zahl,  deren Parameter  die Summen der entsprechenden 
Parameter  der vorgelegten Zahlen sind. Is~ also 

(2) x = x~ el + �9 �9  + x . e . ,  

Y --" Yl el + �9 - �9 + y ,  e, ,  
so ist ihre Summe: 

(5) x + y = (xl + y,)  el + "." + (x .  + y . )  e.. 

Subtraction ist die zur Addition inverse Operation; es ist 

(4) �9 - y = (z~ - y,) e, + . . .  + (x .  - y . )  e.. 

Multiplication einer complexen Zahl mi t  einer gewShnlichen ZahI 
ist die Multiplication aUer Parameter  der complexen Zahl mit der ge- 
wShnlichen Zahl. 

In Sielle yon e l . . .  e. kSnnenjede beliebigen n yon einander linear un- 
abh~ngigen Zahlen e l ' . . ,  e,' des Systems als Grundzahlen gewiihlt werden. 
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Sind 

(5) e ' - -  a~ek (i ,  k - - 1  . . .  n) 
k 

-n derartige Zahlen, so verschwindet die Determinante 

],k,l (i, /c = 1 . . .  , )  

nichL. Werden diese als Grundzahlea gewiihlt, so erhiilt die Zahi 

x = xle l  + " "  + x~en 
die Form 

yl el' J r - . . . - ~  y~ e." 

und die Parameter x l " '  xn lessen sich dutch y , . . .  y. in folgender 
Weise darstellen: 

(6) x, = ~ , , ~ y ,  ( i ,  k = 1 . .  ~). 
k 

Eine Veriinderung der Basis eines Zahlensystems ist also gleich- 
bedeutend rail einer lineareu Transformation der Parameter jeder dem 
Zahlensystem angehSrigea Zahl. 

Beztiglieh der ~ildung eincs ~roductes aus complexcn Zahlen gilt 
des distributive Gesetz" 

(z) (x + y) (~ + v) = x u  + x v  + y u  + y v  

und des associative Gesctz 

(8) (xu)  . v .-- x . ( u v ) ,  

wiihrend yore Bestehen eines commutativen Gesetzes ausdriicklich ab- 
gesehen wird. 

Das distributive Gesetz der Multiplication verlang~, dass das Product 
zweier complexer Zahlen eine Zahl sei, deren Parameter sieh als bilineare 
Formen darstellen, die mit Hilfe constanter GrSssen aus den beiden 
Reihen der Parameter der Factoren gebildet sind. Setzt man 

(9) X ~ X U ~  
r 

so lessen sich x I . . .  x.' durch die Gleichungen 

(I) ak~x~u, (i ,  k,  l ~  1 . . .  n) 
k, l 

darstellen*), die die Productgleichungen des Zahlensystems heissen 
mSgen. Das associative Gesetz der Multiplication finder seinen Aus- 
druck in den Bedingungsgleichungen 

(ll) ~ ~a~ ~ ' ~ a~,, kl ~'" a~,a~,, (i, 1~, l, m, s--~ l . . .  n) ,  
$ $ 

*) Der eine der 3 Indices jedes Coefficienten ist nach oben gesehrioben 
women. Dass spiiter gelegentlich symbolisehe l)otenzen in ebenderselben Weise 
geschrieben warden, wird hoffentlich zu Verwechselungen keine Veranlassung 
geben, 
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denen die constanten Coefficienten der Gleichungen (I) unterworfen 
sin& 

Die Division als zur Multiplication inverse Operation wird dutch 
AuflSsung der Gleichungen (I) nach x l . . .  x= oder nach ul . . .  u~ 
vollzogen; damit dieselbe im Allgemeinen eindeutig sei, ist es nothwendig, 
dass keine der beiden Determinanten 

(III) ~ i I , 
k 

identisch verschwinde. - -  

(i, k, t = l  . . .  n) 

Der Begriff einer JPotenz als eines Products einer Anzahl gleicher 
Factoren l~sst sich zugleich mit der Bezeichnungsweise auf complexe 
Zahlen tibertragen. So liisst sich schroiben: 

X ~ X . X  

x'----- x "-1. x (v = 3, 4 . . . )  

und es gilt die Gleichung: 

(10) x ' .  

Demzufolge werden auch lineare Formen, gebildet aus den Potenzen 
einer Zahl x, so mit einander sich multipliciren lassen, als w~iren sie 
ganze rationale Functionen einer gewShnlichen ver~,n.derlichen GrSsse. -- 

Aus der Forderung der Eindeutigkeit der Division folgt: 

S a t z  1. I n  jedem Zahlensystem giebt es eine feste Zah l  u ~ die 
jede Gleichung 

(11) x ~--- x u  ~ 

und ebenso jede Gleichung 

(12) x ---. u~  

befriedigt. 

Denn ist die Zahl z so beschaffen, dass keine der Determinanten 
(III) fiir dieselbe verschwindet, so muss diejenige Zahl u ~ die der 
Gleiehung 
(13) ~ - -  z u  o 

gentigt, auch jeder Gleichung 
X--~.__ XUO 

geniigen, da sich immer eine Zahl y finden liisst, dass x - - y z  wird. 
Desgleichen folgt aus (14) durch Multiplication mit einer beliebigen 
Zahl x: 

ZX ~ ZUOZ, 

und wenn durch z dividir~ wird: 
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Schreibt man die Zahl u0: 

u ~ = (u~ e~ + . . .  + (u~ e . ,  

so bestehen die beiden Gleichungensysteme: 

x~ = ak, xk (u~ 
k , l  

~ ( ~ ) , x ,  X i  = t~k t 

(i ,  k ,  l ~ -  1 . . . .  n) 

( i ,  k ,  l =  l . . .  n) 

l 

Hier bezeichnet 6~k, wie fiblich die Null oder Eins, je nachdem i und/~ 
verschieden oder gleich sind. 

Kann durch die Zahl u dividirt werden, so giebt es eine Zahl ~,, 
die der Gleichung 

( 1 5 )  a .  u - -  u ~ 

geniigt; diese mag als zu u reciproke Zahl bezeichnet werden. Sie 
gentigt auch der Gleichung 
(16) u .  a ~ u ~ 
wie man sieht, wenn man (15) mi~ u einerseits multiplicirt, und 
andererseits dividirt. 

Die Zahlen u ~ und ~ lassen sich fiiglich auch als null~e and erste 
negative Potenz yon st betrachten. 

Die Darlegungen dieses einlei~enden Paragraphen ]assen erkennen; 
wodureh die Untersehiede zwisehen versehiedenen Zahlensystemen be- 
dingt sind. Charakteristiseh far ein Zahlensystem sind die best~ndiger 
GrSssen, mit Hilfe deren das Product zweier Zahlen des Systems ge- 
bildet wird, also die Coeffieienten dermit (I) bezeichneten Gleichungen 
Es bildet jedes System yon Gleichungen (I), dessen Coefficienten der 
Bedingungen (II)und (III) unterworfen sind, alas System der Produc~ 
gleiehungen eines Zahlensystems. Gleiehheit tier ProductgleiehungeJ 
zweier Zahlensysteme bedingt, wofern nicht ausdriicklich eine ander 
Unterscheidung" vorliegt, die Gleiehheit der Zahlensysteme selbst. 

Eine VerKnderung der Basis eines Zahlensystems bewirkt ein 
lineare Transformation tier Parameter jeder dem Zahlensystem an 
gehSrigen Zahl; auf die Produetgleiehungen des Zahlensystems wirk 

( i ,  k ,  l = 1 . . .  n ) ,  

(i, It, l =  l . . .  n). 
(14) 

k, t 

unbeschfiinkt. Dies giebt das 

C or o l l  a r. Die  _Parameter der Zahl  u ~ befriedigen die beiden 
Systeme yon Gleichungen 
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�9 f sie derart, class die drei Reihen der Parameter x I . . .  x,~ ; x 1 . . .  x~; 
u l . . .  u~ gleichzeitig ether und derselben Iinearen Transformat.ion 
unterworfen werden. 

Beiraohtet man auch solche Zahlensysteme als gleich, deren 
Productgleichungen dutch Aenderung der Basis des einen Systems 
gleich werden~ so ls sich die Aufgabe, alle Zahlensysteme anzu- 
geben, dahin formuliren, dass alle Systeme yon Gleichungen (I), deren 
Coeffieienten den Bedingungen (II) und (II[) unterliegen und die dutch 
lineare Transformationen, die gleichzeiiig auf alle drei Reihen yon 
Parametern ausgefiihrt werden, nicht in einander fibergehen, angegeben 
werden sollen. 

Um diese Aufgabe 15sen zu k~innen, hat man eine Normalform 
des Systems der Gleichungen (I) zu definiren; elne solche auf Grund 
der allgemeinen Eigenscha('ten der Zahlensysteme aufzufinden, dami~ 
besch~ftigt sich die ganze folgende Untersuchung. Es zeig(~ sich, dass 
die schliesslich gefundene Normalform allgemein genug ist, um die 
mtihelose Aufstellung aller Zahlensysteme zu ermSglichen. 

Die begloitenden Zahlensysteme. 

( l )  x, = u, (i ,  k, l i . . .  n) ,  
~,,~ 

dessen Coeflicienten den Bedingungen 

27'o  27 ' '  a~,~ , (i, k 1 m s =  l . .  n) 
$ $ 

geniigen und so beschaffen sind, dass keine der Determinanten 

(3) I . ~ a ~ , u ~ l ,  ~ a ~ x k ]  (~., k ,  ~-~'1 . . .  n) 
l k 

iden~iseh versehwindet, l~sst~ sieh als System der Produet~gleichungen 
eines Zahlensystems betrachten und kann ia diesem Sinne als zu einem 
Zahlensysteme gehSrig bezeichnet werden. Diese Bemerkung veranlasst 
eine Begriffsbildung mit Hilfe folgenden Saizes: 

Sa~z 2. L~sst sich die ~asis eines ZaMensystems so wiihlen~ dass 
die r ersten P a r a m e ~  des t)roductes zweier Zahlen bitinearen Formen 
gleich sind, die aussvhliesslich mit HiZfe der r ersten Parameter der 
Factoren gebildet sind, so geh6ren diese r Gleichun~jen einem Zahlen- 
system ~u. 

Dena fails die Prodactgleichungen des gegebenen Zahlensystems 
die Form 

Jedes System yon Gleichungen 
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(4) 

Xi ~ - - -  ([klXk~Q 

k,  1 

�9 

k ,  I 

(i, k, l - - 1  . . .  r) 

, 1 - - 1  . . .  n 

besitzen, so gehen die Gleichm~gen (2) flit i ~ r ~  1 unmittelbar in 
die Gleicbungen 

a,,~akz-~- a~,at,,, (i, /c, l, m, s - -  I . . .  r) 
$ $ 

fiber. Desg|eichen ist die eindeutige Aufl~sbarkei~ der r ersten Glei- 
chungen (4) nothwendige Bedingung der eindeutigen AuflSsbarkeit des 
Systems aller Gleichungen (4). Die r ersten Gleichungen (4) gehSren 
somit zu einem Zahlensystem mit r Grundzahlen. Construirt man 
dieses Zahlensystem, so ist jede Zahl desselben dutch eine Zahl des 
gegebenen Systems eindeutig bestimmt. 

Ein solches Zahlensystem sell als ein das gegebene System begZei- 
tendes bezeichnet werden. 

Es ergeben sich aus dieser Definition unmittelbar folgende Be- 
merkungen: 

1) Besitzt ein Zahlensystem, das eta gegebenes Zahlensysbem 
begleitet, ebenso viel Grundzahlen wie dieses, so ist es mit ibm 
identisch. 

2) Ein Zahlensystem, das ein begleitendes System eiaes gegebenen 
Zahlensystems begleitet, begleitet auch alas gegebene Zahlensystem. 

3) Unter den begleitenden Systemen eines jeden Zahlensystems 
muss es ein solches geben, das yon keinem weitern System ausser 
yon sich selbs~ begleitet wird. 

Jedes Zahlensystem, das, ausser sich selbst, kein begleitendes Zahlen- 
system besitzt, sell ei~ u r s p r i i n g l i c h e s  Z a h l e n s y s t e m  genannt 
werden. - -  

So lange ein Zahlensystem noch in beliebiger Form vorliegt, sind 
die Parameter einer Zahl eines begleitenden Systems lineare Formen 
der Parameter der entsprechenden Zahl des gegebenen Systems. Sind 
bet einem gegebenen Zahlensysteme mehrere begleitende Systeme vor- 
handen, so sind die Beziehungen letz~erer zu einander ia's Auge 
zu fassen. Diese sind Gegenstand folgenden Satzes: 

Sa t z  3. Bestehen awisehen den ~arametern der ZahIen zweier 
begleitender Zahlensysteme vines gegebenen Systems genau ~ lineare 
l~r so besit~en die beiden begleitenden Systeme ein gemeinsames 
begl~2endes System mit ff Grundzahlen. 

Ist die Basis des gegebenen Zahlensystems beliebig gew~hlt~ und 
besitzt das eiae beglei~ende Zahlensystem r Grundzahlent das andere 



s -~-q  Grundzahlen, so seien die Parameter der der Zahl x ent- 
sprechenden Zahl des einen begleitenden Systems die linearen Formen 

(5) y~ = ~ ~i~ x~ (i = 1 . . .  ~-; . k - -  1 . . .  ~ )  

k 

und die Parameter der enIsprechenden Zahl des andern begleifenden 
Systems: 

(6) ~ J ~ L '  flj~xk ( j~-~ l  . . .  s + q ;  k ~ l  . . .  n). 
k 

Bestehen nun die q linearen Relationen 

(7) (h-- 1.. .q; i =  ; =  . . . s+q)  
j 

zwischen den Parametern Yl - . -Y~  und zj . . .  z~+q, so sind die q 
linearen Formen yon x t . , .  x~ 

~.~t~hi~kX~ ( h - -  . . . q ;  ~-- . . . r ;  ~ . . . n )  1 i 1 k 1 

gleichzeitig zur Bildung yon y ~ . . .  y~ und z~ . . .  z~+q verwandt worden. 
Man kana dann die Basis des Zahlensystems so w~ihlen, dass diese 
Formen gerade xj . . .  xq werden ; die iibrigea zur Bildung yon y~ . . .  y,. 
gebrauchtea Formen kSnnen, als yon jenen unabh[ingig als Parameter 
x q + ~ . . ,  x ,  und die iibrigen zur Bildung yon ~ . . .  z~+q verwandten, 
als yon den bisherigen ebenfalls linear unabh~ingig als Parameter 
x~+~. . ,  x,~_, gewiihlt werden. 

Dann sind yon den Productgleichungen des Zahlensystems 

X x/  ~ a;~ xk u~ (i~ k,  1 -~ -1 .  . . n) 
? 

k, l 

die r ersten Gleichungen Productgleichungea des einen begleitenden 
f �9 Zahlensystems: es sind also x~ . . . x ,  bilineare Formen nut yon x~... x~ 

und u~...u~. Desgleichen bilden die g erstea Gleichungen zusammen mit 
der r-{-1 tea bis zur r-~-s ten Gleichung die Produc~gleichungen des andern 

0 �9 I 

begleitenden Systems~ es sind also x ~ . . .  x~, x~+~. . ,  x~-o bilineare 
~ o r m e n  n l l r  y o n  x j  . . .  x,q~ Xr -~ l .  � 9  X r ~  r ind ~ l  . . .  ~g~ ~ r , ~ l .  � 9  U r+~. 

Dann sind aber x~ . . . x q  nut aus x ~ . . . x q  und ~ l - . . u ~  gebildet, 
es definiren also die q ersten Productgleichungen des Zahlensystems 
ein begleitendes System und zwar ein solches, dass jedes der beiden 
gegebenen begleRenden Systeme begleitet. 

Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Sa tz  4. Ha~en ~wei begleitende Systeme eines gegebenen Zahlen- 
systems ein gemeinsames begleitendes System mit ~ Grundzahlen, doch 
keines mit mehr als q Grundzahlen, so bestehen ~wischen den Para-  
metern ents2rechender Zahlen derselben genau q lineare l~elationen. 
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Es haben die entsprechendea Zahlen der beiden gegebenen be- 
gleitenden Systeme die q Parameter der entsprechenden Zahl des ge- 
meinsamen begleitenden Systems gemein, wodurch q Relationen bereits 
gegeben sind; sollten ausser diesen noch weitere Relationen vorhanden 
sein, so liesse sich nach dem vorigen Satze eta gemeinsames beglei- 
tendes System mit mehr als q Grandzahlen finden, was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Im Speciellen hat mun 

C o r o l l a r :  Haben ~wei begleitende Sys~eme eines Zahlensystems 
L~in gemeinsames begleitendes System ~ so sind die Parameter entsprechen- 
der Za?~len derselben linear yon einander unabh~ing~q. - -  

Man kann des weitern das gegenseitige Verhalten dreier oder 
mehrer begleitender Systeme betrachten; doch ist es flit die n~chsten 
Zwecke itberfltissig, mehr zu zeigen als die Richtigkeit des folgenden 
Satzes : 

Sa tz  5. Haben yon mehreren begleitenden Systemen eines Zahlen- 
systems keine zwei ein begleitcndes System gemein, so sind die _Para- 
meter entslgrechender Zahlen allcr dieser Systcmc yon einander linea, 
unabMingig. 

Es seien x l . . .  x, die Parameter der der Zahl x entsprechenden 
Zahl eines der begleitenden Systeme, x,~-i . . .  x, die der entsprechenden 
ZahI eines andern dieser begleitenden Systeme. Seizt m%n dann x ' - - x u ,  
so wird jede lineare Form yon x ( . . .  , ~  die Summe ether bilinearen 
Form yon x~.. .  x~ uj ... u~ und einer 5iliaearen Form yon x~+,. . ,  x,~ 
u , + ~ . . ,  u~ sein. Fiir eta drittes begleiteades System seien y ~ . . .  yq 
die Parameter derjenigen Zahl, die der Zahl x eatspricht; es sind also 
y ~ . . .  yq lineare Formen yon x 1 . . .  x,. Erse~zt man in irgend ether 
linearen Form yon Y l . . .  Yq die Zahl x dutch die Zahl x ' ~ - x u ,  so 
geht diese Form in eine bilineare Form yea Y l . . "  Yq und v l . . .  vq 
fiber, we y r . . .  vq die Parameter der der Zahl u entsprechenden Zahl 
sind; diese bilineare Form is~ zugleich als bilineare Form yea x z . . .  x~ 
und u I . . .  u,  darstellbar. Dadurch dass for u irgend eine bestimmte 
Zahl gewiihlt wird, wird die bilinearo Form ~rieder eine lineare Form 
yon x~ . . .  x~ oder y ~ . . .  yq. 

Sollte es eine lineare Form yon Y l . ' - Y q  geben; die als lineare 
Form blos yon x ~ . . . x ,  oder blos yon ~ - ~ . . .  x~ sich darstellen 
l~isst, so besilsse nach dem 3. Satz das driYr~ begleitende System mit 
einem der beiden ersten begleitenden Systeme eta gemeinsames be- 
gleitendes System. Sell dies abet nicht stat~fiaden, so liesse sich doch 
noch denken, dass irgend eine lineare Form yon Yl . . .  Y~ dutch 
x l . . .  x~ darstellbar set. Ersetzt man, alarm x dutch alas Product x u t 
so geht diese lineare Form in die Sunlme eiaer bilinearen Form yon 
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x1.. .xr; ul . . .ur  und einer bilinearen Form von xr+l...x~; ur+l...u, 
fiber. Man kann dann u so wiihlen~ dass u ~ + t . . ,  us verschwinden. 
Es wird dann die bilineare Form zu einer Iinearen Form nut yon 
x t . . .  x, und diese ist zugleich lineare Form yon Y 2 . . .  Yq. Dadurch 
w~ire aber wiederum ein gemeinsames begleitendes System des ersten 
und dritten begleitenden Systems nachgewiesen; damit kein solches 
vorhanden sei~ mtissen Yl . . .  Yq yon x I . . .  x, sonach linear unab- 
hgngig sein. Damit ist der Satz ftir drei begleitende Systeme bewiesen; 
man erkennt, dass dutch Wiederholung derselben Schlussweise derselbe 
leicht auf mehr als drei begleitende Systeme erstreckt werden k a n n . -  

Insbesondere besitzt dieser Satz Bedeutung fiir die begleitenden 
urspriing~ichen Systeme eines Zahlensystems; dies sind diejenigen be- 
gleitenden Systeme, die nach einer oben angegebenen Definition ausser 
sich selbst keine weiteren begleitenden Systeme besitzen. Gem~ss dem 
Satz 5 sind die Parameter der der Zahl x entsprechenden Zahlen aller 
dieser Systeme linear unabhgngig yon einander. Man hat also zum 
Satz 5 das Corollar: 

C o r o II ar. Die Basis eines jeden Zahlensystems kann so gewiihlt 
werden, class die r I ersten Productgleichungen die I)roductgleichungen 
eines der begleitenden urspriinglichen Systeme werden, die r 2 folgenden 
die eines zweiten und so fort, his unter den _Productgleichungen des 
gegebenen Systems sich die Productg~eichungen eines jeden begleitenden 
urspriinglichen ~ystems vorfinden. 

Die Kenntniss der begleitenden ursprfinglichen Systeme ist noth- 
wendig fiir die Aufsuchung aller begleitenden Systeme; sie ist auch 
wichtig ftir die Untersuchung des Zahlensystems selbs& 

Der niichste Paragraph wird die Kriterien bringen, aus denen ge- 
schlossen werden kann, ob ein Zahlensystem urspritnglich ist oder nicht. 

w 

Formon mit Polaroigonschaft. 

Eine lineare Form der Parameter der Zahl x': 

(1) g(x ' )  ---- g x," A- " ' "  + g . x ;  

geht, wenn x' dutch das Product der Z,~hlen x und u ersetzt wird, 
in eine bilinearo Form 

gi ak ~ xk us (i, k, 1 ~ 1 . . .  n) 

der Parameter x l . . .  x. und u l . . .  u, fiber. Die beiden Formen (I) 
und (2) bestimmen einander gegenseitig; sie sollen als einander ent- 
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sprechende "Formea bezeichnet werden; jede der beiden werde a~s eine 
dem Zahlensystem 

" ~ ~ (i, k, l 1 

entstammende Form bezeichnet. 
Da eine lineare Transformation yon x ( . . .  x~ nichts anderes als 

eine Aenderung der Basis des Zahlensystems is~, so wird eine bilineare 
Form~ die einem Zahlensystem entstammt~ diese Eigenschaft beibehalten, 
wenn beide Reihen ihrer Ver~inderlichen gleichzeitig einer und der- 
selben linearen Transformation unterworfea werden. - -  

Werden in der Form 

g(xu)  - - ~ g , a ~ , x k u ~  (i~ k~ l =  1 . . .  m) 

die Gr5ssen g l . - .  g- so gew~ihlt, dass: 

(3) ~ g ~ ( 4 ~ - -  a~) - -  0 (i, k, Z = 1 . . .  n) 
i 

ist, so bildet die Form (2) die Polare einer quadratischen Form; sie 
werde dann als dem Zahlensystem entstammende Eoq'm m i t  l ~o la r -  
e i g e n s c h a f t  bezeichnet. Discriminante der Form mit Polareigenschaft 
werde die in Gestal~ einer Determinante n t~" Grades geschriebene Discri- 
minante derj enigen quadratischen Form genannt, doren Polare die 
Form mit Polareigenschaft bildet. 

Zun~ichs~ ist zu beweisen: 

S a tz 6. Jedem Zahlensystem entstammt mindestens eine Form mit 
2olareigenschaft. 

Die Form 

8 X ~ 1 7 6  (4) a~a~ ~ub (i, s, k, l = I . n) 

isl eine solche; dies folgt unmitte]bar aus den Gleichungen II :  

a,,~ kb a ~ a ~  (i, k, l, m, s ~ 1 . . .  n) 
8 

wenn m ~ i  gesetzt und fiber i summir~ wird. Dass die Form (4) 
nieht idenr verschwinde~, sieh~ man ein, wenn man x u ----- u ~ seize, 
Nach dem Corollar des Saizes (l)  ist: 

es wird also ffir x u ~ u ~ die Form (4) den Wer~h n erhalten. 
Die einem Zahlensystem entstammeade bilineare Form g ( x u ) i s ~  

Mathomatia~h~ .a.maalen, X Z I .  7 
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eine lineare Form der Parameter yon xu. Ersetzt man die Zahl u 
dutch das Product v w, so entsteht aus der Form eine trilineare Form 

(5) g ( x v w )  . 

Diese kann einerseits als bilineare Form der Parameter yon x 
und vw, anderseits als die n~mliehe bilineare Form der Parameter yon 
xv und w betrachtet werden, zufolge des associativen Gesetzes der 
Multiplication. Es ist also 

(6) g(x .  vw) -~- g(xv . w). 

Besitzt die Form g(xu) Polareigensehaf~, so folgt hieraus, dass 
die trilineare Form (5) bei den eyklisehen Vertauschungen yon x, v, w 
unge~indert bleibt, insbesondere die Gleiehhei~ der Formen 

(7) g ( x  . v w )  - =  g ( w  . x v )  ~ g ( v  . w x ) .  - -  

Die Gesammtheit aller einem Zahlensystem entstammenden Formen 
mi~ Polareigenschaft wird durch Auflbsung der Gleichungen (3) nach 
g l . . - g -  gewonnen. Da nun auch den begleitenden Systemen des 
gegebenen Zahlensystems Formen mit Polareigenschaft ents~ammen und 
letztere in j ener Gesammtheit enthalten sind, so wird die Beziehung 
einer bestimmten Form mit Polareigenschaft zu den begleitenden 
Systemen des niiheren zu untersuchen sein. 

- -  Es sei g(xu) eine einem gegebenen Zahlensystem entstammende 
Form mit Polareigenschaft; die Unterdeterminanten n - -  r - -  ]ter Ord- 
nung ihrer Diseriminante mSgen s~immtlich verschwinden, ohne dass 
es alle Unterdeterminanten der ni[chst hbheren Ordnung thun. Dann 
kann dutch gemeinsame lineare Transformation yon x l . . .  x, und 
u z . . .  us die Form mit Polareigenschaft in die Gestalt: 

(8) g(xu) ~---Z g1,,x~,u~ (k, 1 1 . . .  r) 
k, l 

gebraeht werden. Die damit verbundene Basisiinderung mbge die 
Productgleichungen des Zahlensystems in die Form 

x,' ~ ' x  (9) = a k ,  ku:  ( i , k ,  1 - - 1 . . . n )  

k, l 

gebracht haben. Ersetzt man in der Form mit Polareigenschaft (8) 
u durch vw, so folgt aus den Gleichungen (7) einerseits 

(10) ~ gk~xk u~ ~ Z  gkZvk(WX)~ 

und andererseits: 

k, l k,l 

(k, l =  1 . . . r )  

( k ,  1 - -  i . . .  r ) .  
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Setzt man nun, mit Gk~ die Adjuncte yon g,k in tier Determinante 
Ig~*l (k, 1 ~ 1 . . . r) bezeichnend, 

ek, (i, 1 . . .  r ) ,  X(0 

k 
so wird 

g(x(O u) u, (i 1 . . .  r) .  

Aus der Gleiehung (10) folgt dann, dass u I . . .  u, lineare Formen 
yon vl . . .  v~, aus der GleichuIlg ( l l ) ,  dass sie lineare Formen yon 
w I . . . w, sind. Die r ers~en Productgleichungen fiir u ~ v w sind also 

2" (12) ui -~- ak~vkW~ (i, k, 1 ~- 1 . . r) ; 

sie zeigen, dass das gegebene Zahlensystem ein begleitendes System 
m i t r  Grundzahlen be~it~zt. 

_Dies begleitende System mag mit Beziehung auf seine Herleitung 
als ein aus tier Form mit Polareigenschaft er~eugtes System be~eichnet 
werden. Das [~esultat dieser Ueberlegung als Satz gefasst, lautet: 

S a t z 7. Verschwinden siimmtliche Unterdeterminantcn n -- r ~ I t~  ̀
Ordnung der Diseriminange ether einem gegeb~..nen Zahlensystem entstam- 
menden .Form m #  Polareigenschafl, ohne class alle Unterdeterminanten 
n ~ r tr Ordnung verschwinden, so erzeugt die _~orm mit Polareigen- 
schaft ein begleitendes System m i t r  Grund~ahlen. 

Hierzu kommt als Ergiinzung: 

S a tz 8. Jedc Form mit Polareigenscha/'t entstammt dem yon ihr 
erzcugten begleitenden System. 

Denn die Form (8) ist bilinear blos in den Parametern der Zahlen 
des yon ihr erzeugten Systems x l . . .  x~ and u l . . .  u~. 

Eine Folge dieset S~itze ist: 

S a tz  9. JEin Zahlensystem, dem eine einxige Form mit Polar- 
eigenschaft entstammt and das sich aus dieser erzeugen l~sst~ ist ein 
urspriingliches. 

Denn besgsse ein derartiges Zahlensysfem ein begleitendes System, 
so miisste die Form mit Po]areigenschaft auch diesem entstammen, 
mtisste also ein begleitendes System des gegebenen Systems erzeugen, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 
S a t z  10. Einem urspriinglichen Zahlensystem entstammt nur eine 

_Porto mit .Polareigenschaft. 

Denn da ein ursprtingliches Zahlensystem kein begleitendes System 
besitzi~ so kaun jede ihm enksCammende Form mit Polareigenschaft 
wieder nur das ursprfingliche Zahlensystem erzeugen; die Diseriminante 
keiner solehen Form darf also verschwinden. Existirten nun zwei 

7* 
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Formen mit Polareigenschaft g und h, so liesse sich doch aus ihnen 
eine Form g-{-~,h mit verschwindender Discriminante bilden. Da 
dies nicht geschehen darf~ so kann nur eine Form mit Polareigenschaft 
vorhanden seth. 

w  

Anhang. 
Auffindung aller urspr~nglichen Zahlensysteme, die ein gegebenes 

System begleiten. 
Die LSsu~g dieser Aufgabe erfolgt bier anhangsweise, da sie, 

obwohl usnf~ngliche u erfordernd, zu Betrachtungen~ die 
yon den vorhergehenden wesentlich abweichen, keine Veranlassung 
giebt. 

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen zeigen, dass die 
Aufgabe, alle urspriinglichen begleitendeu Systeme eines gegebenen 
Zahlensystems aufzufinden~ zuriickgefiihrt werden kann auf die, die 
erzeugenden Formen mit Polareigenschaft dieser Systeme anzugeben. 

Wie schon erwiihnt, kiinnen dutch LSsung des Systems linearer 
Gleichungen 

- - o ( i ,  k ,  - 1 . . . . )  

i 

alle dem Zahlensystem entstammenden Formen mit Polareigenschaft 

~ gia~x~u~ (i,k, 1--~ 1 . . .  n) 
i, k, l 

gefunden werden. Es mSgen g ' . . .  g(e) ein vollst~indiges System yon 
solchen linear unabhiingigen Formen bilden. Aus ihnen muss sich 
linear jede andere Form zusammensetzen, insbesondere eine jede, die 
ein bestimmtes urspriingliches begleitendes System erzeugt. 

Zun~chst is~ es nothwendig, das Verhalten der begleitenden 
urspr(inglichen Zahlensysteme zu den einzelnen Formen g " . . .  g(e) fest- 
zastellen. Dies geschieht folgendermassen : 

Satz a). Es seien g und h zwei Formen mit Polareigenschaf~ und 
das aus h erzeugte System werde yon einem urspriinglichen System 
begleitet, welches das aus g erzeugte System nicht begleitet. Dann wird 
jedes System, welches aus ether Form mit Polareigenschaft h-t-#g erzeugt 
wird, yon dem in Rede stehendea urspriiaglichen System begleitet. 

Entsprechend dem Satz 3 kann die :Basis des gegebenen Zahlen- 
systems so gew~ihlt werden, dass x l . . .  x, die Parameter einer Zahl 
des aus g erzeugten Systems, x,.+~.., x, die Parameter einer Zahl des 
ursprtlnglichen Systems werden. Dann kSnnen die GrSssen u l . . .  u~ 
so gew~ihlt werden t dass die Form h in eine lineare Form yon 
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x r + t . . ,  x, allein fibergehL Die Form h - ~ - ~ g  geht dabei in eine 
lineare Form yon x 1 . . .  x~ fiber, etwa aL x~ -Jr- �9 �9 �9 ~ a~,x~. Letztere 
ist eine lineare Form der Parameter einer Zahl des aus h - ~ - # g  
erzeugten Systems. 

Ersetz~ man in dieser linearen Form x l . . .  xs durch x l . . .  x s ,  

so geh~ sie, weil xl' . . . . . . .  x," nur yon x I.  xr, u 1. u~ uad xr+~' . . . x ~  
x" . .  in die Summe zweier nur yon x~-I . . . .  ~ u~+~. u, abh~ingen, 

bilinearer Formen fiber. Diese wird wiederum dadurch~ dass u l . . . u ,  
feste Werthe erhalten, eine lineare Form der Parameter einer Zahl des 
aus h -~- gg erzeugten Systems~ also auch insbesondere, wenn u s . . .  u,. 
verschwinden. Dann abet ist diese Form blos ]ineare Form yon 
xa+1. �9 �9 x, und es besitzen naeh Satz 3 das aus h -~- iag erzeugte System 
und das fragliche urspriingliche System ein gemeinsames begleitendes 
System; dies aber kann kein anderes sein, als das urspriingliche 
System selbst. 

Dann folg~ welter: 

Satz b). Sind g ' . . .  gIe) ein vollst~ndiges System linear unab- 
h~ngiger einem Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigen- 
schaft, und ist ferner f eine Form mit Polareigenschaft, die ein 
bestimmtes begleitendes urspriingliches System erzeugt, so muss min- 
destens eines der aus g ' . . .  g@ erzeugten begleitenden Systeme yon 
dem aus f erzeugten System begleite~ werden. 

Denn die Form f muss linear aus g ' . . . g @  gebildet werden 
k5nnen, etwa: 

1 - ~  m ' g '  ~ . . .  + m(~) gC~). 

Begleitet nun das aus f erzeugte System das aus gte) erzeugte System 
nieht, so begleite~ es nach Satz a) das aus 

f - -  m~Og(e) ~ re'g" ~ �9 �9 �9 ~ m~- l )g (~  -1) 

erzeugCe System. W~irde es auch das aus g(Q-1)erzeugte System nieht 
begleiten und so fort~ so m~isste es doch schliesslich das aus g" erzeugte 
System begleiten. 

Ftir das weitere bedarf es des l-Tilfssatzes: 

Satz c). Sind g ' . . .  g(q) Formen mit Polareigenschaft und is~ g 
eine aus ihnen linear zusammengesetz~e Form, deren Discriminante 
nicht verschwindet, so gieb~ es mindestens eiue Form yon der Gestalt 
g _{_ 9g~O mit verschwindender Discriminante. 

Denn g besitzt die Form 

g - -  m'g '  + - �9 �9 + m(r 

und die Discriminante dieser Form wird ratiolmle gauze Function yon 
m ' . . .  re(q). Von diesen GrGsseu muss mindestens eine, etwa re(o, 
wirklich vorkommen. Setzt man daun die Discriminante yon g 2 r ~ g ( O  
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gleich Null, so erhiilt man eins Gleichung in ~, die wenigstens eine 
Wurzel (~0 besitzt; es verschwindet also die Discriminante yon g uU~0gIi). 

Satz d). Erzeugt die Form g ein Zahlensystem, dessen volles 
System linear unabh~ngiger Formen mit Polareigenschaft yon g ' . . .  g(e) 
gebildet wird, so liisst sich aus jedem Paar g(~), g(~) dieser Formen 
mindestens sine Form g(i) 4- ~ g<~) mit verschwindender Discriminante 
bil(~[en. Ist dann f eine Form, die ein ursprlingliches begleitendes 
System erzeugt, so giebt es unter den aus den Formen g(0-{_ ~g(k) 
mit verschwindender Discriminanie erzeugten Systemen mindestens 
eines, das yon dem aus f erzeugten System begleitet wird. 

Dies ist sicher richtig, wenn die Discriminanten aIler Formen 
g ' . . .  g(e) verschwinden, da alsdann jedes ~ gleich Null gesetzt werden 
kann, und mithin der Satz sich auf den Satz b) reducirt. Andernfalls 
muss (tie Discriminan~e wenigstens einer Form, etwa yon g(r yon 
Nul[ versehieden sein. Sind dann die Formen: 

solche, deren Discriminanten verschwinden~ und erzeugt keine yon 
ihnen sin System, das yon dem aus f erzeugten urspriinglichen System 
begleitet wird~ so bilden h ' . . .  h(e-1)mit f zusammen ein vollstiindiges 
System linear unabh~ingiger Formen mit Polareigenschaft; es wird sich 
dann g e) durch 

darstellen lassen, wo h eine lineare Form yon h ' . . .  h(q -1) ist. Dann 
aber giebt es eine Form h (~) derart, dass die Discriminante yon 

f +  h H- ~h (~) 
oder, was dasselbe ist, yon ~gV)_~ (1_{_ 9~(0)g(e) verschwindet~ wo 9 
eine bestimmte, yon Null verschiedene, GrSsse ist. Das aus dieser 
Form erzeugte System wird absr nach Satz b) yon dem aus f erzeugten 
ursprfinglichen System begleitet. 

Satz e). Erzeugt die Form g ein Zahlensystem mit q unabh~ngigen 
Formen mit Polareigenschaft, und die Form h, deren Discriminante 
verschwindet, ein begleitendes System desselben, so entstammen 
letzterem weniget' als 0 unabhiingige Formen mit Polareigenschaft. 

Denn das aus h erzeugte System besitzt nach dem 7. Satze weaiger 
Grundzahlen als das aus g erzeugte; ihm kann somit die Form g 
nicht entstammen, weil es sonst yon dem aus g erzeugten System 
begleitet wtlrde. 

Es ist nach diesen S~tzen zur Gewinnung der ein gegebenes Zahlen- 
system begleitenden urspriinglichen Systeme folgendermassen zu ver- 
fahren. Man sucht ein volles System linear unabh~ngiger dem ge- 
gebenen Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigenschaf~ 
g ' . . . g IO  auf. Jede dieser Formen erzeug~ ein begleitendes System Se, 
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dem hSchstens 0 Formen mit Polareigenschaft entstammen. Zu jedem 
dieser Systeme bildet man das vollst~ndige System der Formen mit 
Polareigenschaft h ' . . .  h (~). Dann bildet man alle Formen h( i)-~- t~h(~), 
deren Discriminanten verschwinden. Jede dieser Formen erzeugt, ein 
begleitendes System Sr dem hSchs~ens ~ ) -  1 Formen mit Polar- 
eigenschaft entstammen. Es wird mindestens eines der Systeme Se, 
also auch mindestens eines tier Systeme Se_~ yon einem bestimmten 
urspriinglichen System begleitet, das das gegebene System begleite& 
Mit den Systemen S~-1 ist in derselben Weise zu verfahrenl man 
erhiLlt Systeme Se_~ mit hSchstens 0 - -  2 Formen mit Polareigenschaf& 
So fortfahrend ge]angt man schIiesslich zu Systemen S l mit nut ether 
Form mit Polareigenschaft. Jedes yon diesen~ als aus der ihm ent- 
stammenden Form mit Polareigenschaft erzeugt, ist nach dem 9 t~n 
Satze ein ursprtingliches; und zwar wird man so, wie leicht zu sehen 
ist, alle urspriinglichen Systeme, die das gegebene System begleiten, 
erhalten haben. 

Li~sst sich auch die Behandlung der in diesem Paragraphen ge- 
stellten Aufgabe in vieIen Stricken vereinfachen, so is~ doch das 
Wesentllchste erreichL dadurch, dass gezeigt wurde, wie den Product- 
gleichungen eines Zahlensystems diejenige Form ertheilt werden kann, 
yon der am Sehluss des zweiten Paragraphen die Rede isL N~mlieh 
nachdera alle urspriinglichen begleitenden Systeme gefunden sind, kann 
der Basis des gegebencn Zahlensystems eine solchc Form ertheilt 
werden, dass unter den _Productgleichungen des gegebenen Systems 
sich die ~roductgleiehungen aller begleitenden urs~riinglichen Systeme 
vorfinden. 

II. Abschnitt. 

Zahlensysteme und algebraische Gleichungen. 

w  

Lehns~tze. 
Die Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei Deter~ 

minantens~tze, deren Beweis an dieser Stelle gegeben set. 
Die Bedingung daftir, dass die Gleichungen 

(1) cox, ~ ~ b, kxk (i, k ~-- 1 . . .  ~) 

k 

ein nicht verschwindendes LSsungssystem besitzen, besteht in der 
Gleichung 
(2)  I b ~ -  ~,~co ] ~ -  0 (i,  l: = 1 . . .  n ) ,  

we, wie auch sonst tiblich, d~ eine GrSsse bedeutet~ die Null ist, 
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wenn i und k versehieden sind, und Eins, wenn i und k gleieh sind. 
Diese Gleichung, nach Potenzen yon o entwickelt, mSge 

(3) o" - -  B1 o"-~  + . .  �9 + B .  --- 0 

sein. Sodann werde folgende Bezeichnungsweise eingefiihrt: 

b~ = ~ '  ~,,,b,~, (i, k, z = 1 . . . . )  

( 4 )  

b['k , ~  b ~-' i ~ btk (v --- 3, 4 . . . )  

kommen mSgen. 
Dann lautet der erste der zu beweisenden Si~tze: 
S at z 11. Die  Gleichungen: 

(5) 55 .B~ ,~, --{- �9 �9 �9 + B,,_t b~ -4-~ B,, b ~ ----~ 0 

6, k---- 1 . . .  n) 
sind Identit6ten. 

Zum Beweise werde zun~ichs~ angenommen, die Gr6ssen b~k seien 
yon einander vollkommen unabhi~ngig; dann sind die Wurzeln der 
Gleichung (3) yon einander und yon Null verschieden. Wird die zu 
einer dieser Wurzeln eoh zugehSrige LSsung der Gleichungen (1) mit 

r �9 . �9 ~nh  

bezeichnet, so verschwindet die Determinante 

]as~, I ( j ,  h ~-- 1 . . .  n) 

nicht, wie aus der speciellen Annahme ersichtlich, dass die b~i alle 
verschieden, die fibrigen bik aber Null seien. Aus den Gleichungen 

(6) o,,a,h = ~  b,,ak~ (i,  k = 1 . , .  n) 
k 

ergiebt sich unter Anwendung der Bozeichnungen (4) 

09h f f ik  ---" bik ~kh  
~ 0 ~  ] 

k 

(7) 

und w e n n  

b 1 

(i, k - -  1 . . .  n) 

•i k b n n - 1  o 
i , - -  B, bi, + . . .  • B.b~ 

gesetzt wird, so folgt mit Kiicksicht darauf, dass r eine Wurzel der 
Gleichung (3) ist, 

(8) o - - ~  r  (~, k ,  t ,  = i . . . n ) ,  

k 

l 

wozu noch der Symmetrie wegen die Bezeichnungen 
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eta Gleichungssystem, das nur dann bestehen kann, wenn 

(9) O,k ~- 0 (i, k ----- 1 . . .  n) 
is& Da die GrSssen ~ aus den yon einander unabhiingigen GrSssen 
bi, rational gebildet sind, so mtissen die Gleichungen (9) s jedes 
beliebige Werthsystem der b.e~ bestehen, also aueh anter der Annahme 
beliebiger Beziehungen zwischen den GrSssen b,k. Der oben aus- 
gesprochene Satz also ist allgemein riehtig. 

Der zweite Satz ist der folgende: 

Sa t z  12. Diejenige Gleichung, deren Wurzeln 0 dic siimmtlichen 
Differenzen zwischen den Wurzeln der Gleichung 

[b~k-- ~,kcol ----- 0 ( i , k  ~ 1 . . . n )  

sind, wird dutch JElimination der Gr6sscn c~k aus den Gleichunger~ 

t 

erhalten. 
Zuniichst kana vollst~indige Unabh~ngigkeit der GrSssen b~k an- 

genommen werden. Da alsdann die aus den Lbsung(m der Gleichungen 
(6) gebildete Determinante l a jt, I nicht verschwindet, so kann jedem der 
Elemente ajt, eine Adjuncte A~,j zugeordnet werden. Mit Hilfe dieser 
GrSssen liisst sich das System der Gleichungen (10) in das ihm 
iiquivalente System yon Gleichungen 

i, k i, ~, k i, t, k 

umwandeln. Dies letztere aber geh~ vermSge der Gleiehungen (6) 
naeh leiehter Umreehnung in: 

(11) (q --o:,,, + ior = 0 (h,,j, i, k =  1 . . .  n) 
i, k 

iiber. Dutch Elimination der GrSssen c~k aus diesen Gleiehungen oder, 
was dasselbe ist, des mit den c~k ~iquivalenten GrSssensystems 

c;~ = ~ _ A ~ ,  c,~ a~,~, (i, ~, j,  h - -  1 . . .  n) 
i , k  

ergiebL sich 

(12) 
j , h  

( j ,  h = 1 . . .  ~ ) ,  

also eine Gleichung, deren Wurzeln die s~mmtliehen Differenzen 
zwischen Wurzeln der G leichung (2) sind. Wird diese Gleichung nach 
Potenzolt yon ~ entwickelt, so lassen sich ihre Coefficienten als ganze 
rationale Functionen der GrSssen b~k darstellen; sie muss dann wegen 
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der Aequivalenz der Gleichungensysteme (10) und (11) identisch werden 
mit derjenigen Gleichung, die dutch Elimination der GrSssen cik aus 
den Gteichungen (10) erhalten wird. 

w  

Die charakteristischen Gleichungen eines Zahlensystems. 

Die Bedingungen daftir, dass das Product zweier Zahlen einem 
der Factoren proportional sei, sind durch zwei a]gebraische Gleichungen 
gegeben, deren Eigenschaften in folgendem untersucht werden. 

Damit, wenn co eine gewiihnliche GrSsse ist, die Gleichung 
(1)  ~ x = x u  

oderl, was dasselbe ist, die Gleiehungen 

2 '  ~ x i  ~ a~xk us (i, Iv, 1--- 1 . . .  n) 

15sbar seien, muss co eine Wurzel der Gleichung 

( 2 )  akz  us - -  ~ ik ro  ~ -  0 ( i ,  k ,  l ~ -  1 .  . . f~) 

l 

sein. Ebenso muss, damit die Gleiehung 
(3)  co x = u x  

15sbar sei, co eine Wurzel der Gleichung 

(4) a~k u, -- 6~ co ~ 0  ( i , k , l ~ l . . . n )  
l 

sein. Die beiden Gleichungen (2) und (4) mSgen die charakteristischen 
Gleichungen des ZaMensystems heissen. Nach Po~enzon yon co ent- 
wickelt mSgen sie die Formen 

(5)  ~ - -  f~ ~ - ~  + . . .  +_ f~ -~ 0 ,  

( s )  ~ ' ,  - -  g ,  o . - ,  + .  �9 �9 +__ g ,  = o 

annehmen. Der erste Satz des vorigen Paragraphen zeig~ die Bedeutung 
dieser Gleichtmgen; er gieb~ ngmlich: 

S a t z  13. Ersetzt man in einer der charakteristischen Gleichungen 
die l~otencen yon co dutch die gleichhohe~ 2otenzen tier Zahl u, so ist 
die entstehende GZeichung eine Identitiit. 

Es werde 

- - - - -  a~,u, (i, k, 1 ~ 1 . . .  n) 
l 

gesetzt. Dann lgsst sich das Product einer beliebigen Zahl x mit u 
in folgender Weise schreiben: 
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x u  = ~ b i ~ x k e ~  (i ,  k ~ 1 . . .  n ) .  
i, k 

Daraus ergiebt sich : 

X U  ? b ik x~, ei 

i , k  

und allgemein 

X ~' ~ L l l b  ~ ' ~  ik X~ ei 

Wird beachtet, dass hier B i ~  
angezogene Satz: 

(i ,  k ~ -  1 . . .  n ) .  

(8) 
Auf demselben 

(9) 
Damit ist die 
wiesen. - -  

107 

(i ~- 1 . . .  n) wird, so crgieb~ der 

(~--Z)x--xu 
identisch sind, so l~sst sich der charak~eristischen Gleichung 

(10) ~ " - - f , ( u + Z u ~  ' -1  + . . . Q - f , , ( u - ] - ; ~ u ~  

auch die Form 

( c o - - ) . ) ~  - -  f ,  (u) ( ~ , - -  Z) ~ - '  + �9 . .  ! 1'~ (u) = 0 (11) 

geben. 

3) Multiplicirt man die 

mit u ,  so folgt 

und allgemein 

G l e i c h u n g  

f O X  -~" X U  

C02 X ~ X l 4 2  

und 

co x ---- x (u + z uO) 

Es ist nothwendig auf die Coefficienten der charakteristischen 
Gleichungen niiher einzugehen. Dieselben haben nachstehende Eigen- 
schaften : 

1) Die Coefficienten der charakteristischeu Gleichungen sind ganze 
rationale und homogene Functionen der Parameter u I . . .  u, desjenigen 
Grades, der durch den jeweiligen Index angegeben wird. 

2) Es werde u dutch u -{- ~tu ~ ersetzt. Da alsdann die Gleichungen 

(7) x u "  - -  f l x u  " - I  ~-  . �9 �9 ! f , , x  ~ 0 

und hieraus folg~, wenn x dutch die vermittels~ des Satzes 1 definirte 
Zahl u ~ ersetzt wird: 

u" - 11 u ~ - '  + " ' "  =~ & ~ ~  _ 0 .  

Wege erhiilt man 

u"  - -  gl u " - '  ~ " " " :-V g, ,u"  ~ (). 

Existenz der im Satze ausgesprochenen Beziehung er- 
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(12) r ~ ' x  ~ -  x u ' .  

Wird die Zahl u" ia folgender Weise geschrieben 

~'~ - -  O")tet + ' "  + (~,').c. , 

so folgt aus der Gleichung (2) dass die Wurzela der Glelchung 

I=o , =  , , )  
1 

oder 

(13) co'- - -  f , ( . 9  ~ '" - '  + . . -  ! f .  (,v) - -  o 

die v re" Pogenzen der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (5) 
sind. Es ist also~ wenn 

fl (u) = Pl u, + . . .  + lo~ u. 

gesetzr wird, die GrSsse 

f ,  (~e) - -  ~o,(u,), + . .  �9 + p . ( , . ) .  

die Summe derv  re" Wurzelpotenzen der charakteristischen Gleichung (5), 
und somit sind die Coefficienten derselben eharakteristisehen Gleichung 
rationale ganze Functionen yon 

[l (u), f, ( u : ) . . .  f, (u"). 
4) Aus der Gleichung 

f O X  ~ XZ$ 

folgt, wenn mit der zu u reciproken Zahl ~ multiplicirt wird: 

1 
~ . X - - ' x . ~  
t~ 

und hieraus, dass die charakteristisehe Gleichung aueh in der Form 

(14) 
t 

geschriebea werden kann. Hieraus folgen die Relationen: 

(15) L(,a) = f"- ' (~  f.(u) (i = 1 . . .  n -  1). 

Selbstredend liisst sich alles, was hier nur yon einer charakterisfischen 
Gleichung gezeigt wurde, auch auf die andre iibertragen. 

5) Den linearen Coefficienten der r Gleichungen 
fj (u) und gl (u) geh~iren Formen mi~ Polareigensehaft zu. Yon 

g, ( - )  ~ ~ a ~ ' , . ~  (i, z: - a . . .  ,~) 
i~ k 

ist es bereits im Beweise des 6 te~ Satzes gezeigt women; auf demselben 
Wege ist es auch fiir 
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f,(u) a , ,  u+ ( i ,  k ~ 1 . . . n )  
i,k 

nachweisbar. 
6) Ersetz~ man in der Form ft (u) die Zahl dureh das Product 

mehrerer Zahlen, so bleibt die entstehende Form zufolge der Polar- 
eigenschaft yon fl (vw) bet allen eyklisehen Vertausehungen der Zahlen 
invariant. Wird demgem~iss in f t (u ' )  gesetzt 

so resultirt die Form 

f ,  ( v w v  . . . w ) ,  
I , 

die dureh cykhsche Vertausehungen nur in sich oder in 

/ ,  ( w v w  . . . v )  

iibergeht. Die Form ft (u') erh~ilt also denselben Wer~h t wenn ein- 
real u-----vw und einmal u---~ wv gesetzt wird. Mit Riieksicht auf 
das unter Punkt 3 gesagte folgr dass, wenn in einer eharakteristischen 
Gleichung u durch vw ersetzt wird, die beiden Variabelnreihen v I . . .  v, 
und w l . . .  w, mit einander vertauschbar sind. 

Insbesondere ist noeh zu bemerken, dass: 

(16) f=(vw) ~ f , (v)  . f . (w)  
is~ nach dem Multiplieationssatz der Determinanten. 

w  

Die Thefler der charakteristischen (~leichungen, 

Theiler einer charak~eris~ischen Gleichung set jede Gleichung ge- 
nannt, deren Coefficienten rationale Functionen yon u l . . .  u, sind und 
deren Product mit einer ebensolchen Gleichung eine charak~risfische 
Gleichung ergiebt. Ein irreductibler Theiler ist ein solcher, der selbst 
keinen Theiler mit yon u l . . .  u. rational abh~ngigen Coefficienten 
besitzt. 

Es sei ein Theiler ether charakteris~ischen Gleichung in der Form 
(1 )  tom - -  h i  (") ~"-x q-" "" �9 + h m ( u ) ' " -  0 

gegeben. Es l~sst sieh dann r, eigen, dass seine Coefficienten aZle oben 
an den Coeffwienten der charakteristischen Oleichungen nachgewiesenen 
~igenschaften besitzen. 

Man erkennt leieht~ dass dieselben 
1) ganze (well sonst Wurzeln ether charakteristischen Oleichung 

ffir endliche Wert~e yon u l . . .  u. unendlich wtirden) homogene Func- 
tionen yon u l . . .  u. des dutch den jeweiligen Index angegebenen 
Grades sind; 

2) dass die Gleiehungen 

(2) hl( .A_ + . . .  + . .  o 



1 I0 Ta,ooo,, M,,t.~v:N. 

und 

(3) ( ~ - - z ) "  - h, (u) (~, - ,U m-~ + . . . .  +: h , ~ O , ) =  o 

identisch sind. Denn die Gleiehung (2) muss mit einem Theiler einer 
charakteristischen Gleichung, deren Unbekannte e o -  2 ist, identisch 
sein. Ist dies etwa 

( , ~ - z ) , ~  - 1,,'(u) ( , , - ; t ) . , - ,  + . . . - 4 -  J,;,,(u) ~ o,  

so folgt durch Entwickelung dieser Gleiehung und der Gleichung (2) 
nach Potenzen yon ~ und Vergleichung der yon ~l freien Glieder: 

h i ( u )  = h,(u) (i = l . . .  m) .  

3) Ersetzt man in der Gleichung (1) u (lurch u ' ,  so erh~ilt man 
eine Gleiehung, deren Wurzeln die V'" Potenzen der Wurzeln yon (1) 
sind. Dies erkennt man folgendermassen. Bildet man die (~leichung 

(4) ~,'~ - -  h, (,e,,) o '~ , - ,  + . . .  _+_+ h.,(, ,~) = 0 ,  
so sind ihre Wurzeln nach dem ill Punkt 3 des vorigen Paragraphen 
gesagten jedenfalls m t" Potenzen yon gewissen Wurzeln r o j . . ,  a~,, 
einer charakteristisehen Gleichung. Ersetzt man u durcll u + ~.u ~ so 
folgt aus (4) 

h, + ( ;  = 

i 

und hieraus dureh Entwicklung nach Potenzen yon ~ und Vergleichung 

(5) h, (w") =~to~,~ (t~ ~ 1 . . .  m). 
i 

Bildet man dana diejenige Gleichung, deren Wurzeln co~ . . .  o~,,, sin& 

(6) o , ~ -  h~ ' (u )~ - , - ,  + . . .  + h ; . ( , , ) -  o 
so sind gem~ss den Gleichungen (5) die Coeffieien~n yon (6) rationale 
Functionen yon hi ( u ) . . .  h 1 (u m) und als solehe rational in u i . . .  u,  ; 
es gentigt demzufolge (6) der Definition eines Theilers einer charakte- 
ristischen Gleichung. Es gilt ferner fiir jeden ganzzahligen Exponenten 
It die Gleichung 

2 T  ~t (7) h,(u~,) = ~o, (g = 1, 2 . . . m ,  m + l . . . ) .  
i 

Denn w~re ftir einen Exponenten tt, der grSsser als m i s t ,  die Rela- 
tion (7) nieht erfiillt, sondern hj (~r die Summe der tt ',~ Potenzen 
irgend weleher anderen Wurzeln eo t . . .  ~ einer eharakteristisehe,x 
Gleichung, so wtirde auf demselben Wege, auf dem die Gleiehuagen 
(5) erhalten werden, 

h, (,,~) ----~a,' ,~.  (k = 1 � 9  t,) 
i 

folgen, was, du # grSsser als m ist, den Gleichungen (5) widersprechen 
wtirde. 
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Aus dem Umstand, dass die Coeffieienten yon (6) rational dutch 
h t ( u ) . . .  h t (u ~) darstellbar sind, und mit Rficksicht auf die Gleichungen 
(7) folgt ferner, dass diejenige Gleichung, die aus (6) vermittelst der 
Ersetzung yon u dutch u �9 entsteht, die v ten Potenzen der Wurzeln 
yon (6) zu Wurzeln hat. Ffir-v ~ m wird diese Gleichung identisch 
mit der Gleichung (4), zufolge der Voraussetzung fiber die Wurzeln 
letzterer Gleichung; daraus folgt, dass auch (6) mit (1) identisch ist. 
Die Coefficienten yon (1) sind also rationale Functionen yon 

hi ( u ) . . .  hi (u') 
und es gehen die Wurzeln yon (1), wenn u dureh u" ersetzt wird, in 
ihre v t~" Potenzen tiber. 

4) Dass die Wurzeln der Gleiehung 

(8) ~o'~ - h, (~)~o'~-, + . . .  + h ~ ( ~ ) ~  o 

die Reeiproken der Wurzeln der Gleiehung (1) sind, beweist man 
dureh Entwiekelung der zu u + / t u  ~ reeiproken Zahl v naeh negativen 
Potenzen yon ;t. Es ist 

v = ~ ( - -  1)" ~ 
;t~1 ' 

oo 

h, (.) = ~ ( -  1), h, (~') 
;t,-t-x 

woraus sich 

I , ~ - 0  

ergiebt. Andererseits 
Rficksicht auf die Gleiehungen (7) 

wird dureh analoge Reihenentwickelung mit 

1 ~ hl(u') (i ~ 1 . . .  n) 

gefanden. Hiernach ist also h t (~) gleich der Summe der Reciproken 
der Wurzeln yon (1); ersetzt man ferner u durch u ~, so wird h I (u p) 
die Summe der v ten Potenzen dieser Reciproken, und da die Coefficien- 
ten yon (8) rational yon h t ( ~ ) . . ,  hl(~ m) abh~ingen, so sind in der 
That die Wurzeln yon (8) zu den Wurzeln yon (1) reciprok. 

5) Setz~ man in der Gleiehung (1) in Stelle yon u das Product v w, 
so resultirt eine Gleiehung, die sich bei Vertauschung yon v mit w 
nicht s Es kann n~imlich, da die charakterischen Gleiehungen 
bereits diese Eigenschaft besitzen, ein Theiler einer derselben bei Ver- 
tauschung yon v und w nut wieder in einen Theiler fibergehen. Da 
dies unabh~ingig yon v und w geschieht~ so finder es aueh fiir w ~--u ~ 
start. Hier sind abet die in einander fibergehenden Theiler identisch; 
somit sind sie auch im Allgemeinen identisch. Da das yon co freie 
Glied eines Theilers Theiler des yon co freien Gliedes der charakte- 
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ristischen Gleichung ist, und letzteres bei der Substitution u --- vw in 
das Product f , ( v ) f~ (w)  resp. g , (v )g . (w)  tibergeht, so folgt 

(9) h ~ ( ~ w ) -  h . , (v ) ,  h ~ ( w ) .  

Die in diesem Punkte er5rterte Eigenschaft der Theiler hat in Bezug 
auf den linearen Coefficienten hl(u ) besondere Wiehtigkeit und ver- 
dient in Folge dessen als besondrer Satz formulirt zu werden, nKmlieh: 

Sa t z  14. Dem linearen Coefficienten eines jeden Theilers einer 
charakteristischen Gleichung geh6rt eine Form mit _Polareigenschafl zu. 

Die irreductiblen Theiler der charakteristischen Gleichungen be- 
handelt schliesslich der fblgende Satz: 

Sa t z  15. Zwei irreductible Theiler der charakteristischen ~lei- 
chungen sind identisch~ wenn ihre linearen Coefficienten in constantem 
VerMiltnisse stehen. 

Sind diese Theiler 

(LO) 
(11) 

so ist nach Punkt 2 

~ - h~(u) ~ , , -~  + . .  �9 _+_ h~ (u) = O, 

~ ' - -  h,'(,u) ~ ' - ' - '  + . . .  4 -  h,, ,(u) = O, 

4 ( u + Z u  ~ = h, (u) + m ~t, 

h,'(u+~u~ - -  hl'(u) + m'~; 

und da der Quotient dieser GrSssen yon ~, unabh~ngig sein soll~ ist 

m4'  (u) = ~n'h, (u) 
und ferner 

m h , ' (u  '~) - -  re 'h ,  (u ' )  . 

Es sind also die m'te Potenz yon (10) uud die m t~ Potenz yon (11) 
identisch. Da nun die Gleichungen (10) und (1I) irreductibel sein 
sollen, so miissen sie hiernach identisch sein. 

w  

Die Ranggleichung eines Zahlensystems. 

Die beiden, den charakteristischen Gleichungen entstammenden 
Relationen 

(1) u" -- f , u " - '  --[- . . .  ~__ fnu ~ = 0 
und 

(2) u- - -  gl u"- i  + �9 �9 �9 + g .  u ~ = 0 

kSnnen nicht unabhiingig yon einander sein. Es muss unter den 
positiven Potenzen yon u eine gewisse geringste geben, die sieh linear 
dureh alle niedrigern positiven Potenzen yon u, einschliesslich der 
nullten, darstellen liisst mit Hilfe rational aus u l . . .  u,  gebildeien 
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Coefficienten; dies set die m t~ Potenz yon u, und die Relation, die 
sie mit den niederen Potenzen yon u verbindet, set 

(3) u ~ - -  hj u m-x + .  �9 . -{- hm u ~ - -  0 

Ersetzt man in dieser Relation die Potenzen yon st durch die 
gleichhohen Potenzen yon to, so entsteh~ die algebraische Gleichung 

( 4 )  ~ - h~ ~ - ~  A- " ' -  -t-  h ~  = 0 ,  

die die l~anggleichung des Zahlensystems heissen soll. Dann gilt folgen- 
der Satz: 

S a t z 16. Die l~anggleichung eines Zahlensystems ist Theiler jeder 
der beiden charakteristischen Gleichungen. 

Denn multiplicirt man die Relation (3) mit einer linearen Form 
der n -  m - [ - I  ersten Potenzen yon u,  einschliesslich der nullten, 
so lassen sich die Coefficienten dieser Form so bestimmen, dass die 
Differenz zwischen diesem Product und der Relation (1) eine Relation 
ergiebt, die nut  geringere Potenzen yon u enth~ilt, als die rote. 
Eine solehe Relation existirt aber nicht;  es muss also die in Rede 
stehende Differenz null seth. Da in dieser Ueberlegung u wie eine 
gew5hnliche unbestimmte GrSsse behandelt wird, so kann man in seine 
Stelle eo setzen, und wird die Betrachtung in Bezug auf die Relation 
(2) wiederhol~, so ergiebt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen 
Satzes. 

Es besiSzen dann die Coefficienten der Ranggleiehung alle im 
vorigen Paragraphen erSrterten Eigenschaften; insbesondere sind sie 
ganze rationale und homogene Functionen yon u l . . .  u~. - -  

Aus der Relation (3) liisst sich eine LSsung der Gleichung 
(5) 
herleiten, n~mlich 

~ . ~ o  

(6 )  ~ _ _  h ~ _ l u ~  . . . .  :F u ~ - 1  
h m 

die Parameter der Zahl ~ sind also homogene rationale Funetionen 
yon u l . . .  u~ mit dem gemeinsamen Nenner h~. 

Es liisst sich beweisen: 

S a t  z 17. Die .Parameter der zu u reci~roken Zahl  ~ sind ratio- 
nale homogene Functionen der .Parameter yon u mit einem gemeinsamen 
kleinsten l~enner, der dem yon ~ freien Gliede der l~anggleichung 
gleich ist. 

Um dies zu zeigen, werde in der Relation (3) u durch u - f - ~ u  ~ 
ersetzt~ wodurch dieselbe in 

(7) ( u +  xu0) ~ - h j ' ( u +  ~ u 0 ) ~ - i  + . . .  _4_ h;~u 0 = 0 

iibergehe. Hier ist insbesondere 
? 

hm - -  Z ra 2r- ]t'n-'h I 2[_ . . . .  I-" hm. 
Mathemat ische  Annalen, XLI. 8 
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Wird die zu u -~- itu ~ reciproke Zahl mit  v bezeichnet,  so ist 

h~_~. uo _ h~_2- ( u +  z ~o) + . . .  ~ ( u +  z uo)m-~ 
( 8 )  v = 

hm 

Der Ziihler dieses Ausdrucks l~isst sich naeh Potenzen yon u 
ordnen; gesehieht dies, so werde erhalten 

(9) v ~-- , �9 
h m 

Werden dann n homogene ganze Functionen t l . . . t ,  yon u t . . . u .  
so bestimmt, dass 

t,  ( u . ) ,  + �9 �9 �9 + = o 

ffir v ~--- 0, 1 . . . m ~ 2 wird, dagegen 

nicht verschwindet, so wird 
8 

(10) t I v~ + - . .  -{- t~ v,, ~ -F- h~ 

ein Ausdruck, dessen Z~hler yon Z unabh~ngig ist; diese Wahl yon 
t L . . . t~ ist mSglieh, weft m d e r  Grad der Ranggleichung is~. Bes~ssen 
nun der Z~hler und Nenner der durch die Gleiehung (6) definirten 
Parameter yon ~ einen gemeinsamen Theiler vom Grade a in u l . . .  u,,, 
so miissten die Zahlen und Nenner der durch (8) definir~en GrSssen 
v , . . .  v, einen gemeinsamen Theiler besitzen, der als Theiler yon h~, 
in Z yore Grade a ist. Dieser Theiler mtisste zufolge (10) auch in 3 
aufgehen; da abet s yon Z unabh~ingig is~, so ist dies nicht mSgllch, 
and es ist h,, der kleinste gemeinsame Nenner yon u l - . .  u , .  

{}5. 

Die Killing'sohe ~eiohung einos Zahlensystems. 

Die .Bedingung dafiir, dass die Gleichung 

(1) e x - - x u - - u x  

eine L6sung besitze, bildet die Gleichung 

ak,--a~k) u,--~i~O -----0 ( i , k , l ~  1 . . . n ) ,  

die ich die Killing'sche Gleichung des Zahlensystems nenncn will. Den 
Zusammenhang,  in welchem sie mit; den charakteristischen Gleichungen 
des Zahlensystems steht, zeigt folgender Satz: 

S a t z 18. Die Wurzeln der KiUing'schen Gleichung sind Differenzen 
zwischen den Wurzeln einer jeden der beiden charakteristischen Glei- 
chungen. 
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Setzt man zur Abkiirzung 

a k $  s ( i , k , s = l  . . . n ) ,  
$ 

so folgen vermSge der Bedingungsgleichungen 

k,a,m - -  a,,~ k, (i, k, l, mt s ~ l . . n) 
$ $ 

aus der Gleichung (I) die nachstehenden Gleichungen: 

(3 )  - ( . )  k, 1 . . .  ~). 
l l 

Dann aber lehrt der zwei~e Satz des ersten Paragraphen (Satz 12) 
dass ~) eino Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung 

J b,1, (u)  - -  d , ,  ~ l  ~" 0 (i,  k = 1 . . .  n ) ,  

das heisst~ einer charakteristischen Gleichung sein muss. 
Analog ist der Nachweis hinsichtlich d er zweiten charakteristischen 

Gleichang zu fiihren. 
Da die Coefficienten der Killing'schen Gleichung rational yon 

u j . . .  u. abh~ingig sind, so ergiebt sich unmittelbar das 

C o r o 11 a r. Ist  eine Wurzel der Killing'schen Gleichung Differenz 
zweier verschiedener Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakte- 
ristischen Gleichung, so sind auch alle iibrigen Differenzen zwischen 
verschiedenen Wurzeln desselben Theilers Wurzeln der Killing'schen 
Gleiehung. - -  

Einer besonderen Untersuchung bediirfen die verschwindenden 
Wurzeln der Killing'schen Gleichung. Die Gleichung 

(5) 0 x u  - -  u x  

besitzt immer wenigsteas eine LSsung, n&mlich x-----u ~ Nennt man 
eine Zahl x, die diese Gleichung befriedigt, eine mit u vertauschbare 
Zahl, so hat die Killing'sche Gleichung mindestens so viele ver- 
schwindende Wurzeln~ als es linear yon einander unabh&ngige mit u 
vertauschbare Zahlen giebt. Diese Mindestzahl verschwindender Wurzeln 
kann indess iiberschritten werden und es liesse sich untersuchen, unter 
welchen Umstiinden dies stattfindet. Es reicht jedoch hin, wenn ein 
Fall nachgewiesen wird, in dem dies nicht geschieht und dies ist der 
folgende: 

S atz 19. Wird  ein Zahlensystem dutch eine Form mit _Polar- 
eigenschaft erzeugt, so besit~t seine Killing'sehe Gleichung ebensoviele 
verschwindende Wurzeln,  als es linear unabh~ingige mit einer aUgemein 
gew~ihtten Zahl  des Systems vertauschbare Zahlen giebt. 

8" 
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Ist w eine beliebige Zahl des Systems, so kann die Basis so ge- 
wiihlt werden, dass e l . . .  er das vole System linear unabhiingiger mR 
w ver~auschbarer Zahlen bilden. Die Form mit Polareigenschaft 

(6) g ( x u )  ~ - - Z  gi~x~u* (i, k ----- 1 . . .  n) ,  
i, k 

deren Discriminante nicht verschwinden daft, erzeuge das gegebene 
Zahlensystem. Es kSnnen noch eH_l . . .  e, so gew~ihlt werden~ dass 
die Form (6) die besondere Gestalt 

(7) g(xu)  - ~ - Z  gi ix,  u, "Jr- Z g r + "  ,.+h x~., u,+,, ( j ,  k -~- i . . . r  ) 
~.~ , h ~ l .  . n - - r  

erhiiR. 
Wird nun 

(8) u ~ v w - - w v  

gesetz~, so sollen zuniichst die Parameter yon u durch die Parameter 
yon v ausgedrtickt werden. Die Zahl v kann in die beiden Theile 
v' ~ vt e 1 + . . . +  v,.e,, und v" --- v,~-le,.+l + . . . +  v~en zerlegt werden, 
und da zufolge der Wahl der Basis 

v ' w - - w v ' ~ O  
ist, so sind die Parameter yon u nur noch yon v,+~. . ,  v~ abhingig. 

Es wird ferner in Consequenz der Polareigenschaft der Form (7): 

(9) g (==) = g 

sein. Bezeichnet man nun mit Gki die Adjuncte yon gik in der als 
Determinante geschriebenen Discriminante der Form (7) und setzt ffir 
x den Werth 

~-=21 Gk~ e, (i, k ~-- 1 . . . r) X(0 
k 

so ist x(0 eine mR w vertauschbare Zahl und zufolge (7) und (9) er- 
giebt sich: 

ff = 1 . . .  ~) (10) u~ - -  0. 

Wird ferner x der Werth: 

~( ~-J) ~ _ j  ~r+h, r-}-j er+a 
h 

er~heiR, so folg~ aus (7) 

(11) Ur+j '== Z t6,,~ v,.+, 

wo die Gr5ssen /Is; yon w irgend wie abhiingig sind. 
De~erminante 

I&,l % z =  1 . . .  n - r)  

( h , j  ~- 1 . . .  n - - r )  

( j ,  l = 1 . . . n - - r ) ,  

Es daft die 
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aber nieht versehwinden, denn sonsi liessen sich v ~ - x . . ,  v, so be- 
stimmen, dass ausser u j . . .  u~ auch u r + l . . ,  u~ verschwinden. Es 
w~re dann gem~iss (8) eine so bestimmte ZahI v mit w vertauschbar; 
dies abet widerstreitet der Voraussetzung (iber die Wahl der Basis des 
Zahlensystems. Die Parameier der Zahl u sind jetz$ dureh die Glei- 
chungen (t0) und (11) gegeben. 

Setz~ man jetz~ u ~ Q v und folglieh 

O V  .~-- V W  ~ W V  I 

so werden die Gleichungen (10) und (11): 

@vi = 0  (i~--- 1 . . .  r )  
(12) 

q v +s= ( j ,  z = i . . .  n - -  r )  

und wenn hieraus die Parameter v t . . .  v. eliminirL werden, so is~ die 
Killing'sche Gleichung, gebilde~ fiir die Zahl w: 

(13) #"Jt6.r ds~OI = 0 ( j ,  l =  1 . . .  ~z --  r). 
Diese Gleiehung besitzt, weil die Determinaute [/~J~l nieht verschwindet, 
genau r verschwindeade Wurzeln, also gerade ebenso viele, als es 
linear unabhiingige mit w vertauschbare Zahlen im Zahlensystem giebt. 

w  

Dte charakteristischen Gleichungen und Ranggleiehungen b e g l e i t e n d e r  

Zahlensysteme. 

Sa t z  20. Bildet man z,u einem gegebenen Zahlensystem ein be- 
fleitendes System, so ist eine charaMeristische Gleichung des ~etztern 
ein Theiler der ents~rechenden charakteristischen Gleichung des gegebenen 
Systems. 

Denn wlihlt man die Basis des gegebenen Zahlensystems so, dass 
die r ersten Produetgleichungen desselben die Productgleichungen des 
begleitenden Systems werden, 

X: ~-3  i 
, ~ -  a k t  X k ~ l  

(1) 
. r + i . .  

Xr~_  i .~-- t~kt  i,t,k ~ I  

(i, k, l = l  . . .  r) 

, I ,---- 1 �9 

so is~ unmiitelbar ersiehtlich, dass die charakteristisehe Gleichung des 
begleitenden Systems 

(2)  a ~ u ~ - - ~ , ~  = 0 ( 4  k ,  1 = 1 . . . .  r )  
t 

die charakteristische Gleichung 
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12: L ak~*,- -#~,~  = 0 (i, k, I -  1 . . .  n) 

des gegebenen Systems theiR. Dasselbe gilt beztiglich der andern 
charakteristischen Gleiehung. - -  

Was die Ranggleichung anlangt~ so ist der entsprechende Satz 
auf anderm Wege zu erweisen: 

Sa tz  21. Die l~anggleichung eines begleitenden Systems ist T~eiler 
der l~anggleichuhg des gegebe~en Systems. 

Ist die Ranggleichung des gegebenen Systems 

(3) h,  m-1 + . .  • = o 

und die des begleitenden Systems 

(4) co ~ ' -  h,'eo ~'- '  -{- �9 �9 �9 ~ h,~, = 0, 

fernerv diejenige Zahl des begleitenden Systems, die der Zahl u des 
gegebenen Systems entspricht, so mtissen die Relationen 

v ~ -  htv ~-~ + - . .  ! h~ v~ = 0, 

v~' h~ v'~'-~ + . . . - 4 -  h,~,v 0 

zusammen bestehen. Dies abet ist, wie im analogen Falle beim Be- 
weise des Satzes 16 gezeigt wurde, nut mSglieh, wenn die Gleichung (4) 
die Gleichung (3) theilt. Uebrigens ist hierbei die IdentiLKt der 
Gleichungen (3) uad (4) nicht ausgeschlossen. - -  Unter Rticksicht- 
nahme auf die SStze 14 und 15, welche aussagen, dass zum linearen 
Coefficienten jedes irreductibeln Theilers ether charakteristischen Glei- 
chung eine Form mit Polareigenschaft gehSrt und zwar zu ver- 
schiedenen Theilern auch verschiedene Formen mit Polareigenschaft, 
k5nnen die begleitenden ursprtinglichen Systeme eines Zahlensystems 
des Niihern untersucht werden. Zuniichst hat man 

S atz 22 . .D ie  beiden charakteristischen Gleichungen eines urspriing- 
lichen Zahlensystems sind 2otenzen ether und dersetben irreductibeln 
Gleichung. 

Denn aus der Existenz zweier verschiedener irreductibler Theiler 
der charakteristischen Gleiehungen wiirde nach Satz 15 folgen, dass 
dem Zahlensystem zwei verschiedene Formen mit Polareigenschaft ent- 
stammen; dasselbe w~re dann nach Satz 10 kein ursprtingliches. Da 
die eharakteristischen Gleichungen stets yon gleiehem Grade sind, so 
sind sie in diesem Falle identiseh. 

S a t z 23. Ein Zahlensystem, dessen Ranggleichung irreductibel ist, 
und welches sich aus dem ~inearen 6'oefficienten der t~anggleichung er- 
zeugen ~isst, ist ein urst~riingliches. 

Denn ein begleitendes ZahIensystem mfisste mit dem gegebenen 
Zahle~system die Rauggleichung gemein haben~ da letztere irreductibel 



Ueber Systeme hSherer complexer Zahlen. 119 

is~. Dann wfirde auch der lineare Coefficient tier Ranggleichung dem 
begleitenden System entstammen; da derselbe aber das gegebene System 
erzeugt, so muss jedes begleitende System mit dem gegebenen System 
identisch, letzteres also urspr(inglich seth. 

Satz  24. 1)ie l~anggleichung eines urspriinglichen Zahlensystems 
ist irreductibel. 

Es set 
(5) - hi co.,-t § . . . - 4 -  hm = 0 

der irreductible Theiler der charakteristischea Gleichung eines urspriing- 
lichen Zahlensystems. Aus dem linearen Coefficienten hi, dem eine 
Form mit Polareigenschaft zagehSr~, muss sich das System erzeugen 
lassen. Ersetzt man nun u durch die reciproke Zahl ~, so geht nach 
Punkt 4 des dritten Paragraphen hi(u) in: 

(6) ],, h,,, ( ~) 

fiber. Setzt man dann ~ ~--v.  @, so wird i i ~ w  .~ and nach 
Punkt 5 desselben Paragraphen wird 

h,, _ 1 (v. ~) 

Setzt man bier ~ linear unabhEngige Zahlen fiir w, so erhElt 
man n linear unabh~ngige Formen yon v j . . .  ~ ,  darges~ellt als 
rationale Functionen yon vl .. �9 v, mit dem gemeinsamen Nenner hm(v). 
l~un ist naeh Satz 17 der kleinste gemeinsame Nenner yon v l . . .  v- 
das yon co freie Glied der Eanggleichung. Es muss also die Rang- 
gleichung des Systems ein Theiler der Gleichung (5) seth; da letztere 
aber irreductibel ist, so ist die Ranggleichung mit ihr identisch. 

S a tz  25. 1)ie verschiedenen irreductibeln Theiler ether charakte- 
ristischen Gleichung eincs Zahlensystems sind dic l~anggleichungen der 
s~im(ntlichen das Zahlensystem begleitenden urspriinglichen Systeme. 

Denn da nach dem 21. Satze die Ranggleichung eines begleitenden 
Systems die Ranggleichung des gegebenea Zahlensystems theilt und 
letztere nach dem 16. Satze wiederum die charakteristischen Gleichungen 
des Zahlensystems theilt, so wirdjede Ranggleichung eines begleitenden 
ursprtinglichen Systoms Theiler der charakteristischen Gleichungen des 
gegebenen Systems seth. Andererseits erzeugt der lineare Coefficient 
jedes irreductibeln Theilers e[ner charakteristischen G leichung ein be- 
gleitendes System, dessen Ranggleichung eben dieser irreductible Theiler 
ist uad welches demnach ursprtinglich ist. Es besitzt also auch eine 
charakteristische Gleichung ei~les Zahlensystems keine andern irre- 
ductibeln Theiler, als solche, die Ranggleichungea der begleitenden 
urspriinglichen Systeme sind. 
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Daneben ergeben sich die Corollare: 
C oro 11 ar I. Jeder irreductible Theiler ether charakteristisehen 

Gleichung ist Theiler der andern charakteristischen Gleichung und der 
lCanggleichung. 

Coro l la r  II. Die Coefl%ienten einer charakteristischen Gleichung 
sind homogene rationale Eunctionen nut yon den Parametern der Zahlen 
der begleitenden ursIyriinglichen Systeme. 

In der That ist jeder irreductiblo Theiler einer characteristischen 
Gleichung als Ranggleichung eines ursprfinglichen Systems nur ab- 
hiingig yon den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen 
Systems. 

{}7. 

Die Killing'sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlensystems. 
Um vollsfiindige Kenntniss yon den Eigenschaften der urspriing- 

lichen Zahlensysteme zu erhalten, muss man die Killing'sche Gleichung 
derselben ebenfalls in Betracht ziehen. 

Bezeichnet man der Kfirze halber diejenige Gleichung t deren 
Wurzeln die s~mmttichen Differenzen zwischen den Wurzeln ether 
andern Gleichung sind, als die Wurzeldifferenzengleichung der letzteren, 
so kann man zeigen: 

S atz 26. Die KiUing'sche Gleichung eines Zahlensystems, das nut 
ein einziges begleitendes ursl~riing~iches System besitzt, ist Potenz der 
Wurzeldiff erenzeng~eichung der l~angg~eichung des begleitenden urspriing- 
lichen ,~ystems. 

Ist die Ranggleichung des begleitenden ursprlinglichen Systems 

(1) ~ - -  h, ~ - 1  A- " ' "  -4- h~ --- 0 ,  

so ist die charakterisfische Gleichung des gegebenen Zahlensy~tems 
Potenz dieser Gleichung und jede nicht verschwindende Wurzel der 
Killing'schen Gleichung nach Satz 18 Differenz zwischen Wurzeln der 
Gleiehung (1). Naeh dem Corollar desselben Satzes ist ferner die 
Killing'sche Gleichung des gegebenen Systems, abgesehen yon den 
verschwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung yon 
(1). Es soil nun noch gezeigt werden, dass dies auch mi~ Riicksicht 
auf die versehwindenden Wurzeln start hat. 

Bildet man also die Wurzeldifferenzengleichung yon (1): 

( 2 )  ~.,~ - -  d~ ~,~~ + . . .  = 0 

und entwickelt die Killing'sche Gleichung: 

(3) 
! 
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nach Potonzen yon p in 

(4) o ~ - c~0 ~-~ + . . . - -  0 ,  

so is~ der Quotient c2 :d2 eine ganze Zahl die a n z e i g t ,  wie oft jede 
nieht verschwindende Wurzel yon (2) Wurzel yon (4) ist. Der Coeffi- 
cien~ d2 der Gleichung (2) dutch die Coeffieienten der Gleichung (1) 
ausgedrtlckt, betr~g~ 

(5) d~ = - 2~h~  + ( m -  l) h,~. 

Durch dieselben GrSssen muss sich der Coefficient c~ dot Killing'- 
schen Gieiehung ausdrticken lassen. Aus (3) finde~ man 

( a h -  ~ , ) (~ ' , , -  a~,)u~, (s, t, k, ~=- 1 . . . . )  

=y t 27 (6) c. 2 a t ka~ ,  uk  u t -  aSkt a ,~u~  us ( s ,  t ,  k ,  l --~ 1 . . . n ) .  
s,t,k,~ s,~,k,l 

Den Werth des ers~en Theiles dieses Ausdrucks erhKl~ man, wenn 
man in dem linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichung u 
durch u ~ ersetzt; derselbe ist demnach 

( - -  2 h~ + h~).  

Was den zweiten Theil des Ausdrucks anlangt, so muss auch er 
durch h I und h~ darstellbar sein, also nach dem Corollar II des Satzes 25 
nut yon den Parametern einer Zahl des begleitenden ursprtinglichen 
Systems abh~ingen. Sein Werth ersehliesst sieh aus der Bemerkung, 
dass aus der Form 

(7) ak~ a,~ u ,  ( s ,  t ,  ~ -  . . .  

durch die Substitution u == v w  eine Form mit Polareigenschaf~ hervor- 
geht und desgleichen aus der Form 

(s, t, . .  n). (7 a) a l ,  a , ,  uk k = l . 
t 

Es ist also der zweite Theil des Ausdrucks (6) eine quadratische 
Form solcher Gr~ssen, denen Formen mit Polareigenschaft entsprechen 
und die linear aus den Parametern einer Zahl des begleitenden ursprting- 
lichen Systems gebildet sind. Die einzige solche GrSsse ist abet ht, 
und es wird demzufolge der zweite Theil yon (6) vhj 2 werden, wenn 
mit v eiffe noch n~iher zu bestimmende Constante bezeichnet wird. 
Es ist also: 

c2 == ~ ( -  2 h2 "4- ht 2) + ~ h~ 2, 
~tt 

s, t~ k, l 

und daraus 
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1 und da c2 mit d 2 proportional sein muss, so ist v--- 
m ~ 

und 

( 8 )  c2 - -  n �9 d~ .  

n eine gauze Zahl und die Killing'sche Gleichung (4) Es is~ also ~-2- 

ist die ~ t e  Potenz der Wurzeldifferenzengleichung der Gleichung (1). 
m,~ 

Die Anzahl tier verschwindenden Wurzeln der Killing'schen Gleichung 

ist dann dutch __n g e g e b e n . -  
m 

Handelt es sich nun durum, die Killing'sehe Gleichung eines 
ursprtinglichen Zahlensystems aufzufinden~ so braucht man nach dem 
eben bewiesenen Satze nut die Anzahl der verschwindenden Wurzeln 
derselben zu kennen. Mit Rticksicht darauf, dass ein urspriingliches 
Zahlensystem aus einer Form mi$ Polareigenschaft erzeugt wird~ kann 
man den 19. Satz heranziehen. Nach diesem Satz muss die Anzahl der 
verschwindenden Wurzeln der Killing'schen Gleichung eines ursl3rfing- 
lichen Zahlensystems der Anzahl der mi~ einer allgemein gewiihlten 
Zahl des Systems vertauschbaren Zahlen gleich sein. Diese Anzahl 
wird zufolge nachstehenden Satzes gefunden: 

Sa~z 27. In einem ursTriinglichen Zahlensystem bilden die linear 
unabhSngoen Potenzen der Zahl u das volle System linear unabh~ingiger 
mit u vertauschbarer Zahlen. 

Ist niimlich die Ranggleichung des ursprttnglichen Systems, die 
nach dem 24. Satze irreductibel ist, die Gleichung: 

(9) , o , , , -  h~ (u)  ~ . , - ,  + . . .  + h . , ( u )  ---- o ,  

so hat jede mit u vertauschbare Zahl v die beiden Relationen 

(10) 
v ~  - h~ ( v )  . v ",--1 + .  �9 �9 + h ~ ( v )  . v  ~ - - -  o ,  

u m v " - h , ( u v ) . u ~ ' - l v ~ - '  + �9 �9 �9 +__ h , n ( u v ) . v  ~ - -  o 

zu befriedigen. Dutch Anwendung des Verfahrens, das zur Auf- 
suchung des grSssten gemeinsamen Theilers zweier rationaler Func- 
tionen dient, kann man aus diesen beiden Relationen eine dritte her- 
leit~n, die in v yon mSglichst geringem Grade ist. Bei Anwendung 
dieses u aber kann man v wie eine gewShnliche Gr5sse, u 
wie eine Wurzel der Ranggleichung behandeln. Se~zt man noch in 
Stelle yon v die Zahl v~ - 3,v und ersetzt in den hierdurch um- 
geformten Relationen (10) die Potenzen yon v ~ ~- itv durch die gleich- 
hohen Potenzen einer gew~ihnlichen GrSsse x, die Potenzen yon u 
durch die gleichhohen Potenzen einer Wurzel eo der Ranggleichung, 
so geht die beschriebene Aufgabe in die tiber, die gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen: 
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x~ - hi (v ~ + zv)  xm-, + .  �9 �9 -4- h~ (v0 + z v) == 0, 
( lo )  

r  ( u +  ~ u v ) ~ , . , - , x ~ - ,  + . . . - 4 -  h a ( u + z u v )  = o  

aufzufinden. Diese Gleichungen kSnnen aber nich$ mehr als eine ge- 
meinsame Wurzel haben, da sie ffir / t - - 0  in 

(x - -  1)'~ -~-- O, 
(11) 

o,~x' ,  - h, (u) ~ , ~ - , x , ~ - '  + �9 �9 �9 -4- h , , (u )  = o 

fibergehen, und da wegen der IrreductibilitSt der Ranggleichung die 
zweite Gleichung (11) nur eine Wurzel x ~ 1 hat, Die gemeinsame 
Wurzel der Gleichungen (10) kann, da sic rational durch die Coeffi- 
eienten beider Gleichungen dargestellt wird, in die Form 

gebrach~ werden. Es ist also aueh 

(12) v~ "4- 'tv-~l~ u~ + Pl u + ' ' "  + Pa-t u''-l, 

womit der Sa~z, dass jede mit u vertauschbare Zahl als lineare Form 
tier niedrigsten unabhi~ngigen positiven Potenzen yon u darstellbar isfl, 
bewiesen ist. 

Es ist danach mi~ Riieksicht auf den Satz 19 die Anzahl der ver- 
schwindenden Wurzeln der Killing'sehen Gleichung eines urspriing- 
lichen Zahlensystems gleich dem Grade der Ranggleiehung des Zahlen- 
systems; und unter Heranziehung des 26. Satzes folgt: 

S a t z 28. .Die Killing'sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlen- 
systems ist die Wurzeldifferenzengleichung der I~anggleichung. 

Da ferner der Grad der Killing'schen GIeichung des Zah]ensystems 
gleich der Anzahl der Grundzahlen des Zahlensystems ist~ so folgt 
welter: 

S a t z 29. ~ie Anzahl der Grundzahlen eines ursloriinglichen Zahlen- 
systems ist gleich dem Quadrat des Grades der t~anggleichung. 

Es sind dann auch die charakteris~ischen Gleichungen des urspriing- 
lichen Zahlensystems identisch mit der ersten Potenz der Ranggleichung. 

w  

Die Normalform des ursprfingliehen Zahlensystems. 

Es kommt nun darauf an, eine Normalform fiir die Product- 
gleichungen eines ursprtinglichen Zahlensystems zu finden. Zu einer 
solchen gelangt man, ausgehend yon den LSsungen der Gleichung 
(1) ~ . z ~ z u .  

Zun~chs~ sei das vorgelegte Zahlensystem ein ganz beliebiges. 
Damit die Gleichung (1) eine bSsung besitze, muss co eine Wurzel 
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ether charakteristischen Gleichung sein. Verschwinden ffir diesen 
Werth yon co alle Un~erdeterminanten der Determinante 

2:'  I a~,ul--~ikeo k, l =  1 . .  n) 
t 

his ausschtiesslich zur r t~ Ordaung, so besi~z~ die Gleiehung (I) r linear 
unabh~ngige LSsungen 

(2) x(~) . . ,  x(,I. 

Es bildon aber aucb die Zahlen 

( 3 )  ~ x ( ~ )  . . . v x ( ~ )  

ein volles System linear unabh~ngiger LSsungen der Gleichung (1), 
miissen sieh daher linear aus den LSsungen (2) zusammensetzen lassen 
in der Form 

(4) vx"~ = ~ v~x(~) (i, k = 1 . . .  r ) ,  
k 

wo die GrSssen vki lineare Formen yon v i . . .  v. sin& Wird stat~ v 
das Product v w gesetzt, so ergiebt sich eine doppelte Darstellung der 
LSsungen yon (1), n~imlich: 

(5)  v w  x(~) = Z 
k 

und 

(6) v w  x ~  = 
k, I 

woraus 

(7) (vw)~, = 

( i ,  k - -  1 . . .  r)  

v~,~w~i xIkJ (i, k ,  l =  1 . . .  r), 

qJkl W;i ( i ,  k ,  l = l  . . .  r)  

zu schliessen ist. Es k5nnen dann dureh Wahl eines bestimmten 
Werthes yon u die yon u abh~ingigen Coefficienten der linearen Formen 
vk~ und w~ constant gemacht werden. Dann bilden die linear unab- 
h~ingigen under den Formen vi~ die Parameter einer Zahl eines be- 
gleitenden Systems, dessert Productgleichungen die linear unabh~ingigen 
unter den Gleichungen (7) sind. 

Es set nun das vorgelegte Zahlensystem ein ursprtingliches mit 
m 2 Grundzahlen. Die Anzahl der linear unabh~ingigen LSsungen der 
Gleiehung (1) kann dann nicht mehr als m betragen, da die eharak- 
teristische Gleichung je m gleiche Wurzeln hat; sie kann aber aueh 
nicht weniger als m betragen, weft sonst aus den Gleichungen (7) 
die Existenz eines begleitenden Systems mit weniger als m ~ Grundzahlen 
folgen wtlrde. Es ist also r - - m .  Wie die m ~ Formen vkt aus den 
Parametern v i . . .  v~ linear zusammengese~zt sind, so lassen sich um- 
gekehrt die Parameter v i . . .  v~ linear aus den v~ zusammensetzen. 
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Es kann daher die Basis e t . . .  e. des ursprtinglichen Zahlensystems 
durch eine Basis eik (i, k ~ I . . .  m) ersetzt werden t so dass die 
Zahl x : 

(s) x---- ~ x,~e,~ (i ,  7c - -  1 . . .  m) 
i , k  

wird, und die Productgleichungen des Zahlensystems: 

(9) = ~  (i, k, l 1 m). x" i k  X i l ~ l k  ~ . �9 �9 

l 

Man hat also den Satz: 

Sa tz  30. Die Basis jedes urspriinglichen Zahlensystems yon m"- 
Grund~ahlen kann so gewtihlt werden, class die Productgleichungen die 
Gestalt 

~ x,u~k (i ,  k, l =  t . . .  m) 

annehmen. 

HI. Abschnitt. 

Zahlensysteme und zu ihnen geh(irige Gruppen. 

w  

Boziehungen zur Theorie dor Transformationsgruppen. 

Nach Erledigung der urspriinglichen Zahlensysteme kann die 
Untersuchung der ttbrigen Zahlensysteme in Angriff genommen werden. 

Es mach~ sich dabei sehr bald das Bedtiffniss nach einer er- 
weiterten Auffassung des Systems der Productgleichungen eines Zahlen- 
systems gel~end; man erzielt eine bedeutende Vereinfachung, wenn 
man sich yon vornherein jetzt eine allgemeinere Aufgabe stellt~ die 
der Theorie der Transformationsgruppen entspringt. ZuvSrderst soll 
daher soviel als erforderlich fiber diejenigen Transformationsgruppen, 
die bier in Betracht kommen und fiber die Beziehung ihrer Theorie 
zur Theorie der Zahlensysteme berichtet werden. 

Dutch die m Gleichungen: 

(1) x , ' - - ~  b,~(u)x~ (i, k -  1 . . .  m), 
k 

deren Coefficienten lineare Formen yon n Parametern u t . . .  u,, sind, 
wird eine Schaar linearer Transformationen der Gr5ssen xl . . .  x,, 

�9 t in x 1 . . .  x~ definirt. ,Ergeben irgend zwei Transformationen der Schaar, 
nach einander ausgefiihrt 
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x,"= ~ b,,(u) x,' ( i ,  l--~ 1 . . .  m ) ,  

(7r 1 - - 1  . . .  m) 
k 

immer wieder eine Transformation der Schaar, so bilden s~immtliche 
Transformationen der Schaar eine Grupi~e. Damit dies stattfinde, 

�9 f miissen n GrSssen v i . . .  vn aaffindbar sein, die den Gleichungen 

(2) b,~(~,') = ~ b.(u) b~k(v) (~, ~ ,  Z---- 1 . . .  m )  

geniigen. Es werden x 1 . . .  x,~ d i e  Ver~inderlichen, u t . . .  u ,  die 
Parameter der Gruppe genannt. 

Ale wesentliche Bedingungen sind die beiden folgenden zu be- 
trachten : 

1) Die GrSssen blk(U) lassen eich nicht als lineare Formen yon 
weniger als n Parametern darstellen. 

2) Die Determinante Ibis(u)] verschwindet nicht identisch. 

Der ersten dieser Bedingungen zufolge mtissen sich u l . . .  u,, aus 
den bi~(u) berechnen lassen. Es mfiseen sich also auch aus den Glei- 

�9 f chungen (2) die Parameter v 1 . . .  v, ale bilineare Formen yon u ~ . . .  un 
und v ~ . . .  v. berechnen lassen: 

(i, k,  l - ~  1 . . .  n). V' ' - - '  ~ a i i kl Uk VZ (3) 
k, l 

Zwisehen den conetanten Coefficienten dieser Gleichungen miissen 
zufolge der identischen Gleiehungen 

j , t  

(i, j ,  k, l ~  1 . . .  m) 

Beziehungen 
folgenden 

(4) 

und 

bestehen; dieselben 

i s ~ i s 
ass ajk ~ a/s ax.~ 

# $ 

Setzt man fflr den Augenblick: 

c,~ (u) ~- 2 ;  a i 
:ik ~t 

U~ ~ akl Wk ~l 

k, l 

sind, wie leieht ersiehtlieh, die 

(i, j ,  k, l, s ~ 1 . . .  n). 

( i ,  k ,  j -  1 . . .  n) 

(i, k ,  l ~ -  I . . .  n). 
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so folgt aus den Gleichungen (4): 

(4a) cu(u')--  ~ c~,(w) c,z(u) (i, l, s --~ 1 . . .  n). 
$ 

Es definiren also auch die Gleichungen (3) eine Gruppe, deren 
Ver~nderliche v l . . .  v~ sind: die iParametergruppe der Grutvpe (1). 

Die Bedingung, dass (tie Determinante ]bik (u) l nicht identisch ver- 
schwinde~, verlang~ die AuflSsbarkeit der Gleichungen (1) nach x l . . .  x,,. 
Es sind daher auch die Gleichungen (2) im Allgemeinen sowohl nach 
den bi~(u), als auch nach den b~k(v) auflSsbar. Da sieh alsdann auch 

�9 t u 1 . . . u .  als rationale Functionen yon v~ . . . v ~  und v ~ . . . v ~ ,  oder 
g �9 

v j . . . v n  als rationale Functionen yon v~ . . . v ~  und u j . . . u ~  dar- 
stellen lassen, so miissen auch die Gleichungen (3) im Allgemeinen 
auflSsbar sein, sowohl nach u ~ . . .  u~, als auch nach v l . . .  v~. Die 
Determinanten 

(5) ~ , ] ~ i ut (i k, 1 1 ak~v~ and a~k , ~--- . n) D �9 

l l I 

dtirfen daher nicht identisch verschwinden. Es wird dann auch eine 
Transformation der Gruppe mit de~ Parametern (u~ . . .  (u0), geben, 
die jedes Werthsystem der Ver~iaderlichen x l . . .  x,~ in sich selbst 
transformirt, die identische Transformation. Die Gleichungen (3), 
deren Coefficienten den Bedingungen (4) geniigen und ftlr die die 
Determinaaten (5) nicht identisch verschwinden, bilden das System 
der Productgleichungen eines Zahlensystems. 

Es l~isst sich also die Beziehung, in der die Gruppe (1) zu einem 
Zahlensystem steht, in folgende Worte fassen: 

Sa tz  31. Besitzen die Gleichungen einer Gruppe linearer und 
homogener Transformationen Coefficienten, die lineare Formen der Para- 
meter sind, so bilden die Gleichungen der ihr zugeh6rigen _Parameter- 
grup.pe das System der _Productgleichungen eines Zahlensystems. 

Die Gruppen der hier betrachteten besondern Art sollen ~u Zahlen- 
systemen geh6rige Gruppen genannt werden. Jedem Werthsystem u I ... u~ 
der Parameter der Gruppe entsprieht eine Zahl u des Zahlensystems; 
und zwar erhi~lt man~ wenn nach einer Transformation mit den Para- 
metern v j . . .  v, eine Transformation mit den Parametern u l . . .  u,  
ausgefiihrt wird, eine Transformation, deren Parameterwerthe dem 
Producte der Zahlen u und v entspreehen. Der identischen Trans- 
formation der Gruppe entspricht die dureh den Satz I definirte Z.~hl u ~ - -  

Man kann dem Satze des vorigen Paragraphen~ yon dem dutch 
das bisherige bezeichneten Gesichtspunkte aus, die Fassung geben: 

S a t z 32. Die Productgleichungen eines urspriinglichen Zahlen- 
systems mit m ~ Grundzahlen sind die Gleichungen der _Parameter. 
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gruppe der allgemeinen l inearen homogenen Gruppe  yon m Veriinder- 

lichen. 

AIs allgemeine lineare homogene Gruppe wird eine Gruppe: 

(6) x"~-~-~=s U, k Xk (i, k--- 1 . . .  m) 

beze ichne t ,  deren Coefficienten siimmtlich yon einander unabh~ingig 
siad. Die Gleichungen der Parametergruppe derselben sind: 

(7) v i ' k - - ~  u , , v ,k  (i, k, 1--- 1 . . .  m), 

und diese sind gleichzeitig die Productgleichungen eines in der Normal- 
form vorliegenden urspriinglichen Zahlensystems yon m 2 Grundzahlen.- 

Es sei an dieser Stelle noch der sp~iter gelegentlich zur Ver- 
wendung kommende Begriff einer Untergruppe, soweit letztere zu 
einem Zahlensystem gehSrt, besprochen. 

Werden die Parameter einer zu einem Zahlensystem gehbrigen 
Gmppe 
(8) x/~-~ L'  b,k(u) xk ( i ,  k ~ 1 . . .  m)  

k 

linearen Transformationen unterworfen, so entspricht jeder solchen 
eine Aenderung der Basis des zugeh5rigen Zahlensystems. Es kann 
nun eintreten, dass die Parameter u j . . .  u , ,  u ~ + l . . ,  u ,  der Gruppe 
sich so wiihlen lassen, dass vermSge der Gleichungen der Parameter- 
gruppe 

, 
v, ~ ak~ u~v~ ( i ,  k ,  l ~  1 . . .  ~) ,  

wenn 

und 

gesetzt wird, auch 

U,,.t-I ---- �9 �9 �9 -- U. ~ 0 

V r + l  ~ " �9 " ' ~  V m  ~ 0 

r �9 

V r §  ~ " " " " ~  ~ n  ~ 0 

wird. Das Nullsetzen der GrSssen u~_~.., u~ mag in den Coefficienten 
der Gruppe (8) dadurch angedeutet werden, dass in ihnen u durch u 
ersetzt wird. Verschwindet nun die Determinante 

Ib, (u) l ( i ,  k - -  1 . . .  m)  

nicht identisch, so bilden die Gleiehungen 

( 9 )  b,~(u) xk (i ,  k ~ 1 . . .  ra) 
k 

die Gleichungen einer zu einem Zahlensystem gehbrigen Gruppe. Maa 
ttberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (9) alle hierzu efforderlichen 



Ueber Systeme hSherer complexer Zablen. 129 

Eigenschaften aufweisen. Es wird dann die Gruppe (9) eine Unter- 
gruppe der Gru~pe (8) genannt, und zwar eine zu einem Zahlensystem 
gehSrige Untergruppe. Es braucht wohl kaum erwiihnt zu werden, 
(lass jede zu einem Zahlensystem geh5rige Gruppe in m Ver~nderlichen 
Untergruppe der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe in m 
Veri~nderlichen ist. 

w  

Begleitende Gruppen. 
Die n~ihere Untersuchung der zu Zahlensystemen geh5rigen Gruppen 

stfitzt sigh haupts~ichlich auf den Begriff der begleitenden Gruppen. 
Lassen sich die Ver~inderlichen einer zu einem Zahlensystem ge- 

hSrigen Gruppe so wiihlen, dass die Gleichungen der Gruppe die 
Gestalt 

(1) 
x ~ ' ~  ~ bi~(u) xk 

x" 

(i, k ~  l . . .  p), 

( i  k~l. . ._~_l mm--p)  
k 

erhalten, so definiren die p erstea dieser Gleichungen ebenfalls eiae 
Gruppe. Die Bedingungen hierfiir, n~mlich die Existenz eines Glei- 
chungensystems 

(2) b , ~ ( v ' ) - - - ~  b,(u) bzk(v) (i, k, 1--- 1 . . .  p) 
l 

und die AuflSsbarkeit der p Gleichungen nach x l . . .  x~ sind bereits 
unter den Bedingungen der Gruppeneigenschaf~ yon (1) enthalten. Es 
soll die so erhaltene Gruppe eine die Gruppe (l) begleitende Gruppe ge- 
nannt werden. Ebenso zeigt sich, dass auch die Gleichungen 

(3 )  x '  = ~-~ b~-,,p+k(u) x~+k (i, k ----- 1 . .  m - -  p) 
k 

eine Gruppe.definiren. Dieselbe soll als eine l~ebengruppe der Gru~pe 
(1) bezeichnet werden. 

Durch einen, der Erzeugung begleitender Zahlensysteme analogen, 
Process lassen sich begleitende Gruppen einer zu einem Zahlensystem 
gehSrigen Gruppe auffinden. 

Bildet man eine lineare Form der abhiingigen Veri~nderlichea der, 
in allgemeiner Form vorgelegten, Gruppe 

(4) x, ---- b,k(u) xk (i, k = 1 . . .  m), 
k 

Mathemat i lche  Annalen. XLI. 9 
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so ist diese eine bilineare Form der unabh~ngigen Ver~inderlichen und 
tier Parameter: 

(5) ~ x~ = ~, b,k(u) xk (i,  k - -  1 . . .  m). 
i i ,k 

Definirt man die Parameter u l ' . . ,  u~' dureh die Gleichungen 

b,k(u') ~: ~ b,z(w) b,k(u) (i, k, l =  1 . . .  m) 

und trKg~ sie in die Gleiehung (5) ein, so geht letztere mit Rficksicht 

a, bi , (w)  x k ' ~  ~ ~,b,k.(u') xk (i ,  ~ 1 . . .  m) 
i ,k  

fiber. Aus dieser Gleichung wird eine begleitende Gruppe yon (4) auf 
folgendem Wege gefunden. Lassen sich die m Formen 

~--i a, b,~(u) (/, k - -  1 . . .  m) 
i 

dutch ~ unabhiingige lineare Formen yon u 1 . . .  un linear darstellen, 
etwa dutch j61(u) . . .  &(u) ,  so wird aus (6): 

(7) ~ fl~(w) , j---  ~ flj (u') z, (j = 1 . . .  m) 
i j 

wo z 1 . . .  ~$ lineare Formen yon x l . . .  x~ sind. Durch lineare Trans- 
formation der Ver~inderlichen der Gruppe kann fibrigens erreicht werden~ 
dass diese Formen gerade gleich x l . . .  x~ werden, so dass aus (7) 

(8) ~ ~s(w)xj~-- ~ flj(u')x, (j - -  1 . . .  m) 
J J 

hervorgeht. Es lassen sich dann w l . . .  wn so wiihlen, dass alle 
GrSssen i l l ( w ) . . ,  fl~(w) his auf fl~(w) verschwinden. L~isst man i die 
Zahlen 1 . . .  p durchlaufen und beachtet, dass die GrSssen /~(~') 
lineare Formen yon u l . . .  u~ werden, so folgt aus (8) das Gleichungen- 
system 

(9) x , ' - - - ~  b,k(u)x~ (i, k--- 1 . . .  p),  

durch welches eino begleitende Gruppe yon (4) definirt wird. Bezeichnet 
man diese Herleitung einer begleitenden Gruppe als Erzeugung der- 
selben aus oiner Form, so kann man sagen: 

S atz 33. Zdsst sich eine lineare Form der abh~ingigen Verdnder- 
lichen einer zu einem Zahlensystem geh6rigen Gruppe als biIineare~orm 
yon ~ unabhgngigen linearen _Formen der t)a~'ameter und also auch 
yon p unabMingigen linearen 2brmen der unabh~ingigen Ver~inderlichen 

auf (4) in 

(6) 
i, k 
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darstellen, so er~eugt sie eine Gruppe in p Ver~inderlichen, die die ge- 
gebene Gru~pe begleitet. 

Die Analogie n i t  dem Satze 7.f~illt in die hugen. Uebrigens 
ist die Identitiit der gegebenen Gruppe n i t  der begleitenden Gruppe 
nich~ ausgesch|ossen. Ferner hat man in Analogie des Satzes 8 
den Satz : 

S a~ z 34. Jede erzeugende Form einer begleitenden Gruppe ist 
lineare Form der Ver~nderlichen der begleitendcrt GruTpe. 

Denn die Gleichung (8) ist nur eine andere Form der Gleichung 
(6); es ist also: 

---  j(w) xj 

l i ,,k (', '~ = "- '7) .  
und wenn fiir w l . . .  w~ die Parameter der identischen Transformation 
gese~z~ werden, so folgt hieraus: 

x'----- ~ .~  ~ (u  ~ x; (i--=1 . . .  m~ Y (10) 
"' ' j =  1 I~ ] '  i j 

wodurch der Satz bewiesen ist. 

w 

Transitivit~t und Intransitivit~t. 

Es muchen sich, wie bei iihnlichen Untersuchungen, so auch hier 
die Unterschiede zwischen transitiven und intransitiven Gruppen gelCend ; 
doch gelingt es die Behandlung letzterer auf die ers~erer zuriickzufiihren. 

Eine Gruppe heisst transitiv, wenn es i n  Allgeneinen mSglich 
ist, vermittelst einer Transformation derselben ein beliebig vorgegebenes 
Werthsystem der Veriinderlichen x l . . .  xm in ein anderes bellebig vor- 
gegebenes Werthsystem x ( . . .  x~ iiberzuftihren; sie heisst intransitiv, 
wenn dies im Allgemeinen nicht nSglich ist. 

Es ist danach eine zu einen Zahlensystem gehSrige Gruppe 

(1) - -  b k(u) xk (i, 7c == 1 . . .  m) 

t r ~ransitiv, wenn x, . . .  xm als lineare Formen blos yon u I . . .  u~ be- 
trachtet, yon einander unabh~ingig sind; sie ist intransitiv, wenn 

r t x I . . .  x,~ durch weniger als m Formen yon u ~ . . .  un, etwa m - - p  
unabhiingige, linear sich dars~ellen lassen. - -  

Um dieser Frage a~her zu treten, kann nan  die in folgender 
Weise aus der Gruppe (1) derivirte Gruppe benutzen. 

Es seien c t . . .  cmm veriinderliche Gr5ssen, die b~i jeder linearen 
9* 
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P �9 �9 P Transformation yon x l . . .  x,, in x l . . .  x,,, sich derart in c a . . .  c m 
traasformiren, dass 

wird. Unterwirft man also die GrSssen x t . . . xm einer Transformation 
der Gruppe (1), so unterliegen die GrSssen c I . . .  cmder Transformation 

(2)  = c;  = 1 . . .  m).  
i 

Die dutch die Gleichungen (2) definirte Gruppe mag die zur G r u ~ e  
(1) conjugirte Gruppe genannt werden. 

Man sieht sofort ein, dass, falls die Gruppe (1) eine beglei~ende 
Gruppe besitzt~ auch ihre eonjugirte Gruppe eine solehe besitzt; und 
zwar wird die conjugirte Gruppe der begleitenden Gruppe Nebengruppe 
an der conjugirten Gruppe, ws die conjugirte der Nebengruppe 
begleitende Gruppe der conjugir~en Gruppe wird. Das fiber die 
Erzeugung begleitender Gruppen aus linearen Formen der Veriinder- 
lichen Gesagte finder auch auf die conjugirte Gruppe Anwendung. 

Man kann nunmehr zeigen: 

S atz  35. Jede intransitive zu einem Zahlensystem geh6rige Gruppe 
besitzt ~ine transitive beg~eitende Gruppe. 

Ist n~imlich die Gruppe: 

b ~ ( u )  x~ ( i ,  k - - -  1 . . .  m)  
k 

intransitiv, so sind die m Formen yon u j . . .  u, :  

~bi~(u) ~k ( i ,  = . . .  m), k 1 
k 

wie aueh t q . . .  ~ gewiihlt sein mSgen, nich~ unabh~ngig yon ein- 
ander, sondern durch weniger als m, etwa m - - p  lineare unabh~.ngige 
Formen yon ~tl . . .  u, linear dars~ellbar. Dann muss nach dem 
33. Satze die lineare Form der Ver[inderlichen der conjugirten Gruppe 

k i, k 

eine begleitende Gruppe der letztern in r a - - T  Veriinderlichen er- 
zeugen; es besitzt also auch die gegebene Gruppe eine begleitende 
Gruppe und zwar in p u Eine intransitive Gruppe be- 
sitzt also stets eine nieht mit ihr identisehe begleitende Gruppe. Da 
nun jede zu einem Zahlensystem geh5rige Gruppe yon einer solchen 
Gruppe begleitet wird, die selbst keine weitere begleitende Gruppe 
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besitzt, so kann letz~ere jedenfalls nicht intransitiv sein und es besitzt 
"somiL jede zu einem Zahlensys~em gehSrige intransitive Gruppe eine 
beglei~ende ~ransi~ive Gruppe. -- 

Es ist bereits oben die Parametergruppe 

( 3 )  v~ --= ak~ uk v~ , , . n) 

einer zu einem Zahlensystem gehSrigen Gruppe ihren Eigensehaften 
nach in einer Weise dargestell~ worden~ die hier zu Statten kommk 
Die Gleichungen (3) als Produetgleichungen eines Zahlensystems unter- 
liegen linearen Transformationen nur in der Weise~ dass jade lineare 
Transformation auf alle drei Reihen yon Par~metern gleichzeitig aus- 
gefiihr~ werden muss. Sieht man jedoch die Gleichungen (3) als 
Gleichungen einer Gruppe mit den Veriiaderlichen v l . . .  v~ an, so 
sind u j . . ,  u, die Parameter der Gruppe; lineare Transformationen 
der Veriinderlichen der Gruppe sind dann solche, die gleichzeitig blos 

r ~" 

auf die GrSssen v ~ . . .  v~ und vi . . .  v, ausgefiihr~ werden, Fasst 
man die Parametergruppe in d[esem Sinne, so bes~eh~ der S~z:  

S atz 36. Jede transitive zu einem Zahlensystem geh6rige Grul~pe 
liisst sich als begleitende Gruppe ihrer Parametergrup_pe auf/assen. 

Dean is~ die Gruppe 

' Z  x , - ,  i f ,  t . . .  m)  
k 

transitiv, so lassen sich m GrSssen a ~ . . .  ~ so wiihlen, dass die 
m GrSssen 

~ ~ ~ b~z,(v) o:1, (i, k ~ 1 . . .  m) 
k 

yon einunder unabhi~ngige lineare Formen yon v ~ . . .  v, sind. Setzt 
man dann: 

~ , ' ~  ~_ j  b~(v')  ~ (i, ~ ~ 1 . . .  m) ,  
k 

g # 

indem man v~ . . .  v, dutch die @leichungen der Parametergruppe, 
oder was dasselbe is~, dutch die Gleichungen 

$ 
definirt, so wird 

( 5 )  ~;-~ , ~  b~k(u) ~ 

(i,  k, 1 ~ 1 . . .  m) 

(i, k ~  1 . . .  m). 

Mail k~nn nun offenbar die Gruppe (4) durch die ihr an Gestalt 
gleiche Gruppe (5) erse~zen. Letztere is~ abet eine beglei~ende (}ruppe 
der Parametergruppe yon (4), da ihrr Ver~indertichen unabh~ingige 
lineare Formen der Yeriinderlichen der Parametergrappe sind. 
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Der Vortheil, der aus dieser Betrachtung erwiichst, liegt darin, 
dass zur weitern Untersuchung der Gruppen diejenigen Eigenschaften 
ihrer Parametergruppen, die durch die Untersuchung der Zahlensysteme 
bis jetzt bekannt sind, herangezogen werden kSnnen. 

w 

Die urspriinglichen Gruppon. 

Es wird sich jetzt darum handeln, die Eigenschaften derjenigen 
zu Zah[ensystemen gehSrigen Gruppen festzustellen, die ausser sJch 
selbst keine begleitende Gruppen besitzen. 

Die allgemeine lineare und homogene Gru2pe 

(1) x , ' = ~ u , ~ x ~  ( i ,k -~  1 . . . p )  
k 

besitzt jeden/alls keine begleitende Gruppe, da ihre Coefficienten yon 
einander unabh~ngig sind. Sie mtige, der Kiirze wegen, eine urspriing- 
liche Grus163 genannt werden, mit Hindeutang auf ihre Zugeh5rigkeit 
zu einem urspriinglichen Zahlensystem. Es wird sich erweisen, dass 
diese die einzige Gruppe is~, die keine begleitende Gruppe besi~zt. 

Zuniichst, als Vorbereitung, sei bewiesea: 
S atz 37. Jede Gruppe, deren ~arametergrul~2e aus den ~roduct- 

gleichungen mehrer r Zahlensystcme gebildet wird, wird 
yon einer zu einem urspriinglichen Zahlensystem gehiirigen Grup2e 
begleitet. 

Es sei die Parametergruppe einer solchen Gruppe 

x; ~ b,~ (u) x~ (i, k --- 1 . . .  m) 
k 

(2) 

dutch 

(3) Z '  
Vi  " -  a k  l U k  V~ 

1r l 

(i, lc, l ~ l . . . r) , 

, y , _  r+i 

k, l 

(i, k, l~-- 1 . . .  n ~ r )  

gegeben, so dass die r erstea Gleichungen die Productgleichungen 
eines urspriinglichen Zahlensystems hi|den, die iibrigen Gleichungen 
aber yon den in den ersten Gleichungen vorkommenden Parametern 
frei sind, wie entsprechend dem Corollar des Satzes 5 nach den Aus- 
einandersetzungea des 4. Paragraphea im ersten Abschnitt geschehen 
kann. Bildet man nun, wie im 2. Paragraphen dieses Abschnitts, 
die daselbst mit (6) bezeichne~e, eiae begleitende Gruppe erzeugende, 
Gleichung 
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(4) 
i, k i, k 

und ordne~ sie nach den Parametern: 

(i, k ::: 1 . . .  n )  

(5) E w i  $i(x') = ~ u i ' r , ( x )  (i --- 1 . . .  m) ,  

so sind zuniichst wegen der Form der Gleichungen (3) u l " . . ,  ur" nut 
yon w l . . . w ~  and ul.. .u~ abhi~ngig, die tibrigen Parameter ur '+i. . .u: 
yon diesen aber unabh~ingig undes  werden demgem~iss ~h(x') . . .y~(x ')  
bilineare Formen nut yon y l ( x ) . . . 7 r ( x )  und u l . . . u r .  Da somit 
jede lineare Form yon ~ , l (x ' ) . . .  7'r(x') nut yon u j . . .  ur abhiingig 
sein kann, so wird eiue aus ether solchen Form erzeugte Gruppe nur 
u l . . .  ur zu Parametern haben, also zu einem urspriinglichea Zahlen- 
system gehSren; denn es sind u l . . .  u~ Parameter einer Zahl eines 
ursprtinglichen Zahlensystems. Selbstredend ist bet diesem Beweise 
vorausgesetzt worden, dass 7 1 ( x ) . . .  r~(x) nicht si~mmtlich vermSge 
der Wahl yon a I . . .  a, verschwinden. Es liegt zudem in dieser Voraus- 
setzung keine Beschr~nkung. 

Wetter ist zu zeigen: 

S a t z 38. Jede zu einem urspriinglichen Zahlensystem mit 22 Grund- 
~,ahlen geh~rige Gruppe wird yon einer urspriinglichen Grup~e in p 
Veriinderlichen 5egleitet. 

Es set die gegebene Gruppe 

(6) x,' (i, k 1 . . .  m) 
k 

und ihre Paramer liege in ihrer Normalform 

(7) v;h = ~  ugjvj~ (g, h, j ~--- 1 . . .  T) 
J 

vor, die zugleich die Normalform der Productgleiehungen des ursprting- 
lichen Zahlensystems ist. Ziehr man behufs Erzeugung ether begleiten- 
den Gruppe die Gleichung (5) heran, bier wegen voriinderter Index- 
bezeichung yon der Form 

2: 27' (8) wgh~gl,(x') "-~ ug~,rgh(x) (g, h ~ 1 . . .  p) , 
g, h g~ h 

so ergiebt sich aus ihr wegen 

�9 2'  ugh ~ wgjujh (g, h , j  ~ 1 . . . p) 

dutch Vergleichung der Coefficienten der GrSssen wgh: 
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(9) v~  (x') = ~ T u ~ j ~ j  (x) (g, J~,j = 1 . . . ~ ) ) .  
Y 

Dutch lineare Transformation der Ver~inderlichen der Gruppe (6) kann 
erreicht werden, dass fiir einen bestimmten Werth yon g die Formen 
yal(x) . . .  ~p(x)  gerade den GrSssen x , . . .  xp gleich werden; es sind 
dann unter den Gleichungen (9) auch die Gleichungen 

(lO) x,~ = ~ j  ~.j (g, j ---- l . . .  ~o) 
J 

enthalten, und durch diese wird eine begleitende urspriingliche Gruppe 
yon (6) definirt. 

Aus dem Beweisgange l~isst sich ausserdem noch schliessen: 
C or o I la r. Gehb'ren zwei urslgriingliche Gruppen zu einem und 

demselben urspriinglichen Zahlensystem, so kann erreicht werden, dass 
die entslarechenden Coefficienten in beiden Gru~pen gleich werden. 

Auf Grund der beiden letzten Siitze li~sst sich auch die Richtig- 
keit des allgemeinen Satzes zeigen: 

S a tz 39. Jede zu einem Zahlensystem gehb'rige Gruppe wird yon 
einer urspriinglichen Grup~e begleitet. 

Nach den Siitzen 35 und 36 wird jede zu einem Zahlensystem 
gehSrige Gruppe yon einer Gruppe begleitet, die sich ihrerseits 
als eine begleitende Gruppe ihrer Parametergruppe betraehten liisst. 
Man kann daher zum Beweise des Satzes yon einer beliebigen 
begleitenden Grupl~e der Parametergruppe ausgehen und zeigen, dass 
jede solche yon einer ursprtinglichen Gruppe begleitet wird. 

Die Gleichungen der Parametergruppe als Productgleichungen 
eines Zahlensystems lassen sich so ordnen~ dass die r ersten unter 
ihnen die Productg|eichungen aller begleitenden urspriinglicben Zah]en- 
systeme werden 

, ak~u~'v~ (i, k, l =  1 . .  r), 

(11) 

' 2 '  :,+' Vr+~ ~ a g~k v l  , 1 - - - 1  . . n  
k, t 

Ist eine uolche Anordnung getroffen, so daft keine lineare Form yon 
v l ' . . ,  v: unabhiingig yon v t . . .  v~ sein. Denn nach dem zweiten 
Corollar des Satzes 25 ist die Determinante 

I ~ ' a : , v , l  ( i , k , l ~ - - - l . . . n )  
t 

als yon ~ freies Glied einer charakteristischen Gleichung des Zahlen- 
systems (11), eine Form nur yon y r . . .  v,. Wiire nun eine lineare 
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�9 gig Form yon vi . . .  v,~ unabhiin yon v , . . .  v~, so miisste diese Deter- 
minante~ nach einem bekannten Satze, ftir v r + ~ - - . . . - - v ~ - - 0 ,  also 
auch identisch verschwinden. Letzteres aber darf keinesfaHs geschehen. 

Es sei nun durch 

(12) zi" ~ - - - - ~ b a ,  (u )  zk  ( i ,  k -~- I . . . m )  

k 

eine begleitende Gruppe der Parametergruppe (11) gegeben. Jede lineare 
! p ? 

Form ihrer Veriinderlichen z l . . .  z,, ist ]ineare Form yon v I . . .  v~ 
und l~isst sich dutch 

-~ i ( i , k , l~ - -  1 . .  n) 
i i I k, l 

wiedergeben. Die Coeffieienten yon u ~ . . .  u .  auf der reehten Seite 
dieser Gleiehung sind lineare Formen yon z l . . .  z,~ und, als gleieh- 
zei~ige Formen yon v~ . . .  v , ,  naeh dem eben gezeigten yon v a . . .  v~ 
abhiingig. Dann muss eine lineare Form yon z , . . .  z~ existiren, die 
nur aus v l . . .  v, gebildet ist. Denn w~ire dies nicht der Fall, so 
wiiren zl . . .zm darstellbar als linear unabbiingige Formen yon v.+~...v~, 
die um lineare Formen yon v l . . .  v~ vermehrt sin& Da man aber. 
ohne die Voraussetzungen fiber die Form der Gleichungen (11) zu 
tangiren, v , + ~ . . ,  v~ um beliebige Formen yon v l . .  , v, vermehren 
kann,  so h~tte man es in der Hand z , . . .  Zm zu blossen Formen yon 
v ~ + l . . ,  v~ zu machen. Da dies nun nicht angeht, so muss irgend eine 
Form yon z , . . .  z,, als lineare Form yon v , . . .  v,. darstellbar sein. 

Eine solche Form 

(,4) = z =  , . . .  
i i~ k, l 

wird eine begleitende Gruppe yon (12)erzeugen. Da aber die erzeugende 
Form nur die Parameter u~ . . .  u~ enthiilt, so wird die Parametergruppe 
der erzeug~en Gruppe nur yon den r ersten Gleichungen (11) gebilde~ 
werden, also aus den Productgleichungen mehrer ursprlinglicher Zahlen- 
systeme gebildet sein. Eine Gruppe solcher Art wird nach dem 
37. Satze yon einer zu einem urspr~ingliehea Zahlensysteme geh5rigen 
Gruppe, und eine solche nach dem 38. Satze yon einer ursprtinglichen 
Gruppe begleitet. 

Es wird also auch jede Gruppe, die sich als begleitende Gruppe 
ihrer Parametergruppe belracbten liisst, yon einer urspr~inglichen Gruppe 
begleitet und folglich, nach den bereits oben angezogenen Siitzen 35 
und 36. tiberhaupt jede zu einem Zahlensystem gehSrige Gruppe. 

- - W a s  die Auffindung einer begleitenden urspr~ngliehea Gruppe 
an einer gegebenen Gruppe anlangt, so is~ diese leicht auszuffihren. 
Man bildet yon den GleichuDgen der gegebenen Gruppe 



138 THEODOn MOLI~.S. 

(15) xi' - - ~ ' b , k  (u) x~ (i, k - -  1 . . .  m) 
k 

ausgehend~ die lineare Form der Yeriinderlichen 

(16) k = 
i i, k 

und bestimmt a l . . .  am sop dass in dieser Form nur noch die Para- 
meter einer Zahl eines einzigen begleitenden urspriinglichen Zahlen- 
systems des zur Gruppe gehSrigen Zahlensystems vorkommen; dies ist 
mSglich zufolge dem ebea bewiesenen Satze. 

Dann erzeugt die Form (16), wenn das zum Beweise des 38. Satzes 
angewandte Verfahren eingehalten wird, eine begleitende ursprting- 
liche Gruppe der Gruppe (15). 

{}5. 

Untersuchung einer bosondern Gruppo. 

Um in den weitern allgemeinen Untersuchungen, die sich an den 
vorigen Paragraphen anschliessen, keine Unterbrechung dutch Beweise 
einiger nothwendiger specieller SKtze eintreten zu lassen, soll hier die 
Untersuchung einer besondern Gruppe eingeschalte~ werden. 

Es handelt sich um (lie Gruppe 

P 

x," ---~_Jb,~ (u) x~ (i=- 1 . . .  p), 
k ~ l  

(l) ~ ~ - p  

deren begleitende Gruppe und deren Nebengruppe (siehe w 2) ursloriing- 
lich sind, und zwar insbesondere urn die Eigenschaften der Coefficien- 
ten bp+~j,(u). 

Es werde zun~ichst vorausgesetzt, dass die Coeffieienten b~4_~,(u) 
sieh linear durch die fibrigen Coefficienten ausdritcken lassen: eine 
Annahme, auf die nachherjede andre Bedingung, der diese Coefficieno 
tea unterworfen sein kSnnen, zuriiekgefiihrt werden wird. 

Dana kann durch Hinzufiigung linearer Formen yon x l . . .  xp zv 
x ~ - l . . ,  xm erreicht werden, dass die Gruppe (1) die Gestalt: 

x; --~_~ b,~ (u)x~ 
k 

x;~ ---~-~_~ b~4.i ,+l, (u) x,+k 
k 

(i, k - -  1 . . .~) ,  

(i, k - -  1 . . . m - - l  o) 

erhiilt. Dies ist ein Speeialfall folgenden Sa~zes: 
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S a t z 40. Die Verdnderlichen einer Gruploe, deren 2arametergru2pe 
yon den Productgleichungen einer oder mehrer urspriinglichen Zahlen-  
systeme gebildet wird, 7c6nnen so gew~ihlt werden, dass sich die Gruppe 
als ein System (~on urspriinglichen Gruppen darstdlt. 

u eine solche Gruppe 

(2) X~" --~-~bik(U)Xk (i, k ~ 1 . . .  m) 
k 

besitze bereits eine begleitende Gruppe yon der verlangten Form,  so 
muss gezeigt werden, dass sie ausser dieser noch eine begleitende 
urspriingliche Gruppe besitzt. Die Ver~inderlichen der bekannten 
begleitenden Gruppe seien xl . . .  xq, die Parametergruppe sei so 
geordnet, dass die Productgleichungen jedes ursprfinglichen Zahlen- 
systems gesondert auftreten. 

Bildet man dann die Gleichung 

i, k i t k 

so~ dass a ~ - l . . ,  a,, nicht s~immtlich verschwinden, und ordnet sie 
nach den Parametern, so muss irgend ein Parameter mit einer linearen 
Form yon x~ . . .  x~ multiplicirt sein, die nicht blos aus x t . . .  xq ge- 
bildet ist. Nach der Anordnung der Parametergruppe ist dieser Para- 
meter zugleieh ein Parameter einer Zabl oines der urspriinglichen 
Zahlensysteme~ etwa des Systems: 

Vgh --"=- Itgj Vjh 

i 

Dann liisst sieh die Gleichung (3) in der Form 

g, h g, h, j 

(g, h , j =  1 . ,  . ~). 

(g, h, j = 1 . . .  p) 

schreiben, und durch Vergleichung der Coefficienten kommt: 

(4) X "  ~ s 1 (4) ~,.~^(.) = ~ u ~ . y g s ( x )  (g, h , j  . �9 p).  
t 

Da irgend eine der Formen 7~k(x) nicht blos yon x l . . .  xq ab- 
hgngt, so wird auch irgend eine der p urspritnglichcn Gruppen (4) 
die bekannte begleitende Gruppe yon (2) nicht begleiten; da sie 
ursprfinglich ist, wird auch keine lineare Relation zwischen ihren Ver- 
iinderlichen und x t . . .  xq bestehen, da sie sonst eine begleitende Gruppo 
mit der bekannten begleitenden Gruppe gemein h~t~te; es besitzr also 
thatsiichlieh die Gruppe (2) ausser der bekannten begleitendea Gruppe 
noch eine weitere begleitende ursprtingliche Gruppe uad damit ist 
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zugleich gezeigt, dass sie sich als System urspriinglicher Gruppen dar- 
stellen liisst. 

]nsbesondere liisst sich also aueh die Gruppe (1), wenn ihre 
Parametergruppe aus den Productgleichungen eines oder zweier ursprfing- 
lichen Zahlensysteme gebildet wird, dureh zwei ursprtingliche Gruppen 
darstellen; zudem ist gezeigt, wie ausser der bekannten begleitenden 
Gruppe die zweite begleitende Gruppe gefunden wird. 

Weiter ist zu zeigen: 

S a t z  41. In der Gruppe: 

P 

x; = ~ b ~  (u)xk (i= l ...p), 
k ~ l  

p m ~ p  

4+,  = (u)x  m--p)  
k ~ t  k = : l  

deren begleitende Gruppe und deren 2Yebengruppe urspriinglich sind, 
sind die Coefficienten bp+i, (u) entweder unter einander und yon den 
iibrigen Coeftieienten linear unabhdingig, oder sie sind sgmmtlich Zineare 
Formen der iibrigen Coefficienten. 

Die a]lgemeinste ]ineare Relation, der die GrSssen bp+i~(u) unter- 
worfen sein kSnnen, is~ yon der Form 

(5) ~_~ ~,k bp+,k(u) = f (u )  , 

we f(u) eine lineare Form der Coefficienten bi~(u) und b~+~p+~(u) 
bedeutet. Ersetzt man in dieser Gleichung entsprechend den Glei- 
chungen der Parametergruppe 

(v') = ~ b , , ( u )  b,~ (v) (i, k, 1---- 1 . . .  m) b,k 

r ? die Parameter u , . . .  u~ dutch v, . . .  v,,  so entsteh~ aus ihr die 
Gleichung: 

~ a , ~  bp+,, (u) b,k (v) -f-~_j a~k bp+,~ (u) b~+jk (v) ~ f (v') 
i, k , j  ~, k, ; 

,l~--- 1. . p  

Setzt man hier fiil die GrSssen b$+~ (v) ihre Werthe, ausgedriickt 
durch die bi~ (v), die b~4~+~ (v) und die tibrigen Parameter der Gruppe, 
und vergleicht dann die Coefficien~en yon b~k(v), so erhi~l~ man das 
System tier Gleichungen 
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(6) = 

i 

k i ~ ] . . . m - - p )  
~ l ~ 1  . . p  

we durch f~(~) (u) wiederura lineare Formen der b:k (u) und der b~+~.p+~(u) 
bezeichnet sind. In derselben Weise die Coefiicienten der GrSssen 
bp+ip+~(u) vergleichend, erhKlt mau die Gleichungen 

--~--I . .p  

Aus jeder Relation (5) folgt also ein System yon Relationen der 
Form (6) und eines der Form (7); die I~elationen (6) enthalten nur 
GrSssen bv+i~(u) yon gleichera zweiten Index, die Relationen (7) solche 
yon gleichera ersten Index. Die linke Seite jeder Relation geht in 
die linke Seite einer andern Relation fiber, wenn man den festen Index 
dutch einen andern ersetzt. 

Legt man also ein System yon Relationea der Form (6): 

i 
l �9 .'p 

derjenigen Betrachtung zu Grunde, durch die die Relationen (7) aus 
(5) abgeleitet werden, so erh~ilt man ein System yon Relationen, in 
denen beide Indices der b~+~(u) fest sind, also Relationen der Form: 

(8) b ~ + , , ( u )  ~ f,., (u)  ( i  ~--- 1 . . .  ra - - l O ;  k ~ 1 . . .  p ) ,  

we die GrSssen f~(u) ebenfalls lineare Forraen der bv+i~+~(u ) und der 
bi,(u) bedeuten. Es versteht sich yon selbst, dass die reehten Seiten 
der Gleichungen (5)--(8) s~raratlich oder zura Theft verschwinden 
kSnnen. Es sind also unter Voraussetzung einer linearen Relation der 
Form (5) alle Coefficienten b~+~:k (u) lineare Formen der iibrigen 
Coefficienten. 

Hiilt man diesen Satz mit dem vorhergehenden Satz zusararaen, 
so sieht man, dass in der Gruppe (1) entweder die Coefticienten 
bp+i~(u) yon einander und yon den ttbrigen unabhiingig sind, oder 
abet die u der Gruppe so gewiihlt werden kSnnen, class 
diese Coefficienten siiraratlich verschwinden. Einen andern Ausdruck 
erhiilt dies Resultat, wenn dot ira Schluss des ersten Paragraphen 
dieses Abschnittes erSrterte Begriff der Untergruppe herangezogen 
wird. Da die Coefficienten bj~f_r ) unabh~ngig sind, so kSnnen sie 
zum Verschwinden gebracht werden, ohne dass die tibrigen Coefficien- 
ten dadurch tangirt werden und es wird durch dies ihr Verschwinden 
eine Untcrgruppe der Gruppe (1) definirt. Mall hat also: 

Sa tz  42. Die Ver~inderliche~ der Gruppe 
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P 

x /  - - ~ b , ~  (u) x~ 
k ~ l  

p m--p 

= x .  

k = l  k ~ l  

(i~-- 1...p)~ 

(i ~ 1. . .  m - - p )  

mit urspriinglicher begleitender und urspriinglicher Nebengruppe k6nnen 
so gewiihlt werden, dass die Gruppe die Untergru~ppe 

X~ = 2 ~ ' b , ~  (u) xk (i, k = t . . . p ) ,  
k 

" 

xp+~ --- ~+~,(u) x~,+~ (i, k = 1 . . .  m - - p )  
k 

besitzt. 
In diesen Satz isi auch der Fall mit eingeschlossen, dass die 

Gruppe mit ihrer Untergrul~pe identisch ist. 

w  

Die Normalform dor zu Zahlensystemen gehiirigon 6ruppen. 

Am Schluss des vierten Paragraphen ist gezeigt worden, wie eine 
begleitende ursprfingliche Gruppe bei einer gegebenen Gruppe gefunden 
wird. Ist eine solche gefunden, so kana die gegebene Gruppe in die 
~ o r m  

(1) k 

p,+i - -  bp ,+,~(u)  xk 
k 

( i ,  k -~-  1 . . . p t ) ~  

gebracht werden, so dass die Ibi ersten Gleichungen die begleitende 
urspriingliche Gruppe wiedergeben. Sucht man dana an der zu- 
gohSrigen 51ebengruppe 

xp,-~ --- ,~p,+k(u x~,+k 
k 

(i~ k ----- 1 . . . m --  Pl) 

eine begleitende urspriingliche Gruppe auf und fiihr~ diejenige Trans- 
formation aus, dutch die die Gleichungen letzterer zu den p~-- loj  
ersten Gleichungen der Nebengruppe gemacht werden, so wird durch 
diese Transformation die Gruppe (1) in die Form 
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xi' ~ I b ; ~  (u) xk 
k 

k 

k 

(i, k ~ 1. .  "Tl), 

( i~- 1.. . m- -p~  
k~--- 1 . m  / 

gebrach~. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erlangt die Gruppe (1) 
die schliessliche Gestalt: 

( ~ )  

J0! 

k ~ l  

k~---1 k ~ l  

rn--.P d 

�9 . .  +~b,~+,,~+~(ulx~+~ ( i - - ~  �9 �9 . m - - f ~ ) .  

k ~ l  

Diese ist so beschafien, dass jede der d ~ 1 Gruppen 

(3) x" =~X~ ~g+, b~g+r ( i , k . -~ l .  .pg+l- -p~) ,  
k 

we g der Reihe nach gleich 0 . . .d  und ~v0 - - 0  zu se~zen ist, ursprfing- 
lich ist. Die Coefficienten dieser Gruppea betreffend~ sind die einer 
jeden yon ihnen untereinander unabMingig. Haben zwei der Gruppen 
verschiedene Parametergruppen, so bestehen keine Beziehungen zwischen 
ihrea Coefficienten. Haben dagegen zwei der Grnppen die Parameter- 
gruppe gemein, so kann stets vorausgesetz~ werden, dass die ent- 
sprechenden Coefficienten gleich sind. Denn besitz~ die Parameter- 
gruppe die Form 

27 vik = U,  VLk (i,k,1---~l . . . p )  
l 

so liisst sich jede zu ihr gehSrige urspriingliche Gruppe in die Form 

X' ~ . .  rg + i  ~ -  uik x~g + k  ( i ,  k ~ 1 . io) 

k 

bringen t naeh dem Coroll~r des 38. Satzes. -- 



Hat man einer zu einem Zahlensystem gehSrigen Gruppe die 
Gestalt (2) ertbeilt, so kSnnen doch noch innerhalb gewisser Grenzen 
die Veriinderlichen beliebig geiiudert werden, insofern als die Form (2) 
einer Gruppe ihrem Wesen naeh sich nicht iindert, wenn x~,+,...xp, 
am lineare Formen yon x t . . .  xp~, die GrSssen xp~+l.., xp. um lineare 
Formen yon x l . . .  x~ u. s" w. vermehrt werden. Urn yon der Gestalt 
(2) einer Gruppe aasgehend eine :Normalform derselben zu definiren, 
kann man also noeh eine Beschri~nkung hinzufiigen. Diese Be- 
schriinkung soll darin bestehen, dass unter den Transformationen der 
Gruppe auch alle Transformationen der Gruppe 

k 

enthalten sein sollen, dass also mit andern Worten, die Gruppe (2) 
die Untergruppe (4) besitzt. 

Dass diese Bedingung wirklich zuli~ssig ist, muss zuniichst gezeigt 
werden. In der That liisst sich mit Hilfe des 42. Satzes der folgende 
beweisen" 

S a ~z 43. Die Kerdnderlichen jeder Gruppe yon der Gestalt (2)" 

(5) 

x~' -----~_~ b~ (u)x~ 
k==l 

PL P ~ P t  

p, P~--P, 

4 ,+ ,  - ~b,,,,+,,, (,.0 x,~ + ~"b,,,,+,.,,,+,~ (~)x,,+,~ + . . .  

m - - p  d 

... +~_~ b~+~,~+~(u)x~+~ ( / = l . . . m - ~ , ) ,  
k~---1 

( i = l .  .p,), 

( i =  1 . . .p~--Iol )  , 

k6nnen so gewiihlt werden, dass die Gruppe die Untergru~pe 

(6) x' = p~+i Xbpg+ip ,+k(u)  xpg+k (i,k----1. .Pg+l--pg) 
k 

entMilt. 
Wird vorausgesetzt, dass die zur begleitenden Gruppe 

' 2..; '  xi = , b i ~ ( u ) x ~  g .. 
k 

gehSrige Nebengruppe bereits in der verlangten Form sich vorfindet, 
so dass sie die Untergruppe 
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x' ~,  (u) (i' k= l'"Pda+l--P~) pg+i --~ bpg+% +k x~v+k g~- 1... 

enthKlt~ so kann man in der gegebenen Gruppe den Parametern solche 
Bedingungen auferlegen, dass die Nebengruppe in diese ihre Uater- 
gruppe tibergeht und gleichzeitig die gegebene Gruppe in eine ihrer 
Untergruppen. Deutet man in denjenigen Coefficienten tier Gruppe~ 
die nicht nothwendig verschwinden mtissen in Folge der Bedingungen~ 
die aber mSglicherweise dutch dieselben modificirt werden~ dies Ver- 
halien dadureh an~ dass man u dureh u ersetzt, so hue die in Rede 
stehende Untergruppe der gegebenen Gruppe die Gestalt: 

Pa 

-~rbi~  (u)x~ (i--- 1...p, ), Xi" 

k~---1 

p, p~-P, 

(7) 
k-----1 k ~ l  

Pi m--P d 

Diese Untergruppe aber besi~zt die d begleiienden Gruppen 
Pl  

x/ = ~ b ~ k  (u)xk (i-- 1...~), 
k - . ~ l  

(s) 
Pl Pg+l --~g 

X t 
~Og + i  ~ �9 �9 

k-----I k--~.~ 1 

( g =  1.. .d).  
Hier kann man naeh dem 42. Satz erreichen~ und zwar dutch Hinzu- 
ftigung linearer Formen yon x t . . .  xp zu x~a+t . . ,  x~+l ,dass  jede 
Gruppe (8) die Untergruppe 

x ; - - ~ b , ~  (u) xk (i, k - -  1..  . p~), 
k 

~" 2 ~ 
k 

besitzt; dann wird auch die gegebene Gruppe (5) die gntergruppe (6) 
besitzen. Damit hal die gegebene Gruppe die gewiinschte Gestalt 
erhalten; man erkennt zugleich die Zul~ssigkeir der Voraussetzung fiber 
die Form der Nebengruppe; es ist die successive Anwendung der eben 
gefiihrten Betrach~ung, vermit~elst deren man die Nebengruppe in jene 
Form bringt. - -  

M a t h o m a t i s c h e  A ~ a a l o n ,  X L I .  10 
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Die jetzt erhaltene Form der Gruppe wurde schon oben als die- 
jenige bezeichnet, die als Normalform der zu einem Zahlensystem 
geh6rigen Gruppe definirt werden soll. Geeignet hierzu erweist sie 
sich durch die Ein&chheit der zwischen ihren Coefiicienten mSglichen 
Relationen, yon denen sofort die Rede sein soll. Dass eine Gruppe 
unendlich vieler Normalformen fiihig sein kann, ist fiir das Allgemeine 
belanglos~ und kann nur in speciellen Fiillen das Bediirfniss nach der 
huswahl einer besonders geeigneten Normalform erwecken. 

Was die Coefficientenrelationen angeht, so ist zuniichst dutch die 
Wahl der Normalform die MSglichkeit einer Relation zwischen Coef- 
ficienten b~g+i$h+~(u), wo g yon h verschieden ist, und Coefficienten 

b~g+~g+k(u) ausgeschlossen. Weiter sind entweder entsprechende 
Coeftlcienten zweier yon den bei der Normalform auftretenden ursprting- 
lichen Gruppen einander gleich, oder alle Coefficienten beider ursprting- 
lichen Gruppen sind unabh~ngig. Sodann kann gezeigt werden: 

S a t z  44. Liegt eine ~u einem Zahlensystem geh6rige Gruppe in 
der ~ormalform vor, so sind alle diejenigen Coefficienten b~,g+~pa+k(u), 

die gemeinsame Indices g und h besitzen, yon einander unabhgngig oder 
verschwinden sgmmtlich. 

Der Beweis verl~iuft analog dem Beweise des 41. Satzes. In den 
unter den Gleichungen der Parametergruppen sich vorfindenden Glei- 
chungen 

(9) bp~+,ph +~(v' ) --~b,g+,, , , ,+~(u)bp, ,+~,h+k(v) § . . . 
l 

�9 . .  

J 

( i, j ~ 1 . . . Pg+l - -  Pg) 

(k, 1 -~- 1 . . .  Ph+L---~h) 

sind die mittleren Glieder, die bier nicht hingeschrieben sind, unab- 
h~ingig yon den Coefficienten der bei der Normalform auftretenden 
urspriinglichen Gruppen. Existirt nun zwischen Coeffieienten mit be- 
stimmtem Indexpaar g, h eine lineare Relation 

(10) ~ ai~bpg+ipl,+k(u) = 0 
irk 

k - -  . . .Ph+l--Ph/  ' 

so k5nnen entsprechend den Gleichungen (9) in dieser die Parameter 
u I �9 �9 u, dutch v / . . .  vJ ersetzt werden. Da die entstandene Relation 
einerseits ftir jedes beliebig gewiihlte Werthsystem yon v l . . .  v , ,  
andererseits fiir jedes beliebig gewiihlte Werthsystem yon u , . . .  u~ 
bestehen muss, so folgen dutch Vergleichung der Coefilcienten yon 
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b~a+cp~,+~,(v) und yon bp~+o,~,+](u ) mit Null die beiden Relationen- 
systeme 

(11) 2 u ,  k b.p~ + ,~  +~ (u) .-- 0 
i 

(12) ~ a ~ b ~ + j ~ n + k  (v) ~ 0 
k 

i - -  1...p~+~ --pT~) 
k, l ~  1...p~+l 

(i,~--- 1 .,g+l.. --pg ) 

Durch Anwendung des Verfahrens, dutch welche die Relation en 
(12) aus (10) hergeIeitet wurden~ auf das Relationensystem (11) erh~lt 
man weiter 

= o 
1...ph+l ~ p~/ '  

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
S a t z 45. Relationen zwischen Coefficienten einer in der Normal- 

ebene vorliegenden Gruppe nehmen alle die Gestalt 

= o 

g~ h 

an, wo iiber gewisse Werthepaare g, h ~u summiren ist. Eine solche 
l~elation hat, wenn sie fiir ein bestimmtes lndexpaar i, k gilt~ fiir alle 
lndexpaare i, k zu gelten. Zudem miissen fiir jeden index g, iiber den 
summirt wird~ in allen Gru2pen: 

k 

entsprechende Coe/'ficienten gleieh sein und desgleichen muss fiir jeden 
index h~ iiber den summirt wird, in allen Grulxl~en 

k 

Gleichheit entsprechender Coefficienten statthaben. 
Der Beweis folg~ aus derselben Betrachtungsweise, aus der der 

vorhergehende Satz erwiesen wurde; da ausser einer gewissen Um- 
stiindlichkeit in der Bezeichnung keine Schwierigkeiten auftre~en, so 
sei es gestattet~ ihn zu unterdriicken. 
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IV. Abschnitt. 

Zahlensysteme und Matrices. 

w 

Eigenschaften dor ]~atrioos. 

Die Resultate des vorigen Abschnittes gewinnen bedeu~end an 
Uebersichtlichkeit, wenn zur Darstellung der Gruppen Matrices benutzt 
werden. 

Eine Ma~ix soll nichts anderes seth, als eine umfassende Be- 
zeichnung des Systems der Coefficienten eines Systems linearer Formen. 
So bildet das System der Coefficienten der Formen 

(1) y~ "---~.~ai, xk (i---- 1... m; k-~ 1... n) 

eine Matrix 
all . . . a l .  

A . . . .  ~ 

i" �9 a m ~  

oder kiirzer geschrieben 

(2) A---~ lia, k!l ( i = 1 . . . m ;  k~. 1 . . .n) .  

Die Gri}ssen aii werden als Elemente der Matrix A bezeichnot. 
Es sollen die foIgenden Operationsregeln flit die Matrices gelten: 
1. Man multiplicirt eine Matrix mit ether Zahl, indem man ihre 

s6mmglichen .Elemente mig dieser Zahl multiplicirt. 
Es ist also: 

(3) Ila, ll- IIMa, lj ( i=l . . .m; k--i . . .n)  
Diese Operation entspricht der Multiplication des Systems der Formen 

Yi " - - ~  Gik Xk ( i - - 1 . . .m ;  k~- l . . ,  n) 
k 

mit der Zahl M. 

2. Die Summe zweier Matrices yon gleichvielen wagerechten und 
gleichvielen senkrechten Beihen ist eine Matrix, deren JElemente die 
Summen entspreehender Elemen~e der beiden gegebenen Matrices sind. 
So ist 

(4) )]a,j, JJ Jr" Ila;kll=lla~k-f-a~j, H (i=--1...m; k ~ - l . . . n ) .  

Dies entspricht der Addition entspreehender Formen der beiden Formen- 
systeme 
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y~ ~ a~ xk 
k 

(i~------1...mik-----1...n) 
, 

Yt ~ aik,r,k 

k 

mit gemeinsamen unabhitngigen Veriinderlichen. 
Als Matrix 0 wird eine Matrix bezeichnet, deren siimmtliche 

Elemente Null sind. Zwei Matrices sind gleich, wenn ihre Differenz 
Null ist. 

3. Das Product zweier Matrices, yon denen die zweite so vide 
wagereehte Reihen ]tat, als die erste senkrechte Reihen besitzt, ist eine 
Matrix,  deren in der i t~ wagerechten und k te~ senkrechten Reihe be- 
findliches Element die Summe der t)roducte entsprechender Elemente 
der i 'e" wagerechten t~eihe der ersten Matrix und der k t~ senkrechten 
~eihe der zweiten Matrix ist. So wird aus den Matrices 

(5) 
B = II tl 

das Product 

l 

( i ~ l  . . .m;  1--~-l...n), 

( l~  1...n; k ~  1...~) 

( i --~l . . .m; l ~ l . . . n ;  lz-~-l.. .p) 

gebildet. Dieser Productbildung entspricht die Ersetzuag der uuab- 
hiingigen Veriinderlichen in den Formen 

y~ ~ - ~  aiz xl (i--  1... m; 1-- 1... n) 

durch neue Ver~inderliche vermittelst der Formen 

x~ "- -~b~kzk  ( l ~  I . . .n i k ~ l  ...p). 
k 

Man bemerkt, dass vermSge dieser Operationsregeln die Addition dem 
associativen und commutati~en Gesetz, die Bildung eines Productes aus 
Matrices dem associativen und distributiven Gesetz der Verknitpfung 
folgt. - -  

Bildet man aus den abhiingigen Ver~inderlichen der Gleichungen 

(7) y~ . ~ T a ~ k X k  (i--- 1.. .m; ~ 1.. .n) 

eine aus einer einzigen senkrechten Reihe bestehende Matrix 

Jj 
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so liissi sich diese nach der Productregel der Matrices als Product yon 
A--" !laij, ll ( i ~ - l . . . m ;  k = l . . . n )  

mit der einreihigen Matrix 

, X n 

darstellen, so dass in Stelle des Gleichungensystems 17) die einzige 
Gleichung zwischen Matrices 

tritt. - -  

{}2. 

Darstollung der zu ZahlensystemBn gohiirigon Gruppen durch l~atricos. 
Sollen nun die Gleichungen einer zu eiuem Zahlensys~em gehSrigen 

Gruppe yon der im secbsten Paragraphen des vorigen Abschnitts be- 
handeltea Form: 

(1) 

P! 

x; ---- a~u b,~(u) x~ 

Pt p~--P~ 

k~- ,1  k ~ 1 

b 

Pl P2--~t 

( i ~ 1  ""Pl), 

( i ~  1 ...p~ --p~), 

m--pal 

�9 ..+,~bp,~+,,,,,~+,,(u)=,,,~+,, ~i=. 1 . . .m  --_~), 

durch Matrices dargestellt werden, so werde zuerst die Matrix der 
Coefficienten yon xpz • ~ �9 �9 �9 xpu+~ in denjenigen Gleichungen, dutch 
die x'~g+l...x~g+l gegeben sind, gebildet: 

(2)  s,,,,(u) = I/b,~+,~+,(u), ~ =  "'p,+,--~,/ 

jede so]the Mat-fix soil eine Element~rmah~x gena~t werden. 
Yon den Elemen~arma~rices besi~en, wie unmittelbar ersichtfich, 

al]e diejenigen, die den ersten Index gemein haben~ gleich vie]e 
wagerechte und alle diejenigen, die den zweiteu Index gemein haben, 
gleich viele senkrechte Reihen; alle Elementarmatrices s~ (u) endlich 
ebensoviel senkreehte als wagerechte Reihen. Bezeichnet man feraer 
mit ~0 . . .  ~ die Matrices 
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(4) 

Xp.q + 1 

xpg+l 

so folgt aus den Gleichungen (1), dass die Matrix ~ dutch 

(3) ~,/ --- s~o(U) ~o + . . . +  s~(u)~,, 
wiedergegeben wird, wobei die Operationszeichen im Sinne der fiir 
die Matrices geltenden Operationsregela zu nehmen sind. 

Die Gleichungen der Gruppe (1) erhalten auf diese Weise folgende 
Gestalt: 

~o - -  Soo(U)~,, 
~ , ' ~  s,o(u)~o + s~,(u)L , 

~ = s,o(U)fo + s,,(u)fL + . . .  + s~(u) i~  
und die Gruppeaeigenschaft der Gleichungen (1) oder (4) wird durch 
folgende Gleichungen zwischea Matrices wiedergegeben: 

g - - 0 . . .  (5) sgr,(v') = s~1,(u)s,l,(v) + . . . + s~(u) s~,,(v) ( h ~ O .  da) ' 
r  

die den Gleichungen 

bpa+,ph +~ (v') ---~Zbp~,+i,(u)b,ph+1,(v) 
l (i 

~--- 1 . . .pr - - p g ~  
k = 1 "'-p~+l --P~$ 
l~pA + 1. ,  "pg+I / 

gruppe: 

(6) 
~ ---- s~(~) ~ .  

Die S~,tze 44 und 45 gehen in die folgenden tiber: 
S a ~ z 46. JBefindet sich eine au einem Zahlensystem gehtirige Gruppe 

in der lgormalform (4)~ so sind die :Elera~te jeder nichtverschwindenden 
Elementarmatrix yon einander unabhiingig. 

S a tz  47. Jede Coeffwientenrelation bei einer in der Normalform 
befindlichen G-rulype veranlasst eine Relation zwischen glementarmatrices 
yon der Form 
(7) ,~, s,,,,,, (u) + . . .  + ,~,s,,.,, ~u) ----o, 

~o' --~ Soo(~) ~o, 

entsprechen. 
Sind nun die Gleichungen (1) oder (4) die Gleichungen der 

Normalform der Gruppe, so sind die Elemente jeder Elementarmatrix 
s~g(u) untereinander unabhiingig; ferner sind zwei Elementarmatrices 
sgg (u) und s~ (u) entweder gleich, oder ihre Elemente sind yon einan- 
der unabhiingig. Die Gruppe (4) besitzt dann ausserdem die Unter- 
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wo a l . . .  a, numerische Constanteu sind, und zudem 

s,,,~,(u) = . . . - - - -  s~,,,,(u) 
ist. 

w 

Die Normalform dgr Zahlensysteme. 

Von der Normalform einer Gruppe ausgehend kann man eine 
Normalform des zugehiirigen Zahlensystems definiren. Nach den letzten 
Siitzen bilden die Elemente eines vollstiindigen Systems linear unab- 
hs Elementarmatriees ein vollst~ndiges System lineaI unab- 
hiingiger Formen der Parameter der Gruppe. Man wird also die Wahl 
der Basis des Zahlensystems so treffen k5nnen, class die Elemente des 
vollstiindigen Systems unabhiingiger Elementarmatrices direct den 
Parametern einer Zahl des Zahlensystems gleich werden. 

Wiihlt man unter den Gleichungen 
( , ----0""d)  

s~h (~') - s~ (~)s,,, (~) + . . .  + sg, (~)sg,,(v) h = o  . .g  

diejenigen aus, deren linke Seiten yon den unabh~ngigen Elementar- 
matrices gebildet sind, erse~zt die auf den rechten Seiten etwa auf- 
tretenden abhii.agigen Elementarmafxices dutch die ihnen entsprechen- 
den Iinearen Formen unabhiingiger Elementarmatrices, so erhiilt man 
die linear unabh~ngigen Gleichungen der Parametergruppe, die zugleizh 
die Productgleichungen des zugeh5rigen Zahlensystems sind. Diese 
Form eines Zahlensystems kann als seine Normalform betrachet werden. 
Die begleitenden ursprtinglichen Zahlensysteme sind ihren Product- 
gleichungen nach dutch die verschiedenen unter den Gleichungen 

s~  (v') = s~  (~) s~  (~) 
gegeben; ebenso leich~ lassen sich die Productgleichungen der iibrigen 
begleitenden Systeme angeben. Die beiIEufige LSsung dieser Aufgabe 
erscheint bier yon geringerer Bedeutung, als man Eingangs der Unter- 
suehung geneigt war, ihr zuzuschreiben. 

Es muss noch auf die Frage eingegangen werden, welchen Einfluss 
auf die Normalform eines Zahlensystems diejenige Gruppe besi~zt, yon 
der ausgehend diese Normalform definirt wurde. Es l~sst sich zeigen: 

S atz 48. ~efindet sich yon zwei, zu einem und demsdben Zahler#. 
system geh~rigen, Gruppen die eine in ihrer 1Vormalform, so 16sst sich 
auch die andere so in ihre 1Vo~malform bringen, dass ihre Elementar- 
matrices sich li~ear durch die E, lementarmatrices der ersten darstdgert 
~assen. 
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Die eine der Gruppen sei in ihrer Normalform: 

(I) 
~, = S,,o(.U)~o + . . .  + s,,, ,(u)~; 

eine Normalform der andern Gruppe sei: 

$ 

(2) 

Da die Parame~ergruppe beiden gemein ist, so wird yon einer jeden 
urspr[inglichen Grnppe der Form: 
(3) ~+~ - -  s~+~+~(~)~+~ 
die Parame~ergruppe durch irgend eine der Gleichungen 

sg~ (v') = sg~ (u) s~ (v) 
gegeben sein, wo g kleiner als d-~-1 ist. Zufolge dem Corollar 
des 38. Satzes wird man die Ver~nderlichen jeder Gruppe (3) dann 
so ~indern kSnnen, dass die Matrix der Coefficienten gleich der, die 
Parametergruppe definirenden, Matrix s~g (u) wird. Dadurch wird 
die l~ormalform (2) in eine andre Normalform fibergef~ihr~, yon der 
man zeigen kann, dass ihre Elementarmatrices thatsiichlich nur linear 
aus den Elementarmatrices yon (1) zusammengesetzt sind. Zieht man 
n~imlich die Grappe (1) mit der transformirten Gruppe (2) zu einer 
einzigen Gruppe zusammen, so besi~zt die enlstandene Gruppe ihre 
Normalform. Dann sind nach dem 47. Satze alle Elementarmatrices 
dieser Gruppe linear dutch ein volles System unabhiingiger Elementar- 
matrices darstellbar. Ein solches System abet l~iss~ sich bereits aus 
den Gleichungen (1) auswiihlen~ da die Gruppe (1) mit der Gesammt- 
gruppe die Parametergruppe gemein hat; es werden also die Elementar- 
matrices yon (2) durch die Elementarmatrices yon (1) linear ausgedriitkt 
werden. 

Nach diesem Satze ist es vollkommen gleichgfiltig, welche Gruppe 
unter allen zu einem bestimmten Zahlensystem gehSrigen Gruppen behufs 
Untersuchung des Zahlensystems zu Grunde gelegt wird. 

w 

Eine Classification dor Zahlonsystomo. 

Den Abschluss der Untersuchung soll eine Classification der 
Zahlensysteme bilden, die auf Grund der gewonnenen Normalform 
ausgeftihrt werden kann. 

~athemat i soh~ A u n a l e n .  XLI .  10 ** 
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(~) 

und 

(~) 

Zwei zu Zahlensystemen geh6rige Gruippen: 

fo" = Soo (**) fo, 

kSnnen in eine Art verwiesen werden~ wenn jeder Gleichung 

(3) s ~  C") = s,,~ (u) 

eine Gleichung 

und ebenso jeder Gleichung 
(5) ~ s~, ,,, (u) + � 9  + ~'s,~ ,~, (u) = o 

die unter den .Bedingungen 

s~,~, (u)  = . . . .  s~ .~  (u)  , 

s~,~, (u) = . . . .  s , . , .  ( . )  

existirt, eine Gleichung 

entsyricht and umgekehrt. 
S a tz  49. Alle Gru2~en einer Art sind dutch eine Gru~loe der 

Art bestimmt. 
Als verschiedene Gruppen einer Art sind nut solche zu betrachten, 

deren Elementarmatrices verschiedene Anzahlen yon Elementea be- 
sitzen. &us einer Gruppe (1) kana man dann alle iibrigen Gruppen 
derselben Art finden, indem man in Stelle jeder unabhiingigen Matrix 
sgg(u) eine Matrix 6~r (u) setzt~ die eine beliebige Anzahl yon wage- 
rechten Reihen yon Elementen besitzt; well die Matrices 6~g(u) 
quadratisch sind, ist dadurch die Anzahl der senkrechten Reihen mit 
bestimmt. Erfiillt man sodann die den Rela~ionen (3) entsprechenden 
Relationen (4)~ so ist fiir jede Elementarmatrix ash (u) die Anzahl der 
senkrechten und wagerechten Reihen yon Elemeaten bestimmt, da nile 
Matrices mi~ gleichem ersten Index gleich viele senkrechte Reihen und 
alle mit gleichem zweiten Index gleieh viele wagerechto Reihen yon 
Elementen besitzen. Da femer die Relationen (5) und (6) unter solchen 
Nebenbedingungen bestehen, die bereits erfiilIt warden, so lassen sich 
schliesslich auch die den Relationen (5) entspreehenden Relationen (6) 
einftihren. 
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Sa tz  50. Itaben zwei Gruppen verschiedener Arten die t~ttr - 
gru~vpc gcmein, so Zi~sst sich zu jeder Gruppe der einen Art eine Gru~pe 
der andern Art  finden, die mit ihr die Parametergruppe gemein hat. 

Zwei Gruppeu mit gemeinsamer Parametergruppe kSnnen nach 
dem 48. Satze derart in die _Normalformeu: 

(7) 

und 

(8) 

I 

ic' = sc +, (u)td+,  q . . . .  + soo(u)i0 

gebracht werden, dass die Elementarmatrices der einen Gruppe linear 
dutch die Elementarmatrices der andern ausgedrtickt~ sind. Zieht man 
nun die Gruppe (7) mit der Gruppe (8) in eine einzige Gruppe zusam- 
men und ersetzt die unabhiingigen Elementarmatrices yon (7) so dutch 
neue, dass aus (7) eine andre Gruppe ihrer Art hervorgeht, so geht 
auch die aus (7) und (8) zusammengesetzte Gruppe ill eine andre 
Gruppe ihrer Art fiber, die die Parametergruppe mit der aus (7) en~- 
standenen Gruppe gemein hat. Dadurch geht auch aus (8) eine Gruppe 
von einerlei Art mit (8) hervor, die mit der aus (7) entstaudeuen 
Gruppe die Parametergruppe gemein hat. --  

Man wird zwei Arten yon GruTpen in cine Classe verweiseu kSnnen~ 
wenn jede Grup2e der einen Art die _Parametergruppe mit einer Gruppc 
der andern Art gemein hat. Rechnet mall ferner diejenigen Zal~len- 
systeme, die zu de~ Gruppen einer Art geh6ren, zu einer Classe, so 
kann man den 50. Satz auch so formuliren~ dass alle Arten eilJer 
Classe yon Gruppen zu einer und derselben Classe yon Zahlensystemeu 
gehSren. 

Nach allem diesem kana jede Classe yon Zahlensystemen als durcb 
eine beliebige Gruppe, die zu einem Zahlensystem der Classe gohSrt, 
defiuirt betrachtet werden. Insbesoudere kann die definirende Gruppe 
so gewi~h|t werden~ dass die Gleichungen der Normalform (1) Glei- 
chungen zwischen gewShnlichen GrSssen 

xo = aootU)Xo, 

x~ = ado (u)xo + " . .  -~- aae(u)xd. 

Ein Zahlensystem, das zu eiuer solchen Gruppe gehSrt, hat die 
besondre Eigenschaft~ dass die begleitenden urspriinglichen Systeme 
derselben nur je eine Basiszahl besiLzen. Die Productgleichunge~l 
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dieser urspriinglichen Systeme sind durch die unabhiingigen miter den 
Gleichungen 

gegeben. Jeder Classe yon Zahlensystemen gehSrt ein solches Zahlen- 
system an~ und so mag dies Sonderresultat als letzter Satz dieser 
ganzen Untersuchung gefasst werden. 

S a t z 51. Jedes Zahlensystem , dessen begleitende urspriingliche 
Systeme nut je eine Basiszahl besitzen, definirt eine Classe yon Zahlen- 
systemen~ so dass, wenn a~le jene Systeme bekannt sind, dadurch iiber- 
haupt alle Zahlensysteme gegeben sind. 

Dass 8chwierigkeiten yon wesentlicher Art der Aufsuchung dieser, 
gewissermassen typischen, Zahlensysteme nicht im Wege liegen, geht 
schon aus andern Untersuchungen hervor uud so mug diese Frage, 
als das Ziel, das ich mir gesteckt, iiberschreitend, hier unerSrtert 
bleiben. 

Dorpa t ,  August 1891. 


