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Uber Irrationalitat gewisser unendlicher Reihen.

Von
Orro Szisz in Frankfurt a. M.

In einer vorhergehenden Arbeit von Herrn Bernstein und mir¥*) wurde
mit Hilfe der auf Eisenstein zuriickgehenden Kettenbruchentwicklung®¥):
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bewiesen, daB die Reihe Z;(—:—)pxz einen irrationalen Wert hat, wenn
[

7, s und z reelle Zahlen sind, die den Bedingungen gentigen:

@ {x = 0 und rational,
) ls| > |7|® und 7, s ganze Zahlen.

Im folgenden wird dieser Satz auf einfacherem Wege bewiesen und
zugleich sein Giiltigkeitsbereich erweitert: unter Beibehaltung der Bedin-
gungen (2) diirfen z, » und s auch komplexe Zahlen sein.**¥)

Ich benutze nicht den unendlichen Kettenbruch (1), sondern ziehe
die ihm zugrunde liegende Funktionenfolge heran:

* Uber Irrationalitit wnendlicher Kettenbriiche mit einer Anwendung aunf die
-

Reihe 3vq” 2", Math. Ann. 76 (1915), S. 295—300. Daselbst auch weiterer Literatur-
0

nachweis.

*) Vgl. Oskar Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, 8. 315,
833 und 353,

s#%) Bine komplexe ganze Zabl ist von der Form: a--b¢, wo a und b reelle
ganze Zahlen sind; eine komplexe rationale Zahl ist der Quotient zweier gamzer
Zahlen. Hier sei erwihnt, daB Herr O. Perron den bekannten Legendreschen Irratio-
nalititssatz auf Kettenbriiche ausdehnte, deren Elemente ganze Zahlen eires imagi-
niren quadratischen Korpers sind. Man vgl. seine Arbeit: Uber die Konvergenz der
Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen Elementen, Sitzungsb. d. math-phys. K3..
4. k. bayer. Akad. d, Wiss. 37 (1907), S. 401—482, insb. S. 453.
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Man bestitigt leicht die Formeln:
Bu@ =1, By(@)= "7,
0

0,,(2) = 04,,,(@) — g7 20y, 5 (), |
Dy,1(2) = Dy, 15(0) + (1" )20y, 5 (), ]

setzt man hierin
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0,,(@) = -y @, (), L, oy 41 (@) = s&F 0 @, (),

so erhilt man die Rekursionsformeln:

Qs, <%) =50y, (%) — T Im Gy, s (‘;@”3) )

(4) Qv st (n) —s7Hin Q. (m) AL (P B gy sz-'rs(%),
(rv=0,1,2,-.),

deren Koeffizienten nunmehr komplexe gamse Zahlen sind.
Man beweist auch leicht, daB bei festem z und g (jg]<1)
%) Iim Q,(z) =1

y=0w

ist; in der Tat folgt aus (3) unmittelbar:

|2, (=) — 1[<lQ|zy( 1+lq21>2'€l“’f‘7"11

lg]

und der rechtsseitige Ausdruck strebt offenbar mit wachsendem » gegen Null.
Hierauns folgt anch, daB es bei festem 2 und ¢ eine Zahl N= N(z,q)}
gibt, derart, daB
. 0 0 ist fir » >2N,
ader auch
Q(x)+0 fir »>2N.
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Sei nun zur Abkiirzung:

Q@
@",‘:(53=Pv(x) (v=2N—1,2N,--);

ich beweise zunichst, dab P,y (%) irrational ist.

Aus (4) folgt (ich schreibe kurz P, statt P, (’;’}))

1
P2,+1(P2,—s2") = pivtlgy
Py, o(Pyyy— sTFin) = p2rti(str i pava gy

(=N, N+1,-);

(6)

hieraus LiBt sich P, als rationale Funktion von P, y ausdriicken.- Man erhilt:

Py y(Bayo1 Pay— Asyoy) = 1"~ 3m (Byy_s Poy— Asy-s),
(T Pyy(Bey Pay— Asy) = = r* (s> —r*Ym(By, -1 Pay— Azy~1),
(r=N+1,N+2.-),
wobei

BzN= 0, B2N+1=1, A‘.».‘N*""""ly -A2N+1=32N)
B"y = s¥* B 7_{_,21!—1 §%Y __ 42v mB‘,_
- > ( )m.By ”}(v:N—!—l,N—}-?,---)

A2v+1 = 52, ‘A2w + 9,.21;«1(827__ rzy)MA?v-I b
B,, fy=s"tnB,,  — 1" mB, ,
Ay, 3= ndy, oy — 1 imd,,,

ist, wie man mit vollstindiger Induktion leicht bestitigt. Fiir das folgende

ist nur von Wichtigkeit, daB die B,, 4, ganze (komplexe) Zahlen sind;
ferner ist

(r=N,N+1,--9)

B, Pey—~ A, =0 fir v=2N,2N41, ...,

denn fiir » = 2N ist dies offenbar richtig und seine allgemeine Giiltigkeit
folgt dann durch vollstindige Induktion aus (7). Hierauns ergibt sich auch:

(8) Pav—1Poy(Bay Pay— Asy) = — 14"~ r* ) (Byy—s Poy— Azs—3)
(»=N+1,N+2 ST

ferner ist nach Definition:

(9) P, P, — Z’“-l . Y
2r+1 2v4+1
und
! s4v—1n _I..I 821-1 1 (‘L‘?_L)”"i.
| r67-4<321__727)mz = g krs‘y—&mz = 2!”"1’ 33'{‘3
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Falls |s| > |r[® ist, wichst also dieser Quotient iiber alle Schranken; mit
Beriicksichtigung von (5), (8) und (9) folgt hieraus, daB die unendlich
vielen von Null verschiedenen positiven Zahlen:

(10) | Bay Pyy— Aay, (v=N,N+1,--9)

unter jede Schranke sinken, daher ist Pyy irrational
Aus (4) folgt nun aber sukzessive, daB auch die Zahlen

Qex-1, Qaw-g, -, &
von Null verschieden sind und die P, (v=0,1, 2,---) simtlich irratio-
nal sind.

Der Fall [s|=r{° konnte im reellen Gebiet leicht auf den Fall
{s] > |r ® zuriickgefiibrt werden; hier wiirde er eine gesonderte Behand-
lung erheischen.

Aus (8) ist leicht ersichtlich, daB fiir s' < |r® die GroBen (10) von
einem gewissen an monoton unbegrenzt wachsen. Dasselbe gilt auch fiir
die entsprechenden Ausdriicke mit ungeraden Indizes, so daB fiir diesen
Fall der hier eingeschlagene Weg zu keinem Resultat fiihrt.

Ist schlieBlich £ eine Nullstelle von £, (), so ist P,(xr)=0, also
rational, daher muB auch £ irrational sein; die Nullstellen sind in unend-
licher Anzahl vorhanden, denn £ (z) ist offenbar (fiir |g| < 1 und jedes »)
eine ganze transzendente Funktion nullter Ordnung.

Zusammenfassend gilt also der Satz:

Ist z eine von Null verschiedene reelle oder komplexe rationale Zahl
und v, s reele oder Lomplexe ganze Zahlen, die der Bedingung

ls>r®
. . . N r\& . . .
geniigen, sa hat die Reihe _S_i ("3‘) 2+ eimen irrationalen Wert. Unler der
0

gleichen Bedingung sind (g = —;; gesetzt) die Nullstellen der Fumktionen (3)

samilich irrational.

Auf ihplichem Wege IiBt sich zeigen, daB unter denselben Bedin-

.1

gungen auch die Beihe ng?m“) 2¥ einen irrationalen Wert hat und
0

ihre Nullstellen simtlich irrational sind. Auch die Irrationalitit von ¢ fiir

alle komplexen rationalen Werte des Argumentes kann auf diesem Wege
von neuem bewiesen werden, indem man den Beweis der Irrationalitdt fiir
reelle rationale z der Arbeit von F. Bernstein und O. Szisz in enféspre-
chender Weise verallgemeinert. Der Grundgedanke aller dieser Uberlegungen
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ist der, eine absolut abnehmende Folge von Linearformen B, — 4, zu
konstruieren, wo { die Irrationalitit ist und B,, 4, ganzzahlig sind. Dieser
CGedanke findet sich zuerst bei Lambert, der die bekannte Kettenbruch-
entwicklang von tg z und die Irrationalitit von tg « und ¢* fiir rationale z
streng bewies.®)

Gottingen, den 21. Juli 1914

# J. H. Lambert, Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités
transcendantes circulaires ef logarithmiques, Histoire de 1’Académie de Berlin 1761
(publ. 1768), 8. 265—322. Vgl hierzu Alfred Pringsheim, Uber die ersten Be-
weise der Irrationalitiit von ¢ und z, Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. d. k. bayer. Akad.
d. Wiss. 28 (1898), 3. 325—337.




