
O. Sz~sz. Irration~t~t van Rdhen, ~ 

Uber Irra~ionali~ gewisser unendlicher Reihen. 

Yon 

O~ro Szksz in Frankfurt a. M. 

In einer vorhergehenden Arbei~ yon Herrn Bernstein und mir*) wurde 
mit  Hilfe der auf Eisenstein zuriickgehenden Kett~nbruchen~wicklung.**): 

4-.. 

e~ 

dab die Reihe ~ (r~r-xZ einen irra~ionalen W e .  bewiesen, hat, w e n l l  

o 

r~ s und x ree~/e Zahlen sind, die den Bedingungen geniigen: 

t x  =~ 0 und rational, 

(2) [!sl > I r I s und r~ s ganze Zahlen. 

Im folgenden wird dieser Satz auf einfacherem Wege bewiesen und 
zugleich sein G~iltigkeitsbereich erwei~er~: under Beibehaltung der Bedin- 
gungen (2) diirfen x, r u n d  s auch kamplexe Zahlen seim***) 

Ich benutze nich~ den unendlichen Ket+~enbn~ch (1), sondern ziehe 
die ibm zugrunde liegende Funktionenfolge heran: 

*) ~ e r  Irrationali~ unendlicher Ke~enbr~che mi~ einer A.uwendung suf die 

Reihe ~ q ~ -  ~ ,  ~Ist~ Ann. 76 (1915), S. 295--300. Daselbs~ auch wei~erer Lit~r~t~r- 
o 

aachweis. 
Ygl. Oskar Perron,  Die Lehre yon den Kettenbrfichen, Leipzig 1913, S. 315, 

~ 3  und 353. 
*~) Eine komplexo gauze Z~hl is~ yon der Form: a-~-bi, wo a mad b reotle 

g~nze Zahlen sincl; eine komplexe rationale Zabl ist tier Quotien~ zweier gsnzer 
Zahlen. Hier Sd erw~hnt, dab Herr O. Perron den bekann~en Legendreschen I~r~tk~ 
nslit~t~satz ~.uf Kett~nbr~che ausdehnte, deren Elemen~e ganze Zalden dz~es imagi- 
n~ren quadratis~hen KSrpers sind. ~an vgl. seine A~bdt- ~ber die Konvergenz dot 
J~obi-Ket~enalgori~hmen mit komplexen Elementen, Si~ungsb. d. math~-phys. KL 
d. k. bayer. Alr~d. d. Wiss. 37 (1907), S. ~01--482, insb. S. 45~. 
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a, ,( . )  1 \ - - ~ /  ) ~ /  J . . .  \ - -  ~,~ +'K],q~(,,,+~)(l~_~.. ~'~(1 -~'+~ ~i q~"*~-~) 
~ ) : . .  0 - ~  ~) - - -  , 

(a) 

( 1 -  ~z) O -  r (~- ~'~) - '  
(v -~ O, 1, 2 , . . . ) .  

Man be~t~ig~ leich~ die Formeln: 

a . (~)=  1, a ~ ( z ) - - ~ s  ~., 
O 

~,(~) = ~ . + , ( ~ )  _ q ~ . + l x ~ . + , ( ~ ) ,  I (,, = o, 1, ~, ...)~ 
%.+~(x) = ~.+~(x.) + ~'+ * ( i -q"+  ~)z~,,+~(x), l 

se~zt man hierin 
q. 

q~T, 

~ , ( x )  = s("-~) �9 ~" Q...(x), 

so eehiilt man die Rekursionsformeln: 

(~ = o, i ,  2 , . . . ) ,  

deren Koeffizienten nunmehr komplexe ganze Zablen sin& 

)San beweist auch leicht, dat~ bei festem x und ~ (]aJ < 1) 

(5) lira ~ , (x)  = 1 

ist; in der Tat folgt aus (3) unmit~elbar: 

< + 
= ~ _ iq?~x ~ lql ~" I< ~, 

anti der rechtsseitige Ausdruck stxeb~ offenbar mit waehsendem v gegea NaIL 
ttieraus fo]gt auch, cla$ es bei festem x und q eine Zahl N =  N(x, q) 

gibt~ deraxt, dag 
~ , + 0  ist ftir v ~ 2 2 r  

oaer auc~ 



Irration~lif~ yon ]hfihen. 

Sei nun zur Abkiirzung: 

O,(x) " 

ieh beweise ~.un~ehs~ dab .P~,v('~ irrational ist. 

(6)  
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(~ = ~ 2 r  l ,  ~ v ,  . . . ) ;  

bus (4) folgt (ich sehreibe kurz B~ start P~ (~) ) :  

~ , + ~ ( ~  _ ~ , )  = _ , . , , + i  ~ ,  

~ , + ~ ( ~ , + ~ - s ~ + ' ~ )  = r '+1(s ' ,+~ ,-',+'),,~, 
(,, = zr 5"-+ i , . . . ) ;  

hieraus l~Bt s ieh/) ,  als ra~ionale Funlrtion yon P ~  ansdrtieken.-Man erhKI~: 

(~) 

wobei 

P,. (B~,  P~., - -  A~ .) -=- - r ~'-I (s" " -  r ~ ") ,~ ( B .  _ ~ / ~ . -  A~ ,_  1), 
( v =  N +  1, ~ + 2 ,  . . . ) ,  

(9)  

mad 

B,N---- 0, B~.v+l---- 1, A.,s ~ - -  1, A..~+l ~- s ~  

B o , §  ( ) , , - - t ( , , = ~ + ~ , 3 r + 2 , . . . )  
A~,+~ = s*" A2, + r ~ ' -  ~(s ~ ' -  r~ ' )m&,_~ , /"  

/ 
is~, wie man mit vollstiindiger lnduktion leich~ besfafigr Fiir das folgende 
iat nut yon Wiehtigkeit, da$ die B,, A~ ganze (komplexe) Zahlen sind; 
ferner is~ 

B , P ~ - - A , + O  far v ~ 2 N ,  2 N + I , . . . ,  

denn fiir ~ = 2 N  ist dies offenbar riehtig und seine allgememe CJdiltigkeit 
fo l~  dan~ dureh vollst'~ndige Induktion aus (7). Hieraus ergibt sich auch: 

(s) P,,_~ i% (B,, r ~ -  A,,) = -- r~'- '(s ' ' -  "9'n'~(-B~,-~ -P~-- a , ,_ , )  
(v = N +  l ,  2 r  ...); 

ferner is~ naeh Definition: 

Q~,-1_~,_1 ~ , - ~  

8~--1~ 1 8 ~:~-1 
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Falls }s[>fr [~  is~, w~ehst also dieser Quotien~ fiber aUe Sehranken; mi~ 
Berficksiehtigung yon (5), (8) und (9) folg~ hieraus, d ~  die unendlich 
vielen yon Null vexsohiedenen positiven Zahlen: 

(10) I B ,  P~--A~,'~ ( ~ = ~  2r  i , - --)  

unter jede Sohranke sinken, daher ist Ps~ irrational 
Aus (4) folg~ nun aber sukzess[ve, dab auch die Zahlen 

yon Null versehieden sind und die B~ ( ~  O, 1, 2,. . .)  s~imgtich irratio- 
nal sind: 

Der Fall t sl ~-~r[ 3 konnte im reellen Gebiet leieh~ auf den Fall 
t st > ] r  s zuriickgeffihrt werden; hier wtirde er eine gesonderte Behand- 
lung erheischen. 

Aus (S) ist leich~ ersichtlieh, dab f '~ s ! < i t  i s die GrSBen (10) yon 
einem gewissen an monoton unbegrenzt wachsen. Dasselbe gil~ auoh ftir 
die en~sprechenden Ausdriicke mit ungeraden Indizes, so dab mr  diesen 
Fall der bier eingesehlagene Weg zu keinem Resultat f~hrt. 

Ist schlieBlich ~ eine Nullsblle yon ~ ( x ) ,  so is~ / )~(x)=  0, also 
rational, daher mul~ auch ~ irrational sein; die Nullsbllen sind in unend" 
lieher Anzahl vorhanden, denn ~,(x)  is~ offenbar (ftir tql < 1 und jedes ~,) 
eine ganze ~ranszendente Funktion nullter Ordnung. 

Zusammenfassend gilg also tier Satz: 
Ist x eine yon 2~ull verschiedene redle oder kom~lexe rationale Zatd 

und r, s reelle oder kom2lexe ganze Xahlen, die der Bedingung 

9e~iigen, 8@ 

0 
\ o /  

si~mtlich irrat'wnal. 

Auf ihnliehem Wege !iBt sich zeigen, dal~ unter denselben Bedin- 
a~ 1 

gungen aueh die Re[he ~ x einen irrationalen Wert ha~ und 
0 

ibxe Nulls~ellen simflieh irrational sin& Aueh die I rrat ional i~ yon e= ftir 
alle komplexea rationalen Werte des Argumentes k~nn auf diesem Wege 
yon neuem bewiesen werden, indem man den Beweis der Irrat ion~i~t  fur 
reelle rationale x der Arbeit yon F. Bernsbin und O. Szs in enbpre- 
ehender Weise verAlgemeinert. Der Grundgedanke ~Iter dieser Uberlegungen 
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is~ der, eine absolut abnehmende Folge yon Lineafformen / ~ , ~ - - A ,  zu 
kons~ruieren, wo ~ die Irra~ionalit~ is~ und ~ A~ ganzzahlig sind. Dieser 
Gedaul~e finde~ sich zuers~ bei Lamber~ der die bekann~ Ke~enbruch- 
en~wicktung yon tg x und die Irra~ionalit~ yon tg  x und e ~ ffir rationale x 
streng bewies.*) 

GS ~ t inge n ,  den 21. Juli  1914. 

*) J. H. Lamber t ,  M6moixe sur quelques proprigt~s rema~quables de8 quauti~As 
~anseendantes eirculaires et log~ari~hmiques~ Histoire de FAcad~mie de Berlin 1761 
(publ. 1768), S. 265--322. Vgl. hierzu Alfred Pringsheim~ ~ber die e~sten Be- 
weise der Irrationali~t yon e und ~, Sitzungsb. d. ma~h.-phys. K1. d. k. bayer. Akad. 
el. Wiss. 28 (1898), S. 325--337. 


