
Sur tes formes quadratiques ~ ind6termindes conjugu6es. 
(Ex~rait d'une legate adressge "~ Mr. F. Klein). 

Par 

E~t~LV, P~CXRD s Paris. 

Le tr~s intgressant article que M. Bianchi vient de publier dans 
les Mathematische Annalen me remet en mgmoire le point de rue 
auquet je me suis placg autrefois dans l'6tude des transformations 
employ6es par M. Poincar6 pour les points de l'espace situgs du m6me 
cStg d'un plan. Dans un petit travail insgrg au bulletin de la Socigtd 
Mathgmatique (Mars,  1884) et intitulg: Sur un grouse de transfor- 
mations des points de l'espace situds du m2me c6td d'un plan, j 'ai con- 
sidgr6 la forme quadratique ~ indggermindes conjuguges X ,  Y, Xo,  Yo 

(1) x x o  + xXZo + xoXo r + (Xxo+y~) f r o  
x reprgsentant une quantit4 complexe arbitxaire, et y une quanti~ 
rdelle positive. 

Effectuons sur cede forme la substitution 

( X ,  Y, d X --[- b :Y~ c X -[-- a :Y ) lad - -  bc--~ 1] 

o~a a, b, c, d sont des quantitgs complexes. CeY~e substitution trans- 
forme la forme (1) en la saivan~ 

A'XXo + 2rXro + 2~o'Xo r +  c ' r r o  

~r = coo (XXo+U 2) + ~CoX + doCXo + ~d~ 
tg  ~ cao (xxo q-.y ~) .-{-aodx -{- cbox o -{- dbo , 
C," ~- aao(XXo.q-y 2) --{-- baox --[- hoax o .-{- bb o. 

On est ainsi conduit ~ une transformation relative ~ la variable 
compIexe x e~ ~ la somme XXo-{--y~, substitution qui peut s'gcrire 

~--- cao(XXo"J'y ~) "{- aodx q- cboxo "~- dbo 
coo (XXo+y 2) + dCoX + 4CXo+ ~do ' 

(S) , , aao(XXo+y') + bao,~ + ~,axo + bbo 
x xo + y2 = cco(~o+~,)§ ar + ~ao" 

en posant 
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k un syst~me de valeurs de la quantit6 complexe x et de la quantit6 
positdve y correspond par ces formules un syst~me paffait~ment dgtermin6 
de x' et y' (y" 6rant positive comme y). Ce mode de transformation 
fbrme d'ailleurs 6videmment un groupe. 

On peut donner une forme, ggomgtrique ~ ce rgsultat. Soient 
0~,  09 ,  O~ un syst~me d'axes de coordonndes rectangulaires et con- 
sid6rons le demi-espace situ6 au dessus du plan des ~9; g chaque point 
(~, 9, ~) correspond un syst~me de valeurs de la quantff6 complexe x 
et de la quantitg positive y, si l'on pose 

On est ainsi conduit, par des considgrations alg6briques, au mode de 
transformation des figures dans an demi espace, dont M. Poincar6 a 
fair usage dans son m6moire sur les groupes kleingens et auquel il a 
6t6 amen6 par des considgrations g6omgtriques. 

J'ai considgr6 particuli?~rement, dans le travail cit6, le cas off 
a,  b, c, d sont des entiers complexes. Les substitutions (S) torment 
alors un groupe discontinu. Pour ~rouver son poly~dre fondamental, il 
suffit de &ire usage du thgor~me de M. Hermite relatif a la r6duetion 
des formes quadratiques binaires ddfinies ~ indgterminges conjugu6es. 
Etant donnge une telle forme 

AXXo +  Xr0 +  0Xo r +  c ry~  
- -  A O  < O, A > O, O>O) 

dont les coefficients sont quelconques, on pent trouver une substitution, 
de d6terminant un,  ~ coefficients entiers complexes, telle que dans la 
forme transformge 

A'XXo +  'Zr0 +  (Xor + O'rro 
on air 

A' < C', - -  A" < 2 m ' < A ' ,  ~ A '  < 2 n "  < A "  

en posant 
t ~ -m '+n ' i .  

Cette Substitution sera, en ggn6ral, unique. 
Ceci rappel6, soit (x, y) an syst~me de valeurs correspondant 

un point arbitraire du demi espace, et prenons la forme (1) corre- 
spondante. La r6duction de ceff~e forme d'apr~s le thgor~me prgcgdent, 
transformera (x ,  y) en (x', y') par la substitution (S); la parfie rgetle 

1 e t + l  et le coefficient de-i  dans x' seron~ compris entre ~ - ~  ~ et 
l'on aura en ou~re 

X'Xo' + y'2 > 1. 
Si ton revient au point (~, 9, {~) et ~ son h~.nsform6 (~', ~', ~')~ on aura 

t 9' I ~, ~-2_ > 



1 ~  Eml~ PIcA~u. Bur les ind6termin~es conjugu~es. 

Nous arrivons done ainsi au poly~dre for~Zamental du groupe. I1 
est limitg par !es quatre plans 

1 I 1 ~ '  ~ - - ~ '  ~ - ~ '  ~ "2' 

et est extgrieur ~ la sphere de rayon un. I1 y a dans ce poly~dre u~ 
seul l~rint correspondant b~ un point pris arbitrairement dans le demi 
espace. Ce rgsultat est bien d'accord avec le th6or~me dgmontr6 par 
l'gminent ggombtre italien. Ce polyhdre fondamental est entibrement 
analogue au triangle fondamental dans le demi plan, qui joue un r61e 
si important darts vos admirables reeherches sur les fonetions modulaires. 

P a r i s ,  le 15. Mai 1891. 
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