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Beitr ge zum Kontinuit tsbeweise der Existenz linear-polymorpher 
Funktionen auf Riemannschen Flachen. 

Von 

ROBERT ~RICKE in  Braunschweig. 

Der HShepunkt in der Entwickhng der Theorie der automorphen 
Funktionen wird dutch diejenigen S~tze dargestellt, welche F. K le in  als 
,Fundamentaltheoreme" bezeichnete. Es sind die Existenztheor.cme ,,linear- 
polymorpher" oder kurz ,polymorpher Funktionen" auf beliebig gegebenen 
Riemannschen Fl~icheu*). Von den verschiedenen Beweisans~itzen dieser 
Theoreme ist der am weitesten reichende der yon Kle in  und P o i n c a r g  
gleichzeitig konzipierte ,,Kontinuit~tsbeweis" (mgthode de continuitg). Die 
Idee dieses Beweises ist, das einzelne Kontinuum gleichgearteter Polygone 
bezw. Gruppen dem zugeordneten Kontinuum Riemannscher Fl~chen 
gegenfiberzustellen, tun aus denjenigen Eigenschaf~en, welche man fiber 
die Beziehung der beiden Kontinua aufeinander yon ttause aus kennt, 
den Schlul~ auf die gegenseitige Eindeutigkeit der Beziehung zu tun. 

Kle in  hat in den Mathem. Annalen Bd. 21, pag. 208ff. (datiert 
2. Oktober 1882) seine Ideen fiber den Kontinuit~tsbeweis entwickelt~. 
Andrerseits ist P o i n c a r g  auf den gleichen C~egenstand in den Ac~a mathem., 
Bd. 4, pag. 233ff. (datiert 0ktober 1883) eingegangen und hat daselbst 
in einer ffir das erste Eindringen bewunderungswerten Art die Tiefen 
und Schwierigkeiten des Beweises aufgedeckt, sowie Ideen zu ihrer Uber- 
windung angegeben. 

Indessen handelt es sich bei diesen Entwicklungen nur erst um erste 
Entwfiffe; und der reifere Aufbau der Theorie der automorphen Funlc~ionen, 
welcher in dem oben zitierten Werke ,,A. F." angestrebt wird, hat die 

*) Cf. A. F. H, pag. 45. Zitate dieser 8es~lt beziehen sich auf die ,,Vor- 
lesungen fiber automorphe Funktdonen", welche ich in Gemeinschaf~ mit F. Klein 
bei B. G. Teubner, Leipzig, herausgebe; Bd. I (1897), Bd. H, Lief. 1 (1901). Diesem 
Werke schliel~eB sich die folgenden Entwiclrlungen meiGhodisch und in der Wahl der 
Bezeichnungen eng an. 
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Verpflichtung einer sorgf~iltigeren und einwurfsfreieren Ausbildung jener 
Kontinuit~ksmethoden, eine Aufg~be, deren LSsung nicht geringe Schwierig- 
keiten in sich birgt. Bei dieser Sachlage babe ich die Fundu.mentaltheoreme 
in ibrer hllgemeinheit zun~chst als zu schwierig bei Seite gelassen und 
reich zur Durchftihrung einiger niederer Spezia|f~ille gewandt, wo zumal 
auch die direkte geometrische Anschauung zu einem wesentlichen l=[ilfs- 
mittel der Untersuchung wird. Die Ergebnisse, zu denen ich in der frag- 
lichen Richtung gekommen bin, sind im folgenden zusammengestellt. 

I. Aufstellung zweier grundlegender Theoreme. 

In A. F. II, pag. 167tf. ist nach Poincard bewiesen worden, daft die 
Modn]n der algebraischen Gebilde stetige Funktionen yon den Moduln oder 
Invarianten der automorphen Gebilde sind, denen jene algebraischen Ge- 
bflde entsprechen. Dieser Satz war eine unmittelbare Folge der gleich- 
miiBigen Konvergenz der Poincardschen Reihen; und zwar bezieht sich- 
hierbei die Gleichm~il~igkeit. der Konvergenz nicht nur auf Ab~uderung 
des Argumentes ~ der Poincardschen Reihe, sondern auch auf Ab~indernng 
-tier Gruppeninvarianten, was eben die gel~de genannte Schhflfolgerung 
zu ziehen gestattet. Nun waren aber a. a. O. beim Beweise der gleich- 
m~l~igen Konvergenz die Grenzft///e der Polygonkontinua zun~chst aus- 
dr~cklich ausgeschlossen. Hier wird indessen die Frage, ob die Stetigkeit 
der algebraischen Moduln bis zu den Grenzf~llen inklusive besteht oder 
nicht, unabweislich. 

In dieser ~t~usieht erinnere ieh zun~chst an folgende Verh~lbfisse. 
Wit haben erstlich das ,~Polygonkontinuum", welches zu einer gegebenen 
Signatur (p, n; l~, l s , . . . ,  l,) gehSrt. Dasselbe is~ ein einfach zusammen- 
hrmgendes Kontinuura, da es sich, wenn es m-dimensional ist, eindeutig 
stetig auf die Pnn~e eines m-dimensionalen regul~en Wiirfels beziehen 
l~Bt*). Diesem Kontinuum gehSren nun "die durch ,,Transformation" aus- 
einander hervorgehenden Polygone als verschiedene Individuen an (cf. A. F. I, 
pag. 320 und 389). Aber alle solche ineinander transformierbaren Polygone 
liefern eine and dieselbe ,,Gruppe" F. Um also das ,Gruppenkontinuum" 
der Signatur (p, n; /1, l~,-- . , / , )  zu gewinnen, mfissen wit im Polygon- 
konfinunm den DB**) der zugehSrigen ,,automorphen Modulgruppe" ab- 
grenzen, welche nut im Falle p ~-0, n ~-3 die Ordnung 1, sonst aber 
st~ die Ordn~-g oo "besitzt. 

*) Siehe die Notiz ,,]]~er die in der Theozie der automorphen Funktionen auf- 
t~e~enden Polygonkontinua", G~tt, l n ~ r  N~chrichten 1903, HeR 5. 

**) heiflt ,Diskontinui~tsbereich". 
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Die SacMage ist nun die, dal~ es allerdings aussichtslos is~, die am 
Rande des ,Polygonkontinuums" eintre~nden Polygongest~lten allgemein 
iiberblicken zu wotlen. Indessen ist es vollst~ndig ausreichend, sich auf 
das ,,Gruppenkontinuum" und also auf den DB der automorphen Modul- 
grappe zu beschr~inken. Die Grenzgebilde dieses Kontinuums, d. h. die 
RandstelIen des DB, welche zugleich Randstellen des Polygonkontinuums 
sind, zu untersuchen, ist aber weir aussichtsreicher. Die nachfolgenden 
Entwicklungen werden dies dartun. 

Um zu einem ffir die Folge ausreichend allgemeinen Grundsatze zu 
gelangen, nehmen wir an, dab man yon den Polygonen unseres Kon- 
tinuums durch irgend einen stetigen Ubergang zu einem Grenzgebitde 
gelang~, welches ein nichtzerfal|endes und auch 
nicht sonstwie ausartendes Polygon yon niederem 
,Charakter" (2,~n) darstell~. Als Beispiel wiihle 
man das eindimensionale Kontinunm der greis- 

bogenvierecke gegebener Winkel /1 , l~' t s ~ l~ 

und nenne die. Ecken en~sprechend el, e~, e~, Q. 
In Fig. 1 sind die Ecken Q, Q einander bereits 
sehr nahe. Lassen wit den Kreis e~e s bis zur Be- 
riihrung an den Kreis Q~I herankommen, so zieht 
sich der Kreis ~ e~ auf einen Punkt zusammen, und 
die Ecken % und e~ verschmelzen miteinander zu 
einer parabolischen Spitze. Es entspringt also das 
nich~ ausartende*) Grenzgebilde (0, 3;/1, 12, c~). 

I~ig. 1. 

J J 

Jetzt erinnere man sich, welches der eigentliche Nerv des in A. F. II~ 
pag. 167 entwickelten Poincardschen Beweises der gleichm~i~igen Konvergenz 
der Reihen ist. Derselbe beruhte auf der Answahl eines Bereiches JBo, 
der auch bei Ab~uderang der Modlfln bestiindig innerhalb des Ausgangs- 
polygons liegt, so daft die mit B 0 ~quivalenten Bereiche nie miteinander 
kollidieren. Dieser Umstand gdstattete eine Absch~itzung der Reihe: 

d'  

k 

auf Grnnd eines a. & O. pag, 170ff, aarges e ten Veffatn'ens, Man erken.n~ 
ohne weiteres, dag fiir die Auswahl eines solchen Bereiches B o ein nich~ 
ausar~enctes Grenzpolygon oben gedachter Art genau so leicht zugelassen 
werden kann, wie irgend ein dem Inneren des Kontinunms angehSrendes 

*) I~iese Ausdrueksweise ha~ bier fo!genden Sinn: Von eine~ Ausar~ung wh~ 
nut gesprochen, wenn im Grenzfalle e~u ~ 77~  ausgedehn~r 1)~ nicht meh~ vor- 
tiegk Dagegen gilt eine Hera~mindenmg der Signa~ur ~ als Ausar~ng. 

29* 
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Polygon. Im Grenzfalle werden alsdann gewisse Glieder der eben an- 
ge~tih.~$en Reihe als verschw'mdend ausfallen, und man gewin~t im stetigen 
]~bergange die Reihen des a-~omorphen Gebildes yon niederem Charal~r 
bezw. yon niederer Signa~m 

Die a. ~ O. gezogenen Folgerangen betreffs der Stetigkei~ der Modn]n 
des atgebraischen Gebildes gelf~n somi~ bis zum Grenzfall inklusive; d. h. 
wit haben folgenden 

S te t igke i t ssa~z :  J)/e Stetigkeit der Moduln des algebr a@chen G eb~Tzles 
oder, wie wit kurz sagen wollen, der ,,algebraischen Mo&dn" bei s@tiger 
A b a ~ g  der ,Grwt~enmoduln" trifft nicht hut im ,lnnern" des Grut~n- 
ko~tinuums zu, sondern bleibt auch bis ~u solehen Grenzf'dUen ,,inkl~sivd' 
bestehen, wdxhe nicht-ausarten~ a ~ ~ h e  Ge~ilde darstellen. - -  

Einen zwei~en fiir die folgenden Untersuchungen grundlegenden Satz 
werden wit als ,,Uni~tssatz" zu bezeichnen haben. Derselbe hat yon 
Anfang an eine wich~ige Rolle beim Kon~inuit~sbeweise gespieli*). Zur 
Aufs~llung dieses Sa~zes kafipfen wir an das Existenztheorem der auto- 
morphen Funk~ionen (cf. A. F. lI, pag. 14). Nach diesem Theorem ent- 
sprich~ jedem automorphen Gebflde eindeutig ein algebraisches Gebilde, 
oder jedes unserer Polygone gesta~et eindeutige und konforme Abbildung 
auf eine Riemannsche Fl~iche. Wir fragen j e s t ,  ob zwei verschiedene 
Polygone hierbei eine mid dieselbe Riemannsche Fl~iche zu liefern imstande 
sin& Selbstverst~indlich werden zwei Polygone, die durch Transformation**) 
ineinander iibefffikrbar sind, dieselbe Fl~che geben. Wir haben uns also, 
die Polygone be~reffend, auf einen D B der automorphen Modulgruppe zu 
b e s c ~ e n .  Dies kann in der Weise geschehen, dal~ wir auf der Fl~che 
ein bestimm~es kanonisches Querschnittsys~em vorschreiben und die so 
zerschn~ttene Fl~che alsdaun auf die beiden ~gl ichen Polygone abgebilde~ 
denke~. Leiztere mSgen in zwei ge~rennten Ebenen, denen der Variabelen 

und ~' gelager~ sein. 
Was die Gestalt der kanonischen Fl~ichenzerschneidung angeht, so 

ist dieselbe z. B. in A. F. I, pag. 183 dargeleg~. Man erinnere sich, da~ 
es sich bier um Fl~chen handelt, welche mit n Punkten ei, e~ , . . . ,  e~ 
~ignierV' sin& Doch wollen wir die Ma~regeln gleich so t-reffen, dab 
die F'~lle, in denen der Hauptkreis kein Grenzkreis ist, nicht ausgescMossen 
sind. Handel~ es sieh demnach um eine orthosymmetrische Rieman-sche 
~ h e  mit ~ ~ - ~ -  v Symme~rielinien, so befassen wir uns nur m~t der 

*) Man vergl, z.B. die ErSr~e~g des gedachtau Theorems in der schon zi~ier~en 
Abhu~dlung yon Klein in den Ma~h. Annalen Bd. 21, pag. 209. 

:Es ~ bier nich~ nut lineare T-~sformat~onen yon ~ gamein~, sondern 
a~wh ~o  T m n s f o ~ n e n  im 6"hnne van A. F. I, pag. ~f f . ,  welche auf Ab~nderungen 
tier k~noais~en Que~schm-~yst~ne auf den Kiemannschen F1Rchen bexuhen. 
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einen der beiden symme~rischen Fl~chenh:41ften~ welche dann noch mi~ 
PunkCen el, e~,-.., e, signierr ist. Bei Anlage des kanonise~en Schnit~- 

systems werden die ~ Symmetrielinien den v PunkCep e l , - . . ,  e~ gleich 
behandel~. 

Die kanonisch zerschnittene F]/iche bezw. Fl~henhiil~e fiber~r~g~ sich 
nun auf zwei den Halbebenen yon ~ bezw. ~' augehiirende Polygone P 
und P ,  welche, allgemein zu reden, je ~ feste Ecken und je ~ ~ - n -  
Segmente der reellen Achsen l~gs  der Berandungen anfweisen. Dutch 
Vermitflung der Riemannschen Fliiche sind diese beiden Polygone P und / ) '  
aufeinander eindeutig und konform bezogen. Erzeug~ man nun yon P 
und /) '  aus die beiden Polygonnetze A r und At;, welche die beiden Halb- 
ebenen schlicht bedecken, so entspring~ eine eindeutige und konforme 
Beziehung beider Halbebenen aufeinander, indem ja die Polygone des 
einen Netzes eindeutig denen des anderen en~sprechen. Man hat nut zu 
beachten, dab an den elliptischen Ecken zwar die Beziehung des einzelnen 
Polygons auf die Fliiche eine EinbuBe der Konformi~t eff~hrl, dab abel 
wegen der an beiden Polygonen P, P '  jeweils gleichen Eckenwinkel bei 
der Beziehung der beiden Halbebenen aufeinander an solchen Sh~llen die 
Konformi~iit wieder hergestellt erscheint. 

Um Ums~ndlich]reiten zu entgehen, wollen wit fiber die bier ent~ 
springende Beziehung der reellen Achsen aufeinander zun's keine 
weiteren Folgerungen ziehen and die konforme Abbildung nur auf die 
inneren Teile der Halbebenen beziehen. Jedenfalls bleibt beim for~- 
schreitenden Reproduk~ionsprozeB der Polygone kein endlich wei~ yon tier 
reellen Achse en~fernter Punk~ der einzelnen Halbe-bene yore Polygonnetze 
unbedeck~. Man kann demnach aussagen: Man komm~ mi~ dem Pnnl~e 

(bezw. ~ in jede vorgeschriebene N~ae der reellen Aehse, wenu man mit 
dem en~sprechenden Punkte ~" (bezw. ~) ausreichend nahe an die Achse 
herangeh~. 

Es besteht nun die Ta~sache, dab die bier gewonnene Beziehung 
no~wen4ig durch eine lineare Gleichung: 

~, a ~ "~ u b 
~- c~-~-d 

dars~ellbar sein muB, d. h. dab beide Halbebenen und damil auch beide 
Vollebenen ~ und ~' (fin Nich~g~nzkreisfa~e) kreisverwandt sind.. Der 
Beweis, welchen Klein a. a. O. flit diese Tat~ache beigebrach~ ha~, is~ 
dadureh erschwer~, dab die Beziehung yon ~ auf ~" unter For~setzung 
des soeben befolg~n SctfluBverfahrens auf die reellen Achsen und dann 
auf die nega~iven Halbebenen ausgedeh~t wird~ wobei also die l~ngs der 
reellen Ac-hsen angeordne~en (~renzpunk*~e der beiden Polygon~e~ze zu 
iibersettreit~n sind, Ein neuerer yon W. F. Osgood ausgebitdeter Beweis 
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fiir das Best~hen tier Kreisverwand~schaf4 is~ yon dieser Sehw[erigkeit 
frei and stra~zt sieh einzig auf die oben allein be~reffs der posi~iven Halb- 
ebenen festges~ellten Tatsaehen*). 

Osgood arbei~e~ zun~chs~ nich~ mi~ den Halbebenen, sondern (was 
keinen wesenflichen Untersehied ausmacht)mit den Einheitskreisen der 
~- und ~'-Ebene. Zugleich ordne~ er die let~texen so an, dab dem Punk~ 

= 0 der Pnn~ ~ ' =  0 korrespondier~. Die Folge is~, dab der Quotien~ 

~- im Tn~ern des Einhei~skreises dor Ebene yon ~ ~ ~-~ i,  2 eine fiberall 

end]iche und nich~ verschwindende analy4ische Funktion ist~ welche ebenda 
keineriei singmli~re Stellen besitzt. Der Logarithmus dieser Funk~ion 
werde under Trennung der reellen und imagin~ren Bestandteile: 

,og (~)  = u(~, ~) + i~ ~) 

des Einhei~skre]ses tiberall eindeu[ig, s~e[ig und harmoniscl~ Fiir die 
ers~e aieser ]~u_ ~mnen gil~ die Dars~ellung: 

log I~'t = 

Nun wurde oben festgestellt, daB, wenn man ~ auf irgend wel6hen 
Wegen dem Einheitskreise selbst ohne Ende nahe kommen l~ t ,  hierbei 
I~'l sich gleiehm~i3ig dem Be~rage 1 n~ihert. Man kann demnach im 
Intern des Einheitskreises einen demselben ausreichen(1 nahe gelegenen, 
mi~ ibm konzentrischen Kreis derar~ annehmen, dab l~ings der Peripherie 
desselben t ~t und 1 ~'I ,,beIiebig" wenig yon 1 und a];~o t u(~, ~)t ,,beliebig" 
wenig yon 0 abweichh Wegen des harmonischen Verhaltens yon u(~ ~) 
geh~ hieraus hervor, dab u(~, ~) ]m lnnern des Einhei~skreises iiberhaupt 
keinen yon 0 verschiedenen Weft annehmen kann. Ist abet u(~, ~) inner- 
halb des Einhei~skreises iiberall mit 0 identisch~ so hal die konjugierte 
Funktion v(~, ~) daselbs~ allenthalben einen konstanten Were, welcher @ 
genann~ werde. Die vorle~z~e Gleiehung liefert nunmehr ~'----e r ~, so 
dab in der Tat die ~'-Ebene aaf diejenige yon ~ kreisverwandt bezogen ish 

Kehren wit nun zu unseren beiden Polygonen LP und /~' zuriick, so 
sind dieselben als miteinander kreisverwandt fGr den Standpunkt der 
Invar:ian~en~heorie iiberhaup~ nicht voneinander verschieden. Auf diese 
Weise gewinnen wit den nach~olgenden 

U n i ~ s s a ~ z :  ~eder ~elle des einzd~n Kontinuums automor~her 

*) Dieser Beweis, dessert Kennt~Ss ich einer brieA'lichen Mit~ilung des H~--n. 0~good 
vez~ta~e, ist; anderwe~ ~ocJa nicht ver~iffen~cht worden. Das im Texte folgende 
B~fex~ is~ :m~ g~gex~ Erlsub~s des H~.=Osgood kiex-einge~hpben, 
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Gebilde, d. i. des Grappenkontinuums, entsl~richt , , e i ~ i g "  eine Stel~e im 
zuge]~rigen Kontinuum algebraischer Gebilde (Kontinuum signierter l~iemann- 
scher 27~hen); jeder Stelle des letzteren Kontinuums e n ~ c h t  ,,hgchstens" 
eine Stelle des Gru$oenkantinuums. 

Der !nbalt des Fundamental~heorems ist, dab es sich bier um ein 
umkehrbar eindeu~iges En~sprechen handelt. Dies soll mmmehr in einer 
Reihe spezieller F~lle ta~{ichlich bewiesen werden, 

II. Die Gebilde des Charakters p ~_ O, re - -  3. 

Die Gebilde der Sig~utur (0, 3; 11, 4, 4) erledigen sich soforr Jede 
mi~ drei Punkten el, e~, es, denen drei gauze Zahlen 11, l:, l s ~ 2 (den 
We~ e~ eingeschlossen) zugeordnet sind, signierte Ebene ist konform 
abbildbar auf ein Paar symmetrischer greisbogendreiecke der Winkel 

~ ~ .  Das Innere des dutch el, e~, e~ hindurchzulegenden Kreises 
1,' 4 '  4 
liefer~ dabei das eine Dreieek, w~ihrend das XuSere jenes Kreises dem 
aaderen Dreieeke entsprich~. Wit betrachten sogleich die 

Gebilde der S igna tu r  (0, 3; l~, 12) 
und denken die 11, l~ als ganze Zahlen > 2, den Wer~ r eingeschlossen, 
irgendwie fixier~. Hier is~ das Po]ygonkon~inuum noch mit dem Gruppen- 
kontinunm identisch, d. h. die auto- 
morphe Modulgruppe hat die Ordnung 1. 
Das fragliche Kontinuum ist eindimen- 
sional und (el. A. F. I, pag.341 ft.) mi~telst 
der Invarian~e J8 oder, was zweek- 
m~i$iger is~, der Invarian~e: 

t =  is--2 
A ' 

deren Inh~rvall 0 ~ t _~ 1 is~, darstell- 
bar. Die einze]_ue hierher gehSrige 
Gruppe F i s t  stets dutch Spiegelungen 
erwei~eruugsf'ahig; die ~ypische Gestalt 
tier Polygone ist in Fig. 2 gegeben~ 
Man kann bier allemal noch mi~ ellip- 

Fig. 2. 

~ischen Subs~itutionen der Periode 2, welche die HalSebenen permutieren, 
erwei~ern. A]s D B der erwei~er~en Gruppe benutzen wit etwa den 
oberen, s~ark umrande~n Tell des bisherigen D B  (siehe Fig. 2). Die 
augegebenen Pfeite beziehen sich auf die Erzeugenden diesea- exwei~ert~n 
Gruppe. Vo~ de~ m!~ ~ ,  ~:, ~ ~ bezeictmet~n Eckpunk~u des-links 
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liegenden Elementarvierecks gehSren die beiden ersfien ats Fixpunkte den 
Erzeugenden V 1, Vs an. 

Die beiden Grenzwerte der Invariante t sind t ~- 0 und t ~ 1. Andrer- 
seits erhalten wir offenbar ein am Rande des Kontinuums gelegenes Polygon, 
falls zwei benachbarte unter den Ecken ~, ~ ,  ~3, e4 koinzidieren, oder 
falls mehrere solche Koinzidenzen gleichzeitig auftreten. 

Zun~ichst is~ in Fig. 3 ein Polygon gezeichnet, in welchem e s und ~, 
einauder sehr nahe gekommen sin& In Fig. 4 ist die Koinzidenz dieser 

Fig. 3. Fig. 4. 

Ecken eingefce~n, und dami~ isf V~ parabolische geworden, so dab wir 
J3 = 2 und also t = 0 erreich~ haben. Man beachte, dab wit als nichf~aus- 
ar~endes Grenzgebilde dasjenige der Signatmr (0~ 3;/1, l~, c~) gewinnen~ Auf 
diesen Grenziibergang werden wir hiernach den ,Stefigkeitssat~" anwenden 
diirfen. Den Grenziibergang lira. t = 0 kann man zweifens so ausfiihren, 

? ~r P 

:Fig. 5. :Fig. 6. 

wie Fig. 5 ~nzeig~. Man sfielle sich dieselbe als auf der ,~-Kugel" gelegen 
vor, wo alsdann die behlen Ecken ~ nnd ~s ei~nder sehr nahe gekommea 
~in& ~ Falle tier K o i , z k l ~  d ~ e r  beiden Ecken enkspring~, wio Fig. 6 
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darlegr als Grenzgebilde die parabolische Diedergruppe, welcher die 
Signatur (0, 3; 2, 2, co) zukommt. •  bier ist schliet~lich V 3 parabolisch 
geworden, und man hat lim. t = 0. 

Im Innern des Intervalles 0 _~ t _~ 1 wird dutch einen Wer~ t ein 
zugehSriges Gebflde eindeutig bestlmmt. Wean demnach auch in den 
_Figuren 4 und 6 zwei gh'nzlich verschiedene nicht-ausartende Grenzgeb,Tde 
herauskommen, so miissen doch die zum Grenzfall (0, 3; ll, l~, oo)stetig 
hinfiihrenden Gebilde unseres Kontinuums genau diesdben sein (d. i. natiirlich 
bis auf lineare Transformation), wie die zum Grenzfall (0, 3; 2, 2, oo) 
hinfiihrenden. In der Tat kann man sofort ein Polygon mit einander 
nahe gelegenen Ecken e,, e~ vermSge einer ,A tml ichke i t s~ forma~ion"  
~ ' =  a~ mi~ ausreichend gro]em a in ein Polygon mit nahe gelegenen 
Ecken el, e 2 verwandeln. Man wolle die Anordnung nut so treffen, dal~ 
in Fig. 3 der Punkt e~ mit ~ = 0 und die Sei~e ~,e 1 mit der imaginiiren 
~-Achse zusammenf~llt~ Nur im Grenzfall t =  0 selbst ist diese ~ e r -  
ffihrung nieht mehr statthaft, weft ffir lira. t = 0 offenbar lira. a = c~ 
zutriffr 

Den (~renziibergang zu t = 0 kann man auch noch dadurch vollziehen, 
dai~ man gleichzeitig e 1 m i t e  2 und ~3 mit e~ koinzidieren IgB~. Dann 
aber zieh~ sich das Polygon auf eine Linie zusammon, so dal~ wit eine 
Ausar~ung des Gebildes bekommen, welche die hnwendung des Ste~ig- 
keitssatzes verbietet. 

Die bier hervorgetretenen Verh~iltnisse ~ind nun iiberhaupt ~ypisch 
fox den ]'3bergang zu Randstellen der Gruppenkontinua. Im ,Innern" eines 
KontSnuums wird durch das einzelne Wertsys~em der Moduln e / ~ / g  ein 
zugehSriges Gebilde festgeleg~, t~ei einem bestimmten Grenziibergange zu 
einer _Randstelle des Kontinuums kann man vemchiedenartige Grenzgebilde 
niederer Charak~e erhalten, Verhiiltniss G die natiirlich in ganz entsprechend~ 
Art  a~ den alge~raischen Gebilden hervortre~ miissen. 

Wit  werden nun bei dem Un~emehmen, das Fundamental~eorem fiber 
E~istenz polymorpher Funkt;ionen in einem Ei,zelfalle (p, n; 11, l~,--- ,  1.) 
zu beweisen, die niederen F ~ e  berei~s als erledig~ ansehen. Alsdann 
brauehen wit bei einem ein~elnen Grenziibergange nicht alle mSglichen 
erreichbaren Grenzgebflde in die Diskussion zu ziehen; es wird vielmehr 
z~m Zwecke der Anwendung des S~eligkeitssa~zes vol]kommen ausreichend 
sein, wenn wit in jedem Falle d~ e//az/ges nicht-ausartend~ G'renzgebild~ 
erreiehen. 

Wenden wir diesen Grundsatz auf unser Kontinuum (0, 3; II, l~) 
an, so kiinnen wir den Grenziibergang lira t = t durch Koinzidenz tier 
Ecken e~ und ~a erzielen. Das in  Fig. 7 (s. pag. 458) gezeieh~e~e Polygon 
lieg~ dieser ~renze berei~ sehr nah~ Man erke,_n~ soforh Der eiagelei~ef~ 
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Grenztibergang liefer~ ats nicht-ausar~endes Grenzgebilde die ellipfische 
I)iedergruppe der Signa~ur (0, S 5 2, 2, l~). 

Zur Darst~U--ng des uns~rem Gruppenkontinuum gegeniiberstehenden 
Kon~inuums algebraischer Gebilde f'tit~en wit eine Hauptflmk~ion z =  ~(~) 

E. 

l~g. 7. Fig. 8. 

des in Fig. 2 stark umrande~en Polygons so ein, dag z l ~ g s  der Sym- 
me~riekreise des Polygonne~zes reell ist~ und dab z = oo in einem Pun~e  
der Sei~e ele ~ zuh~ft~ Das typische Bild der z-Ebene ist dana dutch 
Fig. 8 darges~-ll~; und man benutzt, um das Kontinuum derart signierter 
z-Ebene invariant darzustellen, am einfachsten das Doppelverh~lhais: 

Z = - -  (e, - -  e,) (e, - -  e,) 
- -  e,)  ( e , - -  e,)  

Offonbar gewin-~ man das gesamt~ ,algebraische Kon~inuum", indem man 
X als reelle Gr6t~e das In~ervall 0 ~ Z ~ 1 beschreiben l~t~t. 

Den Grenzwer~ 2 = 0 erreich~ man, indem man ent-weder e 1 und e~ 
oder es und e, zusammenfaUen l~it~t~ Hier treffen wir die oben in auderer 
Gestal~ skizziert~n Verl~ltmisse wieder an. Is~ e~ dem Punkte e 1 bereits 
sehr nahe gekommen, so k6 , , en  wir dutch Austibung einer Subsbit~ion: 

~ '_e4=az_e , ,  
welche e 1 und e~ an Or~ nnd S~elle l ~ t ,  den Punk~ e.~ noch an jede 
S~elle des yon e~ und e~ eingeseb!ossenen IntervaUs bringen. Je welter 

ib -  abet yon e~ enffernen, um so n~her wird e~ an e~ heraurtieken. 
l~ur die heiden Grenzf~lle" e~ ~ e~ einerseif~ und es =e~  andrersei~s selbst 
sind (wegen a = oo) nic-ht mehr ineinander iibe~fihrbar. 

Nun is~ ~m. l - - e r a  des ~ a l l s  0 < t < 1 der algebraische Modul Z 
eiae ~ ~ a  ste~ige Funkt~n  Z(t) yon t. Der ~renzfibergang ~ t = O  
l i ~ e ~  d ~  dutch Fig. 4 versl.nlichf~n ~all. ]Inn entsprich~ eine mit 
drai ~ e~ e~, e~' sigaie~-t~ ~-Ebeae~ Le~rer Pn~ is~ dutch 
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Ko~_~Lzidenz yon e~ und e 4 entstanden, so dab Z ~ -0  geworden ist. Zu- 
folge des Stetigkeitssatzes erreicht 2 hierbei sf~ig seinen (]renzwer~ 2 ~ O. 
Ganz en~sprechend finder man, da6 t~dr lira t := 1 die FunCtion ~(t) slch 
stetig der flrenze 1 anniiherC. 

Diese Angaben enthal~n nun bereits den Beweis des Fundament~l- 
t~eorems im vorliegenden Falle vollsti~ndig. Man gehe yon irgend einem 
im flnnern" des IntervaUs gelegenen Wer~e t aus und markiere den zu- 
gehSrigen Punkt ~. Von diesem Anfangspunk~e t aus lasse man den 
Punld t(~ st~tig bis zum Punkte t (~ = 0 wandern. Der korrespondierende 
Punlr~ Z(~ ----Z(t(~ wird yon der markiert~n Anfangsstelle ~ ans ste~g 
bis ~t(~ = 0 wandern. Man lasse zugleich yore gew~hlten Anfangspunkte t 
aus den P u n ~  t (1) his 1 stetig wandern. Dabei wird 3,(1) ~-2(t(1)) yon 
der Anfangsstelle )~ aus stetig nach X(1) ~-1 wandern. Das kbbfld der 
S~recke yon t ~-0  bis t = 1 der t-Achse tibertr~igt sich stetig e~ndeutig 
auf die S~recke yon ~. = 0 bis 2~ = 1 der Z-Achse. Zufolge des Uniters- 
theorems kSnnen hierbei nicht einem und demselben ). zwei verschiedene 
t entsprechen: also bedeck~ das Abbild die genann~e Strecke der Z-Achse 
iiberall nut einfach. Es handelt sich demnach bier in der Tat um ein 
gegenseitig ,eind~tigeg' Ents~rechen. 

flehen wir auf das in Fig. 2 angedeute~e, beztiglich der reellen 
~-kchse sich selbs~ symmetrische flesamlpolygon zuriick, so kSnnen wir 
das erhaltene Theorem in folgenden Worten ausspreclden: Die z-~-~bene 
sei mit zwei der ~ositiven Halbeloene angehSrenden Punkten e~, e~ signiert, 
denen zwei ganze Zahlen l~, l~ ~ 2, den Weft oo eingeschlossen, zugeordr~t 
seien; die zu e~, e~ symmetxischen ~unkte der negativen z-Halbebene seien 
e~', e~'. Es gibt stets eine und im wesentlichen auvh nut eine polymorphe 
~unktion ~ ~- f (z ) ,  welche die z - J ~ n e  auf ein Kreisbogenloolygon yore 
Ty~us d~r Fig. 2 abbildet; die t)unkte e~, e~, . . .  liefern die ~cken el, e~, ,-., 
an denen sich die vorgeschriebenen Winkel finden, die redle z-Achse liefert 
d~s dem Polygon angehSrende Segment der reellen Z-Achse, und der Kreis 
dutch e~, e~, e~, e," ergibt die iibrigen Symmetriekreise des Polygons bezw. 
des Polygonnet~es. 

f lebi lde  der S i g n a t u r  (0, 3;/1). 

Die Gebilde der Signahlr (0, 3;/1), in welcher/~ irgend eine ga,~e Zahl 
2, den Wer~ oo eingeschlossen, bedeute~ hilden ein zweidimensionales 

KontSnuum. Anch bier is~; das Polygonkon~inuum ~i~ dem flruppen- 
kon~inunm iden~isch. Zur invariaut~n I)arsf~Uung dienen die Modu1~ 
j~  j~ odexi was wieder zweckng4Biger is~: 
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Wir s~ len  das gesamte Kon~hmum gerade volbt~ndig dar, wenn wir mit 
dem ~,Punk~e" (t~, t~) &is hierneben in Fig. 9 gezeichneb Quadra~ der 
t-Ebene beschre~e~. Unsere ers~e Aufgabe wird sein, die hierbei auf- 
~re~nden Grenzgebitde n~her zu unt~rsuchen. 

~,-.,,~ 

Fig. 9. ~ig .  10. 

> 
t~z ~-Axe 

Die vorliegenden Gruppen ges~atten s~ets Erweib~_ng durch Spiege- 
lungen; die Po!ygone haben die in Fig. 10 dargesbllte typische Ges~lt. 
A-derersei~s ist die ei-zelne Gruppe der Signatur (0, 3; 11)sb~s auch 
durch ellipgsche Subs~i~utionen der Periode 2, welche die beiden Halb- 
ebenen permu~ieren, erweiterungsffahig. Als DB der so erweiter~en Gruppe 
kSn-en wir den oberen, in Fig. 10 s~ark umrandebn Teit des bisherigen 
D B  w's Die in der Figur angedeu~ete Zuordnung der Randkurven 
bezieh~ sich auf diese erweit~rb Grappe, und an ihr woUen wit die 
GrenzFalle unbrsuchen. Die Ecke ~ gehSr~ der elliptischen oder para- 
bolischen Erzeugenden V t der ursprfinglichen Gruppe an, die hyberbolische 
Erzeugende V~ entspring~ dutch Komb~na~ion der Spiegehngen an den 
Symme~riekreisen el ~ und ese~; endlich entsteh~ V 8 dutch Kombina~ion 
tier Spiegetungen an ~e~ mid ese i. 

Die Seit~ t I = 0 unseres t-Quadrates erforder~ j~ ~-- 2 und dami~ eine 
parabolische Substdtu~ion V~. Wir ft[hren den Grenziibergang zu t I -~ 0 
~m Potygone dadurch aus~ dab wir das Segment; e~e3 der reellen Achse 
auf eine~ Pun~  zusammenziehen~ So gelangen wir zum eindimensionalen 
Kont~uum der Signa~ar (0, 3; ~, c~), alas sich der soeben abgeschlos- 
se~en Un~ersdctmug subsumier~ Die Quadrabeite t~ ~-0  liefer~ j~ = 2. 
~Wi~ zieh~a bier das Segment ~e~ ~uf einen l ~ k ~  znsammen und ge- 
langau aufs neue zu dem eind~ensionalen Kon~inuum der Signahu- 
(O~ ~; ~i, c~). !m ]]ckpun]r~ t~ = t~ ~ 0 ~ n  beide Kontinua zu- 
sammen; sie haben bier dea gemeh~maen Grenz~ll (0, 3;/~, ~ ,  ~ ) .  
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Um die Seite t~ ----- 1 des Quadrats zu erreichen, hal man den Grenz- 
iibergang lim j~ = ~ zu vollziehen, was in der Art geschehen kann~ 
dab man die Seite rt~ ~ des Polygons auf einen Punk~ zusammenzieht. 
Ein dem Grenzfall nahe ge- 
legenes Polygon ist in Fig. 1t 
darges~ellt. Im Grenzfall selbst 
erhalten wir als nicht-aus- 
artende Gebilde hyperbolische 
Diedergruppen; dieselben bil- 
den ein eindimensionales Kon- 
tinuum, welches man mit~els 
der Invariante t~ darstellk In 
der Ecke t~ ~ 0, t~ = 1 wird :Fig. 11 

die hyperbolische Diedergruppe zur parabolischen, der die Signatur 
(0, 3; 2, 2, c~) zukommt. Zu eben diesem Grenzfalle gelangen wit auch, 
wenn wit u ns der fraglichen Ecke l~ings der Geraden t~ = 0 mittels der 
oben ansgew~hlten Grenzgebilde anniihern. Es finde~ also auch an dieser 
Ecke ein konfinuierlicher Zusammenschlul~ der ansgewiihlten Grenzge- 
b fide st~tt. 

Fiir den l~Ybergang zur Seite t~ ~-1  gilt Analoges. Hier wird man 
die Sei~e ~s5 des urspriinglichen Polygons unendlich klein werden 
lassen usw. 

Die Ecke t 1 = 1, t~-~ 1 des Quadrates efforder~ eine besondere Be- 
ta-achtung. Will man die Richtung vorschreiben, in der man sich diesem 
Eclrpun~e aus dem Innern des Quadrates ,.nn~herr so hat man ftir 

lim h lim 1 --  t~ 

einen beliebigen, aber bestimm~ gew~itfiten posifivea Wer~ anzugeben. 
Am Polygone kann man diesen Grenziibergang dao~ in der Weise vor- 
nehmen, dab man den Halbkreis ~se~ 
etwa auf den Mit~elpun~ des Seg- 
ment,  s ~ 5  der reellen ~-Achse zu- 
sammenzieht. Einem vorgeschriebenen 

Grenzwer~e des Quotienten ~ ent- 3~ 
spricht alsdann immer eine gauz be- 
stimmte Endlage der beiden Symmetrie- :Fig. 12 

kreise ~ e2 und ~ es- So zeigr Fig. 12 

ein der Grenze nahe gelegenes Polygon, ftir welches ~ sehr klein ist. So 3~ 
l_a~ge tier vorgeschriebene Grenzwer~ dieses Qnotient~n weder 0 noch oo 
ist, e rha l t~  wit  als nicht~ausart~ades Gre,~gebilde die eUiptische Diede~- 
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gruppe der Signatur (0, 3~ 2, 2, ll); die siimflichen den verschiedenen 
3~ 

entsprechenden Gebilde sind also iiquivalent. Lassen wir indessen den 
~reis ~i~s in Figur 12 mit ~ zugleich unendlich klein werden~ so ge- 
]angen wit zu eben demjenigen Grenzgebilde, welches wir vordem l~ings 
der Geraden t~ = 1 an deren Endpunlr~e t~-----1 yon den hyperbolischen 
Diedergruppen aus erreichten. Um demnach die Kontin~ititt  der aus- 
gewiihlten Gren~gebilde an de'r ~cke t~ = 1, t~ = 1 eum vollen Abschlufl 
zu bringen, miissen w i t  zwischen die beiden liings der Geraden t 1 = 1 bezw. 
t~-~ 1 an der fraglichen ~vke erreichten Grenzgebilde a~le Grenziibergiinge 
stetig eingeschaltet denken, wie sie in eben bezeichneter Weise den Grenz- 

werten lim J.~ = O~ . . -, ~ entsffrechen. 3~ 
Man kann diese Verh~h~isse dadurch einer geometrischen Deutung 

unterziehen, dab man eine dritte Koordinate t a neben t 1 und t~ e~nfiihr~ 
lind sodann die Relation vorsehreibt: 

F[ierdurch wird t a als eine Funk~ion yon ti, t 2 erkliirt, die an der Stelle 
t l = 1~ t~ = 1 stetig vieldeutig wird; und zwar entsprechen den aus dem 

(O,O,- 

Fig. IS. 

Innern des ~-Quadrates mSglichen Grenz- 
tiber~s zum genannten Eckpunkte 
stetig eindeutig die ~Verte des Inter- 
valles 0 ~ t ~  1. Deutet man die zwischen 
den t vorgeschriebene Relation als Hypero 
boloid, so erscheint das bisherbetrachtete 
Quadrat der t-Ebene auf einen Bereich 
dieses Hyp'erboloids iibertragen, der, wie 
Fig. 13 zeigt, in ein Fiin{eck eingespannt 
ist. Dieses der Hyperboloidoberff~ir~he 
angehSrende Ffinfeck wird yon drei ge- 

raden Strecken und zwei Hyperbels t~cken gebildes Der Rand des Fti~f- 
ecks ist nn~ nunmehr ein Bild fii_r das ringfdrmig geschlossene Kon- 
tinuum der ausgew~hlten Grenzgebilde. 

Zu~ Darstellung des Konthiuums algebraischer Gebilde, welche den 
~ h t e t e n  automorphen Gebilden gegeniiberstehen, lo~iipfen wit an 
die obere, s~.ark umrandet~ H~ilfCe des in Fig.. 10 d~esteI Ibn Polygons. 
Diese~H~t~ liefex~ den D B  tier oben genannten erweiterten Graplae , 
welehe dem Ge~hlech~e p ~- 0 zugehSrt. :Es sei z = ~ (~) eine zugehGrige 
~ u p ~ n ~ o n ~  "welehe l~ngs der Symm~iekreise reelle Werte hat. 
I ~ i n  Fig. 10 mit e~, e~, . - . ,  ~ bezeic~neten Ecken gehSren daun 
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die Punkte el, e~, . . . ,  ~ der reetIen z-Achse zu; man daft voraus- 
setzen, da$ 

el < e~ < es < e~ < e~ 

zutriff-t, sofern kein Orenzfall vorliegt. 
Urn das Kontinuum der solc-herweise signierten z-Ebenen invariant 

darzustellen, ffihren wit die beiden Doppelverh~tnisse ein: 

(e, -- e~) (e~ --  en) (e~ -- es)(e, - -  e~) 

Bei der vorliegenden Anordnung der Stellen e l~ngs der reellen z-Aehse 
ist Z~ im IntervaU 0 < ~x < 1 gelegen. Zugleieh kSnnen wir 2 2 im In- 
nern*) dieses Intervalls beliebig ausw~hlen und 
warden dadurch das Punktquadrupel el, e2, es, e~ 
im wesentliehen fixieren. Denken wir letzteres 
geschehen, so is~ es noch beliebig zwisehen e~ 
und e 1 verschiebbar. Es wird demnach X~ gleich- 
falls dem Intervall 0 < ~.~ < 1 angehSren und 
im lnnern desselben beliebig wghlbar sein. lq'ach 
dieser Auswahl ist die z-Ebene eindeufig be- 
stimmt. Das Kon~inuum der wie bezeichnet; 
signierten z-Ebenen wird demnach durch die 

o 

~.z =1 )~ =Z 

Pig. l& 

Punkte des in Fig. 14 gezeichneten Quadrates einer Ebene dargesteUt 
werden, in welcher wir 21 und 22 als rechtwinklige Koordinaten deuten. 

Die flrenzf'glle haben wir nur insoweit zu betrachten, als dies durch 
die oben ausgesuchten flrenzgebflde des flruppenkontinuums vorgezeichnet 
ist. Die Seite t 1 = 0 des Quadrates der t-Ebene batten wit dutch Zu- 
sammenraeken der Eeken e~, ~3 des Polygons erreieht. Es entsprang das 
eindimensionale Kontinuum der Polygone yon der Signatur (0, 3;/1, ~ ) ,  
welches wit mittels der auf das Intervall 0 =< t~ =< 1 beschrankten Inva- 
riante t. 2 darstellten. Diese Polygone liefern z-Ebenen, die mit vier 
Punkten e~, es(-----e2) , e~, e 5 signier~ sind; mad zwar erreicht man, falls 
man sieh einem Punkte der Sei~e t a = 0 stetig ann~hert, den fraglichen 
flrenzfan der z-Ebene gleichfalls in stetigem ~bergange. Wie man sieht, 
ist ~.t = 0 geworden, und 2~ hat einen gewissen Wert des IntervaUs 
0 ~ ~ ~ 1 ~ngenommen. Aber far die Signatur (0, 3; l~, ~x~) ist  dos 
Fundamenf~Itheorem oben bereits bewiesen worden. Die Seite t x = 0 des 
t-Quadrates is~ eindeutig stetig auf die Seite X, ~-0  des 2-Quadrates be- 
zogen, nnd zwar so, dab dem Endpunkte t2 = 0  der Endpunk~ 22 = 0  
zugehSrt~ dem Endpunk~ t~ = 1 aber der Endpunkt 2~ = 1. In genau 

*) Die Grenzf's 2 a ~--0 und ~a --- 1, welche sogleieh ausf-Yxlarlich zu beh~chten 
aind~ geltea zun~i~hst aIs ausgeschlossen. 
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dersetben Weise finder man, dab sick die Seite t= = 0 des t-Quadrates 
anf die Seib 2~----0, welche ihr im anderen Quadrate homolog ist, 
iiberta'~igt. 

Man wird diese Beisrachtung leicht far die driiste und vier~e Seite 
des Quadrates der t-Ebene weiterffihren. Den lJbergang zur Seite t x = 1 
vollzogen wir dutch Zusammenschieben yon e 1 und e2; es entsprang ein 
Kon~inuum hyperbolischer Diedergruppen. Man gelangt zu Q----1. Das 
l~andament~theorem fiir dieses Kontinuum ist zwar oben nichis erw~.hnt, 
jedoch gehis die Richisigkeit desselben bereits aus der Theorie der ellip- 
tischen Funk4ionen hervor. Die durch t 1 = 1 dargesbllise Seite des 
Quadrates der t-Ebene iibertrr~gis sich eindeuisig s~etig auf die homologe 
Seite des i-Quadrates. Die gleiche Beziehung stellis man auf dieselbe 
Weise far die Seiten t 2 = 1 und I~ = 1 lest. 

An der Ecke 21 = 1, 2~ = 1 wird man analoge Verh~ltnisse erwarten, 
wie b e i t  1 = 1, t~----1. In der Tais finder auch bei den algebraischen 
Gebilden bier kein konisinuierlicher ZusammenschluB statis, fails man sich 
der fraglichen Ecke einmal lg~ngs der Seite t I = t ,  sodann Igngs ts = 1 
ann~er t .  Um sogleich zu einem anschaulichen Bilde zu gelangen, wie es 
der Fig. 13 entspricht, fiihren wir das dritte Doppelverh~tnis: 

i~ ---- -- (e~ -- e~)(e~ -- e~) 

(e, - -  es)(e~- e~) 
ein. Alsdann gilt: 

so dab Z 3 im allgemeinen eindeut;ig in ~ und L 2 isis. Nur an der frag- 
lichen Stelle i 1 = 1, ;t~ ~- 1 ist ~L s steisig 

,~,A3-Axe vieldeuisig und nimmis, falls wit uns dieser 
] ~ a 1 1 )  Ecke aus dem !n~em des Quadrates in 

t a o , ~ ) ~  besisimmter Rich~ang ann~ern,  einen ge- 
wissen zwischen 0 "und 1 gelegenen 
Grenzwert an. Denten wir L s als dritte 

t / ~ 1 . / y = ' ~ m ~ p c ' ~ )  Koordinate, so liefer~ die Relation: 

Z i i~ 2 3 -- i I -- 13 -I- 1 = 0 
o ~ 2 ; ~ e  eine Fl~che drifter Ordnung, anf welcher 

:Fig. I5.  
das in Fig. 15 gezeichnete windscbiefe 

geraelG-ige Ffinfeck gelegen is~. Das in dieses F~nfeck eingespa~unte 
Shlck ~ der F t~he  irritt jetz~ an die Ste]Ie des 1-Quadrates. 

Die fiber dem Punk~  i i = 12,.= 1 stehende Seite des Ffmfecks ist 
nun eindentig stetig anf die homologe Seib des Ffinfecks im Raume tier 
$ bezogm-L Zm~ Be weise dessen brauchen wit nicht auf ein vorauf- 
gehe~es  Fundamen~heorem zm~ckzugehen~ vielmehr geniig~ h i ~  das 
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Exist~m~heorem der au~omorphen Funktionen. Die fragliche Seit~ des 
~-Ffinfecks kSnnen wit entweder in der ohen (p~g. 461 u. s befolg~n Weise 
oder auch (was projekfiiv auf dasselbe hinauskommt) im AnschluB an 
Fig. 10 dadurch beschreiben, da~ wir die Verschwindungsstelle dee Kreises 
esQ fiber das Segment s~s5 der reellen ~-A~e hinffihren, wT~.rend tibrigens 
die Symmefiriekreise des Polygons lest bleiben. Der bei diesem ProzeB 
festbleibende Grenzfall der elliptischen Diedergruppe (0, 3; 2, 2 , / i )  gibt 
als Abbild des Polygons eine mit el, e~, e 5 signierfie z-Ebene, wobei die 
Sfirecke e~e 5 eindeutig st~tig auf das Segment e~e 5 bezogen ist. Beschreib~ 
somit die Verschwindtmgsstelle yon ese ~ dieses Segment, so beschreibt 
die Koln~.idenzs~elle der Ptmk~ es und e~ die yon e~ bis e~ reichende Strecke 
der reellen z-Achse, d. h. aber ~ wanderfi l~ngs der fraglichen F~ufecks- 
seite yon 1 his 0. 

Um die gewonnenen Pr~3~isson fOr den Kon~inuit~flsbeweis zusammen- 
zufasson, so gilt folgendes: Jedem Punk~ im l~nern oder auf dem Rande 
des f"unfeckigen Boreiches im t - l~nme enflspricht eindeutig ein Punlr~ des 
Bereiches im 3.-Raume, der sich tiberall (d. i. auch unter EinschluB des 
Randes) stetig ~uder~, falls der Punkt 1 selbst eine stetige Anderung er- 
f'~hrfi Diese Beziehung ist umgekehr~ hSchsfiens eindeufiig, d. h. keinem 
Puakte ,~ kSnnen zwei verschiedene Punk~e t enfispreehen. Im s p e z ~  
is~ die Be~iehung eine solc,b~, daft der t~and des t-_~iinfecks einein~tig 
stetig auf den des Z-Fiinfecks bezogen ist, wobei homologe Seiten und E c ~  
der Fii~'ecke einander korresl~ondieren. 

Man denke sich nun den Ra~d des t-Ftinfecks kon6_uuierlich in das 
Innere desselben hineingezogen und lasse denselben schliel~lich zu einem 

Pnn-k~ zusammenschrumpfen, etwa zu dem Pu_n]~ t~ = t~ = t~ ~- ~-, welc]ler 

dem Bereiche angehSrfi. Dieser ProzeB so]] der~rfi geschehen, dab jeder 
1 

P n n ~  des Bereiches (abgesehen nattirlich yon dem Ptmk~e t~ = t~ = t~ ~-~- 

selbs~) einmat und nut einmal yon der sich zusammenziehenden Km~ve 
tiberstrichen w:~rd. Da der Bereich das Sifick einer Ft~che zweiten Grades 
darstellt, so hat es keine Sc'hwierigkei~, die gegebene Vorschrit~ auf die 
eine oder audere Weise zu erftillen. Wir gelangen zu einer den Bereich 
bedeckenden Kurvenschar, welche dargest~lI~ sei dutch: 

T (t. a )=9 .  
Hierbei sei a ein P~ame~er, der zur ~e~n~ung  unserer Kurvensehar d ~  
Inf~xv~ yon 0 his 1 beschreiben mSge. Dutch den ein~.elaen Pun_tc~ des 
Bereidhes l~uf~ eine und nu_r eine Kurve der Schar biudureh, ~ ge- 
hSr~ also ein mad nut  ein Werfi ~ an. Dem ~ r  ge~h~e 

I 
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Man betrachte nun das Abbild dieser Kurvenschar aaf dem •-Ffinf- 
ecke. Wir gewinnen daselbs~ eine entspreEhende Schar, welche darge- 
s~ell~ sei durch: 

g)= 0. 

Ffir g = 0 erhalten wir den Rand des ~.-Bereiches, f'tir ~ = 1 denjenigen 
1 

i~e ren  l~unk~ welcher dem Plw]~te t I = t~ = t s -~ ~- eindeutig zugeordnet 

is~. Sind gl und g~ zwei verschiedene Werte des Parameters, so kSnnen 
die beiden zugehSrigen ~.-Kurven einander weder schueiden noch ber'tfiLrem 
Jedem gemeinsamen l~ml~te beider Kurven wfirden n~mlich noh~endig 
zwei getrenn~e Punkte des t-Bereiches entsprechen; das aber wfirde dem 
Unit~t~sa~ze widersprechen. 

Man hat nun folgende Alb~rnative: Entweder bedecken die ,~-Kurven 
den fraglichen Bereich fiberall dicht, oder man kann mindestens einen 
Bereich B yon endl/cher Fl~ichenausdehnung im Innern unseres 2-Bereiches 
nachweisen, dutch welchen fiberall keine ~.-Kurve hinduxchzieht. Zur 
Erleichterung der Ausdrucksweise bei der weiteffolgenden ~oerlegung 
projiziere man B auf die ~'1 X~-Ebene, wo man als Projektion den gleich- 
falls endlich ausgedehn~en Bereich B o erhalte. Inn_erhalb B o denke man 
einen Kreis K gezeichnet~ dessen Durchmesser 6 als eine besiimmte yon 
0~verschiedene Zahl angenommen werden kann. 

Die einzelne X-Kurve ist nun, wie ihr Original, eine einfach ge- 
schlossene, yon Spaltungsst'ellen fiberall freie Kin're. Von jeder vor- 
geleg~n $-Kurve mul~ man demgem~tl~ in eindeutig bestimmter Weise 
die Frage beantworten kSnnen, ob sie den frei bleibenden Bereich B 
nmschliegt oder nidhg. In bekannter SchluBweise gewinnen wir eine be- 
st~mmb~ ,rZahl" ~o, so dab F~ir g < go die zugehSrige ~-Kurve den Be- 
reich B umschlieBt, w~ihrend fiir jede zu ~ ~ go gehSrende ~.-Kurve B 
auBerhalb liegt~ 

Sei nun e eine kleine Zahl :> 0, fiber deren Auswahl wit nns so- 
gleich noch scMfissig machen. Man konstruiere dann zun~ichst die beiden 
Kurvell ,  

Man wolle nun diese beiden Kurven in irgend einer Weise eindeutig stetig 
aufeina~der beziehen und zwar kann man dies derar~ ausffihren, da~ die 
En~fernung je zweier einander zugeordneten Punkte ffir lira e ---- 0 gleich- 
m~,~ig gegen 0 konvergier~ Die g!eiche Zuordnung aer Punk~ begriinde 
man ffir die korreslmndierenden ~.-Kurven. Da es sich beim ~ e r g a n g  
zar ~,-Kurve um eine gleichm~l~ig ste~ige Abbfldung handelt~, so kSnnen 
wit  e so klein annehmen, da~ die Ent~fernung zweier zugeordneten Plm~te 
der ~-Kurven stets <: ~ ist, wo ~ die vorhin so bezeidlmete Zah! ist. 
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Dies abet is~ ein Widerspruch mi~ obiger Annahme. Denk~ man 
sich n~mlich, der leichteren Anschaulichkei~ ha~ber, die t-Kurven auf die 
XlZ~-Ebene projizier~, so umschlieBt zwax die zu % - - a  gehSrige den 
Kreis K, abet nicht die zu ~o + e gehSrige. Beschreib~ man die Ver- 
bindungsgeraden zugeordne~r Pun]~e beider Kurven~ so werden diese 
sich notwendig fiber den Kreis K hinwegschieben~ also sicher einmal 

$ werden. 
ttiernach l~.B~ sich die Annahme eines often bleibenden Bereiches mit 

dem Stetigkei~ssatze nicht vereinigen. Es ist demnach sicher, dab durch 
jeden Punk~ des •-Bereiches eine A-Kurve hindurcM~iuf~. Das Funda- 
menf~ltheorem is~ dami~ im vorliegenden Palle bewiesen. 

Die vorstehende l~berlegung, welche in ihren Grundziigen einwuffs- 
frei sein diirf'te, kann zweifellos auf Grund der schaffen Begriffe der 
Funkgon, der Kurve, der S~etigkeit usw., wie sie insbesondere dutch Ein- 
greifen der Mengenlehre sich herausgebildet haben~ hie und da eine Pr~zi- 
sion erfahren. Dem gleichen Bede_nl~en waxen die A~deutungen und 
ITberlegungen unterworfen, dutch welche Klein und Poincar4 u.nrdnghch 
ihre Kon~inui~tsbetrachtungen stfitzten. In der Tat is~ denn auch be- 
reits yon mengentheoretischer Sei~e ~ernommen worden, dem Kontd- 
nuit~tsbeweise der Fundamentaltheoreme nach der fraglichen Richtung 
bin Erg~.n~ung und Pr~zision zu verleihen. So beweist A. SchSnflies*) 
auf Grand mengentheoretischer Betrachhmgen den Satz, da~ das ,~m- 
kehrbar eindeu6ge und ste6ge Abbild der Fl~che eines Quadra~s wieder 
ein einCach zusammenh~ngendes Fl~ichens~fick ist, ein Satz, dessen An- 
wendbarkeit auf unsere bier vorliegende Untersuchung ,l-mittelbar ein- 
leuchtet. Vereinfach~e Beweise dieses SchSnfliesschen Satzes haben W. F. 
Osgood**) sowie F. Berns~ein***) gegeben. 

Das Hauptziel der vorhegenden Abhandlung besteht nun nicht e~w~ 
d~rin, eine auch flit den Sf~udpunk~ der Mengenlehre in jeder Beziehung 
abgeschlossene Darstellung des Kontinuit~tsbeweises zu liefern, vielmehr 
ist das vornehmliche Ziel, die Gruppen~on~inua and die ihnen gegenfiber- 
s~ehenden Kon~inua algebraischer Gebilde insoweit r Durchforschung 
und Dars~ellung zu un~erweffen, dab die Durclfffihru-g einer Beta~chtung, 
die ihrem Wesen nach der Mengenf~eorie u,-gehSr~, dann keine erhebliche 
Schwierigkeit mehr ~nden diirf~. Bei den Kontinuis, welche im folgen- 
den zur Behandlung kommen, babe ich reich darauf beschr~inkt, jeweLls 
eine Beh~hhmg durchzufi~hren~ welche an dot soeben (pag. 466 u. f.) ge- 
gebenen, ihr genanes Modell findek Die A,alogie wird eine so unmi~'~el- 

*) G~t~ger Nachr. 1899, Hef~ $. 
**) ~t~uger Nz~hr. ~9oo, He~ ~. 

***) GSttinger N-a~hr. 1900e.He~ I. 

80" 
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li~i g. 16. 

bare sein~ dali es nieht n6~ig erseheinen wird~ die Einzelheiten der ~ber- 
legung in jedem FaDe zu wiederholen. 

Die Beh-ach~ng der Gebilde (0, 3; ll) mSge dureh Aussprueh des 
Fundamen~al~eorems Jan Ansehluli an das volls~ndige in Fig. 10 ge- 
zeiehne~ Polygon beende~ werden: Es sei eine zweibliittrige l~iemannsehe 
Fliiehe iiber der z-Ebene mit vier reellen Yerzweigungspunkten e2, es, e~, e 5 
vorgelegt; dieselbe sei mit zwei iibereinander liegenden Punkten ex, e a' der 
reellen z-Achse, denen eine beliebige ganze Zahl 1 i ) 1 (oder 1 i = o~) zu- 
geordnet sei, signiert (cf 27#. 16). A u f  dieser Fliic~ gibt es stets eine 

" 

]~ig. 17. 

und im wesentlichen a ~ h  ~ur eine polymorpke Funk~io~ ~ ~ f(z) ,  welc]ie 
die Fliiche konform auf ein Kreisbogen~olygon des in Fig. 17 dargestellten 
Typus a b e ;  an den Ecken ~l, el"~ wetche den Bunkten ei, el" entsweche% 

2 ~  
fi_nde~ die Winkel T~ ~ start, den Ferzweigungstmnkten e~ , . . ,  entsprechen 

die S c h n ~ n l z t e  ~ , . . .  der Symmetriekreise mit der reellen ~-Achse. 

Oebilde der Signatur  (0, 3). 
I}as Polygonkontinuum der Signa~ur (0, 3), welches wieder mi~ dem 

Qruppenkon~inuum ident4seh ist, is~ dreidimensional. Zur invarianten 
I)arsteUung dienen die drei Moduln Ji,J~,Ja, die wit indessen wieder dutch: 

=- j ,  , t 2 -  j ,  , t s = -  j ,  

ersOse~, Die ta, tz, t s sind voneinander u n a b h ~ g  in den Int:e~allen 
0 ~ t I ~ 1, 0 .~  t s ~ I, 0 <~ t s <~ I variabeL DeuCen wit die /a, gs, ta ats 
r ~ l t t n v ~  Raumkoordinaten~ so ist maser Gruppe-kontinuum dutch 
die Pu~d~e (~, ~, is) des durch die angeget)enen Ungleiehungen eharak- 
ter~ertea Hexaeders dargestellk 
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Die typisehe Qes~alt eines dem Innern des Kon~inuums angehSrenden 
Polygons is~ in Fig. 18 darges~ell~. Die zugeh5rigen algebr~isehen (~ebilde 
sind hyperelliptisch yore ffesehleehte p = 2. Das einzelne Gebilde ge- 
s~attet zwei symme~risehe Umformungen in sieh, deren jede drei Sym- 
me~riehnien besitz~. Erwei~ert man durch die elliptisehen Subs~itutionen 

l~ig, 18. 

~k 

Fig. 19. 

fler Periode 2, deren Fixpunkte die Schnii~s~ellen der Symmeh, idkreise 
mi~ der reellen ~-Achse sind, so entspring~ eine Gruppe des Gesehlechtes 
p = 0, deren D B  in Fig. 19 dargestellt ist. Die Invarianten tl, t~, t s 
kSnnen wit in leicht ersichtlicher Ar~ den Halbkreispaaren der schraffier- 
ten Polygonh~lf~e zuordnen; und zwar gehSre t 1 zum Paare el~,  e2es, 
wei~er t~ zum Paare ess~, e~5, endlich t s zum Paare ~ ,  ele~, 

Da~ gegeniiberst~hende Kontinuum algebraisc-her Gebilde s~llen wit 
am zweckm~iBigsten wieder mitt~ls einer HauptYunk~ion z = q~(~) des 39B 
der Fig. 19 dar. Die schraffiel~ Polygonh~lfte werde auf die positive 
z-Halbebene abgebitdet; die den Ecken el, ~ , - - - ,  ~6 entaprechenden Werte 
z = el, e~, . .  -, e~ sind dann s~mt~ch reell, und man daft e 1 ~ e~--- ~ e 6 
a ,  nehmen, wobei das Zutreffen der Gleichheitszeichen Grenzf'~Ue andeu~et. 
Zur invarian~en DarsteIlung ziehe man die folgenden drei Doppelverh~- 
nisse heran: 

(e  x - -  e~) (e  s - -  e6)  (e~ - -  e , )  (e  5 - -  e~)  
2t = -- (ex --es)(ez -en)' 2~ = --  (% --e,)(~ --e , ) '  

= - -  - -  ( e l  - -  e , )  

Die Werte der 2 shad mff das Intervall yon 0 his 1 eingesehrKnk~. Man 
daft dem ,Innern" dieses Intervalls drei Wer~  ~ ,  2~, 2 z voneinander un- 
abh'~aagig und wil]k'drlie'b en~e_hmen, urn auf diese Weise ein einz~tnes, 
nieh~ an der Greaze des Kon~uums  liegendes 6ebitde eindeut~g, zu be- 
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s~mmem Se~z~ man niimlich, was erlaubt~ is~, 
so fotg : 

w'ahrend Far e~ die Gleiehung gilt: 

*t =~ O, e~ = 1, es-=.oo, 

Diese Gleiehung ha~ nur eine WurzeI, die > 1 is~; diese Wurzel ist e~. 
Deuf~ man auch die ,~, ~ ,  A~ als rechtwinklige Raumkoordinaten, so 
liefer--n die Bedingungen 0 < Z~ ~ 1, 0 <~ 2~ ~ 1, 0 ~ Z~ ~_ 1 wieder ein 
regul~res Hexaeder, dessen Punkte unser Kontinuum darsteUen. Dem 
Rande des Hexaeders ent;sprechen die Grenzgebflde mit koinzidierenden 
Punk~n e. 

Die Un~rsuehung der Beziehung des t-Hexaeders auf das 2-Hexaeder 
erforder~ wieder ein Eingehen auf die Grenzgebilde. Ffir t~ ----0 gewinnen 
wit die Grundit~i~he des t-Hexaeders, d. i. das Quadra~ 

t~=O, 0 s 1 6 3  O~t~s 
tiler gelangen wir zum Kon~inuum der ~ebilde yon der Signahlr (0, 3; oo), 
die berei~s im vorigen Falle ihre Erledigung gefunden haben. 

Die Doppelverh~il~nisse Zx, Z z sind bier gerade in derselben Bedeutnng 
gebraucJa~ wie oben, w~b_rend ;~s = 0 zu~riff~. Naeh dem Fundamental- 
~eorem flit Signahu- (0, 3; r ist das Qua~trat: 

eineindeu~ig s ~ i g  auf das Quadra~: 

bezogen, wobei homologe Seif~n 
Homolog heiBen dabei die Sei~en 
finde~ man die Seif~nfl~hen t~ 
ander bezogen~ sowie dri~ens die 

und Ecken einander zugeordnet sind. 
t 1 =-- 0, Zl = 0 usw. In gleicher Weise 
0 und s = 0 tmserer Hexaeder aufein- 
Seitenfl~ichen t s = 0 mid 23 = 0. 

Wit wollen uns je~,t irgend einem Punkte ~o>, ~0~, t3 = 1 der Sei~n- 

fes~hal~en und t a bis 1 anwachsen lassen; wit beschreiben somit im 
t-Hexaeder eine zur Orundfl~he senkrech~ stehende Gerade. Dieser 
Grenzfi-ber~ng soU in zwei Weisen zur Ausfiihrung gelangen. Wit werden 
dabd yon dem PMnzipe Gebrauch machen, daft der korres/xmd/erende Weg 
im Z-Hex~der in beiden FOlle~ ein und dersel~ ist, was aus der Ein- 
deu~igkei~ der Abbfldung des t-ttexaeders auf das 2-Hexa~er und dem 
~8~ei~igkeif~ze sofor~ hervorgeht. 

Zm" Erkl~rmag der f~-e~lichen Grenzfiberg~,mge gehen wit aaf Fig. 19 
~ r  mad versbohen unter~ l 7 irgend eine hyperboliseJae Subs~i~ation, 
wdehe~% ant! e~ zu F i x p , n ~  nnd a~o den t ! a l ~ e i s  ~ ztrr Balm- 
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kurve hat; durch t r mSge die ~-Ebene yon e~ nach s8 hin verschoben 
werden. Lassen wit nun in Fig. 19 die Halbkreise ele6 und ~e  s an Or~ 
und Stelle, wihrend wit ~ls~ dutch sine beliebige Potenz V" yon ]r 
verschieben, so behal~en die Modutn tl, t 2 ihre anUanglichen Werf~ ~0), ~0), 
w~hrend sich t~ als stetige GrSBe dem Werf~ 1 a~niher~, falls sich s als 
sf~tige Variable dem Grenzwerte % oo nRher~. Dieser ers~ Gxenzfiber- 
gang liefer~ Ko~nzidenz yon es, Q, e5 und damit als nichbzeffa]]endes 
Grenzgebflde die hyperbolische Diedergruppe der Invariante t i =-~x~ In 
der z-Ebene bewegen sieh die Punkte e l , . - - ,  e~ stetig in der Ar~, dab 
schlieltlich e~, et, e 5 koinzidieren. Somit wird ~s = I ,  'I2 kieidet sich in 
eine unbestimmte Gestalt, und 2~ I ist das Doppelverh~tnis des zur obigen 
Diedergruppe gehSrenden algebraischen Gebildes. Nun gilt das Funda- 
mentaltheorem fOx das Kontinuum dieser Gruppen. Es is~ somit der 
erhalf~ne Crrenzwer~ 2~ 1 eine Funl~tion ~i = h ( t i ) ,  welche das In~;ervall 
0 =~ t~ =~ 1 eineindeu~ig sf, etig (unfit  EinschluB der Endpunkte) anf das 
Intervall 0 ~ ~L~ ~ 1 abbildet. Den erhaltenen Grenzwert des ers~n 
Doppelverh~iltnisses bezeichnen wir dutch 2~ ~) = h(t~(~ 

Um zu untersuchen, ob sich 2~ einem best.~mm~n Grenzwerf~ an- 
nRher~, f~ihren wir au~ Grund des obengenannten Pr~n,.ips einen zweiten 
Gr~i ibe rgang  ans, indem w~r bei fes~bleibenden Kreisen ~e~ ~nd e~e~ 
den Kreis e~e 1 dutch ]7-. transformieren und wieder s als stetige GrSBe 
der Grenze -t-oo n~hern. Das Grenzgebflde wird nun die hyperbolische 
Diedergruppe des Moduls t~(~ Von den Doppelverh~l~issen kleidet sich 
X 1 in unbest~mmte Gestalt, ~ wird = 1, und i~ nimmt den Grenzwer~ 
2~(~ = h(t~(~ an, unter h(t) die eben so bezeichnete Funk~ion verstanden. 

Wit  sind so zu dem Ergebnis gei~dhr~: ~ Sdtenfl~che t~ = 1, 
0 s t~ ~_~ 1, 0 ~ t~ _~ 1 des t-Hexaeders ist e i n e i ~  stetig a~f die ho~rm- 
loge Be~'tenfliiche Z~ = 1, 0 ~ ]~ ~ 1, 0 ~= i~ ~ 1 des i - H e ~ s  bezogen. 
.Die Abbildung hat insofern einen besonders elementaren Charakter, als sie 
dutch zwei G~ichungen: 

= z ,  = 

darstdlbar ist. Die beiden z~ den Seiten des t-Quadrates ~arallelen Ge- 
rade~scharen iibertra~e~ sizh auf die e n t s w e c ~  Ger~scharen des 
1-Quazlrates. 

Genau dieselben Vertg~lf~uisse treffen wit bei den Sei~enflRchen t s = 1 
und t~ = 1 an. 

Man beh~chfe nun einen ebenen Horizonf~lsch,~t~ des t-ttexaeders, 
der ein durch 0 ~ t x ~ 1, 0 ~ t~ ~= 1, t~ = t~(~) gegebenes Quadrat dars~ll~. 
Auf das dutch dieses Quadra~ dargestellte Gruppenl~ontinunm lassen sich 
genau dieselben ~oerlegungen anwenden, welche wir oben fttr das sin- 
zelae Kont~nuu~ der Signat~r (0, 3 ; / i )  ausffihrten. Dem Rande des 
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Quadra~s kSnnen wir ein ringfSnnig geschlossenes Kontinuum yon Grenz: 
gebilden zuordnen, wenn wir nur an der Ecke t 1 ~ 1, t 2 = 1 zur Her- 
stellung der vollsti~ndigen Kontinui~t die einfach unendlich vielen Rich- 
hmgen aus dem Innern des Quadrates nach dem Eckpunkte unterscheiden. 
Wit  kSnnen als~,.nu ftir dieses Quadrat im speziellen den Kontinuit~ts- 
beweis ausffihren. Die den Fl~ichen t 1 ~-1 und t~-----1 angehSrenden 
Quadratsei~m fiberta'agen sich auf zwei Gemde in den homologen Ebenen 
~ = 1 und Z~ = 1; und zwar s~nd es die Gemden ~.~ ~ h(t~(~ Die beiden 
anderen Geraden tiber~ragen sich auf zwei den Ebenen 21 = 0, 2~ ~ 0 an- 
gehSrende Kurven, welche mit den beiden vorgenunnten Gera~ien X 8 = h(ts(~ 
ein geschlossenes Viereck bilden. In dieses Viereck is~ das Abbfld der 
Fl~iche des dutch t 3 ~ ts(~ gegebenen Quadrates eingespannt, und zwar 
beweist man wie oben, da~ es sich hier um eine (unter EinscMuB der 
l~uder) eineindeutige stefige Beziehnng handelt. 

Man lege jetz~ durch das t-Hexaeder (n + 1) Horizontalschnitte in 
gleichen Abst~nden hindurch; der unterste Schnitt fa!|e mit der Grund- 
fl~iche t s ----0 zusammen, der oberste mi~ der gegen~iberliegenden Seiten- 
f iche t s ~-0. Zugleich ffihre man das zu diesem Ebenensystem senkrecht 
stehende Geradenbiischel ein. Beide Gebilde tibert~rage man auf das 
2-Hexaeder und diskufiere die entspringenden Abbildungen auf Grund 
des Uniters- und des Stefigkeitssatzes; zum Zwecke der Anwendung des 
letzteren Satzes wird man vorschreiben, dab die Zahl n behebig grol~ ge- 
w~hlt werden dars Die Abbilder der Horizonta~schni~te werden bei aus- 
reichend groB gew~ihl~em n beliebig nahe a~einander heranrticken; die 
Entffernungen zweier benachbarten Abbilder an irgend welchen Stellen 
mag man dabei m~t~ls~ der Abbilder der vertikalen Geraden messen. 
Man sieht, dab sich hier eine Betrach~ung analog der beim Kontinuit~ts- 
beweise fiir die Signatur (0, 3; l~) durchfiihren l~iBt. Man finder, dab die 
beiden Hex~der (under Einschlufi ihrer Oberfl~ichen) eineindeu~ig stetig 
aufeina~ader bezogen sin& 

Das Fundamentaltheorem ffir die Gebflde der Signatur (0, 3) kSnnen 
wit so formulieren: Gegeben sei eine zweibl~h-ige Riemannsche Fl~che 
mi~ sechs auf der reellen Achse liegenden Verzweigungspunk~en e~, e~, . . . ,  es. 
Man lege einen, ers~en Rfickkehrscbnit~ in bekannter Weise um e~ und e~, 
einen zwei~en am e.~ und e~ usw. So entspringen im ganzen sechs Rfick- 
kehrschniF~e, die wie die Gheder einer geschlossenen Kette ineinander- 
greifen. Man denke die Rtickkehrschnit~ jebzf~ um ihre jeweiligen Punk~ e 
zusammengezogen, soda~ der einzelne Scbnit~ nur noch aus zwei koi-~.i- 
dierenden Segmen~n der reellen Achse und aus zwei dieselben verbin- 
r unenc]llch kleinen Halbkreisen um die betreffenden Pn~!d~e e be- 
~f~h~. klsdann gilt dor Satz: Auf do" f r a g ~  _~i~'mannsct~ .Fltiche 
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gibt es zwei und nut zwei wesentli~ch verschiede~ po lym~he  17unkthmen 
= f(z),  w e l ~  die ~ auf  Haupt~reispolygone yam T y ~ s  der Fig. 18 

a~bilden. ~Bei der einen Funl~tion ~ = gehe~ der erste, dritte "und fi~nfte 
l~iickkehrscJ~n~tt in Segmente der redlen ~-Achse iiber, bei der anderen abet 
der zweite, vierte und sechste. 

IIL Die Gebflde des Charakters p ~ 1,  n--_ 1. 

Die Transforma~ionstheorie der Polygone vom Charak~r (1, 1) ist 
in A. F. I pag. 320ff. darges~ellt, die en~sprechenden bira~ionalen Trans- 
formationen der Moduln sind a. a. O. pag. 397 besprochen. Einige wei~re 
vorli4ufige Angaben tiber die bier eintretende automorphe Modulgruppe 
und ihren D B  sind in der Note ,Uber die Theorie der automorphen 
Modul~uppen"*) gemacht. Wir mtissen jetz~ ausFtthrlich auf diesen D B 
eingehen und bedienen uns dabei~ einem allgemeinen Prinzipe folgend, der 
Theorie der Normalpolygone. 

D B  der au~omorphen Modulgruppe  bei 1o = 1, n -  1. 

lqach A. F. I pag. 265 gibt es bei den NormMpolygonen der Ga~ung 
p = 1, n = 1 nut einen ,,allgemeinen Typus" n~m]{ch das Zehneck der 
Fig. 20 mi~ einer lessen Ecke e 1 und drei Zyklen zuF~liger Ecken. Man 
bewege nun das Polygonzen~rum C mad halte gerade in dem • 

8 a 

9 

Fig. 20. 

e 

Fig. 21. 

an, da6 die fes~e Ecke e I im Begriffe s~eh~, dem Polygon verloren zu 
gehe~ Die Selden 1 und 10 haben sich auf Pun]~e zusammengezogen~ 
das Polygon is~ zu dem Ach~eck der Fig. 21 mi~ zwei festen Ecken e,, er 
~eworden~ die einen Zy]dus bildem Das Zen~rum C lieg~ je~zt~ auf dem 
]~it~llo~e der Verbindungsgeraden der beiden festen Eeken el~ e~. Man 
verschiebe C anf diesem MiY~ellote nach rech~s, bis e~ un~ e~ gleie2meifig 

~*) C~t~-i~ager ~/~b.t ' ich~n yon 1896 ]tef~ 2. 



5 7 4  R. F~cKs. 

Jan Begriffe sind, dem Polygone verloren zu gehen. In diesem Augen- 
blieke haben sich die Seiten 6 und 9 auf Pun~e zusammengezogen; das 
Polygon ist zu einem Sechseck geworden, dessen Gegenseiten einander 

Fig. 22. 

zugeordnet sind (cf. Fig. 22). Die drei lesion 
Ecken el, e2, e s l~ilden einen Zyklus, ebenso 
die drei zuf~Ligen Ecken. 

Das gewon~ene ~ormalsechseck liefere 
die Gruppenerzeugenden V~, Vb, V~, wie 
in Fig. 22 angezeigt is~. Welche under den 
erzeugenden Subs~itutionen V~ sein soll, 
m~ge eins~weflen dahingestellt bleiben; 
sparer wh~d dar~iber zu entscheiden sein. 

Die erzeugenden Subsfitutionen sind verbunden durch die Relation: 

vor vo=l. 
Die drei zu den fesfen Ecken gehSrenden gleichberechtigten Substitutionen 
Fr V~, F~, welche sowohi elliptisch als paxabolisch als auch hyper- 
bolisch sein mSgen, sind gegeben dutch: 

V V vo, roV Vo, re,= toyota. 
Die gemeinsame Invarianteje dieser Subsfitufionen is~ nach A.F. I pag. 360 
negativ auzunehmen- 

Jede Gruppe unserer Ar~ is~ bekanntlich eine ausgozeichnete Unter- 
gruppe des Index 2 in einer Gruppe yore Charakter (0, 4) und zwar 
handelt es sich hierbei ,m die Signatur (0, 4; 2, 2, 2) ffi_r j~ < - -  2 (hyper- 
bolischer Fall) oder um die Signatur (0, 4; 2, 2, 2, oo) f~ir s = -- 2 (para- 

bolischer Fall.) oder endlich um (0, 4; 2,2,2~211) 
r 

( e "  

l~ig. 23, 

Seitenmi~;~n des Dreiecks. 

fiir Je > --  2 (elliptischer Fall). Einen D B  
dieser erweiterten Gruppe hat man in dem 
(in Fig. 23 schraffierten) Dreiecke el, e2, e~. 
Das Zentrum G geh6rt diesem Dreiecke an. 
Die Fixpunk~ der drei ellip~ischen Erzeugen- 
den der Periode 2 gewinn~ man, indem man 
yon C Lo~e auf die Seiten des Dreiecks fiill~. 
In Fig. 23 sind diese Punk~ mi~ ea, e2; e~' 
bezeich_ne~; ist j ~ - - 2 ,  so sind sie die 

!m parabolischen Fall (j, =--2) wfirde diese 
Bemerkung unstatthaf~ sein~ weil die Pun l~  e~, %, e 8 im Sinue der zu- 
gmndeliegenden ~projek~iven MaBbestimmung unendIich fern sind. 

Man "erk~nnt nun sofort im schraffierten Dreieck der Fig. 23 das 
zum Zentrum C gehSrende Normaltmlygon der erwei~er~n Grup]?e. Welter 
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folgt: Fiir die Gru~e (0, 4) ist der s in Gestalt des fragtiehen 
Dreiecks eindeutig bestimmt. Dies folgr unmittelhar ans der Theorie der 
Normalpolygone (siehe z. B. den ,Reziprozi~tssagz" der Normall)olygone 
in A. F. I pag. 260). In der Tat erlnnere man sich, da~ man berei~s die 
gesamgen ].~ormalpolygone einer vorgelegten Gruppe gewinnt;, falls man 
mit dem Zent~,m einen D B  der Gruppe beschreib~. Liege abex das 
Zentrum im Inhere des Vierecks el e/Ce z" der Fig. 23, so rag~ das zu- 
geh5rige Polygon nut an el, abet an keinen weiteren m i t e  i gquivalenten 
Punk~ heran. Ist das Zentrum auf der Oeraden e~'C, abet nicht im End- 
punk~ C selbst, gelegen, so rag~ das Polygon an e I u n d  ez, aber nicht 
an einen driven mit jenen iquivalenten Punk~ heran. Dureh Fortsetzung 
der Be~achgnng erkennt man die Richtigkei~ der BehaupOang. 

Einen D B  der ursprfinglichen Gruppe (1, 1) kann man anch dadurch 
gewinnen, da$ man das Dreieck eie~e 3 etwa l~ngs der Seit~ eie ~ zum 
,Parallelogramm"*) ergiiazt. Letzteres wird alsdann dutch die zum Fix- 
punkte ea' gehSrende Substitution V~, der Periode 2 in sich h~ansformiert. 
Der Punk~ C gehe hierbei fiber in C'. Eiir die einzdne Grulxpe des 
Charakters (1, 1) gibt es zwei und nut zwei Normalsechsec~ unserer Art; 
beide sind miteinander ]congruent und liefern demnach diesaTben Invarianten. 
In der Ta~ erkennt man sofort, da$ aui~er C nnr noc'h der P u n ~  C' des 
Paxallelogr~,mms ein Sechseck liefer~, welches letz~ere abet aus dem erst~ren 
durch V~, hervorgeht. 

Bei der Umkehrung der durchlanfenen Entwicklung knfipfen wff an 
ein beliebiges Dreieck ele~e3, dessen Ecken zugleich entweder innerhalb 
oder anf oder anBerhalb der die Ma~bes~immung begrfindenden Ellipse 

gelegen sind. Im ers~en Fall soU die WinkeIsumme des Dreiecks ~ seia, 

wo /1 eine gegebena ga,ze Zahl ~ 1 ist. Im ers~en und dritten Falle 
wird ferner gefordert, da~ der Mittelpuakt C des umgeschriebenen Kreises, 
der dutch das Dreieck eindeutig bestimmt ist, dem Innern des Dreiec~ oder 
einer Seite dessdben angeh~rt. Im zweiten Faile werde ein yon einer JEcke 
verschied~r _Pwakt im Innern oder auf d2m Rande d~s Dreiecks wil~kiirlieh 
gewS)dt und als Punkt C bezeichnet. Die Lore yon C atff die Selden 
mSgen el, e~ e~ hei~en; im ers~en and dritten Falle handelt es sich um 
die Sei~enmilten. Die zu el" , e~, e~" als FixpunkCen gehSrenden elliptischen 
Substitu~ionen der Periode 2 seien V~,, V~,, Vr Man erkenn~ ohne 
weiteres: /)as so ausgestatt~ 1 )re i~  ist der ~ B  einer aus V~,, V~,, F~, 
~u erzeugend~a ~rulolae yore Chara t~  (0, 4), und zwar haben w/r /m 
1)re/~k das zum P u ~ t e  C a/s Z ~  gehSrerMe _~/orma/~ygon vor uns. 

~) tm Sinne der zugrundeliegenden larojel~ven MaBbesl~mung heit~t ~ l l e l o .  
gramm" soviel wie .Viexeck mit gleichen Gegenseiten", 
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Der ~aergang zum Sechseck der Unt~rgruppe vom C ~  (1, i) 
i~ nun sofor~ vollzogen. Wir merken als Haup~ergebnis an: Das i~n 
~ t l i a h e n  eind~ig bestimmte Normalsechseck einer Gruppe vdm Cha- 
#a]2er (1, 1) ist dutch die Eige~haft  als cha/rakterisiert anzusehen, daft 
~zs Zentrum C r  Intern oder dem t~a~e "des D r ~ k s  e le~ e 8 angehSrt. 

Zur Dars~ellung der Polygonkon~inua~ welche bei der Ga~-ang p = 1, 
" ~  1 auf~re~a, dienen nach k. F. I pag. 360 die Invarian~en j~, Jb, J~ der 
Erzeugenden V~, Va, V~*), denen wit jedoch hier sogleich die vorhin mit 
s be~ichneM Invariante der gleichberechtigCen Subs~itu~ionen V,,, V,, V,. 
hinzuftigen. Zwischen diesen Invarian~en bes~ht die Relation: 

~7 + J2 + J2-JoJbJo = J, + 2. 
Zur Einfiihrung einer geome~isehen Deuhmg setzen wir: 

J~:Jb :J,: l ~ -x :  y :z : t 

und interpretieren x, y, z, t als homogene Raumkoordina~en. Die an- 
gegebene Relation nimm~ alsdann die Gestalt an: 

t(x~ + y~ + ~)  - xyz  - (j, + 2) ~ = o. 

Fiir den Einzelwer~ Je sehen wir uns hiernach auf eine bes~imm~e 
Fl~che drifter Ordnung/~'~ eingeschr~uk~ ~ras diese WerCe jr angeht, 
so haben wir die dreifache Fallunt~rscheidung~ dab entweder j~ ~ - - 2  

und dann gleich --  2 cos ~ ist (elliptischer Fall) oder j,---- -- 2 zu~rifl~ 

(parabolisctmr Fall) oder endlic~ je ~ -  2 gilt (hyperbolischer Fa~). 
Ffir jeden hiernach zul~ssigen speziellen Wer~ j~ besitzt die zu- 

gehSrige z~'~ ein l~ings der Ebene t ~-0 in das Koor4ina~endreieck xyz-~ 0 
eingespann~es Fl~chenstfick~ welches sackar~ig fin Innern des Koordina~en- 
~e~aeders hKngr und einen einfach zusammenh~ngenden Bereicl~ dars~ellt. 
Ffir lira j~ = -  ~ ist die Fl~che des eben genann~en Dreiecks selbst die 

~renzlage der gedachten Fl~henstticke _~. Fi~r j~ ~ - -  2 cos-~ ist di~e~ 

ei~fach zusammenh~ngende l~chenst~k F~ dire~t das 2,ih~ des Pdygon- 
~t inuums,  yon dem man wei~, daft es einen einfach zusammenharcgenden 
~ 5 ~ ; ~ s / o n a / e ~  ~Bere/ch daxs~t. Alle fiir j ,  < : -  2 eintretenden Fli4chen- 
sh~cke ffiUen den Raum zwischen der besonderen Fs: 

t (x~+ y ~ + ~ ) -  x y ~ -  o 

~ d  der FL~he des wiederhol~ genann~en Dreiecks in der Ebene t----0 
einfa~h und vollst~dig aus. Der so entspringen~ einfach ~usa/mmen- 
h t i ~  dre~iam~,c~ivnale Bereieh ist u~s das Gegenb~d des einen im 

In A~F.! pag.~Ow~x Jc~-'Jab ats Simuttaninvarian~r des Paares Ira, V~ auf- 
gefa~t. 
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hyperbolischen Falle e i n t r ~  Polygon~mtinuums. Die FKlte j, ~ - - - 2  
ka.nn man naeh Belieben als Randgebilde des let~eren KontSnuums auf- 
fassen oder aueh fiir sieh behandeln und alsdan~ als Grenzlag~ den ellip- 
tisehen F~llen anreihen. 

DaB die einzelne F s dutch die birationalen Modultransformationen 
in sieh iibergefiihrt wird, wurde bereits in A.F . ' I  pag. 397 fes~gestellt~ 
Es gilt nun das allgemeine Pri,zip, dal~, wenn ein einfach zusammen- 
h'~hagender Bereich dutch eine Gruppe einemdeutiger stegger Trans- 
formationen ih sich fibergef~ihrt wird, ira Falle der eigen~lichen Dis- 
kontinuit~ der Gruppe der D/3 derselben als sotcher gleichfalls einen 
einfach zusammenh~ingenden Bereich darsteli~. Bei unseren zwei- bezw. 
dreidimensionalen Bereiehen, welche die Polygonkontinua darstellen, muB 
nun die Ges t~  der einfach zusammenhKngenden 1)33 der Modulgruppen 
implizite in den obigen Entwieklungen fiber die Nomalsechseeke en~- 
halten sein. Nur daft man hierbei nieht iihersehen, dab oben lediglieh 
nur ers~ die Reihenfolge der Erzeugenden tr~, trb, Ir~ am Seehseek fest- 
gese~z~ wurde. Dagegen is~ eine zyklisehe Permutation derselben und 
also der Invarianten j , ,  j~, jr noch statthaft. 

Da aueh f~ir j~ < -  2 diese Invariante j~ gegenfiber den Modultrans- 
forma~ionen unver~nder~ bleib~, so kSnnen wir aueh im hyperbo!~ehen 
Falle damit beginnen, den B D  auf der einzelnen /~'z zu fixieren. Man 
kniipi~ nun am ein~aehsten an das oben betraeh~ete Dreieek eae~e ~ an. 
Ist~ dasselbe gleichsei~ig, resp. is~ im parabolisehen Falle der P u n ~  C de4r 
HShenschnitgpunk~ so hat das Dreieek den Charakter eines Normal- 
polygons. Andrerseits ist in diesem Falle j~ -~ Jb = J~ und ",dso x-~- y = z; 
dieser Punkt ist also auf der ~w'z jedenfalls dem gesuchfen D B  angehSrig: 
Von dieser Anfangsstelle aus werden wir den fraglichen Bereieh auf der 
~ bekommen~ falls wir das Dreieek under Festhalgung seiner Winkel- 
summeal_len solchen stetigen/~b~nderungen 
unterweffen, bei welehen das Zenhaun C, 
wie oben vorgeschrieben, dem Dreieek er- 
halten bleibt. 

Hi~rnach~ gelangen wir an den Rand 
des zu kp~ruierenden Bereiches, wenn C 
auf eine der drei Seit~n des Dreieeks r'dckt. 
Pr'dfen wit ehva den Fall, dab C auf die Seite 
e a~  r~el~ Die,Fig. 24~ welehe dnreh sieh 

e. G 

Fig. 24. 

selber vers~ndh'eh ~is~, deu~l; die, sen 6~renzfiberff'.~ng an. Man exke,~t 
sofort~ dab in der Grenzlage seibs~ die mit #. und ~ bezeiehne~n "~ri~kel 

geben. Fiihren wit demnach die Variable ~ derar~ ein~ 
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tter Hanp~kreis die reelle ~-Achse liefer~, der Punkl C mit ~ = i zusammen- 
f~.!!~ und die Gerade e3"e ~" zur imagin~ren ~-Aehse wird, so liefert die 
Gerade e~'~ den Einheitskreis, trod das l'~i~gs e~e~ zum , ,Parallelo~amm" 

erg~nzte Dreieek liefer~ den 
e~ .DB der Gruppe (1, 1) in 

Gestalt der Fig. 25*). 
Man hat also hier mit 

einem symmetrischen Ge- 
bride zu tun, und insbe- 
sondere lggt sich die zu- 
gehSrige Oruppe (0, 4) 

e~ e z e~ durch Spiegelungen dera~ 
rig. ~5. erweif~rn, da$ die er- 

wei~rte Gruppe ein yon 
vier Symmetadekreisen eingegrenztes Viereck zum D.B hat. Die Erzeugen- 
den K,, V b der Gruppe (1, 1) haben die Gestalt: 

v .  \ o , <  , v ~ = \ r  4, ' 

wie aus der Lagerung des D B in Fig. 25 direk~ hervorgeht. Die In- 
varian~en haben die Werte: 

zwisehen ihnen besf~ht demnach die Relation: 

s  2jo= 0. 
Umgeke'm~ folg~ aus dieser Relation die hier vorliegende Gestalt des 

D B  der Gruppe (1, 1). Nehmen wir ngmlich, was uns freisteht, die 

Sub~italtion V a in der Oesf~lt (~" 0~ (a,,  p,) \0, #,] an, so folgt fill" V b = aus 

jener Relation: 

(~, - ~) ~ -_ (~ - ~) ~.  

Nun ist a, ~ ~,, und also folg~ a~ ~-e~ 2. Die Gestalt yon V~, sowie die 
Gleiehung t~ ~- 5~ bleiben erhal~en, falls man j e s t  naehtrgglieh noeh ver- 

(a '  ~) t~ansformiert. Letztere kann mSge einer Substitution der Gestalt o, 

man dann so wra~en, da$ nach der Transformation die Gleichung fl, ~-7, 
zaita4ff~ Es wird demnach jedes Gebflde mi~ J,~Jb = 2j~ am Rande des D B  
der ~ m o r p h e ~  Modmlgrappe hegear 

*) AIs Boispiel is~ in der Figur der parabolische Fall angenommen. 
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Die F~ille, dab C auf die zwei~e odex dri~le Sei~e des Dreieeks riick~, 
behandeli man genau so. Man gelangt zu dem vorl~ufigen Ergebnis: 
Zur Gewinnung eines D B der automorphen Modulgrup~e auf  der ein- 
zdnen lz : 

+ v  + z  - -  (jo + 2 )  = o 

grenze man auf  derselben einen dreieckigen Bereich ein, begrenzt dutch drei 
Kurven, wdche auf  der E s dutch die drei Fl~ichen zweiten Grades F~: 

yz  -- 2x t  = O, z x ~  2yt -= O, x y - -  2z t -= O 

ausgeschnitten warden. 
Die bier vorliegenden geometrischen Verh~tnisse wird man sich teicht 

klar machen; einige An deutsungen mSgen geniigen. Man deute etwa hier- 
bei x~ y, z Ms gewShnliche rechtwinklige Koordinaten, indem man t = 1 
setzt. Dann beach~ man erstlich, da$ die F~ giinzlich im 0kf~aten 
x > 2~ y ~ 2, z > 2 verl~uft, wobei die Ebene x = 2 nut den unendlich 
fernen Pun~  der Geraden y-= z mi~ der F a gemein hat, and wobei Ents- 
sprechendes yon den Ebenen y=-2~ z = 2  gilt. Die drei Geraden 
x - ~ 2 ,  y=-z ;  y = - 2 ,  z = x ;  z = 2 ~ x = y  stehen nun auch zu den ~ in 
niichster Beziehung. Diese/~ sind jetzt 
hyperbolische Paraboloide; das erste yon 
ihnen l~uf~ durch die zweiie und drits 
Gerade hindurch, alas zweite-(lurch die 
dritte und erste, das dritle durch die 
ersf~ und zweite. 

Mit Benu~zung dieser Angaben wird 
man sich den Verlauf der fraglichen 
F1;4ehen leicht weiter klar maehen. Bei 
Ausspruch des Ergebnisses fiihren wir 
die vierte Variable und damit die pro- 

X~-2i=O 

: *~t=O 

Fig 26. 

jekCive Denkweise wieder ein. D/e drei F~ schneiden auf  der IF a einen drei- 
eckigen ~ereich aus, dessen ~,ckpunkte dew Ebene t = 0 als Seito~mitten des 
Koordinatendreiecks x . y . z ---- 0 angehgrren. Wie in der schematisch zu verstehen- 
den Fig. 26 bereits angedeutet wurde, hat das gewonnene Z)reie~k die drei 
dutch die Foenen y = z, z ~-x~ x ~ -y  ausgeschni~mvn Kurven zu Sym- 
metxidinien. 

Diese drei Symmeh-ielinien zerlegen das Dreieek in sechs abwechselnd 
symmefa'isehe trod kongraen~ kleinexe Dreieeke. Zum D B der auf~)- 
morphen Modulgruppe gelangen wit nun unmitf~lbar dutch ~e  Fesi- 
s e ~ ,  dab die Invarianh~ j= weder grSBer als j%, noch griiBer als jr sein 
soll~ da~ also die Ungleichungen x ~ y~ x ~ ~ gel~u sollen. Wir iinden: 
A u f  tier 1~ a ist dxts in Fig. 26 stark u m r a n d ~  ~ r e i v c k  ein D ~ tier 
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acd, omorpIum Modulgrutrpe; die Zuordnung der Seiten des Doploeldreiecks ist 

Um daraufhin die Erzeugenden dieser Modulgruppe zu berechnen, 
bemerken wir, dab letztere offenbar dutch Spiegelungen erweih~r~ werden 
kann. Der D B  der erweiterten Gruppe sei das schraflierte Dreieck des 
eben gewonnenen DB. Die Spiegelungen an den drei Seiten desselben sind: 

y ' :  z ' :  r = x t :  y t :  : 

(S~) x ' : y ' : z ' : ( = x : z : y : t ,  

Um die geometrische Bedeutung yon S 1 daxzulegen, beachte man, dab 
die Tetraederecke x = y-~  t ~-0  der Fa angehSrt. Der yon dieser Ecke 
an die F s gehende Tangentenkegel beriihrt, wie man leicht ausrecbnet, liings 
der Symmetrielinie yon $1, d. h. l~ings der Seite x y - - 2 z t =  0 unseres DB. 
Auf der einen Seite dieses Kegels laufen vom Scheitelpunkte lauter S~rahlen 
aus, welche die F 3 in zwei weiteren, getrennt liegenden Punkten schneiden. 
1)ann ist die Bedeutung yon $1, daft diese SIMegelung jeweils zwei solche 
Schnittpunkte miteinanderpermutiert. Ffir die Spiegelungen S~ und S a sind ganz 
en~sprechende Bemerkungen g~iltig. ~'brigens gelten vorstehende Angaben 
ffir alle ~v'a, d. i. fiir jeden der bei uns in Betracht~ kommenden Werte yon j~. 

Die Erzeugenden der ursprtinglichen Mod~gruppe bereclmen sich nun so: 

= 

(T~=S~&), x':y':z':r=y:z:x:t. 
Diese Formeln sind in Ubereinstimmung mi~ den beziiglichen Angaben 
in A. F. I, wo die Tran~formationen der Modnin aus den Ab~inderungen 

Z~O 
l~ig. 27. 

des kanonischen Schnittsystems auf der 
Riemannschen Fliiche berechnet wurden. 

Der ganzen bier vorliegenden auto- 
morphen Modulgruppe entspricht nun eine 
.Einteil~ng der einzdnen FlSzhenschale F s in 
ein Netz unendlich vieler Dreiecke, welche~ 
diese Schale liickenlos und einfach bedecken, 
un4 welehe gegen den Rand der Sehale (das 
in der Ebene t = 0 gelegene Koordina~en- 
dreieck) unendlich klein werdem Eine be- 
sondere Betraehtung erfordert hierbei noch 

derGTenziibergang lira j~ ~ -  0% wo im Grenzf~.]le selbs~ die Fs zur Fl~che 
~i~er geaauaten Koord~atendreiecks geworden ist. Einen der Grenze 

n~ke gelegenen l~ali ~kSnnen wir am kiirzesten durch die (schematisch zu 
verge~ende) Fig. 27 beschreiben. Die Symmetrietinien yon Sx, S~., S s ziehen 
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sich immer mehr an die Ecken des fraglichen Koordinalendreiecks heran. 
Im Grenzfalle selber sind vom ganzen Dreiecksnetze nut die sechs den Punkt 
x ~ y ~ z, t -~ 0 rings umgebenden Dreiecke iibrig geblieben, welche die 
~'liiche des Koordinatendreiecks bereits vollstiindig fiillen; das gesamte iibrige 
Netz hat sich auf den t ~ n d  des Dreiecks zusammengezogen. 

Um jetzt f'tir j~ ~ -  2 zur Darstellung des in diesem Falle drei- 
dhnensionalen Gruppenkontinuums zu gelangen, haben wir auf allen zu- 
gehSrigen Schalen 2' 8 nach Mal3gabe des in Fig. 26 stark umrandeten 
Doppeldreiecks den / ) B  der automorphen Modulgruppe eingegrenzt zu 
denken. Diese kontinuierlich aufeinander folgenden DoPlaeldreiecke lief~rn 
als GegenbzTd des fraglichen Grulx)enkontinuu~ eine H e x ~ ,  welches 
dutch drei Ebenen: 

x - - y - ~ O ,  x - - z = O ,  t = O ,  

zwei Fltichen zweiten Grades: 

xy  --  2z t  ~ O, x z  -- 2y t -~  O 

und die F liiche dritter Ordnung : 

t (x ~ ~- y~ -~ z ~) --  x y z  ~= 0 

eingegrenzt ist. Durch die Operation T 1 wird die eine F~ in die andere 
transformiert, durch T~ die Ebene x-~ z in die durch y----x dargestellte. 

Gebilde der S igna tu r  (1, i ;  11). 

Indem wir 11 als gauze Zahl ~ 1 oder als c~ gew~hlt denlren, wenden 
wir uns zur Spezialbetrachtung des Gruppenl~onhnuums der Signa~ur (1,1; ll), 
welches wit auf der zugehSrigen 2'  8 durch die Pun'~e des in Fig. 26 stark 
umrande~n Doppeldreieeks darstellen. Letzteres ra~  mit einer Spitze an 
die Grenzlmrve der Fl~chenschale F s her-,m. Zur Vermeidung sp~terer 
Unterbrechungen mtissen wir zun~hst feststellen, zu welchen Grenz- 
gebilden man gef'tihrt wird, falls man in dem 
ebengenannten D B der automorphen Modul- 
g~ppe oder auf dem Rande dieses D B an die 
fragliche Spi~ze herangeht. 

Zu diesem Ende setzen wit den D B der 
Gruppe zun~ichst in die Gestalt 4nes ,,ParaUelo- 
gramms" dessen Gegenseiten durch V~ und V b 
aufeinander bezogen sind (schraffier~r Bereich 
der Fig. 28). Alsdann gehe man drench ,erlaubte 
Ab~mderung" zu dem stark nmrande~en Bereich, 

e~p 

:Fig. 28. 

indem man das obere S~iick des ParaUelogramms ~ ~ngs der yon e/ ans- 
ziehenden Mit~!linie abschneidet und unten anhiingt. Der neue D ~  i~  

Mathematische A~analem LIX. 31 
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e~  Sechseck, welches als Erzeng~nde die beiden gleichbereehtigten Sub- 
stit~ah'onen V~, V~" und die Substitution V b hefert~ 

Der Grenziibergang zur gekennzeichneten Spitze des auf der /7' 3 ge- 
legenen Doppeldreiecks erforder~ nun lim j~ = 2, hm Jb = C~. Ein der 

Grenzlage nahegelegenes Sechseck ist in Fig. 29 darge- 
stellf~ Im (]renzf,.lle selbst ziehen sich die beiden (lurch 
Vb einander zugewiesenen Seiten auf Punkte der ftmda- 
mentalen Ellipse der projektiven MaBbestimmung zusam- 
men, die beiden gleichbereohtigten Substitu~ionen V,~, V,," 

~////~l werden parabolisch. Das entspringende Viereck hat somit 
zwei parabolische Spleen, sowie zwei zu einem Zyklus 
gehSrende elliptische Ecken (seitlich in der Fig. 29), wobef 
die beiden an diesen Ecken liegenden Winkel (wie auch 

ris. ~. schon an den Sechsecken) einander gleich und gleich 

sin& Wir haben hiernaeh den D B  der Oruppe yon der Signatur 
(0, 3; 1I, c% o~) gewonnen: Jeder ITbergang aus dem lnnern des D.B der 
autvmor~v]u~ Mod~dgru2pe nach der bei x = 2t = 0 gelegenen S?itze fiihrt 
als Grenzgebilde zu der Gruloe yon der Signatur (0, 3;/1,  oo, oo). 

Unserem Gruppenkontinuum steht das Kontinuum der mit einem 
P u n l ~  e signierten Riemannschen Flgchen des Geschlechtes ~ =, 1 gegen- 
fiber. Eine Riemannsche Fl~che des Geschlechtes 1 lgBt stets eine kon- 
tinuierliche Gruppe yon Transformationen in sich zu, und unter letzteren 
kann man stet~ solche angeben, welche eine beliebige Sidle der Fliiche 
in eine beliebige andere tiberffihren. Die Signierung einer einzelnen 
Sidle e is~ dernnach bier ohne Bedeutung, so dab wit "re.it dem Kon- 

~inuum der algebraischen (~ebilde mi~ p----- I 
schlechthin zu operieren haben. 

Die fiir den vorliegenden Zweck geeig- 
-" ~ i ne~st~ DarsteUung des fraglichen Kon~inuums 

i ist die dureh die Punk~e eines Doppeldreiecks 
des der Theorie der elliptischen Moduffunk- 
~ionen zu Grunde liegenden Netzes der Drei- 
eck ein der co-Halbebene. Und zwar w~h]en 

_ wir am passe~dsten das in Fig. 30 skizzierte 
a ,=o Doppeldreieck, das wir den in Fig. 26 ~ k  

Fig. 30. 
umr~de~en D B  der aut~morphen Modub 

grappe gegeniibers~ellen. Diese AuswahI des Doppeldreiecks se~zt voraus, 
da6 den Subs~i~tionen Va, Vb, V~ die folgenden Transformat-ionen des 

e-llipt~sc~en Gebilde anget~Srenden Integrals erster GaShing en4~ 
~ e n :  
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Wir unf~rsuchen nunmehr die Abbildung des auf der ~'3 gelegenen 
Doppeldreiecks auf das co-Doppeldreieck und beginnen mit dem Rande 
des ersteren Bereiches. Betrach~en wit zunKchs~ die der Kurve x y - - 2 z t ~ O  

angehSrende Sei~e des Bereichesl Die zugehSrigen Gruppen-/)B haben 
den in Fig. 25 dargestellten Typus, mid da die bier vorliegenden Sym- 
metrien bei Abbildung auf die Ebene des lntegraIes u erhalten bleiben, 
so is~ das in der u-Ebene gelegene Periodenparallelogramm ein Rechteck. 
Speziell en~pricht der Ecke x = y ,  x y  = 2 ~ t  ein Quadrat, w~hrend 
~ibrigens wegen s < s  notwendig l eott < [ ~ t  folg~. Der Perioden- 
quotient co ist rein imagin~ und absolug ~ 1; der Ecke x --= y ,  x y  = 2 z t  

gehSr~ to = i zu. Dem anderen Endpunkte x = 2t = 0 gehSrt das Ge- 
bilde der Signatur (0, 3;/1, ~ ,  c~) zu. Es finde~ also Herabminderung 
des Gesehlech~es auf ~o = 0 start, nnd man hat co-= 0 erreicht. Fiir die 
beiden bier vorliegenden linearen Kontinua bildet man sofor~ ein spezielles 
Fundamentaltheorem dutch: Die in Rede stehende Seite des D B  der  

Fig. 26 is~ eineindeutig s~e~ig auf die co =- i und ~ -= 0 verbindende Seite 
des eo-Bereiehes bezogen~ 

Wit  beschreiben zwei~ens die der Kurve x =-y angeh6rende Seite 
yore Endpunkt x = y ,  x y  = 2 z t  zum anderen Endpunkt x = y  =--~. Er- 
gKn~,en wir das Dreieck der Fig. 24 l~ngs der Seite ele. z zum Paa-allelo- 
gramm, so korrespondieren die Gegenseif~n durch V~ und ~ :  Wegen 
j~----j~ hat man mit einem Rhombus zu tun, und da sieh die Symme~rien 
desselben in der u-Ebene wiede~inden, so ist aueh alas Periodenparallelo- 
fframm ein Rhombus, und man finder, dab der Periodenquotient den 
absolnten Betrag 1 hak Ffir x-= y = z .ist das Dreieek el e~e a gleiehseitig 
geworden (ira parabolisehen Falle is~ C der HShenschnit~unkt); bier 

- -  ~ + il/3 geworden ist. Indem man ffir stellt man leieht fes~, dab ~ = 2 

die beiden jetzt vorliegenden Kontinua rhombiseher Gebflde unsere Kon- 
tinuit~tsbetraehtung durchfiihrt~ findeg man die dureh x-~ y zu eharak- 

-- 1 + i]/~ verbindende, dem Ein- ~e~qsierende Seite auf die eo = i und eo = 

hei~kreise der ~-Ebene angeh6rende Seife des Doppeldreieeks eineindeutig 
s~etig bezogen. 

Man wird die so eingeleitete Beh~,mh~ang teidh~ weiterFdhren und 
d e m n ~  wieder zu rhombisehen Gebilden mit~ x = ~ und ~l~ j~ = j r  
gehen usw. Itaben wir ~ der Seife x~ = 2~tt d ie  Spi~e x = 2~t= 0 
wieder erreicht, so sind wit zum Gebilde (0, 3; ~, ~x~, cx~)..und dam~ 

$1" 
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l~ngs der vierf~n Seite des ~-Doppeldreiecks zu co = 0 zurfickgekehr~. 
Wit merken als vorlKufiges Resultat an: 1)er 17xtnd des D B  der auto- 
morphen Modulg~/trpe auf der F s ist e i n e i ~ i g  stetig auf den t~and des 
korrespondierenden a~-Doppeldreiecks bezogen; dem t~ande des ersten D B 

wit  dabei ein ringfdrmig geschlossenes Kontinuum yon automorphen 
Gebilden zuordnen kiinnen, d. h. auch am Grenzpunkte x ~ 2t = 0 finder 
k z a t i n u i e r l ~  Zusammenschlufl der Randgebilde start. 

Hiermit ist der Boden geebnet, um eine Betrachtung durchzuffihren 
genau analog derjenigen yon pag. 465ff. Wit tiberdecken die Fl~iche des 
Doppeldreiecks der F a mit einem Systeme yon geeignet gestalteten Kurven, 
wobei je zwei benachbarte Kurven einander so nahe gew~lt  werden kSnnen, 
als man will. Bei dem ei~fachen Charakter des fraglichen Bereiches hat 
die Ausfiihrung dieser Vorschrifr keine Sdnwierigkeit. Wit bilden sodann 
dieses Kurvensysf~m auf das Doppeldreieck der eo-Halbebene ab und 
diskut~eren die Abbildung wie oben unter Benutzung des Stetigkeits- und 
des Uni~tssatzes. Das Ergebnis ist, dab beide Bereiche eineindeutig stetig 
aufeinander'bezogen sind'~). So vollenden wit auch im vorliegenden Fa!le 
den Beweis des Fundamenf~ltheorems: E/he beliebig gegebene l~iemannsche 
Etiiche des Gesehlechtes p = 1 sei mit einem Punkte e signiert, dem eine 
ganze Za]d 11 > 1 (o~ eingesddossen) zugeordnet sei. Dann gibt es stets 
ei~e und im wesentlichen auch nut eine pohyr/wrphe FunCtion ~ ~- f (z )  
auf der Fl~he ,  welche die zerschnittene El~che auf ein Grenzkreispolygon 
unserer Art  d2r Signatur (l, 1; l~) abbildet, in dem die feste Polygonecke 
tier Stelle. e der F15zhe entsloricht. 

Gebilde der S igna tu r  (1, 1). 

Das Gruppenkontinuum des Charakters (1, 1) ist dreidimensional; wir 
stellten dasselbe oben (pag. 481). dutch die Pun~e eines Hexaeders dar, 
welches dutch drei ebenda angegebene Ebenen, zwei E~ und eine F s be- 
grenzt war. Wir konnten das Hexaeder durch eine kontinuierliche Schar 
yon Fliichenstiicken ~'s ausffiUen, bei deren Darstellung der ,,Parameter" 
j, yon - - 2  his - - ~  abzunehmen hat. 

Es fragt sich jetzt zun~hs~, ob wit der Gesamtoberfliiche des Hexa- 
eders ein fiberatl geschlossenes zweidimensionales Kontinuum yon Grenz- 
gebilden zuordnen kSnnen. Man be~rachte ersthch eine einzelne der eben 
gemeinf~n F3, welc he als dem ttexaeder angehSrig ein Doppetdreieck ~r~gt. 
Auf le~z~eres kSnnen wir Schri~t ffir Schritt die Betrachtung tibertl~gen, 

*) Wie aus ~ler oben besghriebenen Zuorcluung dex Berandungen hexvorgeht, 
tmndelt eS sioh bier um eine Abbildung, bei welcher der Drehungssln~ dex WinkeI 
invertiert e~eint .  



Zum Kontinui~gsbeweis  i. d. Theorie tier automorphen Funktionen. 485 

welche wit im vorigen~ Falle (1, 1; /1) fiir die entsprechenden Doppeldrei- 
ecke ausfiihrten. Dem Rancle des Doppeldreiecks gehSr~ ein Kon~inuum yon 
GTenzgebilden zu, welches selbst im Grenzp~n~rt~ x = 2 t  = 0 gescMossen 
erscheink An dieser S~elle haben wir mit dem Gebilde .(0, 3; 0% oo) der 
Invariante j~ zu tun. 

~ndern wit j~ stetig, so reihen sich die gewonnenen Grenzgebflde 
stetig aneinander am Das gewiinschte Kontinuum der Grenzgebilde wiirde 
damit fiir die das Hexaeder berandende 2'~, fiir die beiden F2, sowie fiir 
zwei unter den Ebenen bereits gewonnen sein. Nut tritt, was man be- 
achten wolle, die Besonderheit ein, dab dem Punkte x ~ 0, y = z, t ~-0 
bereits jetz~ ein ganzes Kontinuum yon Grenzgebilden zugehSrt, n~imlich 
jene Gruppen (0, 3; oo, oo) mit a.1]e in Betracht kommenden Werten J6. 
Wit scheiden die einze]ne Gruppe aus, indem wit vorschreiben, l~ugs 
welcher ~'8 wit uns jener Stelle u.nn~itmrn. Alle diese ~s beriihren dabei 
die Ebene x ~ 2 t .  

N~hern wit uns jetzt einem Punk~e der Ebene t -  0, der jedoch 
nicht der Kan~e x = 0, t =  0 angehSren soll, so werden j , ,  Jb, Jr gleich- 
zeitig unendlich groB. In der ~-Ebene kSnnen wir die D B  unserer 
Gruppen, falls nieht 
j ~ = - - 2  zutriift, stets 
in die dutch Fig. 31 
dargestellte Gestalt 
setzen. Den Grenz- 
iibergang 

l i r a  = 

l i m L  = cr  

]~n,nn m a n  dann so 

eJnriehten, dab gleich- F~s. 31. 
zeitig alle vier Randkreise dieses D B  sich auf Punkte zusammenziehen. 
Der bezeichne~ Grenziibergang zu einem Punk~ der Ebene t ~-0 fi!br~ 
zu einem niehg zeffallenden Orenzgebilde, dem die denkbar einfachste~ 
niimlich nur aus der Identit~ 1 bestehende, Gruppe zugrunde liegk 

Wir haben jetzt allerdings ~.]!en Raudpunkten des Hexaeders Grenz- 
gebflde zugeordnet; indessen zeig~ sieh, dab l~ags der Kaate x ~ - O ,  t~ -O  

des Hexaeders keine KontSnui~t s~ttflndet. Zur n~heren Untersuehung 
der bier ein~et~nden Ver-h~ltmisse greifen wir zun~i~hst einen l~ankt Yo,Zo 

im , Innern"  derjenigen H~lf~ der fraglichen Kante auf, welche dutch 
Yo < zo ehamk~risier~ ist. Dann gilt: 

> 2.  
Yo 
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Ftir die $~ugherung an den in Rede st~henden Punkt schreiben wir nun 
die geradI'mige Bahn: 

z = . t ,  y . = 2 z  

vor, welche die. Gleichung x y  ~ 2 z t  befriedig~ und also derjenigen das 
Hexaeder berandenden ~ angeh~ir~, welche mit der Ebene t = 0 die vorhin 
gewi~l~ H~tfte der Kante x ~ 0, t = 0 gemein hat. Liings jener gerad- 

linigen B a r n  is t  n u n  w - / -~- j ,  konstant gleich j(o), und man hat insgesamt: 

Beim Grenzfibergang zum Kantenpunlr~e selbst wird lim t-~ 0, also ha~ 
man bei konst~ntem j~ = j(o), lira Jb = ~ .  Als Grenzgebflde entspricht 
(of. Fig. 31) die zyklische hyperbolische Gruppe der Invarian~e j~o). N~her~ 
man sich dem gleichen Kantenpnn~e in der Ebene t ~-0  an~ so kommt, 
wie oben gezeigt; wurde, das Grenzgebilde, dessen Gruppe aus der Identi~it 
allein besteht. 

Um nun die Kontinuit~t zwischen diesen beiden Grenzfiillen herzustellen, 
haben wir zwischen den beiden Richtungen, welche eben benutzt wurden, 
etwa in der Ebene y .  j~o) = 2 z  d ie  gesamten, dem Hexaeder angehSrenden 
Ann~herungsrichhmgen an den markier~n Kautenpun~ einzuschalten. 
Um die einzelne dieser Richtungen auszuzeichnen, setzen wit j ,  gleich 
irgend einem positiven Wer*m ~j~o) und beschreiben die Gerade: 

x = s  t ,  y . j ~ ~  ~- 2 z .  

Nun en~spring~ die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariaute j , .  Ver- 
mSge der Grenzfiberg~ge lira j~ ~_j~o) und lira j~ = ~ stel~en wir nun 
in der Tat den kontinuierlichen Zusammenhang zwischen den beiden oben 
gewonnenen Grenzf~llen her. 

Ffir die Hexaederecke x ~-0,  y ~ 0, t ~ - 0  finder man gleichfalls 
vo!le Kon~inuR~it der Grenzgebilde. Hier ~augier~ n~imlich die durch 
x y  = 2 z t  gegebene Sei~nfl~iche des Hexaeders die Ebene t ~- 0. Jede An- 
n~erung  an diese Ecke liefer~ sorer als Grenzgebflde die aus der Iden f i~  
allein bestehende Gruppe. 

Fiir die audere H~|fte der Kan~e x = 0, t -~ 0, fiir welche y > z zu- 
~rlff~, sowie flit die Ecke x = 0, t = 0, z ~- 0 geRen analoge Ausffihrungen. 
Eine besondmre Bemerkung erforder~ nun noch der P u n k ~  x = O, y = z ,  

~ 0. N~hern wir uns diesem Punk~ e~wa in der Ebene y = z in einer 
Bahn an, bei welcher 

X 

ls T = j , >  2 

ist, so durchsehreiten wit s~mtliche F~, mit denen wit das Hex~er  aus- 
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ffillh~n, und gewinnen die zyklische hyperbolische Gruppe der Invarian~ja. 
Die Invariante j~ ist fox diese Gruppen durchweg gleich - -c~ .  Bei den- 
jenigen Bahnen nach dem fraglichen Punkte, welche langential zur Ebene 
x ~ 2t  einmiinden, hat man noch weiter zu un~erscheiden, in welcher ~'s 
sie verlaufen, oder (was auf dasselbe hinausti4uft) welches der Grenzwer~ 
des "Kriimmungsradius ist. Dem bier in Betrach~ kommenden linearen 
Kon~inuum dieser Grenzwerte en~sprechen die oben schon genannten 
Gruppen (0, 3; oo, c~), an welche sich fiir l i m j ~ = - - ~  die. an der 
fraglichen Sielle schon gefundenen zyklischen hyperbolischen Gruppen 
ohne Un~erbrechung der Kontinuiti~t anschlieBen. 

Indem wir zusammenfassen, haben wit folgendes Ergebnis auszu- 
sprechen: Der Oberfliiche des hexaedrischen D B der automorphen Modul- 
gruppe haben w i t  ein iiberall geschlossenes Kontinuum yon Greazgebilden 
zugeordnet, wobei im allgemeinen dem einzelnen t)unkte der Oberfltiche auch 
nur ein Gebilde zugehSrt. Nur entspricht dem einzelnen Punkte der Kante 
x ~-O, t -~  0 stets ein ganzes Kontinuum yon einfach unendlich vielen 
Gebitden~ abgesehen yon den beiden Ecken y ~ -0  und z = O. 1)as dnzdne 
Gehr jedes solchen Kontinuums bestimmt man dutch die Schtuflrichtung 
der nach jenem Kantenpunkte zuriickgelegten Bahn, bezw. bei den an dem 
Punkte x - ~  O, y ~ z, t ~ -0  tangential gegen die Ebene x ~ 2 t  einmiin- 
denden Bahnen durch den Schluflwert des Kriimmungsradius. 

Die Gruppen des betrachte~en Kontinuums liefern algebraische Ge- 
bilde des Geschlechtes p = 2, die orthosymmetrisch sind. Zur Gewlnnung 
einer zweiwerCigen Funktion z ~- r (~) 
erweitere man im Einzelfalle die 
Gruppe, wie oben ansfiihrlich beschrie- 
ben wurde~ zu einer Gruppe der Sig- 
nat~ur (0, 3; 2~ 2~ 2)~ indem man aus 
dem Normalsechseck das Dreieck e 1 e~ e~ 
aussetmeide~ und die Seitenmit~en 
e~, e~, e~' zu Fixpunkten elliptischer 
s.b i tio. . P riod  
2 machO. In ihnen stellen sich dann 
die Erzeugenden der urspr'dnglichen 
Gruppe wie folgr dar: 

v,=v,..v,., 

Vo = v , , .  r , . .  

Bei For~gang zur ~-Ebene gehen die hypexbotischen Ecken e~, e~, e~ 
des Dreiec~ vertoren. Dot D B  der C~ruppe yon der Signatur (0, 3; 2, 2, 2 ~) 
hat die in Fig. 32 daxgestdlte ~estalk Die Haupffunktion z ~-~p (~) kii~en 
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wir so e lnfiihren, dab sic den schraffierten Teil des eben angegebenen 
D B  auf die positive z-Halbebene abbildet, den freien Tell auf die nega- 

] . J t  tire Halbebene. Die den Fixpnnl~en e l , . . ,  e 3 entsprechenden S~ellen z 
mSgen die gleichen Bezeictmungen tragen. Um alsdann zu dem alge- 
braischen Gebflde zu gelangen, das der ursprfingliehen Gruppe zugehiir~, 
haben wir die z-Ebene doppelt zu fiberdecken mad an den paarweise einan- 
der beziiglich der reellen z-Achse symmetrisch liegenden Punkt~n e~', e~"~ 
e~'~ e~', ca" ~ es" Verzweigxmgen beider Bl~itter anzubringen. 

Das gewon~ene algebraische Gebilde kSnnen wit oftenbar durch das 
der" positiven z-Halbebene angehSrende Tripel der Pnn~e el" , e~ ~ e 3 voll- 
st~udig und eindeutig charak4erisieren. Man beacht~ andrerseihs, dab die 
Auswahl yon z noch die Willlviir often liiBt, dab wir dureh eine beliebige 
reelle Substitution: 

z ' =  a ~ §  mit  c z §  ad  -- bc > 0 

p # 

transformieren diirfen. Alle Pun]~tripel, welche aus el" , e~, e~ dutch 
solche Transformationen hervorgehen, s~ellen ein und dasselbe Gebflde dar 
und sollen demnach als nich~ wesenffich verschieden gelten. 

Um jetzt zum Kontinuum algebraischer Gebilde, welches unserem 
Gruppenkontinuum gegeniibersteht, zu gelangen: mtissen wir aUe im an- 
gegebenen Sinue wesentlich verschiedenen Punktetripel zusa~menfassen. 
Zur invarianten Dars~eUung des Kontinuums eignen sich bier Doppel- 
verh~ltnisse nicht recht; vielmehr dienen wit den vorliegenden Zwecken 
mehr, wenn wi t  au f  die z-Halbebene dieselbe hyperbdische Maflbestimmung 

t # # wie auf die ~-Halbebene beziehen, das Kreisbogendreieck der ~cken el, e~, e a 
einfiihren und auf  dieses die in A. F. .[, laag. 348ff. entwickelte invariante 
Darstdlung a n w ~ .  u den a. a. O. angegebenen Bedingungen kommt 
bier natiirlich die in Forffa~, dab die Winkel des Dreiecks aliquote Tefle 
yon z sein sollen. Die Winkel kSnnen bier vielmehr irgend welche 
GTSflen zwischen 0 und z haben, die GTenzen selbs~ eingeschlossen; nut 
muB natiirlidh die Wink~elsumme <: z sein. 

Nach Vorschrift der a. a. O. gegebenen Regeln stellen wit nunmehr 
unser Dreiec-k und damit unser Kontinuum algebraischer Gebilde dutch 
drei Invad~uten Jl, J~,Js dar, fiir welche wit zuvSrderst folgende Be- 
dingungen anzumerken haben: 

2, 2, 

Um ein anschauliches Bfld des fraglichen Kontinuums zu gewin-en, deuten 
wir die j~, j~, j~ a!~ rechtwinklige Koordin~ten und untersuchen den dutch 
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die vors*uehenden Ungteichungen charak~risier~en BereictL Letzterer ist das 
dutch Fig. 33 dargestellte Teh~eder, welches yon drei ebenen~ geradlinig 
begrenzten Dreiecken und einem S~ick der dutch: 

j l  ~ + J2 ~ + J3 ~ + JlJ~.~ = 4 

dargestell~ F a eingeschlossen wird. Dieses Tetraeder hat die drei Ebenen 
J~ =J3, Ja = J l ,  Jl =J2 zu Symmetrieebenen und geht in sich selbst fiber, 
wenn man es um die Achse 
Jx = J~ = Js dutch den Winkel ~ - A x e  (-e,Z,~) 

2~ dreht. Je drei hierbei in- 3 
einauder iibergehende Punkte (e,-~ 
stellen dasselbe algebraische Ge- 
bilde dar. Wir kommen bier 
zu analogen Verh'~Itnissen, wie 
oben bei der Darstellung des 
Gruppenkontinuums. Um jedes 
algebraische Gebilde nur einmal 
darzus~ellen, miissen wit uns 
auf ein Drii~el des Tetraeders 
beschr~ken. Die niihere Unter- 
suchung zeig~, dab den oben (~,z,-e) 
getroffenen Festsetzungen j ,  ~Jb, Fig. ~3. 
~, ~ j~  die folgende Forderung parallel geht: 

=>s h___s 
Das entsprechende Drit~el des Tetraeders ist dasjenige kleinere Te~raeder, 
dessen Kanten in Fig. 33 stark markiert sin& 

Bei cter Untersuchung der Beziehung dieses Tetraeders auf den D B  
der automorphen Modulgruppe st~llen sich nun Umst~indlichkeiten ein, 
die man am bes~n dadurch fiberwindet, daft man den Raum derjt , j~,j~ 
vorab einer bestimmten Transformagion unterwirft. Letztere ist den 
Rechnungen entnommen~ welche sich beim Sh~dium der fraglichen Be- 
ziehung darboten; sie ist gegeben dutch: 

u =  s  v =  s  , w = j , s  

Deuten wir auch die u, v, w als rechtw~ldige Koordina~en~ so handel~ es 
sich~ wie man leicht erkenn~, bier nm eine I-2-deutige Beziehung beider 
R~ume aufeinander; und zwar en~spreehen dem einzelnen P u , ~ e  (u, ~, w) 

immer zwei p n , l r ~  (Jl, J~, ia) und , ~ ,  - 
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Die F~nk~ionaldef~rminanf~ der u(j~, A,  A ) , " "  is~, abgesehen yon 
einem numerisehen Fak~r :  

(A A + 4)' (A A + (s A + 

Diesdbe versehwindet l~ngs der drei ebenen Seitenfl~chen des Tetraeders. 
Left.ere, ebenso wie die Tetxaederecken, erfordern demnach eine besondere 
Untersuehung. Dem ,lnnern" des Tetraeders kann yon zwei Pmakten 

(Jl, J~, is), ~ , A ' )'~ h6chs~ens eiaer angehSren. Ffir das ,1_tmere" des 

Tetrraeders and den entsprechenden Bereich ira Raume der u, v, w is~ 
somit die angegebene Beziehtmg eine umkehrbar eindeu~ige. 

Wit  wenden nns zur Untersuchung der ebenen SeRenfl~chen des 
Te~ra~ers und be~raehten als Beispiel Js = 2; die Fl~che besteht aus 

dem in Fig. 34 stark umrandeten 

l ie -Axe Dreieek. Fiir ]z = 2 finder man nun 
(-z.~,e) . (e,2,e) u = v = 1, so d ~  sieh alle Punk~e 

der Dreiecksfl~ehe auf die Gerade 
u ~- v = 1 iibertragen. Des nJiheren 
hat; matt: 

 (AA + 4) = 2A + 2A. 
e ~ , o . v ~ N ~ \ l  4-U4xe Faint man bier w als Parameter, der 

alle Wer~e yon 0 his 1 durehlaufen 
soil, und deute~ Jx, Je als Koordina~en 
in der Ebene Ja = 2, so gewinnt man 

Cz,-e,e) eine Sehar yon Hyperbeln, welche 
die F l~he  des Dreieeks in der in 

Fig. 34 skizzier~en Ar~ bedeeken. Die I~mkte des einzelnen solehen 
ttyperbels~iieks ziehen sich vermSge unserer TransformatSon auf den 
einen Punk~ u = v = 1, w zusammen, w o w  der zugehSrige Weft des 
Parameters ist. Die ganze Dreieeksfl'~ehe bildet sieh solehergestal~ auf 
alas yon w = 0 his w = 1 reiehende Stfiek der Oxeraden u =  v-~ 1 ab; 
die Hypotenuse des Dreieeks liefert den Punkt w = 0~ die beiden Katheten 
ziehen sich auf den Punkt w = 1 zusammen. 

Ganz analoge Bemerkungen gelten nattirlich yon den beiden anderen 
ebenen SeRenfl~hen des j-Tetraeders. 

Man nil:here sich j e t~  der Ecke (2, 2 , -  2) des Tetmeders an. Bier 
ist w =  i ,  w~brend u und v stefig vieldeu~ig werden- Um die Ar~ 
dieser Vie!deu~igkeR damulegen, denken wir yon der fragtichen Ecke 
aus Wegdif feren~e besehrieb~ und untersuchen die Grenzwerbe u, v, 
welehe dem ein~lnen Wegdifferent;iaie enksprechen. Zuerst un~ersuehen 
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wir.~die Differentiale, welehe den drei aus tier fragIiehen Ecke zusammen- 
laufenden Seitenfl~chea des Tetraeders angeh6ren. Wit beginnen mi~ der 
Ebene j~ = 2, reihen daran j~ = 2 und dann die Fa; d. h. wit durch- 
laufen die Differentiale, wie es die drei Pfeile der Fig. 35 vorsehreiben~ 

" ( z , z , z )  u .  = = 

Fig. 85. Fig 86. 

Diesen drei Scharen yon Wegdifferentialen entsprechen in der Ebene 
w = 1 die drei in Fig. 36 mit den Nummern 1, 2 and 3 vexsehenen 
Linien, und die zugefiigten Pfefle entsprechen denen in Fig. 35. ])as 
Auf~eten der beiden mit 1 und 2 bezeichneten Geraden ist aus den bis- 
herigen Entwicklungen bereits evident. Die Linie 3, welche den auf der Fa: 

Jx* + J /  + J /  + J~J~J3 --  4 = 0 

gelegenen Differentialen entspricht, is~ ein St;iick einer gewissen Kurve 
vierter Ordnung C~. Wenn wit n~mlich die Koordinaten der Endpnnkte 
jener Differentiale 2 + dj  I, 2 + dj~, - -  2 + djs nennen, so folgt aus der 
Gleichung der Fs, welche in der fraglichen Eeke einen Knotenpunkt auf- 
weisS, naeh leiehfcr Reehnung: 

(dj ,  + dj ,  + djs) ~ --  4dj~ . d~2 = O. 

Nun entspric3~ dem Punkte (2 + dj~, '2 + dj~, --  2 "Jr" djs) 
u ,  v,  w der Punk~: 

ds  + aj~ a j ,  + d j,  
~t = d j s  _ _  d j  , V =  a j ,  _ d j l  , w --~ l , 

im Raume der 

woraus sieh umgekehrt ergibt: 

dj,  :d j~:  d j  s = ( u +  1) (v-- 1) : (u--  1) (v+ 1): (u+  1) (v+ 1). 

Die Einh-agung dieser Werte in die zwisehcu den Differentialen bestehende 
Relation ergib~ als Gleiehung der C~: 

5u v + + - 4 u v  - 2 u  - 2 v  - 3 = o .  ++ 
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Die hierdurch dargestellte Kurve verl~uft ganz im Bereiche 

- 1 _ < ~ = < + 1 ,  - l _ _ < v < _ +  1 

und hat die in Fig. 37 dargesbl lb  Gestalt. Der stiirker ausgezogene 
Tell der Kurve kommt bei tier Abbildung unserer Tetraederecke zur Be- 
nutzung. Indem man sich der in Bede stehenden Ecke jetzt in allen 
Richtungen yore Tetraeder aus ann:~her~, finder man als Abbild der Ecke 
den in Fig. 36 schraffierbn der Ebene w = 1 angehSrigen dreieckigen Bereich. 

f 
v-_A.~ 

__f 
/ 

o,o, u 

c:~,2 

Fig. 37. Pig. 38. 

Fiir die beiden Eeken ( 2 , -  2, 2) and (--2,  2, 2) komm~ man selbsb 
vorst~dlich zu ga.nz analogen Ergebnissen. Die Abbilder der drei Eeken 
sind in Fig. 38 zusammengestellt; es handelt sieh urn die drei, in den 
Ebenen u -~  1, v = 1, w = 1 gelegenen sehrafiierten dreieckigen Bereiche, 
welche yon je zwei Geraden und je einer Kurve vierbr 0rdnung begrenz~ 
sin& Die oben in der Ebene w = 1 speziell be~raehbb Kurve ist in der 
Figur durch C4." bezeichnet. 

Es restiert die Abbildung des Fl~chensttickes dr i tbr  0rdnung, welches 
das j-Tetraeder~ neben den vier ebenen Dreiecken, berandet. Die Glei- 
chung des Abbildes ira Raume der u, v, w gewinnt man dutch Elimination 
yon Jl, J2, Ja aus den vier Gleichungen: 

~ W s 1 6 3  + 4  ' s 1 6 3  + 4  , s163  +~-, 

Die e~was umst~ndliche Reehnung liefert als Resultat: 

{ ( ~ = - = - ~ -  =)~+ 2 (~+ t)(~+ i) (w+ ~) (~  + ~ + ~ = - l )  
- 4 ( ~ + ~ = + ~ w ) -  s~vw} ~= 4{ (~+ 1) (~+ 1) (=+ t) } 

. (i-.) (i--~) (i-w). 
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Fiir w = 1 wird die rechte Seite dieser Gleichung O, die linl~e aber liefer~ 
das Quadrat der linken Sei~e der oben fiir die C~" ausgerechne~en Glei- 
chung. Die iron Raume der u, v, w gewonnene Fi~ berahr~ die drei 

t U Ebenen u = 1, v = 1, w = 1 l~mgs der Kurven C~, C~, C~ . Ein in diese 
drei Kurven eingesp~nntes Stiick der Fl~ gew~n~en wir als gesuch~es 
Abbild des Flichenstiicks F s. 

Endlich beach~e man noch, dat~ die Symmetrieebenen ji =j~,  j~ ~-Js, 
Ja----Jl sieh bezw. iibertragen auf die Ebenen u = v, v = w ,  w = u, welche 
gleichfalls den Charakter yon Symmetrieebenen beIrommen. Auch fiber- 
lege man noch, wie sick die vorhin sehon besprochene Ungleichung 
Jl ___J2, Jl :>Ja auf die u, v, w iibertriigr WL ~ finden als Sehlul~ergebnis: 

Das j-Tetraeder iibertr~gt sich auf  ein Tetraeder im 17~ume der u, v, w; 
und zwar liefert die Seite Fs des ersten Te t r~d~s  die Seite F ~  des zweiten, 
die ~ (2, 2 , -  2), (2 , - -2 ,  2) u ~  (--2,  2, 2) des j-r~t~aede~s g e ~  i,~ 
die drei ebenen Seitenfliichen des neuen Yetraeders iiber, die drei ebenen 
Beitenfl~en des j-Tetraeders ergeben die drei geradlinigen Kanten des 
zweiten Tetraeders, endlich ziehen sich die drei "in der JF~cke (2, 2~ 2) zusam- 
mentaufenden Kanten auf die Ecke u = v = w ~-1 zusammen. Ffir die 
Darstellung unseres Kontinuums algebraischer Gebflde abet gilt: Wit  
stellen das fragliche ~ontinuum gerade ersc~ fend  dar, indem wit  aus 

gewonnenen .Bereiche dasjenige, ein 2 ~ r  bildende, Drittel aus- 
sondern, welches den Ungleichungen u ~ v, u ~ w entspricht. 

~Vir haben nunmehr die Abbildung des hexaedrischen D B  der auto- 
mort)hen Modulgrupt)e auf das eben zuletzt gewonnene, den Ungleiehungen 
u ~ v, u ~_~ w entsprechende Pen~eder n~her zu untersuchen uncl beg~nnen 
in iiblicher Weise rnit der B e t a ~ c h ~  der Oberfl~chen beider Bereiche. 

In dieser Hinsicht konstatieren wir zun~chst," dab die Seitenfl~he F n 
des Hexaeders auf die P12 des Pentaeders eineindeutig s~etig bezogen isk 
Dies ergibt sich unmit~elbar aus dem oben bereib bewiesenen Funda- 
mentalt~heoreme ffir die Gebilde der Signah~r (1, 1 i c~). Zu bemerken 
ist hierbei nut, dat~ das Kreisbogendreieck e/%'e~" der positiven z-Halb- 
ebene, welches uns die Grtmdlage ~ die invariante Darstellung des 
KontSnunms der algebraischen Gebilcle abg~,&, bei der oben vorgeschriebenen 
Auswahl der Hauptfunktion z gegenw~r~ig unendlich klein wird. Damit 
das Dreieck endlich ausgedehnt bleibt, hat man die reelle ~-Achse auf die 
Periphexie eines Kreises der z-Ebene mit endtichem Radius abzubilden und 
mu~ alsdann diesen Kreis beim l~bergange zum parabolischen Grenzfa!le 
auf einen Punk~ zusammenziehen. 

Man n~here sich jetzt einem t ~ m ~  dex Sei~f l~iche ~-~ 0 des Hexa. 
eders an, und zwar tangential zu dieser Fl~i~he, falls es sich um einen 
Kantenpun~ x ~ O ,  t ~ O  handeh~ soUt~ Hier wird ]imj,~ ~r |i~r{jb~---O~. 
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WKh]ten wir somi~ den D.B der Gruppe als Parallelogramm des Zentrums 
es" ~ so werden Lm Grenzfalle die P u n l ~  e~, e~" an zwei gei~ennte Stelten 
der Ellipse rficken. Da die Gruppe T schlieBlich nur noeh aus der 
Iden~itgt; besteht, so wird im Grenzfalle die g-Ebene mit der z-Ebene 
identisch sein, und also folgt j ,  -~ 2, J2 = 2, d. h. wir gelangen za einem 
Kantenpunld~ des j-Tetraeders, der einer der drei yon der Ecke (2, 2, 2)  

ausziehenden Kant~n angehSrL Abet beim ~'bergange zum Raume der 
u, v, w ziehen sich diese Kanten auf die Ecke u = v = w -~ 1 zusammen. 
Die Folge is~, dab sich bei der Abbitdung des Hexaeders auf das Penta- 
eder die Seitenfl~che t -~  0 des ersteren auf den Eckpunkt u = v = w = 1 
des let~teren zusammenzieht. 

Wir  haben nun am Hexaeder noch vier weitere Seitenfliichen~ n:s 
lich zwei Dreiecke, welche auf den ~'~: 

x y  - -  2 z t  = O, z x -  2 y t  = 0 

gelegen sind, und zwei Vierecke, den Ebenen x = y ,  z - ~  x angehSrig. 
Die beiden ersten Fliichen stehen koordiniert, und was yon der einen 
gilt, iibel~r'~gt sich sofort auf die andere; in demselben Sinne sind die 

beiden letzten F l~hen  ko- 
ordinlert. Wit  brauchen 
demnach yon jedem Paare 
nur eine Fl~r in Betracht 
zu ziehen. 

Gehen wir erstlich zum 
Dreieck der Fliiche 

x y  - -  2 z t  = O, 

so haben wit mit den D.B 
der in Fig. 39 angegebenen 
symmetrischen Gestalt zu 
tun~ Bei der Abbildung 
auf die z-Ebene werden die 

�9 I l Punkte e I , e~, e s a u f  einen 
zur reeUen z-Achse ortho- 
gonalen Halbkreis riicken, 
und zwar tiegt auf diesem 

ms. ss. Halbkreise e s" zwischen e 1' 
und e~: Wit  haben somit 

Jl ~ 2, j~ = 2~ j~ = -  2 und gelangen im Ir tier u~ v, w zur Seitem 
~ e  ~w ~ 1 des Pentaedexs, writhe die C~sf~t eines ebenen Dreiecks 

Man muff nan ff~- die~ beiden solchergestalt m Korrespondauz gesetzten 
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dreieckigen Fl~ehen ein besonderes Fundament~ltheorem aufst~en, was 
in der fiblichen Weise geschie-h~. Eine ers~e Seite ha~ das Hexaeder- 
dreieck mi~ der /~'~ der parabolischen Gebilde gemein. Diese Sei~e is~ 
wie wir berei~s wissen, ste~ig eindeu~g ~uf die yon der C~" gelieferten 
Seite des anderen D.reiecks bezogen. A ls zwei~e Seite ersteren Dreiecks 
reihen wh" hieran die dutch x - ~ y  gegebene. Hier haben wir j~-~j~, so 
dab der 1)B der Fig. 39 als neue Symme~riekreise diejenigen gewinn~ 
welche die imagin~re ~-Achse bei ~ = • ~, & h. an den S~ellen e~, e~', 
under 45 o schneiden. Da die neue Symme~ie bei Abbildung auf die 
z-Ebene erhalten bleibt, so werden in der z-tIalbebene die Abst;~nde e~'a~" 
unel ~'e s' im Sinne der projel~iven Ma~bes~immung einander gleicl~ Wir 
gelangen somit zur Geraden u = v, d. i. zur zweit~n Sei~e des Dreiecks 
in der Ebene w = 1. Fiir lira t = 0 werden wir dabei notwendig zur 
Ecke u -~  v ~-1 gef~ihr~; wir finden daraufhin in iiblicher SchluBweise, 
dal~ die beiden in Rede stehenden Seiten eineindeutig s~tig aufeinander 
bezogen sind. 

E~was mehr Umst~ude verursacht das le~zte Seitenpaar unserer beiden 
I)reiecke. N~hern wit uns auf dem Hexaederdreieck der Seite x = 0, so 
gewinnen wir zyklische hyperbolische (]rappen der Invarian~e 3"~; und 
z~ar sind die Wer~e j~ = 2 bis j~ = + ~ st&ig auf die Punk~ jener 
Seite yore Endpunkt y = ~ beginnend his zum andern Endpunkte bezogen. 
Diese zyklischen hyperbolischen (]ruppen ffihren nun in der z-Halbebene 
auf Dreiecke, bei denen, wie Fig. 40 
zeig~, der Punk~ e I' auf die reelle 
Achse rficlrk Verschiebt man e 1' 

�9 g 

bei fes~gehal~enen Punkten es, e~ 
l~[ugs des Segmentes a b der reellen 
~-Achse etwa im Sinne des Pfeiles, 
so bleib~ ersflich das algebraische 
Gebflde unver's andrerseits 
beschreibt hierbei, wie die n~ihere 

e; b 

f 

Fig. 40 

Un~ersuchung zeig~, der Punkt (JI, J~,J3) in dem das j-T&raeder be- 
gren~mde Dreieck j~ = 2 ein bestimmt~s unter den in Fig. 34 dargest~llt~n 
Hyperbels~c-ken yon der Ecke ( 2 , -  2 ,2)  zur Ecke (2 ,2 , - -2) .  Der 
Parameter dieser ttyperbelschaa- ist u, und es sind (Fundamen~iEheorem 
der zyklischen hyperbolischen Gruppen) die bier in Betracht kommenden 
Parame~erwer~e yon u ~ - 0  his u =  t st~ig eindeu~ig auf die Wer~e j ~ = 2  
bis j ,  ~- c~ bezogen. Ffir unsere in Beh~ch~ kommende Seite xy -- 2 zt ~-0 
des Hexaeders lieg~ nun in Fig. 40 der Punk~ e~" allemal an der S~elle b, 
el. h. es handel~ sick, den unterschiedenen Wert~n j~ entsprechend~ nw. 
die in der S e i ~ f l ~ h e  Jl = 2 des j-Teta~eders an der E~ke (2~ 2~--2)  ~ 
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er r ich~hm Wegdifferen~iale. Letz~re abet bezogen wit  oben bereits auf die 
Pnnk~e der dutch v =-1, w = 1 gegebenen Kante des Teta'aeders der Pig. 38. 

Hiernach shad in der Tat die beiden noch fehlenden Seiten unserer 
beiden dreieckigen Bereiche eineindeutig stetig einander zugeordne~, und 
wit  beweisen in iiblicher Weise die gleiche Ar~ der.Beziehung f'tir diese 
g e r m a n  Bereiche. 

In ga.nz analoger Art  zeig~ man, dab sich die auf der Fl~iche zweiten 
Grades z x - - 2 y t = O  gelegene Sei~nfi~che des Hexaeders eineindeutig 
s~ t ig  auf diejenige dreieckige Seitenfl~he des Pentaeders iibertr~igt, welche 
der Ebene v = 1 angehSrt. 

Es restieren endlich noch die beiden viereckigen Grenzfl~ichen des 
Hexaeders, welche in den Ebenen x = y  bezw. z = x gelegen sind. Be- 
~ n n e n  wir mit  der ersteren Fl~iche, so zieht sieh die der Ebene t = 0 
angehSrende Seite im Raume der u, v, w,  wie wir berei~ wissen, auf 
den Eekpunkt  u = v = w = 1 des Pen~eders  zusammen. Aueh das Ab- 
bfld der dutch x y -  2zt  = 0, x - - y  = 0 dargesf~llten zweiten Seite haben 
wit  sehon aufgefunden; es ist die Gerade u = v, w = 1 in ihrem Verlauf 
yon der Ecke u = v = 1 his zur Kurve C~". Endlieh ergibt sieh als 
Abbfld der dutch x = y auf der F~ ausgesehnittenen Seite des Vierecks 
die entsspreehend dutch u = v auf der FI~ ausgesehnit-f, ene Kurve, und zwsr 
yon tier C~" aus bis zum Punkte u = v = w der 21,- Dies folgt aus der 
oben bereits festges~llten Beziehung tier F s auf die ~'l~- 

Neu festzusf, ellen isis hier nur das Abbfld der Seif, e x = y = z. Es 
ist yon vornherein selbstvers~ndlich, dab sieh dieselbe auf die Gerade 
u ' = v  = w ~iberh-Rg~; and es hat keine SehwierigkeiL fiir die hier in 
Betradat kommenden linearen Kontiana ein spezielles Fundamenf~heorem 
zu beweisen. Dem einen Endpunkte  der Seite x = y = z, welehe der Fs 
angehSr~, entsprieht der auf der ~ ,  gelegene Endpunkt  der Seite 
s t =  v =-w;  tier andere, auf t----0 gelegene, Endpunkt  hefex4 den End- 
pank~ u = v = w = l .  

Da sieh allgemein die Symmetrieen yon der ~-Ebene auf  die z-Ebene 
iibert'mgen, so folgt aus x = y  notwendig u = v. Das unser Hexaeder 
begrenzende, in die vier besproehenen Sei~n eingespannte ebene Viereck 
wird somit sein Abbfld in tier Ebene u = v finden. Auf Grund der sehon 
gewonnenen Fesf~tellungen erhalten wit  durch iibhche Fortsetzung der 
Konfinuif~f~sbeh-achtung als Abbild jenes Viereeks ein der Ebene u = v 
augehSrendes Dreieek, das in die Seiten w = t ,  u = v = w und in eine 
dri~e auf  der ~'x~ gelegene Seite eingespannt ist. 

Die viereckige der Ebene z = x angehSrige GrenzflKche des Hexaeders 
~ b e r L ~  sich entspreehend auf das in der Ebene w = ~ gelegene Dreieck~ 
welches das Pentaeder begrenz~ 
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Gehen wir jetzt auf das iiberall geschlossene Kontinuum der Grenz- 
gebflde zurfick, das wit oben den gesamten Oberfl~chenpunk~n des 
hexaedrischen D B der au~morphen Modulgruppe zugeordnet fanden, so 
bleibt nut noch eine Bemerkung iibrig betreffs derjenigen Gruppen 
(0, 3; c~, c~) sowie derjenigen zyklischen hyperbolischen Gruppen, wetche 
wir bei AnnKherung an die Kanh~ x = 0, t = 0 aus dem Innern des D B  
auh~fen. Nun liefern die Gruppen (0, 3; or, oo) algebraische Gebilde 
mit p = 0; sie gehen aus den Riemann~hen Fliichen des Geschlechtes 
p = 1 hervor, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammenriicken und eine 
Trennung der beiden BlOtter an der Koinzidenzstelle eintritt, wobei dann 
die beiden Narben den parabolischen Spitzen des Polygons entsprechen. 
In nnserem Falle werden die beiden Punkte e2' , e~" koinzidieren, so dab 
wit Jl = 2, j~ = ~j~  gewinnen. Wir gelangen somit zu der dutch diese 
Gleichungen dargestellten Kante des j-Tetraeders und damit zur Ecke 
u = 0, v = 1, w = 1 im Raume der u, v, w. DaB andrerseits die hyper- 
bolischen zyklischen Gruppen im letzteren Raume ihren Ort auf der Kante 
v = 1, w = 1 fanden, steUten wit bereits lest. 

Indem wit die Ergebnisse zusammenfassen, haben wir folgenden Satz 
gewonnen: Das iiberall geschZossene Kontinuum der Grenzgebilde~ welches 
wit der Oberfliiche des hexaedrischen D B der automorphen Modutgrulxj?e 
bei der Signatur ( i ,  1) zugeordnet fanden, iibertriigt diese Oberfliiche stetig 
auf die rings geschlossene Oberfliiche des im ~ u m e  der u, v, w eingegrenzten 
pentaedrischen Bereiches. 

}tiermit is~ der G rund flit die Durchflihrang der schlieBlichen Kon- 
tinuitiitsbetrachlung geleg~. Wir erfiillen das Hexaeder dutch eine Schar 
ausreichend nahe zueinander verlaufender Fl~chen nnd untersuchen auf 
Grand des Stetigkeits- and des Unit~tssatzes deren Abbildung auf das 
Pentaederinnere. Es ergibt sich, dab das Hexaederinnere eineindeut;ig 
stetig auf das !nnere des Pentaeders bezogen ist: Auf  jeder t~iemannschen 
zweibl~ittrigen Fliiche mit sechs zur reellen Achse ~aarweise symmetrisc~en 
Ferzweigungs~unkten existiert eine u~M im wesentlichen auch nut eine poly- 
mor~he Funktion ~= f(z), welche die zerschnittene Ft~he auf ein ortho- 
symmetrisches HauptkreisTolygon vom CharaCter (1, 1) abb//de~. --  

IV. Die  Grenzkreisgebflde des Charakters ~ .~_ 0, n ~ 4 .  

Unter den Gebflden d~  C h _ ~ r s  (0, 4) soUen bier nur diejenigen 
mit Grenzkreis be~achtet werden. Ein paar hngaben tiber die hierbei 
eintretenden Erzeugenden der automorphen Modnl~ppe  sind in A. F. I, 
pag. 395 gemacht. Wit wel~ien die fraglichen Formeln unten auf einem 
neuen W ege wieder finden: 

Mathematische An~alen. ~ ~2 
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D_B der a u t o m o r p h e n  Modu lg ruppe  bei p = 0, n = 4. 

Die gesam~e Ga~ung der Grenzkreisgebilde yore Charak~er (0, 4) 
zerf'~llt in unendlich vide Familien, deren einzelne dutch ihre Signatur 
(0, 4; 11, l~, l~, l~) eindeutig bestimmt ist. Signaturen, die sich nur dutch 
die Reihenfolge der Zahlen t unterseheiden, liefern ein and dieselbe Familie. 
Die elnzelne Familie bfldet ein zweidimensionales Kontinuum automorpher 
6ebflde. Zur invariauten Darstellung dienen die Moduln: 

Jl, J~, j~, J,, J ~ = j ~ . ,  j ~ - ~ j ~ ,  j~ ,  j~,. 

Von diesen Moduln haben die ersten vier bei dem einzelnen Kon- 
finuum die festen Wefts: 

j ,  = 2 cos  ~, 

Wit wollen aus ihnen die 

u = j~j~ + s  

welehe Zahlen 
u = 0 ,  v = 0 ,  

7g 

j~ = 2 cos  -~T' " " "' s = 2 c o s  ~- 

drei Ausdriicke hers4ellen: 

v = s  + s 1 6 3  ~ = s 1 6 3  + s163 
des In~rvalles 0 ~ u, v, w ~ 8 sin& Die drei Werte 

w ~- 0 ~reten bei der Signatur (0, 4; 2, 2, 2, l~) ein. In 
diesem Fatle mul~/~ > 2 sein. Is~ ~4 = 2m4 eine gerade Zahl, so kommen 
wit zu dem berei~ unter/_II behandelten Gruppen~ deren jede eine aus- 
gezeichnete Untergruppe des Index 2 yon der Signatur (1~ 1; m~) enth~.  
Die bier zu erwartenden En~wieklungen wird man dernnach in manchem 
Bet~eh~ als VeraUgemeinerungen derjenigen under III anzusehen haben. 
Der ent~gegengese~e Extremfall~ ~ nKmlich u = 8, v = 8~ w -~ 8 zu~riff't, 
w:~rd yon der Signatur (0~ 3; c% c% c~ oo) geliefer~. 

Aus den ~varianten Jl, J~, J3, J~ wollen wit gleieh aueh noch die 
Verbindung: 

herstellen. Der Zahlwert yon J ist im Intervall -- 3 ~ J ~ 28 enthalten. 
Die u n i t e  Grenze wird bei der Signahn- (0,4; 2 , 2 , 2 ,  3)erreicht,  die 
obere bei (0, 4; ~ ,  c~, ~ ,  cx)). 

Zwischen den vier weiteren Modula j~,, jlz, Jl,, J** mtissen zwei Re- 
la~onen bestehen, damit wit zu einem zweidimensionalen K(mtinuum 
kommem Diese Relationen lauten nach A. F. I,, pag. 394: 

Zur Ein~h.mng einer geomeh'ischen Spreehweise setzen wit: 

j!a : :]~ : j ~  : -- l = x ; y :~z : t 
und deu~en x, y~ z, t als homogene Rmmakoordin~en. Die I n v a r j ~  
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driieken wit vermSge der zwei~en eben angegebenen Relation in den 
x,  y,  z, t aus mad linden alsdunn fiir die ers~e jener Rela~ionen die neue 
Gestalt: 

- + t2(ux+vy+w ) + Jts- O. 

Diese eine noch bleibende Relation haben wit bei lest gegebe~en % v, w~ J 
als Fliiche dritter Ordnung E~ zu deu~en. In dem schon genannt~n Spezial- 
falle der Signatar (0, 4; 2, 2, 2, 2 m~) kommen wit auf die in III zugrtmde 
geleg~e Fliiche F 3 zariiek. 

Das Polygonkontinuum bei der einzelnen Signahn- (0, 4; l~, l~, ls, l~) 
ist zweidimensional und wurcle in der !qoh~ ,]Tber die h tde r  Theorie der 
automorphen Funktionen auf~retenden Polygonkon~iaua" (G/i~inger Nachr. 
1903, Hef~ 5) als ,einfach" zusammenh~gend erku~n~. Die chamkCe- 
ristischen Ungleichmagen sind bier j~ . ~ -  2, j~s < -  2, Jl~ < -- 2 oder 
in den x ,  y,  z, t geschrieben: 

x > 2t,  y ~> 2t,  z > 2t. 

Zur Darstelhmg des fi%gliehen Kon~inuums haben wir somi~ denjenigen 
Tell der 2'~ zu benu~zen, weleher dem dutch die vier Ebenen: 

x - -  2t---- O, y -- 2 t  = O, z - - 2 t = 0 ,  t = 0  

eingegrenzten Te~raeder angehSr~. 
Um den Verlauf der F a imaerhalb dieses Tetraeders zu erkennen~ 

setzen wir fiir einen Augenblick t = 1 und deuten tier gr51~eren &nsehaulich- 
keit wegen x~ y, z als recht~winklige Koordinaten. Man schneide die .Fa 
mit einer Horizontalebene z ~ - 2 k ,  wo k ~ 1 gew~lt  werde. Der Schnitt 
ist die Hyperbel: 

x ~ -  2 k x y  + y~ + ux  + vy + ( 4 k ~ + 2 k w + J )  = 0 

mi~ den Mittelpun~skoordinaten: 

u + vk v + u/~ 
xo = u(/'--i)' Yo = 2(k~__l) 

und den (lurch: 

gegebenen Asymp~otem-ieh~tmge~ Einer der beiden Zweige diesex Hyperbel 
gehSrt dem fir  mas in Betraeht kommenden Quadra~hm x > 2, y > 2 
der gew~hlten ttorizon~alebene an. Fib lira k---- 1 zieh~ sich dieser Zweig 
auf den unendlich icemen Punk~ der Winkel.halbierenden .x----y zasammen. 
Die Asympb~enriohtangen koinzidieren ~ir lira k = 1 mit dieser Rich~tmg 
x = y. Wiiehs~ ]~ yon 1 bis r so eafferaen sich die Asymp~ohmrich- 
tmagen mehr und mehr voneinander und werden schlieBlich ffir lira k = ao 
die Richtungen der Achsen tier x land .y. 

Dureh For~se~zang die~r elemea~ren Betraeh0mg sCellt man u a ~  
R~ckkehr zur projel~iven 8prechweise folgendes Ergebnis lest: D/~ ~ e . F s ,  

32.  
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el. h. tier uns intere~,~rerMe Teil d~rsetben, welcher dem dutch die Ebene~ 
x ~ 2t,  y = 2t, z = 2t, t -~  0 e i n g e g r e ~  Tetraeder angehSrt, ist ein 
einfach zusammen~ngendes, in den th~nd der Tetraederseite t = O  ein- 
ges_panntes F l i i c h e n s t i i ~ ,  welches i~brigens sackartig in das ]nnere des 
T~raeders h i n e i ~ g t .  Die dutch die Kante ~ = O, t = 0 hindurchzalegen- 
de~ ~t)ene~ z -  2k t  = 0 schneiden die ~s aufler in jener Kante noch in 
Kurven des 2 TM Grades, writhe sich fiir lira k = 1 auf  den l~unkt x = y ,  
z = t = 0 zusammenziehen und fi~r lira k = o~ in alas Geraden~aar x . y  = 0 
ausar~ .  ~atsl~rechendes gilt natiirlich fiir die ~benen x -  2k t  = 0 und 
y - -  2 k t - ~ O .  

Ehe wit auf der F s den D B der antomorphen Modulgruppe auf- 
suchen~ sei folgende Be~racht-ang eingeschal~eh Under den vier ganzen 
Zahlen/i seien ersflich keine zwei einander gleich. Stellt alsdann(/l"~/~,/3, l~ ~) 
eine beliebige Permutation der (11, l~, l~, l~) dar, so wird die Signatur 
(0, 4; /I, 12, ls, l~O zwar, a]lgemein zu reden, neue Polygone liefern; aber 
dieselben kiinnen durch Transformation auf die oben bevorzugten Polygone 
zurfickge~i_hr~ werden (of. A. F. I~ pag. 301) und liefern demnach dieselben 
automorphen Gebflde. Sin(t, wie einstweflen angenommen wurde, die 
/i, l~, ls, l~ durchaus voneinander verschieden, so gilt dasselbe yon u, v, w. 
Gegenfiber den 24 Permut;ationen der l~ erfahren die u, v, w itrre sechs 
Permu~ationen. Wit werden somit bier zu sechs verschiedenen Fl~chen F s 
gefiihr~, deren Gleichungen durch Permu~ationen der u, v, w auseinander 
hervorgehen, und die sorest selbst durch wiederhol~e Spiegelung an den 
Ebenen y-~-z, z-----x, x ~-y aus einer under ihnerr herges~ellt werden 
kSnnem Jede unter diesen sechs Fl~ic/~n ist ebenso gut wie jede andere 
zur Darstellung des t)olygonkontinuums geeignet; sie werden durch die oben 
erw~ihnten Modultransformationen ineinander iibergefiihrt. Bei dieser Sach- 
lage werden wir an der oben ausgesuchCen F 3 festhal~en. 

Besonderhei~en liegen vor, wenn zwei oder gar drei under den Zahlen 
l~, 4 ,  ts, l, einander gleich werden. Im ersteren Falle sind zwei unter 
den u, v, w einander gleich, im le~eren sogar alle drei. Wir haben 
emt~prechend nut drei verschiedene Fl'~hen ~s oder gar nut eine einzige ~s. 
Dies hat zur ~'olge, daft in den fragliehen besonderen ~' i iY~ die automor~hen 
M ~ ~ o p e n  ~ u n g e n  dutch Spiegelungen gestatten, denen alsda/an 
~ e c h e n d ~  Y ~ k ~ e r u n g e n  d~r JOB parallel gehen. Wit kommen darauf 
unte~ ~-urii~. 

Eine wei~ere Bemer-kung erforder~ die oben befol~e unsymmetrische 
B e ~ u n g  der vier Invariantmn j~ ,  Jxa, J~a, J~- Halten wL ~ an der An- 
ordnung (/~, 4, ~, l~) fes~, so sind doch die Invarian~en j~ und j~  vSllig 
koordinie~. S~aY~ also j~  zu eliminieren, kii-~en w:~r auch mi~ Jxs so 
Vex~ah~ Wit haben at~a~m zu schreiben: 
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A~ :J~ :A, : -- 1 = x':  y ' :  z': t" 

mad linden, wie man sofort feststeUt: 

- x'y'z" + + Jt' = O. 

Wh" gelangen sorer zu derselben Fliiche F s wie vorhin; alas oben dutch 
den Punk4 (x, y, z,  t) dargestellte Polygon wird jetzt durch (x, y', z ,  t ' )  
geliefert; und es gilt, wie man leieht aus tier zweiten Relation zwischen 
den Invarian~en J l s , " "  abliest: 

J :  y" : z': t ' =  x t  : ( x z - - y t - - v t  ~) : z t"  t ~. 

Dutch diese Transformation mut~ somit unsere F s in sieh selbst fiber- 
gefiihr~ werden, was man in der Tat durch direlr~e Reehnung leieht be- 
weisk Die geometrische Bedeutung der fraglichen Transformation ist die, 
daft sie eine symmetrische Umformung der F a in sich ist, deren Symme~rie- 
oder ~bergangslinie auf  der F s dutch die Fliiche zweiten Grad~:  

x z  --  2 y t -  v t ~ -  0 

ausgeschnitten wird. Diese Fr~he heit~e F . ,  die Symmeh4elinie Co und 
die symmetrische Umi'ormung selbst werde dutch das Symbol V bezeichne~. 

Z': t ' ~  : Aus der analytisehen Gestalt yon V folg~ x': x z : t .  Je zwei 
einander dutch V zageordnete Punkte liegen hiernach mit  der T e t r ~ e c k e  
x = z = t ~ - 0  auf  einer Geraden. Beachtet man~ dab diese Ecke selbst 
der ~'a angehSrt, and dab somit jeder yon ihr ausziehende Strahl die ~'s 
entweder gar nicht odex in zwei weReren Punkten schneider, so ist die 
Transformation V, welche diese beiden Punkte permu~iert, in ~hrer ein- 
fachs~n Bedeutung erkann~. Zugleich erkennen wi t  in C~ den geometrischen 
Oft aller t~riihrungspunkte der yon der fraglichen Tetraederecke an die Fs 
laufenden Tangenten. Se~zen wit wie oben t = 1 und deutaa die x,  y,  z 
als rech~winklige Koordinaten, so handelt es sich um die zur y-hchse 
parallelen Tangenten. Zieht man die hyperbolischen Horizontalschni~te der 
F s mR den Ebenen z----2k wieder herau, so gewinnt man leicht weitere 
Aufsehlfisse fiber den Verlauf yon C.. Insbesondere erinnere man sich 
des Grenzfibergangs lira k ~- 1, wo sieh die Hyperbel auf den unendlich 
fernen Punk~ der Winkelha!bierenden x = y zusar-menziehk Unter Riic-k- 
kehr zur projek~iven Dars~eUung finden wir: D/e C~ ist dne//bet  d ie /v  s 
hinziehende I~urve, welche den Mittelpunkt x ~ y der .TetraeeL~'kante z-~O,  
t -~  0 mit  dem Mittellyankte y - ~  z der Kante x = O, t = 0 verbindet. 

Wit  gehen nun gleich noah einen Schri~t wei~er: V ist e/he un)~" 
drei "koordiniert stehenden symmetrischen Umformu~gen der F a in sich: 

x ' :  : z ' :  --- : 

�9 ) -  x :  : z" : x t  : y t  : y - - z t - - w t  ~ . t~ 
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yon deuen o f f ~  ga~z entaprechende .Bemvrkungen gelten wie yon V.  Die 
Ubergangslinien C,,  C,,, C~, werden auf der ~ dutch die drei Fliichen 
zweiten Grades: 

(F.) 

(P.) 
ausgeschnltten. 

y z  - -  2 x t  - -  u t  ~ ~ O, 

z x  - -  2 y t  - -  v t  ~ -=- O, 

x y - i  2 z t  - - w t  ~ ~ 0 

Die drei Kurven C~, Co, C~ grenzen auf der Fa einen 
Bereieh ein, yon dem Fig. 41 ein schematisches Bi]d liefert: ~s  handdt 
sich um einen dreieckigen l~ereich, und zwar ragt dieser Bereich rail 
seinen drei Ecken an die Ebene l =  0 heran, welche er in den Mit teL 
~punkten der Tetraederkarden erreicht. Wir werden diesen Bereich alsbald 
yon anderer Sei~e her wieder l i n d e n . -  

Auf Grundlage der vorstehenden Ergebnisse gehen wit jetzt daran, 
den D B  der automorphen Modulgrupl~e auf cler einzelnen F 3 auszusondern. 

e~ 

Fig. 4L 

e~ 

Fig. 42. 

Nach allgemeinen Prinzipien soll uns hierzu die Theorie der Normal- 
polygone wieder die Grundlage lieferzL Zufolge A. F. I, pag. 263 ist das 
Normalpolygon bei der Gat~ung p ~-0, n ~ 4 im allgemeinen ein Zehn- 
eck mi~ vier festen Ecken und zwei Zyklen zuf~illiger Ecken. Die Gestalt 
des Zehnecks ist in Fig. 42 gegeben; doch kSnn~e es auch sein, dab die 
hyperboliscJae Erzeu.gende V~ die Ecken el, e~ yon e~, e s trennk Bewegen 
wit j e s t  das Polygonzen~mn C so, dab das Polygon gerade in Begriff 
steht die Eeke e 1 zu verlassen, so haben sieh die dutch It1 einander zu- 
gewiesenen Selden auf Punkte zusammengezogen, mad das Polygon hat 
die Gestalt des in Fig. 43 (folg. Seite) skizzierten Aeh~eeks angenommen. 
C lieg~ nun auf dem Mit~ellote dot Verbindungsgeraden e~e I' bezw. ~-r 
/~ ~ c~ auf einem Lot~ zu dieser Geraden. Man bewege jetzt C auf 
diesem Lo~e wei~er, bis das Polygon im Begriffe s~eht, die PunkCe el, el ~ 
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zu verlassen. In diesem /tugonblick haben sieh die dureh V 5 einander 
zugeordneten Seiten auf Punkte zusammevgezogen, mad das Polygon izt 
zum Seehseek der Fig. ~! geworden. 

Man kSnnte an der Allgemeing~figkeit der vorstehenden ]~berlegung 
zweifeln und ga~s~iehlieh gibg es aueh F~lle, in denen die Herstellung 
eines Normalsechseeks bezeiehneter Art au~ dem vorgesehriebenen Wege 

e2 

% 
Fig.  43. ]Pig. 44. 

nicht durchffihrbar ist. Urn eine einwurfsfreie Uberlegung zu begrfinden, 
kntipfen wit an die Ausartung der Normalpolygone an, welehe man ge- 
winnt, falls das Zen~rum C in den Punkt e t bineinr+ickt. Man gelaugt 
so zu einem Ne~ze yon Bereichen, deren einzelner aus It (also im FaUe 
einer parabolischen Substitution V 1 aus unendlich vielen) .DB der Gruppe 
besteht. Zufolge des ,Reziprozit~tssatzes" der Normalpolygone umfal~ der 
zu e t gehSrige Bereich alle die Pnnkte, welche als Zentren C gew~.h!t 
Normalpolygone liefera, die eben an diesen Punkt e a heranreichen. Dot 
fragliche Bereich teilt insofern die Gestalt der Normalpolygone, als er 
geradlinig begrenzt ist und dreigliedrige zuf~lige Ecken mig konkaven 
Winkeln auf~eist. 

W~:~alen wit nun einen solchen dreigliedrigen Eckpunkt zum Zentrum C, 
so mug da~ zugeh6rige Normalpolygon an die drei zugeh6rigen Punkte 

p i t  ea, at, et heranreichen uncl ein Sechseck darstellen. Abet man hat die 
zwei F ~ e  zu un~erscheiden, dal~ die ReJ.hen- 
folge der Eeken az, e+ .l gs des Seehseck- 
umfanges sowohl die in Fig. 44 gewSMte, 
~!~ aueh die entgegengesetz~ sein kant. 

Wir legen nun erstE~eh die in Fig. 44 
gew~hlte Eckenauordnung zu Grunde, ver- 
binden das Zenirrum C geradlinig mit den 
sechs Ecken und ziehen das Dreieck e~, e~ e~ 
(of. Fig. 45). Die drei Geraden yon C naeh 
el, e(~ ea" sind bier einauder gleieh; 

e2 
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also sind die Dreiecke ele~C und ea'e~C einander kongruen~, desgleichen 
die Dreiecke el"e~C und ea"esC , sowie endlieh ea"e~C mid ele~C. Denkt 
man die mii Ce~, Cez, Ce~ aquivalenten Geraden in allen Sechseeken des 
!getr~es gezogen, zugleieh aber alle iibrigen Verbindungsgerade yon Punkten 
e forfgenommen, so res~iert die Ausartung des Polygonnetzes, welche wit 
oben dutch Versehiebung yon C in den Pnn~  e 1 erzieltelL Wit erkennen: 
Das fragliche ausgeartete Polygonnetz weis~ erstens ,,fes~e" mii e~, es, ea 
~iquivalente Ecken auf; alle weiteren Ecken sind mit dean Zenhaml C des 
Normalsechsecks iiquivalent. Daraus abet ergibt sich sofort: Bei tier 
einzdne~ Grwt~ P g~bt es stets ein und nut ein 2formalsechseck mit einem 
dreigliedrigen Zyldus fester ~cken el, el" , ea". 

Die bei dean ausgearteten Polygonne~ze an den ,zufglligen" Ecken 
auffxetendon drei Wintrel liegen in Fig. 45 als Wiukel zwischen den drei 
Geraden yon C nach e~, ea, e~ vor. Da diese Winkel hie konvex werden 
kSnnen, so merken wir als eine weitere Eigenschaft des 'lgormalsechsecks 
an, daft das Zentrum C notwendig & ~  Dreieck e~, e~, e~ angeh6rt. 

Die gegebene Entwicklung ist der Umkehrung f~hig: Jedes Sechseck, 
welches die bislang genannten Eigenschaften besi~zt, dessen Winkel an 
den Ecken e,, e3, e, bezw. dessen Winkelsumme am Zyklus e~, ea" , el" die 
vorgeschriebene GrSBe haben, ist ein Normalsectmeck unserer Art. Erst- 
lich n~mlich stellt es offenbar den ] )B  einer Gruppe der Signatur 
(0, 4; l l , - . . )  dar; zweitens abet liefert der Punkt C als Zentrum not. 
wendig gerade das vorgelegte Sechseck als Normalpolygon. Wir steUen 
somit jede Gruppe unseres ,,GTuppenkon~nuums" einmal und nur einmal 
dar, falls wir alle inkongruenten Sechsecke beschriebener Gestalt und 
zwar sowohl ~fiir die in Fig. 45 vorliegende A nordnung der Ecken e~, es, e, 
a]s far die entgegengesetzt~ zu]assen. 

Der D B  der au~omorphen Modulgruppe wird nun auf der F 3 dutch 
alle diejenigen Ponk~ dargesf~ll~, welche den vorbezeichneten Sechsecken 
korrespondieren. Um diesen D B einzugrenzen, mtissen w:~r die Grenzf/ille 
der Norm~]_sechsecke un~rsuchen und beginuen wieder mit der in Fig. 45 
zn Grunde gelegten Reihenfolge der Ecken e~, e~, e~. Wir gelangen nun 
za einem Grenzfalle, wenn das Zentrum C entweder auf eine der Seiten 
oder in eine der Ecken des Dreiecks e~ es et riickt. 

Man nehme ers~dich an, das Zentrtun C sei ein Pnnk~ tier Seit, e %e~, 
jedoch weder e~ noch e~ selbs~. In diesem Falle ist die Summe der 
beiden Winkel <):: e~Ce~, ~ e~Cea gleich ~ geworden; und da andrexseits: 

so sind ~e  beiden einander gleiohen Winkel <)~ e~'Ce~ u~d 2 X q"Oea 



Zum Kontinuit~tsbeweis i. d. Theorie der automox~hen Funkfionen. 505 

zu 0 geworden: Die Ecken e~', e~, e~" sind auf der absoluten Ellipse der 
Mafibestimmung zur Koinzidenz gekommen trod liefern zus~.mme~ mit e~ 
einen Zyklus 2arabolischer Spi~zen (cf. Fig. 46); die Gerade e~e, is~ zur 
Symmeh~ielinie geworden. Man wird ganz entsprechende lYberlegungen 
ffir den Fall durchfiihren, dat~ C auf eine der beiden anderen Seiten des 
Dreieeks e~e~e, riickt, indem wir zusammen~assen, erhalten wit das Re- 
sultat: Riickt C auf  eine der Seiten des Dreied's e~e~e~, jedoch nicht i~ 

e z 

~ig. 46. ~ig. 47. 

eine Ecke, so erhalten wir als Grenzgebilde dasjenige der Signatur (0, 3; 0% l~, l~) 
resp. (0, 3; l,, oo, 14) , (0, 3; l~, 13, c~). Die drei zugehSrigen P u n l ~  der 
F s werden wit wei~er tm~en angeben. 

Es rticke jetzt zwei~ens C in die Ecke e 3. Unter diesen Ums~nden 
nimmt das Seckseck die in Fig. 47 angegebene Oestal~ an. Wir haben 
bier noch das Dreieck el"e3e ~ abgetrenn~ and vermSge der Substitution V s 
verleg~. Der D B  der Gruppe erscheint jetz~ aus zwei ,,konjugierten Vier- 
ecken" ele, e~e 4 und el"ese3e ~" zusammengese~zt (cf. A. F. I, pag. 304). Das 
Besondere is~ abet bier, dab diese beiden Vierecke einander symmet~iseh 
sind; denn aus den allgemeinen Winkelrelationen am Zentrum C und der 
Ecke e~ des Sechsecks folger~ man hier sofor~: 

e~e~ = ~ ~'e~e~, ~ e~e.e, = ~ e~e~e:, 

woraus die Symme~rie beider Vierecke hervorgehk 

Die Kreisbogenvierecke rail den Winke]n ~ ~ = ~ in dieser 

Reiheafolge liefern nun, wie man sofort fests~llt, ein e/nd/mens/on~/.es 
Kontinuum. Um dieses Kontinuum invarian~ zu charak~risiere~ bemerk~ 
wit, dab die zu den PunkCen el, e~" gehSrenden Subst~tutionen: 

siad. Soll somit die Spiegelung ~ an der Seih~ ese ~ mxse ren / )~  in sicJa 
selbst ~ransformieren, so werden die dutch S ~ransformier~e~ Substitmtionen 

V, , V,- ' ,  V~-', V,, "-~ gIeich sein: 

.s~.s=v~-~L-,v,, s v ~ . v ~  -~, s v ~ s =  v~ -~, s v ,  s = v, r,-~ v, -,, 
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Hieraus ergib~ sich: 

Da = 1 . , ,d  L = L gil , so folg  

s(L v D s =  v.(L vD L 
V 8 und ~ V~ haben somi~, als ineinander ~ransformierbar, gleiche In- 

varian~en, d. h. es gi!~ j~, ~ J1~ und also zufolge der zweif~n Invarian~en- 
relation: 

Jl~J14 + 2 j ~  - -  v = O. 

In den homogenen Koordinaten geschrieben lautet diese Relation: 

xz  --  2 y t - -  vt  ~ = O, 

so dab die zu unserem linearen Gruppenkontinuum gehSrenden Plmkte 
der F a auf der oben eingefiihrten Kurve Co gelegen sind. 

Man zeigr nun leicht durch das iibliehe Schlu_6veffahren welter, da~ 
das lineare Kontinuum der symmetrischen Gebilde gerade eineindeutig auf  die 
C. bezogen ist. In der Tat hat unser Kontinuum zwei (~h'enzf~ille. Der 
erst~ wird erreicht, wenn e a und e~ oder (was im projek~iven Sinne auf 
dasselbe hinaus~uft) e 1 und e~ zu einem parabolischen Punk~ verschmelzen. 
Wii~len wir l e f t ,  re Alternative, so kommt in der Grenze das Gebilde 
(0, 3; o~, la, la) , das wit oben bereit~ ffir den Fall erreichten, dab C auf 
die Seife eae 4 riickh Ganz entsprechend finden wir als zweites Grenz- 
gebilde dasjenige der Signatur (0, 3; l~, la, oo), welches oben fiir ein auf 
der Geraden e~e s gelegenes Zentrum C eintrah I)er flrenzfibergang zum 
Gebflde (0, 3; oo, /8, 14) erfordert lim jl ~ = -  2, der zum Gebflde 
(0, 3; 4, l,, oo) abet lira s  ---- --  2. Im ersten Falle werden wir zu dem 
auf der Kante x = 0, t ~ 0 des Tet;raeders gelegenem Endpunkte yon Co 
gefiihrt, im zweiten Falle zum Endpunkie auf der Kant~ z = 0, t =  0. 

Fragen wit jetzt weiter, wie viele Kontinua symmetrischer Gebilde 
in unserem Gruppenkontinuum iiberhaupt entha]ien shad, so werden hiex- 
bei diejenigen Anordnungen der Punkte e, welche dttrch zykdische Permu- 
tationen ineinander tibergehen, als nich~ verschieden zu gelten haben. 
Unter den sechs restierenden Auordnungen werden d~.u~ noch je zwei 
solehe, die einander entgegengese~zt sind, wie (ea, e~, es~ e,) un4 (e~, es, e,, e~), 
ste~ zu ~eie-hen Konfinuis ffihren; in der Tat beach~e man, dab z. B. in 
Fig. 47 die h~ordnung e,, e~, e~, e a am ,konjugierten" Vierecke vorlieg~. 
Es bleiben somit ~m ganzen nut  tire5 Kon~inua symmetriseher Gebilde, 
~ e  den Anordnnngen: 

(ea, e~, ez, e~), (ea, e~, e,, e~), (ea, e,, e~, e~) 

korrespondieren. Zu diesen drei Kontinuis werden wir gefiihrt, ~falls d ~  
P~ygonzautmm (7 r e~ .  in die Eaken e~re~, e~ des I)reiecks ene~e 4 
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hineinriickt. A u f  der F a entsprechen diesen drei Kontinuis s y m ~ h e r  
Gebilde die drei Kurven C,, Cw, C,; das yon diesen Kurven eingegrenzte 
in Fig. 41 schraffierte Dreieck steer denjenigen Te~ des D B tier automorp~m 
Modubyrutrpe dar, welcher unseren N o r m a ] z e c ~  mit der in Fig. 45 
gew~dten Eckenanordnung esese ~ entspricht. 

Der Fall, daft die Reihenfolge der Pnn~b~ e~, es, e~ l~ngs des Urn- 
fangs des Normalsechsecks nicht die bisher angenommene, sondern die 
entgegengesetzte ist, erledigt sich jetzt 
sehr leicht. In Fig. 48 ist ein Seehseck e2 e, 
dieser Art stark umrandet; es hat die " 
Ecken el, e.2, el" , e4' , el' . e s. Dutch Ver- 
legung des Dreiecks eze4"e~" verm6ge V3 -1 
entspringt das schraftierte Doppelviereck, e,' i e~ 
welches aus zwei kpnjugierten Vierecken 
el, e~, e3, e 4 und el" , e~, e 3, e 4 besteht. 
Letztere sind gegenw~tig einander nicht e~ e~ 
symmetrisch; die Spiegehng S an e~e 3 
liefert somit, ausgeiibt auf Fig. 48, den ms. ~s. 
D B  einer neuen Gruppe. DieserDBaber ist 
ein Sechseck, bet dem die Eckenfolge die oben zuerst zu Grunde gelegte ist. 
Rechnen wir somit die Transformation des / ) B  dutch die Spiegelung S 
auf die Invarianten Jle, J13, Jl~ oder auf x, y, z, t urn, so haben wir die- 
jenige Transformation gewonnen, welche wir auf das yon C.., C,, C w ein- 
gegrenzte Dreieck ausiiben mfissen, um den uns noch fehlenden Tefl des 
D B  der automorphen Modulgruppe zu gewinnen. 

Der invariante Darstellung des Gebildes legten wit nun allemal die 
zu el, e~, ea, e 4 (cf. Fig. 48) gehSrenden Substitutionen zu Grunde. Nach 
der vorgeschriebenen Transformation ~reten an Stelle dieser vier Sub- 
stitutionen V1, V~, Vs, V~ die folgenden vier: 

v;=sL- s, 
wie man ohne Mfihe fests~ellen wird. Hieraus ergeben sich sofor~ (lie 
nachfolgenden Gleiehungen: 

L '  L '  = S L - ~  L - ~ S  = S ( L  V~)-~S, 

5' v,' -- sv -, v,-, L v s= s(L v,).s, 

Es gelten somit fiir die Invarianten folgende Gleichungen: 
- 1  - og * f  

In. x~ y ,  z ,  t schreibt sich die gewonnene Transformation: 

x" : y" : z' : t' -~ x t  : ( z x - - y t - - v t  ~) : z t  : ts; 
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sic ist somit keine andere als die oben mit V bezeichnete symme~rische 
Umformung der F~ in sich mit der Ubergangslinie Co. Transformiert 
man das auf der F 8 dutch die Kurven C~, C~, C~ eingegrenzte Dreieck 
dutch V, so ist das aus dem urspriinglichen und dem transformierten Dreieck 

aufge~aute D ~ r e i e c k  ein D B der 

Fig. 49. 

automorphen Modulgru~e. Fig. 49 gibt 
ein schematisches Bild des Doppel- 
dreiecks, welches die der Zeiehnung 
zu Grunde liegende Ebene t = 0 mit 
den vier Ecken erreicht. Als Erzeu- 
gende der automorphen Modulgruppe 
liefer~ der D/~ die beiden Transfor- 
mat~onen: 

u=wv , , w = r u ,  

die den in der Figur angegebenen Pfeil- 
richtungen entsprechen. S ~  dutch 

V kSn,  en wir das ursprtinghehe dureh C~, C,, C~ eingegrenzte Dreieck 
auch l~ngs C u oder C~ vermSge der Substitut:ionen U resp. W reproduzieren. 
En~preehend werden wir im In~eresse der Symmeh'ie die drei Trans- 
formationen: 

u = w . v ,  w = r . u  

als Erzeugende der automorphen Modulgruppe bezeichnen, zwischen denen 
alsdann die .Beziehung besteht: 

W . V . U = I .  

Die einfachs~e ausfiihrliehe Gestalt dieser Transformationen is~: 

(v) 

(v) 

(w) 

~' x x z y y" x" y" z z' 
Y = T '  -i-" ~ t ~,----v, Y "  t" ~ e = w '  

y' z' x x" y' y x y z z" 
( = u ,  T = - - { '  T" ~ ~ ? - = %  

y z 

t t 

s s z" y y" z" z 
{=u, 7" t" t t" =v, -F---'-{" 

Die Invarianz der ~ is~ mit Hilfe dieser Gestal~ tier Erzeugenden be- 
sonders leicht zu zeigen. Der gezamte~ Modulgruppe entswicht ein ~etz 
vo~ 1 ) r ~ ,  welches die ~ l~kerdos und einfach bedeckt: die Grenze des 
N e ~ z  wird yon den &rei in der Ebene t = 0 gelegenen Tetraederkante~ 
geb~I~t, in we/che d/e F 8 e/nge~%~m~t/st. Die Transformationen U~ L W 
sind aperiodisch. ~ vor~ auto~rphe Mo&a/gruppe erwe4,~ s/ch a/s 
isam~lah mit tier i~ der Thev~  der elh'ptiseken Modulfunldionen auftrete~ 



Znm Kontinuit~sbeweis i. d. Theorie der au~morphen Funl~ionen. 509 

den Hauptkongruenzgra~e 2. Stufe, d. i. mit der Grutr2e der Signatur 
(0, 3; ~ ,  ~ ,  ~) .  

Die gewonnenen Ergebnisse sind in voller l~bereinstimmung mit den 
vorl~ufigen Angaben fiber die Erzeugung der Modulgruppe in A. F. I, 
pug. 395. Die damals mit T 1 bezeiclmete Transformation war dutch Ab- 
~nderung des kanonischen Querschnigf~ysgems auf der Riemannschen 
Fliiehe berechnet and hagf~ die Oesf~A~: 

P f �9 

Es Iri~ also bier noch eine Permutation tier u, v, w gin, d. h. gin 0ber- 
gang zu einer anderen under den oben erwKhn~en sechs F~ghen F s. Da- 
gegen transformiert T1 ~ unsere F a in sigh: 

~149 , t  

Offenbar kann man diese Transformation T1 ~ uneh so sehreiben: 
* l  . � 9  ~ - f  j ~  . f  

Damit aber haben wir unsere obige Transformation U erreicht. 
Es sind je~z~ nut noch die beiden F~tle zu beh~aehten, da$ es under 

den Zahlen l~, l~, la, l~ en~weder zwei oder gar noeh mehr als zwei ~eiehe 
gibe. Im ers~en Falle sind unter den u, v, w zwei einander gleich, im 
zwei~en ist u = v = w. 

Es gelte e~wa zuers~ v ~-w ~ u. Alsdann wird unsere F~ sam$ dam 
auf ihr gelegenen Dreieeksne~ze dureh die Spiegelung: 
(~) ~'=~, y ' = z ,  z ' = y ,  ~'=~ 

in sigh transformier~, so da$ die Erweiterung der Modulgruppe clutch 
diese Spiegelung stat~haft is~. Der / ) B  tier erwe/terten Gruppe, wdche 

~g. 50. ~go  51. 

~umrM~ mit der Grupp~ der Si:/~t~ (0, 3; 2, ~ ,  ~ )  ~ ~ h  ~sf'd~l~, 
i~ ~'ig. 50 stark umra~e~; d~ 7_~r~uge~ stud W und: 
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In der That is~ diese letztere SubstibaGon keine andere als die oben mit 
I'1 bezeichne~. 

Sind endlieh mindestens drei unter den Zaklen l~, 4, 4, ~ einander 
gleich, so gilt u = v ~ w. Dann ist die Erweiterung der Gruppe dureh 
alle drei Spiegehmgen S~, ~ ,  S~ an den Ebenen y = z, z = x, x = y 
mSglieh. Der Dt3 der so erweiterten Gruppe, welche sich mit der Gruppe 
der Sig~ttur (0, 3; 2, 3, o~) isomorph erweist, ist jetzt das in Fig. 51 
(s. pag. 509) stark umrandete 1)reieck; die ~rzeugenden sind T. und: 

(S~V= To) x ' : y ' : z ' : t ' = z t : ( x z - - y t - - u t ~ ) : x t : t  ~. 

Dureh f i i h rung  des K o n t i n u i t ~ s b e w e i s e s  bei den Gebilden der 
Signaler (0, 4; 1,, z,). 

Die Durchfiihrung des Kontinuit~i~sbeweises i~r die Gebflde der Signatur 

einem einzelnen Gebilde eine Haupt2ankCion. VermSge darselben wird 
das Polygon auf die Ebene der Variabelen z abgebfldet. In letterer 
entspreehen den festen Polygonecken viar Ptmkte, deren Warte z wit 
gleieli selbst wieder mit e~, e2, es, e, bezeictmen. Unserem Grappe~on- 
thauum s~eht demnach als Kontinuum a~gebraischer Gebilde die Mannig- 
faltigkeit der mit vier Punkten signierten Ebenen gegen~er, wobei diesen 
vier l~unkten, el, e~, ea, ea vier ganze Zahlen 11, 4, ls, l, zugeordnet sind. 

NatiL~lich shad zwei derart signierte Ebenen, welche dutch lineaxe 
Tran~ormation yon z ineinander fiberflihrbar sind, als mcht wesentlich 
voneinander versehieden an_~.usehen. Um demnach zu einer invarianten 
Darstellung des Konthauums dar algebraischen Gebilde zu gelangen, haben 
wit das Doppelvertgiltnis: 

(e  x - -  e , )  ( e ,  - -  e , )  

der vier Ptmk~e e der z-Ebene einzu~hren. 
Wit nehmen zuvSrders~ wieder an, dab die si~mttichen Zah_!en /1, l~, 

/~, l~ vonehaander versc]~ieden sind. Gegentibar den 24 Permutationen 
der e effiihrr 2 seine wohlbekarmten sechs Substitutionen. In der Tat 
bteibt 2 bei den Permu~ationen der Vierergruppe unveriialder~, da diese 
vier Permut~tionen , abet auch nur diese vier dutch lineare Transforma- 
tionen yon z bewirk~ warden kSnnen. Nehmen wir demnach irgend eine 
P a r m ~ i o n  vor~ bei der Z eine yon der Identi~t versehiedene Substitution 
erf~arr so warden wit, da mater den Zahlen t keine zwei einander gleieh 
si~d, zu einem wesenflieh neuen Gebilde gelangen. Gegenwiirtig miissen 

Somit die gauze .Ebe~e der komlfl~en rm, ia~!en 2 heran~iet~, um jedes 
~ e b r a i s ~  ~ unseres .Kontinuums, u~d jedes nut einmat zu g e w i n ~  

Nun ~ der in Fig. 49 daxgesteltte D B  der au~omorphen Modulgralal~ 
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eindeu~ig s~e/dg auf die ~-Ebene abgebilde~, und ~lmgekehr~ is~ die Be- 
ziehung der ~-Ebene auf jenen D B  rph~chs~ens" eindeu~ig, wobei man 
jedoch je zwei einauder zugeordne~e Randplmk~e des .D/~ ats nieb~ 
wesenflich verschieden anzusehen hat. Wie ist des n'~heren diese Be- 
ziehung beschaffen? 

Die Punk~e der C~ liefern die symmetrischen Gebilde bei der An- 
ordnung ei, e~, e s ,  e~. Hier wird Z reeU und geh5rt dem Iatervall 
0 ~ 2 ~ 1  an. Den Ubergang zu dem auf der Kante x = 0 ,  t = 0  ge- 
legenen E n d p o ~ e  yon C~ erzielten wir oben dutch Verschmelzen der 
Pol~gonecken el, e~ zu einer parabolischen Spitze. Diesem Grenzfalle 
gehSr~ Z = 0 zu. Ebenso findet; man dem anderen Endpunk~e yon Co 
den Wer~ 2 = 1 zugeordnet. Man wende auf die beiden uns soeben be- 
sch~iftigenden linearen KonL-inua unsere wohlbekannte Schlugweise des 
Kontinuit~sbeweises an und finder: Die Kurve C~ bildet sieh eineindeutig 
s~etig auf die yon ~, = 0 his Z = 1 reiehende S~reeke der reellen Z-Achse 
ab. In genau derselben Weise ~nden wir die C~ auf die Strecke yon 

= 1 bis 2-~ ~ ,  die C~ auf diejenigen yon ~. = -  c~ bis 2 = 0 der 
reellen ~.-Achse abgebildet, so dab der Rand des in Fig. 49 schraftierten 
Dreieeks gerade eineindeu~ig stegg auf die reelle g-Aehse bezogen is~. 

Es fragt sich nun, ob das InHere jenes Dreieeks sich auf die positive 
oder die negative Z-Halbebene abbildet. Hiertiber ist dureh eine be- 
sondere Untersuchung zu entseheiden. Man kann zu diesem Zweeke 
= B. so verfahren. Man transformiere einen Punk~ der Kurve C~ dutch 
U-~ T1 ~ und beschreibe einen Weg yore ers~en zum ~ransformierten 
Punkt; dieser Weg ffihr~ zun~hs~ durch das schraffier~e Dreieck. Die 
Bedeu~ung yon T~ ~ als Transformation des Sehnittsystems der Riemann- 
schen F l~he  (z-Ebene) ist in A. F. I, p ~ .  300ft. dargeleg~. Die Be- 
schreibung des eben genann~en Weges auf der F~ l~uf~ bier darauf hinu~s, 
dag wit den ~lbergang yore ersten zum zweiten Schnittsystem dutch 
Uml~ufe der P u n k ~  e hers~ell~. Am e~f~chsten ist es, e~ ~ 0, e~ = 1, 
e~ ~ ~ fest~uhal~n und e~ = ~. allein laufen zu lassen. Im obigen Falle 
wird ~ zun~hst  die positive Halbebene betrre~n, so dab das Abbfld des 
schraffier~en Dreiecks der Fig. 49 in der posi~iven Halbebene ~. zu suchen ist. 

Es ist j e s t  alles vorbereitet, um das KonL~nuitSitsverfahren in der 
fibliehen Ges/~lt zur Anwendung zu brh~gen. Wir werden linden, dab 
das schraffier~e Dreieck auf die positive ~-Halbebene umkehrbar eindeutig 
stetig bezogen isk 

Die Operation 1 r bedeu~ete nun am Polygon der ~-Halbebene e i ~  
Spiegelung desselben an einem Kreise. Beim IJbergang zur z-Ebene bteibb 
tier ~ e r  der Transformation als einer Spi~gatung an einem Kreise 
gewahr~ Die Folge is~ da~ ~ bei &usfibnng ~on V in seinen konjugie~ 
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komplexen Wer~ iibergeht: Das nich~-schra~er~e Dreieck der Fig. 49 
liefext, auf die X-Ebene iiberh~4~en , die negative Halbebene. Indem wit 
~-usammenfassen, finden wir als Resultat: Der D:B der automorlohen Modul- 
gru~e ist im FaY~e l a u ~  versch~z~er Zah~n 11, 12, ls, l~ eineindeutig 
ste~ig auf die X-Ebene bezogen. 

Sind zwei unter den Zahlen 1 einander gleich, ist e~wa 11 = l ~ ,  

w~rend  keine weitmren Gleichhei~en auf~re~n, so gilt v = w ~ u, und 

der D ~  der Modulgruppe reduzier~ sich auf den in Fig. 50 s~rk  , ~ -  
randet~n Bereich. Bei den alge- 
braischen Gebilden liefer~ eln Aus- 
~ausch yon e~ und e~ bei festen e~, e~ 
kein neues Gebilde. Bei diesem Aus- 
tausch aber eff~hrt ~ die Substitution 

~ , '~  ~ - "ihr ordnen wit als / ) ~  

den in Fig. 52 stark umrandeten Kreis 
zu, welcher uns nunmehr das Kon- 
tinuum der algebraischen Gebilde ein- 
deu~ig darstellt~ Es kommen in diesem 
Falle neue symmetrisehe Gebilde hinzu, 

~ "  ~ bei denen e~ und e~ auf der reellen 
$-Achse liegen, w~n'end e~ und e~ konjugier~ lromplex sin& Indem man 
auf diese Gebilde unsere Kontinuit~itsbetrachtung ausiibt~ ruder man in 
gewohnter Ar~, da~ sich die Seite y-~ z des D~B der automorphen Modul- 

l~ig, 53. 

gruppe auf den der positiven 
Z-Halbebene angehSrenden~ yon 

~-0 his X ~ 2 ziehenden Halb- 
kreis abbildet, usw. In bekaunter 
For~setzung des Verfahrens ge- 

t laugen wir zu dem Schlusse, 
daft sich auch jetzt der D J~ der 
au~orphen M o d ~  dn- 
einde~ig stetig auf d~n das Kon- 
tinuum der algebraisc~ Geb~tv 
d ~ r s ~  3~ereich ~ .  

Endlich gelangen wir zum 
extremen Falle u ~- v -~ w, wo 

tier D B  der aut~morphen Modulgmppe in Fig. 51 sCark umrande~ is~ 
M ~  wird o]me Mfihe den Nachweis f-~hren kSnnen~ da~ s~ch derse~e 

de~ in Fig. 53 xtark umrand~m th~e4e.~ abbildet, weleher gegenwtirtig 
K o ~ n u ~  ~ a i s e h ~  Geb~e d a r ~ .  
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Als SchluBergebnis dtirfen wir hiernach clas Fundamentaltheorem ftir 
die Gebilde der Sig'natur (0, 4; 1j, l~, ls, l~) in folgenden Worten zum 
Ausdruck bringen: Die Ebene der Variabelen z sei in irgend einer Art 
mi~ vier Punkten el, e2, e~, e~ sig~iert , denen vier ganze Zahlen l~> 1 
(oo eingeschlossen) zugeordnei seien. Es gibt alsdann auf dieser Ebene 
stets eine und im wesentlichen auch nur eine l ~ o ~ p h e  :Funktion ~-~ f(z), 
welche die geeignet zerschnittene E, bene auf dn  Grenz]~reispolygon der Sig- 
natwr (0, 4; ~, l~, ls, ~ derart abb~det, daft die vier signizrten Pun]ctv die 
festen Tzken des Polygons ~iefern. - -  

Braunschweig,  Juli 1904. 


