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Beitrage zum Kontinuititsbeweise der Existenz linear-polymorpher
Funktionen auf Riemannschen Fliachen.

Von

RoBerr FrICKE in Braunschweig.

Der Hohepunkt in der Entwicklung der Theorie der automorphen
Funktionen wird durch diejenigen Sitze dargestellt, welche F. Klein als
Lrundamentaltheoreme bezeichnete. Es sind die Existenztheorgme ,linear-
polymorpher” oder kurz ,,polymorpher Funktionen® auf beliebig gegebenen
Riemannschen Flichen®). Von den verschiedenen Beweisansttzen dieser
Theoreme ist der am weitesten reichende der von Klein und Poincaré
gleichzeitig konzipierte ,Kontinuititsheweis“ (méthode de continuité). Die
Idee dieses Beweises ist, das einzelne Kontinuum gleichgearteter Polygone
bezw. Gruppen dem zugeordneten Kontinuum Riemannscher Flichen
gegeniiberzustellen, um aus denjenigen Eigenschaften, welche man tiber
die Beziehung der beiden Kontinua aufeinander von Hause aus kennt,
den SchluB auf die gegenseitige Kindeutigkeit der Beziehung zu tun.

Klein hat in den Mathem. Annalen Bd. 21, pag. 208ff. (datiert
2. Oktober 1882) seine Ideen iiber den Kontinuitdtsbeweis entwickelt.
Andrerseits ist Poincaré auf den gleichen Gegenstand in den Acta mathem.,
Bd. 4, pag. 233ff. (datiert Oktober 1883) eingegangen und hat daselbst
in einer fiir das erste Eindringen bewunderungswerten Art die Tiefen
und Schwierigkeiten des Beweises aufgedeckt, sowie Ideen zu ihrer Uber-
windung angegeben.

Indessen handelt es sich bei diesen Entwicklungen nur erst um erste
Entwiirfe; und der reifere Aufbau der Theorie der automorphen Funktionen,
welcher in dem oben zitierten Werke ,A. F.“ angestrebt wird, hat die

* Cf. A, F. I, pag. 45. Zitate dieser Gestalt beziehen sich auf die ,,Vor-
lesungen iiber automorphe Funktionen*, welche ich in Gemeinschaft mit F. Klein
bei B. G. Teubner, Leipzig, herausgebe; Bd. I (1897), Bd. I, Lief. 1 (1901). Diesem
Werke schlieBen sich die folgenden Entwicklungen methodisch und in der Wah! der
Bezeichnungen eng an.
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Verpflichtung einer sorgfiltigeren und einwurfsfreieren Ausbildung jener
Kontinuititsmethoden, eine Aufgabe, deren Losung nicht geringe Schwierig-
keiten in sich birgt. Bei dieser Sachlage habe ich die Fundamentaltheoreme
in ihrer Allgemeinheit zundchst als zu schwierig bei Seite gelassen und
mich zur Durchfithrung einiger niederer Spezialfille gewandt, wo zumal
auch die direkte geometrische Anschauung zu einem wesentlichen Hilfs-
mittel der Untersuchung wird. Die Ergebnisse, zu denen ich in der frag-
lichen Richtung gekommen bin, sind 1m folgenden zusammengestellt.

1. Aufstellung zweier grundlegender Theoreme.

In A. F. II, pag. 167ff. ist nach Poincaré bewiesen worden, da8 die
Moduln der algebraischen Gebilde stefige Funktionen von den Moduln oder
Invarianten der automorphen Gebilde sind, denen jene algebraischen Ge-
bilde entsprechen. Dieser Satz war eine unmittelbare Folge der gleich-
miBigen Konvergenz der Poincaréschen Reihen; und zwar bezieht sich-
hierbei die GleichmiBigkeit - der Konvergenz nicht nur auf Abanderung
des Argumentes { der Poincaréschen Reihe, sondern auch auf Abdnderung
der Gruppeninvarianten, was eben die gerade genannte SchluBfolgerung
zu ziehen gestattet. Nun waren aber a. a. O. beim Beweise der gleich-
miBigen Konvergenz die Gremzfille der Polygonkontinua zunichst aus-
driicklich ausgeschlossen. Hier wird indessen die Frage, ob die Stetigkeit
der algebraischen Moduln bis zu den Grenzfillen inklusive besteht oder
nicht, unabweislich.

In dieser Hinsicht erinnere ich zunichst an folgende Verhiltmisse.
Wir haben erstlich das ,Polygonkontinuum®, welches zu einer gegebenen
Signatur (p,n; 1,1, --,1) gehort. Dasselbe ist ein einfach zusammen-
hingendes Kontinuum, da es sich, wenn es m-dimensional ist, eindeutig
stetig auf die Punkte eines m-dimensionalen reguldren Wiirfels beziehen
158t¥). Diesem Kontinuum gehéren nun die durch ,Transformation aus-
einander hervorgehenden Polygone als verschiedene Individuen an (cf. A. F. I,
pag. 320 und 389). Aber alle solche ineinander transformierbaren Polygone
liefern eine nnd dieselbe ,,Gruppe“ I Um also das ,Gruppenkontinuum®
der Signatur (p,n; l;,%,---,1) zu gewinnen, miissen wir im Polygon-
kontinnum den DB*¥) der zugehorigen ,automorphen Modulgruppe“ ab-
grenzen, welche nur im Falle p =0, n =3 die Ordnung 1, sonst aber
stets die Orduung oo 'besitzt.

*) Siehe die Notiz ,,Uber die in der Theorie der automorphen Funktionen auf-
tretenden Polygonkontinua®, Gottinger Nachrichten 1903, Heft 5.
“) heiBt ,,Diskontinunititsbereich«.
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Die Sachlage ist nun die, daB es allerdings aussichislos ist, die am
Rande des ,Polygonkontinuums® eintretenden Polygongestalten allgemein
iberblicken zu wollen. Indessen ist es vollstindig ausreichend, sich auf
das ,,Gruppenkontinuum® und also auf den DB der automorphen Modul-
gruppe zu beschrinken. Die Grenzgebilde dieses Kontinuums, d. h. die
Randstellen des DB, welche zugleich Randstellen des Polygonkontinuums
sind, zu untersuchen, ist aber weit aussichtsreicher. Die nachfolgenden
Entwicklungen werden dies dartun.

Um zu einem fiir die Folge ausreichend allgemeinen Grundsatze zu
gelangen, nehmen wir an, da8 man von den Polygonen unseres Kon-
tinuums durch irgend einen stetigen Ubergang zu einem Grenzgebilde
gelangt, welches ein nichtzerfallendes und auch
nicht sonstwie ausartendes Polygon von niederem
»Charakter” (p,'n) darstellt. Als Beispiel wihle

man das eindimensionale Kontinuum der Kreis-
T 4 7
Z P LT,
und nenne die Kcken entsprechend ¢, &, &, &,.
In Fig. 1 sind die Ecken &, & einander bereits
sehr nahe. Lassen wir den Kreis &,¢; bis zur Be-
rithrung an den Kreis ¢,¢, herankommen, so zieht
sich der Kreis &;¢, auf einen Punkt zusammen, und
die Ecken & und &, verschmelzen miteinander zu
einer parabolischen Spitze. Es entspringt also das
nicht ausartende®) Grenzgebilde (0, 3;17,,1,, o0).
Jetzt erinnere man sich, welches der eigentliche Nerv des in A. F. II,
pag. 167 entwickelten Poincaréschen Beweises der gleichmiBigen Konvergenz
der Reihen ist. Derselbe beruhte auf der Auswahl eines Bereiches B,
der auch bei Abinderung der Moduln bestdndig énnerhalb des Ausgangs-
polygons liegt, so daB die mit B, #quivalenten Bereiche nie miteinander
kollidieren. Dieser Umstand gestattete eine Abschitzung der Reihe:

S|l

auf Grund eines a.a. 0. pag. 170ff. dargestellien Verfahrens. Man erkennt
ohne weiteres, daB fiir die Auswahl eines solchen Bereiches B, ein nichf
ausartendes Grenzpolygon oben gedachter Art genau so leicht zugelassen
werden kann, wie irgend ein dem Inneren des Kontinuums angehdrendes

bogenvierecke gegebener Winkel

Pig. 1.

* Diese Ausdrucksweise hat hier folgenden Simn: Von einer Ausartung wird
nor gesprochen, wenn im Grenzfalle ein endlich ausgedehnter D B micht mehr vor-
liegt. Dagegen gilt eine Herabminderung der Signatur nicht als Ausartung.

29*
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Polygon. Im Grenzfalle werden alsdann gewisse Glieder der eben an-
gefithrten Reihe als verschwindend ausfallen, und man gewinnt im stefigen
Ubergange die Reihen des automorphen Gebildes von niederem Charakter
bezw. von niederer Signatur.

Die a. a. 0. gezogenen Folgerungen betreffs der Stetigkeit der Moduln
des algebraischen Gebildes gelten somit bis zum Grenzfall inklusive; d. h.
wir haben folgenden

Stetigkeitssatz: Die Stetigheit der Moduln des algebraischen Gebildes
oder, wie wir kurz sagen wollen, der algebraischen Moduln® bei stetiger
Abiinderung der ,Gruppenmoduln trifft wicht nur im ,Innern® des Gruppen-
Lontinuwms zu, sondern bleibt auch bis zu solchen Grenzfillen inklusive’
bestehen, welche nicht-ausartende automorphe Gebilde darstellen. —

Einen zweiten fiir die folgenden Untersuchungen grundlegenden Satz
werden wir als ,Unititssatz zu bezeichnen haben. Derselbe hat von
Anfang an eine wichtige Rolle beim Kontinuititsheweise gespielt®). Zur
Aufstellung dieses Satzes kniipfen wir an das Existenztheorem der auto-
morphen Funktionen (cf. A. F. 1, pag. 14). Nach diesem Theorem ent-
spricht jedem automorphen Gebilde eindeutig ein algebraisches Gebilde,
oder jedes unserer Polygone gestattet eindeutige und konforme Abbildung
auf eine Riemannsche Fliche. Wir fragen jetzt, ob zwei verschiedene
Polygone hierbei eine und dieselbe Riemannsche Fliche zu liefern imstande
sind. Selbstverstindlich werden zwei Polygone, die durch Transformation*¥)
ineinander tiberfithrbar sind, dieselbe Fliche geben. Wir haben uns also,
die Polygone betreffend, auf einen DB der antomorphen Modulgruppe zu
beschriinken. Dies kann in der Weise geschehen, daf wir auf der Fliche
ein bestimmtes kanonisches Querschunittsystem vorschreiben und die so
zerschnittene Fliche alsdann auf die beiden fraglichen Polygone abgebildet
denken. Letztere mogen in zwei getrennten Ebenen, denen der Variabelen
¢ und §’ gelagert sein.

Was die Gestalt der kanonischen Flichenzerschneidung angeht, so
ist dieselbe z. B. in A. F. I, pag. 183 dargelegt. Man erinnere sich, daB
es sich hier um Flichen handelt, welche mit % Punkten ¢, ¢, ---, ¢,
nSigniert sind. Doch wollen wir die Mafregeln gleich so freffen, daf
die Fille, in denen der Hauptkreis kein Grenzkreis ist, nicht ausgeschlossen
sind. Handelt es sich demnach um eine orthosymmetrische Riemannsche
Fliche mit u = # — » Symmetrielinien, so befassen wir uns nur mit der

¥ Man vergl. z. B. die Erorternng des gedachten Theorems in der schon zitierten
Abhandlung von Klein in den Math. Annalen Bd. 21, pag. 209.

*) Es sind hier nicht nur lineare Transformationen von ¢ gemeint, sondern
auch die Transformationen im Sinne von A. F. I, pag. 3201, welche auf Abénderungen
der kanonischen Querschnittsysteme auf den Riemannschen Flichen beruhen.
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einen der beiden symmetrischen Flichenhilften, welche dann noch mit
v Punkten ¢, ¢, - - -, ¢, signiert ist. Bei Anlage des kanonischen Schnitt-
systems werden die g Symmetrielinien den » Punktep e, ---, ¢, gleich
behandelt.

Die kanonisch zerschnittene Fliche bezw. Flichenhilfte iibertrigt sich
nun auf zwei den Halbebenen von §{ bezw. {’ angehérende Polygone P
und P’, welche, allgemein zu reden, je » feste Ecken und je p =% —»
Segmente der reellen Achsen lings der Berandungen aufweisen. Durch
Vermittlung der Riemannschen Fliche sind diese beiden Polygone P und P’
aufeinander eindeutig und konform bezogen. Erzeugt man nun von P
und P’ auns die beiden Polygonnetze N und N, welche die beiden Halb-
ebenen schlicht bedecken, so entspringt eine eindentige und konforme
Beziehung beider Halbebenen aufeinander, indem ja die Polygone des
einen Netzes eindeutig denen des anderen entsprechen. Man hat nur zu
beachten, daf an den elliptischen Ecken zwar die Beziehung des einzelnen
Polygons auf die Fliche eine EinbuBe der Konformitit erfihrt, da8 abe:
wegen der an beiden Polygonen P, P’ jeweils gleichen Eckenwinkel bei
der Beziehung der beiden Halbebenen aufeinander an solchen Stellen die
Konformitit wieder hergestellt erscheint.

Um Umsténdlichkeiten zu entgehen, wollen wir iiber die hier ent-
springende Beziehung der reellen Achsen aufeinander zunichst keine
weiteren Folgerungen ziehen und die konforme Abbildung nur auf die
inneren Teile der Halbebenen beziehen. Jedenfalls bleibt beim fort-
schreitenden Reproduktionsprozef der Polygone kein endlich weit von der
reellen Achse entfernter Punkt der einzelnen Halbebene vom Polygonnetze
unbedeckt. Man kann demnach aussagen: Man kommt mit dem Punkte
¢ (bezw. £") in jede vorgeschriebene Nihe der reellen Achse, wenn man mit
dem entsprechenden Punkte § (bezw. §) ausreichend nahe an die Achse
herangeht.

Es besteht nun die Tatsache, daB die hier gewonnene Beziehung
notwendig durch eine lineare Gleichung:

£ — af-+b

~et¥d
darstellbar sein muB, d. h. daB beide Halbebenen und damit auch beide
Vollebenen ¢ und £’ (im Nichtgrenzkreisfalle) kreisverwandt sind. . Der
Beweis, welchen Klein a. a. O. fiir diese Tatsache beigebracht hat, ist
dadurch erschwert, daB die Beziehung von § auf {’ unter Fortsetzung
des soeben befolgten SchluBverfahrens auf die reellen Achsen und dann
auf die negativen Halbebenen ausgedehnt wird, wobei also die lings der
reellen Achsen angeordneten Grenzpunkte der beiden Polygonnetze zy
iiberschreiten sind, Ein neuerer von W. F. Osgood ausgebildeter Beweis
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fiir das Bestehen der Kreisverwandtschaft ist von dieser Schwierigkeif
frei und stiitzt sich einzig anf die oben allein betreffs der positiven Halb-
ebenen festgestellten Tatsachen®).

Osgood arbeitet zunfichst nicht mit den Halbebenen, sondern (was
keinen wesentlichen Unterschied ausmacht) mit den Einheitskreisen der
- und §-Ebene. Zugleich ordunet er die letzteren so an, daB dem Punkte
¢ = 0 der Punkt {" = O korrespondiert. Die Folge ist, daB der Quotient
—g im Innern des Einheitskveises der Hbene von { = £ 4 ¢ eine iiberall

endliche und nicht verschwindende analytische Funktion ist, welche ebenda
keinerlei singulire Stellen besitzt. Der Logarithmus dieser Funktion
werde unter Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile:

log (§) = u(&,m) + iv(E, 1)

geschrieben. Die reellen Funktionen w(£, 1) und v(§, %) sind im ,Innern®
des Einheitskreises iiberall eindeutig, stetig und harmonisch. Fiir die
erste dieser Funktionen gilt die Darsteﬂung-

100 = u(%, ’7)

Nun wurde oben festgeste}lt, daBl, wenn man § auf irgend welchen
Wegen dem Einheitskreise selbst ohne Ende nahe kommen 138t, hierbei
{&’| sich gleichmiBig dem Betrage 1 nihert. Man kann demnach im
Innern des Xinheitskreises einen demselben ausreichend nahe gelegenen,
mit thm konzentrischen Kreis derart annehmen, daf lings der Peripherie
desselben |¢] und |§'| ,beliebig“ wenig von 1 und also |u(, )| ,beliebig”
wenig von O abweicht. Wegen des harmonischen Verhaltens von u(g, 1)
geht hieraus hervor, daB «(&, ) im Innern des Einheitskreises iiberhaupt
keinen von O verschiedenen Wert annehmen kann, Ist aber (£, %) inner-
halb des Einheitskreises fiberall mit O identisch, so hat die konjugierte
Funktion »(%, n) daselbst allenthalben einen konstanten Wert, welcher &
genannt werde. Die vorletzte Gleichung liefert nunmebr ' = é&?.¢, so
daf in der Tat die {-Ebene anf digjenige von { kreisverwandt bezogen ist.

Kebren wir nun zu unseren beiden Polygonen P und P’ zuriick, so
sind dieselben als miteinander kveisverwandt fiir den Standpunkt der
Invariantentheorie iiberhaupt nicht voneinander verschieden. Auf diese
Weise gewinnen wir den nachfolgenden

Unitatssatz: Jeder Stelle des einzelnen Kontinuums automorpher

*} Dieser Beweis, dessen Kenntnis ich einer brieflichen lﬁtteﬂung des Hrn. Osgood
verdanke, ist anderweit nmoch nicht verSffentlicht worden. Das im Texte folgende
Beferat isk mit gitiger Erlaubnis des Hrn..Osgood hier.eingeschoben,
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Gebilde, d. i. des Gruppenkontinuums, entspricht .eindeutig” eine Stelle im
2ugehorigen Kontinuum algebraischer Gebilde (Kontinuum signierter Riemann-
scher Fldchen); jeder Stelle des letzteren Kontinuums entspricht hischstens
eine Stelle des Gruppenkontivuuwms.

Der Inhalt des Fundamentaltheorems ist, daB es sich hier um ein
umkehrbar eindeutiges Entsprechen handelt. Dies soll nunmehr in einer
Reihe spezieller Fille tatsichlich bewiesen werden, —

II. Die Gehilde des Charakters p =0, n =3.

Die Gebilde der Signatur (0, 3; 1,1, ;) erledigen sich sofort. Jede
mit drei Punkten e, ¢,, ¢;, denen drei ganze Zahlen I, [, I; > 2 (den
Wert oo eingeschlossen) zugeordnet sind, signierte Ebene ist konform
abbildbar auf ein Paar symmetrischer Kreisbogendreiecke der Winkel

Tz =z
1250 .
liefert dabei das eine Dreieck, wihrend das AuBere jenes Kreises dem
anderen Dreiecke entspricht. Wir betrachten sogleich die

Das Innere des durch e, ¢, ¢, hindurchzulegenden Kreises

Gebilde der Signatur (0,3; 1, %)
und denken die 1, I, als ganze Zahlen > 2, den Wert oo. eingeschlossen,
irgendwie fixiert. Hier ist das Polygonkontinnum noch mit dem Gruppen-
kontinuum identisch, d. h. die auto-
morphe Modulgruppe hat die Ordnung 1. Ny
Das fragliche Kontinnum ist eindimen-
sional und (cf. A. F. 1, pag.3411f.) mittelst
der Invari(ante Js oder, wa,s> zweck- ///
miBiger ist, der Invariante:

___/7

p= B2

Js 7
deren Intervall 0 <¢ <1 ist, darstell-
bar. Die einzelne hierher gehorige
Gruppe I ist stets durch Spiegelungen
erweiterungsfihig; die typische Gestalt
der Polygone ist in Fig. 2 gegeben.
Man kann hier allemal noch mit ellip-
tischen Substitutionen der Periode 2, welche die Halbebenen permutieren,
erweitern. Als DB der erweiterten Gruppe benutzen wir etwa den
oberen, stark wmrandeten Teil des bisherigen DB (siche Fig. 2). Die
angegebenen Pfeile beziehen sich auf die Erzeugenden dieser erweiterten
Gruppe. Von den mit &, &, &, & bezeichneten Eekpunkien des -links

Fig. 2.
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liegenden Elementarvierecks gehoren die beiden ersten als Fixpunkte den
Erzeugenden V,, ¥, an.

Die beiden Grenzwerte der Invariante ¢ sind { = 0 und ¢ = 1. Andrer-
seits erhalten wir offenbar ein am Rande des Kontinnums gelegenes Polygon,
falls zwei benachbarte unter den Ecken ¢, &, &, &, koinzidieren, oder
falls mehrere solche Koinzidenzen gleichzeitig auftreten.

Zunichst ist in Fig. 3 ein Polygon gezeichnet, in welchem & und &,
einander sehr nahe gekommen sind. In Fig. 4 ist die Koinzidenz dieser

Fig. 3. Fig. 4.

Ecken eingetreten, und damit ist ¥; parabolische geworden, so daB wir
Js = 2 und also ¢ = O erreicht haben. Man beachte, daB wir als nicht-aus-
artendes Grenzgebilde dasjenige der Signatur (0, 3; 4, },, 00) gewinnen. Auf
diesen Grenziibergang werden wir hiernach den ,Stetigkeitssatz® anwenden
diirfen. Den Grenziibergang lim. { = 0 kann man zweitens so ausfiihren,

Fig. 5. Fig. 6.

wie Fig. 5 anzeigt, Man stelle sich dieselbe als anf der ,f-Kugel“ gelegen
vor, wo alsdann die beiden Ecken & und s, einander sehr nahe gekommen
sind. Im PFalle der Koinzidenz dieser beiden Ecken entspringt, wie Fig. 6
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darlegt, als Grenzgebilde die parabolische Diedergruppe, welcher die
Signatur (0, 3; 2, 2, o0) zukommt. Auch hier ist schlieBlich V, parabolisch
geworden, und man hat lim.{=0.

Im Innern des Intervalles 0 <¢ <1 wird durch einen Wert ¢ ein
zugehoriges Gebilde eindeutig bestimmt. Wenn demnach auch in den
Figuren 4 und 6 zwei ginslich verschiedene wicht-ausartende Grenzgebilde
herauskommen, so miissen doch die zum Grenzfall (0, 3; 1,, 1,, 00) stetig
hinfiihrenden Gebilde unseres Kontinuums genau dieselben sein (d. 4. natiirlich
bis auf lineare Tramsformation), wie die zum Grenzfall (0, 3; 2, 2, 0o)
hinfiihrenden. In der Tat kann man sofort ein Polygon mit einander
nahe gelegenen Ecken &, s, vermoge einer ,Ahnlichkeitstransformation®
¢’ = af mit ausreichend grofem o in ein Polygon mit nahe gelegenen
Ecken ¢, &, verwandeln. Man wolle die Anordnung nur so treffen, daB
in Fig. 3 der Punkt & mit { =0 und die Seite &¢ mit der imagindren
¢-Achse zusammenfillt. Nur im Grenzfall £ = 0 selbst ist diese Uber-
fihrung nicht mehr statthaft, weil fiir lim. { =0 offenbar lim. e = oo
zutrifft.

Den Grenziibergang zu ¢ = 0 kann man auch noch dadurch vollziehen,
daB man gleichzeitig & mit & und & mit g koinzidieren I48t. Dann
aber zieht sich das Polygon auf eine Linie zusammen, so daf wir eine
Ausartung des Gebildes bekommen, welche die Anwendung des Stetig-
keitssatzes verbietet.

Die hier hervorgetretenen Verhiltnisse sind nun iiberhaupt typisch
fiir den Ubergang zu Randstellen der Gruppenkontinua. Im ,Innern® eines
Kontinuums wird durch das einzelne Wertsystem der Moduln emndeutig ein
zugehoriges Gebilde festgelegt. Bei einem bestimmten Grenzibergange zu
einer Randstelle des Kontinuums kann mon verschiedenartige Grenzgebilde
niederer Charalktere erhalten, Verhiltnisse, die natiirlich in gamz entsprechender
Art an den algebraischen Gebilden hervortreten miissen.

Wir werden nun bei dem Unternehmen, das Fundamentaltheorem iiber
Existenz polymorpher Funktionen in einem Einzelfalle (p, n31,,%,---,1)
zu beweisen, die niederen Fille bereits als erledigt ansehen. Alsdann
brauchen wir bei einem einzelnen Grenziibergange nicht alle moglichen
erreichbaren Grenzgebilde in die Diskussion zu ziehen; es wird vielmehr
zam Zwecke der Anwendung des Stetigkeitssatzes vollkommen ausreichend
sein, wenn wir in jedem Falle ein einziges nichi- ausartendes Grenzgebilde
erreichen.

Wenden wir diesen Grundsatz auf unser Kontinwum (0, 3; 1, L)
an, so kénnen wir den Grenziibergang lim # =1 durch Koinzidenz der
Ecken &, und &, erzielen. Das in Fig. 7 (s. pag. 458) gezeichnete Polygon
liegt dieser Grenze bereits sehr nahe. Man erkennt sofort: Der eingeleitete
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Grenziibergang liefert als nicht-ausartendes Grenzgebilde die elliptische
Diedergruppe der Signatur (0, 3; 2, 2, ).

Zur Darstellung des unserem Gruppenkontinuum gegeniiberstehenden
Kontinuums algebraischer Gebilde fithren wir eine Hauptfunktion 2= ¢(£)

9 7/
& &,
N
Fig. 7. Fig. 8.

des in Fig. 2 stark umrandeten Polygons so ein, daB z lings der Sym-
metriekreise des Polygonnetzes reell ist, und daB z = oo in einem Punkte
der Seite & s, zutrifft. Das typische Bild der z-Ebene ist dann durch
Fig. 8 dargestellt; und man benutzt, um das Kontinuum derart signierter
z-Ebene invariant darzustellen, am einfachsten das Doppelverhilinis:

1= — (6, — &) (33”54).

(e — &) (es—€s)

Offenbar gewinnt man das gesamte ,algebraische Kontinuum®, indem man
A als reelle GroBe das Intervall 0 < 2 <1 beschreiben lE8t.

Den Grenzwert 1 =0 erreicht man, indem man entweder ¢, und ¢
oder ¢; nnd ¢, zusammenfallen 138t. Hier treffen wir die oben in anderer
Gestalt skizzierten Verhiltnisse wieder an. Ist ¢, dem Punkte ¢, bereits
sehr nahe gekommen, so kénnen wir durch Ausiibung einer Substitution:

Z — Z—

e =0T
welche ¢, und ¢, an Ort und Stelle 148t, den Punkt ¢, noch an jede
Stelle des von ¢, und ¢, eingeschlossenen Intervalls bringen. Je weiter
wir ihn aber von ¢, entfernen, um so niher wird ¢; an ¢, heranriicken.
Nur die beiden Grenzfille e, = ¢, einerseits und ¢; = ¢, andrerseits selbst
sind (wegen g = o0) nicht mehr ineinander iiberfiihrbar.

Nun ist im Innern des Infervalls 0 <¢ <1 der algebraische Modul 1
eine eindeutige stetige Funktion A(f) von £. Der Grenziibergang lim ¢=0
Liefere den dureh Fig. 4 versinnlichten Fall. Thm entspricht eine mit
drei Punkfen e, ¢, ¢, signierte z-Ebene. Letzterer Punkt ist durch
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Koinzidenz von ¢; und ¢, entstanden, so daf 1 =0 geworden ist. Zu-
folge des Stetigkeitssatzes erreicht 1 hierbei stetig seinen Grenzwert 1 =0.
Ganz entsprechend findet man, daB fir lim /=1 die Funktion 1(¢) sich
stetig der Grenze 1 anndhert.

Diese Angaben enthalten nun bereits den Beweis des Fundamental-
theorems im vorliegenden Falle vollstindig. Man gehe von irgend einem
im ,Jnnern“ des Intervalls gelegenen Werte ¢ aus und markiere den zu-
gehorigen Punkt 4. Von diesem Anfangspunkte ¢ aus lasse man den
Punkt {© stetig bis zum Punkte #®% = 0 wandern. Der korrespondierende
Pankt 1© = 2(#9) wird von der markierten Anfangsstelle 1 aus stetig
bis A® = 0 wandern. Man lasse zugleich vom gewihiten Anfangspunkte ¢
aus den Punkt #V bis 1 stetig wandern. Dabei wird i = 1(") von
der Anfangsstelle 4 aus stetig nach iA® =1 wandern. Das Abbild der
Strecke von f=0 bis {=1 der ¢-Achse iibertrigt sich stetig eindeutig
auf die Strecke von 4 =0 bis 4 =1 der i-Achse. Zufolge des Unitats-
theorems konnen hierbei nicht einem und demselben 1 zwei verschiedene
t entsprechen: also bedeckt das Abbild die genannte Strecke der i1-Achse
iiberall nur einfach. Es handelt sich demmach hier in der Tat um ein
gegenseitig eindeutiges” Emtsprechen.

Gehen wir auf das in Fig. 2 angedeutete, beziiglich der reellen
¢-Achse sich selbst symmetrische Gesamtpolygon zuriick, so konnen wir
das erhaltene Theorem in folgenden Worten aussprechen: Die z-Ebene
set mit zwei der positiven Halbebene amgehirenden Punkilen e, e, signiert,
denen zwer ganze Zahlen 1, l, > 2, den Wert oo eingeschlossen, zugeordnet
seien; die zu e, e; symmetrischen Punkte der negativen z- Halbebene seien
e, &. Es gibt stets eine und tm wesentlichen auch nur eine polymorphe
Funktion ¢=f(z2), welche die z-Ebene auf ein Kreisbogenpolygon vom
Typus der Fig. 2 abbildet; die Punkte e, e,, --- licfern die Ecken &, &, -,
an denen sich die vorgeschriebenen Winkel finden, die reelle z- Achse lefert
das dem Polygon angehorende Segment der reellen Z-Achse, umd der Kreis
durch e, e, ¢/, ¢ ergibt die ibrigen Symmetriekreise des Polygons bezw.
des Polygonnelzes. —

Gebilde der Signatur (0, 3; 1)
Die Gebilde der Signatur (0, 3;1,), in welcher J, irgend eine ganze Zahl
> 2, den Wert oo eingeschlossen, bedeutet, bilden ein zweidimensionales
Kontinunm. Auch hier ist das Polygonkontinuum mit dem Gruppen-
kontinuum identisch. Zur invarianten Darstellung dienen die Moduln
Jp, Js oder, was wieder zweckmiBiger ist:

ti""

»

Js — 2*'
Js

.72"'"2

tg =
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Wir stellen das gesamte Kontinuum gerade vollstindig dar, wenn wir mit
dem ,Punkte (4, 4,) das hierneben in Fig. 9 gezeichnete Quadrat der
£-Ebene beschreiben. Unsere erste Aufgabe wird sein, die hierbei auf-
tretenden Grenzgebilde niher zu untersuchen.

_

gt t-1 t-dxe
Fig. 9.

Die vorliegenden Gruppen gestatten stets Erweiterung durch Spiege-
lungen; die Polygone haben die in Fig. 10 dargestellte typische Gestalt.
Andererseits ist die einzelne Gruppe der Signatur (0, 3; 1)) stets auch
durch elliptische Substitutionen der Periode 2, welche die beiden Halb-
ebenen permutieren, erweiterungsfihig. Als DB der so erweiterten Gruppe
konnen wir den oberen, in Fig. 10 stark umrandeten Teil des bisherigen
DB wihlen. Die in der Figur angedeutete Zuordnung der Randkurven
bezieht sich auf diese erweiterte Gruppe, und an ihr wollen wir die
Grenzfille untersuchen. Die Ecke & gehort der elliptischen oder para-
bolischen Erzeugenden ¥, der urspriinglichen Gruppe an, die hyberbolische
Erzeugende ¥V, entspringt durch Kombination der Spiegelungen an den
Symmetriekreisen & &, und gé,; endlich entsteht V, durch Kombination
der Spiegelungen an geé, nnd &s,.

Die Seite ¢, = O unseres #-Quadrates erfordert j, = 2 und damit eine
parabolische Substitution ¥,. Wir filhren den Grenziibergang zu #, =0
am Polygone dadurch aus, daB wir das Segment z&; der reellen Achse
auf einen Punkt znsammenziehen. So gelangen wir zum eindimensionalen
Kontinuum der Signatar (0, 3; I, o0), das sich der soeben abgeschlos-
senen Untersuchung subsumiert. Die Quadratseite #, = 0 lefert j, = 2.
Wir ziehen hier das Segment s, auf einen Punkt zusammen und ge-
langen aufs nene zu dem eindimensionalen Kontinuum der Signatur
©, 351, ). Im Eckpunkie # =% =0 hingen beide Kontinua zu-
sammen; sie haben hier den gemeinsamen Grenzfall (0, 3; I, oo, o).
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Um die Seite ¢, = 1 des Quadrats zu erreichen, hat man den Grenz-
iibergang lim j, = oo zu vollziehen, was in der Art geschehen kann,
daB man die Seite & & des Polygons auf einen Punkt zusammenzieht.
Ein dem Grenzfall nahe ge-
legenes Polygon ist in Fig. 11
dargestellt. Im Grenzfall selbst
erhalten wir als nicht-aus-
artende Gebilde hyperbolische
Diedergruppen; dieselben bil-
den ein eindimensionales Kon-
tinuum, welches man mittels
der Invariante ¢, darstellt. In
der Ecke £,=0, {, =1 wird
die hyperbolische Diedergruppe zur parabolischen, der die Signatur
(0, 3; 2,2, o0) zukommt. Zu eben diesem Grenzfalle gelangen wir auch,
wenn wir uns der fraglichen Ecke lings der Geraden ¢, = O mittels der
oben ausgewihlten Grenzgebilde anndhern. Es findet also auch an dieser
Ecke ein kontinuierlicher Zusammenschluf der ausgewéhlten Grenzge-
bilde statt.

Fiir den Ubergang zur Seite #, —~ 1 gilt Analoges. Hier wird man
die Seite &&; des urspriinglichen Polygons unendlich klein werden
lassen usw.

Die Ecke ¢, =1, {, =1 des Quadrates erfordert eine besondere Be-
trachtung. Will man die Richtung vorschreiben, in der man sich diesem
Eckpunkte aus dem Innern des Quadrates anndhert, so hat man fiir

lim 2 — lim ——2
Je 1—1,

einen beliebigen, aber bestimmt gewihlten positiven Wert anzugeben.
Am Polygone kann man diesen Grenziibergang dann in der Weise vor-
nehmen, daB man den Halbkreis &5,
etwa anf den Mittelpunkt des Seg-
mentes &8, der reellen §-Achse zu-
sammenzieht. Einem vorgeschriebenen

Grenzwerte des Quotienten %—’- ent-

spricht alsdann immer eine gai:z be-
stimmte Endlage der beiden Symmetrie-
kreise z; &, und & &. So zeigt Fig. 12 ‘
ein der Grenze nahe gelegenes Polygon, fiir welches ﬁ;i— sehr klein ist. So

lange der vorgeschriebene Grenzwert dieses Quotienten weder O noch oo
ist, erhalten wir als nicht-ansartendes Grenzgebilde die elliptische Dieder-
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grappe der Signatur (0, 3; 2, 2, [,); die simtlichen den verschiedenen i—i
. 2
entsprechenden Gebilde sind also #quivalent. Lassen wir indessen den

Kreis &¢, in Figor 12 mit &, zugleich unendlich klein werden, so ge-
langen wir zu eben demjenigen Grenzgebilde, welches wir vordem lings
der Geraden ¥ =1 an deren Endpunkte 4 =1 von den hyperbolischen
Diedergruppen aus erreichten. Um demnach die Kontinuitiit der awus-
gewihlten Grenzgebilde an der Ecke t, =1, t, =1 zum wvollen Abschluf
zu bringen, miissen wir zwischen die beiden lings der Geraden t, = 1 bezw.
t,=1 an der fraglichen Ecke erreichten Grenzgebilde alle Grenziiberginge
stetig eingeschaltet denken, wie sie in eben bezeichneter Weise den Grenz-

werten lim %’L =0, .-, 0o enisprechen.
2

Man kann diese Verhiltnisse dadurch einer geometrischen Deutung
unterziehen, daf man eine dritte Koordinate #; neben # wund 4, einfithrt
und sodann die Relation vorschreibt:

1 —

b=y

Hierdurch wird #, als eine Funktion von ¢, ¢, erklirt, die an der Stelle
}, =1, , =1 stetig vieldeutig wird; und zwar entsprechen den aus dem
Innern des 7-Quadrates mdglichen Grenz-
ibergingen zum genannten Eckpunkte
stetig eindeutig die Werte des Inter-
valles 0<#,<1. Deutet man die zwischen
den # vorgeschriebene Relation als Hyper-
boloid, so erscheint das bisher betrachtete
Quadrat der ¢{-Ebene auf einen Bereich
dieses Hyperboloids iibertragen, der, wie
Fig. 13 zeigt, in ein Fiinfeck eingespannt
ist. Dieses der Hyperboloidoberfliche
angehdrende Fiinfeck wird von drei ge-
raden Strecken und zwei Hyperbelstiicken gebildet. Der Rand des Fiinf-
ecks ist uns nunmehr ein Bild fir das ringformig geschlossene Kon-
tinuum der ausgewdhlten Grenzgebilde.

Zur Darstellung des Kontinuums algebraischer Gebilde, welche den
betrachteten automorphen Gebilden gegeniiberstehen, kniipfen wir an
die obere, stark umrandete Hilfte des in Fig 10 dargestellten Polygons.
Diese . Hilfte liefert den DB der oben genanuten erweiterten Gruppe,
welche dem Geschlechte p — 0 zugehort. Es sei 2 = ¢ () eine zugehsrige
Hauptfnnkﬁon, ‘welche lings der Symmetriekreise reelle Werte hat.
Den in Fig. 10 mit ¢, g, ---, 5 bezeichneten Ecken gehiren dann
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die Punkte ¢, ¢, ---, ¢; der reellen z-Achse zm; man darf voraus-
setzen, daB
6 <e<e<e e
zutrifft, sofern kein Grenzfall vorliegt.
Um das Kontinuum der solcherweise signierten z-Ebenen invariant
darzustellen, fithren wir die beiden Doppelverhilinisse ein:
ly=— (s — &) (es — &) I (e, —e5)(e, — &) .
(e, —es)(es—e)’ 2 (e, —e,)(es — &)
Bei der vorliegenden Anordnung der Stellen e lings der reellen z-Achse
ist 4, im Intervall 0 < 1, <1 gelegen. Zugleich konnen wir 4, im In-
nern¥*) dieses Intervalls beliebig auswihlen und
wiirden dadurch das Punktquadrupel e, ¢,, ¢, ¢, 2
im wesentlichen fixieren. Denken wir letzteres

geschehen, so ist e¢; noch beliebig zwischen e, A=t A=z
und e, verschiebbar. Es wird demnach i, gleich- Art
falls dem Intervall 0 <1, <1 angeh6ren und

im Innern desselben beliebig wihlbar sein. Nach

dieser Auswahl ist die z-Ebene eindeutig be- —; /3;_1 A-Aze

stimmt. Das Kontinuum der wie bezeichnet
signierten 2-Ebenen wird demnach durch die
Punkte des in Fig. 14 gezeichneten Quadrates einer Ebene dargestellt
werden, in welcher wir 1, und 4, als rechtwinklige Koordinaten deuten.

Die Grenzfille haben wir nur insoweit zu betrachten, als dies durch
die oben ausgesuchten Grenzgebilde des Gruppenkontinuums vorgezeichnet
ist. Die Seite #, =0 des Quadrates der #-Ebene hatten wir durch Zu-
sammenriicken der Ecken &,, & des Polygons erreicht. Es entsprang das
eindimensionale Kontinuum der Polygone von der Signatur (0, 3; 7,, o),
welches wir mittels der auf das Intervall 0 <4, <1 beschrinkten Inva-
riante ¢, darstellten. Diese Polygone liefern 2-Ebenen, die mif vier
Punkten ¢, ¢(=¢,), ¢,, ¢; signiert sind; und zwar erreicht man, falls
man sich einem Punkte der Seite #, = O stetig annihert, den fraglichen
Grenzfall der z-Ebene gleichfalls in stetigem Ubergange. Wie man sieht,
ist 4, =0 geworden, und 1, hat einen gewissen Wert des Intervalls
0<L 14, <1 angenommen. Aber fiir die Signatur (0, 3;1, co) ist das
Fundamentaltheorem oben bereits bewiesen worden. Die Seite # = 0 des
t-Quadrates ist eindeutig stetig auf die Seite 1, = 0 des i-Quadrates be-
zogen, und zwar so, daB dem Endpunkie #, =0 der Endpunkt i, =0
zugehort, dem Endpunkte 4, =1 aber der Endpunkt 1, =1. In genau

¥ Die Grenzfille 1, = 0 und 1, =1, welche sogleich ausfithrlich zu betrachten
sind, gelten zunichst als ausgeschlossen.
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derselben Weise findet man, daB sich die Seite 4 = O des ¢-Quadrates
auf die Seite 1, = 0, welche ihr im anderen Quadrate homolog ist,
tibertriigt.

Man wird diese Betrachtung leicht fiir die dritte und vierte Seite
des Quadrates der {-Ebene weiterfiihren. Den Ubergang zur Seite #, — 1
vollzogen wir durch Zusammenschieben von ¢ und &,; es entsprang ein
Kontinuum hyperbolischer Diedergruppen. Man gelangt zu i, = 1. Das
Fundamentaltheorem fiir dieses Kontinuum ist zwar oben nicht erwihnt,
jedoch geht die Richtigkeit desselben bereits aus der Theorie der ellip-
tischen Funktionen hervor. Die durch # =1 dargestellie Seite des
Quadrates der ¢-Ebene iibertrigt sich eindeutig stetig auf die homologe
Seite des A-Quadrates. Die gleiche Beziehung stellt man auf dieselbe
Weise fiir die Seiten £, =1 und 1, = 1 fest.

An der Ecke 2, =1, 4, =1 wird man analoge Verhiltnisse erwarten,
wie bet f,=1,%4 =1. In der Tat findet auch bei den algebraischen
Gebilden hier kein kontinuierlicher ZusammenschluB statt, falls man sich
der fraglichen Ecke einmal lings der Seite # =1, sodann lings 4, =1
annihert. Um sogleich zu einem anschaulichen Bilde zu gelangen, wie es
der Fig. 13 entspricht, filhren wir das dritte Doppelverhiltnis:

A= — (e — ) (es — &)
3 (& — e5)(es — €)

ein. Alsdann gilt:
I Sl
s L4 — 1
so daB 1; im allgemeinen eindeutig in 4, und 1, ist. Nur an der frag-
lichen Stelle 4, =1, 4, =1 ist 1, stetig

poAe vieldeutig und nimmé, falls wir uns dieser
o @12 Ecke aus dem Innern des Quadrates in
(009 bestimmter Richtung annihern, einen ge-

wissen zwischen O wund 1 gelegenen
Grenzwert an. Deuten wir 1, als dritte
(1.10) Koordinate, so liefert die Relation:
Aydgdg— A — A+ 1=0
eine Fliche dritter Ordnung, auf welcher
das in Fig. 15 gezeichnete windschiefe
geradlinige Fiinfeck gelegen ist. Das in dieses Fiinfeck eingespannte
Stiick” der Fliche fritt jetzt an die Stelle des 1-Quadrates.

Die iiber dem Punkte 4, = 1,.—= 1 stehende Seite des Fiinfecks ist
nun eindeutig stetig auf die homeloge Seite des Finfecks im Raunme der
¢ begogen. Zum Beweise dessen brauchen wir nicht auf ein vorauf-
gehendes Fundamentaltheorem zurlickzugehen, vielmehr geniigt hier das

ooy Aidxe

Pig. 15.
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Existenztheorem der automorphen Funktionen. Die fragliche Seite des
t-Fiinfecks kénnen wir entweder in der oben (pag. 461 u. f.) befolgten Weise
oder auch (was projektiv auf dasselbe hinauskommt) im AnschluB an
Fig. 10 dadurch beschreiben, daf wir die Verschwindungsstelle des Kreises
&;¢, tber das Segment & ¢, der reellen §-Axe hinfithren, wihrend iibrigens
die Symmetriekreise des Polygons fest bleiben. Der bei diesem ProzeB
festbleibende Grenzfall der elliptischen Diedergruppe (0, 3; 2, 2, 1) gibt
als Abbild des Polygons eine mit e, ¢, ¢; signierte 2-Ebene, wobei die
Strecke e,e; eindeutig stetig auf das Segment &, & bezogen ist. Beschreibt
somit die Verschwindungsstelle von ge¢, dieses Segment, so beschreibt
die Koinzidenzstelle der Punkte e, und e, die von e, bis ¢; reichende Strecke
der reellen z-Achse, d. h. aber 4; wandert lings der fraglichen Fiinfecks-
seite von 1 bis O.

Um die gewonnenen Primissen fiir den Kontinuititsheweis zusammen-
zufassen, so gilt folgendes: Jedem Punkte im Innern oder auf dem Rande
des fiinfeckigen Bereiches im ¢-Raume entspricht eindeutig ein Punkt des
Bereiches im i-Raume, der sich iiberall (d. i. auch unter EKinschluB des
Randes) stetig &ndert, falls der Punkt I selbst eine stetige Anderung er-
fahrt. Diese Bezichung ist umgekehrt hochstens eindeutig, d. h. keinem
Punkte 1 konnen zwei verschiedene Punkte ¢ entsprechen. Im speziellen
ist die Bezichung eine solche, da der Rand des i-Fiinfecks eineindeutig
stetig auf den des A-Fiinfecks bezogen 1ist, wobez homologe Seiten und Ecken
der Fiinfecke einander korrespondieren.

Man denke sich nun den Rand des ¢-Fiinfecks kontinuierlich in das
Innere desselben hineingezogen und lasse denselben schlieﬁlich zu einem

Punkte zusammenschrumpfen, etwa zu dem Punkte {, =4, =%, = , welcher
dem Bereiche angehért. Dieser ProzeB soll derart geschehen, da.B Jjeder
Punkt des Bereiches (abgesehen natiirlich von dem Punkte 4 =4, =t3=-—1—

selbst) einmal und nur einmal von der sich zusammenziehenden Kurwe
iiberstrichen wird. Da der Bereich das Stiick einer Fliche zweiten Grades
darstellt, so hat es keine Schwierigkeit, die gegebene Vorschrift auf die
eine oder andere Weise zu erfiillen. Wir gelangen zu einer den Bereich
bedeckenden Kurvenschar, welche dargestellt sei durch:
T, 1y, 455 6) = 0.

Hierbei sei 6 ein Parameter, der zur Gewinnung unserer Kurvenschar das
Intervall von O bis 1 beschreiben mdge. Durch den einzelnen Punkt des
Bereiches liuft eine und nur eine Kurve der Schar hindurch, ihm ge-
hort also ein und nur ein Wert ¢ an. Dem Finfeckrande gehére

6 = 0 zu, dem Punkte {, = 4 = ts——m aber 6 = 1.

Mathomatische Aunnalen. LIX. 30
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Man betrachte nun das Abbild dieser Kurvenschar auf dem A-Fiinf-
ecke. Wir gewinnen daselbst eine entsprechende Schar, welche darge-
stellt sei durch:

A%y, &g, 45 6) = 0.
Fir ¢ = O erhalten wir den Rand des 1-Bereiches, fiir 6 =1 denjenigen
inneren Punkt, welcher dem Punkte { =4 =% = —;— eindeutig zugeordnet

ist. Sind 6, und 6, zwei verschiedene Werte des Parameters, so konnen
die beiden zugehdrigen 1-Kurven einander weder schneiden noch beriihren:
Jedem gemeinsamen Punkte beider Kurven wiirden ni#mlich notwendig
zwel getrennte Punkte des ¢-Bereiches entsprechen; das aber wiirde dem
Unititssatze widersprechen.

Man hat nun folgende Alternative: Entweder bedecken die 1-Kurven
den fraglichen Bereich tiberall dicht, oder man kann mindestens einen
Bereich B von endlicher Flichenausdehnung im Innern unseres i-Bereiches
nachweisen, durch welchen iiberall keine A-Kurve hindurchzieht. Zur
Erleichterung der Ausdrucksweise bei der weiterfolgenden Uberlegung
projiziere man B auf die i, 4,-Ebene, wo man als Projektion den gleich-
falls endlich ausgedehnten Bereich B, erhalte. Innerhalb B, denke man
einen Kreis K gezeichnet, dessen Durchmesser & als eine bestimmte von
0O .verschiedene Zahl angenommen werden kann.

Die einzelne A-Kurve ist nun, wie ibr Original, eine einfach ge-
schlossene, von Spaltungsstellen iiberall freie Kurve. Von jeder vor-
gelegten 1-Kurve muB man demgemdf in eindeutig bestimmier Weise
die Frage beantworten kénnen, ob sie den frei bleibenden Bereich B
umschlieft oder nicht. In bekannter SchluBweise gewinnen wir eine be-
stimmte ,Zahl“ ¢,, so daB fiir ¢ <o, die zugehirige 1-Kurve den Be-
reich B umschlieBt, wihrend fiir jede zu 6 > ¢, gehdrende 1-Kurve B
auBerhalb liegt.

Sei nun ¢ eine kleine Zahl > O, iiber deren Auswahl wir uns so-
gleich noch schliissig machen. Man konstruiere dann zundchst die beiden
Kurven:

T(4, &, ts3 60— 8) =0, T(4, %, t;6,+ &) =0.

Man wolle nun diese beiden Kurven in irgend einer Weise eindeutig stefig
aufeinander beziehen und zwar kann man dies derart ausfithren, daB die
Entfernung je zweier einander zugeordneten Punkte fiir lim & = O gleich-
maBig gegen O konvergiert. Die gleiche Zuordnung der Punkte begriinde
man fiir die korrespondierenden i-Kurven. Da es sich beim Ubergang
zor 2-Kurve um eine gleichmifig stetige Abbildung handelt, so konnen
wir ¢ so klein annehmen, daB die Entfernung zweier zugeordneten Punkte
der A-Kurven stets << & ist, wo & die vorhin so bezeichnete Zahl ist.
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Dies aber ist ein Widerspruch mit obiger Annahme. Denkt man
sich namlich, der leichteren Anschaulichkeit halber, die 1-Kurven auf die
Ay A;-Ebene projiziert, so umschlieBt zwar die zu 6, — ¢ gehorige den
Kreis K, aber nicht die zu 6,+ ¢ gehorige. Beschreibt man die Ver-
bindungsgeraden zugeordneter Punkte beider Kurven, so werden diese
sich notwendig iiber den Kreis K hinwegschieben, also sicher einmal
= 0 werden.

Hiernach 148t sich die Annahme eines offen bleibenden Bereiches mit
dem Stetigkeitssatze nicht vereinigen. Hs ist demnach sicher, daf durch
jeden Punkt des A-Bereiches eine A-Kurve hindurchliuft. Das Funda-
mentaltheorem ist damit im vorliegenden Falle bewiesen.

Die vorstehende Uberlegung, welche in ibren Grundziigen einwurfs-
frei sein diirfte, kann zweifellos auf Grund der scharfen Begriffe der
Funktion, der Kurve, der Stetigkeit usw., wie sie insbesondere durch Ein-
greifen der Mengeniehre sich herausgebildet haben, hie und da eine Prizi-
sion erfahren. Dem gleichen Bedenken waren die Andeutungen und
Uberlegungen unterworfen, durch welche Klein und Poincaré anfénglich
ihre Kontinuititsbetrachtungen stiitzten. In der Tat ist denn auch be-
reits von mengentheoretischer Seite unternommen worden, dem Konti-
nuititsbeweise der Fundamentaltheoreme nach der fraglichen Richtung
hin Erginzung und Prizision zu verleihen. So beweist A. Schionflies¥)
auf Grund mengentheoretischer Betrachtungen den Satz, daB das um-
kehrbar eindeutige und stetige Abbild der Fliche eines Quadrates wieder
ein einfach zusammenhingendes Flachenstiick ist, ein Satz, dessen An-
wendbarkeit auf unsere hier vorliegende Untersuchung unmittelbar ein-
leuchtet. Vereinfachte Beweise dieses Schonfliesschen Satzes haben W. F.
Osgood**¥) sowie F. Bernstein®¥¥) gegeben.

Das Hauptziel der vorliegenden Abhandlung besteht nun nicht etwa
darin, eine auch fiir den Standpunkt der Mengenlehre in jeder Beziehung
abgeschlossene Darstellung des Kontinuititsbeweises zu liefern, vielmehr
ist das vornebmliche Ziel, die Gruppenkontinua und die ihnen gegeniiber-
stehenden Kontinua algebraischer Gebilde insoweit einer Durchforschung
und Darstellung zu unterwerfen, daB die Durchfithrung einer Betrachtung,
die ihrem Wesen nach der Mengentheorie angehort, dann keine erhebliche
Schwierigkeit mehr finden diirfte. Bei den Kontinuis, welche im folgen-
den zur Behandlung kommen, habe ich mich darauf beschriankt, jeweils
eine Betrachtung durchzufithren, welche an der soeben (pag. 466 u.f) ge-
gebenen, ihr genaues Modell findet. Die Analogie wird eine so unmittel-

*) Gottinger Nachr. 1899, Heft 3.
*¥) Gottinger Nachr. 1900, Heft 1.
) Gottinger Nachr. 1900, Heft 1.

30*
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bare sein, daB es nicht nétig erscheinen wird, die Einzelheiten der Uber-
legung in jedem Falle zu wiederholen.

Die Betrachtung der Gebilde (0, 3; ;) mdge durch Ausspruch des
Fundamentaltheorems im Anschlnf an das vollstindige in Fig. 10 ge-
zeichnete Polygon beendet werden: Es sei eine zweiblitirige Riemannsche
Fliiche iiber der z-Ebene mit vier reellen Verzweigungspunkten e,, €, €,, 6
vorgelegt; dieselbe ser mat zwei ibereinander liegenden Punklen ey, e, der
reellen z-Achse, denen eime belicbige gamze Zahl 1, > 1 (oder 1, = o0) 2u-
geordnet sei, signiert (cf. Fiq. 16). Auf dieser F'liche gibt es stets eine

S % %

g

Fig. 16.

und m wesentlichen auch nur eine polymorphe Funktion ¢ = f(2), welcke
die Fliche konform auf ein Kreisbogenpolygon des in Fig. 17 dargestellten
Typus abbildet; an den Ecken &, &', welche den Punkien e, e’ entsprechen,

finden die Winkel %’f statt, den Versweigungspunkien e,, - - - entsprechen
1
die Schnittpunkie ,, - - - der Symmetrickreise mit der reellen E-Achse.

Gebilde der Signatur (0, 3).

Das Polygonkontinuum der Signatur (0, 3), welches wieder mit dem
Gruppenkontinuum identisch ist, ist dreidimensional. Zur invarianten
Darstellung dienen die drei Moduln j,, 4, J;, die wir indessen wieder durch:

G2 G —2 4y —2
=TG5 BT BT
ersefzen. Die ¢, 4, f; sind voneinander unabhingig in den Intervallen
0<4<1,0L5#(£<1,0<4<1 variabel.  Denten wir die 4, 4, 4 als
rechtwinklige Raumkoordinaten, so ist unser Gruppenkontinuum durch
die Punkte (%, %, 4;) des durch die angegebenen Ungleichungen charak-

terisierten Hexaeders dargestellt.
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Die typische Gestalt eines dem Innern des Kontinuums angehdrenden
Polygons ist in Fig. 18 dargestellt. Die zugehorigen algebraischen Gebilde
sind hyperelliptisch vom Geschlechte p = 2. Das einzelne Gebilde ge-
stattet zwei symmetrische Umformungen in sich, deren jede drei Sym-
metrielinien besitzt. Erweitert man durch die elliptischen Substitutionen

der Periode 2, deren Fixpunkte die Schnittstellen der Symmetriekreise
mit der reellen ¢-Achse sind, so entspringt eine Gruppe des Geschlechtes
p=0, deren DB in Fig. 19 dargestellt ist. Die Invarianten ¢, ¢, %
konnen wir in leicht ersichtlicher Art den Halbkreispaaren der schraffier-
ten Polygonhilffe zuordnen; und zwar gehore #, zum Paare & ¢, &4,
weiter #, zum Paare s;s,, ¢,&, endlich #; zum Paare ¢z, & &,

Das gegeniiberstehende Kontinuum algebraischer Gebilde stellen wir
am zweckmiBigsten wieder mittels einer Hauptfunktion z = @(§) des DB
der Fig. 19 dar. Die schraffierte Polygonhilfte werde auf die positive
2-Halbebene abgebildet; die den Ecken ¢, &, - - -, & entsprechenden Werte
Zz=¢, 6, -, ¢ sind dann simtlich reell, und man darf ¢, < ¢ --- < ¢
annehmen, wobei das Zutreffen der Gleichheitszeichen Grenzfille andeutet.
Zur invarianten Darstellung ziehe man die folgenden drei Doppelverhilt-
nisse heran:

_ (e — ) (e — ) 1o = — (& —e)les — &)
(o —e)les -a)’ 2 (6 —e) (& —e)’
Ay =— (s — &) (¢, ’“"34).
(s — &) (6, — &)
Die Werte der 1 sind auf das Intervall von O bis 1 eingeschriinki. Man
darf dem ,Inmern“ dieses Infervalls drei Werte 1,, 45, 1; voneinander un-
abhingig und willkiirlich entnehmen, um auf diese Weise ein einzelnes,
nicht an der Grenze des Kontinuums liegendes Gebilde eindeutig. zu be-

A =
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stimmen. Setzt man nimlich, was erlaubt ist, ¢ =0, ¢ =1, ¢ = 00,
so folgt:
b =1h, & =2¢- 45",
wiahrend fiir ¢, die Gleichung gilt:

e (1 — 4) + €, (A dy + Agds — A2y — 1) + 445 (1 — 4,) = 0.
Diese Gleichung hat nur eine Wurzel, die > 1 ist; diese Wurzel ist e¢,.
Deutet man auch die 4,, 1,, 4; als rechtwinklige Raumkoordinaten, so
liefern die Bedingungen 0<1, <1, 0<1, <1, 0< 4, <1 wieder ein
regulires Hexaeder, dessen Punkte unser Kontinuum darstellen. Dem
Rande des Hexaeders entsprechen die Grenzgebilde mit koinzidierenden
Punkten e.

Die Untersuchung der Beziehung des ¢-Hexaeders auf das 1-Hexaeder
erfordert wieder ein Eingehen aunf die Grenzgebilde. Fiir 4, = 0 gewinnen
wir die Grundfliche des #-Hexaeders, d. i. das Quadrat

=0, 0 <1, 0K
Hier gelangen wir zum Kontinuum der Gebilde von der Signatur (0, 3; oo),
die bereits im vorigen Falle ihre Erledigung gefunden haben.

Die Doppelverhiltnisse 4,, i, sind hier gerade in derselben Bedeutung
gebraucht wie oben, wihrend 1, =0 zutrifft. Nach dem Fundamental-
theorem fiir Signatur (0, 3; oo) ist das Quadrat:

=0, 0541, 0<4<1
eineindeutig stetig auf das Quadrat:

=0, 0541, 0<4,<1
bezogen, wobei homologe Seiten und Ecken einander zugeordnet sind.
Homolog heiBien dabei die Seiten #, =0, 1, = 0 usw. In gleicher Weise
findet man die Seitenflichen #, = 0 und 1, = O unserer Hexaeder aufein-
ander bezogen, sowie drittens die Seitenflichen #, =0 und 1, = O.

Wir wollen uns jetzt irgend einem Punkte £, #9, #, =1 der Seiten-
fliche ,=1,0<4 <1, 04 <1 in der Art anndhern, da wir #9, {0
festhalten und 74 bis 1 anwachsen lassen; wir beschreiben somit im
¢t-Hexaeder eine zur Grundfliche senkrecht stehende Gerade. Dieser
Grenziibergang soll in zwei Weisen zur Ausfiihrung gelangen. Wir werden
dabet von dem Prinzipe Gebrauch machen, daf der korrespondierende Weg
im A-Hexaeder in beiden Fillen ein und derselbe ist, was aus der Ein-
dentigkeit der Abbildung des #-Hexaeders auf das i-Hexaeder und dem
- Stetigkeitssatze sofort hervorgeht.

Zor Exklirung der fraglichen Grenziiberginge gehen wir auf Fig. 19
zarfick und verstehen unter V' irgend eine hyperbolische Substitntion,
welehe &, und & zu Fixpunkten und also den Halbkreis ¢, zur Bahn-
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kurve hat; durch 7 mdge die {-Ebene von & nach & hin verschoben
werden. Lassen wir nun in Fig. 19 die Halbkreise & ¢ und g8 an Ort
und Stelle, wihrend wir & durch eine beliebige Potenz V* von V
verschieben, so behalten die Moduln ¢, 4, ihre anfinglichen Werte #, £,
wiahrend sich ¢ als stetige GroBe dem Werte 1 anndhert, falls sich s als
stetige Variable dem Grenzwerte + oo ndhert. Dieser erste Grenziiber-
gang liefert Koinzidenz von ¢, &, & und damit als nicht-zerfallendes
Grenzgebilde die hyperbolische Diedergruppe der Invariante 4, = #£%. In
der z-Ebene bewegen sich die Punktfe e, - - -, ¢ stetig in der Art, daB
schlieBlich ¢, ¢,, ¢; koinzidieren. Somit wird i; =1, 1, kleidet sich in
eine unbestimmte Gestalt, und 1, ist das Doppelverhilinis des zur obigen
Diedergruppe gehdrenden algebraischen Gebildes. Nun gilt das Funda-
mentaltheorem fiir das Kontinuum dieser Gruppen. Es ist somit der
erhaltene Grenzwert 1, eine Funktion A, =h(f), welche das Intervall
0<% <1 eineindeutig stetig (unter Einschluf der Endpunkte) auf das
Intervall 0 <1, <1 abbildet. Den erhaltenen Grenzwert des ersten
Doppelverhiltnisses bezeichnen wir durch 1% = A(¢(®).

Um zu untersuchen, ob sich 1, einem bestimmten Grenzwerte an-
nahert, fiilhren wir auf Grund des obengenannten Prinzips einen zweiten
Grenziibergang aus, indem wir bei festbleibenden Kreisen & nund &5
den Kreis ge, durch V—* transformieren und wieder s als stetige GroBe
der Grenze + oo nihern. Das Grenzgebilde wird nun die hyperbolische
Diedergruppe des Moduls £®. Von den Doppelverhiltnissen kleidet sich
A, in unbestimmte Gestalt, i; wird =1, und A, nimmt den Grenzwert
2,® = h(4,®) an, unter h(?) die eben so bezeichnete Funktion verstanden.

Wir sind so zu dem FErgebnis gefithrt: Die Seitenfliche # = 1,
0Lt <1, 0<t, <1 des t-Hexaeders ist eineindeutig stetig auf die homo-
loge Seitenfliche 2, =1, 0< 1, <1, 0K 1, <1 des A- Hexaeders bezogen.
Die Abbildung hat insofern einen besonders elementaren Charakter, als sie
durch zwei Gleichungen :

iy =h(t), ;= h(t)

darstellbar ist. Die beiden zu den Seiten des t-Quadrates parallelen Ge-
radenscharen iibertragen sich auf die entsprechenden Geradenscharen des
A-Quadrates.

Genau dieselben Verhilinisse treffen wir bei den Seitenflichen 4 =1
und 4 =1 an.

Man betrachte nun einen ebenen Horizontalschnitt des ¢-Hexaeders,
der ein durch 0<¢, <1, 0K < 1, 4, = 4, gegebenes Quadrat darstellt.
Auf das durch dieses Quadrat dargestellte Gruppenkontinuum lassen sich
genau dieselben Uberlegungen anwenden, welche wir oben fiir das ein-
zelne Kontingum der Signatar (0, 3; 1)) ausfihrien. Dem Rande des
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Quadrates konnen wir ein ringférmig geschlossenes Kontinuum von Grenz-
gebilden zuordnen, wenn wir nur an der Ecke ¢, =1, 4 =1 zur Her-
stellung der vollstindigen Kontinuitdt die einfach unendlich vielen Rich-
tungen aus dem Innern des Quadrates nach dem Eckpunkte unterscheiden.
Wir kénnen alsdann fiir dieses Quadrat im speziellen den Kontinuitits-
beweis ausfilhren. Die den Flichen #, =1 und # =1 angehorenden
Quadratseiten tibertragen sich auf zwei Gerade in den homologen Ebenen
A, =1 und 2,=1; und zwar sind es die Geraden i; =h(4©®). Die beiden
anderen Geraden iibertragen sich auf zwei den Ebenen 1, =0, 1,=0 an-
gehdrende Kurven, welche mit den beiden vorgenannten Geraden i, = i (£®)
ein geschlossenes Viereck bilden. In dieses Viereck ist das Abbild der
Fliche des durch #; = #,® gegebenen Quadrates eingespannt, und zwar
beweist man wie oben, daB es sich hier um eine (unter EinschluB der
Rénder) eineindeutige stetige Beziehung handelt.

Man lege jetzt durch das ¢-Hexaeder (» + 1) Horizontalschnitte in
gleichen Abstinden hindurch; der unterste Schnitt falle mit der Grund-
fliche {; = O zusammen, der oberste mit der gegeniiberliegenden Seiten-
flache #;, =0. Zugleich fiihre man das zu diesem Ebenensystem senkrecht
stehende Geradenbiischel ein. Beide Gebilde iibertrage man aunf das
A-Hexaeder und diskutiere die entspringenden Abbildungen auf Grund
des Unitits- und des Stetigkeitssatzes; zum Zwecke der Anwendung des
letzteren Satzes wird man vorschreiben, daB die Zahl » beliebig groB ge-
wahlt werden darf. Die Abbilder der Horizontalschnitte werden bei aus-
reichend groB gewdhltem # beliebig nahe aneinander heranriicken; die
Entfernungen zweier benachbarten Abbilder an irgend welchen Stellen
mag man daber mittelst der Abbilder der vertikalen Geraden messen.
Man sieht, daB sich hier eine Betrachtung analog der beim Kontinuitits-
beweise fiir die Signatur (0, 3;1,) durchfithren 158t. Man findet, daB die
beiden Hexaeder (unter Einschluf ihrer Oberflichen) eineindeutig stetig
aufeinander bezogen sind.

Das Fundamentaltheorem fiir die Gebilde der Signatur (0, 3) kénnen
wir so formulieren: Gegeben sei eine zweiblittrige Riemannsche Fliche
mit sechs auf der reellen Achse liegenden Verzweigungspunkten ¢, &, - - -, ¢;.
Man lege einen-ersten Riickkehrschnitt in bekannter Weise um ¢, und e,
einen zweiten um e, und ¢ usw. So entspringen im ganzen sechs Riick-
kehrschunitte, die wie die Glieder einer geschlossenen Kette ineinander-
greifen. Man denke die Riickkehrschnitte jetzt um ihre jeweiligen Punkte ¢
zusammengezogen, sodaf der einzelne Schuitt nur noch aus zwei koinzi-
dierenden Segmenten der reellen Achse und aus zwei dieselben verbin-
dénden unendlich kleinen Halbkreisen um die betreffenden Punkte e be-
steht. Alsdann gilt der Satz: Auf der fraglichen Riemannschen Fliche
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gibt es zwei und nur zwer wesentlich verschiedene polymorphe Funktionen
¢ = f(2), welche die Fliche auf Houptkreispolygone vom Typus der Fig. 18
abbilden. Bei der einen Funktion § = f(2) gehen der erste, dritte und fiinfte
Riickkehrschnitt in Segmente der reellen ¢-Achse iber, bei der anderen aber
der zweite, vierte und sechste. —

III. Die Gebilde des Charakters p =1, n=1.

Die Transformationstheorie der Polygone vom Charakter (1, 1) ist
in A. F. I pag. 320 ff. dargestellt, die entsprechenden birationalen Trans-
formationen der Moduln sind a. a. O. pag. 397 besprochen. Einige weitere
vorldufige Angaben iiber die hier eintretende automorphe Modulgruppe
und ihren DB sind in der Note ,Uber die Theorie der automorphen
Modulgruppen®*) gemacht. Wir miissen jetzt ausfiihrlich auf diesen DB
eingehen und bedienen uns dabei, einem allgemeinen Prinzipe folgend, der
Theorie der Normalpolygone.

DB der automorphen Modulgruppe bei p=1, n=1.

Nach A.F. I pag. 265 gibt es bei den Normalpolygonen der Gattung
p=1, n=1 nur einen ,allgemeinen Typus®, nfimlich das Zehneck der
Fig. 20 mit einer festen Kcke ¢, und drei Zyklen zufilliger Ecken. Man
bewege nun das Polygonzentrum C und halte gerade in dem Augenblicke

&

an, daB die feste Ecke ¢; im Begriffe steht, dem Polygon verloren zu
gehen. Die Seiten 1 und 10 haben sich auf Punkie zusammengezogen,
das Polygon ist zu dem Achteck der Fig. 21 mit zwei festen Ecken ¢, ¢,
geséorden, die einen Zyklus bilden. Das Zentrum C liegt jetzt auf dem
Mittellote der Verbindungsgeraden der beiden festen Ecken e, ¢;. Man
verschiebe C auf diesem Mittellote nach rechts, bis ¢, und ¢ gleichzeitig

* Gottinger Nachrichten von 1896 Heft 2.
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im Begriffe sind, dem Polygone verloren zu gehen. In diesem Augen-
blicke haben sich die Seiten 6 und 9 auf Punkfe zusammengezogen; das
Polygon ist zu einem Sechseck geworden, dessen Gegenseiten einander

zugeordnet sind (cf. Fig. 22). Die drei festen

G Frminmem

/ Das gewonnene Normalsechseck liefere

die Gruppenerzeugenden V,_,, V,, V,, wie
¢ in Fig 22 angezeigt ist. Welche unter den

erzeugenden Substitutionen ¥V, sein soll,

moge einstweilen dahingestellt bleiben;

spater wird dariiber zu entscheiden sein.
Die erzeugenden Substitutionen sind verbunden durch die Relation:

vV, V,V,=1.

Die drei zu den festen Ecken gehorenden gleichberechtigten Substitutionen
V., V., V,, welche sowohl elliptisch als parabolisch als auch hyper-
bolisch sein mdgen, sind gegeben durch:

Vel'“—: VbVaK7 Vezz KV;VM )7e,== VaVch'

e

Die gemeinsame Invariante j, dieser Substitutionen ist nach A.F.I pag. 360
negativ anzunehmen.

Jede Gruppe unserer Art ist bekanntlich eine ausgezeichnete Unter-
gruppe des Index 2 in einer Gruppe vom Charakter (0, 4) und zwar
handelt es sich hierbei um die Signatur (0, 4; 2, 2, 2) fir j, <— 2 (hyper-
bolischer Fall) oder um die Signatur (0, 4; 2, 2, 2, ) fiir j,=— 2 (para-
bolischer Fall) oder endlich um (0, 4; 2,2,2,21,)
fir j, > — 2 (elliptischer Fall). Einen DB
dieser erweiterten Gruppe hat man in dem
(in Fig. 23 schraffierten) Dreiecke ¢, ¢,, €.
Das Zentrum C gehdrt diesem Dreiecke an.
Die Fixpunkte der drei elliptischen Erzeugen-
den der Periode 2 gewinnt man, indem man
von C Lote aunf die Seiten des Dreiecks fallt.
In Fig. 23 sind diese Punkte mit ¢, &), ¢’
bezeichnet; ist j, 2 — 2, so sind sie die
Seitenmitten des Dreiecks. Im parabolischen Fall (j, =—2) wiirde diese
Bemerkung unstatthaft sein, weil die Punkte ¢, ¢,, ¢, im Sinne der zu-
grundeliegenden projektiven MaBbestimmung unendlich fern sind.

Man erkennt nun sofort im schraffierten Dreieck der Fig. 23 das
zum Zentram C gehdrende Normalpolygon der erweiterten Gruppe. Weiter

Fig. 23.
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folgt: Fiir die Gruppe (0, 4) ist der Normalbereich in Gestalt des fraglichen
Dreiecks eindeutiq bestimmt. Dies folgt unmittelbar aus der Theorie der
Normalpolygone (siehe z. B. den ,Reziprozititssatz der Normalpolygone
in A.F. I pag. 260). In der Tat erinnere man sich, daB man bereits die
gesamten Normalpolygone einer vorgelegten Gruppe gewinnt, falls man
mit dem Zentrum einen DB der Gruppe beschreibt. Liegt aber das
Zentrum im Innern des Vierecks ¢,e,'Ce der Fig. 23, so ragt das zu-
gehorige Polygon nur an e, aber an keinen weiteren mit e, dquivalenten
Punkt heran. Ist das Zentrum auf der Geraden e, C, aber nicht im End-
punkt C selbst, gelegen, so ragt das Polygon an ¢, und e;, aber nicht
an einen dritten mit jenen #quivalenten Punkt heran. Durch Fortsetzung
der Betrachtung erkennt man die Richtigkeit der Behauptung.

Einen DB der urspriinglichen Gruppe (1,1) kann man auch dadurch
gewinnen, daB man das Dreieck ¢ ¢,e, etwa lings der Seite ¢¢, zum
,Parallelogramm“¥*) ergéinzt. Letzteres wird alsdann durch die zum Fix-
punkte ¢, gehdrende Substitution ¥V, der Periode 2 in sich transformiert.
Der Punkt C gehe hierbei iiber in C'. Fiir die einzelne Gruppe des
Charakters (1, 1) gibt es zwei und nur zwei Normalsechsecke unserer Art;
beide sind miteinander kongruent und liefern demmach dieselben Invariamten.
In der Tat erkennt man sofort, daB auBer C nur noch der Punkt C’ des
Parallelogramms ein Sechseck liefert, welches letztere aber aus dem ersteren
durch V. bervorgeht. —

Bei der Umkehrung der durchlaufenen Entwicklung kniipfen wir an
ein beliebiges Dreieck e e,e;, dessen Ecken zugleich entweder innerhalb
oder auf oder auBerhalb der die MaBbestimmung begriindenden El]ipse

gelegen sind. Im ersten Fall soll die Winkelsumme des Dreleeks sein,

wo I, eine gegebene ganze Zahl > 1 ist. Im ersten und dntten Falle
wird ferner gefordert, daB der Mittelpunkt C des wmgeschriebenen Kreises,
der durch das Dreieck eindeutig bestimmt ist, dem Innern des Dreiecks oder
einer Seite desselben angehdrt. Im zweiten Falle werde ein von einer Ecke
verschiedener Punkt vm Innern oder auf dem Rande des Dreiecks willkiirlich
gewihlt und als Punkt C bezeichnet. Die Lote von C auf die Seiten
mogen ¢, ¢, ¢,/ heilen; im ersten und dritten Falle handelt es sich um
die Seitenmitten. Die zu ¢, ¢,’, ¢, als Fixpunkten gehGrenden elliptischen
Substitutionen der Periode 2 seien V,,, V,,, V... Man erkennt ohne
weiteres: Das so ausgestaticte Dreieck ist der DB einer aus V,., V,., V,.
2u erzeugenden Gruppe vom Charakter (0, 4), und zwar haben wir im
Dreieck das zum Punkte C als Zewtrum gehiorende Normalpolygon vor ums.

% Im Sinne der zugrundeliegenden projektiven MaBbestimmung heiit ,Parallelo-
gramm* soviel wie ,Viereck mit gleichen Gegenseiten®.
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Der Ubergang zum Sechseck der Untergruppe vom Charakter (1, 1)
ist nun sofort vollzogen. Wir merken als Hauptergebnis an: Das im
wesentbichen eindeutiq bestimmie Normalsechseck einer Gruppe vom Cha-
ralkter (1, 1) ist durch die Eigenschaft als charakterisiert ansusehen, daf
das Zentrum C dem Inmern oder dem Rande des Dreiecks e, e,e; angehirt. —

Zur Darstellung der Polygonkontinua, welche bei der Gattung p = 1,
-n.== 1 auftreten, dienen nach A.F. I pag. 360 die Invarianten j,, j,, j, der
Erzeugenden V,, V,, V,¥), denen wir jedoch hier sogleich die vorhin mit
J, bezeichnete Invanante der gleichberechtigten Substitutionen V,, V,, V,
hinzufiigen. Zwischen diesen Invarianten besteht die Relation:

Ja F 38t + 38 —Jadsdo =Jo + 2.
Zur Einfilhrung einer geometrischen Deutung setzen wir:

Jaihijil=x:y:2:%
und interpretieren z, y, #, ¢ als homogene Raumkoordinaten. Die an-
gegebene Relation nimmt alsdann die Gestalt an:

@2+ Y+ 2 —zyz — (4,+2) = 0.
Fiir den Einzelwert j, sehen wir uns hiernach auf eine bestimmte
Fliche dritter Ordnung F, eingeschrinkt. Was diese Werte j, angeht,
so haben wir die dreifache Fallunterscheidung, daB entweder j, > — 2

und dann gleich — 2 cos % ist (elliptischer Fall) oder j,= — 2 zutrifft

(parabolischer Fall) oder endlich j, < — 2 gilt (hyperbolischer Fall).

Fiir jeden hiernach zuldssigen speziellen Wert j, hesitzt die zu-
gehorige F; ein lings der Ebene =0 in das Koordinatendreieck zyz=0
eingespanntes Flichenstiick, welches sackartig im Innern des Koordinaten-
tetraeders hingt und einen einfach zusammenhingenden Bereich darstellt.
Fir lim j, = — oo ist die Fliche des eben genannten Dreiecks selbst die

Grenzlage der gedachten Flichenstiicke F;. Fir j, = — 2 cos —-Z— ist dieses

esnfach zusammenhingende Flichenstick Fy direlt das Bild des Polygon-
kontinuums, von dem mon weif3, dap es einen einfach zusammenhingenden
zwesdimensionalen Bereich darstellf. Alle fiir §, < — 2 eintretenden Flichen-
stiicke fillen den Raum zwischen der besonderen Fj:

ta?+y?+2%) —xyz =0
und der Fliche des wiederholt genannten Dreiecks in der Ebene ¢ =0

einfach und vollstindig aus. Der so enispringende einfach asusommen-
hingende dreidimensionale Bereich ist uns das Gegenbild des eimen im

*y In A F.1 pag. 360 war j,=j,, als Simultaninvariante des Paares ¥, V, auf-
gefat.
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hyperbolischen Falle eintretenden Polygonkontinuums. Die Fille j, = — 2
kann man nach Belieben als Randgebilde des letzteren Kontmuums auf-
fassen oder auch fiir sich bebhandeln und alsdann als Grenzlage den ellip-
tischen Fillen anreihen.

DaB die einzelne F, durch die birationalen Modultransformationen
in sieh iibergefiihrt wird, wurde bereits in A. F.-I pag. 397 festgestellt.
Es gilt nun das allgemeine Prinzip, daB, wenn em einfach zusammen-
hingender Bereich durch eine Gruppe -eineindeutiger stetiger Trans-
formationen inh sich #bergefiihrt wird, im Falle der eigentlichen Dis-
kontinuitjt der Gruppe der DB derselben als solcher gleichfalls einen
einfach zusammenhingenden Bereich darstellt. Bei unseren zwei- bezw.
dreidimensionalen Bereichen, welche die Polygonkontinua darstellen, muB
nun die Gestalt der einfach zusammenhingenden DB der Modulgruppen
implizite in den obigen Entwicklungen iiber die Normalsechsecke ent-
halten sein. Nur darf man hierbei nicht iibersehen, daB oben lediglich
nur erst die Reihenfolge der Erzeugenden V,, V,, ¥V, am Sechseck fest-
gesetzt wurde. Dagegen ist eine zyklische Permutation derselben und
also der Invarianten j, j,, j, noch statthaft.

Da auch fiir j, < — 2 diese Invariante j, gegeniiber den Modultrans-
formationen unverindert bleibt, so komnen wir auch im hyperbolischen
Falle damit beginnen, den BD auf der einzelnen ¥, zu fixieren. Man
kniipft nun am einfachsten an das oben betrachtete Dreieck e, 66, an.
Ist dasselbe gleichseitig, resp. ist im parabolischen Falle der Punkt € der
Hohenschnittpunkt, so hat das Dreieck den Charakter eines Normal-
polygons. Andrerseits ist in diesem Falle j, = j, =, und also z =y = 2;
dieser Punkt ist also auf der I jedenfalls dem gesuchten DB angehorig.
Von dieser Anfangsstelle aus werden wir den fraglichen Bereich auf dér
F; bekommen, falls wir das Dreieck unter Festhaltung seiner Winkel-
summe-allen solchen stetigen Abénderungen
unterwerfen, bei welchen das Zentrum C
wie oben vorgeschrieben, dem Dreieck er-
halten bleibt.

Hiernach, gelangen wir an den Rand
des zu konstruierenden Bereiches, wenn C
auf eine der drei Seiten des Dreiecks riickt.
Priifen wir etwa den Fall, daB C auf die Seite
e,6, riickt. Die Fig. 24, welche durch sich
selber verstindlich ist, deutet diesen Grenziibergang an. Man erkemnt
sofort, daB in der Grenzlage selbst die mit & und % bezeichneten Winkel

>y = i;-— geben. Fiihren wir demnach die Variable { derart ein, daB
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der Hauptkreis die reelle {-Achse liefert, der Punkt C mit ¢ = 7 zusammen-
fallt und die Gerade ¢,'¢,” zur imagindren {-Achse wird, so liefert die
Gerade ¢,’¢; den Einheitskreis, und das lings ¢ ¢, zum ,Parallelogramm®
erginzte Dreieck liefert den
DB der Gruppe (1, 1) in
Gestalt der Fig. 25%).

Man hat also hier mit
einem symmetrischen Ge-
bilde zu tun, und insbe-
sondere laft sich die zu-
gehorige Gruppe (0, 4)
durch Spiegelungen derart
erweitern, daB die er-
weiterte Gruppe eln von
vier Symmetriekreisen eingegrenztes Viereck zum DB hat. Die Erzeugen-
den V,, V, der Gruppe (1,1) haben die Gestalt:

/“lao “1ﬁ2
Pa=1o a;)’ "=, )

B o5

wie aus der Lagerung des DB in Fig. 25 direkt hervorgeht. Die In-
varianten haben die Werte:

Ja=01+ 0y Jy =2, J, =i, = (¢ +d);
zwischen ihnen besteht demnach die Relation:
Juds — 24, =0.
Umgekehrt folgt aus dieser Relation die hier vorliegende Gestalt des
DB der Gruppe (1, 1). Nehmen wir ndmlich, was uns freisteht, die

Substitution 7, in der Gestalt (g" 80) an, so folgt fiir V,= (:” g 2) aus
jener Relation: T 2 e

(e + 0y) (ot + 03) = 2(ey 3 + 8, 8),
(op —01) 8, = (0, — 0;) .
Nun ist ¢, 2 8;, und also folgt &, = d,. Die Gestalt von V,, sowie die
Gleichung ¢, = &, bleiben erhalten, falls man jetzt nachtriiglich noch ver-
maige einer Substitution der Gestalt (Z: 2) transformiert. Letztere kann

man dann so wihlen, daB nach der Transformation die Gleichung 8, =1,
zutrifft. Es wird demnach jedes Gebilde mit j,4, = 2j, am Rande des DB
der automorphen Modulgruppe liegen.

*) Als Beispiel ist in der Figur der parabolische Fall angenommen.
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Die Fille, daB C auf die zweite oder dritte Seite des Dreiecks riickf,
behandelt man genau so. Man gelangt zu dem vorliufigen Ergebnis:
Zur Gewinnung eimes DB der automorphen Modulgruppe auf der ein-
zelnen Fy:

t@+y*+2°) —zys — £, +2) =0

grenze man ouf derselben einen dreieckigen Bereich ein, begrenzt durch drei
Kurven, welche auf der Fy durch die drei Flichen zweiten Grades Fy:

yz2 — 2zt =0, z2z—2yt=0, 2y —22{=0

ousgeschnitten werden.

Die hier vorliegenden geometrischen Verhiltnisse wird man sich leicht
klar machen; einige Andeutungen mdgen gentigen. Man deute etwa hier-
bei z, y, # als gewohnliche rechtwinklige Koordinaten, indem man #=1
setzt. Dann beachte man erstlich, daB die F, ginzlich im Oktanten
x2>2,y>2, 2z>2 verliuft, wobei die Ebene z = 2 nur den unendlich
fernen Punkt der Geraden y — z mit der F; gemein hat, und wobei Ent-
sprechendes von den Ebenen y =2, 2=2 gilt. Die drei Geraden
r=2,y=2,y=2,2=u10; 2=2, x =1y stehen nun auch zu den F, in
niichster Beziehung. Diese F, sind jetzt
hyperbolische Paraboloide; das erste von <2Z-0
ihnen lduft durch die zweite und dritte
Gerade hindurch, das zweite durch die
dritte und erste, das dritte durch die
erste und zweite.

Mit Benutzung dieser Angaben wird
man sich den Verlauf der fraglichen
Flichen leicht weiter klar machen. Bei
Ausspruch des Xrgebnisses fithren wir
die vierte Variable und damit die pro-
jektive Denkweise wieder ein. Die drei F, schneiden auf der Fy einen drei-
eckigen Bereich aus, dessen Eckpunkte der Ebene t=0 als Seitenmitten des
Koordinatendreiecks x -y -2 =0 angehiren. Wie in der schematisch zu verstehen-
den Fig. 26 bereits angedeutet wurde, hat das gewonnene Dreieck die dred
durch die Ebenen y =2, 2= x, x =1y ausgeschnitlenen Kurven zu Sym-

Diese drei Symmetrielinien zerlegen das Dreieck in sechs abwechselnd
symmetrische und kongruente kleinere Dreiecke. Zum DB der auto-
morphen Modulgruppe gelangen wir nun unmittelbar durch die Fest-
setzung, daf die Invariante j, weder groBer als j,, noch groBer als j, sein
soll, daB also die Ungleichungen z <y, # < z gelten sollen. Wir finden:
Auf der Fy ist das in Fig. 26 stark wmrandete Doppeldreieck ein DB der
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automorphen Modulgruppe; die Zuordnung der Seiten des Doppeldreiecks ist
in der Figur anmgegeben.

Um daraufhin die Erzeugenden dieser Modulgruppe zu berechnen,
bemerken wir, daB letztere offenbar durch Spiegelungen erweitert werden
kann. Der DB der erwelterten Gruppe sei das schraffierte Dreieck des
eben gewonnenen DB. Die Spiegelungen an den drei Seiten desselben sind:

(8) Z:y:2:¢=uxt:yt:(xy—2t): 8

(8y) &'yt =zx:2:9:14,

(8;) &:y:2:t=y:z:2:1¢.
Um die geometrische Bedeutung von S, darzulegen, beachte man, daB
die Tetraederecke x =y = ¢ = 0 der F, angehort. Der von dieser Ecke
an die F, gehende Tangentenkegel beriihrt, wie man leicht ausrechnet, lings
der Symmetrielinie von S, d. h. lings der Seite 2y —22¢{=0 unseres D B.
Auf der einen Seite dieses Kegels laufen vom Scheitelpunkte lauter Strahlen
aus, welche die F; in zwei weiteren, getrennt liegenden Punkten schneiden.
Dann ist die Bedeutung von S, daf diese Spiegelung jeweils zwei solche
Schnittpunkte miteinander permutiert. Fiir die Spiegelungen S, und S, sind ganz
entsprechende Bemerkungen giiltig. Ubrigens gelten vorstehende Angaben
fiir alle F;, d. i. fiir jeden der bei uns in Betracht kommenden Werte von j,.

Die Erzeugenden der urspriinglichen Modulgruppe berechnen sich nun so:
(I,=8,8,), ':y":2:¢ =zt:2t:(xz—yl): 8,
(T,=8,8), #:y:5:¢=y:2:2:¢.

Diese Formeln sind in Ubereinstimmung mit den beziiglichen Angaben
in A.F. I, wo die Transformationen der Moduln aus den Abinderungen
des kanonischen Schnittsystems auf der
Riemannschen Fliche berechnet wurden.

Der ganzen hier vorliegenden auto-
morphen Modulgruppe entspricht nun eine
FEinteilung der einzelnen Flichenschale Fy in
ein Netz unendlich vieler Dreiecke, welche
diese Schale liickenlos und einfach bedecken,
und welehe gegen den Rand der Schale (das
in der Ebene ¢ = 0 gelegene Koordinaten-
dreieck) unendlich klein werden. Eine be-
sondere Betrachtung erfordert hierbei noch
der-Grenziibergang lim j, = — 0o, wo im Grenzfalle selbst die Fy zur Fliche
des ofter genannten Koordinatendreiecks geworden ist. Einen der Grenze
nahe gelegenen Fal konnen wir am kiirzesten durch die (schematisch zn
verstehende) Fig. 27 beschreiben. Die Symmetrielinien von S,, S;, S; ziehen
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sich immer mehr an die Ecken des fraglichen Koordinatendreiecks heran.
Im Grenzfalle selber sind vom ganzen Dreiecksneize nur die sechs den Punkt
x=y=2, t=0 rings wmgebenden Dreiecke iibrig geblicben, welche die
Fliche des Koordinatendreiecks bereits vollstindig fiillen; das gesamte ibrige
Netz hat sich ouf den Rand des Dreiecks zusammengezogen.

Um jetzt fir j, <<—2 zur Darstellung des in diesem Falle drei-
dimensionalen Gruppenkontinuums zu gelangen, haben wir auf allen zu-
gehorigen Schalen F, nach Mafigabe des in Fig. 26 stark umrandeten
Doppeldreiecks den DB der automorphen Modulgruppe eingegrenzt zu
denken. Diese kontinuierlich aufeinander folgenden Doppeldreiecke liefern
als Gegenbild des fraglichen Gruppenkontinuums eine Hexaeder, welches
durch drei Ebenen:

z—y=0, z—2z2=0, t=0,

zwer Flichen zweiten Grades:
2y —22t=0, 22— 2yt=20
und die Fliche dritter Ordnung:
t(P+y*+ 28 —a2yz=0

eingegrenst ist. Durch die Operation 7, wird die eine F, in die andere
transformiert, durch 7, die Ebene z = 2z in die durch y =2z dargestellte. —

Gebilde der Signatur (1,1; 1)

Indem wir /, als ganze Zahl > 1 oder als co gewihlt denken, wenden
wir uns zur Spezialbetrachtung des Gruppenkontinuums der Signatur (1,1;1,),
welches wir auf der zugehorigen F, durch die Punkte des in Fig. 26 stark
umrandeten Doppeldreiecks darstellen. Letzteres ragt mit einer Spitze an
die Grenzkurve der Flichenschale F; heran. Zur Vermeidung spiterer
Unterbrechungen miissen wir zunichst feststellen, zu welchen Grenz-
gebilden man gefithrt wird, falls man in dem
ebengenannten DB der automorphen Modul-
gruppe oder auf dem Rande dieses DB an die
fragliche Spitze herangeht.

Zn diesem Ende setzen wir den DB der
Gruppe zundchst in die Gestalt eines ,,Parallelo-
gramms®, dessen Gegenseiten durch ¥_ und V,
anfeinander bezogen sind (schraffierter Bereich
der Fig. 28). Alsdann gehe man durch ,erlaubte
Abéinderung® zu dem stark umrandeten Bereich,
indem man das obere Stiick des Parallelogramms’ lings der von e, aus-
ziechenden Mittellinie abschneidet und unten anhingt. Der neue DB ist

Mathematische Annalen. LIX. 31
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ein Sechseck, welches als Erzengende die beiden gleichberechtigten Sub-
stitutionen ¥,, V' und die Substitution V, liefert.

Der Grenziibergang zur gekennzeichneten Spitze des auf der F, ge-
Jegenen Doppeldreiecks erfordert nun lim j, =2, lim j, = oco. Ein der
Grenzlage nahegelegenes Sechseck ist in Fig. 29 darge-
stellt. Im Grenzfalle selbst ziehen sich die beiden durch
V, einander zugewiesenen Seiten auf Punkte der funda-
mentalen Ellipse der projektiven MaBbestimmung zusam-
men, die beiden gleichberechtigten Substitutionen ¥, V'
werden parabolisch. Das entspringende Viereck hat somit
zwei parabolische Spitzen, sowie zwei zu einem Zyklus
gehorende elliptische Ecken (seitlich in der Fig. 29), wobet
die beiden an diesen FEcken liegenden Winkel (wie auch

schon an den Sechsecken) einander gleich und gleich %‘-

1
sind. Wir haben hiernach den DB der Gruppe von der Signatur
(0,3; 1, 0o, o) gewonnen: Jeder Ubergamg aus dem Innern des DB der
automorphen Modulgruppe nach der bei x = 21 =0 gelegenen Spitze fiihrt
als Grenzgebilde zu der Gruppe von der Signatur (0, 3; 1, oo, 0o).

Unserem Gruppenkontinuum steht das Kontinuum der mit einem
Punkte ¢ signierten Riemannschen Flichen des Geschlechtes p = 1 gegen-
iiber. Eine Riemannsche Fliche des Geschlechtes 1 1i8t stets eine kon-
tinuierliche Gruppe von Transformationen in sich zu, und unter letzteren
kann man stets solche angeben, welche eine beliebige Stelle der Fliche
in eine beliebige andere iiberfilhren. Die Signierung einer einzelnen
Stelle e ist demnach hier ohne Bedeutung, so da wir mit dem Kon-
tinmum der algebraischen Gebilde mit p =1
schlechthin zu operieren haben.

Die fiir den vorliegenden Zweck geeig-
netste Darstellung des fraglichen Kontinuums
ist die durch die Punkte eines Doppeldreiecks
des der Theorie der elliptischen Modulfunk-
tionen zu Grunde liegenden Netzes der Drei-
eck ein der w-Halbebene. Und zwar wihlen
wir am passeadsten das in Fig. 30 skizzierte
Doppeldreieck, das wir den in Fig. 26 stark
umrandeten DB der automorphen Modul-
gruppe gegeniiberstellen. Diese Auswahl des Doppeldreiecks setzt voraus,
daB den Substitutionen V,, ¥,, ¥, die folgenden Transformationen des

(-3

dem elliptischen Gebilde angehGrenden Integrals erster Gattung ent-
sprechen:

¥ig. 30,
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(Va u,=u+m17
V) w—u+ta,
(V) w=u—e, —a,.

Wir untersuchen nunmehr die Abbildung des auf der F, gelegenen
Doppeldreiecks auf das w-Doppeldreieck und beginnen mit dem Rande
des ersteren Bereiches. Betrachten wir zunichst die der Kurve xy —22¢{=0
angehorende Seite des Bereiches! Die zugehérigen Gruppen-DB haben
den in Fig. 25 dargestellten Typus, und da die hier vorliegenden Sym-
metrien bei Abbildung auf die Ebene des Integrales 4 erhalten bleiben,
so ist das in der u-Ebene gelegene Periodenparallelogramm ein Rechteck.
Speziell entspricht der Ecke z =y, xy = 22zt ein Quadrat, wihrend
iibrigens wegen j, <j, notwendig |@,| < |@,| folgt. Der Perioden-
quotient ¢ ist rein imaginir und absolut < 1; der Ecke z =y, zy = 22¢
gehOrt © =7 zu. Dem anderen Endpunkte x = 2¢{=0 gehort das Ge-
bilde der Signatur (0, 3; 1, co, o0) zu. Es findet also Herabminderung
des Geschlechtes auf p = O statt, und man hat ® = O erreicht. Fiir die
beiden hier vorliegenden linearen Kontinua bildet man sofort ein spezielles
Fundamentaltheorem durch: Die in Rede stehende Seite des DB der
Pig. 26 ist eineindeutig stetig auf die @ = ¢ und ® = O verbindende Seite
des @-Bereiches bezogen.

Wir beschreiben zweitens die der Kurve x =y angehdrende Seite
vom Endpunkt z =y, 2y = 22¢{ zum anderen Endpunkt z =y =2. Er-
ginzen wir das Dreieck der Fig. 24 lings der Seite ¢, zum Parallelo-
gramm, so korrespondieren die Gegenseiten durch ¥, und V,, Wegen
J, =J, hat man mit einem Rhombus zu tun, und da sich die Symmetrien
desselben in der u-Ebene wiederfinden, so ist auch das Periodenparallelo-
gramm ein Rhombus, und man findet, daB der Periodenquotient den
absoluten Betrag 1 hat. Fir x =y = # i1st das Dreieck ¢ ¢,¢; gleichseitig
geworden (im parabolischen Falle ist C der Hohenschnittpunkt); hier

stellt man leicht fest, daB o = :;L—%-_L_Vg geworden ist. Indem man fiir

die beiden jetzt vorliegenden Kontinua rhombischer Gebilde unsere Kon-

tinuititsbetrachtung durchfiihrt, findet man die durch z =y zu charak-

—1-44)3
2

terisierende Seite auf die ® = 7 and o = verbindende, dem Ein-

heitskreise der o-Ebene angehorende Seite des Doppeldreiecks eineindeutig
stetig bezogen.

Man wird die so eingeleifete Befrachfung leicht weiterfihren und
demnichst wieder zu rhombischen Gebilden mit 2 =z und also j, =j,
gehen usw. Haben wir lings der Seite zz = 2yf¢ die Spitze £ =21=0
wieder erreicht, so sind wir zum Gebilde (0, 3; 1, oo, 00). und damit

31*
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lings der vierten Seite des w-Doppeldreiecks zu ® = 0 zuriickgekehrt.
Wir merken als vorliufiges Resultat an: Der Rand des DB der auto-
morphen Modulgruppe auf der Fy ist eineindeutiq stetig auf den Roand des
korrespondierenden o-Doppeldreiecks bezogen; dem Rande des ersten DB
haben wir dabei ein ringformig geschlossenes Kontinuum wvon automorphen
Gebilden zuordnen kiomnen, d. h. auch am Grenzpunkte x = 2t = 0 findet
kontinuserlicher Zusammenschluf der Randgebilde staitt.

Hiermit ist der Boden geebnet, um eine Betrachtung durchzufiihren
genau analog derjenigen von pag. 465ff Wir iiberdecken die Fliche des
Doppeldreiecks der F; mit einem Systeme von geeignet gestalteten Kurven,
wobei je zwel benachbarte Kurven einander so nahe gewihlt werden konnen,
als man will Bei dem einfachen Charakter des fraglichen Bereiches hat
die Ausfithrung dieser Vorschrift keine Schwierigkeit. Wir bilden sodann
dieses Kurvensystem auf das Doppeldreieck der w-Halbebene ab und
diskutieren die Abbildung wie oben unter Benutzung des Stetigkeits- und
des Unititssatzes. Das Ergebnis ist, daB beide Bereiche eineindeutig stetig
aufeinander "bezogen sind*). So vollenden wir auch im vorliegenden Falle
den Beweis des Fundamentaltheorems: FEine beliebig gegebene Riemannsche
Fliche des Geschlechtes p = 1 sei mit einem Punkie e signiert, dem eine
ganze Zahl 1, >1 (oo eingeschlossen) zugeordnet sei. Damn g¢ibt es stets
eine und im wesentlichen auch wur eine polymorphe Fumltion &= [(2)
auf der Fliche, welche die zerschuittene Fliche auf ein Grenzkreispolygon
unserer Art der Signatur (1,1; 1) abbildet, in dem die feste Polygonecke
der Stelle. e der Fliche ewtsprichi. —

Gebilde der Signatur (1, 1).

Das Gruppenkontinuum des Charakters (1, 1) ist dreidimensional; wir
stellten dasselbe oben (pag. 481), durch die Punkte eines Hexaeders dar,
welches durch drei ebenda angegebene Ebenen, zwei F, und eine F; be-
grenzt war. Wir konnten das Hexaeder durch eine kontinuierliche Schar
von Flachenstiicken F, ausfiillen, bei deren Darstellung der ,Parameter
J, von —2 bis — oo abzunehmen hat.

Es fragt sich jetzt zuniichst, ob wir der Gesamtoberfliche des Hexa-
eders ein iiberall geschlossenes zweidimensionales Kontinunm von Grenz-
gebilden zuordnen konnen. Man befrachte erstlich eine einzelne der eben
gemeinten F;, welche als dem Hexaeder angehérig ein Doppeldreieck trigt.
Auf letzteres konnen wir Schritt fir Schritt die Betrachtung iibertragen,

*) Wie ans der oben beschriebenen Zuordnung der Berandungen hervorgeht,
handelt es sich hier um eine Abbildung, bei welcher der Drehungssinn der Winkel
invertiert erscheint,
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welche wir im vorigen. Falle (1, 1; 1)) fiir die entsprechenden Doppeldrei-
ecke ausfiihrten. Dem Rande des Doppeldreiecks gehort ein Kontinuum von
Grenzgebilden zu, welches selbst im Grenzpunkte x — 2¢{ = 0 geschlossen
erscheint. An dieser Stelle haben wir mit dem Gebilde (0, 3; oo, co) der
Invariante j, zu tun.

Andern wir j, stetig, so reihen sich die gewonnenen Grenzgebilde
stetig aneinander an. Das gewiinschte Kontinuum der Grenzgebilde wiirde
damit fiir die das Hexaeder berandende Fj, fiir die beiden F,, sowie fiir
zwei unter den Ebenen bereits gewonnen sein. Nur tritt, was man be-
achten wolle, die Besonderheit ein, daf dem Punkte 2 =0, y=2, =20
bereits jetzt ein ganzes Kontinwum von Grenzgebilden zugehort, ndmlich
jene Gruppen (0, 3; o0, 00) mit alle in Betracht kommenden Werten j,.
Wir scheiden die einzelne Gruppe aus, indem wir vorschreiben, lings
welcher F, wir uns jener Stelle anndhern. Alle diese F, beriihren dabei
die Ebene 2 = 2%.

Nihern wir uns jetzt einem Punkte der Ebene ¢=0, der jedoch
nicht der Kante 2 = 0, { =0 angehéren soll, so werden j,, j,, j, gleich-
zeitig unendlich groB. In der §{-Ebene konnen wir die DB unserer
Gruppen, falls nicht
J,=—2 zutrifft, stets
in die durch Fig. 31
dargestellte Gestalt
setzen. Den Grenz-

iibergang

Iim j, = oo,

Iim j, = o0
kann man dann so
einrichten,daBgleich-
zeitig alle vier Randkreise dieses DB sich auf Punkte zusammenziehen.
Der bezeichnete Grenziibergang zu einem Punkte der Ebene ¢ =0 fiihrt
zu einem nicht zerfallenden Grenzgebilde, dem die denkbar einfachste,
nimlich nur aus der Identitit 1 bestehende, Gruppe zugrunde liegt.

Wir haben jetzt allerdings allen Randpunkten des Hexaeders Grenz-
gebilde zugeordnet; indessen zeigt sich, daB lings der Kante 2=0, {=0
des Hexaeders keine Kontinuitit stattfindet. Zur niheren Untersuchung
der hier eintretenden Verhiltnisse greifen wir zunichst einen Punkt y,, 2,
im ,Innern“ derjenigen Hilfte der fraglichen Kante auf, welche durch
Yo < 2, charakterisiert ist. Dann gilt:

2z .
‘;9' -——~J§) > 2.
0
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Fiir die Anniherung an den in Rede stehenden Punkt schreiben wir nun
die geradlinige Bahn:

x:j((zﬁ).t, y.j£0)=2z

vor, welche die-Gleichung xy = 22¢ befriedigt und also derjenigen das
Hexaeder berandenden F, angehort, welche mit der Ebene {=0 die vorhin
gewahlte Hilfte der Kante x =0, { = 0 gemein hat. Lings jener gerad-

linigen Bahn ist nun —"tﬁ = j, konstant gleich j©, und man hat insgesamt:

(0.

Ja=d® = d=E
Beim Grenziibergang zum Kantenpunkte selbst wird lim ¢ =0, also hat
man bei konstantem j, =j©@, lim j, = oo. Als Grenzgebilde entspricht
(ef. Fig. 31) die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariante j{». Nahert
man sich dem gleichen Kantenpunkte in der Ebene ¢ =0 an, so kommt,
wie oben gezeigt wurde, das Grenzgebilde, dessen Gruppe aus der Identidit
allein besteht.

Um nun die Kontinuitit zwischen diesen beiden Grenzfillen herzustellen,
haben wir zwischen den beiden Richtungen, welche eben benutzt wurden,
etwa in der Ebene y-j©® = 2z die gesamten, dem Hexaeder angeh6renden
Anndherungsrichtungen an den markierten Kantenpunkt einzuschalten.
Um die einzelne dieser Richtungen auszuzeichnen, setzen wir j, gleich
irgend einem positiven Werte > j© und beschreiben die Gerade:

=], "¢, y~j§°)=2z.

Nun entspringt die zyklische hyperbolische Gruppe der Invariante j,. Ver-
moge der Grenziiberginge lim j, = j® und lim j, = co stellen wir nun
in der Tat den kontinuierlichen Zusammenhang zwischen den beiden oben
gewonnenen Grenzfillen her.

Fir die Hexaederecke x =0, y =0, { =0 findet man gleichfalls
volle Kontinuitdt der Grenzgebilde. Hier tangiert nimlich die durch
zy = 22t gegebene Seitenfliche des Hexaeders die Ebene { = 0. Jede An-
naherung an diese Ecke liefert somit als Grenzgebilde die aus der Identitit
allein bestehende Gruppe.

Fir die andere Hilfte der Kante z = 0, ¢ =0, fiir welche y > 2 zu-
trifft, sowie fiir die Ecke 2 =0, {=0, 2=0 gelten analoge Ausfithrungen.
Eine besondere Bemerkung erfordert nun noch der Punkt 2 =0, y =,
¢ =10. Nihern wir uns diesem Punkte etwa in der Ebene y = z in einer
Bahn an, bei welcher

lim = =j,>2

ist, so durchschreiten wir simtliche F;, mit denen wir das Hexader aus-
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fiillllen, und gewinnen die zyklische hyperbelische Gruppe der Invariante j,.
Die Invariante j, ist fiir diese Gruppen durchweg gleich — co. Bei den-
jenigen Bahnen nach dem fraglichen Punkte, welche tangential zur Ebene
z = 2t einmiinden, hat man noch weiter zu unterscheiden, in welcher F;
sie verlaufen, oder (was auf dasselbe hinausliuft) welches der Grenzwert
des Kriimmungsradius ist. Dem hier in Betracht kommenden linearen
Kontinuum dieser Grenzwerte entsprechen die oben schon genannten
Gruppen (0, 3; 00, o), an welche sich fiir lim j, = — oo die. an der
fraglichen Stelle schon gefundenen zyklischen hyperbolischen Gruppen
ohne Unterbrechung der Kontinuitit anschlieBen. ‘

Indem wir zusammenfassen, haben wir folgendes Ergebnis auszu-
sprechen: Der Oberfliche des hexaedrischen DB der automorphen Modul-
gruppe haben wir ein iberall geschlossenes Kontinuwm von Grenzgebilden
zugeordnet, wobei im allgemeinen dem einzelnen Punkte der Oberfliche auch
nur e Gebilde zugehort. Nur entspricht dem einzelnen Punkie der Kante
x=0, t=0 stels ein ganzes Kontinuwm von einfach unendlich wvielen
Gebilden, abgesehen von den beiden Ecken y =0 und z= 0. Das einzelne
Gebilde jedes solchen Kontinuums bestimmt man durch die Schlufrichtung
der nach jenem Kantenpunkte zuriickgelegten Bahn, bezw. bei den an dem
Punkte =0, y=2z, t =0 tangential gegen die FEbene x = 2t einmiin-
denden Bahnen durch den Schlufwert des Kriimmungsradius.

Die Gruppen des betrachteten Kontinuums liefern algebraische Ge-
bilde des Geschlechtes p = 2, die orthosymmetrisch sind. Zur Gewinnung

einer zweiwertigen Funktion z=g({)
erweitere man im Einzelfalle die q
Gruppe, wie oben ausfiihrlich beschrie- >
ben wurde, zu einer Gruppe der Sig-
natur (0, 3; 2, 2,2), indem man aus
dem Normalsechseck das Dreiecke, ;¢
ausschneidet und die Seitenmitten
e &, ¢ zu Fixpunkten elliptischer
Substitationen ¥, V,, V.. der Periode
2 macht. In ihnen stellen sich dann
die Erzeugenden der urspriinglichen
Gruppe wie folgt dar:
Vo=V V., Vo=V 'V,
V.=V, V- Fig. 82.
Bei Fortgang zur {-Ebene gehen die hyperbolischen Ecken ¢, 6, ¢

des Dreiecks verloren, Der DB der Gruppe von der Signatur (0, 3; 2, 2, 2)
hat die in Fig. 32 dargestellte Gestalf. Die Hauptfunktion 2 =@ (£) konnen
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wir so einfithren, daB sie den schraffierten Teil des eben angegebenen
DB auf die positive z-Halbebene abbildet, den freien Teil auf die nega-
tive Halbebene. Die den Fixpunkten ¢, -- ., ¢, entsprechenden Stellen 2
mogen die gleichen Bezeichnungen tragen. Um alsdann zu dem alge-
braischen Gebilde zu gelangen, das der urspriinglichen Gruppe zugehort,
haben wir die z-Ebene doppelt zu iiberdecken und an den paarweise einan-
der beziiglich der reellen z-Achse symmetrisch liegenden Punkten ¢, ¢,”,
&', &, e, 6" Verzweigungen beider Blitter anzubringen.

Das gewonnene algebraische Gebilde kénnen wir offenbar durch das
der positiven z-Halbebene angehdrende Tripel der Punkte ¢, ¢, ¢ voll-
stdndig und eindeutig charakterisieren. Man beachte andrerseits, daB die
Auswahl von z noch die Willkiir offen 1i8t, daB wir durch eine beliebige
reelle Substitution:

r__ Gz “+b
cz+d

transformieren diirfen. Alle Punktetripel, welche aus ¢, ¢, &’ durch
solche Transformationen hervorgehen, stellen ein und dasselbe Gebilde dar
und sollen demnach als nicht wesentlich verschieden gelten.

Um jetzt zum Kontinuom algebraischer Gebilde, welches unserem
Gruppenkontinuum gegeniibersteht, zu gelangen, miissen wir alle im an-
gegebenen Sinne wesentlich verschiedenen Punktetripel zusammenfassen.
Zur invarianten Darstellung des Kontinuums eignen sich hier Doppel-
verhiltnisse nicht recht; vielmehr dienen wir den vorliegenden Zwecken
mehr, wenn wir auf die z-Halbebene dieselbe hyperbolische Mapbestimmung
wie auf die §-Halbebene beziehen, das Kreisbogendreieck der Ecken e, e, &5
einfiihren und auf dieses die in A. F. I, pag. 348ff. entwickelte invariante
Darstellung anwenden. Von den a. a. 0. angegebenen Bedingungen kommt
hier natiirlich die in Fortfall, daB die Winkel des Dreiecks aliquote Teile
von =z sein sollen. Die Winkel kénnen hier vielmehr irgend welche
GroBen zwischen 0 und x haben, die Grenzen selbst eingeschlossen; nur
muf natiirlich die Winkelsumme <z sein.

Nach Vorschrift der a. a. O. gegebenen Regeln stellen wir nunmehr
unser Dreieck und damit unser Kontinuum algebraischer Gebilde durch
drei Invarianten j,, j,, j; dar, fiir welche wir zuvorderst folgende Be-
dingungen anzumerken haben:

i’ + 22 s+ aideds = 4,
—2Z0E+2, —2£555+2, —255<+2.

mit ad —be >0

Um ein anschauliches Bild des fraglichen Kontinuums zu gewinnen, deuten
wir die j,, 4, js als rechtwinklige Koordinaten und untersuchen den durch



Zum Kontinuititsbeweis i. d. Theorie der automorphen Funktionen. 489

die vorstehenden Ungleichungen charakterisierten Bereich. Letzterer ist das
durch Fig. 33 dargestellte Tetraeder, welches von drei ebenen, geradlinig
begrenzten Dreiecken und einem Stiick der durch:

j12 +Ja* + Js' tiidads =4
dargestellte F; eingeschlossen wird. Dieses Tetraeder hat die drei Ebenen
Jo = Js» J3 =131, J1 = Jo zu Symmetrieebenen und geht in sich selbst iiber,

wenn man es um die Achse A
Ji =Js =7J; durch den Winkel j{k € (~2,2,2)

33-’5 dreht. Jo drei hierbei in-

6.0,2)
einander iibergehende Punkte .., /
stellen dasselbe algebraische Ge-
bilde dar. Wir kommen hier
zu analogen Verhiltnissen, wie @20
oben bei der Darstellung des \ TeAzwe
Gruppenkontinuums. Um jedes (200)
algebraische Gebilde nur einmal
darzustellen, miissen wir uns
auf ein Drittel des Tetraeders
beschrinken. Die nihere Unter-
suchung zeigt, daB den oben Gi2-2)
getroffenen Festsetzungen j, <j,, ¥ig. 33.
jo £ J, die folgende Forderung parallel geht:

J1 ZJar 1 ZJs-
Das entsprechende Drittel des Tetraeders ist dasjenige kleinere Tetraeder,
dessen Kanten in Fig. 33 stark markiert sind.

Bei der Untersuchung der Beziehung dieses Tetraeders auf den DB
der automorphen Modulgruppe stellen sich nun Umstindlichkeiten ein,
die man am besten dadurch iiberwindet, daB man den Raum der j, js,Js
vorab einer bestimmten Transformation wunterwirft. Letztere ist den
Rechnungen entnommen, welche sich beim Studium der fraglichen Be-
ziehung darboten; sie ist gegeben durch:

w2t ¥s 2+ U+
Juds+4’ Jsdi +4° hds +4
Deuten wir auch die u, v, w als rechtwinklige Koordinaten, so handelt es

sich, wie man leicht erkennt, hier um eine 1-2-deutige Beziehung beider
Riume aunfeinander; und zwar entsprechen dem einzelnen Punkte (u, v, w)

] ) .. 4 4 4
immer zwei Punkte (j,, j;, j;) und (3‘:’ Js’ )

_5; .
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Die Funktionaldeterminante der u(j,, j;, 45), - - - ist, abgeschen von
einem numerischen Faktor:

(4'“.7:2) @—34.H @ —34s>

(.72 I+ 90+ 00+ 4)

Dieselbe verschwindet lings der drei ebenen Seitenflichen des Tetraeders.
Letztere, ebenso wie die Tetraederecken, erfordern demnach eine besondere

Untersuchung. Dem ,Innern“ des Tetraeders kann von zwei Punkten

(J1s Jos Js)s (-'-* % 3—) hdchstens einer angehoren. Fiir das ,Innere” des

Tetraeders und den entsprechenden Bereich im Raume der u, v, w ist
somit die angegebene Beziehung eine umkehrbar eindeutige.

Wir wenden uns zur Untersuchung der ebenen Seitenflichen des

Tetraeders und betrachten als Beispiel j; = 2; die Fliche besteht aus

dem in Fig. 34 stark umrandeten

N-Axe Dreieck. Fiir j, = 2 findet man nun

(2.2,2) (0.2.2) (222) #=v=1, so daB sich alle Punkte

der Dreiecksfliche auf die Gerade

u=wv =1 tbertragen. Des ndheren

\ hat man:
\\ 202) w(Jjo + 4) = 2j; + 2j,.

002 R h~Are  Pagt man hier w als Parameter, der
alle Werte von O bis 1 durchlaufen
soll, und deutet j,, j, als Koordinaten
in der Ebene j, = 2, so gewinnt man

(3-2.2) eine Schar von Hyperbeln, welche
die Fldche des Dreiecks in der in

Fig. 34 skizzierten Art bedecken. Die Punkte des einzelnen solchen

Hyperbelstiicks ziehen sich vermodge umserer Transformation auf den

einen Punkt v =v =1, w zusammen, wo w der zugehdrige Wert des

Parameters ist. Die ganze Dreiecksfliche bildet sich solchergestalt auf

das von w =0 bis w =1 reichende Stick der Geraden w =v =1 ab;

die Hypotenuse des Dreiecks liefert den Punkt w = 0, die beiden Katheten
ziehen sich auf den Punkt w = 1 zusammen.

Ganz analoge Bemerkungen gelten natiirlich von den beiden anderen
ebenen Seitenflichen des j-Tetraeders.

Man nghere sich jetzt der Ecke (2, 2, —2) des Tetraeders an. Hier
ist w=1, wihrend » und v stetig vieldeutig werden. Um die Art
dieser Vieldeutigkeit darzulegen, denken wir von der fraglichen Ecke
aus Wegdifferentiale beschrieben und untersuchen die Grenzwerte , v,
welche dem einzelnen Wegdifferentiale entsprechen. Zuerst untersuchen

Fig. 34.
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wir; die Differentiale, welche den drei aus der fraglichen Ecke zusammen-
laufenden Seitenflichen des Tetraeders angehdren. Wir beginnen mit der
Ebene j, = 2, reihen daran j, =2 und dann die Fy; d. h. wir durch-
laufen die Differentiale, wie es die drei Pfeile der Fig. 35 vorschreiben.

2 (11,1)

A

12,2,2) U=V=w-0
Pig. 35. Fig 36.

Diesen drei Scharen von Wegdifferentialen entsprechen in der Ebene
w=1 die drei in Fig. 36 mit den Nummern 1, 2 und 3 versehenen
Linien, und die zugefiigten Pfeile entsprechen denen in Fig. 35. Das
Auftreten der beiden mit 1 und 2 bezeichneten Geraden ist aus den bis-
herigen Entwicklungen bereits evident. Die Linie 3, welche den auf der Fj:

.512 +j22+j32 +j1j2j3 —4=0

gelegenen Differentialen entspricht, ist ein Stiick einer gewissen Kurve

vierter Ordnung C,. Wenn wir nimlich die Koordinaten der Endpunkte
jener Differentiale 2 + dj,, 2 + dj,, — 2 + dj; nennen, so folgt aus der
Gleichung der F, welche in der fraglichen Ecke einen Knotenpunkt auf-
weist, nach leichter Rechnung:

(&4, + djs + dj)* — 4djy - djy = 0.

Nun entspricht dem Punkte (2 +dj,, 2+ dj,, — 2+ dj;) im Raume der
%, v, w der Punkt:

djy + dj, djs + dj,
U = —t P2 V. L 2 w=1
djy —djy ’ djy —dj, ’ ’

woraus sich umgekehrt ergibt:
djy 2 dgy i djyg = (w+1)(v—1): (u—1) (v+1): (u+1) (v+41).

Die Eintragung dieser Werte in die zwischen den Differentialen bestehende
Relation ergibt als Gleichung der C,:

5uv® + 6uv(u+v) + S5 +9%) —4uv — 24 — 20— 3 =0."
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Die hierdurch dargestellte Kurve verliuft ganz im Bereiche
“1§u§+17 _1§”§+1
und hat die in Fig. 37 dargestellte Gestalt. Der stirker ausgezogene
Teil der Kurve kommt bei der Abbildung unserer Tetraederecke zur Be-
nutzung. Indem man sich der in Rede stehenden Ecke jetzt in allen
Richtungen vom Tetraeder aus annihert, findet man als Abbild der Ecke
den in Fig. 36 schraffierten der Ebenew =1 angehérigen dreieckigen Bereich.

1 (4,1)
5 ) 0oy
'3
. CL”
u-Axe ,
G, "
G10)
-2
(12 (200)
Fig. 87. Pig. 38.

Fiir die beiden Ecken (2, —2,2) aund (—2, 2, 2) kommt man selbst-
verstindlich zu ganz analogen Ergebnissen. Die Abbilder der drei Ecken
sind mn Fig. 38 zusammengestellt; es handelt sich um die drei, in den
Ebenen =1, v =1, w =1 gelegenen schraffierten dreieckigen Bereiche,
welche von je zwei Geraden und je einer Kurve vierter Ordnung begrenzt
sind. Die oben in der Ebene w = 1 speziell betrachtete Kurve ist in der
Figur durch C,” bezeichnet.

Es restiert die Abbildung des Flichenstiickes dritter Ordnung, welches
das j-Tetraeder, neben den vier ebenen Dreiecken, berandet. Die Glei-
chung des Abbildes im Raume der u, v, w gewinnt man durch Elimination
von j;, js, js aus den vier Gleichungen:

o Mk %ku, 2+,
Jods +4 7 Jsdy+4¢ 7 Jids+4°

W+ Js*+ Js'+idads —4=0.
Die etwas umstindliche Rechnung liefert als Resultat:
{Cuvw—u—v—w)*+2(u+1) (v+1) (w+1) (uv+ww+ow—1)
— 4(uv+uw+ow)— B8uow}* =4{(u+1) (v+1) (w+1)}?
-(A—u) (1 ~v)(1—w).
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Fiir w =1 wird die rechte Seite dieser Gleichung 0, die linke aber liefert
das Quadrat der linken Seite der oben fiir die C,” ansgerechneten Glei-
chung. Die im Raume der u, v, w gewonnene F,, beriihrt die drei
Ebenen =1, v =1, w =1 lings der Kurven C,, C/, C,”. Ein in diese
drei Kurven eingespanntes Stiick der F,, gewinnen wir als gesuchtes
Abbild des Flichenstiicks F.

Endlich beachte man noch, daB die Symmetrieebenen j, = j;, 7 = Js»
Js =J, sich bezw. tibertragen auf die Ebenen w=wv, v=w, w=u, welche
gleichfalls den Charakter von Symmetrieebenen bekommen. Auch iber-
lege man noch, wie sich die vorhin schon besprochene Ungleichung
I =Jes = Js auf die u, v, w iibertrigt. Wir finden als SchluBergebnis:

Das j-Tetraeder ibertrigt sich auf ein Tetraeder im Rawme der u, v, w;
und zwar liefert die Seite Fy des ersten Tetraeders die Seite Fy, des zweiten,
die Ecken (2,2,—2), (2,—2,2) und (—2, 2, 2) des j-Tetraeders gehen in
die drei ebenen Seitenflichen des mneuen Tetraeders iiber, die drei ebenen
Seitenflichen des j-Tetraeders ergeben die drei geradlinigen Kanien des
zweiten Tetraeders, endlich zichen sich die dres in der Ecke (2, 2, 2) susam-~
menlaufenden Kanten auf die Ecke u=v=w =1 zusammen. Fir die
Darstellung unseres Kontinuums algebraischer Gebilde aber gilt: Wir
stellen das fragliche Kontinuum gerade erschopfend dar, indem wir ous
dem gewonnenen Bereiche dasjenige, ein Pentoeder bildende, Drittel aus-
sondern, welches den Ungleichungen u < v, u < w entsprichi.

Wir haben nunmehr die Abbildung des hexaedrischen DB der auto-
morphen Modulgruppe auf das eben zuletzt gewonnene, den Ungleichungen
< v, w < w entsprechende Pentaeder niher zu untersuchen und beginnen
in iiblicher Weise mit der Betrachtung der Oberflichen beider Bereiche.

In dieser Hinsicht konstatieren wir zunichst,' daB die Seitenfliche F,
des Hexaeders auf die F), des Pentaeders eineindeutig stetig bezogen ist.
Dies ergibt sich unmittelbar aus dem oben bereits bewiesenen Funda-
mentaltheoreme fiir die Gebilde der Signatur (1,1; oo). Zu bemerken
ist hierbei nur, daB das Kreisbogendreieck ¢,'e,’e;” der positiven z-Halb-
ebene, welches uns die Grundlage fiir die invariante Darstellung des
Kontinuums der algebraischen Gebilde abgab, bei der oben vorgeschriebenen
Auswahl der Hauptfunktion z gegenwirtig unendlich klein wird. Damit
das Dreieck endlich ausgedehnt bleibt, hat man die reelle &-Achse auf die
Peripherie eines Kreises der z-Ebene mit endlichem Radius abzubilden und
muB alsdann diesen Kreis beim Ubergange zum parabolischen Grenzfalle
auf einen Punkt zusammenziehen.

Man ndhere sich jetzt einem Punkte der Seitenfliche ¢ = 0 des Hexa-
eders an, und zwar tangential zu dieser Fliche, falls es sich um einen
Kantenpunkt 2 =0, /=0 handeln solite. Hier wird limj, = co, lim j, == co.
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Wihlten wir somit den DB der Gruppe als Parallelogramm des Zentrums
¢,', so werden im Grenzfalle die Punkte ¢, ¢, an zwei getrennte Stellen
der Ellipse riicken. Da die Gruppe T schlieBlich nur noch aus der
Identitit besteht, so wird im Grenzfalle die ¢-Ebene mit der z-Ebene
identisch sein, und also folgt j, = 2, 5, = 2, d. h. wir gelangen zn einem
Kantenpunkt des j-Tetraeders, der einer der drei von der Ecke (2, 2, 2)
ausziehenden Kanten angehort. Aber beim Ubergange zum Raume der
u, », w ziehen sich diese Kanten auf die Ecke 4 = v = w =1 zusammen.
Die Folge ist, daB sich bei der Abbildung des Hexaeders auf das Penta-
eder die Seitenfliche =0 des ersteren anf den Eckpunkt ¥ = v = =1
des letzteren zusammenzieht.

Wir haben nun am Hexaeder noch vier weitere Seitenflichen, nim-
lich zwei Dreiecke, welche auf den F,:

zy —22t=0, zx — 2yt =0

gelegen sind, und zwei Vierecke, den Ebenen z =y, 2 =z angehorig.
Die beiden ersten Flichen stehen koordiniert, und was von der einen
gilt, tibertrigt sich sofort auf die andere; in demselben Sinne sind die
beiden letzten Flichen ko-
ordiniert. Wir brauchen
demnach von jedem Paare
nur eine Fliche in Betracht
zu ziehen.

Gehen wir erstlich zum
Dreieck der ¥lache

zy — 22t =0,

so haben wir mit den DB
der in Fig.39 angegebenen
symmetrischen Gestalt zu
tan. Bei der Abbildung
auf die z-Ebene werden die
Punkte ¢, e, ¢;” auf einen
zur reellen z-Achse ortho-
gonalen Halbkreis riicken,
und zwar liegt auf diesem
Halbkreise e,” zwischen ¢,
und ¢, Wir haben somit
51=2, js =2, j;=— 2 und gelangen im Raume der u, », w zur Seiten-
flache w =~ 1 des Pentaeders, welche die Gestalt eines ebenen Dreiecks

Man muf nun fiir die beiden solchergestalt in Korrespondenz gesetzten
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dreieckigen Flichen ein besonderes Fundamentaltheorem aufstellen, was
in der iiblichen Weise geschieht. Eine erste Seite hat das Hexaeder-
dreieck mit der F; der parabolischen Gebilde gemein. Diese Seite ist,
wie wir bereits wissen, stetig eindeutig auf die von der C,” gelieferten
Seite des anderen Dreiecks bezogen. Als zweite Seite ersteren Dreiecks
yeihen wir hieran die durch z =y gegebene. Hier haben wir j, =3j,, so
daB der DB der Fig. 39 als neue Symmetriekreise diejenigen gewinnt,
welche die imaginire {-Achse bei { =42, d. h. an den Stellen ¢, ¢,
unter 45° schneiden. Da die neue Symmetrie bei Abbildung auf die
2-Ebene erhalten bleibt, so werden in der z-Halbebene die Abstinde ¢, ¢,
und &’¢,” im Sinne der projektiven MaBbestimmung einander gleich. Wir
gelangen somit zur Geraden » = v, d. i. zur zweiten Seite des Dreiecks
in der Ebene w=1. Fiir lim#=0 werden wir dabei notwendig zur
Ecke w =v =1 gefiihrt; wir finden daraufhin in iblicher SchluBweise,
daB die beiden in Rede stehenden Seiten eineindeutig stetig aufeinander
bezogen sind.

Etwas mehr Umstinde verursacht das letzte Seitenpaar unserer beiden
Dreiecke. Nshern wir uns auf dem Hexaederdreieck der Seite x = 0, so
gewinnen wir zyklische hyperbolische Gruppen der Invariante j,; und
zwar sind die Werte j, = 2 bis j, = + oo stetig auf die Punkte jener
Seite vom Endpunkt y = 2 beginnend bis zum andern Endpunkte bezogen.
Diese zyklischen hyperbolischen Gruppen fithren nun in der z-Halbebene
auf Dreiecke, bei denen, wie Fig. 40
zeigt, der Punkt ¢ auf die reelle e’
Achse riickt. Verschiebt man ¢’
bei festgehaltenen Punkten e, e’
lings des Segmentes a b der reellen

2-Achse etwa im Sinne des Pfeiles, 3 5 %
so bleibt erstlich das algebraische
Gebilde unverdndert; andrerseits ¥ig. 40

beschreibt hierbei, wie die nihere

Untersuchung zeigt, der Punkt (4, Jjs, js) In dem das j-Tetraeder be-
grenzende Dreieck j, = 2 ein bestimmtes unter den in Fig. 34 dargestellten
Hyperbelstiicken von der Ecke (2, —2,2) zur Ecke (2,2,—2). Der
Parameter dieser Hyperbelschar ist #, und es sind (Fandamentaltheorem
der zyklischen hyperbolischen Gruppen) die hier in Betracht kommenden
Parameterwerte von u=0 bis u=1 stetig eindeutig auf die Werte j, =2
bis j, = 0o bezogen. Fiir unsere in Betracht kommende Seite zy — 22{=0
des Hexaeders liegt nun in Fig. 40 der Punkt ¢, allemal an der Stelle b,
d. h. es handelt sich, den unterschiedenen Werten j, entsprechend, um
die in der Seitenfliche j = 2 des j-Tetraeders an der Keke (2,2, —2)"
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errichteten Wegdifferentiale. Letztere aber bezogen wir oben bereits auf die
Punkte der durch v=1, w=1 gegebenen Kante des Tetraeders der Fig. 38.

Hiernach sind in der Tat die beiden noch fehlenden Seiten unserer
beiden dreieckigen Bereiche eineindeutig stetig einander zugeordmet, und
wir beweisen in iiblicher Weise die gleiche Art der.Beziehung fiir diese
gesamten Bereiche.

In ganz analoger Art zeigt man, daB sich die auf der Fliche zweiten
Grades zx — 2yt =0 gelegene Seitenfliche des Hexaeders eineindeutig
stetig auf diejenige dreieckige Seitenfliche des Pentaeders iibertrigt, welche
der Ebene v = 1 angehort.

Es restieren endlich noch die beiden viereckigen Grenzflichen des
Hexaeders, welche in den Ebenen x =y bezw. 2 = 2 gelegen sind. Be-
ginnen wir mit der ersteren Fliche, so zieht sich die der Ebene ¢ =0
angehorende Seite im Raume der u, v, w, wie wir bereits wissen, auf
den Eckpunkt ¥ =9 =w =1 des Pentaeders zusammen. Auch das Ab-
bild der durch zy — 22t =0, 2 — y = O dargestellten zweiten Seite haben
wir schon aufgefunden; es ist die Gerade u — v, w = 1 in ihrem Verlauf
von der Ecke u =9 =1 bis zur Kurve C,”. Endlich ergibt sich als
Abbild der durch z =y auf der F, ausgeschnittenen Seite des Vierecks
die entsprechend durch » = » auf der F,, ausgeschnittene Kurve, und zwar
von der C,” aus bis zum Punkte v = v = w der F,,. Dies folgt aus der
oben bereits festgestellten Beziehung der F, auf die Fi,.

Neu festzustellen ist hier nur das Abbild der Seite z =y =2. Es
ist von vornherein selbstverstindlich, daf sich dieselbe auf die Gerade
#'= v = w tbertriigt; und es hat keine Schwierigkeit, fiir die hier in
Betracht kommenden linearen Kontinua ein spezielles Fundamentaltheorem
zu beweisen. Dem einen Endpunkte der Seite x = y =z, welche der Fj
angehOrt, entspricht der auf der F,, gelegene Kndpunkt der Seite
%= v = w; der andere, auf {= 0 gelegene, Endpunkt liefert den End-
punkt u =v=w=1.

Da sich allgemein die Symmetrieen von der {-Ebene auf die z-Ebene
ibertragen, so folgt ans # =y notwendig u =». Das unser Hexaeder
begrenzende, in die vier besprochenen Seiten eingespannte ebene Viereck
wird somit sein Abbild in der Ebene v = v finden. Auf Grund der schon
gewonnenen Feststellungen erhalten wir durch iibliche Fortsetzung der
Kontinuititsbetrachtung als Abbild jenes Vierecks ein der Ebene u = v
angehorendes Dreieck, das in die Seiten w =1, # =9 =w und in eine
dritte auf der Fy, gelegene Seite eingespannt ist.

Die viereckige der Ebene z = z angehorige Grenzfliche des Hexaeders
dibertrigt sich entsprechend auf das in der Ebene w = u gelegene Dreieck,
welches das Pentaeder begrenzt.
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Gehen wir jetzt auf das iiberall geschlossene Kontinuum der Grenz-
gebilde zuriick, das wir oben den gesamten Oberflichenpunkten des
hexaedrischen D B der automorphen Modulgruppe zugeordnet fanden, so
bleibt nur noch eine Bemerkung iibrig betreffs derjenigen Gruppen
(0, 3; o0, o©) sowie derjenigen zyklischen hyperbolischen Gruppen, welche
wir bei Anniherung an die Kante z =0, { =0 aus dem Innern des DR
antrafen. Nun liefern die Gruppen (0, 3; oo, oo) algebraische Gebilde
mit p = 0; sie gehen aus den Riemannschen Flichen des Geschlechtes
» =1 hervor, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammenriicken und eine
Trennung der beiden Blitter an der Koinzidenzstelle eintritt, wobei dann
die beiden Narben den parabolischen Spitzen des Polygons entsprechen.
In unserem Falle werden die beiden Punkte ¢, ¢ koinzidieren, so daB
WIr j; = 2, j, = — j; gewinnen. Wir gelangen somit zu der durch diese
Gleichungen dargestellten Kante des j-Tetraeders und damit zur Ecke
=0, v=1, w=1 im Raume der %, v, w. DaB andrerseits die hyper-
bolischen zyklischen Gruppen im letzteren Raume ihren Ort auf der Kante
v=1, w=1 fanden, stellten wir bereits fest.

Indem wir die Ergebnisse zusammenfassen, haben wir folgenden Satz
gewonnen: Das dberall geschlossene Kontinuum der Grenzgebilde, welches
wir der Oberfliiche des hexaedrischen DB der automorphen Modulgruppe
bei der Signatur (1, 1) zugeordnet fanden, ibertrigt diese Oberfliche stetig
auf die rings geschlossene Oberfliiche des vm Rowme der w, v, w eingegrenzien
pentaedrischen Bereiches.

Hiermit ist der Grund fiir die Durchfiihrung der schlieBlichen Kon-
tinmitidtsbetrachtung gelegt. Wir erfiillen das Hexaeder durch eine Schar
ausreichend nahe zueinander verlaufender Flichen und untersuchen auf
Grund des Stetigkeits- und des Unitéitssatzes deren Abbildung auf das
Pentaederinnere. Es ergibt sich, da8 das Hexaederinnere eineindeutig
stetig auf das Innere des Pentaeders bezogen ist: Auf jeder Riemannschen
zweiblittrigen Fliche mit sechs zur reellen Achse paarweise symmetrischen
Verzweigungspunkten existiert eine und im wesentlichen auch nur eine poly-
morphe Funktion § = f(2), welche die zerschnittene F'liche auf ein ortho-
symmetrisches Haupthreispolygon vom Charakter (1, 1) abbildet. —

IV. Die Grenzkreisgebilde des Charakters p — 0, n —=4.

Unter den Gebilden des Charakters (0, 4) sollen hier nur diejenigen
mit Grenzkreis betrachtet werden. Ein paar Angaben iiber die hierbei
eintretenden Erzeugenden der automorphen Modulgruppe sind in A. F. I,
pag. 395 gemacht. Wir werden die fraglichen Formeln unten auf einem
neuen Wege wieder finden.

Mathematische Annalen. LIX, 32
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DB der antomorphen Modulgruppe bei p=0, n=4.

Die gesamte Gattung der Grenzkreisgebilde vom Charakter (0, 4)
zerfdllt in unendlich viele Familien, deren einzelne durch ihre Signatur
0,45 1,,%,%,1,) eindeutig bestimmt ist. Signaturen, die sich nur durch
die Reihenfolge der Zahlen / unterscheiden, liefern ein und dieselbe Familie.
Die einzelne Familie bildet ein zweidimensionales Kontinuum automorpher
Gebilde. Zur invarianten Darstellung dienen die Moduln:

jx; jz: js; 547 j12 =j34; jzs =j41, j1s: j24'
Von diesen Moduln haben die ersten vier bei dem einzelnen Kon-
tinuum die festen Werte:

Jy =2 cos -, j2=2cos—;—‘—,---,j4=2cos—7~-
2 4
Wir wollen aus ihnen die drei Ausdriicke herstellen:
U=Jjijs *JsJes ©=JrJs +IsJe> W =1JJs+ JaJs

welche Zahlen des Intervalless 0 <w,v,w <8 sind. Die drei Werte
=0, v=0, w=0 treten bei der Signatur (0,4; 2,2,2,1) ein. In
diesem Falle muB 7, > 2 sein. Ist J, = 2m, eine gerade Zahl, so kommen
wir zu dem bereits unter III behandelten Gruppen, deren jede eine aus-
gezeichnete Untergruppe des Index 2 von der Signatur (1, 1; m,) enthilt.
Die hier zu erwartenden Entwicklungen wird man demnach in manchem
Betracht als Verallgemeinerungen derjenigen unter III anzusehen haben.
Der entgegengesetzte Extremfall, da8 nédmlich » = 8, v = 8, w = 8 zutrifft,
wird von der Signatur (0, 3; o0, 00, 00, ) geliefert.

Aus den Invarianten j;, j;, js, J, wollen wir gleich auch noch die
Verbindung:

J =j1j2j3j4 +j12+j22+j32+j42* 4

herstellen. Der Zahlwert von J ist im Intervall — 3 < J < 28 enthalten.
Die untere Grenze wird bei der Signatur (0,4; 2,2, 2, 3) erreicht, die
obere bei (0, 4; oo, o0, 00, 0©).

Zwischen den vier weiteren Moduln j,, 5, j14, Joy Missen zwel Re-
lationen bestehen, damit wir zu einem zweidimensionalen Komtinuum
kommen. Diese Relationen lauten nach A. F. I, pag. 394:

Ji2 F Rs — Jisdas — Wis — Wiy + S =0,
J1sha s+ G — v =0.
Zur Einfibhrung einer geometrischen Sprechweise setzen wir:
Juihsiiu:—l=x:1y:2:¢
und deuten z, y, 2, ¢ als homogene Raumkoordinaten. Die Invariante 4,
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driicken wir vermdge der zweifen eben angegebenen Relation in den
Z, Y, #, t aus und finden alsdann fiir die erste jener Relationen die neue
Gestalt:
HaP Y+ 2% — zyz + P(uz+ovy+wz) + J3 = 0.

Diese eine noch bleibende Relation haben wir bei fest gegebenen u, v, w, J
als Fliche dritter Ordpung Fy; zn denten. In dem schon genannten Spezial-
falle der Signatur (0,4; 2, 2, 2, 2m,) kommen wir auf die in IIl zugrunde
gelegte Fliche F, zuriick.

Das Polygonkontinuum bei der einzelnen Signatur (0, 4; 1,1, %,1,)
ist zweidimensional und wurde in der Note ,Uber die in der Theorie der
automorphen Funktionen auftretenden Polygonkontinua® (Gottinger Nachr.
1903, Heft 5) als ,einfach“ zusammenhingend erkannt. Die charakte-
ristischen Ungleichungen sind hier j, < —2, 45 <—2, ji. < —2 oder
in den z, y, #, ¢ geschrieben:

z2>2¢ y>2¢ 2>2¢t

Zur Darstellung des fraglichen Kontinuums haben wir somit denjenigen
Teil der F; zu benutzen, welcher dem durch die vier Ebenen:

z2—2=0, y—2¢t=0, 2—2{=0, t=0
eingegrenzten Tetraeder angehort.

Um den Verlauf der F; innerhalb dieses Tetraeders zu erkennen,
setzen wir fiir einen Augenblick =1 und deuten der groBeren Anschaulich-
keit wegen z, y, z als rechtwinklige Koordinaten. Man schneide die Fj
mit einer Horizontalebene z = 2k, wo % > 1 gewihlt werde. Der Schnitt
ist die Hyperbel:

22— 2kzy + y2 + ux + vy + (4 +2kw+J) =0
mit den Mittelpunktskoordinaten:

_ u-tok __ v uk
=1 NTIg—y

y =2k VF-1)

gegebenen Asymptotenrichtungen. Kiner der beiden Zweige dieser Hyperbel
gehort dem fiir uns in Betracht kommenden Quadranten z>2, y > 2
der gewihlten Horizontalebene an. Fiir lim = 1 zieht sich dieser Zweig
auf den unendlich fernen Punkt der Winkelhalbierenden = = y zusammen.
Die Asymptotenrichtungen koinzidieren fiir lim 2 = 1 mit dieser Richtung
x=1y. Wichst & von 1 bis oo, so entfernen sich die Asymptotenrich-
tungen mehr und mehr voneinander und werden schlieflich fiir lim & = o0
die Richtungen der Achsen der z und.y.

Durch Fortsetzung dieser elementaren Betrachtung stellt man unter
Riickkehr zur projektiven Sprechweise folgendes Ergebnis fest: Die Fliche F,

) 32*

und den durch:
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d. h. der ums inferessierende Teil derselben, welcher dem durch die Ebenen
x=2t, y=2¢, z2=21, t=0 cingegrenzlen Tetraeder amgehdrt, ist ein
einfach zusammenhingendes, in den Rand der Tetraederseite t =0 ein-
gespanntes Flichenstiick, welches wbrigens sackartig in das Innere des
Tetraeders hineinhingt. Die durch die Kamte z = O, t = O hindurchzulegen-
den Ebenen z — 2kt =0 schneiden die Fy; aufer in jener Kante woch in
Kurven des 2*" Grades, welche sich fir im k=1 auf den Punkt z =y,
2 =t = 0 zusammenzichen und fir im k = oo in das Geradenpaar z-y =10
ausarten. FEnisprechendes g¢ilt natiirlich fiir die Ebenen x — 2kt =0 und
y— 2kt =0.

Ehe wir auf der F; den DB der automorphen Modulgruppe auf-
suchen, sei folgende Betrachtung eingeschaltet. Unter den vier ganzen
Zahlenl, seien erstlich keine zwei einander gleich. Stellt alsdann (/,,%,,%",1,")
eine beliebige Permutation der (I, %,, 5, /) dar, so wird die Signatur
0,4; 1,1/, 1L, 1) zwar, allgemein zu reden, neue Polygone liefern; aber
dieselben konmen durch Transformation auf die oben bevorzugten Polygone
zuriickgefiihrt werden (cf. A. F. I, pag. 301) und liefern demnach dieselben
automorphen Gebilde. Sind, wie einstweilen angenommen wurde, die
l, by, I, I, durchaus voneinander verschieden, so gilt dasselbe von w, v, w.
Gegeniiber den 24 Permutationen der I, erfahren die w, v, w ihre sechs
Permutationen. Wir werden somit hier zu sechs verschiedenen Flichen Fj
gefiihrt, deren Gleichungen durch Permutationen der u, v, w auseinander
hervorgehen, und die somit selbst durch wiederholte Spiegelung an den
Ebenen y =2, z=2, £ =y aus einer unter ihnen hergestellt werden
konnen. Jede unter diesen sechs Flichen ist ebenso gut wie jede andere
aur Darstellung des Polygonkontinuums geeignet; sie werden durch die oben
erwihnten Modultransformationen ineinander ibergefiihrt. Bei dieser Sach-
lage werden wir an der oben ausgesuchten Fj festhalten.

Besonderheiten liegen vor, wenn zwei oder gar drei unter den Zahlen
I, 4, L, I, einander gleich werden, Im ersteren Kalle sind zwei unter
den u, v, w einander gleich, im letzteren sogar alle drei. Wir haben
entsprechend nur drei verschiedene Flichen F; oder gar nur eine einzige Fj.
Dies hat zur Folge, dap in den fraglichen besonderen Fillen die automorphen
Modulgruppen Erweiterungen durch Spiegelungen gestatten, denen alsdamn
enisprechende Verkleinerungen der DB parallel gehen. Wir kommen darauf
onten zuriick.

Eine weitere Bemerkung erfordert die oben befolgte unsymmetrische
Behandlung der vier Invarianten j,, jis, jis) Jpe- Halten wir an der An-
ordnung (I, I, I, 1) fest, so sind doch die Invarianten j,; und j,, vollig
koordiniert. Statt also j;, zu eliminieren, konmen wir auch mit j; so
verfahren. 'Wir haben alsdann zu schreiben:
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Jigifesidut—1=0a":9y:2: ¢t

und finden, wie man sofort feststellt:

(@24 y 242" — 2y S+ V2 (ux doy +wd) + It = 0.
Wir gelangen somit zu derselben Fliche F,; wie vorhin; das oben durch
den Punkt (2,9, 2,t) dargestellte Polygon wird jetzt durch (2,4, 7, %")
geliefert; und es gilt, wie man leicht aus der zweiten Relation zwischen
den Invarianten j,,, - -- abliest:

2y =at: (z—yt—vid): 2t 12
Durch diese Transformation muB somit unsere F; in sich selbst iiber-
gefilhrt werden, was man in der Tat durch direkte Rechnung leicht be-
weist. Die geometrische Bedeutung der fraglichen Transformation ist die,
daf sie eine symmetrische Umformung der F; in sich ist, deren Symmetrie-
oder Ubergamgslinie auf der F, durch die Fliche zweiten Grades:
2z — 2yt — vi°= 0

ausgeschwitten wird. Diese Fliche heife F,, die Symmetrielinie C, und
die symmetrische Umformung selbst werde durch das Symbol 7 bezeichnet.

Aus der analytischen Gestalt von V folgt 2’: 2 : ¢’ =2z :2:¢t. Je zwei
einander durch V. zugeordnete Punkte liegen hiernach mit der Tetraederecke
z2=2=1=0 auf einer Geraden. Beachtet man, daB diese Ecke selbst
der F, angehort, und daB somit jeder von ihr ausziehende Strahl die Fj
entweder gar mnicht oder in zwei weiteren Punkten schneidet, so ist die
Transformation ¥V, welche diese beiden Punkte permutiert, in ihrer ein-
fachsten Bedeutung erkannt. Zugleich erkennen wir in C, den geometrischen
Ort aller Berihrungspunkte der von der fraglichen Tetraederecke an die Fy
laufenden Tangenten. Setzen wir wie oben ¢= 1 und deuten die z,y¥, 2
als rechtwinklige Koordinaten, so handelt es sich um die zur y-Achse
parallelen Tangenten. Zieht man die hyperbolischen Horizontalschnitte der
F, mit den Ebenen z= 2k wieder heran, so gewinnt man leicht weitere
Aufschliisse iiber den Verlanf von C,. Insbesondere erinnere man sich
des Grenziibergangs lim =1, wo sich die Hyperbel auf den unendlich
fernen Punkt der Winkelhalbierenden # = y zusammenzieht. Unter Riick-
kehr zur projektiven Darstellung finden wir: Die C, ist eine iber die F
hinziehende Kurve, welche den Mittelpunkt x = y der -Tetraederkante z=0,
t =0 mit dem Mittelpunkie y = z der Kanie z =0, { = 0 verbindet.

Wir gehen nun gleich noch einen Schritt weiter: V ist eine unter
drei koordiniert stehenden symmetrischen Umformungen der Fy in sich:
0) 2y 12t = (yz—zt—u):yt:at: 43
) 2y 1V =xt: (gr—yt—ot?) 2t 2
w) 2yt =t yt: (zy—at—wit?): 3
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von denen offenbar gamz entsprechende Bemerkumgen gelten wie von V. Die
Ubergangslinien C,, C,, C, werden auf der F, durch die drei Flichen
zweiten Grades:

F) yz — 22t — ut? = 0,
(F,) 2x — 2yt — vt =0,
&) 2y — 22t —wt*=0

ausgeschnitten. Die drei Kurven C,, C,, C, grenzen auf der F, einen
Bereich ein, von dem Fig. 41 ein schematisches Bild liefert: Es handelt
sieh wm einen dreieckigen Bereich, und zwar ragt dieser Bereich mit
setnen drec Fecken an die Ebene t = O heram, welche er in den Mittel-
punkten der Tetraederkanten errcicht. Wir werden diesen Bereich alsbald
von anderer Seite her wieder finden. —

Auf Grundlage der vorstehenden Ergebnisse gehen wir jetzt daran,
den DB der automorphen Modulgruppe auf der einzelnen F, auszusondern.

Fig. 41, Fig. 42.

Nach allgemeinen Prinzipien soll uns hierzu die Theorie der Normal-
polygone wieder die Grundlage liefern. Zufolge A. F. I, pag. 263 ist das
Normalpolygon bei der Gattung p =0, # =4 im allgemeinen ein Zehn-
eck mibt vier festen Ecken und zwei Zyklen zufilliger Ecken. Die Gestalt
des Zehnecks ist in Fig. 42 gegeben; doch kénnte es auch sein, daB die
hyperbolische Erzeugende V; die Ecken e, ¢, von ¢, ¢, trennt. Bewegen
wir jetzt das Polygonzentrum C so, daB das Polygon gerade in Begriff
steht die Ecke ¢, zu verlassen, so haben sich die durch ¥, einander zu-
gewiesenen Seiten auf Punkte zusammengezogen, und das Polygon hat
die Gestalt des in Fig. 43 (folg. Seite) skizzierten Achtecks angenommen.
C liegt nun auf dem Mittellote der Verbindungsgeraden ¢ e’ bezw. fiir
ly = co aunf einem Lote zu dieser Geraden. Man bewege jetzt C auf

diesem Lote weiter, bis das Polygon im Begriffe steht, die Punkte ¢, ¢,/
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zu verlassen. In diesem Augenblick haben sich die durch ¥V, einander
zugeordneten Seiten auf Punkte zusammengezogen, und das Polygon ist
zum Sechseck der Fig. 44 geworden.

Man kénnte an der Allgemeingiiltigkeit der vorstehenden Uberlegung
zweifeln und tatsichlich gibt es auch Fille, in denen die Herstellung
eines Normalsechsecks bezeichneter Art auf dem vorgeschriebenen Wege

Fig. 43. Fig. 44.

nicht durchfihrbar ist. Um eine einwurfsfreie Uberlegung zu begriinden,
kniipfen wir an die Ausartung der Normalpolygone an, welche man ge-
winnt, falls das Zentrum C in den Punkt e, hineinriickt. Man gelangt
so zu einem Netze von Bereichen, deren einzelner aus [, (also im Falle
einer parabolischen Substitution ¥, aus unendlich vielen) DB der Gruppe
besteht. Zufolge des ,Reziprozititssatzes® der Normalpolygone umfaBt der
zu e, gehorige Bereich alle die Punkte, welche als Zentren C gewihlt
Normalpolygone liefern, die eben an diesen Punkt ¢, heranreichen. Der
fragliche Bereich teilt insofern die Gestalt der Normalpolygone, als er
geradlinig begrenzt ist und dreigliedrige zufillige Ecken mit konkaven
Winkeln aufweist.

Wihlen wir nun einen solchen dreigliedrigen Eckpunkt zum Zentrum C,
so muf das zugehdrige Normalpolygon an die drei zugehérigen Punkte
¢, ¢, ¢ heranreichen und ein Sechseck darstellen. Aber man hat die
zwei Fille zu unterscheiden, daB die Reihen-
folge der Ecken ¢, ¢, ¢, lings des Sechseck-
umfanges sowohl die in Fig. 44 gewihlte,
als auch die entgegengesetzte sein kann.

Wir legen nun erstlich die in Fig. 44
gewihlte Eckenanordnung zu Grunde, ver-
binden das Zentrum C geradlinig mit den
sechs Ecken und ziehen das Dreieck ¢,, ¢;, ¢,
(cf. Fig. 45). Die drei Geraden von C nach
¢, ¢, ¢ sind hier einander gleich; und
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also sind die Dreiecke ¢,6,C und ¢ ¢, C einander kongruent, desgleichen
die Dreiecke ¢,'¢,C und ¢,"¢,C, sowie endlich ¢”¢,C und ¢,¢,C. Denkt
man die mit Ce,, Cey, Ce, Aquivalenten Geraden in allen Sechsecken des
Netzes gezogen, zugleich aber alle iibrigen Verbindungsgerade von Punkten
e fortgenommen, so restiert die Ausartung des Polygonnetzes, welche wir
oben durch Verschiebung von C in den Punkt ¢, erzielten. Wir erkennen:
Das fragliche ausgeartete Polygonnetz weist erstens ,feste“ mit e,, ¢, €,
dquivalente Ecken auf; alle weiteren Ecken sind mit dem Zentrum C des
Normalsechsecks #quivalent. Daraus aber ergibt sich sofort: Be: der
einzelnen Gruppe U gibt es stets ein und nur ein Normalsechseck mit einem
dreigliedrigen Zyklus fester Ecken e, e/, ¢,”.

Die bei dem ausgearteten Polygonmetze an den ,zufilligen” Ecken
auftretenden drei Winkel liegen in Fig. 45 als Winkel zwischen den drei
Geraden von C nach e, ¢, ¢, vor. Da diese Winkel nie konvex werden
konnen, so merken wir als eine weitere Eigenschaft des ‘Normalsechsecks
an, dap das Zentrum C notwendig dem Dreieck e,, ¢, e, angehort. Q

Die gegebene Entwicklung ist der Umkehrung fihig: Jedes Sechseck,
welches die bislang genannten Eigenschaften besitzt, dessen Winkel an
den Kcken e¢,, ¢;, ¢, bezw. dessen Winkelsnmme am Zyklus ¢, ¢, ¢, die
vorgeschriebene GroBe haben, ist ein Normalsechseck unserer Art. Erst-
lich nimlich stellt es offenbar den DB einer Gruppe der Signatur
0, 45 1,,---) dar; zweitens aber liefert der Punkt C als Zentrum not-
wendig gerade das vorgelegte Sechseck als Normalpolygon. Wir stellen
somit jede Gruppe unseres ,Gruppenkontinuums“ einmal und nur einmal
dar, falls wir alle inkongruenten Sechsecke beschriebener Gestalt und
zwar sowohl fiir die in Fig. 45 vorliegende Anordnung der Ecken ¢,, ¢, ¢,
als fiir die entgegengesetzte zulassen.

Der DB der automorphen Modulgruppe wird nun aunf der F, durch
alle diejenigen Punkte dargestellt, welche den vorbezeichneten Sechsecken
korrespondieren. Um diesen DB einzugrenzen, miissen wir die Grenzfille
der Normalsechsecke untersuchen und beginnen wieder mit der in Fig. 45
zn Grunde gelegten Reihenfolge der Ecken ¢,, ¢, ¢,. Wir gelangen nun
zu einem Grenzfalle, wenn das Zentrum C entweder auf eine der Seiten
oder in eine der Ecken des Dreiecks ¢, ¢, ¢, riickt.

Man nehme erstlich an, das Zentrum C sei ein Punkt der Seite e,¢,,
jedoch weder ¢, noch e, selbst. In diesem Falle ist die Summe der
beiden Winkel <C ¢, Ce;, ST ¢, Ce, gleich = geworden; und da andrerseits:

Kl =<6 Ceg,
K eCe =3 6"Ce,
gilt, so sind die beiden einander gleichen Winkel <C e,'Ce, und < ¢,” Cey
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zu O geworden: Die Ecken ¢/, ¢;, ¢,” sind auf der absoluten Ellipse der
MaBbestimmung zur Koinzidenz gekommen und liefern zusammen mit e
emen Zyklus parabolischer Spitzen (cf. Fig. 46); die Gerade ¢e, ist zur
Symmetrielinie geworden. Man wird ganz entsprechende Uberlegungen
fiir den Fall durchfiibren, da C auf eine der beiden anderen Seiten des

Dreiecks ¢e5e, riickt. Indem wir zusammenfassen, erhalten wir das Re-
sultat: Riickt C auf eine der Seiten des Dreiecks e,eze,, jedoch nicht in

Fig. 46. Fig, 47.

ewne Ecke, so erhalten wir als Grenzgebilde dasjenige der Signatur (0, 3; 0o, 1, 1,)
resp. (0,3; &, 0,1,), (0,3; L, 1, 00). Die drei zugehorigen Punkte der
F; werden wir weiter unten angeben.

Es riicke jetzt zweitens C in die Ecke ¢;. Unter diesen Umstéinden
nimmt das Seckseck die in Fig. 47 angegebene Gestalt an. Wir haben
hier noch das Dreieck ¢,” ¢;¢, abgetrennt und vermége der Substitution ¥,
verlegt. Der DB der Gruppe erscheint jetzt aus zwei ,konjugierten Vier-
ecken® e e,6;¢, und e,'¢,e.¢, zusammengesetzt (cf. A. F. I, pag. 304). Das
Besondere ist aber hier, daB diese beiden Vierecke einander symmetrisch
sind; denn aus den allgemeinen Winkelrelationen am Zentrum C und der
Ecke e, des Sechsecks folgert man hier sofort:

KL e = X & ¢, X 656, = L 63636y,
woraus die Symmetrie beider Vierecke hervorgeht.
T
Reihenfolge liefern nun, wie man sofort feststellt, ein eindimensionales
Kontinuum. Um dieses Kontinnum invariant zu charakterisieren, bemerken
wir, daB die zu den Punkten ¢, ¢," gehdrenden Substitutionen:

Vi =V"1V,V,, V, =V, V. V5t

sind. Soll somit die Spiegelung S an der Seile ¢;¢; unseren DB in sich
selbst transformieren, so werden die durch 8 transformierten Substitutionen
Vi, Voo Vs, ¥V mit Vy'~1 Vot V=), V'~ gleich sein:

SV 8=V, 'V 7'V, 8V, 8=V, SV,8§=V,",, SV, 8=V, V, ¥V

Die Kreisbogenvierecke mit den Winkeln —;—3, —;—, —7;— in dieser
] ¢
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Hieraus ergibt sich:
SYV,8-8V,8 =V,~1V,~'V, . Vy~L
Da aber S?=1 und V,V, =V, 'V,~ ! gilt, so folgt weiter:
SV VS = Vo(V. V) Vi,

V.V; und V,V, haben somit, als ineinander transformierbar, gleiche In-
varianten, d. h. es gilt j,, = j,; und also zufolge der zweiten Invarianten-
relation:

Jigduu + 255 —v=0.
In den homogenen Koordinaten geschrieben lautet diese Relation:

xz — 2yt — vt? =0,
so daB die zu unserem linearen Gruppenkontinuum gehdrenden Punkte
der F; auf der oben eingefiihrten Kurve C, gelegen sind.

Man zeigt nun leicht durch das iibliche SchluBiverfahren weiter, daf
das lineare Kontinwum der symmetrischen Gebilde gerade eineindeutig auf die
C, bezogen ist. In der Tat hat unser Kontinuum zwei Grenzfille. Der
erste wird erreicht, wenn ¢; und ¢, oder (was im projektiven Sinne auf
dasselbe hinausliuft) ¢, und ¢, zu einem parabolischen Punkte verschmelzen.
Wihlen wir letztere Alternative, so kommt in der Grenze das Gebilde
(0, 3; o,1,1,), das wir oben bereits fiir den Fall erreichten, daB C auf
die Seite ¢ze, riickt. Ganz entsprechend finden wir als zweites Grenz-
gebilde dasjenige der Signatur (0, 3; 1, 5, 00), welches oben fiir ein auf
der Geraden eye; gelegenes Zentrum C eintrat. Der Grenziibergang zum
Gebilde (0, 3; oo, I, I,) erfordert lim j,=— 2, der zum Gebilde
0, 3; L, I3, o) aber limj, =— 2. Im ersten Falle werden wir zu dem
auf der Kante x = 0, { = 0 des Tefraeders gelegenem Endpunkte von C,
gefiihrt, im zweiten Falle zuom Endpunkte auf der Kante 2 =0, ¢ = 0.

Fragen wir jetzt weiter, wie viele Kontinua symmetrischer Gebilde
in unserem Gruppenkontinuum tiberhaupt enthalten sind, so werden hier-
bei diejenigen Anordnungen der Punkte ¢, welche durch zyklische Permu-
fationen ineinander iibergehen, als nicht verschieden zu gelten haben.
Unter den sechs restierenden Anordnungen werden dann noch je zwei
solche, die einander entgegengesetzt sind, wie (¢, &, &, ¢,) und (e,, €, 6, el),
stets zu gleichen Kontinuis filhren; in der Tat beachte man, daB z. B. in
Fig. 47 die Anordnung e,, ¢, 6,, ¢, am ,konjugierten” Vierecke vorliegt.
Es bleiben somit im ganzen nur drei Kontinua symmetrischer Gebilde,
welche den Anordnungen:

(& @) &5 €)y (&, & e &), (&), & &, &)
korrespondieren. Zu diesen drei Kontinuis werden wir gefiithrt, falls das
Polygonzentrum C regp. in die Ecken e, ¢,, 6; des Dreiecks ¢ 456,
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hineinriickt. Auf der F, enisprechen diesen drei Kontinuis symmetrischer
Gebilde die drei Kurven C,, C,, C,; das von diesen Kurven eingegrenzte
m Fig. 41 schraffierte Dreieck stellt denjenigen Teil des DB der automorphen
Modulgruppe dar, welcher unseren Normalsechsecken wmit der wn Fig. 45
gewdhlten Eckenanordnung e,e;e, entsprichi.

Der Fall, daB die Reihenfolge der Punkte ¢, ¢, ¢, lings des Um-
fangs des Normalsechsecks nicht die bisher angenommene, sondern die
entgegengesetzte ist, erledigt sich jetzt
sehr leicht. In Fig. 48 ist ein Sechseck
dieser Art stark umrandet; es hat die
Ecken ¢, ¢,, ¢, ¢/, ", ¢, Durch Ver-
legung des Dreiecks e,¢,'e,” vermoge V!
entspringt das schraffierte Doppelviereck,
welches aus zwel konjugierten Vierecken
e, €, €, ¢, und e, ¢, 6, e besteht.
Letztere sind gegenwirtig einander nicht
symmetrisch; die Spiegelung S an ¢, ¢
liefert somit, ausgeiibt auf Fig. 48, den
D B einer neuen Gruppe. Dieser D Baber ist
ein Sechseck, bei dem die Eckenfolge die oben zuerst zu Grunde gelegte ist.
Rechnen wir somit die Transformation des DB durch die Spiegelung S
auf die Invarianten j,,, j;5, j.o Oder auf z, y, 7, ¢ um, so haben wir die-
jenige Transformation gewonnen, welche wir auf das von C,, C,, C, ein-
gegrenzte Dreieck ausiiben miissen, um den uns noch fehlenden Teil des
DB der automorphen Modulgruppe zu gewinnen.

Der invariante Darstellung des Gebildes legten wir nun allemal die
zu e, €, €, ¢, (cf. Fig. 48) gehorenden Substitutionen zu Grunde. Nach
der vorgeschriebenen Transformation treten an Stelle dieser vier Sub-
stitutionen V,, V,, V,, V, die folgenden vier:

V/'=8V,~1V,='V,8, Vy’=8V,~'8, Vi =8V,"1S, V/=8V; V1V, 1§
wie man ohne Miihe feststellen wird. Hieraus ergeben sich sofort die
nachfolgenden Gleichungen:

V'V, =8V,71V,=18 = S(V, V)18,

ViV =SVt WtV V8 = S(V, V)5,

Vi'Vy' =8V, Vg8 = 8(V, V) 7' 8.
Es gelten somit fiir die Invarianten folgende Gleichungen:
. Jig =der Jis=Ju=—Jndu—his 9 Ju=lu
In 2,1y, 2z, t schreibt sich die gewonnene Transformation:

2y 12t =at: (cx—yt—oit?) 2t 82
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sie ist somit keine andere als die oben mit ¥ bezeichnete symmetrische
Umformung der F; in sich mit der Ubergangslinie C,. Transformiert
man das auf der Fy durch die Kurven C,, C,, C, eingegrenzte Dreieck
durch V, so ist das aus dem urspriinglichen und dem tramsformierten Dreieck
aufgebaute Doppeldreieck ein DB der
automorphen Modulgruppe. Fig. 49 gibt
ein schematisches Bild des Doppel-
dreiecks, welches die der Zeichnung
za Grunde liegende Ebene ¢ = 0 mit
den vier Ecken erreicht. Als Erzeu-
gende der automorphen Modulgruppe
liefert der DB die beiden Transfor-
mationen:

U=WV, W=7T,
die den in der Figur angegebenen Pfeil-
richtungen entsprechen. Statt durch
V kénnen wir das urspriingliche durch C,, C,, C, eingegrenzte Dreieck
auch lings C, oder C, vermbge der Substitutionen U resp. W reproduzieren.
Entsprechend werden wir im Interesse der Symmetrie die dre: Trans-
formationen:

\/
(11,00)
Fig. 49.

U=W-V, V=U-W, W=V-U

als Erzeugende der automorphen Modulgruppe bezeichnen, zwischen denen
alsdann die Bezichung besteht:

W.V.-U=1.
Die einfachste ausfiithrliche (Gestalt dieser Transformationen ist:

Zz_x =x 2z y y__ ¥y _ z 7 _
(0) T TR T T AT vE T e T
¥y Z_ = £ __ ¥_y =z Yy s 7 __

(¥) ' 7T 7% 5% T T T W
z x x’ x[ zl r z’ z

(W) ~y-'—~———~-———7=u, —T"T"’l“"y—":’v, 7=""'

Die Invarianz der F; ist mit Hilfe dieser Gestalt der Erzeugenden be-
sonders leicht zu zeigen. Der gesamten Modulgruppe enispricht ein Netz
von Dreiecken, welches die Fy lickenlos und einfach bedeckt: die Grenze des
Netzes wird von den drei in der Ebene t =0 gelegenen Tetraederkanten
gebildet, in welche die F, eingespannt ist. Die Transformationen U, V, W
sind aperiodisch. Die vorliegende automorphe Modulgruppe erweist sich als
wsomoyph mit der tn der Theorie der elliptischen. Modulfunktionen auftreten-
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den Houptkongruenzgruppe 2. Stufe, d. i. mit der Gruppe der Signatur
(0, 3; oo, 00, 00). )

Die gewonnenen Ergebnisse sind in voller Ubereinstimmung wit den
vorliufigen Angaben iber die Erzeugung der Modulgruppe in A. F. I,
pag. 395. Die damals mit 7, bezeichnete Transformation war durch Ab-
anderung des kanonischen Querschnittsystems auf der Riemannschen
Fliche berechnet und hatie die Gestalt:

N » N . L . - .
e =h2r Js=he Ju="Juha—ls T
w=u, v=w, w=0.
Es tritt also hier noch eine Permutation der u, v, w0 ein, d. h. ein Uber-
gang zu einer anderen unter den oben erwihnten sechs Flichen F;. Da-
gegen transformiert 7% unsere F), in sich:
4 * of 3 . -
Jie=lse> J13= "Il —Jdis T+ 7,

(Tlg) o 9 s < e N .
J1a = Nad1s T edis — Ve — 1 + -
Offenbar kann man diese Transformation 7,2 auch so schreiben:

o .

J1s =J1s> Jiha ‘i +Is— 0 =0, Jfis+juu+iy—w=0.
Damit aber haben wir unsere obige Transformation U erreicht.

Es sind jetzt nur noch die beiden Fialle zu betrachten, daB es unter
den Zahlen , 1,, I,, |, entweder zwei oder gar noch mehr als zwei gleiche
gibt. Im ersten Falle sind unter den w, v, w zwei einander gleich, im
zwelten ist 4 = v = w.

Es gelte etwa zuerst v = w 2 u. Alsdann wird unsere Fy samt dem
auf ihr gelegenen Dreiecksnetze durch die Spiegelung:

(8) S, y =5, f—y, =t
in sich transformiert, so daB die Erweiterung der Modulgruppe durch
diese Spiegelung statthaft ist. Der DB der erweiterten Gruppe, welche

7

259

X

PFig. 5.

nunmehr mit der Gruppe der Simatur (0, 3; 2, o0, 00) isomorph ausféllt,
wst i Bg. 50 stark wmrandet; die Erzeugenden sind W umd:

8,V =T) 21y 12t = wtzt: (To—yt—vi?) 2
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In der That ist diese letztere Substitution keine andere als die oben mit
T, bezeichnete.

Sind endlich mindestens drei unter den Zahlen 1, 1, I,, I, einander
gleich, so gilt v =v=w. Dann ist die Erweiterung der Gruppe durch
alle drei Spiegelungen S, S;, S; an den Ebenen y=12, 2=z, z=1y
moglich. Der DB der so erweiterten Gruppe, welche sich mit der Gruppe
der Signatur (0, 3; 2, 3, 00) isomorph erweist, ist jetzt das in Fig. 51
(s. pag. 509) stark umrandete Dreieck; die Erzeugenden sind T, und:
S,V =T, 2y d it =zt (wr—yt—ut® xt:tt —

Durchfithrung des Kontinuititsheweises bei den Gebilden der
Signatur (0, 4; 1, 4, 4, 1,).

Die Durchfithrung des Kontinuititsheweises fiir die Gebilde der Signatur
©, 45 1,1, %, 1) gestaltet sich nun hochst einfach. Sei z= @(£) bei
einem einzelnen Gebilde eine Hauptfunktion. Vermdge derselben wird
das Polygon auf die Ebene der Variabelen z abgebildet. In letzterer
entsprechen den festen Polygonecken vier Punkte, deren Werte 2z wir
gleich selbst wieder mit e, e,, ¢, ¢, bezeichnen. Unserem Gruppenkon-
tinuum steht demnach als Kontinuum algebraischer Gebilde die Mannig-
faltigkeit der mit vier Punkten signierten Ebenen gegeniiber, wobei diesen
vier Punlkten e, e, e;, e, vier ganze Zahlen 1, 1, I;, I, zugeordnet sind.

Natiirlich sind zwei derart signierte Ebenen, welche durch lineare
Transformation von 2z ineinander iiberfihrbar sind, als nicht wesentlich
voneinander verschieden anzusehen. Um demnach zu einer invarianten
Darstellung des Kontinuums der algebraischen Gebilde zu gelangen, haben
wir das Doppelverhiltnis:

lﬁ_______p(%‘“%)(“’s““%)
(6 — &) (e, — &)
der vier Punkte ¢ der z-Ebene einzufiihren.

Wir nehmen zuvérderst wieder an, daB die simtlichen Zahlen 1, [,
l3, I, voneinander verschieden sind. Gegeniiber den 24 Permutationen
der e erfihrt 1 seine wohlbekannten sechs Substitutionen. In der Tat
bleibt 4 bei den Permutationen der Vierergruppe unverindert, da diese
vier Permutationen, aber auch nur diese vier durch lineare Transforma-
tionen von z bewirkt werden komnen. Nehmen wir demnach irgend eine
Permutation vor, bei der 1 eine von der Identitiit verschiedene Substitution
erfihrt, so werden wir, da unter den Zahlen ! keine zwei einander gleich
sind, zu einem wesentlich neuen Gebilde gelangen. Gegenwdirtig miissen
wir somit die gamze Ebene der komplexen Variabelen 1 heranzichen, wm jedes
algebraische Gebilde unseres Kontinuuwms, wnd jedes nwur einmal zu gewinnen.

Nun ist der in Fig. 49 dargestellte DB der automorphen Modulgruppe
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eindeutig stetig auf die 1-Ebene abgebildet, und umgekehrt ist die Be-
ziehung der 1-Ebene auf jenen DB ,hochstens” eindeutig, wobei man
jedoch je zwei einander zugeordnete Randpunkte des DB als nicht
wesentlich verschieden anzusehen hat. Wie ist des niheren diese Be-
ziehung beschaffen?

Die Punkte der € liefern die symmetrischen Gebilde bei der An-
ordnung e, ¢, €, ¢,. Hier wird 4 reell und gehdrt dem Intervall
0<1<1 an. Den Ubergang zu dem auf der Kante z =10, t=0 ge-
legenen Endpunkte von C, erzielten wir oben durch Verschmelzen der
Polygonecken ¢, ¢, zu einer parabolischen Spitze. Diesem Grenzfalle
gehtrt 4 =0 zu. Ebenso findet man dem anderen Endpunkte von C,
den Wert A =1 zugeordnet. Man wende auf die beiden uns soeben be-
schiftigenden linearen Konfinua unsere wohlbekannte SchluBweise des
Kontinuititsbeweises an und findet: Die Kurve C, bildet sich eineindeutig
stetig auf die von 2 =0 bis 2 =1 reichende Strecke der reellen A-Achse
ab. In genau derselben Weise finden wir die C, auf die Strecke von
A=1 bis 1 =00, die C, auf diejenigen von 1= — oo bis 1 =0 der
reellen 1-Achse abgebildet, so daB der Rand des in Fig. 49 schraffierten
Dreiecks gerade eineindeutig stetig auf die reelle i-Achse bezogen ist.

Es fragt sich nun, ob das Innere jenes Dreiecks sich auf die positive
oder die negative A-Halbebene abbildet. Hieriiber ist durch eine be-
sondere Untersuchung zu entscheiden. Man kann zu diesem Zwecke
z. B. so verfahren. Man transformiere einen Punkt der Kurve C, durch
U= T.? und beschreibe einen Weg vom ersten zum transformierten
Punkt; dieser Weg fiihrt zunfiichst durch das schraffierte Dreieck. Die
Bedeutung von 7,2 als Transformation des Schnittsystems der Riemann-
schen Fliche (#Ebene) ist in A. F. I, pag. 300ff dargelegt. Die Be-
schreibung des eben genannten Weges auf der F; liuft hier darauf hinaus,
daB wir den Ubergang vom ersten zum zweiten Schnittsystem durch
Umlaufe der Punkte e herstelll. Am einfachsten ist es, ¢, =0, ¢, =1,
e, = oo festzuhalten und ¢, = 1 allein laufen zu lassen. Im obigen Falle
wird 4 zunichst die positive Halbebene betreten, so daB das Abbild des
schraffierten Dreiecks der Fig. 49 in der positiven Halbebene 1 zn suchen ist.

Es ist jetzt alles vorbereitet, um das Kontinuititsverfahren in der
iiblichen Gestalt zur Anwendung zu bringen. Wir werden finden, daB
das schraffierte Dreieck auf die positive i-Halbebene umkehrbar eindeutig
stetig bezogen 1ist.

Die Operation V bedeutete nun am Polygon der f-Halbebene eine
Spiegelung desselben an einem Kreise. Beim Ubergang zur z-Ebene bleibt
der Charakter der Transformation als einer Spiegelung an einem Kreise
gewahrt. Die Folge ist, daB 2 bei Ausiibung von ¥ in seinen konjugiert



h12 R. Fricke.

komplexen Wert iibergeht: Das nicht-schraffierte Dreieck der Fig. 49
hefert, anf die 1-Ebene iibertragen, die negative Halbebene. Indem wir
zusammenfassen, finden wir als Resultat: Der DB der automorphen Modul-
gruppe ist im Falle lauter verschiedener Zahlen 1, 1, 1,, 1, eineindeutig
stetig auf die A-Ebene bezogen.

Sind zwei unter den Zahlen ! einander gleich, ist etwa I} =1,
wahrend keine weiteren Gleichheiten auftreten, so gilt v = w 2w, und
der DB der Modulgruppe reduziert sich auf den in Fig. 50 stark um-

randeten Bereich. Bei den alge-
braischen Gebilden liefert ein Aus-
/ tausch von e, und e, bei festen ¢, e,
kein neues Gebilde. Bei diesem Aus-
/ tausch aber erfahrt 1 die Substitution
o o 4 -2 ).'=i—:-1_'_—i; ihr ordnen wir als DB
den in Fig. 52 stark umrandeten Kreis
zu, welcher uns nunmehr das Kon-
tinuum der algebraischen Gebilde ein-
dentig darstellt. Es kommen in diesem
Falle neue symmetrische Gebilde hinzu,
bei denen e; und e, auf der reellen
2-Achse hiegen, wihrend ¢ und ¢, konjugiert komplex sind. Indem man
auf diese Gebilde unsere Kontinuititsbetrachtung ausiibt, findet man in
gewohnter Art, daB sich die Seite y = # des DB der automorphen Modul-
gruppe auf den der positiven
A-Halbebene angehorenden, von
2 =10 bis 2 =2 ziehenden Halb-
kreis abbildet,usw. In bekannter
Fortsetzung des Verfahrens ge-
langen wir zu dem Schlusse,
daf sich auch jetzt der DB der
automorphen Modulgruppe ein-
emdeutiq stetig auf den das Kon-
tinuum der algebraischen Gebilde
darstellenden Bereich abbildet.

Endlich gelangen wir zum
extremen Falle u=v=w, wo
der DB der automorphen Modulgruppe in Fig. 51 stark umrandet ist.
Man wird ohne Mihe den Nachweis fithren konnen, daf sich derselbe
auf den in Fig. 53 stark wmrandeten Bereich abbildet, welcher gegenwiirtig
das Kontinwum algebraischer Gebilde darstellt.

N\

Fig. 52.

Pig. 53.
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Als SchluBergebnis diirfen wir hiernach das Fundamentaltheorem fiir
die Gebilde der Signatur (0, 4; 1, L, ;, [,) in folgenden Worten zum
Avusdruck bringen: Die Ebene der Variabelen z sei in irgend eimer Art
mit vier Punkien e, e, ¢, e, signiert, denen vier gamze Zahlen 1.>>1
(oo eingeschlossen) zugeordnet seien. Es gibt alsdann ouf dieser Ebene
stets eine und im wesentlichen auch nur eine polymorphe Fumktion § = f(2),
welche die geeignet zerschuittene Ebene auf ein Grenzkreispolygon der Sig-
natur (0, 45 1., 1y, Iy, ) derart abbildet, daf die vier signierten Punkie die
festen Ecken des Polygons liefern. —

Braunschweig, Juli 1904.




