
Uber die topologisehen Invarianten mehrdimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 

Von Heinrich Tietze in Wien. 

Einleitung. 

Auf dem Gebiet~ der Analysis situs hat uns P o i n c a r ~  1) 
in jilngster Zeit eine Ffille neuer Resultate gebracht~ gleichzeitig 
aber aueh eine Fiille neuer Fragen~ die noeh der Erledigung 
harren. Wahrend man n~imlich seit langem ein System yon Be- 
dingungen kennt, das daf~ir, dab sich zwei z w e i d i m e n s i o n a 1 e 
Mannigfaltigkeiten eineindeutig und stetig aufeinander beziehen 
lassen, sowohl notwendig als hinreiehend ist~ ist derzeit ein solches 
System yon Bedingungen ffir die d re i -  und m e h r d i m e n s i o -  
n a ler t  Mannigfaltigkeiten nicht bekannt. Man hat wohl ein% 
insbesondere dan Arbeiten P o i n c  ar  5 s zu verd~nkende Kenntnis 
yon einer ganzen Reihe yon unterseheidenden Merkmalen (Zahlen~ 
Gruppen) mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, die sieh bei um- 
kehrbar eindeutiger und stetiger Transformation der Mannigfaltig- 
keit nicht ~ndern und deshalb als t o p o l o g i s e h e  I n v a r i a n -  
t e n  der Nannigfaltigkeiten bezeichnet werden kSnnen. Daraus 
ergibt sieh als notwendige Bedingung daffir, dal~ sieh zwei 
Mannigfaltigkeiten eineindeutig and stetig aufeinander beziehen 
lassen~ die Ubereinstimmung ihrer topologischen Invarianten, 
w~thrend wir keine Kenntnis davon haben~ ob diese Uberein- 
stimmung der bis jetzt bekannten Invarianten aueh eine hinreiehende 
Bedingung ft~r die MSglichkeit einer eineindeutigen stetigen Be- 
ziehung sei. 

;) Es kommen vor allem die folgenden Arbeiten in Betracht:  ,,Analysis 
situs", Journal  d. l']~cole polytechnique, 2. s6r,  Cah. 1; ,Complgment s l 'Analysis 
s i tus" ,  Rend. d. Circ. mat. d. Palermo~ t. 13; ,,Second Complgment s l 'Analysis 
situs", Proceed. Lond. Math. Soe. 32; ,Cinclui~me Complgment s l'Analys~s situs", 
Rend. d. Circ. mat. d. Palermo~ t. 18. Im folgenden sollen diese Arbeiten abge- 
kiirzt mit ,An.  Sit.", ,Compl. 1" u. s. w. zitiert werden. - -  Das 3. und 4. Corn- 
plgment (Bull. d. 1. Soe. Math. d. France t. 30 und Liouv. Journ. 5. set., t. 8) 
ha t  ebenso wie die Arbeit ,Sur  les pgriodes des intggrales doubles" (Liouv. J .  
6. ser. t. 2) die Anwendung der Analysis Situs auf  die algebraischen Fl~chen zum 
Gegenstand. 
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Der folgende Aufsatz'~) ist im Ansehlul~ an P o i n c'a r 6 s Arbeiten 
entstanden und besehaftigt sich insbesondere mit der gegenseitigen 
Stellung der bekannten topologischen Invarianten, wobei sieh vor allem 
herausstellt (Abschn. IV)~ dal~ sieh aus der ,,Fundamentalgruppe ~' 
einer zweiseitigen gesehlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
alle anderen der bekannten topologischen Invarianten (also auger 
der Bettischen Zahl~ yon der dies sehon P o i n  ca r  6 zeigt~ auch 
die Poinear6schen Torsionszahlen und daher auch die im Ill. 
Absehnitt eingeftihrte Zahl Q) ableiten lassen. Dieses Resultat er- 
gibt sieh in einfacher Weise daraus~ dal~ jeder diskreten aus einer 
endliehen Anzahl -con erzeugenden Operationen aufgebauten Gruppe 
gewisse ihr eigent~imlichen Zahlen zugehSren~ die als die P oin- 
c a r 6 s c h e n  Z a h l e n  der  G r u p p e  bezeiehnet werden mSgen~ und 
dal3 die Torsionszahlen 1. Ordnung einer Mannigs niehts an- 
deres sind als die Poinear6schen Zahlen ihrer Fundamentalgruppe. 

Diverse andere Fragen sind in den spateren Absehnitten 
V - - V I I  bertihrt. Die ersten beiden Abschnitte~ dis als Einffihrung 
und Grundlage far das Folgende dienen~ enthalten die far den 
Aufsatz mai3gebende Umgrenzung des Mannigfaltigkeitsbegriffes auf 
des Basis einer bestimmten, als ,,Zellensystem" bezeichneten Dar- 
stellungsform und im tibrigen einen Abril~ fiber der tlauptsache 
naeh bekannte Tatsaehen. Dabei ist ztl bemerken~ dal~ die im 
I. Absehnitte besproehene Darstellung der Mannigfaltigkeiten als 
Zellensysteme ein besonderes theoretisches Interesse dadureh besitzt~ 
dal~ sie einen yon dem Heranziehen unendlieher Punktmengen oder 
funktionentheoretiseher ttilfsmittel freien Aufbau der Analysis Situs 
gestattet. Es beruht dies darauf~ dal~ ein Zellensystem dureh eine 
endlfehe Anzahl yon Elementen und eine endliehe Anzahl yon 
Verknt~pfungen zwischen denselben festgelegt ist. Die hiedureh 
gegebene Msgliehkeit~ die Analysis Situs sozusagen rein kombina- 
torisch zu entwiekeln, ist in den Arbeiten yon D y c k  3) zur Geltung 
gebracht und yon D ehn  ~) in dem in allerletzter Zeit ersehienenen 
Enzyklopadie-Artikel systematiseh dargestellt worden. Die Vorstel- 
lung des Zellensystems und die auf dasselbe bezfigliehen Defini- 
tionen wird man auf einem solchen Standpunkt far bis zu drei 
Dimensionen als der Anschauung entnommen und weiterhin als 
naeh Analogie gebildet ansehen. 5) 

Die w167 15~ 16 dieses Aufsatzes beschaftigen sieh wohl vor- 
wiegend init kontinuierliehen Punktmannigfaltigkeiten, wobei tibrigens 
die Anschauung in weitgehendem Mal3e zur Deduktion herangezogen 
wird. Abgesehen yon diesem Teile der Arbeit~ der ffir die strenge 
Beantwortung der behandelten Fragen nur als Vorarbeit anzusehen 
ist~ bewegen sich die Ausf~ihrungen des vorliegenden Aufsatzes in 

2) Uber einige der Ergebnisse habe ich in der Wiener Akad. d. Wiss. 
einen u gegeben. (Siehe Wr. Bet. 115, IIa,  S. 841, und Anzeiger 190G 
Math. nat. K1. S. 349.) 

3) Math. Ann. 32 und 37. 
4) D e h n - t I e e g a a r d ~  Analysls Situs~ Enz. III AB 3. 
s) Man vergleiche hlertiber den eben zitierten Enz.-Art. Grundlagen, Nr. 8, 
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der eben besproehenen Auffassung des Zellensystems als eines 
selbstiindigen yon seiner Beziehung zu Punktmannigs 
unabh~tngigen Begriffes. So beziehen sich insbesondere die ober: 
w~thnten~ die Fundamentalgruppe betreffenden ]~esultate auf das als 
selbstiindiges Objekt des Studiums betrachtete Zellensystem, so ge- 
hfren hieher der •aehweis in w 13 7 dal~ die Fundamentalgruppe 
eine topologische Invariante ist 7 und der Inhalt yon w 19. Gleich- 
wohl ersehien es wtinschenswert~ die Beziehung der Zellensysteme 
zu den Dunktmannigfaltigkeiten zu betonen 7 ja geradezu das Zellen- 
system in einer Weise einzufghren 7 die ihm den Charakter eines 
Mittels zur Darstellung yon ~Iannigikltigkeiten verleiht, und den 
kombinatorischen Charakter nur nebenher anzudeuten. Ist doch 
das Zellensystem gerade als Hilfsmittel der Analysis Situs der Punkt- 
mannigfaltigkeiten in ergiebigster Weise yon P o i n c a r d verwendet 
worden. Dabei zeigt sieh denn allerdings, da~ die Ubertragung muncher 
Si~tz% die sieh im Gebiete der kombinatorisehen Analysis Situs ohne 
Miihe erledigen lassen 7 auf das Gebiet der Punktmannigfaltigkeiten auf 
Schwierigkeiten stflft. Daher dann die Unterseheidung zwischen 
,,topologischen Invarianten der Schemata '~ gegen~ber solehen der 
Mannigfhltigkeiten im w 2~ daher das Ersetzen der zuerst gegebenen 
Definition der Bettisehen Zahlen im Laus des w 6 dureh eine 
andere auf das Zellensystem basierte. Es ist wohl offenbar 7 daI~ 
manehe der zur Sprache gebraehten Sehwierigkeiten sieh bei 
einer Einsehr~tnkung des Gebietes der betrachteten Mannig- 
faltigkeiten vermeiden lassen~ wenn z. B.~ wie vielfach bei 
P o i n e a r 6 7 nur analytische Mannigfaltigkeiten in Betraeht ge- 
zogen werden. Zweifellos li~it sieh auch dureh das Mittel der 
Approximation dureh analytisehe Funktionen manche der be- 
traehteten Sehwierigkeiten dureh Zurtickftihren auf den yon P o i n -  
c a r d  vorwiegend betraehteten Kall nur der analytisehen Mannig- 
faltigkeiten~, ohneweiters erledigen 7 w~thrend s andere Punkte 
immerhin eme eingehendere Begrtindung erforderlich seln wird. 
Doch hubert wir uns darauf beschr~tnkt 7 auf die erw~thnten Schwie- 
rigkeiten und unerledigten Fragen hinzuweisen~ zumal ein n~theres 
Eingehen auf dieselben den Rahmen des im wesentliehen der kom- 
binatorischen Analysis Situs gewidmeten Aufsatzes allzuweit itber- 
sehritten h~ttte. 

Noch mfge der Verwendung~ die in der s Darstellung 
yon der Ansehauung g:emaeht wurd% gedacht werden. Da~ sie 
in gewissen Entwicklungen einiger sp~tterer Abschnitte als Mittel 
verwendet wurd% mit dessen t t i l fe  wenigstens ein erster Schritt 
zur Erledigung der betreffenden Fragen gemaeht wurd% G) ist bereits 

6) Hieher gehfren auch einzelne jener Stellen (besond~rs im II. Abschnitte), 
in denen gewlsse Annahmen auf ihre Zul~tssigkeit oder Wahrscheinlichkeit hin 
diskutiert werden. In manchen der zur Verwendung kommenden Beisplele werden 
fiber den Sachverhs~lt unter Berufung smf dieAnschauung Aussagen gemacht~ die 
also, ebenso wle die daraus abgeleiteten Aussagen fiber die besprochenen An- 
nahmen~ nicht als strenge begriindet, sondern nur als plausibel bezeichnet werden 
k~innen. 
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gesagt worden. Anderseits aber wurde die Anschauung auch der 
Deutlichkeit zuliebe herangezogen an Stellen, w o e s  keine Schwie- 
rigkeit bereitet h~ttte, unter blol3er Anwendung rein logischer De- 
duktion vorzugehen. 

I. Die S c h e m a t a  m e h r d i m e n s i o n a l e r  ~ i a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

w  

Abgrenzung des Gebietes der zu betraehtenden Punkt- 
mannigfaltigkeiten. 

Als des allgemeinste Ziel der Analysis situs I) kSnnte man die 
vollstandige Aufstellung und das Studium derjenigen Eigenschaften 
be!iebiger Punktmengen bezeichnen, welche erhalten bleiben~ wenn 
man yon einer Punktmenge zu einer ihr h o m S o m o r p h e n  iiber- 
geh t .  Dabei sollen nach P o i n c a r 6  ~) zwei Punktmengen homSo- 
morph genannt werden, wenn sis sich eineindeutig end umkehrbar 
stetig aufeinander beziehen lassen. 

Der ungeheueren Allgemeinheit dieser Problemstellung ent- 
spricht die welts Entfernung~ in der wir uns yon dem gesteckten 
Ziele befinden. Die Beschrankung der Betrachtung auf zusammen- 
hangende (oder aus einzelnen zusammenh~ngenden Stiicken beste- 
hende) Punktmannigfaltigkeiten erscheint hierin~ nicht mimer aber 
durch des anderweitig in der Mathematik auftretende Bediirfnis 
nach einem besseren Einblick in die Analysis situs gerade der 
kontinuierlichen Mannigfaltigkeitea begrtindet. 3) Es handelt sich 
zunachst darum~ den Begriff der Mannigfaltigkeit in dem Umfang~ 
in dem er weiterhin verwendet werden soll~ gehSrig abzugrenzen. 

1) :Es ist das die yon H u r w i t z  am Ziiricher Kongrel~ (1892) zum Aus- 
druck gebrachte Auffassung. (Verhandlungen des Internation. Mathem: Kongr. 
Ziirich, 8. 102.) 

2) An. Sit. w 2. An der zitlerten Stelle ist nur yon kontinuierlichen Mannig- 
faltlgkeiten die Reds. 

8) So erscheint fiir die Theorie der algebraischen Funktlonen zweier kom- 
plexer Ver~nderlicher die Kenntnis der Analysis situs der zusammenh~tngenden 
vierdimensionalen Ptiiiktmannigfaltigkeiten wiinschenswert. Hiezu ist allerdings 
zu bemerken: Die:Cremonatransformationen:das Raumes zweier komplexer Ver- 
~nderlicher sind nir durchaus punk tweise eineindeutig, sondern ftihren z w e l -  
dimensionale Panklra~hnigfaltigkeiten in Pun]~te fiber und umgekehrt, und alas 
gleiche kommt auch bei birationalen Transformationen algebralscher Flachen auf- 
einander vor. Hiedurch wird es m~glich, daft sich topologische !nvarianten yon 
durch algebraische Fl~chen repr~tsentierten vierdimensionalen Mannigfaltlgkeiten 
bei birationalen Transformationen ~ndern. (Siehe P i ca rd ~  C. R. 134. p. 6291 und 
die oben zitierte Abhandlung P o i n c a r g s  in Liouv. Journ., 6. sdr., t. 2.) Fiir 
funktionentheoretlsche Problems kann es also nStlg werden, andere Transforma- 
tionen als die ausnahmslos umkehrbar eindeutigen heranzuziehen und die Invarianten 
gegenfiber diesen Transformationen zu studleren. 
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Hiezu erscheint es am naturgem~l~esten, durch Angabe yon inneren 
Merkmalen~ yon denen man dann nachzuweisen hat, dal~ sie bei 
umkebrbar stetigen und eindeutigen Transformationen nicht ver- 
loren gehen~ aus der Gesamtl~eit aller Punktmenge~, die zu betraeh- 
tenden Mannigfaltigkeiten herauszuheben~ mn so auf einem Weg% 
der aus der Theorie der Punktmengen herauswaehst~ die Analysis 
situs der kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten zu entwickeln. 4) 
Weitergehende Ergebnisse sind in dieser Richtung nur auf dem 
Gebiete der e b e n e n  Punktmannigfaltigkeiten gewonnen worden. 
Hiedurch erscheint es gerechtfertigt~ bei Untersuchungen fiber mehr- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten die Definition des Mannigfaltig- 
keitsbegriffes an gewisse Darstellungsformen anzuknfipfen (wodurch 
im allgemeinen eine gewisse EinschrKnkung des Gebietes der kon- 
tinuierliehen Mannigfaltigkeiten erfolgen wird)~ nnd damit gewisser- 

mal~en die Schwierigkeiten zu umgehen, die dem erstgenannten 
Wege anhaften. Unter einer Mannigfaltigkeit wird man dann eino 
auf die betreffende Art dargestellte Punktmenge oder eine einer 
solchen homSomorphe Punktmenge verstehen. 

Zun~tehst ein paar allgemeine Bemerkungen fiber die ver- 
sehiedenen Arten~ Mannigfaltigkeiten darzustellen. Die prinzipiell 
einfaehste Art~ Punktmengen und sonach auch Punktmannigfaltig- 
keiten zu determinieren~ besteht darin~ dieselben als eine Gesamt- 
heir yon Punkten (xl~ x ~ . . .  x~) im Raume yon n rechtwinkligen 
Koordinaten anzugeben, ~) wobei jeder Punkt der Mannigfaltigkeit 

4) Um dieso Richtung" zu kennzeichnen, gen[~gt es, an die bekannten 
Resultate yon C. J o r d a n  zu erinnern und auf eine Reihe in letzter Zeit erschie- 
nener Arbeiten yon A. S c'h o e n f l i  e s hinzuweisen. 

z) Verschiedene derartige Darstellungsformen yon Mannigfaltigkelten, wie 
durch Gleichun~en F~(xx, xe , . . ,  x , ) ~ O  zwischen den Koordinaten oder durch 
Parameterdarstellungen w erden yon P o i n c a r d  (An. Sit. w167 1, 3, 15) besprochen. 
Dabei werden z. B. die Funktionen F~ als differenzierbar~ ffelegentlich auch als 
analytisch vorausgesetzt. (Es ist klar, dab die Annahme, die Funktionen /~ selen 
blos stetig', auf vie1 zu allgemeine l?unktmengen fOhrt.) Freilieh geht beim 
['~bergang yon einer so definierten Mannigfaltigkeit zu elner ihr homOomorphen 
Punktmenge die Darstellbarkeit dutch Gleichungen mit dlesen Eigenschaften 
im allgemeinen verloren. Der Forderung~ daB, wenn eine Punktmenge als 
eine Mannigfaltigkeit angesehen wird, dies aueh fiir nile homSomorphen Punkt- �9 
mengen gilt, rnag man dann dadureh entspreehen, dal~ man eben als Mannig- 
faltigkeit eine Punktmenge bezeichnet, die entweder selbst einer" derarfigen 
Darstellung mlttels ]?unktionen yon vorgeschriebener Besehaffenheit f~thig i.st, 
oder einer derart dargestellten Punktmenge hom~omorph ist. Derartige HErren 
in den Definitlonen haften naturgemS.f~ einer Begri~ndung des Mannigfaltig- 
keitsbegrlffes mittelst einer bestimmten Darstellungsform an. Offenbar ist es 
aueh erforderlieh~ jede Eigensehaft, die als eine topologische eingefiihrt wird, 
fiir die in der betrachteten Art darges[ellten Mannigfaltigkeiten als invariant naeh- 
zuweisen gegeniiber beliebigen eineindeutigen und umkehrbar stetigen Transfor- 
mationen~ also z. B. im vorliegenden Fall nieht blol] flit Transformationen, die 
dureh differenzierbare oder analytisehe Funktionen vermittelt werden. Es sei 
vorweg bemerkt~ dab die Erfiillung dieser Forderung fiir die im Folgenden be- 
sprochene Darstellang dutch ein ,,Schema" auf das engste zusammenh~ngt mit 
dem Naehweis des spgter besproehenen Satzes (w 2), dag zwei Sehemata~ die 
hom~omorphe Mannigfaltigkeitea definleren, selbst hom~omorph sind. 
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dureh Bin einziges Werte-n-tupel dargestellt wird und jedem auf- 
tretenden Werte-n-tupel aueh nur ein Punkt der Mannigfaltigkeit 
entspricht. Wenn aber etwa yon den Punkten einer Lemniskate 
der Doppelpunk~ als zwei Punkte der eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit und in der Umgebung desselben nur solche Punkte als 
benaehbart angesehen werden, die bei gentigend kleiner Enffernung 
demselben Zweig dureh den Doppelpunkt angehSren, so haben 
wir hierin eine Darstellung einer einfaeh gesehlossenen Kurv% die 
yon einer allgemeineren Art als die zuerst betraehtete Darstellungs- 
art ist. Eine derartige Darstellungsform ist ft~r zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten die dutch Riemannsche Fl~tehen: Jeder Punkt 
(x~ y) der (x~-iy)-Ebene stellt nicht einen~ sondern eine endliehe 
Anzahl yon Punkten der Mannigfaltigkeit dar, wobei dureh die 
Anz~hl der jedem Wertepaare (x, y) zugewiesenen Punkte und 
dureh Festsetzungen fiber die Auffasstmg des Benaehbartseins sol- 
cher Punkte das Wesen der Mannigfaltigkeit bestimmt wird. Bei 
einer anderen Art~ Mannigfaltigkeiten zu determinieren, werden 
wieder versehiedene Werte-n-tupel als Bin Punkt der Mannigfahig- 
keit angesehen, wie die gleiehliegenden Punkte auf den Gegenseiten 
eines Periodenparallelogramms, wenn die dutch das elliptisehe Ge- 
bilde definierte algebraisehe Mannigfaltigkei~ in Betraeht gezogen 
wird. Das hier auftretende allgemeine Prinzip, aus berandeten 
Fl~tehenstfieken dureh Zuordnungen yon Staeken der Randlinien 
zweidimensionale Mannig~ltigkeiten festzulegen~ ist besonders yon 
K1 ei n betont worden.S) Die Verallgemeinerung der letztgenannten 
Darstellungsform ftir mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten, die ins- 
besondere P o i n e a r 6  vielfach verwendet hat und die als ,,Zellen- 
system" bezeiehnet werden mSge, soll im folgenden zu Grunde ge- 
left werden. 

Allgemein kann man im Ansehlul3 an das vorstehend fiber 
die versehiedenen Darstelhmgsformen yon Punktmannigfaltigkeiten 
Gesagte bemerken, dal~ das Wesen einer Mannigfaltigkeit festgelegt 
wird einerseits dureh die Angabe ihrer Punkte~ wobei, wie gesagt, 
noeh Festsetzung'en fiber die dureh die betraehteten Werte-~-tupel 
(Xl, xs~ . . .  x,~) definierten Punkte Platz' greifen kSnnen~ anderseits 
aber dureh Bestimnmngen fiber das~ was als Naehbarsehaft der 
einzelnen Punkte aufzufassen ist. Far das letztere wird eine ge- 
wisse Art~ Entfernungen zu messen~ die freilieh dann, ohne den 
Charakter der Mannigfifltigkeit zu ~tndern~ noeh in mannigfaeher 
Weise abgegndert werden kann, die Grundlage bilden. Als em 
Beispiel f~ir derartige das Wesen einer Mannigfaltigkeit bestim- 
mende Festsetzungen mag noeh auf die bekannte Art hingewiesen 
werden~ wie die Ebene als eine der Kugel hom6omorphe Fl~tehe 
angesehen werden kann: Nan nimmt zu den Punkten (x, y) noeh 
einen dureh kein Wertepaar repr~tsentierten Punkt c~c hinzu~ wobei 

s) Man sehe etwa Math. Ann. 21, S. 141. 
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1 
man als Entfernung der Punkte ~ und (x~y) etwa 

w~hlt. Durch die tiber Entfernung and Benachbartsein getroffenon 
Festsetzungen erhalten dann die Begriffe Stetigkeit einer Abbil- 
dung and HomSomorphie ihre Bedeutung. 7) 

Uber den Gebrauch des Wortes Mannigfaltigkeit werde noch 
gesagt~ dal3 darunter zun~chst die - -  in einer bestimmten Darstel- 
l u n g s a r t -  unter Zuhilfenahme gewisser Festsetzungen gegebene 
Gesamtheit yon Punkten zu verstehen ist. Doeh ist es bequem~ 
eine Gesamtheit yon einander homSomorphen Mannig'faltigkeiten 
bisweilen in weiterem Sinne selbst als eine Mannigfaltigkeit zu be- 
zeiehnen~ wobei dann eine einzelne aus der Gesamtheit der einander 
homSomorphen Mannigfaltigkeiten herausgegriffene als eine bestimmte 
Darstellungsform oder als ein Repr~tsentant der Mannigfahigkeit 
(das Wort in dem weiteren Sinne genommen) anzusehen ist. s) 

Bei der in den folgenden w167 gegebenen Bespreehung der Ze 11 e n- 
: s y s t e m e  oder, wie wir aueh sagen wollen, der S c h e m a t a  9) yon 
3r sollen ausftihrlicher nur die Falle yon zwei (w 2) 
und drei Dimmensionen (w 3) betraehtet werden. Bei den Mannig- 
faltigkeiten yon mehr Dimensionen (w 4) kSnnen wit uns dann auf 
Andeutungen besehranken. 10) 

7) Auger Punktmannifffaltlgkeiten k~innen aueh Mannigfaltigkeiten yon an- 
deren Elementen iu Betracht gezogen werden (vgl. K l e i n ,  Math. Ann. 9, S. 480, 
und Bd. 21, S. 154), die abet, sofern die Elemente dureh eine endliche Anzahl 
yon Koordinaten festlegbar sind, niehts Neues liefern. 

s) Wircl yon einem Punkte der Mannigfaltigkeit in diesem weiteren Sinne 
gesprochen, so ist dabei an eine bestimmte zwisehen je zwei Reprhsentanten be- 
stehende umkehrbar stetige and eineincleutige Beziehung" zu denken, die so ge- 
w~hlt ist, dag, wenn A, B, C ir~end drei Repr~sentanten der Mannig'faltigkelt 
sind, vermSge der Bezlebungen zwischen A una C, bezw. B u n d  C, demselben 
Punkt von C entspreehende Punkte yon A and B auch einander durch die Be- 
ziehung zwischen A und B zugeordnet sind. 

9) Da der Ausdruek Zellensystem insbesondere den Mannigfaltigkeiten yon 
drei und mehr Dimensionen angepagt erseheint, soll far don allgemeinen Fall 
vorwiegend das Wort Schema gebraueht werden, allerdings in etwas auderer Be- 
deutung als bei P o i n e a r d  (Compl. 1, w 2, p. 290), der darunter das versteht, 
was im folgenden (s..~ 5) als P o i n e a r d s e h e s  Relatlonensystem bezeiehnet ist. 
Urn nieht neue Wortbildungen zu h~ufen, babe ieh diese Ab~nderung in der Be- 
deutung vorgenommen. 

1o) Die besproehene Darstellung erseheint bei P o i n e a r d  nieht als Grund- 
lag.e, soudern als gewonnen dutch Zerlegung yon analytiseh definierten Mannig- 
faltigkeiten. Eine Entwieklung der Analysis situs zweidlmenslonaler Mannigfaltig- 
keiten, die atff die Zusammensetzung derselben dureh Flaehensttieke basiert ist, 
ist mir zaerst aus Vorlesungeu yon Professor W i r t i n g e r  (tiber algebralsehe 
Fuuktionen, Wien, Sommer 190Q bekannt geworden, tier aueh auf die kombina- 
torisehe Seite dieser Entwieklung hlngewiesen hat. Diesen Vorlesungen zusammen 
mit einer spiiteren pers~nliehen Mitteihmg iiber die analoge Darstellung dreidimen- 
sionaler Mannigfaltigkeiteu verclanke ieh die Anregung zu den dem vorliegenden 
Aufsatz zu grunde liegenden Studien. Was die kombinatorisehe Seite der fol- 
genden Ausfiihrang'en, insbesondere den sehrittweisen Aufbau der Schemata yon 
waehsender Dimensionszahl betrifft, so deeken sieh die Ausftthrungen mit den- 
jenigen D e h n s  in dem berelts genannten Enzykl.-Artikel. 
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w  
Die Schemata  zwe id imens iona l er  Mannigfaltigkeiten. 

Die Bcschreibung jener Bestimmungsstticke, dutch die das 
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit festgelegt ist, 
werde mit der Auseinandersetzung eines speziellen Falles begonnen~ 
wobei zuerst das Schema gewissermal~en in abstrakter Form ein- 
gefithrt~ und dann erlautert wird~ wie durch dasselbe eine Punkt- 
manniffaltigkeit definiert erscheint. 

Gegeben sei ein Kreis, dessen Umfang in n Teile geteilt sei; 
die Teilungspunkte sollen Ecken, die Teile sollen Seiten genannt 
wcrden. Es sei ferner eine Vorsehrift gegeben~ derzufolge gewisse 
Seitcn zu je zweien einander zugeordnet werden. Die unter diesen 
Paaren zugeordneter Seiten nicht vorkommenden Seiten mSgen als 
f r  e i e S e i t e n bezeichnet werden. 

Es werde ein bestimmter Sinn ffir das Durchlaufen der Kreis- 
peripherie als positiver Sinn festgelegt 1) und dementsprechend bei 
jeder Seite eine positive and eine negative RichturLg, sie zu durch- 
laufen~ unterschieden. Die Vorsehrift~ welche die Paare zugeord- 
neter Seiten angibt~ soll bei jedem Paare aueh die Vers 
darfiber enthalten~ ob der positiven Richtung der einen Seite die 
negative oder die positivo Richtung der zugeordneten Seite ent- 
sprechen soll. Dementsprechend werde zwischen Seitenzuordnungen 
der ersten Art und solchen der zweiten Art unterschieden. 

Aus der Zuordnung der Seiten und ihrer Richtungen leiten 
sich Zuordnungen zwischen den Eeken ab. Seien s1~ s2, . . ,  s~ die 
Seiten~ wie sie bei positivem Umlaufen des Kreises aufeinander 
folgen. Die Endpunkte yon St mSgen Aix und Ai~ heil~en~ derart, 
dag s~ yon A~I nach Ai~ in positiver Riehtung durchlaufen wird. 2} 
Jede Ecke tr/tgt somit zwei Bezeichnungen undes  ist 

(1) A ~2=Al l ,  A~=-A,+I,~ ( i~ - l ,  2 , . . . n - - 1 ) .  

Seien nun zwei Seiten sl,~ sT~ etwa nach der ersten Art ein- 
ander zugeordnet~ so leiten wir daraus die folgenden Zuordnungen 
der Ecken ab: 

AI~ 1 zugeordnet A1~2 
(2) A1, ~ ,, vlk~. 

Bei einer Zuordnung der zweiten Art wtirde umgekehrt AT, 
der Ecke Akl, A7~2 der Ecke A7~2 zuzuordnen sein. Indem man 

1) Die Wahl  dieses Sinnes isg nicht als ein wesentliches Bestimmnngsstiick 
des Schema, sondern nur als ein Hilfsmittel ftir clio Beschreibung der im fo]gen- 
den aaseinandergesetzten Zuordnungen anzusehen. Wenn es sich jedoch darum 
handelt~, die Mannigfaltigkelten (und zwar die zweiseitigen) nlcht als solche, son- 
dern mit  Riicksicht auf einen ihnen beigelegten Sinn zu betrachten, kommt 
die Wahl  des Sinnes der das Schema konstituierenden Flachenstficke zur Geltung. 
Wir  kommen hierauf in w 4 zu sprechen. 

'2) Im Falle n--~ 1 hat  man einen Teilungspunkt auf  dem Kreisumfang, 
der gleichzeitig Anfangspunkt .4~x und Endpunkt  A:~ der einzigen Seite sl ist. 
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die Gleichungen (1) und die Zuordnungsrelationen (2) alternierend 
aneinanderreiht, erhalt man eine Gruppierung aller Relationen (1) 
und (2) in Reihen yon folgender Art 

� 9  A1,_~, ~ ~--- Ahl zugeordnet Ak~ ~ A7~+1, 1 zug . . . . .  

und diese Reihen sind naeh links und recbts soweit fortzusetzen~ 
bis dieselben Relationen periodisch wiederkehren oder his die Reihe 
yon selbst abbricht.  Das letztere tritt offenbar bei den Endpunkten 
der freien Seiten ein. Im besonderen wird eine Ecke, die zwisehen 
zwei aneinander sto~enden freien Seiten, etwa si--1 nnd st liegt~ 
zu einer aus der einzigen Gleiehung 

~ i - - 1 ,  2 ~ .,4,-, 1 

bestehenden Relationenreihe Veranlassung geben. Alle in einer 
Reihe vorkommenden Ecken m~gen als ein Zyklus zugeordneter 
Ecken und zwar als ein geschlossener oder ein oftener Zyklus be- 
zeichnet werden~ j e nachdem die betreftende Relationenreihe perio- 
diseh ist oder abbricht. 

Ein System yon Vorschris das in der besprochenen Art 
bei einem Kreis mit in n Teile geteilter Peripherie Zuordnungen 
zwischen den Seiten und Ecken festlegt~ stellt den ein~achsten 
Fall eines Schema einer zweidimensionalen MannigfMtigkeit dar. 

Wieso ein solches Schema als eine zweidimensionale Mannig- 
ialtigkeit definierend angesehen werden kann, wird am einfachsten 
unter Hinweis auf die entsprechenden VerhMtnisse bei den Fun- 
damentalbereichen automorpher Funktionen erl~tutert. Greifen wit 
etwa den speziellen Fall eines Kreisbogenpolygons mit 4~p Seiten 
heraus~ wobei je zwei gegenfiberliegende Seiten durch eine lineare 
Substitution ineinander iibergefiihrt werden. Bei dieser Art der 
Seitenzuordnung bi|den die 4p Eeken einen einzigen gescblossenen 
Zyklus. Far die durch den Fundamentalbereieh und die Gesamt- 
heit dec auf demselben existierenden antomorphen Funktionen de- 
finierte Mgebraische Mannigfaltigkeit stellen nun je zwei :Punkte 
auf einander zugeordneten Seiten~ die vermSge der zugehSrigen 
linearen Substitution einander entspreehen~ einen einzigen l~unkt 
der MannigfMtigkeit dar und in gleicher Weise repr~sentieren alle 
4_pEeken nut einen Punkt. Ganz analog hiemit ist die Auffas- 
sungsweise, der g e m ~  man ein Schema yon der Art~ die wir be- 
sehrieben haben~ als eine zweidimensionale Mannigs bestim- 
mend ansehen kann. M~n denke sich n~mlich eine eineindeutigo 
stetige Beziehung zwischen den Punkten je zweier einander zuge- 
ordneter Seiten ~ unter Beachtung der Riehtungen - -  hergestellt 
und fasse derart aufeinander bezogene Puni~te definitionsm~t~ig als 
einen P u n k t  der Mannigi:altigkeit auf. Es werden demzufolge auch 
Mle einem Zyklus zugeordneter Eeken angehSrenden Ecken einen 
einzigen Punkt der Mannigfaltigkeit darstellen. In der so definierten 
Mannigfaltigkeit stellen dann die Funkte, die auf jenen Seiten lie- 
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gen~ denen eine andere Seite zugeordnet ist, und ebenso jene 
Punkt% die dutch einen gesehlossenen Zyklus zugeordneter Eeken 
reprasentiert werden~ Punkte Yore gleichen Charakter dar~ wie die 
Punkte im Innern des Kreises. tIingegen ftigen sieh die freien 
Seiten in den darch oftene Zyklen zu~geordneter Eeken repr~tsen- 
tierten Punkten zu (gesehlossenen) Randlinien der Mannifaltigkeit 
zusammen. 

Ztt dem eben entwickelten Verfahren~ aus einem Schema eihe 
zweidimensionale Mannigfaltigkeit abzuleiten, sei folgencles bemerkt. 
Die blolSe Forderung~ zwisehen den Punkten je zweier einander 
zugeordneter Seiten eine umkehrbar eindeutige stetige Beziehung 
festzulegen~ l~il3t noeh eine grol~e Willktir often, abgesehen davon, 
dass die spezielle Lage der n Teilungspunkte auf der Krcisperipherie 
beliebig gew~thlt werden kann~ da in dem Schema nur die Zahl n 
und die Reihenfolge tier Seiten zum Ausdruek kommen. Es fallen 
aber offenbar~ wie immer man diese willktirlieh gelassenen Ver- 
hMtnisse bestimmt, ~lle so erhaltenen Punktmannigfaltigkeiten 
untereinander homSomorph aus; die besproehene Unbestimmtheit 
ist also ohne Belang. Es w~re gleiehf.dls eine unwesentliehe Ab- 
~tnderung~ die nur dazu ftthrt, eine Punktmannigfaltigkeit dureh 
eine ihr homSomorphe zu ersetzen~ wenn man unter Beibehaltung 
al]er iibrigen auf das Schema bezagliehen Festsetzungen im Falle 
n ~  2 statt eines Kreises mit in rt Teile geteiltem Umfang ein 
gewShnliches geraclliniges ebenes Polygon mit n Seiten n~thme. 
Wir werden auch gelegentlich statt ~Kreis mit in n Teile geteiItem 
Umfang" kurzweg ,Polygon" sagen, ohne dabei jedoeh die Be- 
sehr~nkung n ' ~  2 aufrecht za erhalten. 

Eine z~veidimensionale in der eben auseinandergesetzten Weise 
dureh ein Schema definierte Mannigf'altigkeit InSge~ wenn in dem 
Sehem'a bei a l l e n  Seitenpaaren die Zuordnung der Richtungen yon 
der ersten Art ist~ z w e i s e i t i g, andernfalIs e i n s e i t i g heigen.'~) 

~) Man vergleiche hiezu P o i n c a r g ,  Compl. 5, pag'. 5 ~), 53. P o i n c a r 6  
ha t  in seinen Arbeiten au f  die Mteren uncl kiirzeren Bezeichnungen ~zweisei~ig '", 
,,einseitig'" (bilatSre, unilat6re) zariickgegriffen. Doch ist zu  beachten, dal3 diese 
Ausclriicke an eine Lagenbeziehung" tier zweiclimensionalen (n-climensionalen) Mannig-  
falt igkeit  zu einem clreicllmensionalen ( ( n @  1)-dlmenslonalen) Raum,  in dem ge- 
legen sic vorgestellt werden, anspielen, w~ihrend sle kelne clerartigen zu einer ge- 
wissen Lage rung  relativen, sondern der Mannlgfa.ltigkeit selbst inh~irente, absolute 
:E, igenschaften ausdt'iicken. I l i e rauf  ha t  K l e i n  (Math. Ann. 9, S. 479) hinge-  
wiesen und D y c k  (Math. Ann. 32, S. 473) mit  Riicksicht  h ierauf  statt  zweiseitig" 
und  einseitig die Bezeiehnungen ,,mit nicht  umkehrb~rer  Indikatr lx" uncl ,,mlt 
umkehrbarer  Indikatr ix"  verwendet.  Unter  einer I n d i k a t r i x  einer zweidimen- 
sionalen Mannigfaltig'keit V ist dabei eine u m  einen Innenpunkt  A yon V gezo~ene 
klelne geschlossene Linle, auf  clef drei Punkte  markier t  uncl mlt  1~ 2, 3 beze ichne t  
sincl, z. B. ein kleines Dreieek oder ein Krels mit clrei markier ten Puukten ,  zu 
verstehen.  Fiihrt man  nun  l~ngs eines Weges  in V, tier yon A nach  A zuriick- 
fiihrt, diese geschlossene Linio mit, so clag sic stets gent'~gend klein bleibt und  
eine Indikatr ix u m  einen P imkt  des W eges  darstellt und_ bringt  m a n  sle, in A an- 
gelangt,  mit  ihrer Anfangslage  so zur Deckung,  daft die drei markier ten Punkte  
mi t  den markier ten Punk t en  in der Anfangslage,  und  zwar 1 mlt  1, zusammen-  
fallen, so kSnnen die Punl~te 2, 3 in der neuen  Lage entweder mit  den Anfangs-  
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Wir wollen noch etwas allgemeinere zweidimensionale Mannig- 
faltio'keiten in Betraeht ziehen~ indem wit den Fall zulassen~ d~d3 
das definierende Schema aul~er den besproehenen Zuordnut~gsvor- 
sehriften noch Verffigungen enthslt~ denen zufblge gewisse dutch 
gesehlossene Zyklen zugeordneter Eeken repr/~sentierte Punkte von 
der Mannigfalugkeit auszunehmen sind, In einem solehen Falle ist 
a~!13er dutch etwaige Randlinien noeh dutch eine endliehe Anzah[ 
im Innern gelegener nnd yon der Mannigfaltigkeit ausgesehlossener 
Pankte eine Berandung der Mannigfaltigkeit hergestellt. 4) Eine 
zweidimensionale Mannigfaltigkeit soil g e s e h 1 o s s e n heil3en~ wenn 
ihr Schema so b.esehaffen istv dal] weder dutch V orsehriften der 
genannten Art Punkte yon der Nannigfaltigkeit ausgenommen~ noeh 
freie Seiten vorhanden sind. 5) 

Von dem im vorstehenden besehriebenen spezAellen Fall eines 
Schema einer zweidimensionalen Mannigfahigkeit unterseheidet sieh 
der allgemeine Fall dadnreh, dal3 statt eines Polygons eine endliehe 
Anzabl yon Polygonen (Kreise mit in eine endliehe Anzahl yon 
Teilen, den Seiten, geteilten Peripherien) zngrunde gelegt wird. 
Es werden dann wieder gewisse aus der Gesamtheit aller Seiten 
herausgegriffene Seiten za je zweien einander zugeordnet~ derart~ 
dal3 aueh tiber die einander entspreehenden Riehtungen verftig~ 
wird. Hieraus ergeben sieh ganz wie im Falle eines einzigen Po- 
lygons die Zyklen zugeordneter Eeken. Aueh Verftigungen, dareh 
welehe gewisse dutch geschlossene Zyklen zugeordneter Eeken re- 
pr~tsentierte Pankte yon der Mannigfaltig'keit ausgesehlossen werden~ 
soil das Schema enthalten dfirfen. Was in dem Fall% dal3 das 
Schema nur ein einziges Polygon umfal3t, fiber die Art~ wie dutch 
dasselbe eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit definiert wird~ ge- 
sagt wurd% (ibertr~igt sieh~ ebenso wie die Definition der g e s e h l o s -  
s e n e n Mannigfaltigkeiten~ ohneweiters auf den allgemeinen Fall. Im 
Falle mehrerer Polygone nenne man zwei versehiedene Polygone 
direkt zusammenh/~ngend~ wenn eine Seite des einen einer Seite 
des anderen zugeordnet ist, indirekt zusammenhSngend~ wenn die 
beiden Polygone Anfangs- und Endglied einer Folge yon Polygonen 
sind, deren jedes mit dem vorhergehenden direkt zusammenh~ngend 

lagen yon 2, 3 offer yon 3~ 2 zur ])eckung" kommen. Dementsprechend sind die 
Wege in V in solehe, auf donen slch ,~dle Indikatrix nicht umkehrt" und solche, 
auf denen sie slch mnkehrt, zu unterscheiden. Die zweiseitig'en Mannigfaltigkeiten 
sind nun geraffe ffadureh charakterlsiert, dab lVege yon der zweiten Art in ihnen 
nicht vorkommen. 

4~ Die ( n -  1)-dlmensionalen Randmanni~faltigkeiten e~ner n-ffirnensionalen 
Manni~faltigkelt m~gen nach P o i n e a r d  (An. Sit. p. 6) als e i g e n t l i c h e  R a n d -  
m a n n i g f a l t i g k e i t e n  (v6ritables vari6tds fronti~res) yon den iibrlgen unter- 
sehieffen werden. Die genanntea Punkte stellen sontteh uneigentliehe Randmannig- 
faltlgkeiten der zweiffimensionalen Mannigfaltigkei~ dar. Beziiglich der auf den 
eiffentliehen Randmannigfaltlgkeiten gelegenen Punkte m5ge festgesetzt werden, 
dag sie zur M~nnigfaltigkeit hinzuzureehnen sin& 

5) Hierin lieg't eine leiehte hbweichun~ yon der yon P o i n e a r 6  getroffenen 
Festsetzung- (vgol. An. Sit. pag'. 7), derzuiblge bel gesehlossenen Mannigfaltig- 
keiten uneigentliche Randmannigfaltigkeiten auftreten dtirfen. Vgl. w 15~ Anm. 9. 
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ist. Falls in einem Schema irgend zwei beliebige Polyg0ne ent- 
weder direkt odor indirekt zusammenh~tngend sind~ soll das Schema 
selbst uncl aueh die dureh dasselbe definierte Mannigfaltigkeit z u- 
s am m e n h  ~t n ge n d genannt werden. Eine zusammenhsngende 
Mannigfaltigkeit werde als zw e i s e i t  i g hezeiehnet, wenn man in 
jedem Polygon einen Umkreisungssinn derart festsetzen kann~ dag 
alle Seitenzuordnungen zu solehen erster Art werden; ist das nieht 
miSglieh~ so heil~e die Mannigfaltigkeit e i n s e i t i g. 

Die dcm Schema einer Mannigfaltigkeit angehSrenden Poly- 
gone sollen als die Fl~tehenstiicke des Schema, ihre Anzahl mit ~ 
bezeiehnet werden. Unter einer Kante des Schema soil entweder 
eine freie Seite oder ein Paar zugeordneter Seiten~ unter einer 
Eeke des Schema ein Zyklus zugeordneter Polygoneeken verstan- 
den werden. ~t sei die Anzahl der Kanten, % die der Eeken des 
Schema. Ein behema mit einem einzigen Fl~tchensttiek~ wie wir 
as zuerst betraehtet haben~ soil aueh als F u n d a m a n t a l p o l y g o n  
der Mannigfahigkeit bezeichnet warden. 

Im Vorangehenden ist die Determinierung einer zweidimen- 
sionalen Mannigfa|tigkeit dureh ein .~Sehema" oder wie man auch 
sagen kSnnte~ dureh ein ,System yon F1/iehenstaeken "~) erlautert. 
Nunmehr werde jene Beziehung zweier Schemata zueinander deft- 
niert~ die als H o m ~ o m o r p h i e derselben hezeiehnet werden soll. 
Hiezu sind gewisse, ,,Unterteilungen" benannta Ab/~nderungen der 
Schemata ztt bespreehen~ u. zw. zun~tchst die ~elementaren Unter- 
teilungen"~ deren man bei einem zweidimensionalen Schema zwei 
Arten unterscheidet : 

1) l~[an nehme anf einer Seite eines der Polygone des ur- 
sprt[nglichen Schema einen neuen Theilungspunkt an (indem man 
sie etwa halbiert)~ wodureh dieselbe in zwei Seiten zerlegt wird. 
Falls der zerlegten Seite im ursprttngliehen Schema eine andere 
Polyeonseite zugeordnet ist~ so ha|biere man aueh diese und ordne 
den beiden Seitenh~lften der einen Seite die der andern derart zu~ 
dass die zwisahen den ursprfingliahen Eeken bestehenden Zuord  
nungen ungestSrt erhalten bleiben und die beiden Halbierungspunkte 
einander zugeordnet werden. Die beiden Halbierungspunkte bilden 
dann im neuen Schema einen zweigliedrigen geschlossenen Zyklus 
zugeordneter Ecken. 

2) Einen der Kreise (Polygone) zerlege man durch die Ver- 
bindungssehne irgend zweier Eekan in zwei Segment% deren jedes 
man wieder in die Gestalt eines Kreises deformieren kann. Man 
erhi~lt so start eines Polygones zwei Polygone. Die beiden aus der 
Verbindungssehne hervorgegangcnen neuen Seiten ordne man ein- 
andcr zu~ u. zw. in solcher Art, dag die vor dcr Zerlegang ein- 
ander deekenden Eeken einauder entsprechen. Die zwischen den 
urspranglieh vorhandenen Seiten bestehenden Zuordnungen behalte 
man unverandert bei. 

6) Bel Poinearg ,poly6dre" genannt (An. Sit., p. 101). 
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Diese beiden Arten elementarer Unterteilungen eines zwei- 
dimensionalen Schema lassen sich kurz als Zerlegung einer Kante 
in zwei Kanten~ bezw. eines Flitchensttickes in zwei Fl~tchenstricke 
charakterisieren. Allgemein werde nun unter Unterteilung eine solche 
Abgnderung eines Schema vcrstanden, die sieh aus einer Reihe 
sukzessiver elementarer Unterteilungen zusammensetzen liisst. ])as 
aus  einer Unterteilung resultierende Schema werde als unterteiltes 
oder als abgeleitetes Schema bezeichnet 7). 

Zwei S c h e m a t a  sollen h o m S o m o r p h  genannt werden~ 
wenn sic ein gemeinsames abgeleitetes Schema haben~ wenn sic also 
die Eigenschaft haben~ dal~ man dutch Unterteilung aus dem einen 
Schema ein Schema gewinnen kann~ das sich auch aus dem zweiten 
Schema durch Untcrteilung erhalten liililt. Zwei demselben Schema 
homtiornorphe Schemata sind untereinander homiSomorph, s) Die 
Schemata zerfallen also in Klassen untereinander homSomorpher 
and es ist leicht zu sehen, dag} die Eigenschaften eines Schema~ 
im Sinne der oben gegebenen Definitionen eine gesehlossen% 
eine zwei- oder einseitig% eine zusammenh~tngende Mannigfal- 
tigkeit za determinieren~ allen Schematen einer and derselben 
Klasse homSornorpher Schemata gemeinsam zukommen oder fehlen. 

Doch bedarf~ da dem Aasdruek ,homSomorph" in Bezug auf 
Mannigfaltigkeiten bereits eine ganz bes~imrnte Bedeutung beigelegt 
ward% die eben gegebene Definition der Itomtiomorphie der 
Schemata einer erl~tuternden Bemerkung. Es wurden oben zwei 
Mannigfaltigkeiten homSomorph genannt~ wenn sic sich umkehrbar 
eindeatig and stetig aufeinander beziehen lassen. Es ist nun ersichtlich~ 
dass zwei durch hom~iomorphe Schemata definierte Mannigfaltig- 
keiten s c lb s t~ -  im Sinn der eineindeutigen s~etigen Beziehbar- 
k e i t ~ -  homtiomorph sind, da dies offenbar yon zwei Mannig- 
faltigkeiten gilt~ bei welehen das definierende Schema der einen 
Mannigfaltigkeit durch eine elementare Unterteilung aus dem der 
andern ableitbar ist. Dal~ auch die Umkehrung gilt and als% wenn 
zwei dnrch Schemata definierte Mannigfaltigkeiten punktweise ein- 
eindeutig stetig aufeinander bezogen werden kSnnen~ dann die de- 
finierenden Schemata stets hom6omorph sind d . h .  ein gemein- 
sames abgeleitetes Schema besitzen~ lgsst sich u. zw. durch sehr 
einfache Betraehtungen wahrscheinlich machen. Man denkt sich niim- 
lich in den Polygonen des definierenden Schema der einen Man- 
nigfaltigkeit jene Linien gezogen~ die verrn~ge der eineindeutigen 
stetigen Beziehung der beiden Mannigfaltigkciten den Kanten des 
anderen Schema entspreehen. Ilieraus kann man unter der A n- 
nahme~ dal~ jecles der Polygone dureh diese Linien nur in eine 
endliehe Anzahl yon Stricken zerlegt wird~ eine Unterteilung des 
ursprtingliehen Schema ablesen. Das Gleiche gilt dann frir das Schema 
der anderen Mannigfaltigkeit~ wenn man in den Polygonen dessel- 

7) Bei Poincard: ,poly~dre ddrivd" (An. Sit. p. 101). 
a) Dieser Satz bildet den Gegenst~nd des w 19. 
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ben die entspreehende Konstruktion durehftihrt und die beiden auf 
diese Art aus den gegebenen Sehematen abgeleiteten Schemata 
stimmen offenbar fiberein~ d. h. die beiden gegebcnen Schemat~ 
sind homSomorph. Da aber die bet diesen Betrachtungen gemaehte 
Annahme 9) keineswegs stets erfitllt zu sein braueht, so bedarf 
der Beweis des erSrterteu Umkehrungssatzes noeh einer gewissen 
Vervollstandigung~ di% mag sic auch im u Falle yon 
zwei Dimensionen relativ einfach sein, jedenfalls im allgemeinen 
Fall yon mehr Dimensionen (vgl. d. Anm.) einer eingehenden Er- 
ledigung harrt. 

Hieran ist folgendc Bemerkung anzuknttpfen. Gesetzt man h~ttte 
ein Verfahren gefunden~ aus einem Schema gewisse eine Eigenschaft 
des Schema repr~tsentierende Bestimmungsst~ck% z.B. eine Zahlen- 
reih% abzuleiten~ yon der Art~ dal~ diese Zahlenreihe ftir irgend 
zwei einander homSomorphe Schemat~ dieselbe ist. Von dieser 
Zahlenreihe als yon einer topologischen Invariante zu sprechen, ist 
nur dann bereehtigt~ wenn durch nicht homSomorphe Schemata 
niemals homSomorphe Mannigfaltigkeiten definiert sein kSnnen~ also 
unter tier Annahm% der Beweis des in Frage stehenden Satzes 
wgre in allen Punkten erledigt. Gleiehwohl soil der Ausdruek ,,to- 
pologische Invariante ~ beibehalten werden, doch soll in einem solchen 
Fall yon topologischen Invarianten der Schemata zum Untersehied 
yon topologisehen Invarianten der Mannigf~ltigkeiten gesproehen 
werden. Doch haben nur mit Hilfe des Begriffes der HomSomor- 
phie der S c h e m a t a  abgeleitete Sgtz% die also nur mit einem ge- 
wissen Vorbehalt auf Punktmannigfhltigkeiten anwendbar sind~ na- 
tttrlieh in einer rein kombinatorisch entwickelten Analysis Situs 
ihre selbstandige Bec[eutung. Die Auffassung~ der eine derartige 
Entwieklung entspricht~ wurde bereits in der Einleitung erwghnt. 
Dal~ die Schemata tatsgchlich ein kombinatorisches Gepr~tge tragen~ 
erkennt man sofort~ wenn man jene Bestimmungsttteke betraehtet~ 
dureh deren Angabe ein Schema festgelegt ist (also bei einem 
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit: die Reihenfolge 
der Seiten in den einzelnen Polygonen und die Zuordnungsyor- 
sehri[ten). Es interveniert nicht der Begriff des Zahlenkontinuums 
oder funktionelle Beziehungen zwischen reellen Zahlen. Ein Gleiehes 
wird~ wie man sich leicht ttberzeugen kann~ for die Schemata yon 
drei- und mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten gelten. 

9) Wenn diese Annahme, die bes~gt, da~ in der zweiclimensionalen M~nnlg- 
faltlgkeit, die sowohl durch alas eine wie durch das and.ere Schema definiert wird, 
die beiden Kantensysteme der beiden Schemata sich nur in einer endlichen Anzahl 
yon Punkten schneiden~ nicht erfifllt ist, so werden gewlsse Polygone in unendlich 
vlele Stticke zerlegt werden. ]~och komplizlertere Verhgltnisse kSnnen bei Sche- 
maten homSomorpher dreidimensionaler Mannigf~ltigkeiten vorliegen, wo gewissc 
Zellen des einen Schema durch die Lamellen des anderen Schema in unendllch 
viele Stficke zerlegt werden kSnnen, unter denen sich auch solche yon unendlich 
hohem Zusammenhang (denen eine endliche Bettische Zahl P1 nicht zukommt) 
finden kSnnen. Auch versagen die ~IJberlegungen des Textes, wenn es sieh um 
mehr als zweidimension~lc M~nnigfaltigkeiten mit uneigentlichen R~nclmannig- 
faltigkelten handelt. (Siehe w 15, Anm. 5.) 



U'ber die topoloffisehen Invarianten etc. 1~ 

Es  mSgen noch fiir d ie  Schema ta  zwe id imens iona le r  2vlannig- 
fa l t igke i ten  10) anschl ie$end an die  Defini t ion der  Hon  lSomorphie ein 
paa r  Def ini t ionen eingefi ihr t  werden.  

Ein  zweidimensionales  S c h e m a  sell e i n f a c h  z u s a m m e n -  
h a n g e n  d heil~en~ wenn es einem der  be iden  im fo]genden beschr ie -  
benen~ mi t  % und  ~2 beze ichneten  Schemata  homSomorph ist. 

Mit % w e r d e  j enes  Schema  bezeichnet ,  das  von e inem ein- 
z igen Po lygon  mit  zwei Seiten gebi lde t  wird~ wobei  zwischen  den 
Sei ten ke ine  Z u o r d n u n g  bes tehen sell. Das  Schema  % bes tehe  aus  
zwei  Polygonen~ j edes  mi t  zwei  Seiten,  wobei  j e  e iner  Seite des 
einen Po lygons  eine Seite des anderen  Polygons  nach  der  ers ten  
A r t  zugeordne t  sei. Ein mi t  %~ bezw. % hom~omorphes  Schema  sell  
ein einfach zusammenhangendes  berandetes~ bezw. t i n  einfach zu- 
sammenh~ngendes  geschlossenes  zweid imens iona les  Schema hei13en11). 

Die  du tch  % definier te  oder  eine derse lben  homSomorphc  
Mannigf 'a l t igkei t  werde  als s p h ~ r i s e h e zwe id imens iona le  Mann ig -  
fa l t igke i t  bezeichnet.  Diese  Mann ig fa l t igke i t en  sind offenbar d e r  
Kuge l f l aehe  homSomorph.  Die  dureh  % definier te  oder  eine derse lben 
hom~omorphe  Mannigfa l t igke i t  mSge als zweid imens iona le  E 1 e m e n- 
t a r m a n n i g f a l t i g k e i t  beze ichnet  werden .  

Be t raeh te t  man  die Schemata :  die  e inem vorge leg ten  Schema  
einer  g e s e h 1 o s s e n e n zweid imens ionalen  Mann ig fa l t i gke i t  homSo- 
morph  sind, so ist  un te r  dense lben  eines, das  sogenannte  r e z i -  
p r o k e Schema12) besonders  bemerkenswer t .  Die  Bedeutunff  desselben 
erhe l l t  sofort~ wenn  man  sieh der  Vors te l lung  bedient~ d ie  e inzelnen 
Po lygone  des vorge leg ten  Schema s e l e n e - - e t w a  mit te ls t  gee igne te r  
Defo rma t ionen  ~3) - - ] a n g s  der  e inander  zugeordne ten  Sei ten za  e iner  

lo) ~Vir werden ~m Folgenden der Bequemlichkeit halber blsweilen start 
,ein Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit" kurz ,,ein zweiclimensio- 
nales Schema" and analog ein ,n-dimensionales Schema" sagen. Dem Schema selbst 
das Beiwort zweidimensional beizufiigen~ mag darln seine Rechtfertigun~ finden, dal3 
mit Riicksicht auf die vorstehenden Bemerkungen den Schematen nnabh~ngig yon 
den dutch sic definlerten P~nktmannlgfaltigkeiten eine selbstiindig'e Bedeutung ~ 
beigemessen werden kann. 

11) Als Repri~sentanten der mlt % homSomorphen Schemata h~tte man statt 
% irgend ein Schema, bestehend aus einem einzigen Polygon mit einer beliebigen 
Seitenzahl~ z. B. mit einer einzigen Seite, zwischen dessen Seiten gar keine Zu- 
ordnungen bestehen~ nnd als Repr~sentanten der mit % homi3omorphen Schemata 
start z2 einfacher jenes Schema w~hlen kSnnen~ das aus einem einzigen Polygon 
mit zwei Seiten besteht, die einander nach der ersten Art zugeordnet sind. Daft 
gerade die Schemata %~ ze herausgegrifi'en warden, geschah, um mit der in w 
gegebenen Erkl~rung ~er elnfach zusammenhhngenden n-dimensionalen Schemata 
en, ~n in Einklang zu sein. 

~e) P o i n c a r d, Compl. 1~ w 7. ('poly~ctre reciproque"). 
la~ Um die wirkliche Durchfi~hrbarkeit einer solchen Deformation kiimmern 

wir uns hier nicht. Es ist eine Frage fiir sich, wle groI3 die kleinstmSgliche Anzahl 
(n) bezw. 6" (n) der Dimensionen eines ebenen Raumes ist, in welehem es zu 

jeder geschlossenen bezw. geschlossenen zwelseitlgen n-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit eine homSomorphe sich selbst nicht durchdringende Mannigfaltigkelt gibt. 
Es ,-'st ~ (2) ~ 3, wahrend es dahingestellt ist~ ob, wie P o i n  c a r  d annimmt 
(An. Sit. w 10 undw 11. p. 56), ~ ( 3 ) ~  4 izt. 
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geschlossenen Fli~che aneinander geftigt. Durch die Kanten des 
Schema wird dann auf der Flache ein% dieselbe in Polygone zer- 
legende ~etzfigur gebildet. Man ziehe zu dieser Netzfigur die polar 
entsprechende, indem man im Innern jedes Polygons einen Punkt 
annimmt~ und jede Kante ]c der gegebenen Figur dutch eine Kante 
]~ der neuen Figur schneidet~ wobei /~ die im Innern jener l~ - 
gone angenommenen Punkte verbindet, an welehe k grenzt. Somit 
entsprieht jeder Ecke, jeder Kant% jedem Fliichensttick der ange- 
gebenen Figur~ bezw. ein Flachensttick~ eine Kante, eine Ecke der 
Polarfigur. Zersehneidet man die Flliche l~tngs der Kanten der 
neuen Netzfigur~ so erhiilt man die Polygone des gesuchten rezi- 
proken Schema. 

Dies die ansehauliche Bedeutung des reciproken Schema. 
Derselben entspricht die folgende 3Iethode~ zu einem gegebenen 
Schema das reziproke zu bilden~ eine ~[ethod% die der mehr ab- 
strakten Art~ in der zu Beginn dieses Paragraphen die Schemata 
definiert wurden, angepal~t ist: Man lagt jedem Zyklus 7i zuge- 
ordneter Ecken des gegebenen Schema ein Polygon ~i des nenen 
Schema entspreehen~ u. zw. ein Polygon mit soviel Ecken~ als der 
Zyklus Polygonecken umfasst. Wenn nun (unter Verwendung der 
frtiher erklarten Bezeichnungen) 

. . .Ah-~,2 ~ A h l  zug. Ak2 ~Ak+~,~ zug . . . .  

Jdene Relationenreihe bedeatet~ die den Zyklus ~ erzeugt~ so mOgen 
ie Ecken des Polygons vi der Reihe naeh mit der doppelten Be- 

zeichnung B j , _  1, 2 --~ B/, 1~ Bk2 ~- BI, + 1, 1 ). �9 �9 versehen werden. Der 
Seite BI,~ Bk2 des Polygons ~:i werde nun eine der Bezeichnungen 
th~ tl:~ z. B. th beigelegt. Die Seite B/,: Bkl~ die entweder dem Po- 
lYagnOnn, ::i oder einem anderen Polygon des neuen Schema angehOren 

werde dann tk benannt. Die Zuordnungsvorschrift des neuen 
Schema verftige nun~ dal~ der. Seite t~ die Seite tk derart zugeord- 
net wird~ daI~ die Eeken B h i )  -Bb,2 und ebenso die Ecken Bk~ 
B~ einander entsprechen. Damit ist das neu% das zu dem vorge- 
Iegten reziproke Schema vollstandig gegebem 

Das dem reziproken Schema reziproke ist offenbar das ur- 
spriingliche Schema. Der ]~eweis daftir~ da~ zwei zu einander re- 
ziproke Schemata homOomorph sind~ kann ftiglieh unterdrfickt 
werden~ da der Beweisgang unmittelbar evident ist, wenn man sieh 
die anschaaliehe Bedeutung des reziproken Schema vor Augen halt. 

w 
Die Schemata  dre id imens ionaler  Mannigfalt igkeiten.  

Um die Schemata dreidimensionaler l~Iannigfaltigkeiten zu 
erlaatern und auf dieselben die verschiedenen beztiglich zweidi- 
mensionaler Schemata erklarten Begriffe zu ttbcrtragen~ beginnen 
wir wieder mit einem speziellen Fall. 
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Gegeben sei eine Kngel~ deren Oberfliiehe durch eine end-  
l ie  h e Anzahl auf derselben verlaufender Linienstiicke in eine e n d- 
l i c h e  Anzahl einfaeh zusammenhi~ngender Polygone eingeteilt sei. 

Wir fiigen hieran sofort einige erlliuternde Bemerkungen. Unter 
einem Linienstiiek soil hier eine auf die Punkte einer geraden Strecke 
nmkehrbar eindentig und stetig abbildbare Panktmenge verstanden 
werden~ und unter den einfach zusammenh~tngenden Polygonen 
Pnnktmengen auf der Kugelfliich% deren Punkte eineindeutig stetig 
auf die Pankte einer Kreisfl~tche bezogen werden kSnnen, so dal~ 
dabei die Randpunkte der Menge (H~tttfungspunkte sowohl yon 
Punkten der Menge als yon anderen Punkten der Kugelfli~ehe) 
eineindentig stetig auf die Punkte der Kreisperipherie abgebildet 
werden. Die Po|ygone stellen also zweidimensionale Elementar- 
mannigfaltigkeiten (siehe-~ 2) dar. Die auf der Kugelfl~tehe gezogenen 
Linienstiicke sollen Kanten der Polygoneinteilung, die Punkte in denen 
eine oder mehrere Kanten endigen, solleu Ecken der Polygonein- 
teilung genannt werden. Die Polygone auf der Kugelfl~tche stellen 
offenbar~ wean wir jede Kante a|s ein Paar zugeordneter Seiten 
ansehen~ ein die sph~trische zweidimensionale Mannigfaltigkeit de- 
finierendes Schema Z vor. Auf Grund des oberw~thnten~ vorl~tufig 
als hypothetiseh anzusehenden Satzes folgt hieraus bereits, dai] das 
Schema 3:. dem Schema ~ (siehe w 2) hom(iomorph ist. ~ Jedenfalls 
soll diese Eigenschas yon dem Schema 2 vorausgesetzt werden. 

Von den. Polygonen~ in die die Kugeflaehe zerlegt ist~ seien 
gewisse zu ]e zwemn einander zugeordnet. Dabei mSgen nut 
solehe einander zugeordnet sein, die gleich viele Seiten haben. 
Es sei nun in jedem Polygon als positiver Umlaufssinn der- 
jenige bezeichnet~ bei welehem das Polygon auf einer bestimmten 
r alle Polygone gleiehbleibenden Seit% etwa far einen aui]erhalb 
der Kugel befindlichen Betraehter zur Linken~ gelassen wird~ und 
tier entgegengesetzte als negativec Umlaufssinn. Dadurch erh/~lt auch 
jede Seite eines Polygons in bezug auf dasselbe eine bestimmte 
positive Richtung. ~) Die Zuordnungsvorschrift der Polygone soll 
nan auch bei jedem Paar zugeordneter Polygone die Verffigang 
dartiber enthalten~ ob dem positiven Umlaufssinn des einen Polygons 
tier negative oder der positive Umlaafssinn des anderen entspre- 
chen soll. (Zuordnungen der ersten and der zweiten Art.) Ferner 
sollen auch die Seiten des, einen Polygons denen des anderen zuge- 
ordnet sein, und. zwar sollen bei einer Polygonzuordnung der ersten 
(zweiten) Art den Seiten des einen Polygons: genommea in einer 
Reihenfolge, die einen positiven Umlauf des Polygons darstellt~ 
die Seiten des anderen Polygons in einer Reihenfolge entspreehen~ 
die einem negativen (positiven) Umlauf am dieses zweite Polygon 

1) Es kann der FMI vorkommen~ dal~ ein Polygon l~ngs einer Kante  der 
Polygoneinteilung an sich selbst st~iSt. Eiae solche Kant~ repr~sentlert natiirlich 
zwei Seiten des Polygons, deren positive Riehtungen beziiglich desselben einander 
~ntgegengesetzt sind. 

i~Ionatsh, ftir l~Ia~hemafik u. Physik. XIX. Jah~g. 2 
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gleiehkommt, 2) undes  sollen hiebei den positiven Richtungen der 
Seiten des einen PolyGons die negativen (positiven) Riehtungen 
der des anderen zugeordnet sein. Eine solehe Seitenzuordnung selbst 
sell dana tibereinstimmend mit der sic erzeugenden Polygonzuordnung 
yon der ersten, bezw. yon tier zweiten Art heil~en. 

Dem Umstand enspreehend, dal~ auf der Kugeloberfl/~ehe jede 
Kante der Polygoneinteilung in doppelter Weise als Polygonseite 
auftritt~ ]assen sieh nun Zykeln zugeordneter Kanten autstellen, 
in vollst/~ndiger Analogie mit der Bildungsweise der Zykeln zuge- 
ordneter Eeken bei einem zweidimensionalen Schema. Die Zykeln 
zugeordneter Kanten k/innen gesehlossen oder often sein. Oftene 
Zykeln k6nnen nur auftreten~ wenn es f r e i e  Polygone gibt~ d.h. 
soleheT~ die keinem anderen PolyGon zugeordnet sind. 

Es mSge ferner auf jeder einzelnen Kante der Polygonein- 
teilung selbst eine bestimmte gichtung als positive bezeiehnet sein. 3) 
(Diese ist mit den frtiher erklarten Richtungen der Polygonseiten 
nieht zu verwechseln und f~tllt natttrlieh auf der einen der beiden 
yon tier Kante gebildeten Seiten mit der positiven auf der anderen 
mit der negativen Riehtung zusammen.) Es sell nun stets die B e- 
d i n g u n g  ~) als erftillt vorausgesetzt werden~ dal~ bei jedem ge- 
sehlossenen Zykel zugeordneter Kanten unter den Seitenzuord- 
nungen tier Polygonseiten~ dureh die derselbe zu stande kommt~ 
die Anzahl der vorkommenden Zuordnungen zweiter Art gerade 
ist, und es kann dann aus der Zuordnun~ der Riehtungen der 
Polygonseiten aueh fttr die einem Zyklus zugeordneter Kanten an- 
gehSrenden Kanten eine bestimmte Zuordnung ihrer Riehtungen 
abgelesen werden. 

Analog wie bei einem zweidimensionalen Schema aus der Zu- 
ordnung der Polygonseiten solehe der Polygoneeken, so lassen sich 
hier aus der Zuordnung der Kanten und ihrer Riehtungen Zuord- 
nungen der Eeken tier Polygoneinteilung ablesen. Auf dem Urn- 
stand, dai3 eine Ecke im allgemeinen in mehrfaeher Weise als 
Kantenendpunkt flguriert, beruht die Bildung yon Systemen zuge- 
ordneter Eeken der Polygoneinteilung. 

Eine weitere einem dreidimensionalen Schema aufzuerlegende 
Bedingung 5) betrifft gewisse zweidimensionale Schemata, die sieh 
aus den vorstehend erSrterten Zuordnungsvorsehriften ableiten lassen. 
Hiezu denken wir nns anf der Kugelfl~iehe um jede Eeke der 

2) Diese Beding'ung hat nur fiir Polyg'one yon mehr als zwei Seiten einen 
Inhalt. 

~) Die Wahl dieser Richtung stellt ebenso wie die des positiven Umlaufs- 
slnnes der Polygone auf der Kugelfl~che nicht ein wesentliches-Merkmal des 
dreidimensionalen Schemas, sondern ein blol~es Hilfsmittel zur Beschreibung der 
Zuordnungsverftigungen vor. 

4) Diese Bedingung stellt eineu speziellen Fall einer in w 4 bei Besprechung" 
der n-dimensionalen Schemata erwahnten 3edingung vor, die darauf hinaus kommt, 
dal~ Zuordnungen zwischen den betrachteten geometrischen Figuren (hler: den 
Kanten) stets so beschaffen sein sollen~ dag aus denselben eine bestimmte Zu- 
ordnung ihrer Randelemente (hier: der Kantenendpunkte) abgeleitet werden kann. 

~) Vgl. hieriiber F o i n c a r d ,  An. Sit. p. 52--55. 
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Polygoneinteilung einen kleinen Kreis beschrieben. Diese Kreise 
zerfallen durch die Sehnittpunkte mit den in der betreftenden 
Eeke endigenden Kanten der Polygoneinteilung in eine Anzahl 
Seiten. Als positive Riehtung dieser Seiten bezeiehnen wit jen% 
die einem positiven (die Ecke zur Linken lassenden) Umlauf um 
die Eeke entsprieht. Seien nun ~ , ~  zwei einander zugeordnete 
Polygon% A 1 eine Eeke yon ~,~ A~ die ihr zugeorchmte Ecke yon =~. 
Der Bogen des um A,~ als Ecke der Polygoneinteilung gezogene n 
kleinen Kreises~ der in ~1, und zwar im Winkelraum yon A 1 ver- 
lauft~ heil3e sl, tier in entsprechender Weise in ~ verlaufende 
Bogen des um A 2 gezogenen Kreises heil3e s2. Die Seiten s 1 und s, 
sollen nun einander zugeordnet warden, und zwar, wenn die Zu- 
ordnung der Polygone =, und 7:~ yon der ersten (zweiten) Art ist, 
so soll der positiven Riehtung yon s 1 die negative (positive) Rich- 
tung yon s~ entsprechen. Die Gesamtheit der um die Eeken ge- 
zogenen kleinen Kreise stellt dann eine Anzahl yon Polygonen dar, 
zwischen deren Seiten paarweise Zuordnungen bestehen, uncl liefert 
uns damit ein zweidimensionales Schema. Dasselbe zerfallt in so 
viele zusammenh~tngende Schemata, als es Systeme zugeordneter 
Eeken der Polygoneinteilung gibt. 6) 

Die Bedingung nun, die yon jedem Schema airier dreidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit als erfttllt vorausgesetzt werde, besteht 
darin, dal3 Mle diese zusammenh~tngenden zweidimensionalen Schemata 
einfach zusammenh~ngend (geschlossen oder berandet) sind. Je naeh- 
dam ein solches Schema gesehlossen oder berandet ist, m~ge das 
zugehSrige System zugeordneter Eeken der Polygoneinteilung ge- 
sehlossen oder often heigen. 

Inwiefern dutch ein Schema, wie es vorstehend besehrieben 
ist, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit definiert erseheint, ist 
in vollstandiger Analogie mit dem Fall zweier Dimensionen. Es 
werden hiezu die Punkte einander zugeordneter Polygone eineindeutig 
stetig und unter Bertieksichtigung des Sinnes und der Seitenzuord- 
nung aufeinander bezogen, wobei nur den gesehlossenen Zyklen 
zugeordneter Kanten der Polygoneinteihmg in leicht ersichtlieher 
Weise Beaehtung zu schenken ist. 7) Derart aufeinander bezogene 
Punkte werden definitionsweise als ein Punkt der Mannigfaltigkeit 
auf)efal3t. Die im Innern der einander zugeorclneten Polygone 

6) Die dureh eines dieser zusammenh~ngenden Schemata definierte Mannig- 
faltigkeit mag die U m g e b u n g s m a n n l g f a l t i g k e i t  der betreffenden ,Ecke 
des dreimensionalen Schemas" (siehe zwel Seiten waiter irrl Text) genannt werclen. 

~) Aus der punktweisen Beziehung der Polygono aufeinander folgt n~mlich 
eine Beziehung zwischen den Punkten je zweier im Zykel aufeina~nder folgender 
zugeordneter Kanten. Sind nun kl, ke ; . - ,  k,,, die Kanten eines geschlossenen Zy- 
kels, so entspricht infolgedessen einem Punkte P1 yon kl ein bestlmmter Punkt P2 
von k2, diesem ein Punkt Ps von 1r 3 u. s. L, schliel~lich dem Puukte P,, yon k~ 
ein Punkt yon kl. Da$ nun dieser Punkt gerade wleder tier Punkt Px sel, ist 
die Bedingung, der die punktweisen Beziehungen zu gent~gen haben. Die Erfiill- 
barkeit derselben ist durch die oben erwahnte Voraussetzung tiber die Zahl tier 
Seitenzuordnungen zweiter Ar t  gewabrleistet. 

2* 
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liegenden Punkte haben dann denselben Charakter wie die im 
Innern der Kugel liegenden Punkte der Mannigfaltigkeit~ d. h. sie 
kSnnen durch eine geeignet gew~hlte eineindeutige und umkehrbar 
stetige Beziehung der M~nnigfaitigkeit auf sieh selbst auf einen im 
Innern der Kugel gelegenen Punkt abgebildet werden und das 
gleiehe gilt ifir die Punkte, die auf einer emem geschlossenen 
Zyklus angehSrenden Kante der Polygonteilung liegen, und die 
durch ein gesehlossenes System zugeo['dneter Ecken reprasentierten 
Punkte. Hief~tr ist bei den letzteren die eben besprochene Be- 
dingung des einfachen Zusammenhanges der Umgebungsmannig- 
fMtigkeiten, dureh die also das Auftreten gewisser singul~trer Punkte 
ausgesehlossen wird~ wesentlich. Die freien Polygone fagen sich 
zu ,Randfl~ehew' der MannigfMtigkeit aneinander, auf denen die 
dutch offene Zykeln zugeordneter Kanten repr~sentierten Linien 
und die dureh offene Systeme yon zugeordneten Ecken repr~sen- 
tierten Punkte liegen. Die einzelnen Randfl~tehen haben keine 
Punkte miteinander gemein, was wieder dureh die Bedingung fiber 
die Umgebungsmannigfaltigkeiten gew~hrleismt ist. 

Man fiberblickt sofort, dal~ ganz ebenso wie bei der Deter- 
minierung zweidimensionaler MannigfMtigkeiten durch Schemata 
die Willkfirliehkeiten, die in diesem Verfahren~ vom dreidimen- 
sionalen Schema zur dreidimensionMen Mannigfaltigkeit ttberzugehen~ 
sowie aueh darin liegen~ dal~ dareh das Schema Y. die Einteilung 
der Kugelflaehe in Polygone keineswegs vSllig bestimmt ist~ yon 
nut unwesentliehem Einflasse sin& Was in dem dreidimensionalen 
Schema allein zum Atlsdmek kommt, n~tmlieh das Schema Y~ und 
die Zuorclntmgsvorsehriften~ ist also zur Determinierung einer drei- 
dimensionalen /~{annigfaltigkeit ausreieheud. 

Allgemeinere dreidimensionale Schemata als die eben be- 
traehteten entstehen dadureh~ dal~ man den Zttordnungsvorsehriften 
der besproehenen Art noeh Weisungen hinzufagt~ denen gem~il3 
gewisse dureh gesehlossene Systeme zag'eorclneter Eeken repr~sen. 
tierte Pankte und gewisse dareh gesehlossene Zykeln zugeordneter 
Kanten repr~sentierte Linienstaeke yon der Mannigfaltigkeit aus- 
zunehmen sind. Dabei ist insbesondere der Fall yon Interesse, in 
welehem die yon der Mannigfaltigkeit ausgesehlossenen Linienstaeke 
sieh zu gesehlossenen Linien aneinandersehliegen. 

Aus dem vorstehead besehriebenen speziellen Fall eines drei- 
dimensionalert Schemas erhMt man den allgemeinen Fall, indem 
man statt einer Kugel eine endliehe Anzahl yon Kugeln, deren 
Oberflaehen in Polygone geteilt sind~ nimmt, und zwisehen diesen 

O "  �9 r :Poly~onen paarwelse Zuordnungen festlegt. Auf diesen allgemeinen 
Fail t~bertrSgt sieh ohne weiteres alles far den speziellen Gesagte. 

Weml die ein dreidimensionales Schema konstituierenden Vor- 
sehriften so besehaffen sind~ dal3 weder freie Polygone verkommen, 
noeh Verftigungen bestehen, dutch welehe Punkte oder Liniensttieke 
ausgesehieden werden, so heil3t die dureh das Schema definierte 
Manuigfaltigkeit g e s e h 1 o s s e n. Der Begriff z u s a m m e n h ~ n g e n d 
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wird analog definiert, wie im Falle zweier Dimensionen. - -  Auf jeder 
einzelnen Kugel eines dreidimensionalen Schemas kann willktirlich 
ffir die auf derselben liegenden Polygone ein Umlaufssinn als positiver 
gewahlt werdeno L~tl~t sich in einem zusammenh~tngenden Schema 
ftir die einzelnen Kugeln diese Wahl  so treffen~ dais alle Polygon- 
zuordnungen zu solchen v o n d e r  ersten Art werden, so heil~t die 
durch das Schema definierte Mannigfaltigkeit z w e i s e i t i g, andern- 
fails e i n s e i t i g ,  s) 

Die einzelnen Kugeln sollen auch Z e 11 e n des dreidimensionalen 
Schemas genannt werden. Unter einer L a m e l l e  9) des Schemas ist 
entweder ein freies Polygon oder ein Paar zugeordneter Polygone 
zu verstehen. Ein Zyklus zugeordneter Kanten der Polygonein- 
teilungen soll eine K a n t e d e s S c h e m a s~ ein System zugeordneter 
Ecken der Polygoneinteilungen eine E e k e d e s S c h e m a s genannt 
werden. Mit %~ as, al, a o, sollen die Anzahlen der Zellen~ der 
Lamellen~ der Kanten~ der Ecken eines Schemas bezeichnet werden. 

Die Determinierung einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
durch ein Schema oder Zellsystem ist im vorstehenden auseinander- 
gesetzt. Der Begriff der I:lomSomorphie der Schemata baut sich 
nun ganz wie im Falle yon  zwei Dimensionen auf den der elemen- 
taren Unterteilungen auf: yon denen bei einem dreidimensionalen 
Schema d r e i  Arten zu unterscheiden sind: 

1. Man greife einen Zyklus zugeordneter Kanten des zu unter- 
teilenden Schemas heraus, halbiere alle demselben angeh0renden 
Kanten der Polygoneinteilungen und setze die Zuordnung der 
Kantenhalften entsprechend der unver~indert beibehahenen Zuord- 
nung der Polygone derart fest~ dal~ an Stelle eines Zykels zuge- 
ordneter Kanten in dem neuen Schema zwei Zyklen vorhanden 
sind und die ttalbierungspunkte ein neues System zugeordneter 
Eeken bilden, wahrend die anderen Systeme zugeordneter Ecken 
der Polygoneinteilung ungestSrt erhalten bleiben. 1~ 

s) Als I n d i k ~ t r i x  (vgh w 2, Anm. 3) einer dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit g k~nn man eine um einen Innenpunkt  A yon V gelegte Tetra- 
ecleroberfl~che, odor i iberhaupt elne einfach zusarnmenh~ngende g'eschlossene 
Flitche mit einer g'leichartigen Eintei lung in vier Dreiecke, wahlen, wobei die 
vier Ecken des Tetraeders mlt 1, 2, 3, g bezeichnet sein solIen. Fiihrt  man die 
Ind[katrlx nun liings eines Weges yon _4 nach A und bringt die Tetraederk~nten 
u n d - e c k e n  mit  der alten Lage derselben so zur Deckung,  daft 1 sowohl wie 2 
in ihre alten Lagen kommen, so kSnnen 3, 4 entweder ihre alte Lsge  erhalten oder 
ihre Lage vertauscht  haben. Die Wege in V unterscheiden sich demgem~f~ in 
solche, auf  denen sich die Indikatrix nicht umkehrt, und solche, auf denen sie 
sich umkehrt.  

In analoger Welse kann die IndlkatrJx ftir n-climensionale Mannigfaltig- 
keite n eingefiihrt werden. 

9) Wir  fiihren fiir die z w e i c l i m e n s i o n a l e n  Elemente eines n-dimensio- 
na]en Schemas die Bezeichnung" ,Lamelle"  ein, da das Wort  ,Fl/~chenstiick" in 
w 5 ia anderer Bedeutung (namlich zur Bezeichnung des Speziallfalles m ~  2 
des in einer Mannigfaltigkeit  gelegenen Raumstiickes) verwendet wird. Nut  im 
Fa]le n - -  2 (w 2) wurde dem tiblichen Spraebgebrauch zuliebe das Wort  ,,Fl~tehen- 
stiick" fiir die zweidlmenslonalen :Elemente des Schemas beibehaIten. ~ 

~0) Falls der herausgegriffene Zyklus zugeordneter Kanten ein ffeschlossener 
ist und eine Vorschrift  besteht, laut welcher das durch denselben repr~sentlerte 
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2. Man zerlege eines der auf einer der Kugelfl~ehen liegenden 
Polygone in zwei Polygone dm'ch eine zwei seiner Ecken verbin- 
dende neue Kante der Polygoneinteilung. Falls im ursprtinglichen 
Schema dern zerlegten Polygon ein zweites Polygon zugeordnet 
ist~ so zerlege man aueh dieses durch eine neue dis entsprechunden 
Eeken verbindende Kante und ordne nun den beiden Polygon- 
hltlften des ersten Polygons die des zweiten derart zu, dat~ die 
zwisehen den urprfingliehen Kanten nnd Ecken der Polygonein- 
teilung bestehenden Zuordnungen nngestSrt erhMten bleiben, with- 
rend die beiden neuen Kanten der Polygoneinteilung einander zu- 
geordnet werden. Die beiden neuen Kanten bildcn dann far sieh 
einen gesehlossenen Zyklus zugeordneter Kanten. 

3. Man w~thle auf der Oberfl~tehe einer der Kngeln des 
Schemas eine aus Kanten der Polygoneinteilung gebildete einfaeh 
gesehlossene Linie und legs dureh dieselbe eine die Kugel in zwei 
Sttieke teilende einfach zusammcnh~tngende Sehnittfli~che (z. B. die 
yon den Radienvektoren naeh den Punkten der gesehlossenen Linie 
gebildete Fl~tehe). Die Sehnittfl~tehe wird also als zweidimensionale 
Elementarmannigfaltigkeit vorausgesetzt und es werde angcnommen~ 
dal3 jedes dcr beidcn Sttieke wieder eineindeutig stetig auf eine 
Kugel Kb, czo~n werden kann~ so dal3 die auf der ursprtingliehen Kugel- 
fli~ehe und auf der Trennungsfl~tche gelegenen Punkte dabei ein- 
eindeutig ~tetig auf die Oberflgehenpunkte von K abgebildet werden. 

Stueke, die demnaeh wieder als Die Oberflaehe jedes tier beiden ~ "" �9 
Kugeln "angenommen werden kSnnen~ hesteht dann aus einem durch 
die T~ennungsflgoehe entstandenen Polygon und im tibrigen aus 
lauter bereits ursprtinglieh vorhanden gewesenen Polygonen. Dis 
bciden neuen Polygone sollen dann einander so zugeordnet werden~ 
dal3 die vor dem Trennungssehnitt sieh deekenden Kanten und 
Eeken der Polygoneinteilung einander entspreehen. Die zwischen 
den ursprtinglieh vorhandenen Polygonen bestehenden Zuordnungen 
sind nnver~tndert beizubehalten. 

Diese elementaren Untertcilungen kSnnen als Zerlegung einer 
Kante oder einer Lamelle oder einer Zelle des dreidimensionalen 
Schemas in zwei Kanten~ bezw. zwei Lamellen, zwei Zellen eharak- 
terisiert werden. Die Einffihrung dcr allgemeinen Unterteilung~ d e s  
abgeleiteten Schemas und der HomSomorphie eriblgt nun so wie 
fiir zweidimensionale Schemata. Ebenso sind die an die Definition 
der HomSomorphie dcr Schemata gekniipften auf dis HomOomorphie 
der Mannigfaltigkeiten sieh beziehenden Bemerkungen auf den Fall 
yon drei (und mehr) Dimensionen iibertragbar. 

Es werden ferner die berandeten~ bezw. gesehlossenen ein- 
fa  e h z u s a m ra e n h ii n g e n d e n dreidimensionalen Schemata ein- 
geftthrt a!s diejenigen, die dem Schema %, bezw. z 3 hom(iomorph 
sind. Dabei besteht % aus einer einzigen Kugel , deren Oberfli~che 

Linienstiick yon der Mannigfaltigkeit auszunehmen ist~ so ist dlese Vorschrift auf 
(lie zwei neuen Zyklen zu iibertragen, 
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dureh den in zwei Bogen geteilten Aquator in zwei Halbkugel- 
fl~tchen geteilt ist, zwischen denea keine Zuordnung besteht, z z be- 
steht aus zwei K u.geln; jede derselben ist dutch ihren in zwei 
Bogen geteilten Aquator - -  diese Bogen mSgen auf der einen 
Kugel al~ a~, auf der anderen blab ~ heil~en - -  in zwei Polygons 
geteilt und die Polygons der einen Kugel sind denen der anderen 
Kugel nach der ersten Art und in solcher Weise zugeordnet~ dag 
dabei jedesmal dem Bogen a 1 der Bogen bl~ dem Bogen a2 der 
Bogen b2 entsprieht. 11) 

Die durch z 3 definierte oder sine derselben homSomorphe 
Mannigfaltigkeit werde als s p h ~t r i s che  dreidimensionale Mannig- 
faltigkeit bezeichnet. Wir ksnnen dieselbe durch den Enklidisehen 
Raum repr~tsentieren~ wenn wir denselben durch Annahme eines 
einzigen unendlich fernen Punktes zu einer geschlossenen Mannig- 
faltigkeit machen. Die dureh ~ definierte oder sine derselben 
homSomorphe Mannigfaltigkeit mSge als dreidimensionale E 1 e m e n- 
t a r m a n n i g f a l t i g k e i t  bezeiehnet werden. 

Das r e z i p r o k e Schema zu dem Schema ein er geschlossenen 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit wird durch sin Verfahren ge- 
~'onnen: das man sich leicht zureehtlegt~ 1'2) wenn man beaehtet, da~i 
dm Bezmhung~ d~e ml ]~alle dremr Dlmenslonen z w ~ n  emem 
Schema und seinem reziproken besteht, eine g a n z ~ o g ~  ist, wie 
im Falle zweier Dimensionen~ and zwar entsprieht je'der Ec)e% bezw. 
Kante, Lamelle, Zelle des einen Schemas sine Zell% b~zw., sine 
Lamelle, sine Kante~ sine Ecke des anderen. Es w e r d e ~  be- 
merkt, dal~ jenes einfaeh zusammenhangende gesehloss~'ne-~K~'ei - 
dimensionale Schema, das dutch die in Polygone eingeteilte'*~ber- 
flaehe einer Zelle Z des einen Schemas repri~sentiert wird~ niehts 
anderes ist, als das reziproke Schema zu dem Schema der Um- 
gebungsmannigfaltigkeit (siehe w 3~ Anm. 6) der der Zelle Z im 
anderen Schema entsprechenden Ecke. Es kommt bier also wieder 
die Bedingung des einfaehen Zusammenhanges d.er Umgebungs- 
mannigfaltigkeiten der Ecken zur Geltung. ~) 

11) Statt % kSnnte man einfacher sin Schema mit elner einzigen Kugel 
nehmen, wobei der in ei~m nicht welter in Betracht kommende Anzahl Yon Bogen 
geteilte _~ctuator die Kugelache in zwei Polygons teilt, die nach der ersten Art 
und derart zugeordnet sitld, daft dabel jeder Bogen des Aquators sich selbst ent- 
spricht (sin Schema (1, 0), s. w 20). Start e 3 h~tte man irgend sin Schema wahlen 
ldinnen, bestehend aus einer einzigen Kugel mit ciner beliebigen Einteilung in 
Polygone, zwischen denen gar keine Zuordnungen bestehen. Die im Text getroffene 
Wahl yon ss, ~s ist wie friiher die yon e~, v~ durch die Rilcksicht auf den allge- 
meinen Fall yon ~n, ~, (w 4) bestimmt. Man beachte, dal~ das dutch die Polygon- 
einteilung der Kugeloberfl~tche von Es dargestellte zweidimenslonale Schema genau 
das  Schema w. ist. 

1~) Dasselbe kann um so mehr iibergangen werden, als P o l n c a r 6  die Bil- 
dungsweise des reziproksn Schemasim Falle dreier Dimensionen ~ ausfiihrlich dar- 
gestellt hat (Comp1. 1, w 7, p. 314--316). 

is) Vgl. hlezu elne Bemerkung yon P o l n c a r 6  (Compl. 1, w 10, p. 336) 
fiber die dem ~arithmetischen" Bewelse zu Grunde llegenden Voraussetzungen. 
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w  
Ober Schemata beliebiger Dimension. Der Sinn yon Zeilen und 

zweiseit igen Mannigfaltigkeiten. 

Aus den Entwicklungen der w167 2, 3 ersieht man unsehwer~ 
wie man zu  Schematen yon immer hSherer Dimensionszahl gelangen 
kann. Entsprechend den Ecken~ Kanten~ Lamellen, Zellen des 
dreidimensionalen Schemas treten beim n-dimensionalen Schema 
Z e 11 e n mter D i m e n s i o n auf (m = 0 7 1, . . n). Die Anzahl derselben 
wird mit am bezeichnet. 

Man erkennt~ dag das Aufsteigen zu Schematen yon h~herer 
Dimension vorztiglich durch die einfach zusammenh~tngenden Schemata 
s~ ~ vermittelt wird. Aus ~ gewinnt man n~tmlich ~,, indem man 
zwei Exemplare yon s~ ~ deren Elemente eine gleichartige Be- 
zeichnungsweise tragen sollen: - -  nimmt, sie als zwei n-dimensionale 
Zellen auffalgt und die gleiehartig bezeichneten Elemente (n - -  1)  ste~ 
und niedrigerer Dimension der beiden s~ einander zuordnet. ~,~ ist 
aber dann~ rein kombinatorisch aufgefagt~ yon s~+~ nicht wesent- 
lich verschieden~)~ und die Gesamtheit der mit ~ homSomorphen 
Schemata liefert die (n ~-  1)-dimensionalen Zellen, aus denen unter 
Zuhilfenahme yon Zuordnungsvorschriften zwischen ihren Elemen- 
ten v ter Dimension (v < n -~- 1) alle (n-~- 1)-dimensionalen Schemata 
aufgebaut werden. Diese Vorschriften haben Bedingungen zu er- 
fiillen, die die Verallgemeinerung der ftir die dreidimensionalen 
Schemata auseinandergesetzten Bedingung des eins Zusammen- 
hanges der Umgebungsmannigfaltigkeiten der Ecken sind. In einem 
(n ~-  1)-dimensionalen Schema hat namlich jede Zelle mter Dimension 
eine durch ein (n--m)-dimensionales Schema reprasentierte Um- 
gebungsmannigfhltigkeit. Dal~ alle diese Schemata der Umgebungs- 
mannigfaltigkeiten einfach zusammenhangend seien~ ist eine Be- 
dingung~ die yon den das (n-~-1)-dimensionale Schema definieren- 
den Vorschriften zn erf~illen ist. Eine weitere Bedingung~' derzn- 
foIge aus den Zuordnungen geometriseher Figuren stets eine be- 
stimmte Zuordnung ihrer Randelemente ableitbar sein soll, ist die 
Verallgemeinertmg der beim dreidimensionalen Schema fiir die Zu- 
ordnung der Kanten der Polygoneinteilung und ihrer Richtungen 
aut~gestellten Bedingung. ~) 

1) Denk t  man  slch etwa die Zellen eines Schemas in Zeilen untereinander ge-  
schrieben~ und zwar die m-dimens~onalen Zellen in die ( m - 4 - 1 )  te Zeile, sr 
unterscheidet sich s n + l  yon an beJ dieser Schreibart  nu r  dadurch,  dal~ s~d-1 noch 
e]ne (n -~- 9.)te Zeile mi t  dem Zeichen einer (n -~- 1)-dimenslonalen Ze]le enthalt. Hin-  
gegen  sind in dam Schema snd-~ keine anderen Zuordnungen vorhanden,  als in s~. 

2) Z. B. lantet  fiir die Zuordnung yon Polygonen diese Bedingung  (die 
bereits bei den vierdimensionalen Schematen ftir die geschlossenen Zykeln zuge-  
ordneter Polygone zur Gel tung  kommt ) fo lgende rma~en :  W e n n  Ill, II2, �9 �9 �9 Ilk 
Polygone (natiirlich yon gleicher Seitenzahl) s ind und zwischen je zwel aufein- 
anderfolgenden und ebenso zwischen dem letzten und ersten eine Zuordnung" be- 
steht~ so dal~ dem Umlaufss inn  und jeder  Seite d e s  elnen yon zwei einander zuge- 
ordneten Polygonen eln bes t lmmter  Umlaufss inn  und eine best immte Seite des 
anderen entspricht~ so mut~ bei der h iedurch  au f  dem Wege  fiber Il~, . . Ilk ver-  
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In der in diesem Absehnit t  vors tehend gegebenen Dars te l lung 
setzt die nach der Dimensionszahl  aufsteigende Folge  der n-dimensio- 
nalen Schemata  mit dem Falt  n = 2 ein. Es  ist Mar, daft man noeh 
etwas weiter zurfickgreifen und mit den beiden mit % und  z o zu 
bezeichnenden nulldimensionalen Schematen,  dem einzelnen P u n k t  
und dem Punk tepaa r  beginnen kann. Das  Punk tepaa r  liefert die 
Strecke. Aus Strecken werden durch  paarweise Zuo rdnungen  der 
S t reckenendpunkte  die eindimensionalen Schemata  aufgebaut.  Man 
erhalt nur  zwei einander nicht  homoomorphe  Klassen zusammen-  
hangender  eindimensionaler  Schemata~ die ungeschlossene und die 
geschlossene Linie, erstere repr~tsentiert durch die Strecke (Schema 
el) letztere durch  das Schema ~1, das aus zwei Streeken besteht, 
bei denen je  einem E n d p u n k t  der einen ein E n d p u n k t  der anderen 
Streeke zugeordnet  ist. ~ und die ihm homSomorphen Schemata  
liefern dann die Flachenstt icke,  die Bausteine der zweidimensionalen 
Schemata.  

Es werde nech besprochen, was unter  dem S i n n  einer 
m-dimensionalen Zelle und unter dem Sinn einer zweiseitigen Mannig-  
faltigkeit za  verstehen ist. 3) Ein Punk tepaa r  wird mit einem Sinn 
(einer Richtung) versehen dutch die Festsetzung eines der P u n k t e  
als des frtiheren~ des andcren als des sp~tteren. Hiedurch  ergibt 
sich auch fiir die eindimensionalen Zellen, die Strecken,  ein Sinn, 
n~mlich der durch den Sinn des Paares der S t reckenendpunkte  
festgelegte. W~hlt  man dann den Sinn jeder  der ein zusammen-  
hangendes eindimensionales Schema bi |denden Strecken s% dal~ alle 
Zuordnungen  der Endpunk te  yon der ersten Ar t  werden,  ~) was 
auf  zwei verschiedene Arten mSglieh ist, so ist h iedurch ffir die durch 
das S c h e m a  definierte Mannigfaltigkeit  selbst ein Sinn gegeben.  5) 
Als Sinn eines Fl~tchenst(ickes wird dann  der Sinn der dasselbe 
berandenden gesehlossenen eindimensionalen Mannigial t igkeit  be- 
zeichnet und die beiden Arten, auf  welche in den Fl~ehenst i icken 

mittelten Zuordnung" yon 13~ auf sich selbst sowohl der positive Umlaufssinn als 
auch jede einzelne Seite ,7on I]~ sich selbst zugeordnet sein. 

Da Mannigfalfigkeiten yon mehr als drei Dimensionen und ebens0 einseitige 
Mannigfaltigkeiten yon mehr als zwei Dimensionen nur wenig studiert worden 
sind, konnte die erwi~hnte Bedingung, die erst fiir dreidimensionale Schemata, und 
unter diesen nut fiir diejesigen einseitiger Mannigfaltigkeiten, yon Bedeutung 
wird, bisher unbeachtet bleiben. 

s) Man vergleiche P. Heegaard ,  Forstudier til en topologisk Tcori for de 
algebraiske Fladers Sammenhaeng. (Dissertation, Kopenhagen 1898), w 10. 

4) Die Waht eines Sinnes ftir die konstituierenden Strecken des Schema 
einer eindimonsionalen Mannigfalfigkcit gestattot die Zuordnungen tier Strecken- 
endpunkte in solche yon erster und zweiter Art zu unterseheiden, je nachdera 
ein fl'iiherer Endpunkt einem sp~teren oder aber zwei frahere, bezw. zwei spatere 
Endpunkte einander zugeordnet werden. Definiert man die Begriffe ,zweiseitig" 
und ,,elnseltig" fiir zusammenhi~ngende eindimensonaleMannigfaltigkeiten in gleicher 
~Veise, wie dies ftir Mannigfahigkeiten yon mehr Dimensionen geschah, s 9 zeigt 
sich sofort, daft einseitige eindimensionale Mannigfaltigkeiten nicht auftreten kSnnen. 

5) Falls das Schema aus einer einzigen Streeke, zwisehen deren Endpunkten 
keine Zuordnung getroffen ist, besteht, so ist unter dem Sinn der Mannigfaltig- 
keit tier Sinn dieser Streeke zu verstehen. 
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des Schemas einer zweiseitigen zweidimensionalen Mannigs 
der Sinn so  gewi~hlt werden kann~ dal3 alle Zuordnungen der Seiten 
yon der ersten Art werden~ ergeben die beiden msglichen Be- 
stimmungen des Sinnes der Mannigfaltigkeit. So fi~hrt man fort, 
aus dem Sinn der zweiseitigen m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
einen Sinn ffir die (m-~-1)-dimensionalen Zellen, deren Berandung~ 
- -  die geschlossene einfach zusammenhiingende m-dimensionale 
Mannigfaltigkeit: - -  ja zweiseitig ist, abzuleiten, nm hieraus wieder 
die Bestimmung eines Sinnes der zweiseltigen (m Jr- 1)-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten zu gewinnen. 

II.  Die Be t t i ' s chen  Zahlen .  

w  
Homologien, Poincar~'sches Relationensystem einer 

Mannigfaltigkeit. 

P o i n c a r 6  hat, mn die Betti'sehen Zablen aufzustellea~ den 
Begriff der Homologien eingeffihrt, der in diesem Paragraphen aus- 
ffihrlich begrfindet werden soll. Hiezu mSge mit einer Bespreclmng 
der in einer Mannigfaltigkeit gelegenen m-dimensionalen Raum- 
stficke begonnen werden: 

Die P u n k t e einer Mannigfaltigkeit sollen durch kleine 
lateinische Buchstaben mit dem oberen Index null bezeiehnet werden~ 
z. B. u ~ a ~ 

Die Mannigfaltigkeit der Punkte der Strecke - -  1 ~ x < ~-  1 
(d. i. die durch das Schema e 1 des w 4 definierte Mannigfaltigkeit) 
werde mit T~'I, die beiden Endpunkte x ~ -  1~ x = - 4 -  1 mit v ~ w u 
bezeiehnet. Unter einem L i n i e n s t t i c k  einer Mannigfaltigkeit 
soll eine Gesamtheit G yon Punkten der Mannigfaltigkeit verstan- 
den werden, die auf E 1 eineindeutig und stetig abgebildet werden 
kann. Die beiden Pankte yon G, deren einer hiebei v~ deren 
anderer w ~ entsprieht, mSgen mit a~ 5 ~ bezeichnet werden und 
sollen die Endpunkte des Linienstfieke% alle ttbrigen Punkte yon 
G so|len Innenpunkte heif3en. Die verschiedenen eineindeutigen 
stetigen Abbildungen yon G auf E 1 zerfallen in zw~i Arten~ je 
nachdem a ~ auf v ~ oder auf w ~ abgebildet wird. Trifft man bier- 
fiber eine bestimmte Wahl, so ist dadurch ein bestimmter Sinn 
des Linienstfiekes festgelegt. Der dem Punkt  v ~ zugeordnete Punkt  
heige der frfihere (negative) Endpunkt, der dem Punkt w ~ zuge- 
ordnete der sp~ttere (positive) Endpunkt. Der Begriff des in einer 
Mannigfaltigkeit liegenden Liniensttiekes soll aber noch damn ver- 
allgemeinert werden, dai~ es gestattet sein soll~ dag die beiden den 
P u n k t e n  v~ w ~ entspreehenden Punkte in einen einzigen c o zu- 
sammenfallen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetigkeit der 
Abbildung zwisehen G 'und  E~ bleibt dann zwar far die Innen- 
punkte gewahrt. Der Punl(t c o aber entsprieht beiden Punkten 
v ~ w ~ nnd seine Umgebung zerf~llt in zwei Teile, deren einer der 
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Umgebung yon v~ deren anderer der yon w ~ entspricht. Von einem 
Sinn des Linienstfiekes kSnnen wit naeh wie vor reden, nur sttitzt 
sich die Definition des Sinnes jetzt auf die beiden Teile der Urn- 
gebung yon c o je naeh ihrer Zuordnung zu den Umgebungen yon 
v ~ und w ~ Der Punkt c o ist aber sowohl positiver als negativer 
Endpunkt des Liniensttickes. Die mit einem bestimmten Sinn ver- 
sehenen Linienstticke sollen mit kleinen lateinisehen Buchstaben 
mit dem oberen Index 1 bezeiehnet werden. Ist a ~  positiv% 
b ~  negative Endpunkt  eines Linienstttekes a~ so soll symbolisch 1) 
gesehrieben werden '~) : 

a I ~ -~- a ~ bO. 
Die Mannigfaltigkeit der Punkte des Einheitskreises x~.-[ - y 2 <  1 

(d. i. die durch das Schema % des w 2 definierte Mannigfaltigke]t) 
werde mit E2~ die Kreislinie x s ~_y,Z__ 1 mit K bezeiehnet. Unter 
einem in einer Mannigfaltigkeit gelegenen F l a c h e n s t t t c k  werde 
eine Gesamtheit G yon Punkten der Mannigfaltigkeit verstanden~ 
die eineindeutig und stetig auf E.~ abgcbildet werden kann. Die 
Unterscheidung zweier Arten eineindeutiger stetiger Abbildungen 
yon G auf E~ ftthrt analog wie im Falle des Linienst~ekes dazu~ 
htr ein Flaehenstttck eineu naeh zwei Arten w~hlbaren Sinn fest- 
zulegen~ der im wesentlichen auf der Wahl eines bestimmten Durch- 
laufungssinnes fttr die Randlinie L des Flgehenstttekes (d. i. die 
Gesamtheit der auf K abgebildeten Punkte yon G) beruht. Wir  
wollen annehmen~ die Kreislinie K sei durch Markierung der auf 

o o > ihr gelegenen Punkte kl, k2~ __ 1) in die LinienstUcke 
kl~ k 21~. . .  k~ zerlegt. Dementsprechend-erseheint aueh die Rand- 

o o linie L des Flachenstttekes durch die Bildpunkte l ~ l ~ . . ,  l R der 
1 1 1 Punkte ts ~ in R Linienstiicke l~, 12, . . .  l R zerlegt. Aber aueh der 

Begriff des Fl~tchenstttckes soil, wie der des Linienstttekes eine 
Erweiterung erfahren. Es soll n~tmlich zugelassen werden, dal~ 
mehrere Liniensttieke, in die L zerfMlt, zusammenfallen. Es ent- 
spreehen dann mehrere Linienstaekek~ einem einzigenLinienstack 
yon G. Antler dem hiedureh hervorgerufenen Zusammenrticken 
gewisser Punkte l ~ sollen anch darttber hinaus weitere Punkte l ~ i i 
zusammenfallen dttrfen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetig- 
keit der Abbildung yon Es auf G bleibt somit ftir die Innenpunkte 
erhalten, wird abet in gewissen yon den markierten Randpunkten 

~) s. P o i n c a r d ,  Compl .  1, p. 2 9 1 ;  vgl .  a u c h  h iezu  die Z u o r d n u n g  yon 
Z a h l e n  zu  den  P u n k t e n ,  L in ien .  u. s. w. e ine r  M a n n l g f a l t i g k e i t  zu  B e g i n n  des  
w 18 der  An. Sit.  (p. 114). 

~) W o l l t e  man  der  vo l l en  A l l g e m e i n h e i t  zu l lebe  a u c h  die e inze lnen  P u n k t e  
u ~ e iner  M a n n i g f a l t i g k e i t  m i t  Yorze i chen  ve r sehen  annehmen~ so wf i rde  zu  
schreiben sein: a ~ ~_ ~ a o ~t b o, 
w e a n  a ~ den a m  pos i t iven  Ende  yon  a t g e l e g e n e n  P u n k t ,  v e r s e h e n  m i t  dem 
Zeichen  ~, b o don a m  n e g a t i v e n  E n d e  yon  a ~ g e l o g e n e n  P u n k t ,  v e r s e h e n  rnit  d e m  
Z6iehen ~,, bedeutet. Hievon wird an einer Stelle im w 8 (Anm. 8) Gebrauch 
gemaaht. 
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und in den Punkten gewisser Linienstt~eke der Randlinie in leieht 
ersichtlicher Weise modifiziert. Die ausffihrliche Darstellung, die 
den entsprechenden VerhMtnissen beim Linienstttck gewidmet wurd% 
fiberhebt uns einer n~heren Auseinandersetzung. Auch den verall- 
gemeinerten Flaehensttteken kann ein Sinn beigelegt werden, der 
bei eine.r gegebenen Abbildung auf E~ dureh einen bestimmten 
positiven Umlaufssinn yon K festgelegt werden kann. Die mit 
einem Sinn versehenen Flachenstficke sollen durch kleine lateinische 
Buchstaben mit oberem Index 2 bezeiehnet werden. Sei a ~ ein 
Fl~ehenstfiek in dam besprochenen verallgemeinerten Sinn und 

1' 1 seien ll, 1.2~... die einzelnen in einem bestimmten Sinn genommenen 
Liniensttteke yon a~ deren jedes einem oder mehreren Linienstfieken 

1 k 1 entsprieht. Sei ferner der Sinn der Linienstficke k11~ k~, k R so i ' ' *  
gewahlt, dal~ er mi~ dem positiven Sinn yon K fibereinstimmt. Ist 
dannl 1 dos dem Liniensttiek k 1 entspreehende Linienstfiek yon G ~l~ i 
und ~ : - t - 1  odor - -  1, je  n~ehdem bei der Abbildung yon E~ 
auf G dem positiven Sinn yon k 1~ der positive odor negative Sinn 
von l ~ entsprieht, so soll symboliseh geschrieben werden: 

21 ~ 
i = 1  

Der Reihenfolge der Smnmanden ist dabei kein Gewieht bei2 
zulegen. 

Aus dam Vorstehenden ist unschwer zu entnehmen~ was all- 
gemein unter einem in einer MannigfMtigkeit gelegenen m-dimen- 
sionalen Raumsttiek 3) (dureh einen kleinen lateinisehen Buehstaben 
mit dam oberon Index m zu bezeiehnen) und" unter symbolischer~ 
Kongruenzen yon der Form 

(die g; sind gleieh @ 1 o d o r -  1) zu verstehen ist. 

a) Man kiinnto das m-dimenslonalo "Raumst t ick erkl~iren als eine P a n k t -  
mango  G, die au f  Em im allgemeinen, jedoch mi~ eventuel ler  A u s n a h m o  ge-  
w l s s e r  R a n d e l e m e n t e ,  eineindeutig und  stetig abbildbar ist, unter  Em die 
berandete einfach zusammenhangende  (dureh das Schema ~m des vorigen Paragraphen 
definierte) m-dimensionale Mannlgfal t igkei t  also die Mannigfalt igkeit  der Punk to  
xl@x~@2 2 . . .  :@ x ~  __~ 1, verstanden.  - -  Die Innenpunkte  m-dimensionaler  Raum-  

stiieke liefern n ieh t  die allgemeinsten der Mange der I n n e n p u n k t e  yon Em ho- 
miiomorphen P u n k t m e n g e n ;  vgl. z. B: die durch  0 ~ xU-]-y ~ ~ 1, ( x - -  3.2--~)~-~ - 
- ~ y ~ - -  2 - - 2 ~  0, (v = 2~3, . . .) definierte ebeno Punk tmenge .  

Man beachte,  daft ein Linienst i ick im Falle zusammenfal lender  Endplmkte  
n ich t  blog durch die Gesamthei t  s e l ne r  Punkte ,  sondern aaeh  durch die Stellung, 
die dam Punkto  c o e ingerhumt  wird, charakterisiert  ist. Analog gehSrt die be- 
sondere Stel lung innerha lb  G, die den zusammenfa l lenden Randelementen durch 
die Art  der Abbildun~" au f  Em zuerteilt  wird, z u m  Wesen  des Flgchenstiickes~ 
bezw. l~aumstiickes. 
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~ber  den Bereich der hiemit eingeftihrten speziellen Kon- 
gruenzen hinaus zu solehen yon ein wenig allgemeinerer Art ftihrt 
ein Rechaen mit denselben~ fiir das folgende Regeln gelten sollen: 

Die Glieder auf einer Seite einer Kongruenz dtirfen - -  wie 
sehon bemerkt in ihrer Reihenfolge umgestellt und in der iiblichen 
Weise der Buehstabenrechnung zusammengezogen werden. Beide 
Seiten einer Kongruenz dtirfen mit einer positiven oder negativen 
ganzen Zahl multipliziert werden. Aus zwei Kongruenzen daft eine 
neue gebildet werden~ deren linke bezw. reehte Seite dureh Addition 
der linken bezw. der reehten Seiten ~) der gegebenen Kongruenze n 
entsteht. 5) 

Zufolge der ersten dieser Regeln kann man sagen: Ist u ! 
ein Linienstiiek mit zusamamnfallenden Endpunkten~ so ist u I ~ - 0  
und tiberhaupt gilt aUgemein die Relation 

U m ~ 01 

wenn die Gesamtheit der Punkte yon u '~ im Sinne des Abschnittes 
I eine geschlossene zweiseitige G) m-dimensionale Mannigfaltigkeit 
bildet. 7) 

Noeh allgemeiner gestatten die vorstehenden Regeln folgende 
Aussage : Sind u 1 ~ u~ ~ . in einer Mannigfaltigkeit gelegene 
m-dimensionale Raumstiicke ohne gemeinsame Innenpunkte s) and 
stellt die Gesamtheit der einem oder mehreren der Raumstticke u ~ i 
angehSrenden Punkte eine geschlossene zweiseitige ~) m-dimensionale 
Mannigfaltigkeit M (s. Absehnitt I) dar~ ist ferner der Sinn eines 
jeden der u "~ so festgelegt~ wie er einem bestimmten Sinn (s. w 4) 
yon M entspricht~ so ist 

u~ ~ 0. 9) 
i = 1  

Es werde noeh der Satz angeftthrt: Wenn u ~ - ~  ~i u~ - 1  

ist~ so ist ~ u  ~ - ~ 0 .  

a) Die linke und rechte Seite einer Kongruenz mit einander zu vertauschen~ 
soil nicht  gestattet sein. 

~) Wenn die Gesamtheit  der eingefiihrten (m 1)-dimensionalen Raumstiicke 
so beschaffen ist, dal~ keine zwei dieser Raumstiicke miteinander Innenpunkte 
gemein haben~ so sind die rechten Seiten aller Kongruenzen 

dureh die linken Seiten eindeutig bestimmt, wie man daraus entnimmt~ da~ dies 
fiir die Kongruenzen (3) gilt. 

6) Bez(iglieh e i n s e i t i g e r  Mannlgfaltlgkeiten sehe man w 9 nach. 
7) Fiir m ~ 1 l~ifit sich dieser Sate. offenbar nicht  umkehren. 
s) Die Aussage dieses Satzes setzt voraus, da[~ auch die einzelnen ( m - -  t)- 

dimensionalen Raumstiicke~ aus denen die Berandung tier u m sich zusammen- 
~etzt~ keine Innenpunkte  gemeia haben, i 

9) Der Satz ist offenbar nleht umkehrbar.  
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Die ganzzahligen Linearformen mit den Symbolen m-dimen- 
sionaler Raumsttieke als Variablen~ auf die der besprochene Kalktil 
ftihrt~ miigen als m - d i m e n s i o n a 1 e G e b i 1 d e bezeiehnet werden~ 
and zwar mtige insbesondere, wenn die Relation 

:2h, u?--0 
besteht~ das m-dimensionale Gebilde auf der linken Seite als ein 
z w e i s e i t i g e s  g e s e h l o s s e n e s  bezeichnet werden. Die zwei- 
seitigeu gesehlossenen m-dimensionalen Gebilde umfassen also die 
(mit einem Sinn versehenen) zweiseitigen geschlossenen m-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten, wenn diese aus Raumstfieken ohne 
gemeinsame Innenpunkte zusammengesetzt erseheinen~ als Spezialfstlle. 

Die mit einem Sinn versehenen m-dimensionalen Zellen des 
Schemas einer n-dimensionalen Mannigfahigkeit V, die wir mit 

. . .  a ~ bezeiehnen, stellen einen besonders P o i n e a r 6  dureh a~  a2, ~,,~ 
wichtigen Fall in V gelegener m-dimensionaler Raumstticke dar. 
Die Gesamtheit der zwisehen denselben bestehenden, ihre Lage- 
beziehungen bis auf ein en gewissen Grad ausdruckenden Kongruenzen 

a m  --  I 
am ~ Sm am - -  1 

i ~ i j  j 
j = l  

1~2~ . n  / 

bildet das P o i n e a r 6 ' s c h e  R e l a t i o n e n s y s t e m  ~~ yon Vftir das 
betreffende Schema, yon dem noch oft Gebrauch zu maehen sein wird. 

Auf Grand der Auseioandersetzungen fiber Raumsttieke und 
symbolisehe Kongruenzen zwisehen denselben ist es sehr einfach zu 
erl~tutern~ was unter einer H o m o 1 o g i e in bezug auf eine Mannig- 

1 
faltigkeit V zu verstehen ist. ~1) Sind n~tmlich u~ + ~, u~ + , . .  u :  +~ ; 
u~ ~ u: ~ . . .  u~ in V gelegene Raumstticke und besteht die Kongrttenz 

(4) 
i ~ 1  i ~ 1  

fl 
so soll gesagt werden, das Gebilde ]~  k i u~ seibeztiglich Vhomolog 
null, in Zeiehen" ~=~ 

fi 
"~  k i u '~ ~ 0 i " 

i ~ 1  

Eine derartige als Homologie bezeichnete Relation bedeutet 
also das Vorhandensein solcher in V gelegener Raumstiicke u~ ~4~, 
dal3 dieselben der Kongruenz (4) Gentige leisten. 

lo) Yon Poincard wlrd dieses Relatlonensystem als Schema bezeichnet. 
(Compl. 1~ p. 291). Vgl. die diesbeziigliche Anm. 9, w 1. 

11) Vgl. Poincar6, An. Sit. w167 5: 6. 
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Es soll weiters gestattet sein~ auf beiden Seiten einer Homologie 
zwischen m-dimensionalen Raumstticken ein und dasselbe Symbol 
eines m-dimensionalen Raumstiickes zu addieren. Dal3 es ferner 
erlaubt ist~ tIomologien zu addieren oder eine Homologie auf beiden 
Seitcn mit einer and derselben ganzen Zahl zu multiplizieren, folgt 
bereits bUS den Rechnungsregeln tiber Kongruenzen. 1'~) 

Es ist zu beaehten~ dal3 der Begriff der Homologie an eine 
ganz bestimmte zu Grunde gelegte Mannigs V gebunden ist. 

Zur Erl~uterung der bisherigen Ausffihrungen dieses Paragraphen 
diene folgendes Beispiel. Gegeben sei eine ~iannigfaltigkeit V durch 
ein Schema~ das ~us einem Rcchteck mit paarweise naeh der ersten 
Art zugeordneten Gegenseiten besteht. ])as Schema hat also zwei 
Kanten and eine Eeke. A~ B~ C~ D seien der Reihe nach die Ecken 
des Rechteckes. E sei ein Punkt auf A B~ F der zugeordnete auf 
D C. Wir ziehen die Strecken A/~' und E C und ftihren folgende 
Bezeichnungen i'tir die auftretenden Punkte, Linien- und Flachen- 
stficke ein - 

A ._~ B __~ C __~ D _~  a O~ E _~  F -__~ b O ; 

A E _ . ~ _ D F _ ~ a  l, E B = F C . . - ~ b l ~  A D = B C - ~ c  1, 

A F ~ _ d X ~  E C u _ . e l ;  

A F D ~ _ a  2, E B C ~ _ _ b ~  A E C F ~ - - - - c  ~. 

Dann gelten die Kongruenzen: 
a l ~ b O - - a O  b ~ _ a O - - b O  cl~---0, d ~ b O - - a O  e ~ a O - - b O ;  

a ~ - ~  d 1 - -  a ~ ~ c~, b ~ ~--- b 1 J F  c l  - -  e~, c~ ~ a i  + el  - -  b i  - -  d l .  

Es zeigt sich~ dal~, entsprechend einer al]gemeinen Bemerkung 
tiber geschlossene Mannigfaltigkeiten, a 2 -~ b z -~ c ~ -s_- 0 ist, und daI~ 
im Einklang mit einem anderen allgemeinen Satze, d l -  a ~ -  cl~ 
b i -~ c i - -  e ~ und a i ~- e i - -  b i -- d 1 kongruent null sind. :Ferner 
s aus den Kongruenzen die Homologien: 

a o ~ b o ;1~) 

d i oo  a i - ~  c i, e 1 ~ 51 ~]F c l ,  a i  - -  . b l  cx~ el i - -  e i. 

Die letzte EIomologie ist dabei ersichtlieh eine Folge der 
beiden vorhergehenden. Setzen wir a ~ ~- b ~ ~ / 1 ,  d ~-~ e ~ : g ~ ,  
so repriisentieren f l ,  g~ c 1 drei geschlossene Linien in V und wlr 
erh~lten zwisehen ihnen die ttomologie: 

g i  (.~j f l  ._~ ~ C 1. 

1~) p o l n c a r g  unterseheidet zwisehen ,Homologlen mit Division" und 
,Homologlen ohne Divislon"~ je nachdem es aul~erdem gestattet ist~ be~de Seiten 
einer Homologie durch einen allen Koeffizienten gemeinsamen ganzzahligen Faktor 
zu dlvidieren, oder nieht. Im Text soll nur ,yon tIomologien ohne Division" 
Gebrauch gemacht werden. 

~a) Irffend zwei Punkte einer z u s a m m e n h ~ n g e n d e n  Mannifffaltiffkeit 
sind offenbar stets einander homolog. 
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Gewisser spezieller Homologien mSge noch gedaeht werden. 
Sei W (~ + 1) eine in der Manaigfaltigkeit V (auf die sich die Homo- 
logien beziehen,) gelegene, d. h. aus Punkten yon V bestehende 
(m@- 1)-dimensionale zweiseitige 1 t)~Iannigfaltigkeit~ deren vollst~tndige 
Berandung durch die geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten E (~) TT ~) 1/~) V ('~ v (~~ V (~) gebildet werde. Nun 
ist durch einen bestimmten Sinn der zweiseitigen Nannigfaltigkeit 
W ('~+ ~) auch fttr jede der zweiseitigen Mannigfaltigkeiten ~('~), ~,[,0 
ein bestimmter Sinn mitbestimmt. FKllt dieser Sinn bei jeder U~ (m) 

mit ihrem positiven, bei jecler V~ ~') mit ihrem negative n Sinn z u -  

sammen, so besteht beztiglich F die Homologie 

r r  v + rJ 1 _ 

Dag aber nicht jede Homologie der Ausdruck eines derart 
einfachen Sachverhaltes ist15), zeigt in dem oben durchgeffihrten 
Beispiel die zuletzt angeschriebene ttomologie zwischen g l  f~, cl.lG) 

w 
Def in i t ion  der Bet t i sehen  Zahlen .  

W~r gehen zur P o i n c a r ~ s c h e n  Definition der B e t t i s e h e n  
Z a h l e n  einer Mannigfaltigkeit V tiber)) Nehmen wir an~ es grebe 

14) Diese Bedlngung tier Zweiseltigkelt ist offenbar wesentlich. Dies wird 
besonders deutlieh, wenn man in irgend einer n-dlmensionalen Mannigfaltigkeit 
V(n~-2) eln lgngs einer beliebigen geschlossenen Linie 11 yon V verlaufendes 

MSbius'sches Band betrachtet, dessen Randlinie mit 2 l I homolog ist, w~hrend 
die Homologie 

2 l 1 c~ 0 (beztigl. V) 
offenbar im allgemeinen nicht gilt. 

is) Die Einfiihrung der Homologien geschleht vlelfach unter vorzugsweiser 
Beriicksichtigung dieser speziellen Homologlen. Vgl. die Bemerkungen, die hiezu 
t I e e g a a r d  in der bereits zitierten Disser t  p. 6d~, 65 macht. 

~s) Man betrachte etwa auch das Beispiel einer verknoteten geschlossenen 
Linie 11 in der dreidimenslonalen Elementarmannigfalt igkeit  E3, fiir welehe die 
Homologie 

l x o,~ 0 (beziigl. EB) 

besteht, wle im Anschlusse an die ErSrterungen des Textes leicht gefolgert wird. - -  
Es sei noch darauf hingowiesen, dal~ die Darstellung des Textes ohne weiteres 
auch sich se]bst durchsotzende 3/l:annigfaltigkeiten in Homologien einzufiihren 
gestattet.  

1) Es sind noch in verschiedener anderer Weise definierfle Zusammenhangs- 
zahlen mit  clem Namen , , B e t t i s c h e  Zahlen" bezw. , R i e m a n n - B e t t i s c h e  
Zahlen" (in P i c a r d - S i m a r t, Thgorie des fonctions alggbriques de deux variables 
inddpendantes t. I., chap. 2.) belegt worden (ira Hinblick auf den Aufsatz yon 
B e t t i ,  Sugli spazi di un numero 9ualunciue eli dimensioni, Ann. di mat. ser. 2 ,  
t. 4. und das Fragment  29 in R i e m a n n s  Ges. Werken, 2. Aufl.~ p. 479). Die 

e inzige Art, solche Zusammenhangszahlen zu definieren, die yon gew]ssen lgin- 
whnden, auf  die wir in w 21 zu sprechen kommen, frei ist, verdankt man P o i n -  
c a r g  (derselbe erl~utert seine in An. Sit. p. 19 gegebene Definition noch aus- 
fiihrlicher in Compl. 1., w 1) und die nach seinem Vorgang definierten Zusammen- 
hangszahlen sind die B e t t i s c h e n  Zahlen des Textes. 
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ein System yon zweiseitigen gesehlossenen m-dimensionalen in V 
W (") W (~) W (m) zwisehen denen gelegenen Mannigfaltigkeiten .. 1 ~ "" 2 ~ �9 t , 

keine Homologie 

besteht~ ~) wi~hrend jede zweiseitige gesehlossene m-dimensionale 
in V gelegene Mannigfaltigkeit W ('0 einer Homologie 

gentigt. Ist d a n n v  (~) (~) V (~) ein anderes System yon Mannig- --1 ~ " ' "  
faltigkeiten mit den gleiehen Eigensehaften wie das System 
W(~0 W(~) W(~) ~ - - 2  ~ " -  t , so is tohnewei teres  klar, d a g t ' = t  seinmuff. 
Die Anzahl t der Mannigfaltigkeiten eines solehen Systems ist also 
eine ffir die Mannigfalfigkeit V eharakteristisehe Zahl, die offenbar 
aueh ftir alle zu V homSomorphen Mannigfaltigkeiten den gleichen 
Wert  hat. Es ist also die Zahl t eine topologische Invariante. 
Die topologisehe Invariante t -~- 1 wird dana die m t~ B e t t i sehe 
Zahl der ]Kannigfaltigkeit V genannt und mit P~ bezeichnet. Man 
hat t = 0 ,  .Pro = 1 za setzen: wenn in V jedo zweiseitige ge- 
schlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit W (~) einer Homologie 
k W (~) ~ 0 (k =4= O) gentigt. 3) 

Die gegebene Definition der Bettisehen Zahlen legt - -  worauf 
besonders IRe e g a a r d ~) hingewiesen hat - -  die Annahme zu Grunde, 
dal3 in jeder Mannigfa|tigkeit V e i n  (endliehes) System m-dimen- 
sionaler Mannigfaltigkeitea W~ *~), w (~) W (m) mit den genannten ' ' 2  ~ . . . . .  t 
Eigenschaften tatsi~chlich existiert. Diese im folgenden als A n- 
n a h m e  I bezeiehnete Annahme ohne weiteres und unter Bei- 
behaltung des ttomologiebegriffes in der oben auseinandergesetzten 
Fassung zuzulassen, st~fit auf gewisse Sehwierigkeiten~ die bier kurz 
angedeutet werden mSgen. 

Betraehten wir ein Beispiel~ auf das wir a u e h  sp~tter .noeh 
zurtiekgreifen werden. Man ziehe im dreidimensionalen Ranme 
eine im Innern einer Zylinderfl~tehe Z verlaufend% einen Knoten 

2) u  dem :Fallr k l  ~ k~ . . . . .  ]c~ ~ 0 wird hiebei natiirlich abgesehen. 
3) Is t  n die Dimensionszahl der Mannigfaltiffkeit V, so pflegt man fiir m 

die Werte 1, 2, . . . n -  1 in Betracht zu ziehen. Doch hat es keine Sehwierlg- 
keit, die Definition der Bettischen Zahl Pm auch auf  die F~llo m ~ 0  und 

m = n anzuwenden. I m  Falle m ~ 0, we die geschlossenen zweiseitigen m-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten Punktepaure werden, ist offenbar Po ,gleich der Anzahl 
der zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten, aus denen V besteht. (F i i rn  = 0 sell 
P o =  n o - -  1 gesetzt werden, wenn a o die Anzahl der Punkte ist, aus denen V 
besteht.) P n  aber ist die Anzahl der zweiseitigen gesehlossenen unter diesen Po 
zusammenh~'mgenden Mannigfaltigkeiten. 

~) Dissertation p. 64. 

]~ona~sh. fiir ~Iathema~ik u. Physik, XIX. Jahrg. 3 
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bildende Linie A B (siehe Fig. 1). An diese setze man eine wieder 
innerhalb Z liegende kongruente Linie BC und so fahre man fort, 
naeh beiden Seiten unendlieh viele zu A B  kongruente Linien zu 
einer einzigen Linie K zusammenzufagem Dureh eine projektive 
Transformation des Raumes, die den nnendlieh fernen Punkt des 
Zylinders in einen im Endliehen gelegenen Punkt S tiberfiihrt, 
wird Z in eine Kegelfl~tehe mit der Spitze in S und K in eine 
im innern derselben verlaufende Linie L transformiert (siehe Fig. 2). 
Sei R e i n  Berahrungspunkt yon L mit der Kegelflaehe, so werde 
R mit S dutch eine augerhalb der Kegelfl~tehe verlaufende Linie s 
verbunden, die zasammen mit dem zwisehen R und S liegenden 
Teil yon L eine gesehlossene Linie U 1 bildet. Wit ziehen eine 
U ~ vollstgndig umsehliel~ende Kugelfl~tche und betraehten die ein- 

B 

C 

K Fig. 1. 

L P 

Fig. 2. 

s zusammenhEngende berandete Mannig~Mtigkeit V aller im 
Innern dieser Kugel liegenden Punkte. U ~ ist eine in dieser Mannig- 
f~ltigkeit V gelegene gesehlossene Linie. 

Nun ist man es gewShnt~ der berandeten einfaeh zusammen- 
h~ngenden Mannigfaltigkeit V die Bettisehe Zahl /)1---~ 1 beizu- 
legen) was so viel bedeutet, als da/~ es zu jeder geschlossenen Linie 
W 1 in V eine ganze Zahl k gibt~ so da~ k W  1 ~ 0  bezaglieh V 
ist. Es ist indes wohl kaum zweifelhaft, dag die gesehlossene Linie U 1 
sieh diesem Satze entzieht. Abet noeh mehr. Wenn man namlieh 
bedenkt, wie mannigt:aeh man naeh dem Muster yon U 1 oder in 
komplizierterer Weise gesehlossene Linien bilden kann, die alle 
sozusagen unendlieh verknotet sind, aber wohl immer wieder neue 
Typen liefern, die den frttheren nieht homolog sind~ so erseheint 
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die Zul~ssigkeit der (zttmindest als unbewiesen anzusehenden) An- 
nahme I recht fraglich. 

Solche Erweiterungen des Begriffes der Homologie (etwa durch 
Summenbildung yon unendlich vielen Homologien), mit deren Hilfe 
eine Beseitigung der besprochenen Schwierigkeiten eventaell mSglich 
w~re, sollen uns hier night beseh~ftigen. Vielmehr soll~ anstatt 
an der obigen Definition der Bettischen Zahlen weiter festzu- 
halten~ eine ander% zumindest formal ganzlich verschiedene Defi- 
nition far dieselben eingefiihrt werden, die sigh durchaus an den 
Begriff des Schema einer Mannigfaltigkeit anlehnt. Wit gehen 
hiezu folgendermal~en vor. 

Sei V die betrachtete n-dimensionale Mannigfaltigkeit~ yon 
der wir der Einfaehheit halber annehmen wollen~ dag sic, wenn 
iiberhaupt, nur (n - - 1 ) -  dimensional% also nut eigentliehe Rand- 
mannigfaltigkeiten besitze, und sei 

a m  ~ 1 

s 'a  ' ~  ~t. ~, - -  1 
~ s l j c t  j 

( i - - - 1 , 2 ~ . . . ~ ;  m = l ~ 2 ~ . . . n )  

das Poinear6sehe Relationensystem yon V. Bedeutet dann 7,~ den 
Rang der aus den Zahlen ei; gebildeten Matrix, so werde die m ~ 
Bettisehe Zahl P~ durch die Gleiehung 5) 

(5) Q--1 = 

( m =  1, 2, . . . n - - 1 )  
definiert. G) 

Von der so definierten Zahl _P,~, die sieh zun~ehst nnr anf 
Gin ganz bestimmtes Schema der Mannigfaltigkeit V bezieht~ ist 
unsehwer za beweisen (siehe w 8), dal~ sie ffir homSomorphe Schemata 
den gleiehen Wert hat, also tatsachlich eine topologisehe Invariante 7) 

5) Man beweist leicht, dal~ a o - -~x  gleich ist der Anzahl der zusammen- 
h~ngenden Mannigfaltigkeiten, aus denen V besteht (vgl. hiezu Anm. 1, w 10) 
und a n - -  Yn gleich tier Anzahl der zwelseitigen geschlossenen unfer  den zusammen- 
h~ngenden Mannlgfaltiffkeiten, aus denen V besteht. Wird  also sowohl 7o, als 
7n-1-1 gleich 1 gesetzt, so kann die Formel (5) aach zur Definition yon Po nnd P,~ 
dienen. Doch ist in den Aasfiihrungen tier w167 6, 7 anter  P~n nur eine der Zahlen 
P1, P~, �9 �9 �9 -Pn-- 1 zu verstehen. 

6) Eine andere Fassung dieser Definition finder man auf der let~.ten Seite 
des w 9. 

7) ~llerdings ist damit nut  gezeigt, dal~ Pm eine topologische Invariante 
der Schemata, nicht aber, dal~ es eine topologische Invariaate tier Mannigfaltig- 
keiten ist. Bezfiglich dieses Unterschiedes vergleiche man w 2. 

3~ 
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ist. (~ber die Stellung der eben eingeffihrten zu der frtiheren De- 
finition der Bettischen Zahlen m(ige folgendcs gesagt werden. 

Der zweiten und dritten yon den Arbeiten P o i n e a r 6 s fiber 
Analysis situs s) liegt im wesentlichen die zuletzt gegebene Defini- 
tion der Bettischen Zahlen zu Grunde. Zwar erscheint in den- 
selben die Formel (5) nur als ein Mittel, um die in der frfiheren 
Weise definierten Bettisehen Zahlen aus einem Schema der be- 
trachteten Mannigfaltigk.e.it zu bereehnen. Doeh seheinen die so- 
fort za besprechenden Uberlegungen~ die die Gleichheit der auf 
die fffihere Art mit den durch die Formel (5) definierten Zahlen P,~ 
erweisen sollen, immerhin gewisser Ergitnzungen und )/iodifikationen 
zu bedtirfen~ und da yon der ursprfingliehen Definition der Betti- 
schen Zahlen in den zitierten Arbeiten strenge genommen kein 
Gebraueh gemaeht wird: so kann die Formel (5) tats~tehlich als 
die in denselben zu Grunde gclegte Definition van P,~ angesehen 
werden. 

Den genannten Uberlegungen, 9) die den 1Jbergang yon der 
frfiheren Definition der Bettischen Zahlen zur Formel (5) ver- 
mittelt haben und gewissermalgen eine Motivierung daftir bildeu~ 
dag die durch (5) definierten Zahlen P,~ als Bettisehe Zahlen 
benannt werden~ liegt zun~tchst die Annahme (im folgenden als 
A n n a h m e I I  bezeichnet) zu Grunde~ dal3 jede zweiseitige geschlos- 
sene m-dimensionale Mannigfaltigkeit in V einem aus den m-dimen- 
sionalen Zellen des Schema X yon V zusammengesetztcn zwei- 
seitigen gesehlossenen Gebilde Y. kia~ ~ homolog ist. 

Die Annahme I I  ffihrt dazu~ nach einem System yon aus den 
Zellen yon Z zusammengesetzten zweiseitigen gesehlossenen m-dimen- 
sionalen Gebilden ~(~'~) ~(~'~) . G (~) ~i ~ -2 , �9 �9 zu fragen: welches so besehaffen 
ist, dal3 zwischen den Gebilden G<~) keine Homologi% hingegen i 
zwischen jedem aus den Zellen yon Y zusammengesetzten zwei- 
seitigen geschlossenen m-dimensionalen Gebilde und den G (') eine 
Homologie besteht. 1~ Es ist leieht zu zeigen~ da[3 solche Systeme 
sieh tats~tchlich auffinden lassen und dal3 die Anzahl s der Gebilde 
eines solchen Systems~ die yon der Wahl des Systems offenbar un- 
abhiingig" sein mul~ dutch die rechte Seite der Gleiehung (5) ge- 
geben ist. 

8) Compl. 1 und 2. 
9) Siehe Compl. 1. 

1o) Falls man den in w 7 bei der Besprechung der Annahme II  ausge- 
sproehenen Satz B als giiltiff ansleht, kann man sagen~ ein solches System 
G~ m), G (m) . . . .  G! m) babe die Eigenschaft, da$ jedes aus Zellen irgend eines 
Schema yon V zusammensetzbare zweiseitige geschlossene m-dimensionale Gebilde 
zusammen mit den G~ ~*) einer Homologie geniigt. 
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Hiezu  werde  das Poincar6sche Relat ionensystem in eine 
reduzier te  F o r m  transformiert~10 deren Bi ldung auf  dem aus der 
Theor ie  der l inearen Fo rmen  bekann ten  Satze beruht ,  dag man  
durch gleichzeitig auf  die beiden Var iab lenre ihen  der  a '~ nnd der 

i 
m - - 1  a a. ausgeiibte l inear homogene  ganzzahl ige  Subst i tut ionen yon der  

De te rminan t s  1 neue Var iablenre ihen 

by,  b ~ una " " " a ~  C I  ~ C2 ~ " " " C a , , , _ 1  

so einftihren kann  i dai~ die Relat ionen 

a m  - -  1 

a,~ ,~a~--1 ( i~-1~2~ ~ )  i ~ " ~ 8 , ' j  j . . .  

f ibergehen in 

(6) 
bT---~0 (i--~ 7 . ~ +  1 , . . .  % )  

~ . . .  r ~ die yon Null  verschiedenen Dabe i  bedeuten ~o 1 , t% : r~ 
Elementar te i le r  der aus den Zahlen ~;j gebi ldeten Matrix.  12) Die 
Gesamthe i t  der  Relat ionen (6) ftir m ~ 1, 2 , . . .  n bi ldet  dann sine 
r e d u z i e r t e F o r  m des Poincar6schen Relat ionensystems.  

Es  ist nun sofort ersichtlich~ dal~ sin Gebi lde  
a m  r 

nu t  dann zweiseitig und geschlossen sein kann~ wenn k 1 -~- k~ . . . .  
�9 . . ~ k  ~ 0  sind, wenn es also die F o r m  

"~ ,  k , b  "~ 

i=ym~-I 

hat~ und dal~ umgekehrt jedes Gebilde yon dieser Form zweiseitig 
geschlossen ist. 

Anderseits hat es keine Schwierigkei b die zwisehen den zwei- 
seit igen geschlossenen Gebi lden  

(7) b o+1 , b + 2 ,  . ~,,, 

11) Vgl. Compl. 2, w167 2, 3 (S. 281 ft.). 
12) Also t o z ~  dl, tor ._  k ~ dk_]_~/dk, unter d k den ffr~l~ten gemeinsamen 

Teiler aller k-reihigen Determinanten ] sin. s3 I verstanden. 
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bestehenden Homolog'ien aufzustellen. Das Poinear~sehe Rela- 
tionensystem in der ursprtinglichen Form liefert namlieh die Ho- 
mologien 

(8) ~ ~"~+~j ~ : ~  0, (i = 1, 2 , . .  �9 %+1) 

die sieh als ttomologien zwisehen den Gebilden (~) mtissen dar- 
stellen lassen, da die linken Seiten dieser Itomologien (man ver- 
gleiehe einen in w 5 angeftthrten Satz) zweiseitige gesehlossene 
m-dimensionale Gebilde sind. Doch warden im allgemeinen die 
a,ngeschriebenen ~r Itomologien nieht unabhgngig sein, d. h. 
einige derselben werden sieh aus den fibrigen bereehnen lassen. 
I-Iingegen bilden die aus der reduzierten Form (6)des Poinear& 
sehen Relationensystems abgelesenen Homologien 

�9 n -}- 1 ~n i-~ (9) ~,~ q ~ t ,  ( i - - 1 , 2 , . . . ~ , + ~ )  

ein System unabh~tngiger Homologien, da ja die c "~ naeh Voraus- 
i 

setzung linear unabhgngige Formen d e r a  7 sind~ and offenbar kSnnen 
alle I-Iomologien (8) dureh Reehnung aus den ~,+,/cIomologien (9) 
gefolgert werden. Die Homologien (9) gestatten nun-&§ yon 
den Gebilden (7) dureh die ~tbrigen s = ~,~---~,-- ~(,~ +~ Gebilde 
auszadr~:ieken, d. h. ausftihrlieher gesagt: Man kann aas den 
Gebilden (7) s geeignet aaswghlen und aus den Homolo- 
glen (9) -~,~+~ neue Homologien bilden~ derart: dal~ die linke 
Seite dieser neuen Homologien der Reihe naeh je ein nieht ver- 
schwindendes Vielfaehes eines der nieht ausgew~thlten Gebilde, die 
reehte Seite jedesmal eine Linears der s ausgew/*hlten Gebilde 
ist. Wird nun die Annahme gemaeht (im folgenden als A n n a h m e  III 
bezeiehnet), dal] zwisehen den Gebilden (7) keine anderen Homo- 
logien bestehen~ als solehe, die aus den Homologien (8) and somit 
aus den Homologien (9) reehneriseh gefolgert werden k~nnen, so 
stellen die s ausgew/~hlten Gebilde ein System yon der gesachten 
Beschaffenheit vo Bund die Anzahl der Gebilde des Systems ist gleich 
a,,-- '; ,  --'~,~+~ wie behauptet wurde. 

Unter Verwendung der Annahme I[ kann man nun sagen~ 
dal~ jede zweiseitige gesehlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit 
in V einer ganzzahligen Linearform der s =  %~--'&--7=+~ aus- 
gew~hlten Gebilde homolog ist~ dat3 also die Bettisehe Zahl P,,, 
(ira Sinne der frttheren Definition) sicher nicht grS~.er als s--{-1 
sein kann. Wenn aber aaf Grand der bisherigen Uberlegungen 
die Bettische Zahl P~ geradeza gleich s-I-1 gesetzt wird~ so 
wird dabei yon einer weiteren Annahme Gebraueh gemacht, die in 
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gewissem Sinne eine Art Umkehrung der Annahme H vorstellt. 
Diese Annahme ( A n n a h m e  IV) besagt: 

Es lassen sieh s aus den Zellen yon ~ zusammengesetzte 
zweiseitige gesehlossene ~,-dimensionale Gebild% die untereinander 
dutch keine Homologi% mit jedem anderen solehen Gebilde aber 
durch eine ltomologie verbunden sind~ speziell aueh so auswghlen, 
dag jedes einzelne der s Gebilde einer in V gelegenen zweiseitigen 
geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit homolog ist. 

Gibt man diese Annahme zu~ so ist klar~ dag die s ~annig- 
faltigkeiten~ deren Existenz durch dieselbe behauptet wird~ ein 
System yon den Eigensehaften des bei der Definition der Betti- 
sehen Zahlen besproehenen Systems der W(~bilden~ dag also die 

i 

Bettisehe Zahl P,~ tats~ehlieh gleieh s @ 1 ~  %--T ,  - -7~+~@1 
zu setzen ist. Damit ist aber der Weg, der yon der Definition der 
Bettisehen Zahlen zur Formel (5) geftihrt hat~ durehlaufen. 

w  

Uber die im w 6 verwendeten  Annahmen.  

Es m0ge eine, wenngleieh keineswegs erseh0pfende Bespre- 
chung der in w 6 gebrauehten Annahmen gegeben werden. Dabei 
werde vorweg bemerkt: Dag manehe der yon P o i n e a r  ~ zum 
Beweise der besproehenen Annahmen gemaehten Schlttsse im fol- 
genden als nieht bindend bezeiehnet werden~ hat einen wesentliehen 
Grund in der versehiedenen Abgrenzung des Mannigfaltigkeits- 
begriffes. So hat P o in c a r 8, wie es scheint, vorwiegend nur ana- 
lytisehe )'[annigfaltigkeiten im Auge. Hiedureh fallen manehe 
Sehwierigkeiten fort, wobei es itbrigens yon Bedeutung werden 
kann, ob man sieh auf tiberall analytisehe oder aus analytisehen 
Stricken in end|ieher Anzahl bestehende Nannigfaltigkeiten be- 
sehr~nkt. 

Was zun~ehst die Annahme IV betrifft~ so mug es als un- 
entsehieden bezeiehnet werden~ ob sie sich als riehtig erweisen 
15gt. 1) Far die Beurteilung dieser Frage ist es wiehtig zu beachten~ 
dag dureh die dem Mannigfaltigkeitsbegriff in Absehnitt I go- 
gebene Fassung Nannigfaltigkeiten mit Singularit~ten und somit 
auch sieh selbst durchdringende Mannigfaltigkeiten ausgesehlossen 
wurden. 

Die Richtigkeit der Annahme III kann wohl in hohem Grade 
als wahrseheinlieh angesehen warden. Einen Beweis derselben gibt 

i) Jedenfalls ist nicht j e d e s  in eiaer Mannigfaltigkeit V gelegene zwei- 
seitlge geschlossene m-dimensionale  Gebilcle einer zweiseitigen gesehlossenen 
m-dimensionalen Mannigfaltigkeit in V homolog, z. B. nicht das Gebilde 9. F ~, 
wenn V die dreidimensionale Elementarmannigfalt igkeit ,  F 2 eine Kugelfl~che 
in V ist. Die in der Anm. auf der zwelten Seite meiner oben zitierten Note in 
den Wlen. Bet. (1906) ber[ihrLe Frage ist also zu verneinea. 
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P o i n e a r 6 9) ftir den Fall einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
und m-~-1 and 2. Dersclbe bedarf wohl einiger Erg~nzungen 
infolge ~hnlicher UmstKnde: wie sie welter unten bei Besprechung 
des Satzes a und in w 2 bei Besprechung des Satzes yon der 
HomSomorphie der Schemata homSomorpher Mannigfaltigkeiten 
gcltend gemaeht werden, wobei aueh hier s hShere Dimensions- 
zahlen yon V noch kompliziertere Verhi~hnisse eintreten k(innen. 
Die l%otwendigkeit gewisser Ergi~nzungen tritt allerdings vorwie- 
gend dutch den eingangs erwtihnten Umstand ein, daI3 im Texte 
die Art der in Betracht genommenen Mannigfaltigkeiten elne all- 
gemeinere ist als bei P o i n e a r ~, der sick vorz~iglich aus analytische 
Mannigfaltigkeiten beschritnkt. 

Es ertibrigt..noch die Annahme II zu besprechen. Dieselbe 
sttitzt sieh auf Uberlegungen ungefKhr yon folgender Art. 3) Zu 
Grunde gelegt werden die beiden S/~tze: 

A. Z u  irgend einer vorgelegten in V liegenden m-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit W ('~ liil3t sigh stets eine solche Zerlegung yon V 
in ein Zellensystem (Schema) finden: dal3 W(~')aus m-dimensionalen 
Zellen dieses Schema zusammengesetzt erscheint (d. h. es gibt eine 
Anzahl m-dimensionaler Zellen~ so dag W ~) gerade aus allen Punkten 
besteht~ die einer oder mehreren dieser Zellen angeh(iren). 

B. Wenn zwei Einteilungen Yl~ E_~ yon V in ein Zellsystem 
vorliegen: 4) so sind die zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen 
Gebilde: die aus den Zellen yon ~, zusammengesetzt sind~ eben 
solchen aas den ZeIlen yon ~, zusammengesetzten Gebilden ho- 
molog. 

Von diesen Satzen ist II eine unmittelbare Folge. Ist namlich 
~i das gegebene Schema yon V and ~2 ein Schema yon V~ aus 
dessen m-dimensionalen Zellen W ~'~) zusammengesetzt werden kann: 
so folgt hieraus, dal3 W ('~) einem aus den Zellen yon 21 zusammcn- 
gesetzten Gebilde homolog sei, and da W (~) ei,~e beliebig heraus- 
gegriffene ~dimensionale Mannigfaltigkeit vorstellt, s o  ist damit 
die Annahme II gerechtfertigt. 

2) Compl. 1, w 6. 
s) Es sind dies in etwas anderer Anordnunff die Uberlegungen P o i n e a r ( ~ s  

in Compl. 1, w167 5,  6. 
4) Hierunter ist folgendes zu verstehen: Die Mannlgfa]tiffkeit V denke man 

sich in irffend einer ~r etwa durch ein Schema E definiert. Man denke slch 
dann eine ,,Einteilung yon ~ in ein Schema ~1" gegeben~ nicht nu t  dutch Angab~ 
jener  Bestimmungsstiicke, weJche das Schema X1 selbst charakterisieren, sondern 
auch durch Angabe jener  Punktmengen yon Punkten aus V, aus welchen jede 
einzelne Zelle yon ~i hes~ehen soil  In gle~c}ier Weise ist die ,Einte i lung you V 
in das Schema Ze" ffeffeben za denken. Es ist natiiriich ~icht ausgeschIossen, 
daft z. B. die Einteilunff yon V in das Schema ~1 mit der durch Z gelieferten 
Einteilung zusammenf~llt (wozu natiirlich notwendig~ abet nieht hinreichend ist, 
daf~ die Schemata Z und x~ 1 fiir sich, auch abgesehen yon ihrer ,Lagerung"  in V~ 
identisch sind). 
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Um B za begrtinden, werden die beiden folgenden Satze 
hcrangezogen : 

a) Wenn zwei Einteilungen ~l bezw. Ye yon V in ein Zellsystem 
vorliegen~ so gibt es eine Einteilnng yon V in ein Schema Y.~ 
derart~ dal~ diese Einteilung sowohl aus der Einteilang in alas 
Schema Y1 als aus der Einteilung in das Schema Y~ durehUnter-  
teilung gewonnen werden kann. z) 

b) Wenn ans dem Schema Y. einer Mannigfaltigkeit dutch 
Unterteilung tin Schema Y.' abgeleitet wird~ so sind alle aus den 
Zellen yon E' zusammengesetzten m-dimensionalen Gebilde homolog 
mit aus den Zellen yon Z zusammengesetzten m-dimensionalen 
Gebilden. 

Aus diesen Sitzen ergibt sich tats~tchlich der Satz B sofort. 
Denn ein aus den Zellen yon Y~ zusammengesetztes Gebilde kann 
auch als zusammengesetzt aus den Zellen yon Y 3 aufgefal~t werden~ 
und is t  somit zufolge b einem aus den Zellen yon ZI zusammen- 
gesetzten Gebilde homolog. 

Von den Sitzen a~ b, auf die Satz B zurfickgefiihrt ist, 
Wird sich b unschwer als richtig erweisen (siehc w 8). lqicht das 
Glciche gilt yon a. 6) Das {olgende einfache Beispiel gentigt~ dies 
zu zeigen. Man nehme fiir V die Kreisfl/iehc x~--4-y2<l und 
betraehte die beiden Einteilnngen yon V in zwei Lamellen~ in die 
V dureh den in V verlaufenden Teil der Linie y ~ 0~ bezw. der 

Linie y ~ x sin 1 (y ~ 0 ftir x -~- 0) zerlegt wird. Da diese beiden 
x 

Linien einander innerhalb V nnendlich oft schneiden~ versagt hier 
offenbar die Gtiltigkeit des Satzes a. 7) 

Ein allen Verhiltnissen Rechnung tragender Beweis des 
Satzes B ist also noeh ausstgndig. Hingegen erscheint der Satz A, 
zu dessen Besprechung wir uns nun wenden, direkt als unhaltbar~ 
so plausibel er zun~chst auch sein mag. Ziehen wir~ dies zu er- 
5rtern, jenes Beispiel heran~ das in w 6 bei der Diskussion der 
Annahme I eingefiihrt warde. Da die geschlossene Linie U 1 dieses 
Beispiels eine in der einfach zusammenhingenden berandeten Mannig- 
faltigkeit V gelegene Linie ist, so mtigte es dem Satze A zufolge 
eine Zerlegung yon V in ein Zellsystem geben yon der Art, dab U 1 
aus Kanten dieses Zellsystems zusammengesetzt erscheint. Die An- 
schauung lehrt i dal~ ein solches Zellsystem nicht mSglich ist. Damit 

~) Dies bedeutet  (vgl. Anm. 4) : 1. Zs ist eia abgeleitetes Schema yon Za (die 
Zellen yon ]~a lassen sich also unterscheiden ia  Zellen ~', die mit  Zellen ~ yon Z1 

k ' !  ' . 2 ' ;  oder Teilen derselben /ibereinstimmen~ und neue Zellen ~ ); ~. bildea ~ i , ' "  ~/x 
die Zelle ~i, so besteht  ~1 gerade aus jenen Punk ten  yon ~ c l i e  elner clef ZeUen 
2. t 
~i angeht~ren; 3. die gleiche Bezlehung besteht  zwischen den :Einteilungen yon V 
in E3 and  ~ .  

s) W~re  dieser Satz a zutreffend, so w[ircle aus ihm ohne weiteres tier in 
w 2 besprochene hypothetische Satz fiber die t{om~omorphie tier Schemata  hom~o- 

r Munnigfaltigkeiten folgen. 
morphe) ttingegen behD.lt Sam B fiir dieses Beispiel erslchtlich seine Richtigkeit. 
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ist gczeigt~ dall der Satz A (wenigstens wenn man keine Erwei- 
terung des Begriffes der Schemata auf solche mit unendlich vielen 
Zellen versueht) keine allgemeine Otiltigkeit besitzt. 

Das gegebene Beispiel zeigt aber auch~ dal~ die Annahme II  
selbst unzatreffend ist. Es ist ja  ansehaulieh einleuchtend~ dal~ U 1 
nicht einem Kantenzug eines Schema y o n  V homolog sein kann. 
Dies witre viehnehr nat m5glich~ wenn man den Homologiebegriff 
so erweitern wollte~ dal3 aueh Summen yon unendlich vielen tto- 
mologien gebildet werden dfirfen. Eine derartige Erweiterung za 
versuchen~ liegt uns bier ferne. 

Es sttitzen sieh dem Gesagten zufolge die i~lberlegungen~ die 
yon der zuerst gegebenen Definition der Bettisehen Zahlen zu 
tier Formel (5) ftihren, atff verschiedene Annahmen~ die entweder 
(bei Beibehaltang der adoptierten Definitionen) als unzuliissig oder 
doch als nicht strenge erwiesen anzusehen sind. Der bedeutsame 
heuristische Wert~ der gerade in diesem i~lbergange yon der ur- 
sprtinglichen Definition zu der neuen, allein auf das Schema ba- 
sierten Formulierung liegt~ bleibt yon den gemachten Einwttnden vSllig 
unberfihrt. Doch bieten dieselben immerhin Grand genug, vonder  
frtiheren Definition absehend, ftir d.~s Folgende an der dutch die 
Formel (5) gegebenen Definition der Zahlen P,,~ festzahalten. 

w  
Ober die topologischen lnvarianten ~n. 

Dieser Paragraph enth~lt zuniichst die Ausftihrung tines der 
Lekttire yon P o i n  ca r  5 s Compl. 2. zu entnehmenden Beweises 
dafdr~ dal~ die Zahlen _P~-~- %~--~',~--'{m+1-~ 1 topologisehe In- 
varianten der Schemata sind. Weiterhin mSgen der fandamentale 
Satz P o i n e a r 5 s fiber die Bettischen Zahlen zweiseitiger geschlos- 
sener Mannigfaltigkeiten und die notwendigen nnd hinreichenden 
Bedingungen ftir die HomSomorphic zweidimensionaler Mannigfaltig- 
keiten besprochen und sehliel31ich einige Bemerkungen tiber die 
aus den Zahlen P,~ erreehenbare Invariante N ~  a o -  a 1 @ - . - •  a,~ 
beigeftigt werden. 

Der zan~iehst zu erbringende Nachweis wird dann geftihrt sein~ 
wenn gezeigt ist, dab P~ sich bei elementaren Untertei[ungen nicht 
~tndert. Es werde also eine elementare Unterteilung des Schema X 
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V betrachtet~ die in der 
Zerlegang einer l-dimensionalen Zelle yon R in zwei Zellen durch 
Einfiihrung einer nenen (l-- 1)-dimensionalen Zelle besteht (1 < 1 < n). 
Die Zahlen a~, ~l.'~ mSgen ftir das abgeleitete Schema ~' ~ie~lbe 
Bedeutung haben wie r162 7,~ ftir das ursprtingliche Schema Y~. Dann 
hat man zun~ichst 

(lo) 
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Sei ferner a~ die Zelle yon Y.~ die in zwei Zellen zerlegt wird. 
Die Berandung dieser Zellc ist eine sph~rische (1--1)-dimensionale 
Mannigfaltigkeit~ die mit S (~-~) bezeichnet werde. Die betrachtete 
Unterteilunff besteht dann darin~ dal~ auf S (~-~) eine diese Mannig- 
fahigkeit in zwei ( l ~  1)-dimensionale Elementarmannigfaltigkeiten 
E( t -1)  E(~-~) zerlegendel) spharische (l--2)-dimensionale Mannig- 
faltigkeit S (t-2), die aus den auf S (t-~) liegenden (/ - -  2)-dimensio- 
nalen Zellen zusammengesetzt ist, ausgewahlt wird und dal3 durch 
S (l-2) ein% a ~ in zwei Zellen a ~ ~ %~ zerlegende (l - -  1)-dimensio- 

nale Elementarmannigfaltigkeit a~ -~ gelegt wird. ~) S (t-:)  ist also 
die Berandung yon a~8 -~ und der Sinn y o n  ds -1 werde etwa so 
festgelegt, daft -4-a ~-~ zusammen mit E~ (~-~) und ebenso --a~ -~ zu- 
sammen mit E a'--~)~ je eine mit einem Sinn versehene sphKrische 
(l--1)-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden. 3) Vergleicht man nun 

1) Die Mannigfaltigkeiten ~(1 ~-1), E(~ t - l )  werden mit einem Sinn versehen 
angenommen, der mit dem ffir S ( t- l)  festgelegten Sinne in Ubereinstimmung sein soil. 

~) Im Falle t - - 1  erf~hrt dlese Formullerung eine leichte Modifikation. 
1 E~0)bedeutet den einen, S (~ ist das Paar  der beiden Endpunkte der Kante ar~ 

/L'~ ~ den anderen dieser Endpunkte una die Unterteilung wlrd einfach durch Mar- 
kierung eines Punktes a ~ auf al~ bewirkt. 

8) Es mag beachtet werden, dal~ die Ausdrucksweise des Textes einer ge- 
wissen Versch~trfung bedarf. Wenn ni~mlich yon den ,sph~rlschen Mannigfaltiff- 
kelten" S ( l - I ) ,  S(! -2 )  und yon den ,Elementarmannigfaltigkeiten" ~(t--1) ~(t--1) 
gesproehen wird, so sind diese Ausdriicke sozusagen nicht in bezug auf V~ son- 
dern in bezug auf die ,durch a~r vorgestellte l-dimensionale Elementarmannigfaltig- 
keit" zu versteheu. Damit ist folgendes gemeint. Betrachtet man die Gesamtheit 
aller u die alas Schema Z yon V ausmachen, so wird zuni~chst damit 
begonnen, Elementarflachen zu definieren, und zwar jede derselben dadurch, dag 
eine Anzahl Kanten durch Zuordnung ihrer Endpunkte zu einer geschlossenen 
Linie zusammengefagt und diese als Randlinie einer Elementarfi'2che genommen 
wird. Durch die sp~teren Zuordnungsvorschriften werden immer neue Zuordnungea 
zwisehen gleichartigen Elementarflhchen getroffen, so daft schliefllich eine gauze 
Reihe yon El ementarflachen, die einander zugeordnet sind, eine einzige Lamelle 
( ~  zweidimensionale Zelle) a~ des Schema bilden. Yon irgend einer solcherart 
zu a~ geh(irigen Elementarflache sell gesagt werden, daft sie die durch a~ vorge- 
stellte zweidimensionale Elementarmann~gfaltigkeit repr~isentiere. Der weitere 
Aufbau des Schemas besteht in dem Zusammensetzen sphi~riseher zweidimensionaler 
Mannigfahigkeiten aus den Elementarfli~cheu vermSge Zuordnungen der Rand- 
kanten. Diese sphi~rischen zweidimensionalen Mannigfaltigkelten werden dann 
als Randfl~chen yon dreidimensionalen Elementarmannigfaltigkeiten verwendet. 
Irgend eine solche Elementarmannigfaltigkeit, die vermiige tier sp~teren Zuord- 

3 vorge- a zugehiirt, ist dann ein Repr~sentant tier dureh a i nungen der ZeUe a i 

stellten dreidimensionalen Elemcntarmannigfaltigkoit. Die Fortfiihrung dieser Be- 
rn trachtung zeigt, was allgemein unter der durch a I vorgestellten m-dimensionalen 

Elementarmannigfaltigkeit zu verstehen ist. Es ist aber klar, daI~ die Gesamtheit 
der Pankte der Zelle a~ ~ im alIgemelnen nicht eine in V gelegene Elementar- 
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die P o in  c a r 6 schen Relationensysteme yon E und Y.'~ so ist zu- 
nachst offenbar~ dal3 die Relationen 

(11) a~ ~ .~ ,~-1 . .  o" a3" (i ~ 1~ 2, . %) 
j = l  

fiir m > 1 ~ -  1 und m < l - -  1 in beiden Systemen vollst~ndig tiber- 
einstimme~, woraus ftir diese Werte yon m auch 3;~='(~ folgt. 
Wird ferner der positive Sinn yon a z und a t iibereinstimmend mit 

r t r2 
dem yon a t gew~hlt~ 4) so sind ersichtlich die im Relationensystem r 

yon R .tehenden Zahlen ei~ ~ ai~ belde glemh der lm Relatmnen- 
system yon Y~ stehenden Zahl ~I +~, wahrend alle tibrigen Zahlen 
z~ +~ yon X ebenfalls in 2~' vorkommen. Sonach ist auch ~;+~-~-~z+l" 
Unter den Relationen 

(12) a ~ - -  ~ ~-: 

kommen auger solehen Relationen~ die in beiden Systemen roll- 
st~ndig ~ibereinstimmen, im System von E noch die Relation 

a l - - i  

~j aj 
j = l  

und im System yon X' die zwei Relationen 

al--1 
a 1 - -  r l : ~  ~ l - - 1  l--I 

~r~j C~j + C~ s 

(13) ~'=~ 

r ~  l 1--1 1--1 

j~-i 

mann~gfaltlgkeit, sondern nur ein in V gelegenes ~n-dimensio~ales Raumstiick 
bildet, da ja  durch die den Bildungsvorschriften der m-dimenslonalen Elementar- 
mannigfalligkeiten nachfolgenden Vorschriften des Schema yon V noch mancherlel 
Zuordnungen zwischen den verschiedenen l~andelementen tier m-dimensionalen 
Elementarmannigfaltigkeiten getroffen werden kSnnen. Im allgemeinen wird also 
auch S ( l -1)  bezw. S ( t-2) keine in V-gelegene sphiirische Mannigfaltigkeit, son- 
dern nur eine in der durch a~r vorgestellten Elementarmannigfaltigkeit liegende 
sphi~rische Mannlgfaltigkeit sein und alas Analoge gilt yon den ,,Elementarmannig- 
faltigkeiten" ---1E(t--1), E(~ t-'l). Diesen Verh/~Itnissen in allen Details dureh eine 
voilst~ndig genaue Fassung des Textes Rechnung- zu tragen, wurde jedoch unter- 
lassen, um bei diesen an sich ganz elnfachen Verh~ltnissen die Darstellu.ng nicht 
unnStig und auf Kosten der Deutlichkeit zu kompIizieren. 

4) Diese nur der Einfachheit zuliebe gemachte Annahme ist natiirlieh un- 
wesentlich. 
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vor, wobei ~ ~ sj~---~J-~- %d ist, und die Linearformen 

at-I at-i al--I 

j~i j=i j~i 

der Reihe naeh die Ausddicke yon S (~-~) , E~ ~-~), E~ ~-~) durch die 
Zellen yon Z sind. Der Vergleich der Zahlen ~j in den beiden 
Relationensystemen ergibt 7~ ----- 7~ "J-" 1. Endlich ist offenbar, dal~ 
alle Relationen 

at--2 

(14) a z-i *-2 
j ~ l  

des Systems yon ~ auch in dem System yon ~' stehen, welch 
letzteres aul~erdem eine Relation 

~t- -2  
l - - 1  l - - 2  (15) a ~-'~ ~ s j a. 

enthilt, dessen rechte Seite der Ausdruek ftir S q-2) dutch die Zellen 
yon E ist. Da nun 

at-i 

at - - l_~_~ ~ a l - - l ~ 0  
j~ l  

ist, so mul~ die rechte Seite yon (15) eine lineare Verbindung der 
rechtcn Seiten der Relationen (14) sein, woraus "~',-1 ~ 7~-1 folgt. 

�9 Es werde noch folgende Bemerkung eingeschaltet. Der An- 
blick der Relationen (12) und (13) zeigt, dal~ jedes zweiseitige ge. 
sehlossene aus den Zellen yon Z' zusammengesetzte /-dimensionale 
Gebilde die Zellen a ~ a * ~., ~ nur mit dem gleiehen Zahlenfaktor ver- 
sehen, also nur in der Verbinclung a * 2 V a * enthalten kann. IDa 

r l  r2 

fiir ~ ~ a ~ a --~ a auch ~ geschrieben werden kann, so litl~t sich jedes 
s01che Gebilde als ein aus den Zellen yon E zusammengesetztes 
darstellen. Da ferner 

al--1 

a l - 1  c ~ - - ' ~  l ~-i 

j ~ l  

ist: so is t  jedes arts den Zellen yon E' zusammengesetzte ( l --1)-di-  
mensionale Gebilde cinem aus den Zellen yon Z zusammengesetzten 
homolog. Fiir alle anderen Dimensionen ist der gleichlautende 
Satz trivial and damit ist der Satz b des w 7 nachgewiesen. 
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Die Zusammenstellung der vorstehend abgeleiteten Glei- 
chungen 

";~ ~-~- 7~ -~ 1, 

mit den Gleiehungen (10) ergibt die zu beweisende Gleichheit der 
Zahlen Pa far die beiden Schemata ~ und y,.5) 

Es besteht der folgende yon P o i n c a r 6  z) bewiesene Satz: 
Sind P~, Pz~ . . .  P~,_~ die Bettischen Zahlen einer zweiseitigen ge- 
sehlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V~ so ist 7) 

P , ~ - ~ - P ~ _ ~  ( m =  1, 2 , . . . n - -  1). 

Der Beweis erfolgt mit Hilfe zweier zu einander reziproker 
r 

Schemata ~ und ~-yon V. Es msg'en a i ,  ~ii' %,' ~',~ P~ ftir das 
Schema E und das zugehsrige Poincar6sche Relationensystem 
dis bisherige Bedeutung, -~  -'~ a i ~ e i i ,  a ,  7~, -P~ die entsprechende Be- 
deutung ftir ~ haben. Dabei mSge a~ dis der Zelle a "*~ yon 
entsprechende Zelle yon ~ sein; bei geeigneter Wahl des Sinnes 
der Zellen yon ~8) ist dann 

-~?. = e?--"~+ ~ (1_6) ,3 ~, 

5) Man sieht, daf  natiirlich auch die Zahlen a o - -  71 und % - -  Yn, durch die 
P o u n d  Pn definiert worden konnten, fiir E und E' den gleichen Weft  haben. 

6) Compl. 1, w 8. 
7) Diese Gleichung ist offenbar auch richtig fiir m = 0. 
s) Bedienen wir uns der Vorstellung einer in bestimmter Weise gew$hlten, 

den Sinn yon V llefernden Indikatrlx, so ergibt sich tier Sinn der Zelle a ~  -~'~ 
aus dem yon a T (n > m > o) durch folgende Forderung, wobel wlr uns der 
Bezeichnung ,,m-dimensionales verallgemeinertes Tetraecler" fiir die rote in jener  
Reiho yon Figuren bedienen, die mlt  tier Streeke, dem Dreieck und dem Tetraeder 
(F~lle m = 1, 2, 3) beginnt:  Bedeutet M den Durchschnit tspunkt yon a~ ~ und --n--ma~: 
(es wird natiirlich vorausgesetzt, daf  nur ein solcher Dttrchschnittspunkt existiert), 
so lK13t sich die Indikatrix J yon V in eine solche La~e bringen, dal3 der Punkt  1 
yon o r auf  M fKllt, daf  das durch die Punkte  1, 2 , . . .  m-~- 1 bestimmte zur Be- 
randunff yon J gehiirigo m-dimonsionale verallg'emeinerte Totraeder T~ ganz in 
die Zello a~ n zu liogen kommt, die sonst keine Punkte mit J gemein haben sol], 
da f  analog das dutch 1, m -~- 2, m -~  3 , . . .  n -~  1 bestimmto (n - -  m)-dimensionale 
verallgemeinerte Tetraeder T n _ ~  ganz in der Zelle a ~  -~z, die sonst mit J kelne 
Pankte  gemein haben soll, liefft und daft dabei Tin, bezw. Tn_,~ eine posltiv 
genommene Indikatrlx yon a m~ , bezw. --n--n~ai werden, wenn ihre Eckpunkto in der 
angeschriobenen Reihenfolge ffonommen werden. Man denke sich ferner den 
Pnnkt  a ~ mit positivem odor nogativem Vorzeichen vorsehen (v~l. w 5, Anm. 2), 
je nachdem der Sinn yon a n mit  dora yon V iibereinstimmt oder nicht~ und ent- 

0 den Sinn der Zellen a:? bestimmt. sprechend aus den Vorzelchen der Ecken a i 
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und daher ) - ~  7 . . . .  +2, woraus sich wegen a - ~  a . . . . .  

ergibt. Da aber infolge der HomSomorphie der Schemata E and ~, 
_P~= P~ ist: so folgt hieraus die Behauptung. 

Es mSge hier der bekannten notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fi~r die tlomSomorphie z w e i d i m e n s i o n a 1 e r M a n- 
n i g f a l t i g k e i t e n  gedaeht werden. Man erhalt dieselben mit Hilfe 
des leieht beweisbaren Satzes, dal3 jedes Schema einer zweidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit V einem Fundamentalpolygon Fl yon dem 
im folgenden beschriebenen Typus 1. bezw. 2. homsomorph ist, 
je  naehdem K zwei- oder einseitig ist. 

1. H hat 4 p @ 3 r  1 @ 2 r  o Seiten~ wobei die paarweise zu- 
sammengefal3ten Seiten (s47~_s, s~7~_2) ~ ( s , , _ l  ~ s4~ ) fttr k : 1~ 2~...T~ 
(s~+3~_2, s4v+3t) fiir l ~--- 1, 2, . . .  r 1 (s~p+3,~+2~_~: s4~+a~. +2~ ) 
fttr n~ ~ 1, 2 ~ . . .  r o einander, und zwar durchwegs nach erster Art 
zugeordnet und die durch die geschlossenen Zyklen yon Polygon- 
ecken A4p+3,~+2~_1, 2 = A~p +3~+2~, ~ repr/~sentierten Punkte yon 
der Mannigfaltigkeit ausgenommen sind. 9) 

~. 11 hat 4 ~ q ~ 2 - ~ 3 r i Z v 2 r  o Seiten~ wobei die paarweiso 
zusammengefal3ten Seiten (s~l~_l, stz_2k) ftir k = 1, 2~ . . .  ~, nach 
zweiter Art und (s~k ~ s ~ _ ~ _ l )  fiir k ~-  1, 2 , . . .  q - -  1~ (s~,~_~+3 ~_~ 
S,q_~+3z) ftir l -~ 1, 2, . . .  r~ ( s ~ q _ ~ + ~ + ~ _ ~ ,  s~q_~+~,.+~) ftir 
m = 1~ 2 , . . .  r o nach erster Art einander zugeordnet und die Ecken 
des Schema A~q_~+a~.,+~_~,~A~q_~+~o~,+~,~, ~ yon der Mannig- 
faltlgkeit auszunehmende Punkte sind. 

r~ r o and p bezw. q sind topologische Invarianten des Schema~ 
denn r 1 ist die Anzahl tier Randlinien, r o die der isolierten Rand- 
punkte und beztiglieh p und q folgt dies, wenn man zun~tchst r o ~ 0 
annimmt~ aus den Formeln 

P ~  21) @ r~ bezw. 21o @ 1, wenn V geschlossen ist, und 

Natarlich gilt ebenso fiir r o ~ 0~ dal3 Fundamentalpolygone mit ver- 
sehiedenem p bezw. ~ nicht homSomorph sein kt~nnen. ~~ Sonach 
ist die Ubereinstimmung yon r~, ro, P1, d. h. yon r~, ro~ p bezw. 
r~, ro~ q far die H6m~omorphie zweier Schemata notwendig und hin- 
reichend. 10 heil3t bekanntlieh das Gesehlecht der Flaeh% q die 
Anzahl tier unabh~tngigen Weg% auf denen sich die Indikatrix 
umkehrt. 

9) Beziigllch der Bezeichnungsweise vgl. w 2. 
lo) Im F~lle ro > 0 wlrd 1)1 ~ 220 -+- rl -@ ro bezw. 

vgl, die Festsetzungeu auf der letzten Seite des w 14. 
q ~-rx @ ro geset~t; 
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Es  sei  z u m  Schlul3 dieses  P a r a g r a p h e n  n o c h  de r  t opo log i schen  
I n v a r i a n t e  1~) de r  S c h e m a t a  

gec lacht  (dal~ d iese lbe  e ine  topo log i sche  I n v a r i a n t e  d e r  S c h e m a t a  
ist: z e i g e n  d ie  F o r m e I n  (10) unmi t t e lba r ) :  d ie  m i t  den  B e t t i s e h e n  
Z a h l e n  d u t c h  d ie  e ine  V e r a l l g e m e i n e r u n g  d e r  b e k a n n t e n  E u l e  r -  
s c h e n  P o l y e d e r f o r m e l  da r s t e l l ende  G l e i c h u n g  12) 

~o - -  a~ §  @ (--  1)~ a~ = 

= t)o - - P 1  §  (--1)'~ ~ - k  ~ ( 1 - k  ( - -  1) ~) 

v e r b u n d e n  ist~ d ie  s ich  aus  den  F o r m e l n  (5) fttr  m = 0 ~  1 , . . .  n 

u n t e r  B e a e h t u n g  y o n  70 ~---7n+1 ~---1 sofort  e rg ib t .  A u s  d ieser  

G l e i e h u n g  folgt  de r  S a t z 9  3) 

D i e  I n v a r i a n t e  N i s t  ftir  j e d e  ge sch lo s sene  M a n n i g f a l t l g k e i t  
y o n  u n g e r a d e r  D i m e n s i o n s z a h l  g l e i e h  Nul l .  

12) Es ist lelcht zu sehen~ dag N die einziga aus den Zahlen r gebildete 
topologisehe Invariante ist. Eine solche topologlsche Invariante ~ (%, al, �9 �9 �9 ~n) 
kann n~tmlich in der Form f(~o, ~1,.- .  ~n) geschrieben warden, we 

~ = % - -  ~ -[- "'" -4- (--- 1) ~ % 
gesetzt ist, und die Betraehtung einer elementaren Unterteilung, bel der elne 
1-aimensionale Zelle in zwei zerlegt wird, llefert 

f (%,  ~ . . . .  ~ l -~ ,  ~ - 1  --+ 1, "~t, " "  ~,,) ~ f @ o ,  q~, �9 �9 - "%), (l ~ 1, 2 . . . .  n), 

d. h. f h~ngt nut you ~% ~ N a b .  
In analoger Weiso bewelst man, dab es auger P0, P1, �9 ." Pn keino anderen 

aus den Zahlen %, ~ I , " "  %~,Y1, " ' "  ~'n gebildeten topologischen Invarianten gibt, 
d. h. da8 jade andere aus den Zahlen :r )'i gebildete Invariante, die sich offenbar 
in der Form f(P0,  P1, " ' "  ]~,, Y~, 72, - '  �9 ~'n) ansetzen l~igt, yon den letzten n Argu- 
menten unabh~ngig und also eine Funktion der ~Pl ist. 

1:) Vgl. P o i n c a r 6 ,  An. Sit. w 18 und Comp[. 1, w 3, paff. 301. 
18) P o i n c a r 6 ,  An. Sit. pag. 114. Man verglelche noah Dyck ,  Math. Ann. 37, 

S. 295. P o i n c a r d  gab noch einen anderen nur auf die Bedingung yon dam 
einfachen Zusammenhang der ,,Umgebungsmannigfaltigkeiten" (siehe w 3, Anm. 6 
u n d w  4) sich stiitzenden Beweis (An. Sit. w 17). Am einfachsten wird der 
Satz wohl folgendermal3en aus den Eigensehaften der reziproken Schemata erhalten 
(in deren Konstruktionsmi~gliehkeit iibrigens implicite die Bedingung des einfachen 
Zusammenhanges aller Umgebungsmannlgfaltigkeiten steekt). Ist naralich die 
Dimensionszahl n ~ 2~ -~- 1~ so ist wegen %~ = an_~, ~ 

N =  % - ~ +  . . . .  ~ + ~  = - ~ o  + L  . . . .  +~-~+~ 
and anderseits als topologische Invarlante 

Die eben g'emachten Bemerkungen lassen den Satz auch ffir einseitige geschlossene 
Mannigfaltiffkeiten als richtig erkennen~ withrend be idem auf P , ~  P~--m ge- 
stiitzten Beweise des Textes~ wie bel dam Beweise tiir dlese Formal, die Mannig- 
faltigkeit als zweiseitig vorausgesetzt ist. 
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I I I .  I n  einer  M a n n i g f a l t i g k e i t  ge legene  e inse i t ige  ge- 
sch lossene  M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

w 
Den Bettischen Zahlen/'m anaioge Invarianten Qm. 

Die urspriingliche Definition der B e t t i schen Zahlen einer 
Hannigfaltigkeit V bezieht sich auf die z w e i s e i t  i g e n in V ge- 
legenen gesehlossenen Mannigfaltigkeiten und die Homologien 
zwischen denselben~ wie dies in w 6 ausdrticklich erwihnt  wurde3) 
Es sollen nun auch die in einer Mannigfaltigkeit liegenden e in-  
s e i t i g  e n geschlossenen Mannigfaltigkeiten in Betracht gezogen 
werden. 

Beginnen wir mit einem einfachen Beis'piel. Es sei T s die- 
jenige zweiseitige geschlossene dreidimensiona[e Mannigfaltigkeit, die 
man aus der Gesamtheit der Funkte einer Kugel x ~ ~-  y~ -~- z e ~ 1 
erh~tlt, wenn man je zwei diametral gegentiberliegende Punkte d e r  
Kugeloberfi~tche als einen einzigen Punkt  der zu definierenden 
Mannigfaltigkeit ansieht. T~ ist dann ein im Endlichen gelegenes 
Abbild des projektiven dreidimensionalen Raumes. Man erhalt 
ein Zellsystem Z yon T3~ wenn man die Kugeloberfl~tehe dureh 
einen Mer[diankreis M in zwei Halbkugelfl~chen, den Meridian- 
kreis dureh den Nordpunkt A und den Sttdpunkt B der Kugel 
in zwei Kreisb0gen f ,  g zerlegt, die Kugel als die einzige drei- 
dimensionale Zelle a s ansieht und die beiden sie berandenden Halb- 
kugelfl~ichen einander so zuordnet, dab beziiglich des Kugelzentrums 
symmetrisehe Punkte einander entsprechen. (Da diese Zuordnung 
der beiden Oberi]~ichenpolygone yon a s yon der ersten Art ist, so 
ist die Mannigfaltigkeit T s zweiseitig.) Hiedurch wird die Kante 
f - ~  A B  der Kante g - ~ - B A ,  die Ecke A der Ecke B zugeordnet. 
Die beiden einander zugeordneten Halbkugelfl~tchen stellen eine 
Lamelle a~ die Kanten f~ :7 eine Kante a~ die Eeken A~ B eine 
Ecke a ~ des Schema vor. Die Umgebungsmannigfaltigkeit yon a ~ 
erffillt die Forderung, einfaeh zusammenhingend zu sein. 

Das PoincarSsche Relationensystem ftir das Schema Z yon 
T s ist: 

a s ~ 0', 

a2~_2a i~  

a ~ O .  

Unter den aus der einzigen Lamelle des Schema erh~tltliehen 
zweidimensionalen Gebilden ha ~ gibt es ersichtlieh iiberhaupt keine 
geschlossenen zweiseitigen, und im Einklange hiemit ergibt sich 
aus % ~ 1~ -& ~ 1~ ~'s ~ 0 die B e t t i s c h e  Zahl P~ ~ 1. Hingegen 

1) Dies hebt  auch  f t e e g a a r d ,  Diss. p. 64, hervor.  

Monatsh. fiir ~Iathematik u. Phyaik. XIX. Jahrg, zl 
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stellt die Gesamtheit der Punkte yon a ~ offenbar eine geschlossene 
einseitige in Ta liegende Fl~tehe dar~ die wir als das Abbild einer 
im projektiven Raume T~ liegenden projektiven Ebene ansehen 
kSnnen. 

Betraehtet man noeh jenes Schema E'~ das aus Z entsteht~ 
indem man die Zelle a s durch di% eine neue Lamelle b 2 darstel- 

3 3 zerlegt und dessen lende Kreisflache dureh M in zwei Zellen al~ a 2 
1)oincarfsches Relationensystem aus den Relationen 

3 2 3 2 a l ~ a  - - b ~  a S ~ - a  -I--b2; 

b 2 1 a 2 ~ 2 a ~  ~ 2 a  ; 

besteht, so stellt b ~ auger a ~ noch eine zweite einseitige gesehlos- 
sene Fliiehe in T~ vor. Die Flaehe b 2 ist mit a ~ durch die Ho- 
mologie 

a 2 ~ b 2 

verbunden. Dies leitet uns zur folgenden Fragestellung, die gleieh 
ganz al]gemein ausgesprochen werden soll und die den Betrach- 
tungen, auf welchen die ursprtingliche Definition der Bettischen 
Zahlen ful3t, aufs engste verwandt ist: 

Gibt es in jeder n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V e i n  
System yon geschlossenen (zwei, oder einseitigen) m-dimensionalen 
( r e < n )  durch keine Homologie verbundenen Mannigfaltigkeiten 
(D (~) tb (~) (b~) yon der Art~ dal3 jed% sei es zweiseitig% sei es 
~ I  ~ ~ 2  ~ " " " 

einseitige geschlossene m-dimensionale in V gelegene Mannigfaltig- 
keit d) (m) beziiglich V einer Homologie 

§  k r o ( 4o) 
genfigt ? 

Wiire diese Frage zu b~ahen: so Ware dis Anzahl r offenbar 
yon der Wahl des Systems unabhi~ngig und die um 1 vermehrte 
Anzahl also eine der Zahl P,,, vollstandig analoge topologisehe In- 
variante Q~ yon V. Aus den gleiehen Grtinden abet, aus denen 
yon der ursprtinglieh gegebenen Definition der Bettisehen Zahlen 
abgegangen wurd% unterlassen wir es~ auf diesem Wege eine Ein- 
ftihrung der auf die einseitigen Mannigfaltigkeiten beztiglichen 
topologisehen Invarianten zu versuehen. Vielmehr wird uns in voll- 
standiger Analogie mit dem Falle der Zahlen P,~ der Ubergang 
yon den in V gelegenen einseitigen geschlossenen Mannigfaltig~ 
keiten zu den einseitigen geschlossenen Gebilden~ - -  es soll sofort 
erkl~irt werden~ was darunter zu verstehen ist~ - -  und zwar 
insbesondere za den aus den Zellen eines Schema yon V zu- 
sammengesetzten Gebilden zu einer einwandfreien Definition der 
gesuchten topologischen Invarianten verhelfen, ttieza ftihren wir 
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zuni~chst den folgenden Satz an~ der einem s zweiseitige ge- 
schlossene Mannigfaltigkeiten im w 5 ausgesprochenen Satze analog 
ist : 

~n q~ Sind u 1 ~ u 2 , . . .  u~ in einer Mannigfaltigkeit gelegene m-dimen- 
sionale Raumstt~cke ohne gomeinsame Innenpunkte und 

ct 

q ~ t - - 1  
( 1 7 )  _ , 

i = l  

und stellt die Gesamtheit der einem oder mehreren der Raum- 
stttcke u '~ angehSrenden Punkte eine einseitige geschlossene m-di- 
mensionale Mannigfaltigkeit dar~ so sind aUe Koeffizienten h~ der 
verschiedenen u~ -1  auf der rechten Seite yon (17) durch 2 teilbar: s) 
was abgekiirzt dnreh 

a 

(18) o [mod. 2] 
i ~ 1  

bezeichnet werden mSge. Diese Aussage ist ersichtlich yon einer 
Wahl  des Sinnes der einzelnen u ~ unabh~ngig. 

In den in der oben eingef(ihrten Mannigfaltigkeit T 3 liegenden~ 
einseitigen geschlossenen Fl~chen haben wir bereits ein einfaches 
Beispiel ffir diesen Satz.kennen gelernt. Es ist za beachten~ da~ 
(18) offenbar auch besteht, wcnn die Punkte,  die einem oder 
mehreren u~ angehSren, in ihrer Gesamtheit eine z w e i s e i t i g e  
geschlossene Mannigfaltigkei t bilden, nur da$ sich in diesem Fall% 
und nur in diesem~ der Sinn der einzelnen u" so w~thlen l~tl~t~ dal~ 
die Koeffizienten h~ in (17) geradezu ~ul l  werden. Wir  werden 
nun - -  und der vorstehende Satz enthalt hieftir die Motivierung - -  
ein m-dimensionales Gebilde ~ h i u  i als ein g e s c h l o s s e n e s  be- 
zeichnen, wenn die Relation s) 

h i u  i ~-~0 [rood. 2] 

besteht, d. h. als% wenn das betrachtete Gebilde im Sinne der im 
w 5 eingeftihrten symbolischen Kongruenzen einem ( m "  1)-dimen- 

~) Wie in dem angefiihrten Satze des w 5, ist auch hier die Voraussetzung 
m zusammengesetzt zu machen, dal~ die um -1 ,  aus denen di~ Berandung der u i 

ist, keine Innenpunkte gemeinsam haben. 
a) Es miigen dlese symbolischen Kongruenzen durch das Einschliel~en des 

Moduls in eckige Klammern unterschieden werden yon Kongruenzen der Form 

die, im gew(ihnlichen Sinne aufzufassen, die Teilbarkeit aller Z~hlen (h i - - k i )  
dutch m bedeuten. 

4* 
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sionalen Gebilde kongruent ist, dessen si~mtliehe Koeffizienten 
durch 2 teilbar sin& Besteht tiberdies die Relation 

~ h i u  ~ = 0 ,  

so heil~e das Gebild% wie bereits gesagt, ein zweiseitiges ge- 
sehlossenes. 

Eine Bemerkung ist hier noeh beizufiigen. Wenn die Ge- 
m ~Tt samtheit der Raumstticke u 1 , u 2 , . . .  u~ eine einseitige gesehlossene 

Mannigfaltigkeit bildet, so kann diese Mannigfaltigkeit durch jede 
~ n  

der 2 ~ aus den ul gebildeten Linearformen 
q/t  

(19) ~ ~i % , 

unter 81 eine der Zahlen -j- 1~ - -  1 verstanden, symbolisiert werden 
und es gentigen gleiehzeitig alle diese Linearfbrmen der Relation 

~iu "~ ~ 0 [mocl. 2]. 

Bildet hingegen die Gesamtheit der Raumstticke u l , u . ) , . . . u  
eine zweiseitige geschlossene Mannigfaltigkeit, besteht also die 
Relation 

'~  U m ~ 0 ,  

so erftillt yon allen iibrigen Linearformen (19) nut noeh ~ (--u~ ) 
die Relation 

m ~ u~ ~ 0. 

Es stellen also n.r die Line   orme. 2u " .nd 2 (--uT) die- 
selbe zweiseitige gesehlossene Mannigfaltigkeit symbolisch dar~ und 
atteh diese beiden Symbole sind aaseinanderzuhalten, wenn die 
zweiseitigen Mannigf~ltigkeiten als mit einem Sinne versehen auf- 
geraint werden. Aus diesem Grunde mSgen, wenn es sieh mn die 
Betrachtung geschlossener, eventue/1 auch einseitiger Gebilde han- 
delt~ zwei dureh versehiedene Linearformen ~ tt i u i , ~ h'u'~i i darge- 
gestellt% also arithmetisch verschiedene Gebilde, wenn sie der 
Kongruenz 

hi u~i ~ ~' 1~i u'~i (mod. 2) 

genfigen, als geometriseh nieht versehieden angesehen werden~ 
w~hrend bei der nut auf die zweiseitigen gesehlossenen Gebilde 
beschr~tnkten Betraehtung arithmetisch versehiedene Gebilde als 
vSllig verschieden galten. 

Sei nun daran erinnert, dal~ sich die zuletzt gegebene und 
fttr das Weitere mal3gebliehe Definiti6n der Zahlen P~ einer 
Mannigfaltigkeit V in folgende Fassung kleiden lieI~: 
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Man mache die (oben mit I I I  bezeichnete) Annahme, dal~ 
zwischen den Zellen eines Schema X Yon V keine anderen Homo, 
logien bestehen~ als die aus d e m  l:)oincar6scheii Relationeii- 
system yon X gewonneiien uiicl die aus diesen rechnerisch ableit- 
baren. Unter dieser Annahme bestimme man ein System voii 
Gebilden, das aus der Gesamtheit F aller aus den Zellen yon X 
zusammengesetzten z w e i s e i t i g e n geschlossenen m-dimensionaleu 
Gebilde so aLlsgewiihlt ist~ daI3 zwischeii den Gebildeii des Systems 
keine Homologi% zwischeii jedem Gebilde aus F uiid den Gebilden 
des Systems aber eine Homologie besteht. Die ,con der speziellen 
Wahl  des Systems unabhliiigige Anzahl der Gebilde eines solehen 
Systems, um 1 vermehrt~ werde als die der Mannigfaltigkeit V 
zugehSrige Zahl P~ bezeichllet. 

WSrtlich mit dieser Definition Yon P~ tibereinstimmend~ nur 
unter Weglassung des Wortes ::zweiseitig a, werde nun die der 
Mannigfaltigkeit V zugehSrige Zahl Q,~ definiert. Es ergibt sich 
sofort das Bestehen der Ungteichung: 

Die gegebenc Definition yon Q~ bedarf nur insos einer 
Ergiinzung~ als die Existenz eines Systems gesehlossener Gebilde 
yon den geforderteii Eigenschaften zu erweisen ist. DaB ftir zwei 
solche Systeme die Anzahl der Gebilde die glciche sein mnl~, i s t  
dann klar. Der erforderliche Iqaehweis soll im s Para- 
graphen auf einem Wege erbraeht werden~ der gleichzeitig eine 
Bestimmung der Differenz (2~--P~ durch bere i t s  bekannte topo- 
logische IIIvarianten~ ni~mlich die yon 1 ) o i II c a r ~ entdeckten Tor- 
sio~iszahlen~ liefert. 

w 10. 
Die Poincar~schen Torsionszahlen. Bestimmung yon  Ore. 

Es seien in der Bezeichnungsweise der w167 5~ 6 eli die Koeffi- 
zienten des Poinca%schen Relationensystems eines Schema einer 
Mannigfaltigkeit und ~ , . . .  die yon INull verschiedenen ym 

Elementarteiler der aus den Zahlen eli gebildeten Matrix. Es sollen 
dann diejenigen unter den Zahlen %~ ~ die ~ 1 sind, als T o r s i o n s- 
z a h I e n (m -- 1) ~r Ordnung ~) der Mannigfaltigkeit bezeichnet werden. 

1) Bei P o i n c a r g :  ,Coefficients de torsion". (Compl. 2, p. 301.) Wenn 
man die mit ~ ,  r176 7~z, ~ bezeichneten GrSfien mit E ~-lij ~ (~hm--1; 7m--1, ~m--1 
bezeichnen wollt% wiirde dies mit der hler eingefiihrten Z~hlung der Ordnung 
der Torslonszahlen (in meiaer oben zitierten Note in den Wiener Ber. wurden 
die Torsionszahlen ( m - - 1 )  ter Ordnung des Textes Torsionszv, hlen m ~er Ordnung 
genannt) in besserem Einklang stehen~ was jedoch unterla~ssen wurde, um yon der 
Bezeichnungsweise in den grundlegenden Arbeiten P o in  c a r  g s nicht abzuweichen. 
Diese Z~hlung der Ordnung der Torsionszahlen steht abet einerseits in Uber- 
einstimmung mit dem Resultat des w 14, daI~ (lurch die Fundamentalgruppe einer 
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Wenn man~ wie in w 8, das Poincar6sehe Relationensystem ftir 
ein Schema Z und ein aus ~ durch eine elementare Unterteilung 
hervorgegangenes Schema 2' vergleieht, so erkennt man~ dab die 
aus dem Schema E abgeleiteten Torsionszahlen mit den aus Z' ab- 
geleiteten tibereinstimInen, und die Torsionszahlen also tats~ichlizh 
topologische Invarianten der Schemata sind. ~) Es wird sich zeigen~ 
dall man bet Kenntnis yon P~ und der P o i n c a r 6 sehen Torsions- 
zahlen ( m -  1) ~~ Ordnung aueh Q,,~ zu bereehnen im stande ist. 

Urn ein System geschlossener m-dimensionaler Gebilde mit 
den bet der Definition yon Q,~ besproehenen Eigensehaften zu ge- 
winnen~ werde auf das Poincar6sche Relationensystem eines Schema Z 
und seine im w 6 besproehene reduzierte Form (6) zurtiekgegriffen. 
Aus derselben geht hervor, dab ein Gebilde 

am (xm 

nur dann geschlossen sein kann~ wenn die Zahlen 

k 1% , k~ ~ , . k,., ;,,,, 

Mannigfaltigkeit K -  und diese Gruppe bezieht sich ja  auf  die gesehlossenen 
e i n d i m e n s i o n a l e n  Mannig'faltig'keiten in V -  sowohl P1 als die Torsions- 
zahlen , , e r s t e r  Ordnung" bestimmt sind und finder anderseits ihre Begriindung 
darin~ dal~ die Matrix der Zahlen s~. i keine Elementarteiler > 1 hat  (siehe 
P o i n e a r d ,  Compl. 2, p. 307). Es beruht dies auf  folgender Eigeasehaft  tier 
Matrix: Falls  in der ire- Zeile nicht  alle Zahlen r Null sind, so sind nur zwei 
Zahlen yon ~ul l  versehieden und yon diesen ist die eine gleich Jr-1, die andere 
g'leieh - -  1. Set etwa a~h =- ~-  1 trod r - - -  1. Man kann i =- 1, h ---1,  k - -  2 
annehmen,  da dies dureh Umordnungen tier Reihenfolge der Zeilen und Kolonnen 
stets erreicht werden kann. Werden nun die Elemente der ersten Kolonne zu 
den entspreehenden der zweiten Kolonne addiert und hierauf die erste Zeile mit  
- -  z~l multipliziert zur ire- Zeile addiert, (i --- 2, 3 , . . .  ), so erh~ilt man eine Matrix 
der Gestalt 

1: 0, 0~ . . .  

(2o) o, ~,, ~ , . . .  
o, r 5~,.. �9 
o .  . . . . . . . . . .  

wobel die Matrix aus den Zahlen ~,.j, die eine Zeile und eine Kolonne weniger 
hat  als die ursprLingliche Matrix~ wie man leicht sleht, wieder die oben ffenannte 
Eigensehaf t  der Matrix der a~). besitzt. Da aber die Matrix (20) die gleichen 
Elementarteiler hat  wie die Matrix der z 1. so erkennt man dutch Induktion, da$ 
Elementarteiler > 1 nicht  auftreten kSnnen. (Das eingesehlagene SchluBverfahren 
zeigt auch, da~ T1 ~ % - -  Po ist~ was in der Anm. 5 des w 6 verwendet wurde.) 

~) Siehe P o i n  e a rd~ Comp]. 2. Beim Heranziehen des reziproken Schema 
und der Relation (16) gelangt man zu dem Satze ( P o i n c a r d ,  a. a. 0.) :  Fiir 
eine zwelseitige geschlossene n-dimensionale Mannigfaltiffkeit st immen die Torsions- 
zahlen m ~er Ordnung mit denen ( n -  m -  1)ter Ordnung" iiberein. 
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dureh zwei teilbar sind. Seien nun ~,~ yon den Zahlen r etwa 
~ t~ ~ gerad% die iibrigen ungerad% so m/issen 

/c1~ k~ . . .  kr~_8 ~ durch zwei teilbar sein~ wenn das betraehtete Ge- 
bilde geschlossen sein soll~ und dieses muff also naeh dem Modul 2 
einem Gebilde der Form 

a m 

kongruent sein. Diese notwendige Bedingung ist ersichtlieh auch 
hinreiehend. 

~Ian sieht also zun~tehst~ dal~ sieh alle geschlossenen m-dimen- 
sionalen Gebilde linear aus den ~ --7~-~-~,~ gesehlossenen Ge- 
bilden 

~'~ m bvrb (21) b ,_=_~,,,+1, b _ /~+~ . . .  ~. 

zusammensetzen lassen~ wenn man yon additiven durch zwei teil- 
baren Linearformen~ die ja zu geometriseh nieht versehiedenen 
Gebilden ftihren i absieht. Die Gebilde (21) aber sind nicht nur 
s~tmtlieh geometriseh yon einander versehieden, sondern es kann 
aueh wegen der linearen Unabh~tngigkeit dieser Formen der at 
keines dieser Gebilde naeh dem Modul 2 eiuer linearen Kombina- 
tion der ttbrigen kongruent sein. Von den Gebilden (21) sind die 
letzten %~--7,~ zweiseitig~ die ersten [3 einseitig. 

Es handelt sich nun um die Homologien zwisehen den Ge- 
bilden (21)~ uncl zwar~ da die Annahme I i I  zu Grunde zu legen 
ist, am die aus dem Poincar6schen Relationensystem abgeleiteten. 
Diese ttomologien lassen sieh~ wie bereits im w 6 bemerkt, als 
ttomologien zwisehen den zweiseitigen gesehlossenen Gebilden 
br"io+l~,., ba~,, darstellen~ ~) und zwar erh~tlt man "b,+l unabh~ngige 
Homologien~ aus denen sich alle iibrigen rechnerisch ableiten lassen. 
Es ergibt sieh hieraus, analog wie im w 6 bei der entsprechenden 
fiir zweiseitige gesehlossene Gebilde angestellten Betrachtung~ dal] 
man ein System yon t ~---~-a ---(, Av~ ---;~+~ dureh keine Homo- 
logie verbundenen~ aus den Zellen des Schema zusammengesetzten, 
gesehlossenen m-dimensionalen Gebilden aufstellen kann~ derart~ 
dal3 jedes andere Solehe Gebilde zusammen mit diesen t Gebilden 

3) Wenn also gl  ~ ~ g~ :.. .  geschlossene m-dimensionale Gebilde slnd, unter denen 
'auch einseitige vorhanden sind, und es besteht zwischen ihnen die Homologie 

~ h i f f  i ~ 0 ,  

so l~gt slch die auf der linken Seite stehende Linearform der Zellen a T stets als 
eine lineare Kombinat~,on geeignet gew~hlter zweiseitiger gesehlossener Gebilde 
darstellem Am obigen Beisplele der Mannigfaltigkeit T 8 ist dies far die Homo- 
logie a ~ -- b 2 ,~ 0 sofort zu best~ttigen. 
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einer Homologie gentigt. In dem Naehweise tier Existenz eines 
solehen Systems ist die erforderliehe Erg~nzung zur Definition yon 
O,,~ geleistet und gleiehzeitig die Formel 

gefunden. 
~,~, die Anzahl der geraden Zahlen unter den Zahlen 

% . . . . ,  % , . . .  tot.,, ist nun niehts anderes als die Anzahl der geraden 
Torsionszahlen (m--1)  ~~ Ordnung der Mannigfaltigkeit und wir 
haben den Satzr 

D i e  D i f f e r e n z  0 , , - - P  is t  g l e i e h  d e r  A n z a h l  d e r  
g e r a d e n  T o r s i o n s z a h l e n  (n~--l)  t~ O r d n u n g ,  

Was die Bestimmung tier Zahl ~ anlangt, so sei bemerkt, 
dal~ dieselbe nieht notwendig die Bestimmung der Elementarteiler 

"~ ~ '~ erfordert. Sei n~imlieh das Poinear6sche Rela: (111 ~ tO 2 ) -  �9 , (07~ 

tionensystem irgendwie in eine Gestalt yon der Form 

b 7 ~ ' 7 c 7 - 1 ,  ( i = 1 , 2 , . . . 7 ~ )  ( ~ > 0 )  

bT o %) 
gebraeht, unter bl, b~ ~, " " " ~'~a~ b e Z W .  e l  - 1 ,  C2,m--ll . . .  c'~-1_, linear ho- 
mogene Formen der a '~ bezw. a~ ~- 1 vonder  Determinante I verstan- i 
den, dann ist 13~ atteh die Anzahl der geraden unter den Zahlen ~'~ i " 
Es beruht dies auf dem leieht einzusehenden Satze, dal] die Anzahl 
der dureh irgend eine Primzahl p (also speziell aueh dureh 2} 
teilbaren Elementarteiler der Matrix 

-'~ O, 0 
m O, ~2, 0 . . .  

q ~  

0, 0~ ~ , . .  

gleieh ist der Anzahl der dureh p teilbaren Zahlen ~ 
i " 

IV. Die Fundamentalgruppe. 

Die Poincar6schen Zahlen einer diskreten Gruppe. 

Es mSg'en in diesem Paragraphen einige der Gruppentheorie 
ange.hSrige Betraehtungen eingesehaltet werden, da uns im folgenden 
gewtsse den zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten zugeh~rige 
diskrete Gruppen besehaftigen werden. Dabei ist zu bemerken~ 

4) Siehe w 1 der  oben z i f ie r ten  Note in  den W i e n .  Ber.  (1906). 
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da~ die Elemente dieser Gruppen nicht Operationen won bestimmter 
Bedeutung sind, daft vielmehr nur die Gesetze far die Zusammen- 
setzung dieser Elemente in Betraeht komraen~ und wir es also mit 
dem allgemeinen Gruppenbegriff zu tun haben. 

Diese Zusammensetzungsgesetze der zu betrachtenclen Gruppen 
und damit naeh der genannten Auffassung diese Gruploen selbst~ 
sollen in der s bekannten Weise gegeben sein. Zuni~chst 
sei eine Anzahl 1) yon Elementen (Operationen) sl~ s~, . . . s  der Gruppe 
gegeben~ die die erzeugenden Operationen der Gruiope hei~en sollen.~) 
Man erh~tlt dann die Gesamtheit der Elemente der Gruppe dureh 
Zusammensetzung aus den Operat[onen sl~ se~ .. s und den in- 
versen Operationen s - ~ l ~ s - ~ . . . s - ~  ~ Jecles Element der Gruppe 
li~l~t sich somit in die Gestalt setzen 

L 

81 8 ~ . . .  

we die ~i~ ~ " "  ganze Zahleu (positiv~ negativ ocler Null) bedeuten, 
und jedes Symbol (22) stellt ein bestimmtes Element der Gruppe 
dar. Hingegen wird im allgemeinen ein Element der Gruppe auf 
verschiedene Arten in der Form (22) darstellbar sein. Auger dureh 
die Angabe der erzeugenden Operationen sol! die Gruppe namlich 
noch definiert sein durch gewisse zwisehen denselbeu bestehende 
,definierende Relationen" 

deren linke Seiten F i (s~ s ~ . . .  s )  Ausdrticke won der Form (22) 
sind und welehe besagen~ da~ die Ausdriieke _ ~ ( s ~ s ~  . . .  s)~ 
F 2 (sl, s2~ . . .  s ) ,  . .  : ~ F ( S l ,  s2~ . . .  s )  s~tmtlieh Symbole ftir die iden- 
tische Operation 1 der Gruppe vorstellen und da{~ tiberhaupt zwei 
Ausdriiek% die sich unter Zuhilfenahme der Relationen (23) als 
gleieh erweisen lassen~ Symbole fiir ein und dasselbe Element 
der Gruppe sein sollen, in dieser Weise ist also durch Angabe 
der erzeugenden Operationen und der definierenden Relationen eine 
Gruppe vollst~tndig bestimmt. 

Man bemerkt sofort~ da~ es vorkommen kann~ da~ dureh 
zwei versehiedene Systeme won erzeugenden Operationen und deil- 
nierenden Relationen~ Gruppen definiert werden~ die einander iso- 
morph s) sind und also im ~inne des allgemeinen Gruppenbegriffes 
eine und dieselbe Gruppe repr~tsentieren. Doch ist weder das 
allgemeine Problem gel(~st~ die Gesamtheit all der versehiedenen 
E zeugungswe~sen~ welehe eine and dieselbe Gruppe definieren~ 

~) Wi t  beschr~nken uns auf Gruppen, die aus einer e n d l i c h e n  Anzahl 
erzeugender Operationen zusummensetzbar sind. 

~) Die identische Gruppe kann man dutch dos Fehlen sowohl yon erzeu- 
genden Operationen als auch yon den sp~tter besprochenen definierenden Relationen 
definiert denken. 

s) Unter ,,~soraorph" is~ hler stets ,,ho~oedrisch isomorph ~ ~u verstehen. 
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theoretisch zu tiberblickeni noch aueh nur ein Mittel gefunden~ 4) 
um im speziellen /~'alle zu entscheiden~ ob zwei durch verschiedene 
Systeme erzeugender Operationen und definierender Relationen ge= 
gebene Gruppen identisch~ d. h. also isomorph sin& Eine not= 
wendige Bedingung aber daffir, dal3 zwei in verschiedener Weise 
erzeugte Gruppen isomorph seien, wird im fo]genden beigebracht 
werden. Sie besteht in der Gleiehheit der aus derL Systemen de- 
finierender Relationen abzuleitenden P o i n c a r S s e h e n  Z a h l e n  
der beiden Gruppen. Doeh mSg% ehe die Definition dieser Zahlen 
gegeben werden soll~ der Beziehung zwischen zwei definierenden 
Relationensystemen: welche isomorphe Gruppen bestimmen, gedacht 
werden. 

Es werde zunachst eine Bemerkung fiber die Relationen ein- 
geschaltet~ die aus einem gegebenen System yon Relationen 

(24) A 1~--1~ A ~ I ~ . , . A ~ - I  

gefoigert werden kSnnen. Unter As: A~ . . .  AT~ sind dabei aus den 
erzeugenden Operationeli naeh Art des Aiisdruekes (22) zusammen- 
gesetzte Potenzprodukte zu verstehen. Aus jeder der Relationen (24) 
folgt danli diejenige, die man erbalt~ indem man den inversen Aus- 
druck do" linken Seite bildet und der identischen Operation gleieh- 
setzt. Man erhalt so die Relationen 5) 

(25) A~ -~ = 1, A [  z = 1 , . . .  A 2  ~ = 1. 

Bedeutet welters L irgend einen Ausdruek derselben Art wie die 
Ausdrtieke At~ Ae~...~ so erhttlt man, wenn man eine der Rela- 
tionen (24) etwa A s = 1 herausgreift, eine Folgerelation: indem man 

L - 1 A 1 L - ~  1 

bildet. Eine andere Art: aus (24) eine Folgerelation zu bilden~ be- 
steht darin~ irgend zwei Relatiolien aus (24) (die jedoeh nieht not- 
wendig versehieden sein mtissen) herauszugreifen~ etwa A s ~ 1 
und A o ~---1: und aus ihnen die Relation 

A s A~ ~ 1 

abzuleiten. Setzt man voraus~ dal~ das Relationensystem (24) so 
besehaffen ist, dal3 es die Relationen (25) bereits enth~lt~ so kann 
man sagen: Dureh sukzessive Anwendung der beiden zuletzt an- 
gegebenen Bildungsarten yon Folgerelationen l~l~t sich jede Relation~ 
die aus (24) gefolgert werden kann, gewinnen~ wenn man jedesmal, 

4) Im Falle endlicher Gruppen l~tflt slch diese Entscheidung selbstver- 
sti~ncllich immer herbeiffihren. Doch fehlt es an einem Kriterium, welches im 
Falle einer vorgelegten nach der besprochenen Erzeugungsweise definierten Gruppe 
jederzeit  zu entscheiclen gestattet,  ob die Gruppe endlich sei oder nicht. 

5) Der inverse Ausdruck A/-1  yon A i i s t  dadurch definlert, dab i d e n t i s c h  
.A i A~"- t ~ 1 sein mul3. 
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wenn man eine Folgerelation gebildet hat~ dieselbe dem Relationen- 
system als neue Relation beiftigt nnd die ni~chste Folgerelation 
aus dem so erweiterten Relationensystem ableitet. Man kann dies 
auch in folgender Weise zusamment'assen: 

Enthi l t  das Relationensystem (24) die inversen Relationen (25)~ 
so stellt sich jede Folgerelation aus demselben in der Form 

L1 Ai~ L.2 Ai~ Ls  �9 �9 �9 Air L r § i ~ 1 

dar~ wenn il, is, . . .  i r irgend welehe Zahlen aus der Reihe 1~ 2~ . . . k  
nnd Ll~ L2~ . . .  L r+  1 aus den erzeugenden Operationen zusammen- 
gesetzte Ausddieke der Form (22) sind~ die die Gleichung 

L1 L.2 . . .  L r+ l  ~ 1 

identiseh befriedigen. 
Zur Betrachtung yon Relationensystemen, welche dieselbe 

Gruppe definieren, ttbergehend: ftihren wir zuni~ehst zwei spezielle 
F/~lle an. 

Im ersten Falle seien sl~s ~ . . . .  s die erzeugenden Opera- 
tionen und 

(26) /~'1 (si, �9 �9 �9 s )  : 1 , . . .  F ~ ( s l , . . .  s~) = 1 

die definierenden gelationen des einen Systems, w~thrend das zweite 
System dieselben erzeugenden Operationen~ aber aui3er den Rela- 
tionen (26) noch eine weitere definierende Relation 

F +l(s i ,  s 2 , " "  s ) - - ~  1 

enthaIte, die eine Folgerelation der Relationen (26) sei. Dal3 die 
beiden Relationensysteme diesell)e Gruppe definieren~ ist evident. 
Der Ubergang yore ersten zum zweiten System soll eine E r w e i -  
t e r u n g e r s t e r A r t des clefinierenden Relationensystems genannt 
werden~ der Ubergang v o m  zweiten zum ersten System, also das 
Weglassen einer Folgerelation, eine R e d u k t i o n  e r s t e r  A r t .  

Im zweiten Falle seien wieder sl~ s2, . , .  s die erzeugenden 
Operationen und die Relationen (26) die definierenden Relationen 
des einen Systems. Hingegen habe das zweite System die Elemente 
s i ~ s 2 ~ . . ,  s , t  zu erzeugenden Operationen und die definierenden 
Relationen seien au[~er den Relationen (26) noch eine Relation yon 
der Form 

(27) A -1 t ~ 1, 

wo A einen aus dan Elementen s i , s2~ . . ,  s naeh Art yon (22) 
zusammengesetzten Ausdruek bedeutet. Da sich das zweite System 
vom ersten nur dadurch Unterseheidet~ dal3 die im ersten System 
bereits vorhandene Operation t ~ A als neue erzeugende Operation 
eingefiihrt ist~ so ist aueh hier klar, dal] dureh die beiden Rela- 
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tionensysteme dieselbe Gruppe definiert wird. In diesem Falle 
werde der Ubergang vom ersten zum zweiten System, also die 
Einfahrung einer iiberzahligen erzeugenden Operation eine E r w e i- 
t e r u n g  z w e i t e r  A r t  genannt. Wird anderseits in einem Rela- 
tionensystem, in welehem eine der erzeugenden Operationen t nur 
in einer .einzigen der definierenden Relationen, und in dieser nur 
so wie m der Relation (27) vorkommt, sowohl die erzeugende 
Operation t, als aueh diese Relation weggelassen, so heilte eine 
solehe Ab'~nderung des Relationensystems eine R e d u k t i o n  
z w e i t e r  A r t .  

Es werde nun der allgemeine Fall zweier dieselbe Gruppe 
definierender Relationensysteme 6) betraehtet. Die erzeugenden Ope- 
rationen des einen Systems seien sl, s2 , . . ,  s und 

(28) ~ ' ~ ( s l , s ~ , . . . s ) = 2  ( i = l ,  2 , . . . m )  

die definierenden Relationen. FUr das zweite System seien tl~ t2,...t, 
die erzeugenden Operationen, 

(29) G.(tl, t 2 . . .  t )  = 1 ( j =  1 , 2 , . . .  ~) 

die definierenden Relationen. Da wir annehmen~ dal3 die beiden 
Systeme dieselbe Gruppe definieren~ so muf} jede Operation t h als 
Operation der dutch das erste System definierten Gruppe ausdrtiekbar 
sein dureh die Operationen s~, s2 , . . .  S,~. Es mtissen also Relationen 

t,~ = s,~ (s~, s~, . . .  s )  (h  : ~, 2 , . . .  ~,) 
oder 

(30) ~ - ~  t~ = 2 (h = 2, 2 , . . .  ~) 

bestehen. Ferner mtissen zwisehen den Operationen S h (s~ s2, . . ,  s )  
der dutch das erste System definierten Gruppe diesetben Relationen 
bestehen, wie zwisehen den Operationen t h. Es mtissen also die 
Relationen 

(32) G~(s~(,,~,8~,...s), s~(~,.. .~),. . .~(~l,. . .~n))=~ 
( j - -  1, 2 , . . .  ~) 

Folgerelationen der Relationen (28) seim In gleieher~reise miissen 
umgekehrt n Relationen 

(32) T , 7  ~ s,~ = 2 (~ = 2,  'z, . . . ~) 

~) Es ist natiirllch nicht aus~eschlossen, dag die durch zwei Relationen- 
systeme definierten Gruppen in mehr als einer Weise isomorph aufeinander be- 
zogen werden kSnnen. Wenn wir saffen, die belden Relatlonensysteme definieren 
dieselbe Oruppe, so nehmen wlr dabei an, die Operationen tier beiden Gruppen 
seien in einer bestimm~en ftir die weitere Betraehtung festzuhaltenden Weise iso- 
morph aufeinander bazagen und dadurch gewisserma~en identifiziert. 
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bestehen unter T k -=-- T k (tl, t~, . . , t )  aus den Operationen tl, ts, . . . t ,  
zusammengesetzte Operationen verstanden~ und die Relationen 

(33) E(T~(t l ,  t ~ , ' " t ) ,  T2(t l , . . . t ) , . . .7 '  (tl, t 2 , . . . t ) ) = l  

(i = 1, 2, . . .  m) 

mtissen Folgerelationen der Relationen (29) sein. Diese Bemer- 
kungen gestatten einen schrittweise1~ Ubergang yore ersten zum 
zweiten Relationensystem aafzustellen~ dessen einzelne Schritte in 
Erweiterungen oder Reduktionen yon einer der beiden besproehenen 
Arten bestehen. Zuni~chst m~ge ni~mlieh das erste System der 
Reihe naeh jene ~t Erweiterungen erster Art erfahren~ die in der 
Hinzuftigung je einer der Relationen (31) bestehen~ hierauf die v 
in der Hinzunahme der neuen erzeugenden Operationen t h und der 
Relationen (30) bestehenden Erweiterungen zweiter Art. Die Re- 
lationen (29) sind offenbar Folgerelationen des so erweiterten Re- 
lationensystems. ~aeh Beiftigung aueh dieser Relationen erhi~lt 
man ein aus allen Relationen (28), (31)~ (30): (29) bestehendes 
Relationensystems R~ zwischen den erzeugenden Operationen 
sl, s~: . . .  s~ t~ t2 , . . ,  t .  Die Relationen (32)~ (33) sind ersiehtlieh 
Folgerelationen des Systems R 1. Dureh Hinzunahme derselben 
werde R 1 zum Relationensystem R erweitert. In g|eicher Weise 
liiltt sich aber dutch Erweiterungen der ersten und zweiten Art 
alas Relationensystem R aus dem System der definierenden Rela- 
tionen (29) zwisehen den erzeugenden Operationen tl, t2~..,  t ge- 
winnen~ indem man zunliehst dureh Hinzunahme der Folgerelationen 
(33) nach der ersten Art erweitert~ dann nach der zweiten Art 
dutch Einftihrung der neuen erzeugenden Operationen sl~ s2 , . . ,  s 
mit Itilfe der Relationen (32)~ hieranf durch Beiftigung der aus 
den bisherigen Relationen folgenden Relationen (28) das aus den 
Relationen (29)7 (33), (32)~ (28) zwischen den erzeugenden Opera- 
tionen s~s2~.., s~ t~ t~:.., t bestehende Relationensystem R 2 ge- 
winnt and dieses dutch Hinzunahme der Folgerelationen (30) und 
(31) yon R 2 zum System R erweitert. Man kann demzufolge, 
naehdem man dureh eine Reihe yon Erweiterungen vom ersten 
System der Relationen (28) zwisehen den erzeugenden Operationen 
s~ s~ . . .  s zum Relationensystem R gelangt ist~ yon diesem durch 
eine Reihe yon Reduktionen der ersten und zweiten Art zum System 
der Relationen (29) zwisehen den erzeugenden Operationen t~, t2 , . . . t  
kommen. Die Eigensehaft zweier definierender Relationensysteme 
dieselbe Gruppe zu bestimmen~ ist daher gleiehbedeutend mit der 
~5gliehkeit~ dureh eine Reihe yon Erweiterungen und Redaktionen 
der ersten und zweiten Art yon dem einen Relationensystem aus- 
gehend~ zu dam anderen zu gelangen. 

Naehdem dies vorausgesehiekt~ miJgen gewisse Zahlen de- 
finiert werden~ die sieh zu jedem definierenden Relationensystem 
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bestimmea lassen. Seien sl, s 2 . . . .  s die erzeugenden Opera- 
tionen und (28)die definierenden Relationen einer Gruppe. Dabei sei 

t t t t  t ,  

F ,  ( s  1, s 2, . .  . s )  = s ~ , '  s ;  . .  . s ~,, s~ ~ s~,  . . .  

und es werde 
X' " 

gesetzt. Diejenigen Elementarteiler der aus den Zahlen X~j gebil- 
deten Matrix~ welehe > 1 sind~ m~gen mit ~1, ~2~ �9 �9 ' ~e bezeiehnet 
werden: und wir werden naehweisen, dag diese Zahlen Nr zwei 
dieselbe Gruppe definierende Relationensysteme gleieh ausfallen. 7) 
Far diese Nr eine Gruppe eharakteristisehen Zahlen ~ ~2~'-" ~e~ 
die sieh also ebenso Nr die nieht-kommutativen wie far die Abelsehen 
Gruppen s) definieren lassen~ stellen die P o i n e a r 6 sehen Torsions- 
zahlen ~) einer Mannigfaltigkeit~ die far die gleiehfalls yon P o i n e a r 6 
eingeNhrte Fundamentalgruppe der betreffenden Mannigfaltigkeit 
die Rolle der Zahlen ~ spielen~ TM) ein wiehtiges auf Gruppen yon 
grol~er Allgemeinheit beztigliehes Beispiel dar. Es m~gen deshalb 
die Zahlen ~ 2 ~ ' " ~ e  als die P o i n e a r 6 s e h e n  Z a h l e n  der 
betraehteten Gruppe bezeiehnet werden. 

DaB die Poincar6schen Zahlen einer Gruppe tatsachlich von 
der Wahl des die Gruppe definierenden Relationensystems unab- 
ha.ngig sind: wird auf Grund der fritheren Bemerkungen erwiesen 
seln~ wenn gezeigt ist~ dal3 sich diese Zahlen bei einer Erweiterung 
erster oder zweiter Art des Relationensystems (und dann natiirlich 
auch bei einer Reduktion von einer der beiden Arten) nieht andern. 
Um dies ffir eine Erweiterung erster Art einzusehen, sei folgendes 
bemerkt. Die Zahleu X.j kann man dadurch gewonnen denken~ 

7) Es kann  natiirl ich vorkommen~ dab keine :Elementarteiler > 1 vor- 
handen  slnd. In  dlesem Falle lehrt der besproehene Nachweis,  da$ die Eigen- 
sehaft,  keine Elementartei ler  > 1 der Matrix der k l  i zu  liefern, in gleieher  
Weise allen dieselbe Gruppo definierenden Rela t ionensystemen zukommt.  

s) Fiir die endlichen Abelsehen (kommutat iven)  Gruppen fallen diese Zahlen 
im Wesen  mi t  den I n v a r  i a n t e n derselben, die die Abelsehe Grappe bekanntl ich 

vollstandig charakterisieren, zusammen.  Stellt m a n  naml ich  eine solehe Gruppe 
d u t c h  eine Basis so dar, dag yon den Gradzahlen '~1, "2, " ' %  der erzeugenden 
Operationen jede die vorhergehenden teilt, so werden die Zahlen ~i (vgl. F r o -  
b e n i u  s und  S t i c k e lb  e r g e r, Crelles J. 86, S. 238) oder abet  die Zahlen, die man  
du tch  Zer legung jeder  der Zahlen vi in zu einander teilerfremde Primzahlpotenzon 
erhMt (vgl. H. W e b e r ,  Algebra, 2. Aufl., Bd. 2, w 12), die Invar ianten  tier Abel- 
schen Gruppe genannt .  Man findet nun  p ~ z und ~i ~ '~ i "  

~) und zwar die Torsionszahlen erster Ordnung.  
lo) Siehe w 14. 
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da~ man die betrachtete Gruppe als eine kommutative ansieht~ auf 
Grand der supponierten Vertauschbarkeit der Operationen die 

a 2 a n  linken Seiten der Relationen (28) in die Form s~ is 2 . . .  s setzt~ 
and den Exponenten yon sj in der i ~e" derart modifizierten Relation 
bestimmt. Eine Erweiterung erster Art besteht nun in dem Hinzu- 
ftigen einer Folgerelation des ursprtinglichen Systems F + 1 (sl""" s ) =  1~ 
wobei zwei Arten yon Folgerelationen zu unterscheiden sind. Die 
erste Art besteht in der Bildung der inversen Relation zu einer 
der ursprtingliehen Relationen~ etwa der Relation F I ~ 1. Es ist 
klar~ da~ in diesem Falle 

}~ +~,j--~--k~j ( j - ~  l~2~ . . . n )  

wird~ und die yon ]~Iull verschiedenen Elementarteiler der aus den ksj 
gebildeten Matrix dieselben bleiben. Die zweite Art yon Folge- 
relationen hat die Form 

wobei identiseh L ~ 5 2 . . .  L + ~  ~ 1 ist. Man kann also die Aus- 
drttcke L~ L 2 . . . .  L +  1 vSllig auger Betracht lassen~ da man~ wie 
bemerkt~ bei Bildung der Zahlen )'ij so verfahren kann, als wgren 
alle Operationen vertausehbar. Bedeutet nun h i die Anzahl der- 
jenigen unter den Ausdrtieken F . , F . ~ . . .  F . ,  welche gleich F~ 
sind~ so ist offenbar 

~.s~d_~,j=--hlklj'2Uhzk2j-2U . . .--~hs)~ j ( j :  1~ 2 , . . .  n), 

woraus wieder die Gleiehheit der PoinearSsehen Zahlen ftir das 
ursprfingliche and das erweiterte System sofort ersichtlich ist. 

Hat man es schlie~lich mit einer Erweiterung zweiter Art 
zu tun~ so tritt zu dem ursprttnglichen System eine neue erzengende 
Operation t und eine Relation 

St  ~ 1~ 
wo S nur die 0perationen s~, s ~ . . .  s enth~lt. Die Matrix der },~j 
wird also sowohl um eine neue dieser Relation entspreehende (m-~ 1) ~te 
Zeile als am eine neue der Operation t entspreehende (n-~-1) ~t~ 
Kolonne erweitert. Diese Kolonne enthalt in der ersten bis m t~ 
Zeile lauter Nullen~ in der (m-~ 1) ~"  Zeile die Zahl }~+~, ~+1 ~ 1. 
Daraus s daft za den Elementarteilern der ursprfingliehen Matrix 
der k~j ein neaer, der gleich 1 ist~ hinzutritt. Die Poincar6schen 
Zahlen bleiben also aueh in diesem Falle dieselben. Damit ist die 
Behauptung erwiesen. Man kann ihr die Form geben: 

E i n e  n o t w e n d i g e  B e d i n g u n g  dafiir~ da~  z w e i  
G r u p p e n  h o l o e d r i s e h  i s o m o r p h  s ind ,  b e s t e h t  in d e r  
G l e i c h h e i t  i h r e r  P o i n e a r S s c h e n  Z a h l e n .  
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Es sei noeh auf eine weitere Zahl hingewiesen~ die far iso- 
morphe Gruppen denselben Wert hat, mit anderen Worten eine 
Zahl~ die yon der speziellen Wahl des definierenden Relationen- 
systems einer und derselben Gruppe unabhangig ist. Es ist das 
ein Resultat~ das ohne weiteres aus den Betrachtungen P o in c a r 6 s 
fiber die Fundamentalgruppen dreidimensionaler Man nigfaltigkeiten ~ x) 
abgelesen werden kann. Bedeutet namlich n die Anzahl der er- 
zeugenden Operationen einer Gruppe und r den Rang der oben 
definierten Matrix der Zahlen k~j (anders ausgedr~ickt erhalt man 
also r~ wenn man fiir die Zusammensetzung der Operationen der 
Gruppe das kommutative Gesetz als giltig ansieht und unter dieser 
Annahme die Anzahl der unabhangigen unter den definierenden 
Relationen bestimmt), so hat die ZahI ~ = n -  r ftir Relationen- 
systeme, welche dieselbe Gruppe definieren~ denselben Wert~ wie 
man wieder aus der Betraehtung der Erweiterungen erster und 
zweiter Art unschwer erkennt. Ist die betraehtete Gruppe die 
Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit V~ so ist die Zahl ~, 
nm i vermehrt, niehts anderes als die Bettische Zahl P1 yon 17. 

Damit zwei Gruppen isomorph seien~ ist also auch notwendig~ 
dal3 auger den Zahlen w~ = 2 , . . . ~  die Zahl ~ far beide Gruppen 
den gleichen Wert hat. 12) Dal3 diese Bedingungen nicht hinreichen~ 
ist leicht aus Beispielen zu sehen. Man nehme etwa die dureh 
die Operation s und die definierende Relation s ~ 1 erzeugte 
zyklische Gruppe zweiter Ordnung und die Gruppe mit den er- 
zeugenden Operationen t~ u und den definierenden Relationen 

t2=l~ u~tu-lt-~_~_l~ U3~____I~ 13) 

die offenbar nichts anderes ist~ als die Permutationsgruppe yon 
drei Elementen, wenn man 

t = ( 1 , 2 ) ,  u - - ( 1 , 2 , 3 )  

setzt. Beide G ruppen haben eine Poinear6sche Zahl ~ = 2  und 
die gleiehe Zahl ~ = 0. Ein anderes Beispiel liefert die dureh die 
Relationen 

11) Man beachte eine Bemerkunff  in An. sit. w 13, p. 65. 
13) Man iiberzeugt sich lelcht, daft es stets Gruppen gibt~ fiir welche die 

Zahlen = 1 , ~ 2 . . . r :  e und ~ beliebig vorgegebene Wer te  haben.  Z. B. liefert die 
Gruppe mit  den erzeugenden Operatlonen sl, s•, . . ,  se, tl, t 2 , . . ,  ti- und den de- 
finierenden Relat ionen s~ ~ = 1, s 2 =2 __ - -  1 , .  . . s~e ~ 1 offenbar die gewiinsehten 

Werte.  Fiir alle endliehen Gruppen ist  ~ = 0, also m > n .  
13) Die (unendliehe) Gruppe, die blol~ die definierenden Relationen t ~  1, 

u 2t u - -1  t-- 1 ~ 1 hat ,  wiirde far  das betrachtete Beispiel ersiehtlieh dasselbe 
leisten. 
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zwisehen den erzeugenden Operationen s~ t definierte Gruppe F, 
welehe ~ = 0 und keine Poinear6sehen Zahlen hat. 1~) Das gleiehe 
gilt yon der offenbar mit F nieht isomorphen 15) identisehen Pxruppe~ 

w 12. 
Einfiihrung der Fundamentalgruppe. 

Die bisher bespr0ehenen topologischen Invarianten mehr- 
dimensionaler MannigfMtigkeiten waren ganze Zahlen oder, wie 
die Torsionszahlen~ Systeme ganzer Zahlen. Es soil nun eine 
topologisehe invariante yon anderer Art betraehtet werden, n~tmlieh 
die yon P o i n e a r 6 eingefiihrte Fnndamentalgruppe.1) Wenn diese 
Gruppe als eine den zusammenhitngenden Mannigfaltigkeiten zu- 
kommende topologisehe Invariante bezeiehnet wird, so ist darunter 
zu verstehen, dal~ sieh jecler zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeit 
eine Gruppe zuordnen l~tl~t, deren. Bau~ d. h. die Zusammen- 
setzungsregeln ihrer Operationen~ eme der Mannigfaltigkeit und 
allen ihr homSomorphen Mannigfaltigkeiten eigentiimliehe Eigen- 
sehaft darstellt. Doeh werden wir an% entspreehend dem bei den 
anderen topologisehen Invarianten bisher eingehaltenen Vorgang'~ 
darauf besehr~nken~ eine an das S c h e m a  einer Mannigfaltigkeit 
ansehlief~ende Definition ihrer Fundamentalgruppe und den Naeh- 
weis der Invarianz derselben beim Ubergang zu homOomorphen 
Sehematen zu geben. So werden wit aueh den Zusammenhang der 
Pundamentalgruppe mit den auf der Mannigfaltigkeit ausgebreitet 
gedaehten mehrdeutigen, jedoeh unverzweigten Funktionen ~) nut 
anmerkungsweise streifen. 

Es mOge in diesem Paragraphen das Verfahren P o i n ca r 6 s 
zur Bestimmung der Fundamentalgruppe aus einem Schema der 
Mannigfaltigkeit wiedergegeben werden, s) Nehmen wit etwa den 
Fall eines zweidimensionalen Schema. Sei dann M (0 der Mittelpunkt 
des dureh einen Kreis repriisentierten Flaehenstiiekes a ~ des Schema. i 
Es werde dann in jedem Paar zugeordneter Polygonseiten auf einer 
der Seiten ein Punkt N', auf der anderen der entspreehende Punkt N "  
markiert. N' und N" stellen also einen einzigen auf der dutch die 
beiden Polygonseiten repr~tsentierten Kante liegemen Punkt N der 

14) Es ist das die Fandamenta lg ruppe  jener  yon P o i n c a r 6  angegebenen  
geschlossenen dreidimensionalea Mannigfalt igkeit ,  welche genau  ebenso wie die 
sph~rische dreidimension~le Mannigfaltia, keit  P~ ~-: Pe ~ 1 und  keine Torsions-  
zahlen  hat,  ohne mi t  dieser Mannigfal t igkei t  homSomorph za  sein. (Comt~I. 5, 
pag.  109.) 

la) Von P o i n c a r d  a. a, O. p. 110 dadurch  bewiesen, dag die H inzunahme  
der Relation s - 1  t s - 1  t = 1 au f  die Ikosaedergruppe:  s - :  l t s - - 1  t ~ 1~ s 5 ~ 1 ,  

ta = 1 fiihrt. 
1) An. Sit. w 12, 13. 
2) a. a. O. pag.  60, 61. 
3) Mit geringfi igigen Ab~nderangen.  Wir  lassen z . B .  die Beschr~nkung  

a u f  Schemata,  die aus  einer einzlgen n-dimensionalen Zelle bestehen (unter  n die 
Dimensionszahl  des Schema verstanden), fallen. 

3Ioaa~h. f. Ma~hematik u. Physik, XIX. J~hrg. 5 
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Mannigfaltigkeit dar. In jedem Polygon des Schema ziehen wir 
nun yon M(#alle Radienvektoren naeh den Punkten N' bezw. N", 
die auf Seiten dieses Polygons liegen. Je zwei Radienvektoren 
nach entsprechendcn Punkten N' und N"~ M (i) N' und M (j) N "  (es 
kann natfirlich auch j ~ i sein)~ denken wir uns nun zu einer 
yon M (i) nach M (j) ifihrenden Linie M (0 ~ ' - ~  N" M (j) zusammen- 
geraint. Die Richtung jeder einzelnen Linie kann dabei beliebig 
gew~hlt werden, ist aber, einmal gewahlt~ weiterhin stets zu be- 
achten. Die so konstruierten mit einer Richtung versehenen Linien 
sollen mit $1~ S~, S 3 . . .  bezeichnet und die die Punkte M (i) ver- 
bindenden ,~fundamentalen Wegstficke" genannt werden. 

Man ziehe ferner alle jene gesehlossenen Zyklen einander 
zugeordneter Polygonecken in Betracht~ welche nieht etwa ver- 
mSge besonderer Verffigung yon der Mannigfaltigkeit auszu- 
nehmende Punkte darstellen. Sei A eine durch einen solchen 
Zyklus repr~sentierte Eeke  des Schema. Der Punkt A sei ~-facher 
Kantenendpunkt. ~) Zieht man mn A eine kleine geschlossene 
Linie L~  so zeri~llt dlese durch die Sehnittpunkte mit den 

Kanten in ~ Segmente. Auf jedem dieser Segmente nehme man 
einen Punkt an~ der die Bezeichnung M(~ ~) erhalten soll~ wenn das 
Segment im Flachenstfick a~ gelegen ist. (Es ist also nicht aus- 
geschlossen~ da~ dasselbe Zeichen M~ ) mehreren Punkten zuerteilt 
wird.) Man betrachte ferner eine der ~ in A endenden Kanten 
]c1, ]~2,. �9 �9 ]c, des Schema, etwa lcl, und ihren Schnittpunkt NA, ~ mit L a. ~) 
Dem Punkt N~, ~ gehSren dann zwei einander entsprechende Punkte 
auf den beiden die Kante ]~1 bildenden einander zugeordneten 
Polygonseiten zu~ und diese beiden Punkte mSgen mit N~,~ und 
N~',~ bezeiehnet werden. Von den beiden genannten Polygonseiten 
tr~gt nun, wie oben besprochen~ die eine einen mit N'~ die andere 
einen mit N 'r bezeichneten Punkt und die Bezeichnung der Punkte 

r 

NA: ~ _N"~, ~ mSge so gewahlt sein, dal~ die Punkte .NA, ~ und N' auf 
der einen~ die Punkte N],I  und N" auf der andern der bciden 
Seiten liegen. Man fasse nun je zwei Segmenthiilften Md (i) ~'4,~ und 
M~ ) N~ ~, ~, die zu demselben Punkte N~, z~ ffihren, zu einer einzigen 

Linie M(~ i) N'~,~ -Jr- N'~'~ M(j ) zusammen nnd lege ihr, in der ent- 
sprechenden Richtung genommen~ die gleiehe Bezeichnung S~ bei, 

4) Wenn hieffir bisweilen kurzweg ges~g~; werden wird: in .,4 stofien 
Kanten zus~mmen, so ist ~u beachten, dal~ es Kanten geben kann, die yon A 

nach A fiihren. Eine solche Kante trltgt zur Zahl ~ zwei Einheiten bei, so dal~ 
t~ genau genommen die Zahl der Kantenendpunkt% nicht der Kanten ist~ die in 
.,4 ~usammonsto{~en. 

~) Die durch dio Punkte  N'A~ i in eine Anzahl Strecken zerlegte LiMe L A 
stellt nichts anderes d~r, als die eindimenslonale ,Umgebu~gsmannigfMtigkeit"  
(sieho w 3, Anm. 6 und w 4) dot Ecke A. 
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wie der ihr .entsprechenden Linie M (0 N' ~- N" _M (~). Bei einem 
in einem bestimmten Sinne durehgeftihrteh Durehlaufen yon L A 
werden dana der Reihe naeh versehiedene Linien S~, etwa S~ 
S ~ , . .  S~.s durchlaufen~ und es werde % ~ - ~ - 1  o d e r -  1 gesetzt~ 

je nachdem Sx, hiebei in positiver oder in negativer Richtung 
durehlaufen wird. Es werde dana die Relation angesehrieben :s) 

S ~ =  1. 

Fiir diese Relation ist offenbar die zyklisehe Anordnung der 
S~., wesentlich~ die WaLl des S~ ~ mit dem begonnen wird, un- 
wesentlich. Jeder der in Betraeht gezogenen gesehlossenen Zyklen 
zugeordneter Polygoneeken liefert eine solche Relation zwischen den 
fundamentalen Wegstticken. 

Betraehten wir als Beispiel die ein Bild der projektiven 
Ebene darstellende zweidimensionale Mannigfaltigkeit T, (es ist 
das die dureh ff-~- 17r 1 ~ r  o ~ 0 gem~tl3 w 8 charakterisierte 
Fl~tche)~ die dnrch ein Schema definiert ist~ das aus einem einzigen 
Polygon mit zwei Seiten~ die einander nach der zweiten Art zu- 
geordnet sind~ besteht. Man erhi~lt ein einziges Wegstfick 

, S 1 ~ M (I) N' --~ N" M (~) und die um die einzige Ecke des Schema 
gezogene Linie L~ besteht aus zwei Segmenten~ auf c~eren jedem 
ein mit M O) bezeichneter Punkt liegt~ und liefert die Relation $2~ ~ 1. 
&uf Grund der nun folgenden Ausftihrungen ergibt sick hierausp 
als Fundamentalgruppe yon T, 2 die zyklische Gruppe 2. Ordnung. 

Im allgemeinen Falle eines n-dimensionalen Schema erfolgt 
die Bestimmung der fundamentalen Wegstiieke und der zwisehen 

6) Die Fundamentalgruppe erwachst aus der u auf  der Mannig- 
faltigkeit ausgebreiteter mehrdeutiger, jedoeh u n v e r z w e i g t e r Funktionen. Ist 
y]i) y(2i) . . ,  die Gesamtheit der Werte einer solehen Funktion y im Funkt  M[i)~ 

y(lJ)~ y~)~ . . .  die entspreehende Gesamtheit im Funkte  M (j), so kann des elnem 
Wegstiiek yon M (i) nach M (j) entspreehende S;~ aufgefafit werden als die Sub- 
stitution 

y~), ~(J) 

wenn auf dem betrachteten Wegstiick die Funktionswerte y~0, ~2~'(i)~ . . .  der Reihe 
nach in die Funktionswerte ~ (j) ~(/) iibergehen. Die geschlossene Linio L A 
am .A kSnnen wir uns nun so deformiert und immer welter ausgedehnt denken~ 
his sic schliel~lich start aus den Segmenten M (1) .SYA, h Jr-N'AP, h M (j) aus den ent- 
sprechenden Wegstiicken M (i) Nr ~ - N 'i 21~ ~i) zusammengesetzt erscheint. Die so 
deformierte Linie L A stellt einen gesehlossenen Weg um A dar, der aus den 
fundamentalen Wegsti icken zusammengesetzt ist, und die Relation (34)besag t  
dann nichts anderes, als daI~ auf diesem Wege jeder Funktionswert  unverandert  
wiederkehrt, wie dies ja fiir eine unverzweigte Funktion y der Fall  sein mu~. 

5 r 
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ihnen bestehenden Relationen ganz analog. Im Innern jeder 
n-dimensionalen Zelle wird ein Punkt M (i) angenommen~ ferner 
in jeder zur Berandung einer n-dimensionalen Zelle gehSrenden 
( n -  1)-dimensionalen Zelle, falls derselben eine andere ( n - - 1 ) -  
dimensionale Randzelle einer n-dimensionalen Zelle zugeordnet ist, 
ein Punkt N' markiert, und in der zugeordneten Randzclle der 
entsprechende Punkt N". Die Linien M (i~ N' @ N" M (~) stellen dann 
die fundamentalen Wegstticke S~ vor. Die (n - -  2) - dimensionalen 
Randzellen der n-dimensionalen Ze]len des Schema ordnen sieh 
in Zyklen. Es werden dann alle jene geschlossenen Zyklen (n - -  2)- 
dimensionaler Randzellen betrachtet, die nicht etwa durch besondere 
Festsetzung -con der MannigfMtigkeit auszunehmende (n - -2 ) -  
dimensionale Raumstficke vorstellen. Sei A eine (n--2)-dimensionale 
Zelle des Sehema~ die dutch eincn der betrachteten Zyklen vorgestellt 
wird. Eine A umkreisende gesehlossene Linie L4 schneider dann 
jede der an A anstol3enden (n--1)-dimensionalen Zellen des 
Schema in einem Punkt und durch diese Schnittpunkte zerfallt L A 
in eine Anzahl yon Segmenten. In vollstandig analoger Weise wie 
beim zweidimensionalen Schema ergeben sich nun aus der Be- 
trachtung der Linien L A die Relationen (34) zwisehen den S~. 

Um yon dem System der fundamentalcn Wegsttieke S z und 
den Relationen (34)zwisehen denselben zur Fundamentalgruppe 
zu gelangen, werde einer der Punktc M <~, M(2)~ . etwa M (g) �9 . ~ a u s -  

gezeiehnet. Er mSge als Grundpunkt bezeichnet werden. ]st dann 
M (0 yon M (g) verschieden, so kann man, da das Schema zusammen- 
h~ngend vorausgesetzt wurde, (abrigens im allgemeinen auf mannig- 
fache Weise) eine Folge yon fundamentalen Wegstiieken 

S ~ ~ M (~) M(t~)~ S a~ = M (~') M ('~), . . . S ~  = M (~-') M (') 
(8,, = ~: 1) 

so wahlen, dal~ sie zusammen einen Weg yon M (~) naeh M (~) dar- 
stellen. An einer bestimmten derart gew~ihlten Folg% die als ein 
,Hilfsweg:: bezeichnet werden mag, soll far das Weitere fest- 
gehalten und far dieselbr die Bezeichnung 

S ~ S ~ S '~'~ ~- U 

eingefiihrt werden. Unter U~,,q werde die identische Operation ver- 
standen. Ist nun S z irgend ein vom Punkt M(~0 zum Punkt M(~) 
ffihrendes fundamentales Wegstiick~ so werde 

U - 1  S), Ug, k (35) S ~ =  ~,,, 
gcsetzt~ so dal3 s z einen geschlossenen Weg yon M ~g) nach M @ vor- 
stellt. Die Wege s~. sollen die geschlossenen FundamentalwegC) 
heil3en. 

T) Von P o i n c a r d  (An. Sit. w 13, p. 64) ,contours fermds fondamentaux" 
genannt. 
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Es werde nun die Gesamtheit }R aller jener Relationen 
zwisehen den sz betrachtet~ die man aus den Relationen (34) and 
(35)~ in welche letzteren die U s  durch die S~. ausgedrtiekt zu 
denken sind, dureh Elimination der S~ erhalten kann. Aus der 
Gesamtheit ~R htgt sieh~ wie sich im iblgenden yon selbst heraus- 
stellen wird, eine endliehe Anzahl yon Relationen so auswiihlen, 
dal~ alle iibrigen Relationen yon ~ Folgerelationen dieser end- 
lichen Anzahl yon Relationen sind, deren Gesamtheit ~ heigen 
mSge. Die dureh das Relationensystem ~ zwisehen den erzeugen- 
den Opcrationen s z definierte Gruppe soll als F u n  d am e n ta l -  
g r u p p e  der Mannigfaltigkeit bezeiehnet werden, s) Von tier Aus- 
wahl des Systems ~ aus dem Relationensystem }R ist diese Gruppe 
ersichtlich unabh~tngig. 

w 13. 
Beweis ,  dais die Fundamentalgruppe eine topo log i sche  

Invariante ist. 

Es werde im fblgenden ein Nachweis dafth" gegeben~ dal~ die 
Fundamentalgruppe tatsachlieh eine topologische Invariante ist~ 1) 
wobei wir uns jedoch so, wie bei den bisher besproehenen ln- 
varianten~ aueh bier darauf besehr'xnken~ die Fundamentalgrnppe 
als topologische Invariante der Schemata nachzuweisen. Was wir 
zu zeigen haben~ ist~ dal~ die Fundamentalgruppe einerseits fttr ein 
bestimmtes Schema yon der Wahl des Grundpunktes nnd der 
vom Grundpunkt ausgehenden ,Hilfswege" Ug,~ unabhangig ist~ 
anderseits aber fiir zwei hom0omorphe Schemata iibereinstimmt. 
t:Iiezu denken wir nns zun~ichs% wenn ein Schema vorgelegt ist~ 
zu jeder m0glichen Art, den Grundpunkt und die ttilfswege U, 
zu wShlen~ dis zngehSrige Gruppe auf Grnnd des oben angegebenen 
Verfahrens der Herleitung der Fundamentalgruppe bestimmt. Die 
verschiedenen (d. h. einander nieht isomorphen) unter den so 
erhghlichen Gruppen sollen dis die zu dem betreffenden Schema 
gehSrigen Gruppen bezeichnet werden. Wir werden nun beweisen, 
dal~ wenn 2 und 2' zwei Schemata sind, deren eines, Z', dureh 

s) w~thlt man die Hilfswege Ug, i derart, da~ sieh aus der Gesamthelt 
Mler sic zusammensetzenden SW~ keine geschlossenen Wege bilden lassen~ so 

kann man als definlerendes Relationensystem ~ der Fundamentalgruppe einfach 
die Relationen 

gt ~2 ~- 
�9 8/~=I 6'2L 81z " " ",a 

nehmen, die sich ergeben, wenn man die aus (35)folgenden Ausdrgtcke fiir die S z 
in die Relationen (34) einfiihrt. 

') In. der Darstellunff P o i n e a r d s  geht dies aus der Bedeutung der Funda- 
mentalgruppe fiir die in tier NIannigfaltigkeit ausgebreiteten uaverzweigten 
Funkfionen hervor. 
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eine elemcntare Untcrteilung aus dem anderen, X, abgeleitet ist, 
zu jeder Art~ in dem einen der beiden Schemata Grundpunkt und 
Hilfswege festzulegen, sieh eine entspreehende Wahl far das andere 
Schema so treffen l~tl~t~ dal~ die hiedureh definierten zu X und Y~' 
gehSrigen Gruppen isomorph sind. Daraus folgt~ dal~ ftir irgend 
zwei homSomorphe Schemata die Gesamtheit der zugehSrigen 
Gruppen zusammenfgllt. Es ist nun leicht zu sehen, dal~ jedes 
zttsammenh~ngende n-dimensionale Schema einem n-dimensionalen 
F u n d a m e n t a l p o l y e d e r ~  d. h. einem Schema mit nur einer 
einzigen rt-dimensionalen Zell% hom6omorph ist. Ein zusammen- 
h~tngendes Schema mit mehr als einer n-dimensionalen Zelle mul~ 
n~mlich definitionsgemal~ zu jeder s-dimensionalen Zelle a ~ min- 
destens eine weitcre mit ihr direkt zusammenhangende Zelle ~ a u f -  
weisen~ d. h. eine Zelle a?~ so dal] unter den sic berandenden 
(n--1)-dimcnsionalen Zellen sich mindestens eine findet~ die einer 
(n--1)-dimensionaien Randzelle yon a ~ zugeordnet ist. Diese beiden i 

n einander zugeordneten Randzellen yon a~ ~ und aj stellen eine (n - -  1)- 
n - - 1  dimensionale Zelle al~ des Schema dar. Man kann dann dureh 

n. - -1  einen zu einer elementaren Unterteilung inversen Prozel~ l~ngs a~ 
a? zu einer einzigen Zelle verschmelzen und erhglt die Zellen a~, J 

so ein neues Schema, aus dem das ursprttngliche dureh eine ele- 
mentare Unterteilung gewonnen werden kann. Setzt man dieses 
Verfahren fort, so gelangt man schliel31ieh zu einem dem ursprfing- 
lichen Schema homSomorphen Fundamentalpolyeder. Da nun bei 
einem Pundamentalpolyeder weder eine willkttrliche Wah] des 
Grundpunktes mSglich ist, noch Hilfswege auftreten, so gehSrt dem- 
se[ben nut eine einzige Gruppe zu, namlich die dutch die Rela- 
tionen (34) zwischen den erzeugenden Operationen s z ~ S z definierte 
Gruppe. Dann kann aber auch far jedes dam Fundamentalpolyeder 
homsomorphe Schema die Gesamtheit der zugehSrigen Gruppen nur 
aus dieser einen Gruppe bestehen und die Unabhangigkeit der Funda- 
mentalgruppe sowohl yon der speziellen Wahl ihrer Herstellungs- 
art aus einem Schema~ als yon der Auswahl eines Schema aus 
einer Klasse einander homSomorpher Schemata ist damit erwiesen. 
Daneben ergibt sich hieraus auch, dal~ s jede Bestimmungsart 
der Gruppe, die oben genannte Gesamtheit ~ yon Relationen so 
beschaffen ist, dal3 sie aus den Folgerelationen eines endlichen 
Systems ~ yon Relationen besteht. 

Gehcn wir nun an den Beweis daftir~ dal~ sich far zwei Schemata 
und ~'~ wo ~' durch eine elementare Unterteilung aus ~ hervor- 

geht~ zu jeder dem einen Schema zugeh~rigen Gruppe eine iso- 
morphe Grupp% die dem anderen Schema zugehSrt~ linden lal~t. 

Dabei mSgen die fundamentalen Wegstficke von 5: mit S;., 
die yon Z' mit $2 bezeichnet werden. Aus einem Schema ergeben 
sieh die Relationen (34) zwischen den fundamentalen Wegstficken. 
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Diese zwisehen den fundamentalen WegstCicken S~. yon Y~ bestehen- 
den Relationen sollen die Relationen R~ die entsprechenden Rela- 
tionen fiir das Schema Y~' die Relationen R' genannt werden. 
Hilfswege fiir das eine Schema sollen mit U~ solehe des anderen 
mit U' bezeiehnet werden und entspreehend mSgen mit s~. bezw. s~ 
die fundamentalen gesehlossenen Wege der beiaren Schemata be- 
zeiehnet werden. Die Relationen (35)~ dutch die diese Wege ein- 
gefiihrt werden~ sollen fiir das eine Schema r, ftir das andere r' 
heifen. 

Dutch die elementare Unterteilung~ die Y in E' tiberffihrt~ 
werde die /-dimensionale Zelle a 1 yon ~ vermittels einer aenen 

r 

(l--1)-dimensionMen ZeUe a ~-1 in zwei Zellen a t a s zerlegt. Die 
F/~lle l ~ l ~  2 / . . .  n 1 lassen sieh dann sofort erledigen. In 
allen 1.~Mlen l ~ n - - 2  andert sieh ni~mlieh bei der Unterteilung 
die Gesamtheit der ( n -  1)-dimensionalen Zellen des Schema night 
and die diesen Zellen zugeordneten Wegstiicke S z and S~ in den 
beiden Sehematen entsprechen einander vollst~tndig. Da die Rela- 
tionen (34) zwischen den fandamentalen Wcgsttieken auf die ein- 
zelnen (n--2)-dimensionalen Zellen des Schema.~ sofern dieselben 
ira Innern der M~nnigfaltigkeit gelegen sind~ sich beziehen~ diese 
abel" in allen Fallen l ~ n 2 dureh die Unterteilung nicht modi- 
fiziert werden~ so erhi~lt man in diesen Fallen die Relationen R' 
aus den Relationen R~ indem man in diesen jedes S~. dutch das 
entsprechende S~ ersetzt. Im Falle l ~  n - - 2  gehen die Rela- 
tionen R' ~.us 4ca Relationen R einfach d~durch hervor, daI~ jeder 
Relation R, die sich auf eine andere (n ~ 2)-dimensionale Zelle als 
a~ -2  bezieht~ eine Relation R' entsprieht, die aus der Relation R 
dureh Ersetzen eines jeden S~ dureh das entsprechende S~ entsteht~ 
daft aber an Stelle jener Relation R zwisehen den S~, die sieh 
auf a *'- ~ bezieht (eine solehe Relation ist nattirlich nur vorhanden~ 

r n _ _  2 
wenn a keine zur ]3erandnng der Mannigfaltigkeit gehSrende 
Zelle ist)zwei ganz gleichlautende Relationen R' zwisehen den 
entsprechenden Ss stehen. Die Wahl des Grnndpunktes und der 
Hilfswege kann in den betraehteten FMlen l ~ n - -  2 in den beiden 
Schematen ganz gleiehartig ausgeftihrt werden ~ so daf filr eine 
derart getroffene Wahl die Relationen r ~nd r '  auseinander einfach 
dutch Vertauschen der S~ s;. mit den S~, s~ hervorgehen. In den 
Fallen l ~ n - - 2  ist damit die Behauptung erwiesen und kaum 
schwieriger ist der nun ztl bespreehende Fall l ~ - n -  1. 

o �9 , , n - -  ~ ~-- 1 n-- 1 entspre- ,~eten S ,  S:,  S~ die den Zellen a , a ~ ar~ 
chenden fundametltalen Wegstticke. Jedem Wegstiick S z 0.~=?) 
entspricht dann ein Wegsttick S~ und jedem S~ ()~ ~= 01, P2) ein 
Wegsttick S~ nnd das System der Relationen R' unterscheidet sich 
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yon dem der Relationen R aul?er dureh das Itinzutreten einer 
Relation 

S~' S ' -1 - -  1~ 
t v ~  - -  

die der neuen Zelle a~ -2 ihre Entstehung verdankt~ nur dadureh, 
dais ttberM1 dort~ wo in ether Re]ation R das Wegstttck S steht~ 
in ether entspreehenden Relation R' eines der Wegst~icke S '  S'  

~oj ~ ~o. a 

steht~ withrend alle abrigen S~ dureh die ihnen entspreehenden ~" . s 

ersetzt sind. Set nun etwa ftir das Schema 2' tin System yon 
Hilfsweg'en U' vorgelegt, aus dem die Relationen ~" sich ergeben, 
so sollen die entspreehenden Hilfswege U so gezogen werden, dal~ 
man jedes in dem Ausdrucke fnr U' auftretende S'  oder S '  

~~ 0 z  

dureh S,, jedes andere Ss dureh das entsprechende S~. ersetzt. Nan 
erkennt dann~ dal3 jeder Relation r' eine Relation r entsprieht~ die 
aus der ersteren dureh Ersetzen yon S~I ~ s' (~ ,#h,  Ps) dureh S~. 
s,, yon S'  oder S'~ s' oder s' durch S O bezw. s entsteht. Den 
beiden Relationen r' ffir s' und s' entspricht daebei die gleiehe 

& 0 a  

Relation r fth' s e. Da offenbar die Relation 

s s  ~ - 1  

besteht~ ist die Isomorphie der so definierten Grnppen sofort 
einzusehen. Wgre umgekehrt tin System yon Hilfswegen U von Z 
vorgelegt~ so hgttte man die entsprechenden Llilfswege U' von ~: 
einfheh dadureh zu bilden~ dal~ man jedes in ihnen auftretende S 

e 

naeh Belieben dm'eh das eine oder andere Wegsttick ,5'0, oder S,. 
ersetzt. 

Es bleibt nun noch der Fall 1~---~ zu erledigen. Bet dem 
Schema E' tritt dann ein Punkt M ~) mehr an( als bet dem 
Schema Z, da an Stelle des einen Punktes M (~) die beiden 
Punkte M{"~ M (r~) vorhanden sin& Das Schema E' enthglt tin 
die Punkte M ('0, M (''-) verbindendes fundamentales Wegstaek SO% 
das die (n--1)-dimensionale Zelle a ..... ~ darehsetzt und s das etwa 
die Riehtung yon M ('') nach M(~)~die positive set. Abgesehen yon 
s lul~t sich jedem fundamentalen Wegstttek S~ ein Wegstttck & 
in leieht ersiehtlieher Weise zuordnen. Diese einander entsprechen- 
den Wegsttieke S~ und Ss mSgen in versehiedene Kategorien ein- 
geteilt werden. Eine erste Kategorie yon Wegsttieken S'  umfal~t 
diejenigen~ die yon M ('~) ausgehen und in M ('') endigen. Diese 
Wegstfieke sollen dureh den oberen Index %~ also mit S~ (~')'. 
bezeiehnet werden. Die ihnen entspreehenden Wegsttieke S~. werden 
mit S (~~ bezeiehne~. Diese Wegstaeke S~ "~ kSnnen folgendermal~en 
eharakterisiert werden. Die die Berandung yon ai: bildende (n--  1)- 
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dimensionale sphitrische Mannigfaltigkeit wird dureh die ( n -  2)- 
dimensionale RandmannigfaItigkeit yon a: ~-z in zwei Elementar- 
mannigfaltigkeiten E~ ~-~), _~E (~-~) zerlegt. Betraehtet man nun jene 
Zellen a '~-~ des Schema, die aus der Zuordnung zweier in E (~-~) 

i 1 

gelegener ( n - -  1)-dimensionaler Randzellen von a~ entstanden sind~ 
so sind die ihnen entsprechenden fundamentalen Wegstficke nichts 
anderes als die S (~') Diejenigen Wegstttcke, die M r mit einem ;~ �9 

yon l~ (') und M (':) verschiedenen Punkt  M ~) verbinden und fiir die 
die Richtung yon M (~) naeh M (r~) als positive gewiihlt sei, mSgen 
mit S (~)' bezeichnet werden. Analog seien Sz (~:)' die M (r') mit M(~)~ 

2, r 
and ,if(A) die M (':) mit einem Punkt  M (1) (i~=r~ rs) verbindenden 
Wegsttick% die letzteren in der Richtnng yon M (r') nach M (~) posi- 
tiv genommen. Ferner seien S~ s)' die au~er S~ etwa vorhsmdenen 
M (~) mit M <~') verbindenden und yon M (w nach M ~'~) positiv ge- 
nommenen Wegsttick% .q(~)' die Wegstttck% die zwei yon M (~') 
und M (') versehiedeue Punkte verbinden. Die den eben erkliirten 
Wegstttcken yon Y~' entsprechenden Wegstiicke yon Z sollen 
mit ~;.o(z~) , S (~');, , S (A')z , ~;.,q(~'), S~ ~) bezeichnet werden. 

Es msge noch gesetzt werden : 

S(~)' - -  T I"~) S '  S (~')' S ' -~  

ZS') '-= r (z,> s '  z'>'- 

Sz( ~)' ~ T (~) , (~)' (~) 

Wir kSnnen dann sagen, dai5 man die Relationen R' aus 
den Relationen R einfaeh dadurch erhi~lt, dal] man jedes in einer 
Relation R stehende Wegsttiek v zS @~ unter s einen der Indices al~ 
%, ~1~ ~.~, % 8 verstanden~ durch den Ausdruck T (~) ersetzt. Ist 
umgekehrt das System der Relationen R' zwischen den Weg- 
stricken _~..q(~d', S(--~)'~. , S(/~,) ' ~ ,  , -~'q(A)', ~ ) ' ,  ~z'qW)'~ S'~ vorgelegt, so mu[~ 
sich jede Relation R', wie man leieht sieht, als eine Relation 
zwischen den Ausdrticken Tz (~) sehreiben lassen, d. h. wenn man 
jedes S~ ~' dutch das entspreehende Tz ('~ und S: ausdr~ekt, so mu~ 
S: aus der Relation hinausfailen. Die Relationen R ergeben sich 
dann aus den Relationen R'~ indem man in diesen fiir die T) ") 
die S~ ~) substituiert. 

Es handelt sich noeh darum~ einer vorgelegten Wahl  yon 
Grundpunkt und Hilfswegen ftir eines der Schemata ~ Y~' eine 
geeignete Wahl dieser Bestimmungsstticke ftir das andere Schema 

( ~  
zuzuweisen. Seien etwa der Grund]~unkt M g ) und die Hllfswege U~,, 
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ftir ~' vorgelegt~ so mSgen der Grundpunkt M (g) und die Wege U, r 
ftir Z folgendermaften bestimmt werden. Falls g' yon r 1 und r~ 
verschieden ist, also die Zelle yon ~'~ in deren Innerem M (g') liegt: 
aus einer ganz gleichbeschaffenen durch die Unterteilung nicht 
modifizierten Zelle yon Z hervorgegangen ist, so mSge in dieser 
Zelle yon 5 der Grundpunkt M (g) angenommen~ also g ~ g' gesetzt 
werden. Ist anderseits M (g') einer der Punkte M (rl), M(r~-)~ und wir 
kSnnen dann die Bezeichnungsweise so gewlihlt denken~ daft 
M(g')--~M (r') sei~ ~) so werde M(g)~ -M (r) gesetzt. Ist nun M(i) von 
M ('l) und M (rD verschieden, so werde aus dem Hilfswege U' 

g r  i 

der sick, wie leicht zu sehen, als ein bloft die T~! ~) enthaltender 
Ausdruck anschreiben laftt, der Hilfsweg Ug,~ gebildet~ indem 
jedes T (~) durch das entsprechende S~ ~) ersetzt wird, Durch das 
gleiche Vcrfahren werde Ug aus U' abgeleitet. Hingegen ent- 
sprieht dem Hilfsweg U' der aueh mit V' bezeichnet werden 
soll~ kein Hilfsweg des Schema Z. 

Sind umgekehrt Grundpunkt M (g) und Hilfswege Ug ~ von 
vorgelegt~ so mSg% wenn 5' =4: r ist~ der (~') 'Z' Grundpunkt M yon gleich 
M(g)~ und wenn M(~)~-M (~) ist~ M(g')= M (~') gesetzt werden. Die 

! �9 t " ' o "  " Hilfswege / f ,  i (~# r l ,  r2) and U ~ m%,en gebfldet werden~ indem 
g , 9 ' ,  

man in Ua, i bezw. /fg,~ jedes S~ (~) durch ~'~) ersetzt. Der Hilfsweg 
Us' werde gleieh einem beliebigen Weg V' yon M (g') naeh M (r~) 
angenommen. 3) 

Unsere Festsetzungen sind so beschaffen~ daft die Ermittlung 
yon Grundpunkt und LIilfswegen fiir das abgeleitete Schema aus 
dem Grundpunkte und den Hilfswegen des ursprtinglichen Schema 
und mngekehrt sich ganz gleichartig gestaltet~ far welches yon den 
beiden Schematen man auch diese Bestimmungsstticke als vorge- 
geben anzusehen hat; Der Vergleich der Relationen r and r '  kann 
also durehgefiihrt werden, ohne daft diese beiden F~tlle hiebei aus- 
einandergehalten 'zu werden brauehen. 

Da ausgenommen ftir S~ ftir alle Wegstticke Sr und S~ von x 
und Z' ein paarweises Entsprechen stattfindet~ so gilt das gleiehe 
auch far die geschlossenen Wege sz und s~.~ den Weg 

(36) s: = U' r, 
~,, ~ 1-z'-I 

,2) Die Art der Einfiihrung der Ausariicke T~@!, bel denen ja M(rl)undM 0'-') 
nicht die glelche Rolle spielen, ist schon im Hinblicke ~uf dlese Festsetzung erfolgt. 

s) Man k~mn s. B. V ~  U~,;~. S: setsen. Um aber ftir die beiden Fglle, 
dal] einmal f~ir ~, das ~nderem~l fiir ~' Grundpunkt und ttilfswege vorgegeben 
sind, die weitere Betrachtung der Relatlonen r und r ~ nlcht gesondert durch- 
ffihren zu m~issen, soll V' nicht welter spezlalisiert werden. 
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ausgenommen. Betraehten wir jane Relationen r und r', durch die 
einander entsprechende Wege s~, s' z eingefiihrt werden. Sei bei- 

�9 �9 (0~)' �9 ~ " 0 " . . ) ( i )  �9 S ( ~  ) spmlswelse S~ em We e yon M nach M (~ :~ rl: r~) und 
der entsprechende Weg yon M (~) naeh M(;), dann sind die s (z~) 
und s~ z:)' bestimmenden Relationen: 

si~ ~) l;~,~ ~. ~,~ 

(ft.2'__ U '  S (fl~ ~' TT ' -  ~ 
82 ~ g ' , %  ,~ ~ g ' ,  i �9 

Wird nun 

gesetzt~ so kann man 
Gestalt sehreiben : 

. s [ ~ )  ' = t(~,)  

s(~) ' = t~  ) 

die 

s'  s~. (~)' s '  ~ :  t ~  ") 

~(r)' (r) 

betrachteten Relationen auch in der 

3. - -  U g ,  r ~ g ,  i 

und man erkennt~ dal~ man dis zweite dieser Relationen aus der 
ersten erhi~It~ indem man s (s durch t (z:) und jedes S (~) durch  T (~) )~ ), ). ). 

ersetzt. Ganz allgemein erhi~lt man die Relationen r'~ indem m~n 
auf die Relationen r die Operation II des Ersetzens der ,q(~) s~ ~) 
durch die T~)~ t~ ) anwendet uncl den so erhaltenen Rel~tionen noeh 
die Relation (36). beiftigt. Sind umgekehrt die Relationen r '  ge- 
geben, so kann man dieselben in solcher Form geschrieben denken, 
daJ~, abgesehen yon (36 ) j ede  andere Relation r' a uf d e r  linken 
Seite ein t~ ~) und reehts einen solchen Ausdruck in den Sz (~) uncl S'  
der sieh als ein Ausdruek in den T~ (~) darstellen l~tl~t, stehen h a l  
Aus einer solehen Relation r' fiir ein t~ ~) erhiflt man dann dis ent- 
sprechende Relation r durch die Operation I] -~ . 

Zusammenfassend kSnnen wir sagen: Die Gesamthdit D' der 
�9 Relationen R' und r' erh~tlt man bUS der Gesamtheit 9 der Rela- 
tionen R und r, indem man auf jede Relation p die Operation [I 
anwendet und den so erhaltenen gelationen die Relat ion (36)bei-  
ftigt. Der zu leistende b~achweis, da[~ die dem Relationensystem ~)' 
des Schema E' zugehSrige Gruppe F mit der dem Relationen- 
system $) yon E zugehSrigen Gruppe F ~ isomorph ist, ist nun um 
sehwer zu erbringen. Die erzeugenden Operationen von F sind die 
Elemente s~ ~), und F ist dadureh charakterisiert~ dal~ zwisehen diesen 
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Elementen alle jene und nut solche Relationen bestehen sollen~ die 
aus den Relationen p (durch Elimination der S~) abgeleitet werden 
ksnnen. Die analoge Bedeutung haben dis Relationen f)' ftir die 

~(~>' sind. Wir Gruppe F'~ deren erzeugende Operationen s' und die ~ 
ksnnen aber offenbar and wollen s: und die t~j ) als erzeugende 
()perationen yon F' ansehen. Es ist nun unschwer einzusehen~ dal~ s: 
durch die t~ ) ausgedrtiekt werden kann. Die in dem Ausdrueke 
ftir s~, auf der rechten Seite yon (36) auftretenden Wegstfieke S' 
stellen n~tmlich einen gesehlossenen yon M (g') ausgehenden und nach 
M (g') zuriiekkehrenden Weg dar~ und dieser Ausdruck mul~ sieh 
daher mit Hiife der ~/~) darstellen lassen~ so dal~ man sehreiben 
kann 

s ' - ~ ; I '  T . . . T  . 

Dabei sind die T selbst Wege zwisehen zwei Punkten M (~) von Z' 
(und zwar so, dal~ keiner dieser I)unkte der t)unkt M (''~) ist), 
derart~ daI~ der Endpunkt .jedes ~,_~ mit dem Anfangspunkte 
yon T~, fibereinstimmt und der Anfangspunkt yon T sowohl a]s 
der Endpunkt yon T der Punkt M (~j') ist. Infolgedessen ergeben 
die Formeln 

t 

unter M (j), _~/q") Anfangs- uncl Endpunkt yon T~ (~) verstanden~ die 
Gleichung 
(37) t . . . t .  

Die Gesamtheit ~ '  der zwisehen den t (~) uncl s: bestehenden 2 
Relationen, unter denen sieh aueh (37) findet~ ist daher gleichwertig 
mit der Gesamtheit ~ '  jener Relationen~ die man erhalt~ wenn man 
in jeder yon (37) versehiedenen Relation s' dureh t t . . .  t er- 
setzt. ~ '  besteht dann aus der Relation (37) und im tibrigen aus 
lauter Relationen, die nur die t~ ~) enthalten~ woraus folgt~ dag man 
s: als erzeuffende Operation yon F' fortlassen kann. F' erscheint 
sonaeh dureh die Elemente tJ() erzeugt~ und durch alle jene Rela- 
tionen zwischen den t~ ~) charakterisiert~ die aus den Relationen ?' 
ableitbar sind. Nunmehr ist aber offenbar, dal~ jeder  zwischen den 
erzeugenden Ooerationen s (~) yon 11 bestehenden Relation eine gleich- 
gebaute Relation zwischen den entsprechenden Operationen t~j ) 
yon F' entspricht nnd umgekehrt. Sei ni~mlich eine Relation zwi- 
sehen den s~ ~) gegeben~ die sich als Fo]gerelation der Relationen 
in die Gestalt 

L 1 Ai, L~ Ai~ L~ . . . A~  L +  1 ~ -  1 
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setzen lassen mul~ unter 

A 1~1~  A s~- - ]~ . . .  

das System der Relationen p und ihrer inversen Relationen und 
unter LI~ L ~ , . . .  Ausdrtieke in den S~, und s~, verstanden~ dig tier 
Bedingung 

L IL~'...L+ I~--I 

identiseh gentigen. Dann werde mit A'~ L~ der Ausdruck bezeichnet~ 
der aus A i bezw. L. durch Anwendung der Operation II entsteht 
nnd die Relationen 

sind dann zusammen mit (37) und der zu (37) inversen Relation 
offenbar niehts anderes als die Relationen p' and ihre inversen 
Relationen. Die Relation 

stellt nun offenbar eine Folgerelation der Relationen 9' dar~ die 
nur die t~[ ) enthiflt un4 aus der gegebenen Relation durch die Ope- 
ration [I gewonnen wird. Ist anderseits eine Folgerelation der Re- 
lationen f)' gegeben~ die nur die t~ ~) enth~lt~ so kann man offenbar 
annehmen~ sit sei ohne Zuziehung yon (37) abgeleitet und lasse 
sieh also in die Gestalt 

L i < L; A I . . .  = 1 

setzen~ unter L~ Ausdrticke in den t~.~ T;, verstanden. Die Opera- 
tion I1-1 fiihrt dann zur entspreehenden Folgerelation der Rela- 
tionen p. Die Isomorphie yon F uncl U' ist damit erwiesen. 

Der lqachweis~ daI~ die FundamentMgruppe eine topologische 
Invariante der Schemata sei, ist somit erbraeht. 

w 14. 

Best immung yon /'1 und den Tors ionszahlen erster Ordnung 
aus der Fundamentalgruppe.  

Betrachtet man' das eingangs auseinandergesetzte Verfahren 
zur Bestimmung der Fundamentalgruppe far den speziellen Fall 
einer geschlossenen l~annigfaltigkeit~ so erkennt man, da[~ dasselbe 
mit der Bildung des reziproken Schema in einer einfachen Bezie- 
hung steht. Jedes fundamentale Wegsttiek S~,, das die im Innern 

a ~ gelegenen Pankte M (0, M (~) miteinander verbindet der Zellen a~ j 
n 1 und dabei tiber einen auf einer Zelle % -  gelegenenPunktNfiihr% 
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kann n/tmlieh als die die Ecken M ~) - - a  ~ M(~)~---a~ des rezipro- 
ken Schema verbindende Kante -lak angesehen werden. Ist dann 

s;: s;: s ; ;=  l 
n - - 2  die aus tier Betrachtung der (n - -  2)-dimensionalen Zelle A ~---a~ 

folgende Relation~ so kann man dies aueh so ausdrttcken: Wenn 
a-t 2 die der Zelle a~ -2 im reziproken Schema entspreehende La- 
melle ist, so beschreibt man bei einem Umlauf um a-z ~ der Reihe 
nach die durch die S~ dargestellten Kanten des reziproken Schema, 
jede mit der durch a~ angegebenen Richtung versehen. Man erh/~It 
also die Fundamentalgruppe einer geschlossenen Mannigfaltigkeit, 
indem man das zum vorgelegten Schema Y. reziproke Schema 
bildet, in diesem aus den geschlossenen Uml•ufen um die Lamellen 
die Relationen (34) zwischen den mit Sz bezeichneten Kanten ab- 
leitet, hierauf yon einer als Grundpunkt genommenen Ecke yon 
zu den fibrigen Ecken aus den Kanten zusammengesetzte Hilfswege 
bildet, welehe in der auseinandergesetzten Weise zu den als er- 
zeugende Operationen der Fundamentalgruppe dienenden geschlos- 
senen Fundamentalwegen sx und den deiinierenden Relationen zwi- 
schen denselben verhelfen. Da aber die Fundamentalgruppen 
homsomorloher Schemata isomorph sind~ so kann man offenbar das 
beschriebene Verfahren statt am reziproken Schema ~ bereits am 
ursprfinglichen Schema Z ausffihren. Es ist das ein Verfahren, 
das besonders~ wenn es sieh um die tatsachliche Bestimmung der 
Fundamentalgruppe aus einem vorgelegten Schema einer Mannig- 
faltigkeit handelt~ mit Vorteil anzuwenden ist. 

Wendet man dieses Vers au~ das Beispiel des Schem~ ~3 
der sph/~rischen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit an~ so hat man 

o laufende Kanten S~, S~ bier zwei yon der Ecke a~ nach der Ecke a~ 
und das Umlaufen jeder der beiden Lamellen liefert die gleiche 

S -1 1. Wird nun als Hilfsweg yore Grundpunkte a~ Relation S 1 ~ -~- 
nach a~ der Weg U1, z ~--- S~ genommen~ so erh~tlt man die geschlos- 
senen Fundamentalwege s~ ~--- S 1 S2 -~ und s 2 ~ 1 und somit die de- 
finierenden Relationen s 1 ~ s~ ~ 1 und als Fundamentalgruploe die 
identische Gruppe. - -  Ffir das erste (als Z bezeichnete) im w 9 
betrachtete Schem~ der projektiven dreidimensionalen Mannigs 
keit T~ erh/~lt man die Relation 212 ~ 1 ~fir die eine Kante S 1 ~--- a 1, 
und da das Schema nur eine Ecke hat~ so ist S 1 ~ s j  die eine 
erzeugende Operation der Fundamentalgruppev die also die zyklische 
Gruppe zweiter Ordnung ist. 

Man ~iberzeugt sich fibrigens~ da~ das hier angewendete Ver- 
s auch f~ir berandete Mannigfaltigkeiten mit nur eigentlichen 
Randmannigfaltigkeiten anwendbar bleibt. Betrachtet man z. B. 
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als Schema eines Kreisringes ein Rechteck ABCD, in dem die 
Seiten AD, B C einander zugeordnet sind : A -~- B ~--- a~ ~ C ~ D ~ a~ 

s 2 = S a S 2 S~ -~, s 3 = 1, so erhalt man die Relation S 1 S a S~ S~ -~ = 1 
and daher ftir die Fundamentalgruloloe die Retationen s 1 s 3 se s 7 1 ~  1~ 
s 3 ~ 1~ dureh die die zyklische Gruppe unendlieh hoher Ordnung 
definiert ist. 

Das eben besprochene Verfahren gestattet nun in der ein- 
fachsten Weise zu erkennen~ dag aus der Fundamentalgruppe einer 
geschlossenen Mannigfaltigkeit~ sowohl die Bettisehe Zahl P~ als 
auch die Torsionszahlen erster Ordnung sieh bestimmen lassen. 

Hiezu denken wit nns ein Solches Schema der Mannigfaltig- 
keit zu Grunde gelegt~ ftir welches die Zahl % der Ecken gleich 1 
ist. Ein solches Schema lal~t sich stets finden~ da man nur yon 
einem' Fundamentalpolyeder za dem ibm reziproken Schema tiber- 
zugehen braueht. F a r  ein solches Schema fallen nun die geschlos- 
senen Fundamentalwege mit den fundamentalen Wegstiicken S~. 
zusammen~ die durch die Kanten des Schema repri~sentiert werden. 
Die aus der Bctrachtung der Lamellen abgeleiteten Relationen 
stetlen dann bereits das definierende Relationensystem zwischen 
den die Fundamentalgruppe erzeugenden Elementen S~. dar. Sei 
nun Sj der durch die Kante a ~ repr~tsentierte Fundamentalweg and J 

S ~ 1 S i 2 . . .  S i~  S i l  . . . .  1 
fl  

die aus dem Umlaufeu der Lamelle a~ abgelesene definierende Re- 
lation. Dann ist offenbar ]~' " o ' @ k i J ~ - " "  niehts anderes als der 
Koef'fizient e ~  des Poincar~sehen Relationensystems fttr das be- 
traehtete Schema. Da % die Zahl der erzengenden Operationen 
der Fundamentalgruppe~ 7~ der Rang der aus den Zahlen 
'~ /J  ' k "  ' 

e ~ j ~  ij-~- ~ j - ~ " "  gebildeten Matrix ist~ so ist die in w I1 mit 
bezeiehnete charakteristisehe Zahl der Fandamentalgruppe gleich 
% - - ' ( 2  ~---P~--1. Es ist ni~mlieh za beriicksiehtigen~ dag far das 
betraehtete Schema 7~ ~--- % - -  P0 -=- 0 ist. 

D i e  B e t t i s c h e  Z a h l  Pt i s t  a l s o  g l e i e h  t ier  u m  1 
v e r m e h r t e a  Z a h l  ~ d e r  F u n d a m e n t a l g r u p p e .  ~) 

E s  ergibt sieh aber aueh aus der Bedeutung der Matrix 
der ~ j  ftir das betrachtete definierende Relationensystem der Fun- 
damentalgruppe der Satz: 

D i e T o r s i o n s z a h l e n  e r s t e r O r d n u n g  e i n e r  z u s a m -  
m e n h i ~ n g e n d e n  M a n n i g f a l t i g k e i t  s i n d  d i e  P o i n e a r ~ -  
s e h e n  Z a h l e n  i h r e r  F u n d a m e n t a l g r u p p e .  

1) Vgl. PoiJacard,  An. Sit. p. 65. 
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Eine Ausfi'ihrung der Beweise ftir diese S/~tze s den Fall 
berandeter Mannigfaltigkeiten mit blol3 eigentlichen Randmannig- 
faltigkeiten mag unterbleiben. Fiir Mannigfaltigkeiten mit un- 
eigentliehen Randmannigfaltigkeiten (also solehen yon niedrigerer 
als der (n---.1) *en Dimension), ftir die bisher eine Definition der 
Bettischen Zahlen sowohl als der Torsionszahlen nicht gegeben 
wurde, mSgen die ausgesprochenen S/~tze als Definition dieser 
Zahlen angesehen werden. 

Ftir die gesehlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten 
stellen nun die Bettisehen Zahlen und die Torsionszahlen aul3er der 
Fundamentalgruppe die einzigen bekannten topologischen Invarianten 
vor. Die Zahl N und die Zahlen Q~ des w 5 sind ja yon diesen 
Zahlen nieht unabh/~ngig. Die eben ausgesprochenen Siitze zeigen 
nun~ da[3 wegen PLOP2 i'iir z w e i s e i t i g e  g e s e h l o s s e n e  d re i -  
d i m e n s i o n a l e  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  aus  d e r F u n d a m e n -  
t a l g r u i o p e  a l l e i n  a l l e  i i b r i g e n  b e k a n n t e n  t o p o l o g i -  
s e h e n  I n v a r i a n t e n  s i e h  a b l e i t e n  l a s s e n .  

Da es anderseits~ wie P o i n c a r ~  ~) gezeigt hat, Mannigfa]tig- 
keiten gibt~ welehe gleiehe Bettische Zahlen und Torsionszahlen~ 
aber versehiedene Fundamentalgruppen aufweisen, so dient die 
Angabe der Fundamentalgruppe mehr zur Charakterisierung einer 
zweiseitigen geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit als 
dis aller tibrigen his jetzt bekannten topologischen Invarianten 
zusammengenommen. E i n e  Einsehr~tnkung ist bei dieser Aussage 
allerdings zu maehen. W/~hrend sich n~tmlieh die Gleiehheit von 
zwei Zahlenreihen stets feststellen l~tl3t~ ist (vgl. w 1~1) die Frage, 
ob zwei Gruppen isomorph seien~ nicht allgemein 15sbar. Sonaeh 
ist im Gegensatze zu den anderen t.opologisehen Invarianten die 
Fundamentalgruppe eine solehe, deren Ubereinstimmung oder Nieht- 
tibereinstimmung fiir zwei Mannigfaltigkeiten nieht auf  alle FMle 
entsehieden werden, kann. 

V. S/~tze und Probleme fiber Developpabil i tat  und 
Transformat ionen.  

w 15. 
Developpable Mannigfaltigkeiten. 

~Vi~hrend die bisherigen Ausftihrungen haupts~ichlich die 
S e h e m a t a mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten zmn Gegenstand 
hatten~ und also tier kombinatorischen Analysis situs zuzuzahlen 
sind, werden in diesem Abschnitte vorwiegend nicht auf Schemata~ 
sondern auf Punktmannigfaltigkeiten beziigliehe Begriffe er0rtert 
werden. Doch wird eine ins Einzelne durehgeftihrte Begrtindung 
der mitgeteilten S~ttze oder eine genaue Abgrenznng der allgemeinsten 
Punktmengen, f~ir welehe diese Si~tze noch gelten, nieht gegeben 

~) Compl. 5. 
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werden und bei den besprochenen Beispielen vielfach unter Be- 
rufung auf die Ansehauung vorgegangen werden. Man mag sonach 
in den Ausftthrungen dieses Abschnittes V nur einen Hinweis auf 
noch in mancher Hinsieht der Erledigung bedtirftige Fragen der 
Analysis situs erblicken. 

Eine Mannigfaltigkeit 14/- heine auf eine Mannigfaltigkeit V 
d e v e l o p p a b e l ~  wenn W yon gleieher Dimension wie V und 
einem Teil der Mannigfaltigkeit V oder der Mannigfaltigkeit V 
selbst homSomorph ist. Developpabel sehlechthin heigen die atff 
eine sph~risehe Mannigfaltigkeit developpablen Nanigfaltigkeiten. 1) 
Eine auf V developpable hIannigfaltigkeit 14 z soll aueh als eine 
Teilmannigfaltigkeit yon V bezeiehnet werden und als eine eehte 
Teilmannigfaltigkeit, wenn es einen Teil yon V gibt, der mit W 
hombomorph ist. W~thlt man aus der Gesamtheit der Teilmannig- 
faltigkeiten yon Vein vollst~ndiges System yon einander nieht homSo- 
morphen ~Iannigfaltigkeiten aus~ so m~ge dieses System mit A (V) 
bezeiehnet werden. Mit A* (V) werde das in gleieher Weise far 
die eehten Teihnannigfaltigkeiten yon V gebildete System bezeiehnet. 
Offenbar kann h ( V ) = A * ( V )  sein (z. B. Nr eine Kreisfl~ehe 
oder ffir die Fl•ehe zwisehen zwei Kreisen)~ natfirlieh nur ftir be- 
randete Mannigfaltigkeiten. Bezeiehnet S,~ die spharisehe n-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit~ so werde mit h~ die Menge A (S,~) aller 
developpablen~ mit h~ die Menge h* (h;~) aller berandeten develop- 
pablen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten bezeiehnet. Es gilt die 
Gleiehung h (E,~) = h "~ (E,,) ~--- h ~ (S~), unter E~ die n-dimensionale 
Elementarmannigfaltigkeit verstanden~ woraus folgt, dal~ wenn V 
eine Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen ist~ h~ in A (V) und h* (V) 
enthalten ist. 

Zwei Mannigfaltigkeiten U, V sollen nebengeordnet heil~en~ 
wenn h ~ ( U ) =  h~ (V) ist. Hingegen sell U der Mannigfaltigkeit V 
untergeordnet~ V der Mannigfaltigkeit U tibergeordnet heil~en, wenn 
h e (U) eine eehte Teilmenge yon A*(V) ist. Wenn U~ V Mannig- 
faltigkeiten yon gleieher Dimension sind und  die gemeinsamen 
Elemente der Mengen he(U)~ h* (V) ei~e eehte Teilmenge sowohl 
yon A~"(D) als yon A*(V) bilden~ so m5gen U, V etwa neatral 
genannt werden. Die eingeftthrten Anordnungsbeziehungen des 
Neben-~ lJber- oder Untergeordngtseins erfallen die bekannten Ge- 
setze einfaeher Anordnungen. *So sind z. B. zwei Mannigfaltig- 
keiten~ die einer dritten nebengeordnet sind, aueh einander neben- 
geordnet~ so dal~ man die Mannigfaltigkeiten in Systeme einander 
nebengeordneter zusammenfassen kann. Ein solehes System bilden 
z. B. alle in h,~ enthaltenen Mannigfaltigkeiten. Jede auf elne 
Mannigfaltigkeit V developpable Mannigfaltigkeit ist V entweder 
unter- oder nebengeordnet. Ein Beispiel zueinander neutraler Mannig- 
faltigkeiten bilden die projektive Ebene T~ und die zweiseitige 
gesehlossene Flaehe yore Gesehleeht p ~---1. Es ist nieht nnwahr- 

1) Diese Bezelchnung" ri ihrt  von P o i n c a r ~  her (Compl. 5, w 5, p. 90). 

l~Ion~sh, ftir Mathematik u. Physik. :NIX. Jahrg. 6 
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scheinlieh, dab es im Falle yon drei Dimensionen bereits unter 
den zweiseitigen Mannigfaltigkeiten zu einander neutrale Mannig- 
faltigkeiten gibt. 

Wenn die Mannigfaltigkeit U der Nannigfaltigkeit V tiber- 
geordnet, bezw. untergordnet: bezw. zu ihr neutral ist~ so mSge auch 
das System der zu U nebengeordneten Mannigfaltigkeiten dem 
System der zu V nebengeordneten Mannigfaltigkeiten iibergeordnet, 
bezw. untergeordnet~ bezw. zu ihm neutral heigen. Ein System S 
yon einander nebengeordneten lgannigfaltigkeiten heil~e einem anderen 
System T ~-stufig tibergeordnet, wenn sieh ( ~ - - 1 )  aber nieht 
mehr Systeme nebengeordneter Mannigfaltigkeiten $1~ $2,... Sz_l 
finden lassen~ so dal~ St dem System S~+1~ S dem S 1 und S~- I  
dem T fibergeordnet ist. Wenn das System S dem System h~ 
~-stufig ttbergeordnet ist, so heil~e ~ die Stufe des Systems S und 
jeder dems;lben angeht~renden Mannigfaltigkeit. Als Beispiel m~gen 
die zweiseitigen F15ehen vom Gesehleehte io (mit io die Fl~tehe nicht 
zerstfiekenden Rtiekkehrsehnitten) betraehtet werden. Alle Flachen 
yon gleiehem Gesehleehte bilden ein System nebengeordneter Mannig- 
faltigkeiten~ das System der Flaehen vom Gesehleehte p-~-q ist 
dem System der Flaehen vom Gesehleehte p q-stufig tibergeordnet, 
und die Stnfe einer Flaehe ist gleieh ihrem Geschlechte. 

In den besproehenen Anordnungsverhaltniss~n (z. B. der Stufe) 
haben wit topologisehe Invarianten vor uns, die wir freilieh im 
Falle yon mehr als zwei Dimensionen noeh keineswegs beherrschen. 
Wir haben nieht einmal eine t)bersieht fiber die Gesamtheit der 
Mannigfaltigkeiten des Systems A~, also fiber die developpablen 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten~ selbst dann nieht, wenn wit 
uns auf einfaehe Falle besehranken. Greifen wir etwa die yon 
einer einzigen FlSehe vom Gesehleehte 1 berandeten developpablen 
Mannigfaltigkeiten heraus. Das einfaehste Beispiel einer solehen 
Nannigfaltigkeit stellt der yon einer Torusfl~tehe berandete Teil 
des ~.3 vor. Die Fundamentalgruppe dieser Mannigfaltigkeit ist die 
aus emer Operation, ftir die keine definierende Relation be- 
steht~ erzeugte zyklische Gruppe unencllieh hoher Ordnung. Eine 

dieser Mannigfaltigkeit homt~omorphe erhalt 

Fig. 3. 

man, wenn man aus einer Kngel einen 
zylindrisehen Kanal ausbohrt. Wfirde man 
statt dessert einen verknoteten Kanal wie 
in Fig. 3 aus der Kugel ausbohren, so 
w.Xre die Fundamentalgruppe der so entstan- 
denen Mannigfaltigkeit aus zwei erzeugen- 
den Operationen mit der Relation s t s - ~ - t s t  
aufgebaut~ so dag diese Mannigfaltigkeit mit 
der erstgenannten nicht homSomorph sein 
kann. 2) Wtirde man den ausgebohrten 

Kanal in komplizierterer Weise verknotet annehmen~ so erhielte 
man wieder andere Mannigfaltigkeiten. Die auf diese Weise er- 

2) Vgl. meine Note in den Wr. Ber., :Punkt 3. 
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haltenen Mannigfaltigkeiten kann man sieh auch dadurch entstanden 
denken~ dal3 man in der sphgrisehen dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit eine gesehlcssene Linie L~ die irgendwie verknotet sein 
kann: zieht, l~tngs dieser Linie eine kleine Kugel wandern lal~t 
und den yon der Kugel ttberstrichenen Raum yon der spharisehen 
Mannigfaltigkeit fortnimmt. Ob zwei derart entstandene Mannig- 
faltigkeiten nur dann homSomorph sein ktinnen, wenn die Linie L 
die bei der Herstellung der einen Mannigfaltigkeit verwendet wurde, 
mit der zur anderen Mannigfaltigkeit gehSrenden Linie L oder mit 
deren Spiegelbild ::gleichartig verknotet" ist (so dal3 die Linien 
ineinander oder die eine in das Spiegelbild der anderen deformiert 
werden kiJnnen)~ ist nicht untersueht worden. Ja~ es ist mir nicht 
einmM ein Beweis daftir bekannt~ dal] jede yon einer einzigen 
Fl'~ehe p = 1 berandete developpable dreidimensionale Mannigfaltig- 
keit einer auf die genannte Art entstandenen Mannigfaltigkeit ho- 
mSomorph ist~ dal3 also dutch die so herstellbaren Mannigfaltigkeiten 
die Gesamtheit aller yon einer Flaehe io ~ 1 berandeten Mannig- 
faltigkeiten ersehSpft ist. 

Sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, clal5 far die zwei- 
dimensionalen developpablen Mannigfaltigkeiten eine Eigensehaft 
eharakteristiseh ist~ die bei grN3erer Dimensionszahl auch bei an- 
deren als developpablen Mannigfaltigkeiten auftreten kann. Offenbar 
zerf~llt n~mlich eine developpable n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
dutch jede im Innern derselben konstruierte (n 1)-dimensionale 
gesehlossene Sehnittmannigfaltigkeit. Umgekehrt ist jede z w e i- 
d i m e n s i o n a l e  Mannigfaltigkeit, die dutch jede gesehlossene 
Sehnittlinie zerf~llt, aueh developpabel. Diese Umkehrung ist bereits 
ffir n m_ 3 nieht riehtig, wie das yon P o i n e a r 6  (Compl. 5, w 6) 
mitgeteilte Beispiel einer gesehlossenen dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit V zeigt, deren Be~tische Zahl P2 = 1 ist~ so dal3 es keine 
die Mannigfaltigkeit nieht zersttiekende gesehlossene Sehnittflaehe 
geben kann. V ist abet offenbar nieht developpabel~ da V gesehlossen, 
aber yon der sph~risehen Mannigfaltigkeit versehieden ist. 

Es mt~gen bier noch einige Bemerkungen fiber n-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten~ welehe keine anderen als u n e i g e n t 1 i e h e 
Randmannigfaltigkeiten ~) besitzen~ beigeftigt werden. Eine solehe 
Mannigfaltigkeit lg  ist durch ein n-dimensionales Schema definiert, 
in welehem dureh besondere Verfiigungen die Punkte gewisser 
m-dimensionaler Zellen (m = 0~ 1 , . . .  n--2) yon der Mannigfattig- 
keit ausgesehlossen werden. Sieht man von diesen VerNgungen 
ab, so hat man das Schema einer gesehlossenen Mannigfaltigkeit V 
vor sieh~ auf die W developpabel ist. Es miSgen nun far den 
Fall n ~---3 einige S~ttze entwiekelt werden, welehe zeigen, dal~ es 
unter den auf eine und dieselbe geschlossene Mannigfaltigkeit V 

a) Siehe w 2, Anm. 4. Der Ausclruck Randmannigfaltigkeit wird in diesem 
Abschnitt auf aus Randpunkten bestehende ,Komplexe" (also keine M~nnlgfalt!g- 
keiten im Sinne des Abschnittes I) ausgedehnt. 

6* 
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developpablen~ nut uneigentliehe Randmannigfaltigkeiten besitzen- 
den Mannigfaltigkeiten solehe gibt~ die homSomorph sind, obwohl 
sie anscheinend yon ganz verschiedenem Charakter und dureh nieht 
homSomorphe Schemata definiert sind. 

Nehmen wir etwa an~ das Schema der Mannigfaltigkeit IV sei 
aus dem der geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit V 
dadureh erhMtlict b dal~ eine Anzahl yon Kanten des Schema yon l~ 
jedoeh keine isolierten (d. h. nicht auf yon V ansgesehlossenen Kanten 
Iiegenden) Ecken, yon der Mannigfaltigkelt ausgeschieden werden. 
Die Gesamtheit dieser Kanten bildet einen sogenannten eindimen- 
sionalen Komplex K und wir. wollen voraussetzen~ derselbe sei zu- 
sammenh~ngend, d. h. man k~nne yon jeder Kante a des Kom- 
plexes zu jeder anderen Kante des Komplexes, die m i t a  keinen 
Endpunkt gemein hat~ iiber Kanten des Komplexes gelangen. Eine 
Eckc des Schema V heine ein fr  ei e r Endpnnkt des Komplexes K, 
wenn iu ihm einc und nut eine Kante des Komplexes und diese 
Kante nut mit einem ihrer Endpunkt% endet. Mit V(K) werde 
diejenige berandete Mannnigfaltigkeit bezeichnet~ die aus V dureh 
Ausscheiden des eindimensionalen Komplexes K entsteht. Man kann 
nun den Satz beweisen: 

I s t  K e in  z u s a m m e n h g n g e n d e r  e i n d i m e n s i o n a l e r  
K o m p l e x ~  so i s t  d i e  d r e i d i m e n s i o n a l e  M a n n i g f a l t i g -  
k e i t  V(K) e i n e r  M a n n i g f a l t i g k e i t  V(L) h o m S o m o r p h ,  
f i i r  w e l e h e  L e n t w e d e r  k e i n e  f r e i e n  E n d p u n k t e  h a t  
o d e r  a u s  e i n e r  e i n z i g e n  K a n t e  b e s t e h t .  

Ist namlich k eine Kante yon K mit einem freien Endpunkt A, 
wghrend der andere Endpunkt B noeh an anderen Kanten yon h 
liegt~ so lege man mn A als Mittelpunkt eine kleine Kugel und 
lasse diese Kugel sieh so in V bewegen, daf~ ihr Mittelpunkt die 
Kante k-~-AB beschreibt~ wahrend gleichzeitig ihr Radius bei 
Ann~herung an B stetig gegen Null abnimmt. Das yon der 
variablen Kugel iiberstrichene Stfiek yon V stellt darn einen die 
Kante k umschliegenden~ einfaeh zusammenh~ngenden Raum R vor~ 
in dessen Innern A, auf dessen Rand B liegt. Die bewegliehe 
Kugel sei in jeder ihrer Lagen so klein gewM,lt, dal~ R mit K 
au~er den Punkten yon k keine anderen Punkte gemein hat. 
Unter R, werde die ~]annigfaltigkeit verstanden~ die man erhMt~ 
wenn man aus der Gesamtheit der Punkte von /~, zu denen aueh 
die Randpunkte zu zahlen sind, die Punkte yon /~ (einsehlieglieh 
tier Pankte A, B) ausscheidet. Nit R, z werde die Gesamtheit aller 
Punkte yon R mit Aussehlul~ yon B~ mit S die Gesamtheit aller 
Randpunkte yon R mit Ausschlug yon B bezeichnet. 

Es lassen sich nun R 1 and R 2 eineindeutig und stetig so auf- 
einander abbilden, daf~ dabei jeder Punkt yon S sieh selbst ent- 
spricht. Um dies einzasehen, denke man sich R in die durch die 
Ungleichungen 
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definierte Punktmannigfaltigkeit M so deformiert~ dal3 dabei die 
Punkte A~ B und die Kante ]c in die Punkte A'~---(0, 0, 1)~ 
B ' = ( 0 ,  0, 0) und die Strecke A'B '  iibergehen. Mit MI~ M2~ N 
mSgen die Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden: in die dabei R~ 
R2~ S tibergehen. Nun vermitteln die Formeln 

2~ r Z r 

wo p ~___]/~_~_y2 ~o= arc tg -~y ist und p~ % z bezw. p'~ ~', z' auf 
x 

M1, bezw. M~ sieh beziehende Koordinaten sind~ eine eineindeutige 
stetige Abbildung t yon M I mlf ~/12~ bei der die Punkte yon N 
sich selbst entsprechen~ und daher leistet u tu  -~ die gewiinschte 
Abbildung yon R 1 auf R~, unter u die Transformation yon 
in M verstanden. Die MSglichkeit dieser Abbildung zeigt aber, 
dal3 V(K)  mit V(K~) homsomorph ist: wenn K 1 jenen Komplex 
bedeutet, der aus K durch Weglassung der Kante k entsteht. 
Durch fortgesetzte Anwendung derartiger Abbildungen kann man 
abet alle Kanten des Komplexes: deren einer Endpunkt ein freier 
Endpunkt ist~ wegschaffen. ~) 

Eine andere Abbildung, die gleiehfalls zeigt, dal3 verschieden- 
artige Komplexe K~ L aus hom~iomorphe Mannigfaltigkeiten V(K):  
V (L) fiihren~ erhalt man folgendermai3en. Man greife eine Kante 

k = A B eines Komplexes K heraus, die etwa so beschaffen sei~ 
dug sowohl in A als in B noch mindestens zwei andere Kanten 
yon K endigen. Man ffihre nun eine kleine bewegliche Kugel so, 
dal3 ihr Mittelpunkt k beschreibt und ihr Radius bei Ann~therung 
an A sowohl wie an B auf :Null herabsinkt. Den yon der Kugel 
beschriebenen Raum R denken wit uns nun abgebildet auf den durch 

p2-~-x2-3;-y~<l, - -  1 < z  <-~- 1, 

definierten zylindrischen Raum M, und zwar derart, da~ dabei der 
Kante k das M angehSrende Stack der z-Achse entspricht. R~ heil3e 
die Gesamtheit der Punkte yon R mit AusschluI3 yon k~ M~ die 

Gesamtheit der Punkte yon M, ffir die o > 0. Man setze ~ ~ arc tg Y. 

Die dutch die Formeln 

? ' = p ,  ~o '=% z ' = p z  

geleistete Abbildung der Punkte yon M~ auf die Menge der Punkte 

O < p ' ~  1~ z'~=< p' ~ 

a) Fiihrt  das angewendete Yerfahren schlid]lieh auf  V(/5), wo L aus I einer 
einzlgen Kante k mit zwei freien Endpunkten besteht, so gelangt m a n  dutch 
nochmalige Anwendung der beschriebenen Abbildung auf eine :Mann, lgfaltigkeit~ 
V(B)~ die aus F durch Weglas~ung eines e~zigen Punktes B entsteht. 
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zeigt nun die MSglichkeit V(K) auf eine Mannigfaltigkeit V(L) 
eineindeutig stetig abzubilden~ die dureh einen Komplex L erzeugt 
wird~ der aus K dadurch entsteht~ dab man k immer kfirzer und 
kfirzer werclen li~fit~ bis A and B zusammenfallen. - -  Dureh Ab- 
bildungen yon inversem Charakter kann man zeigen~ daB~ wenn K 
eine Ecke e enth~lt~ in der r ( > 4 )  Kanten kl~...kr endigen, 
V(K) einer Mannigfaltigkeit V(K') homSomorph ist, wobei K '  

aus K dadurch entsteht~ dab e dutch zwei dureh eine neue Kante k 
verbundene Ecken el~ e~ ersetzt ist~ derart~ dab kl, k2~ ... k~ k 
in e 1 und k~+l~ . . .  k~ k in e 2 endigen. Man erhi~lt so den Satz: 

J a d e  d r e i d i m e n s i o n a l e  M a n n i g f a l t i g k e i t  V(K) 
i s t  e i n e r  M a n n i g f a l t i g k e i t  V(L) h o m S o m o r p h ,  de ra r t~  
dab  in j e d e r  E e k e  y o n  L h S e h s t e n s  d r e i  K a n t e n  
e n d i g e n .  5) 

So sind z. B. die beiden Mannigfaltigkeiten V(K)und V(L) 
homSomorph~ die man erhi~lt~ wenn man ffir V die dreidimensionale 
sphi~risehe Mannigfaltigkeit ~ wahlt~ die man sieh dureh den 
Enklidisehen Raum repri~sentiert denken kann~ wenn man den- 
selben dutch einen unendlieh fernen Punkt zu einer geschlossenen 
Mannigfaltigkeit erganzt~ ftir K zwei in einer Ebene a yon S 3 
liegende einander berfihrende Kreise und ftir L die Gesamtheit 
der Punkte zweier auseinanderliegender Kreise C~ C' yon a und 
der Verbindungsstreeke eines Punktes von C mit einem Punkt 
yon C'. Man kann alle diejenigen in einer Mannigfaltigkeit V 
gelegenen eindimensionalen Komplexe K in eine K|asse zusammen- 
fassen~ die zu untereinander homSomorphen Mannigfaltigkeiten V(K) 
f~ihren. W~thlt man ffir V die spharische Mannigfaltigkeit S~ so 
kann man speziell nach jenen geschlossenen Linien in S 3 fragen, 
die mit einer vorgelegten gesehlossenen Linie in dieselbe Klasse 
gehsren. Nennt man (wie oben) zwei Linien des S~ ,gleiehartig 
verknotet", wenn sich der S 3 so in sich deformieren l~tBt (fiber 
den Begriff der Deformation in sich siehe w 16)~ daft dabe~ die' 
eine Linie in die andere iibergeffihrt wird~ G) so ist klar~ dab S 3 (L~) 
and[ ~ (L2) homSomorph sind~ wenn L~ mit L~ oder dem Spiegel- 
bild yon L~ gleichartig verknotet ist, und das gleiehe gilt, wenn 
~ L,~ zwei Systeme geschlossener Linien sind~ deren eines mit 
dem anderen oder mit dessen Spiegelbild gleichartig versehlungen 
ist. Es entsteht die Frag% ob umgekehrt, wenn zwei in S 3 gelegene 

6) Sowohl bei diesem als bei dem oben ausgesprochenen Satze sind die 
S ch e m a t  a der beiden Mannigfaltigkeiten im allgemeinen nicht homSomorph. 
Daraus ergibt sich, daB, worm uneigentliche Randmannigfaltigkeiten auftreten, 
der Satz yon der Homi~omorphie der Schemata hom~iomorpher Mannigfaltlgkeiten 
nicht mehr giltlg ist (siehe w 2, Anm. 9). Ffir eigentliche Randmannigfaltigkeiten 
liegt die Sache deswegen anders, weil fiir diese festgesetzt wurde (w 2, Anm. 4), 
dag ihre Punkte tier berandeten Mannigfaltlgkeit zuzuz~hlen sind. 

8) In gleicher Weise werde fiir zwei Systeme geschlossener Linien und 
iiberhaupt fiir zwei elndimensionale Komplexe der Begriff ,glelchartig verschlun- 
gen" definiert. 



Uber die topologlschen Invarianten etc. 87 

geschlossene Linien LI~ L 2 (bezw. Systeme geschlossener Linien) 
in dieselbe Klasse gehSren~ dann stets L 1 mit L~ oder dem Spiegel- 
bild yon L~ gleichartig verknotet (bezw. verschlungen ist. 7) 

Sei noeh bemerkt~ dai~ jede dreidimensionale s) Mannigfaltig- 
keit  W mit nur uneigentlichen Randmann ig fa l t i gke i t en -  dieselbe 
mSge aus der geschlossenen Mannigfaltigkeit V durch AusschlieI~en 
gewisser Ecken und Kanten entstanden sein - -  hom~iomorph ist 
mit einer gleiehfalls auf V developpablen Mannigfahigkeit U mit 
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten, wobei jedoch die Randpunkte 
-con U n i c h t  zu U zu ziihlen siad. 9) 

Sei namlich A eine ~usgeschlossene isolierte Eeke. Dann lege 
man um A als Mittelpunkt eine kleine Kugel mit dem Radius 2p. 
Sind r~ % 0 Polarkoordinaten mit dem Punkt  A als Ursprung~ 
so wird dureh die Transformation 

~'. ~%~'~),r'~---~r-~-pl 
die Gesamtheit der Punkte  0 < r ~ 2 p  eineindeutig stetig auf die 
Gesamtheit der Punkte p < r '~_ 2p abgebildet. Der Randpunkt A 
ist also durch die Randfl~tehe r ~ p ersetzt. Handelt es sich ander- 
seits darum~ eine dutch eiuen eindimensionalen Komplex K vor- 
gestellte uneigentliehe Randmannigfahigkeit dutch eine eigentliehe 
Randmannigfaltigkeit zu ersetzen~ so mSgen zun~tehst die Punkte,  
in denen Kanten endigen~ ins Auge geraint werden. Um jeden 
solchen Punkt  B werde eine kleine Kugel vom Radius 2p gelegt 
und angenommen~ was ja dutch eine Deformation erreicht werden 
kann~ die in B endendeu Kanten verliefeu innerhalb dieser Kugel 
geradlinig. Wenden wir dann auf die Punkte  0 < r < 2p wieder 
die oben angeschriebene Transformation an~ so wird jeder Kanten- 
endpunkt B durch eine Kugel vom Radius p ersetzt~ deren Punkte 
yon der Mannigfaltigkeit ausgeschlossen sind. Jede einzelne Kante ]~ 
yon K verbindet jetzt zwei Punkte P~ Q, deren jeder auf einer 
dieser Kugeln ~ liegt. Die so gewonnene, mit W homSomorphe 
Mannigfaltigkeit heil~e W~. Litl~t man nun eine kleine Kugel sich 
so bewegen~ da~ ihr Mittelpunkt die Kante ]~ beschreib% so besteht 
der von der Kugel tiberstriehene Raum yon W 1 aus einem zylindri- 

7) In melner bereits zitierten Note babe ich dlese Frage bejahend beant- 
�9 wetter, mich dabei abet auf den (wie die Ausflihrungea des Textes zeigen) 
irrtiimlich als giltig angenommenen Satz gestiitzt~ dal~ aus der Yiom(iomorphie 
yon $8 (K) und Ss (L), unter K, L irgendwelche eindimensionale Komplexe ver- 
standen, stets geschlossen werden kSnn% K sei mit L oder mit dem Spiegelbild 
yon L gleichartlg verschlungen. 

s) Das gleiche gilt, wie man sich leieht iiberzeugt, fiir zweidimenslonale 
Mannlgfaltigkeiten mit isolierten Randpunkten. 

9) Vgl. Anm. 4 u. 5 des w 2. Obwohl also alle unelgentlichen Ra, nd- 
mannigfaltigkeiten dutch eigentlicho ersotzt werden kSnnen, ist es trotzdem niitz- 
lich, die uneigentlich berandeten Mannlgfaltigkeitea besonders in Betracht zu 
nehmen, da sie z. B. bel dot in w 18 besprochenen Darstellungsform eine Rollo 
splelea. 
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schen Sttiek~ yon dem die Punkte der Linie k ausgesehlossen sind, 
und laltt sich also eineindeutig stetig auf die durch 

0 ~R~-~x~@y~<=4, - - l < z ~ @ l  

definierte MannigNltigkeit Mabbilden. Wird ~ = are tg y/x gesetzt, 
und die dureh 

R' -=I  R@ I, ,s'-~-% z'~-z 

gelieferte Abbildung yon M auf die Mannigfaltigkeit 1 < R' ~ 2, 
- - 1  ~ z ' ~ @ - 1  betrachte b so wird ersiehtlich, dag die Rand- 
kante k = P Q von W 1 ersetzt werden kann dureh eine zylindrisehe 
Randfl~teh% deren Punkte nieht zur Mannigfaltigkeit zu reehnen 
sind. Die Kugeln ~ zusammen mit diesen zylindrisehen Flaehen- 
stricken liefern so viele gesehlossene Randfl~tehen, als zusammen- 
hiingende eindimensionale Komplexe yon W ausgesehieden waren. 

Sei sehliei31ich noeh angeftihr b dal~ man den DSveloppabiiit~tts- 
begriff erweitern kann, indem man eine Mannigfaltigkeit I~  die 
einem Tell yon V homSomorph ist, aueh dann auf V developpabel 
nennt, wenn W von niedrigerer Dimension als V ist. Man kann 
noeh weitergehen und beliebige auf eine n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit V oder aber auf irgend eine Punktmenge ,,developpable" 
Punktmengen in Betraeht ziehen. So kann man z. B., wenn irgend 
eine Punktmenge P vorgegeben ist, naeh der kleinsten Dimensions- 
zahl m einer Elementarmannigfaltigkeit ]i',~ fragen~ auf die P 
developpabel ist. so) 

w 16. 
Transformat ionen  und Defo rma f i o ne n  yon  Mannigfa l t igke i ten  

in sich.  ~) 

Eine umkehrbar eindeutige and stetige Abbildung einer 
Mannigfaltigkeit V auf sieh selbst werde als eine T r a n s f o r  m a t i o n 
der Mannigfaltigkeit in sieh bezeiehnet. Seien t'~ t" zwei Trans- 
formationen yon V in sieh, P ein Punkt  yon V und P',  P "  die 
Punkt% in welehe _P dutch t', bezw. t" transformiert wird. Wi t  
wollen dann sagen, die beiden Transformationen t', t" seien um 
weniger als ~ voneinander entfernt, wenn ftir jeden Punkt P yon V 
die beiden Bildpunkte _P', P "  voneinander mn weniger als a ent- 
fernt sin& s) Zwei Transformationen tI, t~ yon V in sieh sollen 

*o) In diesen Fragenkreis li~13t sieh auch clio in w 2, Anm. 13 aufgeworfene 
Frage einordnen. 

1) Auf die im Folgenden besprochenen Beziehungen zwischen den Trans- 
formatlonen elner Mannigfaltigkeit in sich und den Isomorphien tier Fundamental- 
gruppe babe ich bereits in meiner oben zitierten Note hingewlesen. 

2) Es wurde bereits in w 1 darauf hingewiesen, dug ffir dell Begriff der 
Mannigfaltigkeiten und ihrer stetigen Abbildungen, auf dem die Analysis situs 
tier Punktmannigfaltigkeiten beruht, die elngef~ihrte Definition der Entfernung 
zweier Punkte mallgebend ist. 
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gleiehartig heil~en, wenn sich eine Folge yon Transformationen t (a) 
angeben l~tfit~ so dagi za jedem Werte des Parameters a~ der den 
Ungleichungen 0 < a ~ 1 gentigt~ eine Transformation t (a) gehsrt~ 
wenn dabei t (0) ~ t~ and t (1) ~ t 2 ist~ und wenn t (a) stetig yon a 
abh~tngt. Hierunter ist za verstehen~ dal~ ftir jedes a o (0 < a o ~ 1) 
za jedem z > 0  ein ~ sieh so ilnden lagt, dag ftir [ a ~ a  0 l <  g 
die Transformationen t (%) und t (a) um weniger als s voneinander 
entfernt sind. Die mit der identisehen Transformation gleiehartigen 
Transformationen sollen D e f o r m a t i o n e n  yon V in sieh heigen. 

Erlautern wir diese Definitionen~ die sieh ilbrigens yon 
~Iannigfkltigkeiten anf beliebige Panktmengen iibertragen lassen3)~ 
kurz an dem Beispiel der zweiseitigen geschlossenen zweidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit vom Gesehleeht 17 die wit uns dureh 
eine Ringflaehe versinnlieht denken. Die Ansehauung liefert uns 
bier ohne weiteres einen 1Jberblick iiber den Saehverhalt. Bedeatet 
x einen Meridiankreis~ y einen Breitenkreis der Ringflaeh% jede 
dieser gesehlossenen Linien in einer bestimmten Riehtung genommen, 
und m, coy die Perioden, die ein auf der F15ehe ansgebreitetes 
elliptisches Integral erster Gattung 15ngs des Weges x, bezw. y 
ert~hrt~ so wird dureh jede Deformation der Flaehe in sieh x in 
einen sieh nieht durehsetzenden Weg x': y in einen ebensolehen 
Weg y' transformiert~ derart dag die Perioden des Integrals langs 
x' und y' wieder gleieh co nnd ~ sind. Itingegen werden die 
Perioden co,~ %j, langs jener Wege x'~ y'~ in welehe x~ y dureh 
eine beliebige Transformation der Flaehe in sieh tibergeftihrt werden~ 
dureh Gleiehungen der Form 

(38) 
% , = ' C "  % ~ a  % 

dargestellt sein~ wobei ~, ~7, ~ ganze Zahlen sind~ far welehe 
~ -  ~-i gleieh ~ -1  oder - - 1  ist. Umgekehrt wird es zu jedem 

Quadrupel ganzer Zahlen ~, ~ 77 ~ yon der Determinante-~ 1 oder 
- - 1  anch Transibrmationen der Flaehe in sich geben, fiir welehe 
die Perioden co,~ coy, dureh (38) gegeben sind~ und alle Trans- 
formationen mit iibereinstimmenden Werten der Zahlen % ~5"~ 5 
sind gleichartige. Erteilt man der Flache in bestimmter Weis% 
etwa mittelst einer Indikatrix~ einen Sinn~ so wird dieser Sinn 
bei einer Transformation der Flache in sich erhalten bleiben oder 
in den entgegengesetzten verwandelt werden~ je nachdem far die 
Transf~176 a ~ - -  ~ 7 gleich -~- 1 oder gleieh - -  1 ist. Die 
Gruppe T* aller jener Transformationen der Flaehe in sich~ bei 
denen der Sinn der Flaehe erhalten bleibt~ bildet eine ausgezeiehnete 
Untergruppe yore Index 2 der Gruppe T der s~mtliehen Trans- 

s) Dio fiir die kontinuierlichen Mannigfaltlgkeiten in der genannten Note 
geg'ebene Definition der Deformationen deckt sieh offenbar fiir dieselben mlt der 
im Text gegebenen Definition. 
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formationen der Fli~ehe in sieh. Die Gruppe D aller Deformationen 
in sich ist eine ausgezeichnete Untergruppe yon T sowohl wie 
yon T ~  und die komplementare Gruppe T/D ist der Gruppe A 
der ganzzahligen bin~tren linearhomogenen Substitutionen der Deter- 
minante-~-1 o d e r - - 1 ,  die Gruppe T~/D der Gruppe B der 
ganzzahligen binaren linearhomogenen Substitutionen der Deter- 
minante -~-1 holoedrisch isomorph. Ziehen wir nun die Funda- 
mentalgruppe F der betraehteten zweidimensionalen Mannigfaltig- 
keit heran, die sich aus zwei erzeugenden Operationen s,t, die 
durch die Relation s t s -1  t-1----~--1 verbunden sind, aufbauen l~il]t 
und sich also als die aus zwei erzeugenden Operationen gebildete 
kommutative Gruppe darstellt~ so repri~sentiert A offenbar aueh 
die Gruppe aller Isomorphien yon F in sieh (wenn wir wieder~ 
auf den Standpunkt des allgemeinen Gruppenbegriffes uns stellend, 
holoedrisch isomorphe Gruppen als nieht verschieden erkliiren). 

So wie in dem vorliegenden Beispiel, so gelten zwisehen den 
betrachteten Gruppen ganz allgemein analoge Beziehungen. Die 
Gruppe Da l l e r  Deformationen einer Mannigfaltigkeit V in sith 
ist in der Gruppe aller Transformationen yon V in sich ausge- 
zeichnet enthalten und ebens% wenn die Mannigfaltigkeit zwel- 
seitig ist, in der Gruppe T* aller den Sinn d e r  Mannigfaltigkeit 
nieht ~tndernden Transformationen in sieh. Ist die Mannigfaltigkeit 

T 
zusammenh~ngend~ so sind die komplement~tren Gruppen G ~ ~ ,  
G* T~ T~ T'~~ ~ - ~ -  mit den Gruppen ~ ,  bezw. =D~ identisch, wenn unter 

D ~ T ~ T *~ die Gruppe aller jener Deformatlonen bezw. Trans- 
formationen, bezw. den Sinn trhaltenden Transformationen der 
Mannigfaltigkeit in sieh verstanden wird, bei denen tin beliebig 
ausgtw~thlter Innenpunkt M o tier Mannigfaltigkeit fest bleibt. Nun 
kSnnen wir als Elemente der Fundamentalgruppe F yon V tin 
System yon nieht ineinander tiberftihrbaren yon M o ausgthenden 
und naeh M o zurtiekkehrenden Wegen al~ a 2 . . . .  wi~hlen und den 
Charakter yon F dureh die Gesetze der Zusammensetzung dieser 
Wege~) bestimmt ansehen. 

Jeder Transformation aus T O entspricht nun eine Permutation 
tier Wege ai~ die so beschaffen ist~ daI3 Relationen zwisehen den 
Wegen auch zwischen den permutierten Wegen bestehen bleiben. 
Den Transformationen entsprechen also Isomorphien yon F in sich. 
Allen gleiehartigen Transformationen entspricht dieselbe, allen 
Deformationen die identisehe Permutation, nnd daher entspricht 

T o T 
aueh .jeder Operation yon G - - D O  ~ D  fine Operation aus der 

4) Zwei Wege nacheinander ausgefiihrt stellen offenbar wieder einen 
geschlossenen Weg dar. Eine Relation a i a k ~ a~ zwisehen den geschlossenen 
Wegen bedeutet dann niehts anderes, als das Bestehen tier entspreehenden Relation 
zwisehen den den Wegen a i ,  a k ~  a t zugehSrigen Substitutionen der Werte einer 
beliebigen in V unverzweigten Funktion (siehe w 12, Anm. 6). 
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Gruppc J a l l e r  Isomorphien yon F in sich, Sind nun ~, x', x" 
Operationen aus T e, die der Relation x3' =--3" gentigen~ so besteht 
offenbar aueh zwischen den zugeordneten Isomorphien j ,  j'~ j "  
yon F in sich die Relation j j '  ~-j". Das Gleiehe gilt, wenn unter 
% 3', 3" Operationen yon G verstanden werden. Somit ist G, 
und analog G*, einer Untergruppe H bezw. H* yon J isomorph~ 
und zwar im allgemeinen meriedrisch. Es kann n~tmlich mehreren~ 
etwa ~ Operationen yon G dieselbe Operation yon J entsprechen. 
Betraehten wir noch das Beispiel der dutch einen Kreisring repra- 
sentierten zweidimensionalen ~annigfaltigkeit, ftir welches G gleich 
der Vierergrupp% G* gleich der zyklischen Gruppe 2. Ordnung~ 
F gleich der zyklischen Gruppe unendlieh hoher Ordnung and 
daher J gleich der cyklischen Gruppe 2. Ordnung ist. Man erhalt 
H ~  H* ~ J und somit ~ ~- 2~ wahrend G* mit H* holoedrisch 
isomorph ist. Es sei bemerkt, dal~ in beiden betraehteten Bei- 
spielen H mit J zusammenfifllt. 

Die Gruppen G; G*, H, H* stellen offenbar topologische 
Invarianten dar, fiber die wir freilich derzeit noch in sehr geringem 
Mal~e verffigen. Wurde bereits beztiglich der Fundamcntalgruppe 
bemerkt~ dal~ derselben in gewissem Sinne nicht dieselbe Bedeutung 
zukommt, wie den vorher besprochenen topologischen Invarianten, 
so lange eine Method% allgemein die Gleiehheit oder Verschieden- 
heit yon zwei Gruppen festzustellen, nicht bekannt ist, so kann 
doch stets, wenn die I~Iannigfaltigkeit dutch ein Schema gegeben 
ist, ihre Fundamentalgruppe wenigstens in einer bestimmten 
speziellen Darstellungsibrm durch erzeugende Operationen und 
definierende Relationen ermittelt werden. Von den Gruppen G, 
G*, H, H* abet kann aueh dies nieht mehr behauptet werden. 
Das Gleiche gilt iibrigens bereits yon der Gruppe J~ deren Be- 
stimmung aus F freilich eine rein gruppentheoretische Aufgabe ist. 

Wenn es sich darum handelt~ die genannten Gruppen ftir 
eine vorgelegte Mannigfaltigkeit zu bestimmen, so kSnnen wir uns 
die Aufgabe stellen, diese Bestimmung aus dem Schema der 
Mannigfaltigkeit durchzuftihren. Man wircl sieh dementsprechencl 
damit befassen, ffir die Schemata Begriffe zu definieren~ die die 
Transformationen and Deformationen der Mannigfaltigkeit in sieh 
abbilden. 5) Es sind dann ftir die so definierten Begriffe kombina- 
toriseher iNatur die zu den besprochenen Gruppen analogen Gruppen 
aufzustellen und Beweise fiir die oben genannten auf diese Gruppen 
beztiglichen S~ttze zu erbringen. Gleicherweise werden aueh S~ttze 
zu erweisen sein~ wie der welter unten verwendete Satz: Eine 

~) Um die Art, in der dies geschehen kann~ zu charakterlsieren, mag hin- 
gewiesen werden einerseits auf die Untersuehungen yon C. Jordan (Recherches 
sur les polySdres, Crelles J., Bd. 66) fiber den Begriff des ~,aspect" eines Polyeders, 
und die Frage, ob verschiedene Aspekte eines und desselben Polyeders einander 
~hnlieh sein kSnnen, anderselts darauf, wio in dem bereits genannten Enzyklop~die- 
artikel D e h n- H e e g a a r d (II[A B 3, Grundlagen 7) auf eine ganz auf den Begriff 
des Schema basierte Art, Deformationen eingefiihrt werden, die innerhalb einer 
Mannigfaltigkeit V mit Figuren. die in V liegen, vollzoge, n werden. 
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einfach zusammenMngende Mannigfal6gkeit gestattet keine anderen 
den Sinn der Mannigfaltigkeit erhaltenden Transformationen in 
sich als Deformafionen in sich~ und aul~er diesen iiberhaupt keine 
anderen Transformationen in sich als Deformationen zusammen- 
gesetzt mit einer Spiegelung. Dabei ist als Spiegelung der ge- 
sehlossenen n-dimensionalen bezw. der berandeten (n-~ 1)-dimen- 
sionalen einfach zusammenh~tngenden Mannigfaltigkeit 

2 2 X 2  2 x 1 -[- x~ -~ . .  -~- ---~ 1 bezw. _ 1 �9 ~ - G + I  

die Transformation 

p ~ X p X p X l ~ X l ~  X2~X2~ " '"  n~X'n~ n-~-I --Xn-~-I 

anzusehen. 
Die oben genannten S~ttze fiber die Beziehungen der genannten 

Transformationsgruppen unter sich und zu den Isomorphien. der 
Fundamentalgruppe in sich bedtirfen aber nicht blol] bezfiglich 
ihrer Einftigung und Entwicklung in die auf den I~egriff des 
Schema gegrtindete kombinatorisehe Analysis situs~ sondern auch 
noch in anderer Itinsicht einer Ergiinzung. Es sind ja nieht nut 
die bei den betrachteten Beispielen vorliegenden Verhiiltnisse unter 
Berufung auf die Anschauung auseinandergesetzt worden, sondern 
es bedtirfen auch die allgemeinen Si~tze einer sdh~irferen Prazisierung 
und Begrfindung~ namentlich was die Feststellung der allgemeinsten 
Voraussetzungen betrifft~ die man Punktmengen auferlegen mul~ 
damit ffir die Transformationen nnd Deformaticnen dieser Punkt- 
mengen in sich die genannten S~ttze noch bestehen bleiben. L~l~t 
sich ja doch die Definition der Transformation und Deformation 
in sich genau so wie die der HomSomorphie ebensogut wie auf 
kontinuierliche auch auf beliebige Punktmengen anwenden. 

Die oben angestellten Betrachtungen fiber die Transformationen 
einer Mannigfaltigkeit V in sich lassen sieh noch in gewissem 
Sinne erweitern. ~immt man n~mlich an, V sei berandet und es 
seien W~, W2~... die Randmannig~altigkeiten yon V. Durch 
eine Transformation yon V in sich werden dann die Mannigfaltig- 
keiten VVI permutiert werden. Ftir die Deformationen yon V in 
sich wird diese Permutation die identisehe sein und man kann 
also yon der Permutation der I/V~ die durch eine bestimmte 
Operation yon G hervorgerufen wird~ sprechen. Die den einzelnen 
Operationen yon G derart zugeordneten Permutationen der W~ 
bilden eine zu G mehrstuiig isomorphe Gruppe P~ die im allge- 
meinen intransitiv ist. Die Systeme der Intransitivitat dieser 
Permutationsgruppe werden yon jenen Systemen yon Randmannig- 
faltigkeiten gebildet~ die dutch Transformationen yon V in sich 
ineinander ~ibergeffihrt werden kSnnen. Wir wollen weiterhin 
annehmen, alle ~ seien eigentliche Randmannigfaltigkeiten und 
die Punkte der W~ seien sonach~ zufolge tier seinerzeit gemachten 
Festsetzung der Mannigfaltigkeit V zuzuziihlen. Diejenigen Mannig- 
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faltigkeiten W~, die einem der besprochenen Systeme angehiiren, 
mtissen sonaeh n o t w e n d i g  untereinander homSomorph sein. 6) 

Greift man eine bestimmte Mannigfaltigkeit W~ her~us~ so 
bilden diejenigen Operationen yon T bezw. G, bei welchen W/ in 
sich selbst transformiert wird~ eine Untergruppe T~ yon T bezw. 
eine Untergruppe Gi yon G. Jeder in T/ enthaltenen Transfor- 
mation yon V in sieh entsprieht eine Transformation yon W~ 
in sieh~ und ebenso entspricht jeder Operation aus G~ eine 
Operation jener Grup.pe Fi~ die fiir die Transformationen der 
Mannigfaltigkeit W~ m sich dieselbe Rolle spielt~ wie die 
Gruppe G f~ir die Transformationen yon V in sich: Im all- 
gemeinen werden diejenigen Operationen yon Fi, welehe Opera- 
tionen yon G~ entspreehen, die Gruppe F, nieht ersch(ipfen~ sondern 
eine Untergruppe FI der Gruppe Fi bilden. F', ist zu Gi (meriedrisch) 
isomorph. Wenn ~ . ,  W~ einem and demselben der oben genannten 
Systeme ineinander transformierbarer Randmannigfaltigkeiten ange- 
h~iren: so sind G-j und Gk gleiehbereehtigte Untergruppen yon G 
und es sind nicht nut die Gruppen Fj, [~ (was eine blol3e Folge 
der Homiiomorphie yon Wj and W~ ist), sondern aueh die Gruppen 
Fj, F~ holoedriseh isomorph. 

Ist V zweiseitig and besehri~nkt man sich auf Transforma- 
tionen yon V in sich, die den Sinn erhalten~ so gelangt man zur 
Betraehtung der Gruppe P e  jener I~ermutationen der Wi~ die durch 
Operationen yon T ~ hervorgerufen werden, zur Gruppe T* G* jener i ,  i 
Operationen aus T* bezw. G*, bei denen W~ in sieh selbst iiber- 
geht and zur zugeh(irigen Untergruppe F*' der Gruppe ['* aller den 
Sinn yon W~ erhaltenden Operationen aus F~. 

Ein einfaehes Beispiel m(ige einige der besprochenen allge- 
meinen Begriffe und Si~tze erl~tutern. Ftir V werde der yon einer 
Torusfliiehe eingesehlossene dreidimensionale Raum gewahlt. Die 
einzige Randmannigfa!tigkeit VC 1 ist also die bereits oben betrachtete 
Ringfliiche and F 1 demnach der Gruppe der ganzzahligen linearen 
Substitutionen 

s) Diese Bedingung ist jedoeh nicht hinrelchend. Man betrachte hiezu die 
in w 15 besprochene durch Fig. 3 dargestellte Mannigfaltigkeit  and schneide arts 
derselben noch an irgend einer Stelle ein kleines yon einer Torusfl~che berandetes 
Ranmstiick aus. Die so entstandene Mannigfaltigkeit  V ist yon zwei ]~'l~ehen 
Vr W~ vom Geschlecht 2 ~ 1  berandet. Ihre Fundamentalgrnppe b~ut sich 
arts d re i  erzeugenden Operationen v, t, u auf, zwischen denen die Relation 
s t s = t s t  besteht. Es gibt zwei geschlossene Wege auf W~, aas denen alle 
anderen sich zusammensetzen lassen, denen die Operationen s und tst--~st der 
Fandamentalgruppe entspreehen, und zwei ebensolche Wege anf W~, denen die 
Operationen 1 and u entsprechen. Man sieht~ daI~ es keine geschlossenen Rtick- 
kehrsehnitte auf Wx gibt, denen die identisehe Operation entsprieht, und dal~ 
also W~ und W~ nicht durch eine Transformation yon V in sich ineinander 
transformiert werden k~nnen. 
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holoedriseh isomorph. Um aber F' 1 za bestimmen~ so beaehte man~ 
dal~ yon allen geschlossenen Wegen w ~ a x -[- ~ y (a, ~ relativ prim) 
nur die Wege w ~ - q - x  und w ~ -  x der Homologie 

w ~.~ 0 (bezttgl. V) 

gentigen~ wenn wieder unter x ein Meridiankreis, unter y ein Breiten- 
kreis der Ringflttche, jeder in einem bestimmten Sinne genommen. 
verstanden wird. Daraus folgt aber, dal~ eine Operation yon F' 1 
den Meridiankreis x nur in -~ x oder - - x  transformieren kann~ 
und sich also in der Gestalt 

X f ~ X  
(39) 

y '  ~ .~ x - ~ -  ~ y  , 

wo sowohl e als ~ einer der Zahlen -4-17 - - 1  gleieh ist~ mul~ dar- 
stellen lassen. Anderseits ist leieht zu sehen~ dal~ jede Substitution 
dieser Gestalt tats~tchlieh eine Operation yon F~ darstellt und F' 1 also 
der aus diesen Substitutionen gebildeten Gruppe holoedriseh iso- 
morph ist. Bedeutet n~tmlich p den Abstand eines Raumpunktes 
vonder  Mittellinie des Ringes~ q~ den auf den Breitenkreisen~ ~) den 
auf den Meridiankreisen gemessenen Winkel (geographisehe LUnge 
und Breite), so dal~ auf den Meridiankreisen q~ auf den Breiten- 
kreisen ~ konstant ist~ so gehSrt zu der dureh die Gleiehungen 

dargestellten Transformation von V in sieh 7) die dureh dis Substi- 
tution (39) repr~tsentierte Transformation yon W 1. 

Es mug hier eine Bemerkung eingeschaltet werden~ die sich 
auf den kombinatorisehen Aufbau der Analysis situs bezieht. Er- 
innern wir uns daran, dal~ bei der im w 4 gegebenen Darstellung 
die Element% aus denen die (n-~ 1)-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten aufgebaut wurden, also die (n-~-1)-dimensionalen Zellen~ 
geliefert wurden durch die e i n f a c h  z u s a m m e n h ~ t n g e n d e n  ge- 
schlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Die geometrische 
Vorstellung~ die diesem schrittweisen Herstellen der Mannigfaltigkeiten 
yon immer mehr Dimensionen zu Grunde liegt, besteht darin~ dal~ 
die durch die einfaeh zusammenh~tngende geschlossene n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit 

2 2 2 

berandete (n 2 r- 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit 
2 2 2 -~-x +~ __=1 

als (n-~-1)-dimensionale Zelle verwendet wird. Die Bildung der 
(n-4-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten kann also erst vollzogen 

7) Man findet dieselbe iibrigens schon bei H e e g a a r d ,  Diss. p, 56. 
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werden, wenn fiir die n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten der 
Begriff ,~einfach zusammenh~ngend" und sonach die Begriffe der 
,elementaren Unterteilungen" und der ,HomSomorphie" bereits 
eingeft~hrt sind. Man k~nn sich s ob es nieht mSglich w~re, 
die zweiseifige gesehlossene n-dimensiona]e Mannigfaltigkeit V (') 
ohne die Besehr~nkung des einfachen Zusammenhanges als Element 
ffir den Aufbau der (n-~-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf- 
zufassen~ indem man sich der Vorstellung bedient, V (~') set im 
Raum ~ + ~  yon n - ~  1 rechtwinkligen Koordinaten x1~ x~ . . .  x,,+~ 
gelegen, und berande einen Teil dieses Raumes und dieser Tell 
E (~+1) werde dann als (n-~- 1)-dimensionale Zelle verwendet. Aber 
abgesehen davon, dal~ es fraglich erscheint~ ob jede zweiseitige 
geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit sieh umkehrbar stetig 
und eindeutig auf eino Punktmannigfaltigkeit X (') des Raumes der 
Koordinaten xl, x~ , . . ,  x~+~ abbilden last s) (also ohne Singula- 
rit~ten und Selbstdurchdringungen, filr welehe ja eine StSrung der 
umkehrbaren Eindeutigkeit eintrate)~ abgesehen davon, dag es 
wesentlich versehieden gebaute Mannigfaltigkeiten X (') geben kann, 
die ein eindeutiges und umkehrbar stetiges Abbild derselben 
Mannigfaltigkeit V (') darstellen~ derart~ dal~ die yon diesen Mannig- 
faltigkeiten .X (~) berandeten Teile des ~ + ~ einander nicht homOo- 
morph sind, 9) so dag es also n~tig ware~ dureh besondere Fest- 
setzungen eine dieser X (~) herauszugreifen~ so zeigt das eben be- 
sprochene Beispiel~ da~ auch dann ein brauchbares (n @ 1)-dimen- 
sionales Element noch nieht gen~igend festgelegt ist, infolge des 
Umstandes, da~ X (~) eindeutige umkehrbar stetige Transfor- 
mationen in sich gestatten kann, denen keine Transformation yon 

(~+') in sich entspricht. An dem Beispiel ist das sofort zu sehen. 
Man gehe darauf aus, die zweiseitige gesehlossene Fl~che als drei- 
dimensionale Zelle einzuffihren~ und habe festgesetzt~ die Flache 
p ~ 1 set dureh eine Torusfl~che X (2) repr~sentiert zu denken, 
deren Inneres die Zelle vorstellen sell. Ist nun ~, ~ ein Paar unab- 
h~ngiger gesehlossener Wege auf der Flaehe, aus denen sieh alle 
anderen zusammensetzen lassen, so kSnnen wir die Fl~che auf X (e) 
einmal so beziehen, dai] ~ dem Meridiankr~eis x ~  dem Breiten- 
kreis y entsprieht, das andere Mal so, dag ~ einer Linie x' ~ a x ~- ~ ~/, 

einer Linie y' ~ -( x --~ ~ y entslorieht (a g - -  ~ 7 ~ ~ 1). Wit  
haben damit zwei verschiedene Deutungen der Fliiehe/9 ~---1 als 
Fl~ehe X (~), and das Inhere yon X (~) als dreidimensionale Zelle 
aufgefagt, heil~e bet der einen Deutung E~ (a), bet c]er anderen 
" ~ ) .  Nun ist die Fl~che p-~-1 in Polygone zerlegt zu denken, 
die einander oder den Polygonen anderer Randfl~ehen yon Zellen 

s) Ftir n ~ 2 ist diese Abbildung alIerdlngs, wie bekannt, stets m~glich. 
Bezfiglich n ~ 2 vgl. die in w 2, Anm. 13, aufgeworfene Frag'e. 

s) Vgl. in w 15 das dutch Fig. 3 erl~uterte Beisplel. 
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zugeordnet sind. Die durch solche paarweise Zuordnungen der 
Randfiaehen der Zellen definierte dreidimensionale Mannigihltigkeit 
wird nun offsubar im allgsmeinsn verschieden ausfallen~ wenn man 
einmal den Raumteil ~(a) das andere Mal den Raumteil ,z(3) 
als Zelle nimmt~ und nur dann mit Bestimmtheit nieht verschieden~ 
wenn die Substitution 

y'  _=- -; x - l -  ~ y 

die Form (39) hat. Es sind sonach noch welters Festsetzungen 
nStig, wenn die Fli~ehe/) =- 1 als dreidimsnsionale Zslle branchbar 
werden soll, etwa die~ dal~ ein bestimmter Riiekkehrsehnitt den 
Meridiankrsis x yon X (:) bildert soll. Dem Gesagten zafolge ergibt 
sieh~ dal~ wenn es sich um die Einfuhrung yon Elementen ftir 
die Zusammensetzung (n -[-1)-  dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
handelt, die Besehr~tnkung auf die einfash zusammenh~tngenden 
geschlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten weitaus das nattir- 
liehste ist. tIier treten ja die Sehwierigkeiten der besproehenen 
Art nieht auf~ da alls yon einfaeh zusammenhiingenden n-dimen- 
sionalsn Mannigfaltigkeiten X(n) berandetsn Teile "z (~ + ~) des }R~ + 
einandsr homSomorph sincl und jedsr Transformation t yon X ('0 
in sich sine Transformation yon E (~+~) in sieh zugeordnet werden 
kann, die auf der Randmannigfaltigkeit X O0 die Transformation t 
bewirkt. ~0) 

Die betrachteten Gruppen P~ P*~ G~, G~'~ F'~, F~' stellen topo- 
logische Invarianten berandeter Mannigfaltigkeiten dar, denen inso- 
fern sine gewisse Bedeutung zakommt~ als es Mannigfaltigkeiten 
zu geben ssheint, die in allen bisher untersushtsn topologisehen 
Invarianten (Zusammenhangszahlen, Torsionszahlen~ Fundamental- 
gruppe: Zahl und topo]ogiseher Charakter der Randmannigfaltig- 
keiten): nieht aber in allen yon den eben angefiihrten Invarianten 

tibereinstimmsn. Betraehten wit etwa H) 

L~ L~ 
Fig. 4. 

die dreidimensionale Mannigfaltigkeit V1, 
die man erhi~lt, wenn man aus der sphi~- 
rischen drsidimensionalen Mannigfaltig- 
keit zwei gesshlossene Linien LI~ Le 
(siehs Fig. 4) ausssheidet~ die mitein- 
ander nieht verschlungen sind nnd deren 

1o) Diese S~tze erscheinen allerdings der Anschauung entnommen und man 
kunn sich dis Aufgabe stelIen, sis ullgemein im Gebiete der Punktmunnigfal t ig-  
]~eiten strenge nuchzuweisen oder aber auch (vgl. Anm. 5) ira Gebiete der kom- 
binatorisehen Analysis situs~ wenn die Mannigfal t igkeiten dutch  Schemata, so wie 
dies im Abschnit t  I auseinundergesetzt wurde, repr~isentiert werden. 

1~) In  den folgenden Beispielen werden nur  dis Gruppen zP, p.x- betrachtet ,  
4a nur  diese Gruppen fiir uneigentl ich berandete Mannigf~ltigkeiten (siehe w 2, 
Anm. 4) - -  und die Beispiele beziehen sich auf  solche Mannigfalt lgkeiten -~  
definiert sind. 
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jade einen einfachen Knoten bildet~ jedoch s% dag der eine Knoten 
das Spiegelbild des anderen vorstellt. Die Linie L 1 kann also ohne 
Selbstdurchdringung in der sph~risehen Mannigfaltigkeit nieht in L~ 
~bergeffihrt werden, i2) Die Fundamentalgruppe yon V 1 erhilt man i3) 
aus vier erzeugenden Operationen sl, s3, 83, st, wenn man zwiszhen 
denselben die Relationen s i s~ s 1 ~ s~ s~ s~, S8 st s3 = st s3 st annimmt~ 
woraus P~ ~ 3 and keine Torsionszahlen sich ergebem Die gleiche 
Fnndamentalgruppe erh~tlt man ft~r die Mannigf~ltigkeit V~ die 
man bekommt, wenn man aus der sph~risehen dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit zwei unversehlungene gesehlossene Linien Ai, A~ 
ausseheidet, deren jecle einen einfaehen Knoten bildet, doeh so, 
dug beide Knoten in gleiehem Sinne etwa beide so wie L1 ge- 
wunden sin& Die Randmannigfaltigkeiten yon V i und V~ sind 
in gleieher Anzahl vorhanden und sincl einander hom6omorph. 
l~ and V,~ selbst sincl abet nieht homSomorph, it) Die Permuta- 
tionsgrappe P besteht far beide Mannigfaltigkeiten aus der Per- 
mutationsgruppe yon zwei Elementen, den beiden Randlinien 
Lil L~ bezw. hi~ A 2. Hingegen ist far V~ die Gruppe P ~ = P ,  
d a e s  den Sinn erhaltende Transformation yon V 2 in sieh gibt, 
bei denen A~ und A~ vertauseht warden, w~hrend jede dan Sinn 
erhaltende Transformation yon V~ in sich jede der Linien L1, L~ 
in sieh selbst fiberfahrt, so (lag P* sich ftir V i auf die identisehe 
Gruppe reduziert. - -  Es werde noeh das Beispiel zweier Mannig- 
faltigkeiten V~, V2 betraehtet~ die aus der spharischen dreidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit durch Ausseheidung dreier unversehlnn- 
gener gesehlossener Linien Ai: A2, A3 bezw. K1, K~, K 3 entstehen. 
Jede dieser Linien bilde einen einfaehen Knoten, doeh mSgen die 
Linien Ai, A2, A3, KI, K,~ so gewunden sein, wie die Linie L 1 der 
Fig. 4, hingegen K 3 so, wie die Linie L~ dieser Figur. Die 
Gruppe P der Mannigfaltigkeit V i besteht offenbar aus der Gruppe 
s~mtlicher Permutationen yon drei Elementen Ai, h2, A 3. Hingegen 
enth~lt die Gruppe P yon Ve auger der identisehen Permutation 

nut die Permutation (KI: K~'/{I ' KK ~) 

i~) Auch dies ist eine der Anschauung oder, wenn der Ausdrack gestatte~ 
ist, der topologischen Erfahrung entnommene Tatsache, fiir die mir ein strenger 
Boweis nicht bekannt ist. 

l~) Vgl. die Bestimmung der Fandamentalgruppe yon ~F 1 in w 18. 
~) Man kSnnte das Ms anschaalich einleuchtend ansehen. Oder aber man 

geht yon der Vorstellung aus, dal~ es, wena Vi und Ve homSomorph wiren, auch 
solche eineindeutige stetige Beziehungen yon V~ auf V~ geben miifite, aus denen 
slch eine eineindeutige stetige Beziehung der Randpunkte yon V~ auf die Rand- 
punkte yon V~ ableiten lal~t, die sich also zu einer eineindetttigen stetigen Be- 
ziehung der ganzen sphirisch~n Mannigfaltigkoit auf sieh selbst erg~n~ea lassen. 
Da nun zufolge des oben genannten Satzes die sphirische Mannifffaltigkeit keine 
anderen Transformationen in sich gestattet als Deformationen oder Deformationen 
zusammengesetzt mit einer Spiegelung, so miil~te das System der Linien L1, L~ 
mit A1, A~ oder dem Spiegelbild yon Ai, A~ gleichartig verschlunffen sein, d. h. 
sich in dieses System oder sein Spiegelbild deformieren lassen~ was offenbar aus- 
geschlossen ist. 

Monkish. ftir ]~athem~fik u. :Physik. XIX. J~hrg. 7 
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YI. Spezielle Arten, geschlossene mehrdimensionale ~Iannig- 
faltigkeiten darzustellen. 

w 17. 
Die geschlossene Mannigfaltigkeit wird I. durch Zuordnung yon 
Randmannigfaltigkeiten, 2. durch doppelte Uberdeckung einer 

,Orundform" erhalten. 

In diesem Abschnitte sollen die Verallgemeinerungen bekannter 
Arten~ geschlossene zweidimensionale Mannigfaltigkeiten darzu- 
stellen~ auf mehr (insbesondere drei) Dimensionen betrachtet werden. 
Dabei wird sieh zeigen~ dai~ gewisse dieser Darstellungsformen~ 
durch die jede gesehlossene zweidimensionale Mannigfaltigkeit 
reprlisentlert werden kann~ in ihrer Verallgemeinerung auf mehr 
Dimensionen nicht jede geschlossene Manaigfaltigkeit darzastellen 
fahig sind (daI~ also die MSglichkeit einer solchen Darstellung 
eine spezielle topologische Eigenschaft einer Mannigfaltigkeit vor- 
stellt)~ oder abet dal~ die Eindeutigkeit der Darstellung verloren geht. 

Die erste der za besprechenden Darstellungsarten zweidimen- 
sionaler Mannigfaltigkeiten 1) geht yon einer ,Grundform", d. i. yon 
einer developpablen Fl~tche mit r Randlinien aus~ die man sieh 
etwa als r Kreise vorstellen mSge. Veri~igt man in bestimmter 
Weise fiber den Sinn tier developpablen Fli~che, so ist dadureh 
ffir jeden der r Kreise ein positiver Durehlaufungssinn festgelegt. 
Durch paarweise Zuordnungen zwisehen den auf den Kreisen 
liegenden Randpunkten der Grundform~ wobei zwei einander zu- 
geordnete Punkte als ein Punkt der zu definierenden Mannigfaltig- 
keit anzusehen sind~ ~) mSge nun die Definition einer gesehlossenen 
Fliiche erfolgen. 

Dabei kommen Zuordnungen dreierlei Art in Betracht: 
1. Die Punkte eines Kreises K 1 werden auf die Puhkte sines 

anderen Kreises eineindeutig und stetig so bezogen, dal~ dem 
pesitiven Sinn yen K 1 der negative Sinn yon K~ entspricht. 

2. Die Punkte zweier Kreise KI, K 2 werden eineindeutig 
und stetig so aufeinander bezogen~ dal~ dem positiven Sinn yon K 1 
der positive Sinn yon K~ entsprieht. 

3. Die Punkte eines Kreises K werden diametral auf sieh 
selbst bezogen. Betrachtet man dann zwei einander zugeordnete 
BSgen yon K~ so entsprieht dem positiven Sinn des einen der 
positive Sinn des anderen Bogens. 

Die Gesamtheit der r Kreise verteile man in s Paare, die 
naeh der ersten oder zweiten Art einander zugeordnet sind und t 
naeh der dritten Art sich selbst zugeordnete Kreise. Die entstehende 

1) Vgl. hierfiber D yck~ Math. Anm. 32. 
:) Wie dies aufzufassen ist, ergibt sich sofort aus dem an analoger Stelle 

in Abschnitt I fiber die Zuordnungen yon Randelementen Gesagte. 
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geschlossene Mannigfaltigkeit ~) ist offenbar nur dann zweiseitig~ 
wenn nur Zuordnungen erster Art vorkommen. Jede zweidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit ist der besproehenen Darstellung fi~hig. 
Diese ist fiir die zweiseitigen Fli~ehen und nur ftir diese und die 
einseitige Fli~ehe mit der Invariante q~---1 (siehe w 8) eindeutig 
(n~tmlich abgesehen von topologiseh unwesentliehen Ab~tnderungen 
der Grundform). 4) 

Die Verallgemeinerung der besproehenen Da~stetlungsart auf 
den Fall yon mehr Dimensionen liegt auf der Hand. Man geht 
yon einer developpablen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die yon 
einer Anzahl yon ( n -  1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten beran- 
det ist, aus and legt dureh Wahl eines bestimmten Sinnes der 
developpablen Mannigfaltigkeit auch flit die einzelnen Randmannig- 
faltigkeiten einen bestimmten Sinn lest. Fiir die Randmannig- 
faltigkeiten werden dana Zuordnungen yon folgenden drei Arten 
festgesetzt: 

1. Zwei Randmannigfaltigkeiten R1, R~ werden so punktweise 
eineindeutig stetig aufeinander bezogen~ dal~ dem positiven Sinn 
yon RI~ der negative yon R~ entsprieht oder 

2. so, dab dem positiven Sinn yon R 1 der positive Sinn 
yon R 2 entspricht. 

3. Die t)unkte einer Randmannigfaltigkeit R werden paar- 
weise eineindeutig stetig auf einander bezogen, derart~ dal~ dem 

~ ositiven Sinn eines Sttiekes von R der positive oder negative Sinn 
es zugeordneten Sttickes entspricht, je nachdem n gerade oder 

ungerade ist. ttieher gehSrt beispielsweise die Zuordnung diametral 
gegentiberliegender Punkte der Mannigfaltigkeit 

2 2 2 
Xl 

Einander zugeordnete Punkte sind als ein Punkt der za 
definierenden Mannigfaltigl~eit anzusehen. Die so entstehende 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist dann und nur dann zweiseitig, 
wenn ira Falle eines geraden n nur Zuordnungen erster Art, im 
Falle eines ungeraden n nut Zuordnungen erster und drifter Art 
auftreten. 

Als Beispiele mSgen die aus der Kugel dureh Zuordnung 
der diametral gegeniiberliegenden Punkte ihrer Oberfli~chs ent- 
stehende zweiseitige dreidimensionale Mannigfaltigkeit T 3 (siehe 
w 9) und die aus dem t~aam zwischen zwei konzentrisehen Kugel- 
fli~ehen durch paarweise Zuordnung der auf gleiehem Radiusvektor 
liegenden Punkte entstehende gleiehfalls zweiseitige Mannigfaltig- 
keit U (ein Schema ftir U ist welter unten angegeben) angefiihrt 
werden. Ein weiteres Beispiel liefert die folgendermal~en durch ein 
Schema mit zwei Zellen definierte dreidimensionale zweiseitige 

8) blatiirlich erh~tlt man  a u c h  berandete Fliichen durch  den gleichen t ter -  
stellungsproze~, wenn m a n  nicht  fiir a l le  r Kreise Zuordnungen  festlegt~ und 
zwar ist jede berandete Fli~che dioser Dars te l lung  f~hig. 

4) Eine Dars te l lung dieser u  gibt D y c k  a. a. O., S. 480. 

7* 
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Mannigfaltigkeit. Die zwei Zellen m(igen als zwei~ Zylinder im 
Ramn der Koordinaten x, y~ z~ bezw. x'~ y'~ z' dutch 

x~-~y'~l, - ~ l > z > - - I  bezw. 

x'~@y'2~l~ -~- 1 > z '  > - -  1 

gegeben sein~ 4eren Oberflachen durch die Peripherien der Grund- 
flachen and die Leitlinie x ~ 1~ y = 0 bezw. x' ~ 1, y' = 0 in je 
drei Polygone eingeteilt seien. Die beiden Mantelfli~chen seien 
einander nach den Formeln 

je eine Grundfliiche des einen Zylinders einer des anderen durch 
die Formeln 

X r ~ - x ~  , ~ / r ~ _ _ ~  Z r ~ - - -  Z 

zugeordnet. Die so definierte Mannigfaltigkeit l~tgt sieh, wie leicht 
zu sehen~ in der besprochenen Art darstellen~ einmal als Raum 
zwischen zwei konzentrischen Kugelflachen~ wobei auf jeder Kugel- 
fliiche die diametral gegentiberliegenden Punkte aufeinander bezogen 
sind, dann aber auch als Raum, der yon einer Torusfli~che begrenzr 
ist~ deren Punkte einander paarweise nach den Formeln 

zugeordnet sind, 5) unter ,% ~ wie in w 16 geographische L~tnge 
und Breite auf der Torusfli~che verstanden. Die Darstellungsart ist 
also ftir zweiseitige Mannigfaltigkeiten yon drei Dimensionen nicht 
mehr eindeutig. 

Bereits ftir n ~ 3  tritt abet auch der Fall ein, dal~ nicht 
alle geschlossenen Mannigfaltigkeiten der besprochenen Darstellung 
fLthig sind. Da n~tmlich die beiden vermSge einer Zuordnung 
erster oder zweiter Art einander entsprechenden Randfl~chen Rt~ 
R~ oder die dutch die Paare yon Punkten der auf sich selbst 
bezogenen F]i~che R repr~tsentierte Gesamtheit yon Punkten der 
Mannigfaltigkeit eine (zwei-oder einseitige) geschlossene nicht zer- 
st~ickende Flache in der Mannigfaltigkeit darstellen~ so mug ftir 
dieselbe die Zahl P~ oder doch die Zahl (2~ grSi~er als 1 sein. Es 
gibt aber zweiseitige geschlossene dreidimensionale Mannigfaltig- 
keiten~ ftir di% ohne dag sie der sphi~rischen Mannigfaltigkeit homSo- 
morph wgren~/)2 ~ Q2 ~ 1 ist. Beispiele hieffir bieten die im w 20 

~) Die Gesamtheit der Punkte  der Mannigfultigkeit, deren jeder durch 
zwei Punkte der Torusflgche repr~tsenticrt ist~ bildet eine geschlossene einseitige 
Fl?iche mlt  der Invarianto q ~ 2 (siehe w 8). A1]gemein bilden die arts der Zu- 
ordnung drifter Art einer Fl~che vom Geschlecht .p auf sich selbst entstehenden 
Pankte  eine in tier dreidlmenslonulen Mannigfalt igkeit  liegende einseitige ge- 
schlossene Fl~che mit tier Invari~nte q---29-~-1, wie man aus der Betrachtung 
der Zahl N (siehe w 8), die fiir die Fl~che vom Geschlecht p glelch dora doppelten 
der far die einseitige Flache gebilde~en Zahl N sein mu~, entnimmt. 
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betrachteten Mannigfaltigkeiten [2m@ 1, X 1 mit der zyklisehen 
Gruppe yon der Ordnung 2m--~ 1 als Fundamentalgruppe. 

Die z w e i t e A rt~ geschlossene mehrdimensionale Nannigfaltig- 
keiten darzustellen~ die besproehen werden soll~ bezieht sieh auf 
zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Far den Fall yon zwei Dimensionen 
mag an die bekannte Normalform der zweiseitigen gesehlossenen 
Flgehen~ an die Flgehe mit io Henkeln erinnert werden. Proiiziert 
man nun etwa die Torusfl~teh% die Normalform der Pl~tche yore 
Geschleeht 1, auf eine geeignet gelegte Eben% so erh~lt man als 
Projektion die ]?lgehe eines Kreisringes, dessen berandende Kreise K 1 
und K s heigen m5gen~ wobei jedem Punkte zwisehen den beiden 
Kreisen zwei Punkte der Torusflaehe, den Punkten yon/(1 und/t~ 
ein Punkt der Torusfl~ehe entsprieht. Wenn wir nns also den Kreis- 
ring als aus zwei Blt~ttern bestehend denken, die lgngs K 1 und K s 
zusammenhangen, so haben wit damit eine Darstellungsart der 
gesehlossenen F15ehe veto Gesehleeht ][. Dabei ist noeh Folgendes 
bezaglieh des Sinnes der Nannigfaltigkeit zu beaehten. W~hlt man 
f~tr die Flache des Kreisringes zwisehen K 1 and h~ eine Indikatrix, 
also einen Sin% so wird dieser Sinn im einen Blatt mit einem 
bestimmt gew~hlten Sinn der Torusfl~ehe ttbereinstimmen, im 
andern Blatt aber mit dem entgegengesetzten Sinn. Will man also 
einen bestimmten Sinn der gesehlossenen l?l~tehe beim Ubergang 
fiber K~ oder K~ yon einem Blatt ins andere beibehalten~ so ist 
der in der Ebene des Kreisringes bestimmte Sinn dabei umzukehren. 
Ganz analog wie im Falle p =  1 reprgsentiert allgemein eine 
developpable Flaehe mit T @ 1 Randlinien, doppelt iiberdeekt und 
mit Zusammenhang der beiden Blgtter 15ngs der Randlinien gedaeht~ 
die zweiseitige gesehlossene Fl~tehe vom Gesehleeht p. Man erh~lt 
die Verallgemeinerung dieser Darstellungsart zweiseitiger ge- 
sehlossener Mannigfaltigkeiten auf mehr Dimensionen, indem man 
eine von einer Anzahl (n--1)-dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
berandete developpable n-dimensionale Mannigfaltigkeit doppelt 
t~berdeekt denkt nnd die beiden Blgtter als lgngs der Rand- 
mannigfaltigkeiten zusammenh~ngend ansieht. 6) 

Wahrend abet im Falle zweier Dimensionen die besproehene 
Darstellungsart ft~r eine bestimmte zweiseitige Flgehe nur auf eine 
Art mSglich ist~ ist diese Darstellung bereits far drei Dimensionen 
nieht mehr eindeutig. Dies zeigt beispielsweise die folgendermal~en 
definierte Nannigfaltigkeit U. Das Schema derselben bestehe aus 
einer einzigen Zelle, die man sigh als Zylinder 

x'~ -~- y~ < 1~ - @ l > z > - - I  

vorstellen mOge, dessen Mantelflaehe dutch die Sehnittlinien mit 
der Ebene y ~ 0 in zwei reehteekartige Sttieke geteilt sei; diese 
seien einander dureh die Formeln 

6) Man kann diese Darstellungsart natiirlich verallgemelnern, indem man 
statt zweier 2m BlOtter nimmt, und an jeder Randmannigfaltigkeit die B]~itter 
in Paare miteinander zusammenh'~ngender verteilt. 
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die belden Gruadflitehen einander durch die Formeln 
X ~ x ,  ~ " ~ / ~  2 r ~ - z  

zugeordnet. Betrachtet man nun einmal den yon einer Torusfliiche 
eingeschlossenen Raum D', das andere Mal den Raum D" zwisehen 
zwei konzentrisehen Kugeln, und denkt sieh jede der developpablen 
Mannigfaltigkeiten D'~ D" doppelt iiberdeckt und zwisehen den 
zwei Bl~tttern liings der Randfl~tehen Zusammenhang hergestellt, so 
erhlilt man~ wie leicht zu sehen, auf diese Weise zwei Darstellungen 
fttr dieselbe Mannigfaltigkeit U. Man erkennt tiberhaupt~ wenn man 
die durch p~ ~/ eharakterisierten Darstellungsformen betrachtet~ die 
man erhiilt, wean man im dreidimensionalen Raum eine Normalform 
einer geschlossenen Fliiehe yore Geschleeht p~ also eine Flache mit 
p Henkeln nimmt~ aus dem yon derselben eingesehlossenen Ramn 
~/Kugeln aussehneidet und die abrig bleibende developpable dreidimen- 
sionale Mannigfaltigkeit doppelt tiberdeckt und die beiden Bliitter 
liings der q @ 1 Randfl~ehen zusammenhiingend denkt) da~ dann zwei 
solche Darstellungsformen stets dieselbe zweiseitige geschlossene 
dreidimensionale Mannigfaltigkeit reprasentieren~ wenn p@~/ f~ir 
beide den gleiehen Wert hat. 7) 

Es scheint ferner~ dal~ aueh diese Darstel|ungsform ftir n ~  3 
eine spezielle istund dal~ keineswegs alle zweiseitigen geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten derselben fahig sin& Es ist namlich nicht un- 
wahrseheinlich~ dal] nieht nur alle developpablen, sondern auch 
alle derart dureh doppelte Uberdeekung developpabler Mannig- 
faltigkeiten entstehenden gesehlossenen Nannigfaltigkeiten keine 
Torsionszahlen besitzen. Doch ist mir hieftir~ auch was die develop- 
pablen h{annigfaltigkeiten anlangt, ein Beweis nicht bekannt. 

w 18. 
Riemannsche Riiume. 1) 

Eine dritte Darstellungsform mehrdimensionaler Mannigfaltig- 
keiten stellt die Verallgemeinerung der Riemannschen Fliiehen dar. 
Wir besehriiaken uns darauf~ die Verallgemeinerung auf den Fall 
yon drei Dimensionen zt~ besprechen. 

Zur Riemannsehen Fliiche kann man gelangen, indem man 
yon einer Kugelflgche ausgeht, aus der n Punkte a~ a s ~ . . ,  a~, 
ausgestoehen sind~ so dal] man eine yon n Punkten ~) berandete 
Fliiche 4) erhiilt. Zieht man yon einem Punkte 0 der Fliiehe nach 
den Punkten al einander und sieh selbst nicht durchsetzende Linien 

7) Die betrachteten Mannigfaltigkeiten sind identlsch mlt den durch die 
Riemannschen R~ume von Eks. 2~ 3 in H e e g a a r d s  Diss. w 14 dargestellten. 

1) Vgl. Appel l~  Math. Ann. 30, S o m m e r f e l d ~  Proc. Lond. Math. Soc. 28 
und die w167 13, 14 der Dissertation yon H e e g a a r d .  

2) die also unelgentliche Randmannigfaltlgkeiten vorstellen~ vgl. w 2, 
Anm. 4. 
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Oal, O n 2 , . . .  Oa~, so kann man dem 1Jbersehreiten jeder  dieser 
Linien O a~ in einem bestimmten durch einen positiven Umlauf  
um 0 gegebenen Sinn eine Operation si zuordnen. ~bersehrei te t  
man alle Linien in positivem Sinn~ so entspricht dies einem ge- 
schlossenen Umlauf  um 0~ und da der Punkt  0 auf der Fliiehe (D 
i n  keiner Weise eine besondere Stellung einnimmt~ so soll die 
diesem Umlauf  zugeordnete Operation s 1 s~ . . . sn~ ebenso wie jede 
Operation die einem keine Linie O al (ibersehreitenden gesehlosse- 
nen Weg  entspricht~ der identischen Operation gleiehgesetzt werden. 
Es werde also die Relation 

(40) s l s ~ . . . s ~ l  
angesetzt. Diese Festsetzungen entspreehen offenbar der Vorstellung 
eiaer beliebigen auf der Fli~ehe �9 ausgebreiteten unverzweigten 
Funktion~ wenn unter den s~ Substitutionen der Funktionszweige 
bei gesehlossenen Wegen verstanden werden. In  der Tat  stellt 
die dutch sl~ s s ~ . . ,  s~  zwisehen denen (40)besteht~ erzeugte 
Gruppe, die Fnndamentalgruppe yon (1) vor. 

Handelt  es sich nun darum~ die Flache (D endliehblitttrig, 
etwa m-bl/~ttrig, zu iiberdecken~ derart dal] die entstehende m-blittt- 
rige F l iehe  nur au den Stellen aj~ % ~ . . .  a~ Verzweigungspunkte 
hat~ so braueht man nut  ftir si~ s , ~ , . . ,  s~ je eine Permutat ion 
der m Ziffern 1~ 2~ . . . m~ dureh die die Blgtter bezeiehnet werden 
mSgen~ zu nehmen~ derart dug diese Permutationen die Relation (40) 
erfiillen. ][st dann die dnreh die Permutationen sl~ s2v . . . s~ er- 
zeugte Gruppe transitiv~ so erhi~lt man eine zusammenhingende 
m-bliittrige Riemannsehe Flitehe tiber der Kugelflitehe. 3) 

Analog mSge eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit g? be- 
traehtet werden, die aus der sphitrischen dreidimensionalen Mannig- 
faltigkeit~ die man sieh dutch den dureh einen unendlieh fernen 
P.unkt vervollsti~ndigten }R s repri~sentiert denke, durch Ausseheiden 
emer Anzahl gesehlossener Linien a, b~ c ~ . . .  entsteht. ~) Man 
lege die Fl~tehe F, die yon der Gesamtheit  der Radienvektoren 
yon einem Punkt  0 yon (F naeh den Punkten dieser Linien 
gebildet wird. Daneben betrachte man. die Projektion der Linien 
a~ b ~ . . .  yon 0 aus auf eine 0 nieht enthaltende Ebene E. Die 
so erhaltenen Kurven  in E werden sieh und einander an gewissen 
Stellen N1, -u . . . .  durehkreuzen. Es werde angenommen~ dal~ 
durch eine solche Kreuzungsstelle 2V~ na t  zwei and nieht mehr  
Kurvenzweige hindurehgehen. In  der Riehtung 0 IY~ liegen dann 

3) DaB man die gleiche Methode anwenden kann~ um aufanderen Flichen 
a]s der Kugelfliche mehrblKttrige ausgebreitete Flichen zu erhalten~ ist bekannt. 

4) Das im folgenden dargestellte Verfahren~ die Konstruktion der Kegel- 
fi~che F als Verzweigungsschnittflitche zu beniitzen~ un4 die Bedingungen fiir 
alas Zusammenfiigen der Blatter aus den Linien yon 0 zu den scheinbaren Doppel- 
punkten des Systems der Linien a, b, . . .  zu bestimraen, ist mir durch Herrn 
Wir t i n g e r bekannt geworden, der dasselbe entwlekelt und bei den weiter anten 
zitlerten Untersuchunges verwendet hat. Das gleiche u finder slch in der 
Besehrankung ~af Yerzweigungen erster Ordnung berelts bei H e e g a ar d a. a. O. 
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zwei von den die Flaehe ~" bildenden Radienvektoren, die nach 
zwei 1)unkten Ai~ Bs des Systems der Linien a, b, . . . gehen 
mSgen, wobei die Entfernung OAi < 0 Bs sei. Liings O Ai dureh- 
setzt sich dana die Flache F selbst. Dutch die Punkte Ai zer- 
fallen die Linien a, b ~ . . .  (oder einzelne yon ihnen) in Sttieke 
und die Stiicke der Linie a mSgen mit al, a~, . . .~ die der Linie b 
mit bl, 52 . . . .  u. s. w. bezeichnet werden. Der Sinn der Sttteke 
einer Linie werde entsprechend einem bestimmt gew~hlten Sinn 
der Linie positiv genommen. Jedem der St~icke ai, hi, c ~ , . . .  
entspricht ein Sttick der Fliiche F, das yon den Radienvekteren 
nach den Punkten dieses Stfiekes gebildet wird. Ist Ah das nega- 
tive, AT~ das positive Ende eines Liniensttickes li, so werde der 
Umlauf OAh Ak 0 um das zugeordnete Fliichenstiick als positiv 
angenommen. Dem so bestimmten Sinn der Fl~ichenstticke ent- 
spreehend kann bei denselben eine positive und eine negative Seite 
unterschieden werden. Dem Durchsetzen eines der Fllichenstiicke 
der Flgehe ~' yon der negativen zur positiven Seite werde eine 
Operation zugeordnet, die wit mit demselben Buehstaben bezeichnen 
wollen, wie das dem Flgchensttick zugeordnete Liniensttick. Stolen 
nun im Punkte As die beiden Linienstficke u I ~ Ah As and u s ~ Ai A.i 
zusammen, w~ihrend der Punkt  Bs auf dem Linienstiiek v ]iegt, so 
werde zwischen den Operationen u~ us, v die Relation angesetzt: 

(41)  = bez, . = 1 ,  

j e  naehdem u t auf tier positiven oder negativen Seite des zu v ge- 
h(irigen Fl~tehensttickes endigt. Man erh~tlt dieselbe, wenn man 
einen kleinen den Radiusvektor 0 A, umschliefienden Weg betrachtet 
und festsetzt, da~} einem solchen Wege die identische Operation 
entspreehen sell. Die durch die eingeftihrten Operationen and die 
Relationen (41) zwischen denselben definierte Gruppe stellt offenbar 
die Fundamentalgruppe yon (F dar. ~) 

Eine mehrbliittrige l~berdeckung der sph~trisehen Mannig- 
faltigkeit, die nur in den Linien a, b, c , . . .  Verzweigungslinien auf- 
weist, erhglt man nun analog dem k alle zweier Dimensionen, indem 
man fttr die Operationen al, hi, c i , . . .  Permutationen yon m Blat- 
tern derart wahlt, dal~ die Relationen (41) erfitllt sind. 6) 

Ob analog, wie jede zweiseitige geschlossene Flaehe einer 
dureh eine Riemannsehe Flgche reprasentierten zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeit homSomorph ist, auch jede zweiseitige gesehlossene 
dreidimensionale Mannigfaltigkeit einem ,,Riemannsehen Raum" der 
besehriebenen Art homSomorph sei, ist nieht bekannt. Jedenfalls 
lal~t (analog dem Falle zweier Dimensionen) eine und dieselbe 

s) Der Bau der ReIaf;ionen (4:1) zeig~, rig6 die betrachteten M~nnlgfaltlg- 
l~eiten tF kelne Torsions~hlen haben. Es ergibt sieh dies durch die glelchen 
tJberlegungen, die in w 10, Anm 1, angostellt wurden. 

~) Natiirlich k~nn man wieder statt auf der sph~rischen, auf einer be- 
liebigen geschlossenen Mannigfaltigkeit mehrbl~ttrlg" ausgebreitete Mannigfaltig- 
kei~en betrachten. 
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Mannigfaltigkeit verschiedene Darstellungen als Riemannseher Raum 
zu, wie sich an gewissen yon den im folgenden angefiihrten Beispielen 
Riemannscher R~tume zeigt. 

Zur tterstellung eines solchen Beispiels gehe man yon der 
Mannigfaltigkeit q;1 aus~ die aus der spharisehen Mannigfaltigkeit 
dureh Ausscheiden einer verknoteten Linie L~ (vgl. Fig. 4) ent- 
steht. L 1 zerf/illt in drei Stiicke s, t~ u, uncl zwisehen den ent- 
sprechenden Operationen bestehen die Relationen 

deren letzte eine Folge der ersten beiden ist. L i~ t  man die tiber- 
z~thlige erzeugende Operation u fort, so erh~It man zwischen den 
erzeugenden Operationen s~ t der Fundamentalgruppe yon qP~ die 
deilnierende Relation 

s t s : t s t .  

Einen dreibliittrigen li~ngs L~ verzweigten Riemannschen Raum 
erhiilt man, wenn man ftir s, t~ u die Permutationen w~thlt: 

8 = ( 2 , 3 ) ,  t = ( 1 , 3 ) ,  u = ( 1 , 2 ) .  

Man erh~lt so eine yon W i r t i n g e r  7) bei Gelegenheit der Unter- 
suchung der durch die Cardanische Formel repr~tsentierten alge- 
braischen Funktion yon zwei komplexen Veranderlichen betrachtete 
Mannigfaltigkeit. s) Bemerkenswert ist, da~ dieser Riemannsche 
Raum dreibl~tttrig~ jedoeh langs L~ nur yon der ersten Ordnung 
verzweigt ist. 

Einen zweibliittrigen langs L~ verzweigten Riemannsehen Raum 
R~ erh~tlt man, wenn man 

s ~ t : u  : (1~ 2) 
setzt. 9) 

Es mSge nun yon der Mannigfaltigkeit W~ ausgegangen werden, 
die aus der sph~risehen Mannigfaltigkeit dutch Ausseheidung yon 
zwei unverknoteten Linien a, b entsteht~ die einfach versehlungen 
sind, wie z. B. die Kreise xS~-y~-~ - l~  z - ~ O  nnd x ~ - - 2 x - - ~ - z s - ~ O ~  
y ~ O. Zwisehen den Operationen a~ b besteht die Relation 

ab a - 1  b -1  -~- 11 

so da~ die Fundamentalgruppe yon q/s die kommutative Gruppe 
aus zwei erzeugenden Operationen ist. Withlt man eine dreibli~ttrige 
Uberdeekung yon q~s nnd 

a - ~  b ~ (1,  2, 3), 

7) Erste Sitzung d. Math. Ges. in Wien vom 22. J~nner 1904 und Jahres- 
vers. d. Deutsch. Math. Vet, Meran, Sept. 1905 (siehe Jahresber. 14, S. 517). 

s) Der gleiche Riemannsche Raum wurde vorher schon yon g e e g a a r d  
(a. a. O, p. 84~ Eks. 4) betrachtet und als elnfach zusammenh~ngend erkv.nnt. 

9) t teegaard  a. a. O., p. 84, Eks. 5. 
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so m~ge der entstehende Riemannsehe Raum mit R~ bezeiehnet 
werden. Nan kann dann zeigen, dal~ /~1 und R~ Darstellungen 
derselben dreidimensionalen Nannigihltigkeit sind~ und zwar der 
im w 20 mit [3~ 1] bezeichneten. 

VII. Einige Erganzungen. 

w 19. 
Ober einen Satz aus den Grundlagen der kombinatorischen 

Analysis situs. 

Ftir die kombinatoriseh aufg'efal3te ~) Analysis situs bildet die 
Einteilung der Schemata in Klassen einander homSomorpher das 
Fundament. HomOomorph wurden zwei Schemata genannt, die ein 
gemeinsames abgeleitetes Schema besitzen (siehe w 2). Dis ge- 
nannte Klasseneinteihng der Schemata wurde dann auf den Satz 
gegrtindet~ dal~ zwei Schemata, die einem dritten homSomorph sind, 
aueh untereinander hom0omorph sind. So selbstverstandlieh dieser 
Satz erscheint~ so erweist es sieh doeh als notwendig~ einen Beweis 
far denselbeu beizubringen und ein soleher soll im folgenden ftir 
den Fall yon zwei Dimensionen ausgeftihrt werden. Was die Stel- 
lung des beslorochenen Satzes in einem systematisehen Aufbau der 
Analysis situs anlangt, so mug tibrigens bemerkt werden, dal~ f~ir 
einen solehen Aufbau dieser Satz entbehrlieh ist. Man kann ja 
zwei Schemata, die ein gemeinsames abgeleitetes Schema besitzen~ 
als hom0omorph im engeren Sinne ansehen, als homSomorph im 
weiteren Sinne zwei Schemata bezeichnen, zwischen welehe sieh 
Schemata so einsehieben lassen~ dal? in der entstehenden Folge 
jedes Schema mit dem vorhergehenden homSomorph im engeren 
Sinne ist und als homSomorph sehleehthin zwei Schemata~ die es 
entweder im engeren oder weiteren Sinne sind. Man erhalt so 
ohne Heranziehen sines Hilfssatzes eine Einteilung der Schemata 
in Klassen einander homSomorpher~ wobei wieder jene und nur jene 
Eig'ensehaften der Schemata topologisch invariant~ d. h. ffir homSo- 
morphe Schemata ttbereinstimmend sind, die bei elementaren Unter- 
teilung'en erhalten bleiben. 

Der Satz. der uns beseh~fftigt, ist offenbar erwiesen, wenn es 
der folgende spezielle Fall des Satzes ist: Zwei Schemata Q,/~, 
die aus demselben Schema P durch Unterteilung abgeleitet sind~ 
sind homSomorph. Dieser Satz wieder ist erledigt, wenn er es 
ftir den besondereu Fall ist~ dal~ eines der Schemata Q, R dutch 
eine e l e m e n t a r e  Unterteilung aus P hervorgegangen ist. Sei 
also etwa O dureh sine elementare Unterteihmg aus P abgeleitet 
und P, P~, P~ . . . .  P,~ (P~ ~- R) eine Folge van Schematen, derart, 
dag jedes auf ein anderes Schema folgende Schema aus diesem 

~) Siehe die Einleltung. 
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dutch eine elementare Unterteilung abgeleitet ist. Es handelt sich 
daram, za jedem Pi ein aus ihm abgeleitetes Schema Qi zu iinden~ 
das auch aus Q ableitbar ist. O,~ ist dann ein gemeinsames abge- 
leitetes Schema yon Q and R. 

Nan msge zunitehst fiir den Fall~ da~ sowohl R als O dureh 
elementare Unterteilung aus P hervorgehen~ ein gemeinsames ab- 
geleitetes Schema S angegeben werden. Ffir dea Fall zweier Dimen- 
sionen sind nun zwei Arten elementarer Unterteilungen zu unter- 
scheiden: die Teilung einer Kante in zwei Kanten und die Teilung 
eines Flachenstfiekes in zwei Flaehenstiicke. Diese beiden Arten 
mSgen als Unterteilung erster bezw. zweiter Ordnung bezeichnet 
werden and die bei derselben in zwei Teile geteilte Kante bezw. 
das in zwei Teile geteilte Flachenstfick mSge das Element des 
Schema~ auf das sich die Unterteilung bezieht~ genannt werden. 
Wenn sieh nun zwei elementare Unterteilungen desselben Schema 
sei es da$ sie yon gleicher, sei es yon versehiedener Ordnung sind~ 
auf verschiedene Elemente yon P beziehen: so ist es ohne weiteres 
klar~ da$ die beiden Schemata Q~ R~ die aus P dutch diese Unter- 
teilungen entstehen~ ein gemeinsames abgeleitetes Schema S besitzen, 
das sowohl aus O als aus R dutch eine elementare Unterteilung 
gewonnen werden kann. Beziehen sich anderseits die beiden ele- 
mentaren Unterteilungen, durch die O und R aus P hervorgehen: 
auf dasselbe Element yon P and sind beide Unterteilungen yon 
erster Ordmmg~ so sind Q and R identisch and es mSge S ~ O ~ R 
gesetzt werden. Ist schlie~lieh jede der Unteilungen yon zweiter 
Ordnung und beziehen sich beide auf dasselbe Flachenst~ck aS~ so 
mSgen auf dem Umfange des Flgehensttiekes, das man sich als 
einen Kreis denken mSge~ die Endpunkte Ae: Be bezw. AR~ Bj~ 
der beiden neuen Kanten cQ, cR markiert werden~ welche die Zer- 
legung des Flachenstfiekes bei der Unterteilung Q bezw. R be- 
wirken. Falls nan beim Durchlaufen des Kreisumfanges auf den 
Punkt A e einer de r  Punkte A ~  Bs nnd hierauf der Pankt Be 
folgt~ so bilde man ein aus Q abgeleitetes Schema S dureh drei 
aufeinanderfolgende elementare Unterteilungen, indem man c~ dureh 
eine neue Ecke C in zwci Kanten zerlegt und hierauf die bciden 
Flachenstfick% in welche a s dutch Ziehen yon c e zerfiel, dutch 
Kanten~ welehe C mit An bezw. BR verbinden~ welter zerlegt. Das 
Schema S lggt sieh in analogcr Weise aus R ableiten und ist also 
ein gemeinsames abgeleitetes Schema yon Q und R. Fails d a s  
Punktepaar A~ BQ mit dem Punktepaar AR~ B~ zasammen(gllt, 
Q also gleieh R ist~ werde S ~ Q = R genommen. In allen iibrigen 
Fallen yon Unterteflungen zweiter Ordnung, die sieh auf dasselbe 
Flachenstiick beziehen~ lal~t sieh ein Schema S angeben, das dareh 
eine elementare Unterteilung~ sowohl aus Q~ als aus R ableitbar 
ist. Damit ist in allen Fallen zweier elementarer Unterteilungen 
desselben Schema P: dutch welehe aus P die Schemata Q, R ent- 
stehen~ ein Verfahren angegeben, dureh eine endliche Anzahl 
(Null~ eine oder drei) elementarer Unterteilungen einmal aus Q~ 
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das andere Mal aus R e i n  gemeinsames abgeleitetes Schema S 
herzustellen. 

Ist in einer Reihe Schemata Y~ T'~ T"~ . . .  T (~) das Schema 
T (~ aus T (~'-~) durch eine elementare Unterteilung entstanden~ durch 
die ein Element el-1 yon T (~-~) dureh ein hen eingefiihrtes Ele- 
ment ~i (yon einer mn 1 niedrigeren Dimension als el_l) in zwei 
Elemente e' unde"  zerlegt wird (i~---17 27 m) und bezieht sich i i ' ' "  
keine der folgenden Unterteilungen auf eines der Elemente 
ei~ e~ ei'~2 ) so mSge die Folge der Unterteilungen~ durch die T' 
aus 5r'~ T" aus T , . . .  T (~) aus T (~-~) hervorgeht~ eine Folge nn- 
abh~ngiger elementarer Unterteilungen des Schema T genannt werden. 
Offenbar ist~ wenn Q~ R zwei aus demselben Schema durch eine 
elementare Unterteilung abgeleitete Schemata sind, die Folge der 
clementaren Unterteilungen~ durch die naeh dem obigen Verfahren 
aus R ein gemeinsames abgeleitetes Schema S hergestellt wird~ eine 
]~01~,e unabh~ngiger elementarer Unterteilungen yon R. 

Nehmen wir nun an t es sei eine Folge yon Schematen 

( 4 2 )  /'~, / ' ~ , / ' ~  . . . .  F,, ~ _ 1, P~,  ~ ,  ( P , ,  ~ ,  = 9 , )  

gefunden, cleren jedes einem anderen naehfolgende aus dem ihm 
vorhergehenden durch einc elementare Unterteilung gewonnen wird~ 
und die Folgo dicser elementaren Unterteilungen sei eine unab- 
h/~ngige~ wobei das letzte Schema der Folg% Qi, ein aus Q abge- 
leitetes Schema ist: so kann leicht gezeigt werden~ dal3 sich 
eine Folge 

1)~+~, P~+~,~ P~+~,~ . . . .  P ;+~ , ,~+~_~ ,  P~+~,,,~+~ 
(43) 

mit ganz den gleiehen Eigenschaften wie die Folge (49) finden 
l~tl~t. Da nun ffir i =  1 eine Folge mit den genannten Eigen- 
schaften dureh das eben besehriebene Verfahren geliefert wird~ das 
ein gemeinsames abgeleitetes Schema S =  Q~ der beiden durch 
elementare Unterteilung aus P gewonnenen Schemata Q und J01 
finden lehrt~ so ist dann der gewtinsehte Nachweis dm'ch vollst~n- 
dige Induktion erbracht. Was nun die Auffindung der Folge (43) 
anlangt~ so kann angenommen werden~ es sei Pi+~ : V P ~  da man 
andernfalls nur m~+l ~ m x -  1, Pi+~, k -~- Ps, ~.+ ~ zu nehmen braucht. 
Es werde jenes Element e des Schema P~ betrachtet~ auf das sich 
die elementare Unterteilung bezieht~ die yon P~ zu P~+~ ftihrt. 
Bezieht sich dann keine der elementaren Unterteilungen: die yon 
-P~ za Qi fiihrt~ auf das Element e~ so werde ftir Pi+~,l jenes 
Schema genommen~ das sich sowohl a u s  ~Pii als aus Pi+i je durch 
eine elementare Unterteilung erhalten later (und auf Grund der 

2) Dieser Voraussetzung zufolge kSnnen die :Elemente e, ca, e2~..,  e~n_ ~ 
si~mtlich als Elemente des Schema T anffesehen werden. 
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gemachten Annahmen gibe es ein solches Schema) and allgemein 
fiir ~+1, k jenes Schem% das sich sowohl aus Pi1~, als aus Pi+1,7~-1 
je dureh eine elementare Unterteilang gewinnen lagt. Die Folge 
der Schemata ~+1, ~+1,~ Pi+l,~, . . .  ~+~,~-1~ P~+I,,~, ist 
dana die gesuchte Folge (43). 

Bezieht sieh hingegen eine der Unterteilungen, die yon Pi 
za Qi ftihrt, etwa dtejenige durch die P~',I,+~ aus Pil, entsteht~ auf 
das Element e~ dann werde ftir k < h  als P~+~,k jenes Schema 
genommen~ das sich sowohl aus ~ + ~ , k - ~  als aus Pi, k dutch eine 
elementare Unterteilung ableiten lal3t. Die Schemata P/,1~+~ und 
P~+~,t~ entstehen dann aus ~',1~ je dureh eine elementare Unter- 
teilung und diese beiden Unterteilungen beziehen sich beide auf 
das Element e yon P/h. Nehmen wir etwa an~ e sei ein Fli~chen- 
sttick und die beiden Unterteilungen~ um die es sich ha,ndelt~ seien 
so beschaffen~ dal~ die Endpunktpaare der neuen Kanten einander 
trennen, Die Unterteilung~ darch die P~,h+~ aus Pil~ entsteht~ 
bestehe in der Zerlegung yon e durch die neue Kante ~ in die 
Flachensttieke e'~ e", die Unterteilung~ dureh die P~+~ aus Pi, and 
sonach arch P~+~,7~ aus Pih hervorgeht~ in der Zerlegung yon e 

! r z  darch die Kante el in die Fliichenstticke e~ e~. Auf Grund des 
oben auseinandergesetzten Verfahrens bestimmt sick dann ein ge- 
meinsames abgeleitetes Schema S yon ~,1~+~ and P/+1,7~ das, da 
der Fall angenommen wird~ dag ~ and ~ sich kreuzen~ aus jedem 
dieser Schemata durch drei elementare Unterteilungen gewonnen 
wird. Die drei auf P~+I,~ angewendeten elementaren Unterteilun- 
gen beziehen sick der Reihe nach auf die Elemente ~1, e~, e I and 
die dabei naeheinander entstehendea Schemata mbgen mit PI+~,~+~ 
P~+~,h+~, Pi+a, h+s bezeichnet werden, wobei P~+~,~+a ~ S ist. 
Die drei auf P~,h+~ angewandten Unterteilungen beziehen sich auf 
s, e'~ e" and mSgen der Reihe naeh auf die Schemata 

P~, h+~, ~ P,,~+~, ~ P~+l,h+a 

ftihren. Die elementaren Unterteilungen~ durch die aus P~ der Reihe 
nach P~ P~. . .Pi~ entstehen~ mSgen sich auf die Elemente 
fl~ f , , , . . ,  f ~  diejenigen~ durch die aas P/~+~ der Reihe nach 
P~+~ Pi, h+a~... Pi~, entstehen~ auf die Elemente gh+~ gh+s~. �9 �9 
g~ beziehen. Naeh Voraussetzung sind die Elemente r g~ alle 
untereinander und yon e versehieden. ~an bestimme nun jenes 
Schem% das dutch eine elementare Unterteilung sowohl aas P~,h+~ 
als aus P~ a+l,~ gewonnen werden kann~ and nenne es P~ ~+~,~ hier- 
auf das gemeinsame abgeleitete Schema ~ + ~ , ~  yon Pi~+~,l und 
Pi~h-4-~,% nnd jenes yon P/~+~,~ und P~+~,h+a~ wobci jedesmaI 
jenes gemeinsame abgeleitete Schema zu nehmen ist~ das aus jedem 
der beiden vorgelegten Schemata durch eine einzige elementare 
Unterteilung erh~tltlieh ist. Das zuletzt erhaltene gemeinsame ab- 
geleitete Schema yon Pica+,,, nnd ~+l,~,+a nenne man P~+~,~+t. 
Die elementaren 'Unterteilnngen~ durch die P~+~,~ aus Pi~,+~,~, 
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~,~+2,2 aus ~1,+1,2~ Pi+~,J,+, aus Pi+l,h+3 hervorgehen, beziehen 
sich alle auf das Element gh+~" Die Unterteilungen~ dutch die 
P#hq-~,l~-P{~z~+2,2~ ~+l,h+~ aus P,~h+~ entstehen, beziehen sieh 
der Reihe naeh auf ~ e', e". Ist nun allgemein eine Folge yon 
Schematen Pi, h+7,,~ Pt, hd-~,~ P~+~,h+~+2 gef'unden~ die aus P~,h+7, 
der Reihe nach durch Unterteilungen~ die sieh auf ~ e', e" be- 
ziehen~ entstehen~ wobei P~+~,~+k+2 abgeleitetes Schema yon ~+~ 
ist, so mSge man dutch Anwendung derjenigen auf .qh+~,+~ beztigli- 
chert elementaren Unterteilung, dutch die P,,h+~+~ aus P i,~+~ 
entsteht~ auf die Schemata dieser Folge~ die Schemata P~',z,+~+~,a, 
P~,h+k+~,~ P~+~,~+~+z erhalten, die aus /?~+~+1 wieder durefi 
auf ~ e'~ e" beziigliche Unterteilungen hervorgehen. Die so ge- 
wonnene Folge der Schemata P~+~,~,+3~ P~+a,h+~: ~+a,h+~:...  endet 
mit einem Schema P~+I,,~,+~ das abgeleitetes Schema yon P~;,~ 
ist~ und die Folge der Schemata 

P~+z, P~+~,~ . . .  Pi+~,~,+~ 

die durch sine Reihe aufeinanderfolgender elementarer Unter- 
teilungen entsteht, endet somit mit einem aus Q ableitbaren 
Schema. Die aufeinanderfolgenden elementaren Unterteilungen sind 
unabh~ngig% da sic sieh auf die voneinander versehiedenen Elemente 
f~, f ~ , , . ,  f~,, ~, e'~, e"~, y~+~, Yh+~, --- 9,~, yon E+x beziehen. Die 
angesehriebene Folge ist also die gesuchte Folge (43). Wit haben 
hlemit dan Fall besprochen, dal3 das Element e ein Fl~ehensttick 
ist~ und die Kanten ~ ~ einander krenzen. In allen tibrigen Fallen 
erledJgt sich die Bestimmung tier Folge (43) noeh einfacher. 

Der Beweis des besprochenen Satzes ist damit far den Fall 
yon zwei Dimensionen geleistet. 

w 20. 
Ein Beispiel. 

Es soll ein Beispiel betrachtet werden (alas ttbrigcns nieht eine 
einzige Mannigs sondern eine ganze Folge yon Mannigfaltig- 
keiten umfaf~t)~ welches einen in gewisser Hinsieht mSglichst ein- 
fachen Typus yon zweiseitigen geschlossenen dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten darstellt. 

Das Schema der betrachteten Mannigfahigkeiten besteht aus 
einer einzigen dreidimensionalen Zelle a~ ist also ein Fundamental- 
polyeder~ und da die Mannigfaltigkeit geschlossen sein soll ~ so ist 
diese Zelle yon einer geraden Anzahl yon Ranclpolygonen begrenzt. 
Den einfachsten Fall erh~lt man also~ wenn man die Oberft~che der 
als Kugel vorgestellten Zelle a 3 durch einen ganptkreis (Aquator) 
tier in t gleiche TeiIc geteilt sei~ iu z w e i Polygone zerlegt an- 
nimmt. Die Bedingung~ dal3 die Mannigfaltigkeit zweiseitig sein 
soll~ 1/~$t noch I verschiedene Msglichkeiten~ die beiden Polygbne 
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einander nach erster Art zuzuordnen, often. Diese Zuordnungen 
der beiden tlalbkugelfli~chen sincl ausdrtiekbar durch die Formeln 

? ' = ~ - t - ~ ,  ~ ' = - - ~ ,  ( ~ = 0 ,  1, 2 , . . . Z - - 1 )  

wenn n i t  ~, I} geographisehe L~nge und Breite eines Punktes der 
oberen Halbkugel (It ~ 0), mit ~'~ 9' diese Koordinaten ftir den 
dem Pankte (% 9) zugcordneten Punkt der unteren tIalbkugel 
bezeiehnet werden. Dutch die beiden Zahlen 1 and k ist abet die 
Zuordnung vollst~indig eharakterisiert. Das hiedureh definierte 
Schema nSge n i t  (1, ~)bezeiehnet werden. Die Schemata (l~ 0) 
stellen alle die dureh das Schema (1, 0) definierte spharisehe 
lVlannigfaltigkeit dar. ~berhaupt gilt ganz allgemein ftir den Fall~ 
dal~ l, 1, einen geneinsamen Teiler habcn, also etwa 1 ~ ]cll~ 
t. : ]~ /`1 i s t ,  dall die durch das Schema (l, 1~) detinierte Mannig- 
faltigkeit yon der dutch das Schema (11~/'1) deflnierten nieht ver- 
schieden ist. Fttr jeden Wert yon 1 brauehen sonaeh ftir /  ̀ nur 
die ~ (l) ztt 1 teilerfremden Zahlen aus der Reihe 1~ 2 , . . .  l - - 1  
in Betraeht gezogen werden. 

Seien also l~ k teilerfremd. Die l Kanten der Polygoneinteilung 
des Schema (1, X) bilden dann einen einzigen gesehlossenen Zyklus~ 
die 1 Teilpunkte am Aquator ein einziges System zugeordneter 
Eeken der Polygoneinteilang. Die Umgebungsmannigfaltigkeit der 
dutch dieses System. repr~sentierten Ecke des Schema ist ,  wit  
n a n  sieh sofort iiberzeugt~ die sph~risehe zweidinensionale Mannig- 
faltigkeit, die in w 3 aufgestellte Bedingnng also erftillt. Es ist fttr 
das Schema % ~ % ~ - ~ - % ~ 1 ,  uncl wenn mit a3~a2~al~a ~ 
die Zelle, die Lamell% die Kante und die Eeke des Schema be- 
zeichnet werden~ so laatet das Poinearesehe Relationensystem 

a 3 ~ 0 ;  a ' Z ~ l a l ;  a l ~ O .  
Die dtlrch das betrachtete Schema definierte Mannigfaltigkeit, 

die mit [l~ X] bezeichnet werden mSgel), hat also die Bettisehen 
Zahlen 

und, wenn 1 ~ 1 ist, eine Torsionszahl gleieh l. Als Fundamental- 
gruppe erhtflt nan  die zyklisehe Grappe yon der Ordnrmg 1. ~) 

1) Bel Verwendung aieses Zelehens wira,  stets die Voraussetzung k zu l~ 
teilerfremd und 0 ~ )~ <( l gemaeht. Sei hier (sowie beziiglieh der Uberlegungen 
d. w 22) an die in t t e e g a a r d s  Diss. betrachteten .Diagramme" erinnert. Das 
Diagramm (p. 57) eines Ringes mit der Anheftungskurve [m~-~-n)~] liefert eine 
mit Ira, n'] homgomorphe Mannigfaltigkeit (n r = n, rood. re). 

u) Es kann demnaeh h(ichstens /-wertlge unverzweigt auf tier Mannlgfaltig- 
kelt ausgebreltete Funktionen geben. Wenn man dementsprechend fiber tier 
Mannigfaltigkelt /-bli~ttrig eine Mannigfaltigkeit ausbreitet, so dag die /-wertlgen 
Funktionen auf derselben eindeutig werden, so entsteht hiedurch elne tier sph~rischen 
hom(iomorphe Mannigfaltigkeit. Allgemein erh~lt irmn bei p.-facher U-berdeckung yon 

[/,),] eine der Mannigfaltigkeit 1~,  r /  homSomorphe MannigfMtlgkeit, unter r 
k~ ~ j  

den Rest yon [x~. nach l, tinter t den gr~51~ten gemeinsamen Teiler yon 1 and r 
vorstanden. - -  Man bemerke~ dug wir bier e~diiche yon der identischen Gruppe 
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Einer mfindlichen Mittcilung yon Herrn W i r t i n g e r verdanke 
ich eine einfashe Darstellung der Mannigfaltigkeit [l~ k] dursh e[nen 
verzweigt fiber der sph/~rischen Mannigfaltigkeit mshrblKttrig aus- 
gebrsiteten Raum, also sine Darstellung als ~l~iemannschen Raum" 
(w 18). Um zu derselben zu gelangen: nehme man die beiden 
Pole N, S der die Zelle a 3 repr/isentierende.n Kugel und dis 
l Teilungspunkte Mo~ MI~. . .  Me-1 auf dem Aquator und ziehs 
jeden der yon N fiber einen Punkt Mi nash S ffihrenden Halb- 
kreise (Meridiane). Dutch jeden dieser Meridiane und die Kugel- 
achse NS legs man sins Halbkreisfl/~ehs~ wodurch die Zelle a 3 
in l St~icke zerfMlt, die der Reihe nach a~, a~ . . . .  a~_ 1 heil3en mSgsn. 
Jedcs diessr Stficks a 3 kann in ein Tetraeder deformisrt werden. i 
Dis bei dieser Deformation aus den Punkten Mi~ M~+~ N, S hervor- 
gehenden Esken des Tetraeders m~gen in dieser Reihenfolge mit 
A~ Bi~ Q~ Di bezeiehnet werden. Um sin Schema der Mannig- 
faltigksit [l~ k] zu erhalten~ hat man zwischen den Oberfl/ichen- 
dreiecken der Zellen a~ iblgende Zuordnungen zu treffen: Dem 
Dreieck Bi CiDI werde das Dreieck A~+~ C~+~ Di+~ dem Dreiesk 
Ai Bi Ci das Dreisek A~+~. B~+2~ D,:+z zugeordnet. Man beaehtc 
nun~ dal3 man ein Schema der im w 18 betraehteten Mannigfaltig- 
keit W~ erh~lt~ wenn man in einem Tetraecler ABCD das Dreieck 
BCD dem Dreisck ACD~ das Dreiesk ABC dem Dreieek ABD 
zuordnet und die Linien a ~-AB und b ~ CD yon dcr Mannig- 
faltigkeit ausschliel]t. (Jede der Tetraederkanten AB~ CD stellt 
offenbar ffir sigh sinen :vgeschlossenen Zyklus zugeordneter Kanten 
der Polygoneinteilung ~' dar.) Wird nun dis Mannigfaltigksit T2 
mit l BIKttern 0, 1, 2 . . . .  l - - 1  fiberdeckt, derart~ da$ einem Um- 
lauf mn b die zyklische Permutation (0: 1, 2~ . . .  l - -  1), einem Um- 
lauf um a die Permutation (0, k, 2kv . . .  k ( l - - l ) )  sntsprisht~ so 
wird man sin Schema der so entstehenden Mannigfhltigkeit offsnbar 
erhalten~ wenn man jedes Blatt dureh ein Tetraeder A~B~C~D~ re- 
pr/~sentiert und dem Dreieck Bi C,D/das Dreieek A~+~ C~+~ DI+~ 
dem Dreieck A~B~ Ci das Dreieck Ai+~ Bi+~. D~+~ zuordnet. Damit 
erh~lt man aber genau das obige Schema yon [l~ k] unddiesc  
Mannigfaltigkeit lal3t sieh also als /-bl/~ttriger ]~ngs zweier ver- 
sshlungener Linien verzweigtcr Raum darstellen. ~) 

verschiedene Fundamentalgruppen vor uns haben, wiihrend alle zweiseitigen z w e i -  
d i m e n s i o n a 1 e n Mannigfaltig'keiten mit Ausnahme der einfach zusammenh~n- 
genden Mannigfaltigkeiten, deren Pundamentalgruppe sieh auf die Identitat reduziert, 
unendliche Fundamentalgruppen besitzen (siehe P o i n c a r d ,  An. sit. w 14). Die 
Frage,  ob as auger tier spharisehen noch andere geschlossene dreidimensionale 
Mannigfaltigkeiten gibt, deren Fundamentalgruppe die identisehe Gruppe ist 
( P o i n e a r d ,  Compl. 5, p. 110), ist unentsehieden. 

s) Der in der vorigen Anmerkung besproehenen l-bl~ttrlgen Uberdeekung" 
yon [l, X].e~tspricht eine 12-bl/~ttriffe l~ngs der ffeschlossenen Linien a und b ver- 
zweig'te Uberdeckung der sph~rischen Mannlgfaltigkei$ S~, die man erh~lt, wenn 
man die l ~ Bl~ttter {i, k} (i, k = 0, 1, 2 . . . .  l - - l )  derart zusammenh:ctngen l~tgt, 
(lag man bei einem Umlauf  um b bezw. a aus dem Blatt {i, k} in das Blatt 
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w 21. 
Nach a n d e r e r  Art als  bei  P o i n c a r ~  def in ierte  Bet t i sche  Zah len .  

An das vorstehende Beispiel der Mannigfaltigkeiten [l~ ~,] mSge 
nun eine kurze Besprechung der verschiedenen Definitionsarten 
der Bettischen Zahlen angesehlossen werden, aus der hervorgeht~ 
dal3 diese Definitionen mlt alleiniger Ausnahme derjenigen P o in- 
c a r  g% die sieh sonach als die einfaehste und naturgem~l~este er- 
weist, eines erganzenden Zusatzes bedfirfen, um korrekt zu sein. 

Es werde znn~chst an die P o i n e a r 6 sehe Definition erinnert 
und angenommen~ es seien die in den w167 6, 7 besproehenen~ der- 
selben anhaf'tenden Schwierigkeiten, etwa dutch geeignete Abande- 
rungen der Definitionen der Homologie oder dergleichen, beseitigt. 
Diese Definition der Bettisehen Zahl P~ einer Mannigfaltigkeit V 
stfitzt sich auf ein System yon zweiseitigen geschlossenen m-dimen- 
sionale,, in V gelegenen 3/Iannigfaltigkeiten W~ ~), W ~ ) , . . .  W~ ~), 
zwischen denen keine Homologie 

besteht, w/~hrend jede andere zweiseitige gesehlossene ~-dimensionale 
Mannigfaltigkeit W ('~), die in V liegt, mit W~ ~), . . .  W} ~) dureh eine 
Eomologie verbunden sein soll. Die Existenz soleher Systeme an- 
genommen~ mul~ die Anzahl t der Mannigfaltigkeiten ffir alle der- 
artigen Systeme die gleiehe sein. Denn w~tre V~ '~), V~m),... V[, ~) 
ein zweites System yon gleicher Besehaffenheit und etwa t ' < t ,  
so ware jede Mannigfaltigkeit W} ~) mit einer geeigneten positiven 
ganzen Zahl h i multipliziert~ einer Linearform der ~ )  homolog 
und diese t Linearformen k~nnten nicht linear unabhli, ngig sein. 
Eine lineare Relation zwisehen denselben ergabe aber eine Homo- 
logie zwisehen den h~ W ('~)~ , also zwischen den VV} ~) entgegen tier 
Voraussetzung. 

Andere Arten als diejenige P o i n c a r d s  die Bettischen 
Zahlen P,~ yon V zu definieren, ziehen ahnlieh besehaffene Systeme 
yon (zweiseitigen gesehlossenen) m-dimensionalen in V gelegenen 
Mannigfaltigkeiten heran. ~) Doeh ist far diese die Unabhangigkeit 

{i, k --~. 1} hezw. in das Blatt  {i -~- 1, k - ~  ),} ffelangt. Die derart/~-bli~ttrig fiber S 3 
ausgebreitete Mannigfalt igkeit  ist mi t  S s selbst hom~omorph. - -  Man kann  jedes 
Blat t  {i, k} durch eine Zelle yon der Form eines Tetraeders darstellen und so ein 
Schema yon S 3 erhalten, das yon 12 Tetraedern,  zwischen deren OberflAchen- 
dreiecken Zuordnunffen bestehen, ffebildet wlrd. Man gelanfft so zu e inerEin te i lung  
tier sph~Arischen dreidimensionalen Mannigfaltiffkeit in 12 tetraederartiffe Gebiete. 

1) p~ wird dabel jedesmal als die um 1 vermehrte Anzahl der Mannigfalfig- 
kelten clues solchen Systems definiert. Dabei  ist stets auch dor Fall,  dag das 
System keine einzige Mannigfaltiffkoit enthMt, wo dann P,, = 1 zu setzen ist, 
in  Bet raeh t  zu nehmen.  

Monatsh. flit ~athematik u. Physik. XIX. Jahrg. 8 
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der Anzahl der Nannigfaltigkeiten des Systems yon der speziellen 
Wahl des Systems keineswegs vorhanden and dies ist der Punkt, 
auf den bier unter Verwendung des obigen Beispieles hingewiesen 
werden soll. 

Betrachten wir zuni~chst den der Definition der Bettischen 
Zahlen gewidmeten Absehnitt in dem Buehe yon P i e a r d  und 
S i m a r t : Th~orie des fonetions algSbriques de deux variables 
ind@endantesY) Den 1Jberlegungen, die angestellt werden, um 
ftir die dabei in Betraeht kommenden Systeme die Unabh~ingigkeit 
der Anzahl tier in ihnen enthaltenen Mannigfaltigkeiten yon der 
speziellen Wahl des Systems naehzuweisen, liegt im wesentliehen 
die obige Definition P o i n e a r g s  zu Grunde. Hingegen stimmt die 
gegebene Fassung der Definition nieht vtillig mit derjenigen 
P o i n e a r g s  ttberein, sondern sttttzt sieh auf Systeme yon ill V 
gelegenen zweiseitigen gesehlossenen Mannigfaltigkeiten 14~ '~), 
W~(~) Wt ('0, derart, dais ) �9 o . 

A) zwisehen den Mannigfaltigkeiten W/('~) keine Homologie 
der Form (44) besteht und 

B) jede andere zweiseitige gesehlossene m-dimensionale Mannig- 
faltigkeit __W (m'', die in V liegt, einer Homologie 

t 

w(m) c~") ~ ]~i Wi(m) 
i = 1  

gentigt, wobei die Koeffizienten lci ganze Zahlen bedeuten. 3) 
Es ist abet zu bemerken, dal~ solehe Systeme keineswegs in 

jeder Mannigfaltigkeit V vorhanden sind. Es gibt z. B. kein 
solehes System, wenn man ftir V irgend eine der 3lannigfaltig- 
keiten [l, ~,] (1 > 1) nimmt, da nieht jede in derselben liegende 
Linie W (~) der Homologie W (~) ~ 0, wohl abet stets der Homologie 
l W  (~) ~ 0  genfigt. Es mSgen demnaeh Systeme yon in V ge- 
legenen Mannigfaltigkeiten W (~) W (~) W} ~) in Betraeht ge- 

" "  1 ) " "  2 ~ " ' *  

nommen werden~ die aul~er der Bedingung B noch (an Stelle yon A) 
der Bedingung A' geniigen, dal3 keine der Nannigfaltigkeiten W (~'> 

i 

sieh dutch die iibrigen in der Form 

W~ ('0 ~ 5 W~ (~) ( J =  1, 2 . . . .  i - -  1, i @  1 , . . . t )  

darstellen 1513t, wo die k~ ganze Zahlen bedeuten. 
Um zu zeigen~ dal3 man bisweilen in derselben Mannigfaltig- 

keit zwei derartige Systeme, fttr welehe die Anzahl t versehieden 
ist; geben kann, werde die Mannigfaltigkeit [6~ 1] und der dutch 

") Ba. 1, S. 2S ft. 
8) Dem Falle t = 0 ,  in dem das System tiberhaupt keine Mannigfaltlgkeit 

enthiilt, entspricht es hler, daft jede Mannigfaltigkeit W ('0 homololog' Null ist. 
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die Kante a 1 des Schema (6, 1) repriisentierte geschlossene Weg 
bstrachtet. Es ist 6 a 1 . ~ 0  und ffir jede gesehlossene Linis 1 in 
[6~ 1] besteht sine Homologie l ~  k a  1. Jedss der in Klammern 
eingesehlossenen Systeme (al), (l~, lla), (l:, l:), (l~)stellt dann ein 
System geschlossener Linien~ das die Bedingungen A'~ B erftillt~ 

1 dar~ wenn unter 11~ tins gesehlossene Linie verstanden wird, die 
der ttomologie l~ ~.~ ]ca i gentigt und etwa sine aus k in der N/ihe 
yon a I verlaufenden Teilsn zusammengesstzte Linie ist. Es gibt sonaeh 
in [6, 1] sowohl aus einer, als aueh aus zwei gesehlosssnen Linien 
bestehende Systeme yon der geforderten Besehaffenheit. Soll also 
auf derartige Systeme eine Definition der Bettischen Zahlen 

. gsgrfindet werden~ so mug P.~ definiert werden~ als die am 1 ver- 
mehrte Anzahl der Mannigfaltigkeiten derjenigen unter den Systemen 
dieser Besehaffcnheit, w e l e h e  m s g l i e h s t  w e n i g  M a n n i g f a l -  
t i g k e i t e n  e n t h a l t e n ;  4) und diessr Zusatz ist, wie gezeigt 
wurde, wesentlich. 

Der gleiehe Zusatz erweist sich bei einer anderen, der urspriing- 
lichen Auifassung der Bettischen Zahlen entspreehendsn Defini- 
tion derselben ~) als nStig. Dieselbs statzt sieh auf Systeme in  V 
gelegener zweiseitigsr gesehlossener m-dimensionaler Mannigfaltig- 
keiten W~ ~), W~ ~), . . .  W~ "~), yon der Art, dag diese Mannigfaltig- 
keiten (oder einzelne yon ihnen) keine in V gelegenc zweiseitige 
(m @ 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit beranden~ dal] aber dis 
Mannigfaltigkeiten W (~)~ (oder einige yon ihnen) mit jeder anderen 
zweiseitigen gesehlossenen m-dimsnsionalsn Mannigfaltigkeit W (~) 
eine in V gelegene zweiseitige (m-~-1)-dimensionale Mannigfaltig- 
keit beranden. Diese dem System W} ~), . . .  W} "~), auferlegten Be- 
dingungen spreehen sieh praziser mit Hilfe des ttomologiebegriffes 
so aus:  Es besteht keine Homologie dsr Form 

w c~ + w ("~;~ + . . .  + w~ ~), ~ w? '~)~ + w!-k(~) . . .  + w (~j~, 

wohl aber fttr jedes W (~") eine Itomologie 

unter i~, i 2 . . . .  i,., ]1, ]'~, " . ' J~  and ebenso unter ]~'1, k~, . . . k e ,  
ll, l~, . . . l~  durehaus versehiedene Zahlen der Reihe 1~ 2~ . . . t  
verstanden. Dag es in einer and derselben Mannigfaltigkeit der- 

4) Man kiinnte natiirlich, statt einer derart definierten Zahl Pf~ auch alle 
jene Zahlen als topologische Invarianten einfiihren, welch% um I vermindert, 
mSgliche Anzahlen derartiger Systeme W1 (m), W~)~ . . .  sind. :Es entsteht die 
Frage, ob die so definierten Zahlen, aus der nach P oincard scher Art definierten 
Zahl Pm und den Poineardschen Torsionszahlen, oder wenigstens aus der 
Fundamentalgrappe bestimmbar sin& 

~) Siehe die Arbeit Bet t is  und das Fragment yon Riemann, die in w 6, 
Anm. 1 zitiert warden. 

8* 
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artige Systeme W/(~) mit versehiedenem t geben kann~ zeigt das 
Beispiel der Mannigfaltigkeit [8 7 117 ftir welehe jedes der Systeme 

1 1 1 11 1 (a ~, 12, l~), (a 1, 13), (2, 13, l~) die geforderten Eigenschaften besitz L 
unter a t die dutch die Kante des Schema (8i 1) repriisentierte 
gesehlossene Linie und unter l ~ wie oben eine der Homologie k 
l~ ~ k a  1 gentigende geschlossene Linie verstanden. Aueh hier 
sind also die Bettisehen Zahlen erst fixiert durch den Zusatz, dag 
die Systeme der geforderten Besehaffenheit m t i g l i c h s t  w e n i g  
NIannigfaltigkeiten enthalten sollen. 

w 22. 
in den bisher untersuchten topologischen lnvarianten iiberein- 

stimmende Mannigfaltigkeiten. 

Zum Sehlusse sei noeh darauf hingewiesen, daft die Mannig- 
faltigkeiten [l 7 k] des w 20 ftir das Grundproblem der Analysis situs 7 
die Aufstellung notwendiger und hinreichender Bedingungen ftir die 
Homtiomorphie zweier ~Iannigfaltigkeiten ein gewisses Interesse zu 
bieten scheinen. Bei diesem Problem erseheint es als letztes Ziel, 
ein System aus einer vorgelegten Mannigfaltigkeit stets bestimm- 
barer topologiseher Invarianten yon solcher Art zu finden 7 dag 
aus der Ubereinstimmung aller Invarlanten dieses Systems far zwei 
Mannigfaltigkeiten auf die HomSomorphie dieser Mannigfaltigkeiten 
gesehlossen werden kann. Nun stimmen zwei Mannigfaltigkeiten 
l17 k] mit gleiehem Weft yon l in der Fundamentalgruppe und 
sonaeh in allen topologisehen Invarianten 7 fiber die wir zur Zeit 
verfttgen, tiberein. Es entsteht die Frage, ob zwei Mannigfaltig- 
keiten [l~ ~.] mit gleichem Wert yon 1 stets homOomorph sind. 

Eine erste Bemerkung ist sofort zu maehen~ dagI ni~mlieh 
[l, ).] und [1, l 7 }'] hom~omorphe Mannigfaltigkeiten sind, da man 
offenbar dureh Spieg'elung der Zelle a 8 des Schema (l, X) genau 
die mit den riehtigen Zuordnungsvorsehriften versehene Zelle a 3 
des Schema (l~ l--X) erhlilt. Ftir 1=2~ in welehem Falle man in 
[2, 1] den in w 9 betraehteten projektiven Raum 2/~ vor sieh hat, 
ist diese Bemerkung trivial. Far 1 ~ 2  erhitlt man der gemaehten 
Bemerkung zufolge nut ~ q0 (1) vorl~tafig als versehieden anzusehende 
Mannigfaltigkeiten. l = 5 ist sonaeh der kleinste Weft yon l~ fiir 
welchen man zwei Mannigfaltigkeiten, [5, 1] and [5, 2], erhalt, 
deren Homtiomorphie zweifelhaft ist. 

3/[an kann die Frage, ob [5, 1] und [57 2] homtiomorphe 
Mannigfaltigkeiten sind, folgendermagen fassen. 1) Man betrachte in 

t) Man kennt  kein Verfahren zur Entseheidung" solcher, aueh ansehaulich 
sehwierig zu erledigender Fragen.  So ist z. B. die Homiiomorphie des Schema: 
[Tetraeder A B C D  mit den Zuorclnungen B U D =  A C D =  a~, A B C  = D A B =  a 2] 
m i t  dem Schema % wegen der komplizlcrteren Lage des zweidimensionalen Kom- 
plexes a~ nicht  unmittolbar  ersichtllch. 
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[5~ 1] das aus den Punkten der Lamelle a ") bestehende geometrische 
Gebilde. Mau erh~tlt dasselbe aus einem Ftinfeck M o M 1 M,, M 3 M~, 
indem man die Seiten M o M1, M 1 M ~ , . . .  Ms M1 in der ange- 
schriebenen Richtung einander zuordnet. Man erh~tlt so einen 
,zweidimensionalen Komplex, ~ der dadnrch charakterisiert ist~ dais 
der Rand des Fli~chensttickes ffinfmal eine geschlossene Linie 
beschreibt. Es handelt sich noch um die Lage dieses zweidimen- 
sionalen Komplexes in der Mannigfaltigkeit [5~ 1]. Der besseren 
Ubersicht wegen ziehe man die dutch die Pnnkte  Mo, M I ~ . . . M ~  
gehenden Meridianhalbkreis% durch die a ~ in ftinf Dreiecke 
N M o M 1 -~ S M 1M~, N M 1 M 2 = S M 2 Ms, etc. zerlegt wird, die 
der Reihe nach do, dl, d2~ d3~ d~ heifien mSgen. Zwei Seiten 
eines solchen Dreieckes ftihren yore Punkte N ~ S nach a ~ die 
dritte Seite wird yon der yon a ~ nach a ~ fiihrenden Kante a 1 
gebildet. Sei A ein Punkt auf a 1. In der Niihe yon A lege man 
dann in der Mannigfaltigkeit [5, 1] eine kleine, die Kante a 1 ein- 
real umschliel~ende geschlossene Linie L. Diese Linie wird der Reihe 
nach die Dreiecke dl durchsetzen, nnd zwar in der g 1 e i c h e n 
R e i h e n f o l g e  do, dl~ d~ d~, d~, in der diese Dreiecke um den 
Pank t  N ~  S herum aneinander gelagert sind. 

Wenn nun [5, 1] und [5, 2] homSomorph sind, so muff es 
mSglich sein, in [5, 2] einen zweidimensionalen Komplcx zu legen~ 
der 1. dem dnrch a '~ in [5~ 1] vorgestellten Komplex homSom0rph 
ist, also auch aus einem Fl~chensttick besteht, dessen Rand ftinf- 
real l~tngs einer geschlossenen Linie verli~uft, 2. in gleicher Weise 
in [5, 2] gelagert ist, wie der betrachtete Komplex in [5, 1], und 
3. eine Zerschneidnng yon [5~ 2] in einen einfach zusammcn- 
hangenden Raum bewirkt. Die Bedingung 1. wird offenbar yon 
dem dnrch a ~ vorgestellten Komplex in [5~ 2] erftillt, nicht aber 
die Bedingung 2. Ffihrt man n~tmlich in [5~ 2] analog wie in [5, 1] 
die Zerlegung yon a ~ in ftinf Dreiecke aus~ die man wieder in 
der Reihenfolg% in der sie um N ~ -  S folgen~ mit do, dl, d2~ d~ d~ 
bezeichnet~ so werden bei Beschreiben einer die Kante a 1 einmal 
nmschliegenden Linie L diese Dreiecke in der Reihenfolge do~ d~ 
d4~ dl~ d~ durchsetzt. Es kSnnte also nur ein yon a e verschiedener 
in [5, 2] gelegener zweidimensionaler Komplex die Bedingungen 
1. 2. 3. erftillen. 

Wir  gehen auf diese Frage nicht weiter ein und sehen nur, 
daft es gewisse Anordnungsverh~tltnisse sind, die fiir dieselbe 
wesentlich sind. Bereits die Fundamentalgruppe unterscheidet sich 
yon den tibrigen topologischen Invarianten (Bettischen Zahlen~ 
Torsionszahlen) dadurch, dal~ sie gewisse Anordnungsverhi~ltnisse 
in hSherem Mal~e wiederspiegelt. Erhi~lt man doch aus der Fun- 
damentalgruppe diese anderen topologischen Invarianten durch ein 
Verfahren, bei dem man die Operationen der Fundamentalgruploe 
s~tmtlich als vertauschbar ansehen kann (vgl. w167 11, ]4). Die eben 
angestellte Betrachtung der Mannigfaltigkeiten [5, 1] und [5~ 2]~ 
die beid~ die zyklische Gruppe 5. Ordnung zur Fundamentalgruppe 
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haben, zeigt~ dab gewisse Anordnungsverh~ltnisse der Schemata 
auch in der Fundamentalgruppe nieht zum Ausdruck kommen. 

Inhaltsverzeichnis. 

E i n l e i t u n g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I. D i e  S c h e m a t a  m e h r a i m e n s i o n a l e r  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  

w 1. Abg'renzunr des Gebiefes der zu betrachtenden Yunktmannig= 

faltigkeiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

w  

II. D i e  

w 
w 
w  

Seite 
1 
4 

w 8. Uber die topologischen Invarianten J~m . . . . . . . . . . .  42 
III .  I n  e i n e r  M a n n l g f a l t i g k e l t  f f e l e f f e n o  e i n s e i t i f f e  g e s c h l o s -  

s o n e  M a n n i g f a l t i g k e i t e n  . . . . . . . . . . . . . . . . .  49 

w 9. Den Bottischen Z~hlen t ~  analoge Invarianten Qm . . . . . .  ~9  

w 10. Die Poincardschen Torsionszahlen. Bestimmung yon Qm . . 53 

IV. D i e  F u n d a m e n t a l g r u p p e  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  56 
w 11. Die Poincardschen Zahlen einer diskreten Gruppe . . . . . .  56 

w 12. Einfiihrung der Fundamentalgruppe . . . . . . . . . . . . .  65 
w 13. Beweis. da$ die Fundamentalgruppe eine topologische ][nvariante ist 69 

w 14. Bestimmun~ yon P1 una den Torsionszah]en erster Ordnung aus 

der Fundamenta]ffruppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  77 
V. S ~ t z e  u n d  P r o b l e m e  i i b e r  D e v e l o p p a b i l i t a t  u n d  T r a n s -  

f o r m a t i o n e n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  80 

w 15. Developpable Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . .  80 
w 16. Transformationen und Deformationen yon Mannigfaltigkeiten 

in sieh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  88 

u  S p e z i e l l e A r t e n ,  g e s c h i o s s e n e m e h r d i m e n s i o n a l e M a n n i g -  

f a l t i g k e i t e n  d a r z u s t e l l e n  . . . . . . . . . . . . . . .  98 
w 17. Die gesehlossene Mannigfaltigkeit wird 1. dureh Zuordnung yon 

Randmannigfaltigkeiten, 2. durch doppelte 0berdeckung einer 

. Grundform" erhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . .  98 
w 18, Riemannsche R~ume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  102 

VII. E i n i g e  E r g i ~ n z u n g e n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  106 
w 19. 1Jber einen Satz aus den Grundla~en tier kombinatorisehen 

Analysis situs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  106 

w 20. Ein Belspiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  110 
w 21. ~'ach anderer Art als bei P o i n c a r d  definierte Bettische Zahlen 113 
w 22. ]n den bisher untersuchten mpologischen Invarianten iiberein- 

stimmende M~nnigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . . . .  116 

Die Schemata zweidimensionaler Mannigfaltigkelten . . . . . .  8 

Die Schemata dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten . . . . . .  16 
Schemata beliebiger Dimension. Der Sinn yon Zellen und zwei- 

seitigen Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . . . . .  24 
B e t t i s c h e n  Z a h l e n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  26 

Homolog'ien, Poineardsehes Relationensystem einer Mannigfaltigkeit 26 
Definition tier Bettischen Zahlen . . . . . . . . . . . . . . .  32 

~ber  die in w 6 verwendeten Annahmen . . . . . . . . . . .  39 


