Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler
Mannigfaltigkeiten.

Von Heinrich Tietze in Wien.

Einleitung.

Auf dem Gebiete der Analysis situs hat uns Poincaré?)
in jingster Zeit eine Fiille neuer Resultate gebracht, gleichzeitig
aber auch eine Tille neuer Fragen, die noch der Erledigung
harren. Wihrend man nimlich seit langem ein System von Be-
dingungen kennt, das daftir, daff sich zwei zweidimensionale
Mannigfaltizkeiten eineindeutiz und stetiz aufeinander beziehen
lassen, sowohl notwendig als hinreichend ist, ist derzeit ein solches
System von Bedingungen fiir die drei- und mehrdimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten nicht bekannt. Man hat wohl eine,
insbesondere den Arbeiten Poincarés zu verdankende Kenntnis
von einer ganzen Reihe von unterscheidenden Merkmalen (Zahlen,
Gruppen) mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, die sich bei um-
kehrbar eindeutiger und stetiger Transformation der Mannigfaltig-
keit nicht #ndern und deshalb als topologische Invarian-
ten der Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden konnen. Daraus
ergibt sich als notwendige Bedingung dafiir, daf sich zwei
Mannigfaltigkeiten eineindeutiz wund stetig aufeinander beziehen
lassen, die Ubereinstimmung ihrer topologischen Invarianten,
wihrend wir keine Kenntnis davon haben, ob diese Uberein-
stimmung der bis jetzt bekannten Invarianten auch eine hinreichende
Bedingung fiir die Moglichkeit einer eineindeutigen stetigen Be-
ziehung sei.

1) Es kommen vor allem die folgenden Arbeiten in Betracht: ,Analysis
situs“, Journal d. I'Ecole polytechnique, 2.sér,, Cah.1; ,Complément & I'Analysis
situs“, Rend. d. Circ. mat. d. Palermo, t. 13; ,Second Complément & 1’Analysis
situs*, Proceed. Lond. Math. Soe. 82; ,Cinquiéme Complément 4 I'Apalysis situs®,
Rend. d. Cire. mat. d. Palermo, t. 18, Im folgenden sollen diese Arbeiten abge-
kiirzgt mit ,An, 8it.%, ,Compl. 1% u. s. w. zitiert werden. — Das 3. und 4. Com-
plément (Bull. d. 1. Soc. Math, d. France t. 30 und Liouv. Journ, 5. ser., t. 8)
hat ebenso wie die Arbeit ,Sur les périodes des intégrales doubles* (Liouv. J.
6. ser. t. 2) die Anwendung der Analysis Situs auf die algebraischen Flichen zum
‘Gegenstand.
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Der folgende Aufsatz?) ist im Anschluff an Poincarés Arbeiten
entstanden und beschiiftigt sich insbesondere mit der gegenseitigen
Stellung der bekannten topologischen Invarianten, wobei sich vor allem
herausstellt (Abschn. IV), daf sich aus der ,Fundamentalgruppe®
einer zweiseltigen geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
alle anderen der bekannten topologischen Invarianten (also aufler
der Bettischen Zahl, von der dies schon Poincaré zeigt, auch
die Poincaréschen Torsionszahlen und daher auch die im III
Abschnitt eingefiihrte Zahl ) ableiten lassen. Dieses Resultat er-
gibt sich in einfacher Weise daraus, daf jeder diskreten aus einer
endlichen Anzahl von erzengenden Operatlonen aufgebauten Gruppe
gewisse ihr eigentiimlichen “Zahlen zugehiren, die als die Poin-
caréschen Zahlen der Gruppe bezeichnet werden mogen, und
dal die Torsionszahlen 1. Ordnung einer Mannigfaltigkeit nichts an-
deres sind als die Poincaréschen Zahlen ibrer Fundamentalgruppe.

Diverse andere Fragen sind in den spéiteren Abschnitten
V—VII beriibrt. Die ersten beiden Abschnitte, die als Einfithrung
und Grundlage fiir das Folgende dienen, enthalten die fiir den
Aufsatz malfigebende Umgrenzung des Mannigfaltigkeitsbegriffes auf
der Basis einer bestimmten, als ,Zellensystem“ bezeichneten Dar-
stellungsform und im {brigen einen Abrifl iiber der Hauptsache
nach bekannte Tatsachen. Dabei ist zu bemerken, dafi die im
I. Abschnitte besprochene Darstellung der Mannigfaltigkeiten als
Zellensysteme ein besonderes theoretisches Interesse dadurch besitzt,
dafl sie einen von dem Heranziehen unendlicher Punktmengen oder
funktionentheoretischer Hilfsmittel freien Aufbau der Analysis Situs
gestattet. Es beruht dies darauf, dafl ein Zellensystem durch eine
endliche Anzahl von Elementen und eine endliche Anzahl von
Verkniipfungen zwischen denselben festgelegt ist. Die hiedurch
gegebene Moglichkeit, die Analysis Situs sozusagen rein kombina-
torisch zu entwickeln, ist in den Arbeiten von Dyck?) zur Geltung
gebracht und von Dehn?) in dem in allerletzter Zeit erschienenen
Enzyklopiidie-Artikel systematisch dargestellt worden. Die Vorstel-
lung des Zellensystems und die auf dasselbe beziiglichen Defini-
tionen wird man auf einem solchen Standpunkt fiir bis zu drei
Dimensionen als der Anschauung entnommen und weiterhin als
nach Analogie gehildet ansehen.%)

Die §§ 1D, 16 dieses Aufsatzes beschiiftigen sich wohl vor-
wiegend mit kontinuierlichen Punktmannlo"faltlgkelten wobei iibrigens
die Anschauvung in weitgehendem Mafle zur Deduktion herangezogen
wird. Abgesehen von diesem Teile der Arbeit, der fiir die strenge
Beantwortung der behandelten Fragen nur als Vorarbeit anzusehen
ist, bewegen sich die Ausfithrungen des vorliegenden Aufsatzes in

?) Uber einige der Ergebnisse habe ich in der Wiener Akad. d. Wiss.
einen Vorbericht gegeben. (Siche Wr. Ber. 115, IIa, S. 841, und Anzeiger 1906,
Math. nat. K1. 8. 349.)

3) Math, Ann. 32 und 37.

%) Dehn-Heegaard, Analysis Situs, Enz. IIl AB 3.

%) Man vergleiche hieriiber den eben zitierten Enz.-Art. Grundlagen, Nr. 8,
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der eben besprochenen Auffassung des Zellensystems als eines
selbstindigen von seiner Beziehung zu Punktmannigfaltigkeiten
unabbingigen Begriffes. So bezieben sich insbesondere die ober-
wihnten, die Fundamentalgruppe betreffenden Resultate auf das als
selbstindiges Objekt des Studiums betrachtete Zellensystem, so ge-
horen hieher der Nachweis in § 13, dafl die Fundamentalgruppe
eine topologische Invariante ist, und der Inbalt von § 19. Gleich-
wohl erschien es wiinschenswert, die Beziehung der Zellensysteme
zu den Punktmannigfaltigkeiten zu betonen, ja geradezu das Zellen-
system in einer Weise einzufithren, die ihm den Charakter eines
Mittels zur Darstellung von Mannigfaltigkeiten verleiht, und den
kombinatorischen Charakter nur nebenher anzndeuten. Ist doch
das Zellensystem gerade als Hilfsmittel der Analysis Situs der Punkt-
mannigfaltigkeiten in ergiebigster Weise von Poincaré verwendet
worden. Dabei zeigtsich denn allerdings, dafl die Ubertragung mancher
Siitze, die sich im Gebiete der kombinatorischen Analysis Situs ohne
Miihe erledigen lassen, auf das Gebiet der Punktmannigfaltigkeiten auf
Schwierigkeiten stofit. Daher dann die Unterscheidung zwischen
»topologischen Invarianten der Schemata“ gegeniiber solchen der
Mannigfaltigkeiten im § 2, daher das Ersetzen der zuerst gegebenen
Definition der Bettischen Zahlen im Laufe des § 6 durch eine
andere auf das Zellensystem basierte. Is ist wohl offenbar, dafl
manche der zur Sprache gebrachten Schwierigkeiten sich bei
einer KEinschrinkung des Gebietes der betrachteten Mannig-
faltigkeiten vermeiden lassen, wenn z. B., wie vielfach bei
Poincaré, nur analytische Mannigfaltigkeiten in Betracht ge-
zogen werden, Zweifellos lifit sich auch durch das Mittel der
Approximation durch analytische Funktionen manche der be-
trachteten Schwierigkeiten durch Zuriickfiihren auf den von Poin-
caré vorwiegend betrachteten Fall nur der analytiscben Mannig-
faltigkeiten, ohneweiters erledigen, wihrend fiir andere Punkte
immerhin eine eingehendere Begriindung erforderlich sein wird.
Doch haben wir uns darauf beschrinkt, auf die erwihnten Schwie-
rigkeiten und unerledigten Fragen hinzuweisen, zumal ein niheres
Bingehen auf dieselben den Rahmen des im wesentlichen der kom-
binatorischen Analysis Situs gewidmeten Aufsatzes allzuweit tiber-
schritten hiitte.

Noch moge der Verwendung, die in der folgenden Darstellung
von der Anschauung gemacht wurde, gedacht werden. DalB sie
in gewissen Entwicklungen einiger spiterer Abschnitte als Mittel
verwendet wurde, mit dessen Hilfe wenigstens ein erster Schritt
zur Frledigung der betreffenden Fragen gemacht wurde,%) ist bereits

%) Hieher gehtren auch einzelne jener Stellen (besondsrs im II. Abschnitte),
in denen gewisse Annahmen auf ihre Zulissigkeit oder Wahrscheinlichkeit hin
diskutiert werden. In manchen der zur Verwendung kommenden Beispiele werden
iiber den Sachverhalt unter Berufung auf die Anschaunung Aussagen gemacht, die
also, ebenso wie die daraus abgeleiteten Aussagen iiber die beésprochenen An-
nahmen, nicht als strenge begriindet, sondern nur als plausibel bezeichnet werden
kénnen.

1*
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gesagt worden. Anderseits aber wurde die Anschauung auch der
Deutlichkeit zuliebe herangezogen an Stellen, wo es keine Schwie-
rigkeit bereitet hiitte, unter bloBer Anwendung rein logischer De-
duktion vorzugehen.

1. Die Schemata mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten.

§ 1.

Abgrenzung des Gebietes der zu betrachtenden Punkt-
mannigfaltigkeiten.

Als das allgemeinste Ziel der Analysis situs!) kionnte man die
vollstindige Aufstellung und das Studium derjenigen Eigenschaften
beliebiger Punktmengen bezeichnen, welche erhalten bletben, wenn
man von einer Punktmenge zu einer ihr homdomorphen iiber-
geht. Dabei sollen nach Poincaré? zwei Punktmengen homdo-
morph genannt werden, wenn sie sich eineindeutig und umkehrbar
stetig aufeinander beziehen lassen.

Der ungeheueren Allgemeinheit dieser Problemstellung ent-
spricht die weite Entfernung, in der wir uns von dem gesteckten
Ziele befinden. Die Beschrinkung der Betrachtung auf zusammen-
hiangende (oder aus einzelnen zusammenhiingenden Stiicken beste-
hende) Punktmannigfaltigkeiten erscheint hierin, nicht minder aber
durch das anderweitig in der Mathematik auftretende Bediirfnis
nach einem besseren Einblick in die Analysis situs gerade der
kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten begriindet.?) Es handelt sich
zundchst darum, den Begriff der Mannigfaltigkeit in dem Umfang,
in dem er weiterhin verwendet werden soll, gehorig abzugrenzen.

1) ¥s ist das die von Hurwitz am Ziiricher Kongrefi (1892) zum Aus-
druck gebrachte Auffassung. (Verhandlungen des Internation. Mathem. Kongr.
Ziirich, 8. 102.)

?) An. Sit. § 2. An der zitierten Stelle ist nur von kontinuierlichen Maunig-
faltigkeiten die Rede.

8). 8o erscheint fiir die Theorie der algebraischen Funktionen zweier kom-
plexer Veriinderlichér ' die Kenntnis der Analysis situs der zusammenhiingenden
vierdimensionalen Puiiktmannigfaltigkeiten wiinschenswert. Hiezu ist allerdings
zu bemerken: Die:Cremonatransformationen . des Raumes zweier komplexer Ver-
#nderlicher sind  nieht durchaus punktweme eineindeutig, sondern filthren zwei- .
dimensionale Punktmanmgfaltxgkelten in Punkte iiber und umgekehrt, und das
gleiche kommt auch bei birationalen Transformationen algebraischer Flichen auf-
einander vor. Hiedurch wird es moglich, dafl sich topologische Invarianten von
durch algebraische Fliachen reprisentierten vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten.
bei birationalen Transformationen &ndern. (Slehe Picard, C. R. 134. p. 629, und
die oben szitierte Abhandlung Poincarés in Liouv. Journ 6. sér., t. 2.) Fiir
funktionentheoretische Probleme kann es also notig werden, a,ndere 'l‘ransforma-
tionen als die ausnahmslos umkehrbar eindeutigen heranzuziehen und die Invarianten
gegenitber diesen Transformationen zu studieren.



Uber die topologischen Invarianten etc. b

‘Hiezu erscheint es am naturgemifiesten, durch Angabe von inneren
Merkmalen, von denen man dann nachzuweisen hat, dall sie bei
nmkehrbar stetigen und eindeutigen Transformationen nicht ver-
loren gehen, aus der Gesamtheit aller Punktmengen. die zu betrach-
tenden Mannigfaltigkeiten herauszuheben, um so awf einem Wege,
der ans der Theorie der Punktmengen herauswiichst, die Analysis
sitns der kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten zu entwickeln.4)
Weitergehende Ergebnisse sind in dieser Richtung nur auf dem
Grebiete der ebenen Punktmannigfaltigkeiten gewonnen worden.
Hiedurch erscheint es gerechtfertigt, bei Untersuchungen tiber mehr-
dimensionale Mannigfaltigkeiten die Definition des Mannigfaltig-
keitshegriffes an gewisse Darstellungsformen anzukniipfen (wodurch
im allgemeinen eine gewisse Einschrinkung des Gebietes der kon-
tinuierlichen Mannigfaltigkeiten erfolgen wird), und damit gewisser-
‘maflen die Schwierigkeiten zu umgehen, die dem erstgenannten
Wege anhaften. Unter einer Mannigfaltigkeit wird man dann eine
auf die betreffende Art dargestellte Punktmenge oder eine einer
solchen homgomorphe Punktmenge verstehen.

Zunichst ein paar allgemeine Bemerkungen iiber die ver-
schiedenen Arten, Mannigfaltigkeiten darzustellen. Die prinzipiell
einfachste Art, Punktmengen und sonach auch Punktmannigfaltig-
keiten zu determinieren, besteht darin, dieselben als eine Gesamt-
heit von Punkten (z;,x,,...#,) im Raume von n rechtwinkligen
Koordinaten anzugeben,®) wobei jeder Punkt der Mannigfaltigkeit

%) Um diese Richtung zu kennzeichnen, geniigt es, an die bekannten
Resultate von C. Jordan zu erinnern und auf eine Reihe in letzter Zeit erschie-
nener Arbeiten von A. Sc¢hoenflies hinzuweisen,

%) Verschiedene derartige Darstellungsformen von Mannigfaltigkeiten, wie
durch Gleichungen £ (xy, 2o, ... x,) ==0 zwischen den Koordinaten oder dnrch
Parameterdarstellungen werden von Poincaré (An. 8it. §§ 1, 8, 15) besprochen.
Dabei werden z. B. die Funktionen F, als differenzierbar, gelegentlich auch als
analytisch voraunsgesetzt. (Es ist klar, daB die Annahme, die Funktionen F) seien
blos stetig, auf viel zu allgemeine Punktmengen fiihrt.) Freilich geht beim
Ubergang von einer so definierten Mannigfaltigkeit zu- einer ihr hom&omorphen
Punktmenge die Darstellbarkeit durch Gleichungen mit diesen Eigenschaften
im allgemeinen verloren. Der Forderung, daB, wenn eine Punktmenge als
eine Mannigfaltigkeit angesehen wird, dies auch fiir alle homSomorphen Punkt- -
mengen gilt, mag man dann dadurch entsprechen, daf man eben als Mannig-
faltigkeit eine Punktmenge bezeichnet, die entweder selbst einer’ derartigen
Darstellung mittels Funktionen von vorgeschriebener Beschaffenheit fihig ist,
oder einer derart dargestellten Punktmenge hom&omorph ist. Derartige Hiirten
in den Definitionen haften naturgemiB einer Begriindung des Mannigfaltig-
keitshogriffes mittelst einer bestimmten Darstellungsform an. Offenbar ist es
auch erforderlich, jede Eigenschaft, die als eine topologische eingefithrt wird,
fiir die in der betrachteten Art dargestellten Mannigfaltigkeiten als invariant nach-
zuweisen gegeniiber beliebigen eineindeutigen und umkehrbar stetigen Transfor-
mationen, also z. B. im vorliegenden Fall nicht blof fiir Transformationen, die
durch differenzierbare oder aualytische Funktionen vermittelt werden. Es sei
vorweg bemerkt, dafl die Erfiillung dieser Forderung fiir die im Folgenden be-
sprochene Darstellung durch ein ,Schema“ auf das engste zusammenhingt mit
dem Nachweis des spiter besprochenen Satzes (§ 2), daB zwei Schemata, die
hom®omorphe Mannigfaltigkeiten definieren, selbst homBomorph sind.
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durch ein einziges Werte-n-tupel dargestellt wird und jedem auf-
tretenden Werte-n-tupel auch nur ein Punkt der Mannigfaltigkeit
entspricht. Wenn aber etwa von den Punkten einer Lemniskate
der Doppelpunkst als zwei Punkte der cindimensionalen Mannig-
faltigkeit und in der Umgebung desselben nur solche Punkte als
benachbart angesehen werden, die bei gentigend kleiner Entfernung
demselben Zweig durch den Doppelpunkt angehsren, so haben
wir hierin eine Da,rstellung einer einfach oeschlossenen Kurve, die
von einer allgemeineren Art als die zuerst “betrachtete Darstellunas-
art ist. ine derartige Darstellungsform ist fiir zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten die durch Riemannsche Ilichen: Jeder Punkt
(@, y) der (z—-iy)-Ebene stellt nicht einen, sondern eine endliche
Anzahl von Punkten der Mannigfaltigkeit dar, wobei durch die
Anzahl der jedem Wertepaare (x, %) zugewiesenen Punkte und
durch Festsetzungen tiber die Auffassung des Benachbartseins sol-
cher Punkte das Wesen der Mannigfaltigkeit bestimmt wird. Bel
einer anderen Art, Mannigfaltigkeiten zu determinieren, werden
wieder verschiedene Werte-n- tupel als ein Punkt der Mannigfaltig-
keit angesehen, wie die gleichliegenden Punkte auf den Gewenselten
eines Perlodenparallcloo"ramms wenn die durch das elhptlsche Ge-
bilde definierte algebraische Mannigfaltigkeit in Betracht gezogen
wird. Das hier auftretende allgemeine Prinzip, aus berandeten
Flichenstiicken durch Zuordnungen von Stiicken der Randlinien
zweidimensionale Mannigfaltigkeiten festzulegen, ist besonders von
Klein betont worden.?) Die Verallgemeinerung der letztgenannten
Darstellungsform fiir mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten, die ins-
besondere Poincaré vielfach verwendet hat und die als ,Zellen-
system“ bezeichnet werden moge, soll im folgenden zu Grande ge-
legt werden.

Allgemein kann man im Anschlufl an das vorstehend tiber
die verschiedenen Darstellungsformen von Punktmannigfaltigkeiten
Gesagte bemerken, dafl das Wesen einer Maunigfaltigkeit festgelegt
wird einerseits durch die Angabe ihrer Punkte, wobe1 wie gesagt,
noch Festsetzungen tiber die “durch die betrachteten Werte-n- tupel
(2, @y, ... x,) definierten Punkte Platz greifen konnen, anderseits
aber durch Bestimmungen iiber das, was als Nachbarschaft der
einzelnen Punkte aufzuffmssen 1st. Fiir das letztere wird eine ge-
wisse Art, Entfernungen zu messen, die freilich dann, ohne den
Charakter der Ma,nmwffdtwkelt zu 4ndern, noch in mannwfacher
Weise abgeindert werden kann, die Grundlage bilden. Als ein
Beispiel fiir derartige das Wesen einer Manmotaltlgkelt bestim-
mende Eestsetaunwen mag noch auf die bekannte Art hingewiesen
werden, wie die Ebene als eine der Kugel homoomorphe Fliche
angesehen werden kann: Man nimmt zu “den Punkten (x, %) noch
einen durch kein Wertepaar reprisentierten Punkt oo hinzu, wobel

%) Man sehe etwa Math. Ann, 21, S. 141.
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man als Entfernung der Punkte co und (z,7) etwa *;l:

Va2 -+ y?
wihlt. Durch die iiber Entfernung und Benaehbartsein getroffenen
Festsetzungen erbalten dann die Begriffe Stetigkeit einer Abbil-
dung und HOmOOmOI‘phle ihre Bedeutung

Uber den Gebrauch des Wortes Mannigfaltigkeit werde noch
gesagt, dafl darunter zunichst die — in einer bestimmten Darstel-
lungsart — unter Zuhilfenahme gewisser Festsetzungen gegebene
Gesamtheit von Punkten zu versteben ist. Doch ist es bequem,
eine Gesamtheit von einander homéomorphen Mannigfaltigkeiten
bisweilen in weiterem Sinne selbst als eine Mannigfaltigkeit zu be-
zeichnen, wobei dann eine einzelne aus der Gesamtheit der einander
homsomorphen Mannigfaltigkeiten herausgegriffene als eine bestimmte
Darstellungsform oder als ein Repriisentant der Mannigfaltigkeit
(das Wort in dem weiteren Sinne genommen) anzusehen ist.®)

Bei der inden folgenden §§ gegebenen Besprechung der Zellen-
systeme oder, wie wir auch sagen wollen, der Schemata®) von
Mannig faltwkelten sollen ausfuhrhcher nur die Fille von zwel (§ 2)
und d1‘e1 Dlmmensmnen (§ 3) betrachtet werden. Bei den Mannig-
faltigkeiten von mehr Dimensionen (§ 4) konnen wir uns dann anf
Andentungen beschrinken.!?%)

") AuBer Punktmannigfaltigkeiten kénnen auch Mannigfaltigkeiten von an-
deren Elementen in Betracht gezogen werden (vgl. Klein, Math. Ann. 9, S. 480,
und Bd. 21, 8. 154), die aber, sofern die Elemente durch eine endliche Anzahl
von Koordinaten festlegbar sind, richts Neues liefern.

%) Wird von einem Punkte der Mannigfaltigkeit in diesem weiteren Sinne
gesprochen, so ist dabei an eine bestimmte zwischen je zwei Reprisentanten be-
stehende umlkehrbar stetige und eineindeutige Beziehung zu denken, die so ge-
withlt ist, daBl, wenn 4, B, C irgend drei Reprisentanten der Mannigfaltigkeit
sind, vermige der Beziebungen zwischen 4 und C, bezw. B und C, demselben
Punkt von C entsprechende Punkte von 4 und B auch einander durch die Be-
ziehung zwischen 4 und B zugeordnet sind. )

%) Da der Ausdruck Zellensystem insbesondere den Mannigfaltigkeiten von
drei und mehr Dimensionen angepalit erscheint, soll fiir den allgemeinen Fall
vorwiegend das Wort Schema gebraucht werden, allerdings in etwas anderer Be-
deutang als bei Poincaré (Compl. 1, § 2, p. 290), der darunter das verstehf,
was im folgenden (s. § 5) als Poincarésches Relationensystem bezeichnet ist.
Um nicht neue Wortbildungen zu haufen, habe ich diese Abdinderung in der Be-
deutung vorgenommen.

1% Die besprochene Darstellung erscheint bei Poincaré nicht als Grund-
lage, sondern als gewonnen durch Zerlegung von analytisch definierten Mannig-
faltigkeiten. Eine Entwicklung der Analysis situs zweidimensionaler Mannigfaltig-
keiten, die auf die Zusammensetzung derselben durch Flichenstiicke basiert ist,
ist mir zuerst aus Vorlesungen von Professor Wirtinger (iiber algebraische
Funktionen, Wien, Sommer 1904) bekannt geworden, der auch auf die kombina-
torische Seite dieser Entwicklung hingewiesen hat. Diesen Vorlesungen zusammen
mit einer spiiteren persgnlichen Mitteilung iiber die analoge Darstellung dreidimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten verdanke ich die Anregung zu den dem vorliegenden
Aufsatz zu grunde liegenden Studien. Was die kombinatorische Seite der fol-
genden Ausfithrungen, insbesondere den schrittweisen Aufban der Schemata von
wachsender Dimensionszahl betrifft, so decken sich die Ausfiihrungen mit den-
jenigen Dehns in dem bereits genannten Enzykl.-Artikel. .
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§ 2.

Die Schemata zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten.

Die Beschreibung jener Bestimmungsstiicke, durch die das
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit festgelegt ist,
werde mit der Auseinandersetzung eines speziellen Falles begonnen,
wobei zuerst das Schema gewissermafien in abstrakter Form ein-
gefiihrt, und dann erldutert wird, wie durch dasselbe eine Punkt-
mannigfaltigkeit definiert erscheint.

Gegeben sei ein Kreis, dessen Umfang in »n Teile geteilt sei;
die Teilungspunkte sollen Ecken, die Teile sollen Seiten genannt
werden, Iis sei ferner eine Vorschrift gegeben, derzufolge gewisse
Seiten zu je zweien einander zugeordnet werden. Die unter diesen
Paaren zugeordneter Seiten nicht vorkemmenden Seiten mogen als
freie Seiten bezeichnet werden.

s werde ein bestimmter Sinn fiir das Durchlaufen der Kreis-
peripherie als positiver Sinn festgelegt!) und dementsprechend bei
jeder Seite eine positive und eine negative Richtung, sie zu durch-
laufen, unterschieden. Die Vorschrift, welche die Paare zugeord-
neter Seiten angibt, soll bei jedem Paare auch die Verfiigung
dariiber enthalten, ob der positiven Richtung der einen Seite die
negative oder die positive Richtung der zugeordneten Seite ent-
sprechen soll. Dementsprechend werde zwischen Seitenzuordnungen
der ersten Art und solchen der zweiten Art unterschieden.

Aus der Zuordnung der Seiten und ihrer Richtungen leiten
sich Zuordnungen zwischen den Ecken ab. Seien s, s, ..., die
Seiten, wie sie bei positivem Umlaufen des Kreises aufeinander
folgen. Die Endpunkte von s; mogen A;; und 4;; heiflen, derart,
daf s; von A;; nach 4;; in positiver Richtung durchlanfen wird.?)
Jede Ecke trigt somit zwei Bezeichnungen und es ist

(1) An2:A117 AiQ:-A,'_{_l,l (i:1,27...%—1).

Seien nun zwei Seiten s, s, etwa nach der ersten Art ein-
ander zugeordnet, so leiten wir daraus die folgenden Zuordnungen

der Ecken ab:
9 Aj 1 zugeordnet Ay,
( ) Ahz ” Akl.

Bei einer Zuordnung der zweiten Art wiirde nmgekehrt A4,
der Ecke Azi, Azs der Ecke Ay, zuzuordnen sein. Indem man

1) Die Wahl dieses Sinnes ist nicht als ein wesentliches Bestimmungsstiick
des Schema, sondern nur als ein Hilfsmittel fiir die Beschreibung der im folgen-
den auseinandergesetzten Zuordnungen anzusehen. Wenn es sich jedoch darum
handelt, die Mapnigfaltigkeiten (und zwar die zweiseitigen} nicht als solche, son-
dern mit Riicksicht auf einen ihmen beigelegten Sinn zu betrachten, kommt
die Wahl des Sinnes der das Schema konstituierenden Flichenstiicke zur Geltung.
Wir kommen hierauf in § 4 zu sprechen.

?) Im Falle n =1 hat man einen Teilungspunkt auf dem Kreisumfang,
der gleichzeitiz Anfangspunkt 4;; und Endpunkt 4;, der einzigen Seite s, ist.
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die Gleichungen (1) und die Zuordnungsrelationen (2) alternierend
aneinanderreiht, erhilt man eine Gruppierung aller Relationen (1)
und (2) in Reihen von folgender Art

. Ap_1 s = A, zugeordnet Adyo = Ay 4 zug. ...,

und diese Reihen sind nach links und rechts soweit fortzusetzen,
bis dieselben Relationen periodisch wiederkehren oder bis die Reihe
von selbst abbricht. Das letatere tritt offenbar bei den Endpunkten
der freien Seiten ein. Im besonderen wird eine Ecke, die zwischen
zwel aneinander stoflenden freien Seiten, etwa s;; und s; liegt,
zu einer aus der einzigen Gleichung

Az’—], 2 — Ai, 1

bestehenden Relationenreihe Veranlassung geben, Alle in einer
Reihe vorkommenden Ecken migen als ein Zyklus zugeordneter
Ecken und zwar als ein geschlossener oder ein offener Zyklus be-
zeichnet werden, je nachdem die betreffende Relationenreihe perio-
disch ist oder abbricht,

Ein System von Vorschriften, das in der besprochenen Art
bei einem Kreis mit in » Teile geteilter Peripherie Zuordnungen
zwischen den Seiten und Ecken festlegt, stellt den einfachsten
Fall eines Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit dar.

Wieso ein solches Schema als eine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit definierend angesehen werden kann, wird am einfachsten
unter Hinweis auf die entsprechenden Verhiltnisse bei den Fun-
damentalbereichen automorpher Funktionen erldutert. Greifen wir
etwa den speziellen Fall eines Kreishogenpolygons mit 4p Seiten
heraus, wobei je zwei gegeniiberliegende Seiten durch eine lineare
Substitution ineinander iibergefiihrt werden. Bei dieser Art der
Seitenzuordnung bilden die 410 Ecken einen einzigen geschlossenen
Zyklus. Fiir die durch den Fundamentalbereich und die Gesamt-
heit der auf demselben existierenden automorphen Funktionen de-
finierte algebraische Mannigfaltigkeit stellen nun je zwei Punkte
auf einander zugeordneten Seiten, die vermoge der zugehirigen
linearen Substltumon einander entsprechen, einen einzigen Punkt
der Manmg{altwkelt dar und in gleicher Weise repmsentleren alle
4p Ecken nur einen Punkt. Ganz analog hiemit ist die Auffas-
sungsweise, der gemifl man ein Schema von der Art, die wir be-
schrieben haben, als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bestim-

mend angehen kann. Man denke sich ndmlich eine eineindeutige
stetige Beziehung zwischen den Punkten je zweier einander zuge-
ordneter Seiten — unter Beachtung der Richtungen — hergestellt
und fasse derart aufeinander bezogene Punkte deﬁnltlonsmdﬁxg als
einen Punkt der Mannigfaltigkeit “auf. Es werden demzufolge auch
alle einem Zyklus zugeordneter Ecken angehiorenden' Ecken einen
einzigen Punkt der Mannigfaltigkeit darstellen. In der so definierten
Mannigfaltigkeit stellen dann die Punkte, die auf jenen Seiten lie-
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gen, denen eine andere Seite zugeordnet ist, und ebenso jene
Punkte, die durch einen geschlossenen Zyklus zugeordneter Ecken
repriisentiert werden, Punkte vom gleichen Charakter dar, wie die
Punkte im Innern des Kreises. IHingegen fiigen sich die freien
Seiten in den durch offene Zyklen zugeordneter Kcken reprisen-
tierten Punkten zu (geschlossenen) Randlinien der Mannifaltigkeit
zusamimen.

Zu dem eben entwickelten Verfahren, aus einem Schema eine
zweldimensionale Mannigfaltigkeit abzuleiten, sei folgendes bemerkt.
Die blofile Forderung, zwischen den Punkten je zweier einander
zugeordneter Seiten eine umkehrbar eindeutige stetige Beziehung
festzulegen, 146t noch eine grofe Willkiir offen, abgesehen davon,
dass die spezielle Lage der »n Teilangspunkte auf der Xreisperipherie
beliebig gewihlt werden kann, da in dem Schema nur die Zahl %
und die Reihenfolge der Seiten zum Ausdruck kommen., Es fallen
aber offenbar, wie immer man diese willkirlich gelassenen Ver-
hiltnisse bestimmt, alle so erhaltenen Punktmannigfaltigkeiten
untereinander homdomorph aus; die besprochene Unbestimmtheit
ist also ohne Belang. Is wire gleichfalls eine unwesentliche Ab-
anderung, die nur dazu fihrt, eine Punktmannigfaltigkeit durch
eine ihr hombomorphe zu ersetzen, wenn man unter Beibehaltung
aller iibrigen auf das Schema beziiglichen Festsetzungen im Falle
n > 2 statt eines Kreises mit in n Teile geteiltem Umfang ein
gewihnliches geradliniges ebenes Polygon mit n Seiten nihme.
Wir werden auch gelegentlich statt ,Kreis mit in »n Teile geteiltem
Umfang“ kurzweg ,Polygon® sagen, ohne dabei jedoch die Be-
sehrinkung # >> 2 aufrecht zu erhalten.

Fine zweidimensionale in der eben auseinandergesetzten Weise
durch ein Schema definierte Mannigfaltigkeit moge, wenn in dem
Schema bei allen Seitenpaaren die Zuordnung der Richtungen von
der ersten Art ist, zweiseitig, andernfalls einseitig heiffen.?)

8) Man vergleiche hiezu Poincaré, Compl. b, pag. 52, 53. Poincaré
hat in seinen Arbeiten auf die #lteren und kiirzeren Bezeichnungen ,zweigeitig,
weinseitig® (bilatére, unilatére) zuriickgegriffen. Doch ist zu beachten, dafi diese
Ausdriicke an eine Lagenbeziehung der zweidimensionalen (n-dimensionalen) Mannig-
faltigkeit zu einem dreidimensionalen ((n -}-1)-dimensionalen) Raum, in dem ge-
legen sie vorgestellt werden, anspielen, wihrend sie keine derartigen zu einer ge-
wissen Lagerung relativen, sondern der Mannigfaltigkeit selbst inhirente, absolute
Figenschaften ausdriicken. Hierauf hat Klein (Math. Ann. 9, 8. 479) hinge-
wiesen und Dyek (Math. Ann. 32, 8. 473) mit Riicksicht hierauf statt zweiseitig
und einseitiz die Bezeichnungen ,mit nicht umkehrbarer Indikatrix* und ,mit
umkehrbarer Indikatrix“ verwendet. Unter einer Indikatrix einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit ¥ ist dabei eine um einen Innenpunkt 4 von V gezogene
kleine geschlossene Linie, auf der drei Punkte markiert und mit 1, 2, 3 bezeichnet:
sind, z. B. ein kleines Dreieck oder ein Krels mit drei markierten Punkten, zn
verstehen. Fithrt man nun langs eines Weges in ¥, der von 4 mnach A zuriick-
fithrt, diese geschlossene Linie mit, so daB sie stets geniigend klein bleibt und
eine Indikatrix um einen Punkt des Weges darstellt und bringt man sie, in 4 an-
gelangt, mit ihrer Anfangslage so zur Deckung, dafi die drei markierten Punkte
mit den markierten Punkten in der Anfangslage, und zwar 1 mit 1, zusammen-
fallen, so konnen die Punkte 2, 3 in der neuen Lage entweder mit den Anfangs-
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Wir wollen noch etwas allgemeinere zweidimensionale Mannig-
faltigkeiten in Betracht ziehen, indem wir den Fall zulassen, dal
das definierende Schema aufler den besprochenen Zuordnungsvor-
schriften noch Verfiigungen enthiilt, denen zufolge gewisse durch
geschlossene Zyklen zugeordneter Ecken reprisentierte Punkte von
der Mannigfaltigkeit auszunehmen sind. In einem solchen Falle ist
auller durch etwaige Randlinien noch durch eine endliche Anzahl
im Innern gelegener und von der Mannigfaltigkeit ausgeschlossener
Punkte eine Berandung der Mannigfaltigkeit hergestellt.4) - Eine
zweldimensionale Mannigfaltigkeit soll gesehlossen heiflen, wenn
ihr Schema so beschaffen ist, dal weder durch Vorschriften der
genannten Art Punkte von der Mannigfaltigkeit ausgenommen, noch
freie Seiten vorhanden sind.?)

Von dem im vorstehenden beschriebenen speziellen Fall eines
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit unterscheidet sich
der allgemeine Fall dadurch, dafi statt eines Polygons eine endliche
Anzabl von Polygonen (Kreise mit in eine endliche Anzahl von
Teilen, den Seiten, geteilten Peripherien) zugrunde gelegt wird.
Es werden dann wieder gewisse aus der Gresamtheit aller Seiten
herausgegriffene Seiten zu je zweien einander zugeordnet, derart,
dafi auch tber die einander entsprechenden Richtungen verfigt
wird. Hieraus ergeben sich ganz wie im Falle eines einzigen Po-
lygons die Zyklen zugeordneter Ecken. Auch Verfiigungen, durch
welche gewisse durch geschlossene Zyklen zugeordneter Meken re-
prisentierte Punkte von der Mannigfaltigkeit ausgeschlossen werden,
soll das Schema enthalten diirfen. Was in dem Falle, dafi das
Schema nur ein einziges Polygon umfallt, iiber die Art, wie durch
dasselbe eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit definiert wird, ge-
sagt wurde, iibertrigt sich, ebenso wie die Definition der geschlos-
s enen Mannigfaltigkeiten, chneweiters auf den allgemeinen Fall. Im
Falle mehrerer Polygone nenne man zwel verschiedene Polygone
direkt zusammenhéngend, wenn eine Seite des einen einer Seite
des anderen zugeordnet ist, indirekt zusammenhéingend, wenn die
beiden Polygone Anfangs- und Endglied einer Folge von Polygonen
sind, deren jedes mit dem vorhergehenden direkt zusammenhingend

lagen von 2, 3 oder von 3, 2 zur Deckung kommen. Dementsprechend sind die
Wege in ¥V in solche, auf denen sich ,die Indikatrix nicht wmkehrt* und solche,
auf denen sie sich umkehrt, zu unterscheiden. Die zweiseitigen Mannigfaltigkeiten
sind nun gerade dadurch charakterisiert, daf Wege von der zweiten Art in jhnen
nicht vorkommen.

4 Die (1 — 1)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit mtgen nach Poincaré (An, Sit. p. 6) als eigentliche Rand-
mannigfaltigkeiten (véritables variétés frontiéres) von den iibrigen unter-
schieden werden. Die genannten Punkte stellen sonach uneigentliche Randmannig-
faltigkeiten der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit dar. Beuzliglich der auf den
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten gelegenen Punkte midge festgesetszt werden,
daB sie zur Mannigfaltigkeit hinzuzurechnen sind.

5) Hierin liegt eine leichte Abweichung von der von Poincaré getroffenen
Festsetzung (vgl. An. 8it. pag. 7), derzufolge bei geschlossenen Mannigfaltig-
keiten uneigentliche Randmannigfaltigkeiten auftreten diirfen. Vgl § 15, Anm. 9.
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ist. Falls in einem Schema irgend zwei beliebige Polygone ent-
weder direkt oder indirekt zusammenhéngend sind, soll das Schema
selbst und auch die durch dasselbe definierte Mannigfaltigkeit zu-
sammenhingend genannt werden. Eine zusammenhiingende
Mannigfaltickeit werde als zweiseitig bezeichnet, wenn man in
jedem Polygon einen Umkreisungssinn derart festsetzen kann, daf
alle Seitenzuordnungen zu solchen erster Art werden; ist das nichs
moglich, so heifle die Mannigfaltigkeit einseitig.

Die dem Schema einer Mannigfaltigkeit angehtrenden Poly-
gone sollen als die Flichenstiicke des Schema, ihre Anzahl mit «,
bezeichnet werden. Unter einer Kante des Schema soll entweder
eine freie Seite oder ein Paar zugeordneter Seiten, unter einer
Ecke des Schema ein Zyklus zugeordneter Polygonecken verstan-
den werden. o, sei die Anzahl der Kanten, a, die der Ecken des
Schema. Ein Schema mit einem einzigen Flichenstiick, wie wir
es zuerst betrachtet haben, soll auch als Fundamentalpolygon
der Mannigfaltigkeit bezeichnet werden.

Im Vorangehenden ist die Determinierung einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit durch ein ,Schema“ oder wie man auch
sagen konnte, durch ein ,System von Flichenstiicken“®) erldutert,
Nunmehr werde jene Beziehung zweier Schemata zueinander defi~
niert, die als Homdomorphie derselben bezeichnet werden soll.
Hiezu sind gewisse, ,Unterteilungen* benannte Abinderungen der
Schemata zu besprechen, u. zw. zunichst die ,elementaren Unter~
teilungen®, deren man bei einem zweidimensionalen Schema zwel
Arten unterscheidet:

1) Man nehme auf einer Seite eines der Polygone des ur-
spriinglichen Schema einen neuen Theilungspunkt an (indem man
sie etwa halbiert), wodurch dieselbe in zwei Seiten zerlegt wird.
Falls der zerlegten Seite im urspriinglichen Schema eine andere
Polygonseite zugeordnet ist, so halbiere man auch diese und ordne
den beiden Seitenhilften der einen Seite die der andern derart zu,
dass die zwischen den urspriinglichen Ecken bestehenden Zuord-
nungen ungestort erhalten bleiben und die beiden Halbierungspunkte
einander zugeordnet werden. Die beiden Halbierungspunkte bilden
dasn im neuen Schema einen zweigliedrigen geschlossenen Zyklus
zugeordneter Ecken.

2) Einen der Kreise (Polygone) zerlege man durch die Ver-
bindungssehne irgend zweier Ecken in zwei Segmente, deren jedes
man wieder in die Gestalt eines Kreises deformieren kann. Man
erhiilt so statt eines Polygones zwei Polygone. Die beiden aus der
Verbindungssehne hervorgegangenen neuen Seiten ordne man ein-
ander zu, u. zw. in solcher Art, daf die vor der Zerlegung ein-
ander deckenden Kcken einander entsprechen. Die zwischen den
urspriinglich vorhandenen Seiten bestehenden Zuordnungen behalte
man unverindert bel.

%) Bei Poincaré ,polyédre genannt (An. Sit., p. 101).
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Diese beiden Arten elementarer Unterteilungen eines zwei-
dimensionalen Schema lassen sich kurz als Zerlegung einer Kante
in zwei Kanten, bezw. eines Flichenstiickes in zwel Flichenstiicke
charakterisieren. Allgemein werde nun unter Unterteilung eine solche
Abinderung eines Schema verstanden, die sich aus einer Reihe
sukzessiver elementarer Unterteilungen zusammensetzen lisst. Das
aus einer Unterteilung resultierende Schema werde als unterteiltes
oder als abgeleitetes Schema bezeichnet 7).

Zwei Schemata sollen homsomorph genannt werden,
wenn sie ein gemeinsames abgeleitetes Schema haben, wenn sie also
die Eigenschaft haben, dafi man durch Unterteilung aus dem einen
Schema ein Schema gewinnen kann, das sich auch aus dem zweiten
Schema durch Unterteilung erhalten 146t. Zwei demselben Schema
homdomorphe Schemata sind untereinander homdomorph.8) Die
Schemata zerfallen also in Klassen untereinander homgomorpher
and es ist leicht zu sehen, dafl die Eigenschaften eines Schema,
im Sinne der oben gegebenen Definitionen eine geschlossene,
eine zwei- oder einseitige, eine zusammenhingende Mannigfal-
tigkeit zu determinieren, allen Schematen einer und derselben
Klasse homdomorpher Schemata gemeinsam zukommen oder fehlen.

Doch bedarf, da dem Ansdruck ,homdomorph® in Bezug auf
Mannigfaltigkeiten bereits eine ganz bestimmte Bedeutung beigelegt
wurde, die eben gegebene Definition der Homdomorphie der
Schemata einer erliuternden Bemerkung. Es wurden oben zwei
Mannigfaltigkeiten homoomorph genannt, wenn sie sich umkehrbar
eindeutig und stetig aufeinander beziehen lassen. Es ist nun ersichtlich,
dass zwei durch homomorphe Schemata definierte Mannigfaltig-
keiten selbst, — im Sinn der eineindeutigen stetigen Beziehbar-
keit, — homgomorph sind, da dies offenbar von zwei Mannig-
faltigkeiten gilt, bei welchen das definierende Schema der einen
Mannigfaltigkeit durch eine elementare Unterteilung aus dem der
andern ableitbar ist. Dafl auch die Umkehrung gilt und also, wenn
zwei durch Schemata definierte Mannigfaltigkeiten punktweise ein-
eindeutig stetig aufeinander bezogen werden konnen, dann die de-
finierenden Schemata stets homdomorph sind d. h. ein gemein-
sames abgeleitetes Schema besitzen, lisst sich u. zw. durch sehr
einfache Betrachtungen wahrscheinlich machen, Man denkt sich ndm-
lich in den Polygonen des definierenden Schema der einen Man-
nigfaltigkeit jene Linien gezogen, die vermige der eineindeutigen
stetigen Beziehung der beiden Mannigfaltigkeiten den Kanten des
anderen Schema entsprechen. Hieraus kann man unter der An-
nahme, dafl jedes der Polygone durch diese Linien nur in eine
endliche Anzahl von Stiicken zerlegt wird, eine Unterteilung des
urspriinglichen Schema ablesen. Das Gleiche gilt dann fiir das Schema
der anderen Mannigfaltigkeit, wenn man in den Polygonen dessel-

") Bei Poinearé: ,polyddre dérivé® (An. Sit. p. 101).
%) Dieser Satz bildet den Gegenstand des § 19.
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ben die entsprechende Konstruktion durchfihrt und die beiden auf
diese Art aus den gegebenen Schematen abgeleiteten Schemata
stimmen offenbar iiberein, d. h. die beiden gegebenen Schemata
sind homsomorph. Da aber die bel diesen Betrachtungen gemachte
Annahme %) keineswegs stets erfiilllt zu sein braucht, so bedarf
der Beweis des ertrterten Umkehrungssatzes noch einer gewissen
Vervollstindigung, die, mag sie auch im vorliegenden Falle ven
zwei Dimensionen relativ einfach sein, jedenfalls im aligemeinen
Fall von mebr Dimensionen (vgl. d. Anm.) einer eingehenden Er-
ledigung harrt.

Hieran ist folgende Bemerkung anzukniipfen. Gesetzt man hitte
ein Verfahren gefunden, aus einem Schema gewisse eine Kigenschaft
des Schema reprisentierende Bestimmungsstiicke, z. B. eine Zahlen-
reihe, abzuleiten, von der Art, dafl diese Zahlenreihe fiir irgend
zwel einander homgomorphe Schemata dieselbe ist. Von dieser
Zahlenreihe als von einer topologischen Invariante zu sprechen, ist
nur dann berechtigt, wenn durch nicht homtomorphe Schemata
niemals homdomorphe Mannigfaltigkeiten definiert sein konnen, also
unter der Annahme, der Beweis des in Frage stehenden Satzes
wiire in allen Punkten erledigt. Gleichwohl soll der Ausdruck ,to-
pologische Invariante“ beibehalten werden, doch soll in einem solchen
Fall von topologischen Invarianten der Schemata zum Unterschied
von topologischen Invarianten der Mannigfaltigkeiten gesprochen
werden. Doch haben nur mit Hilfe des Begriffes der Homdomor-
phie der Schemata abgeleitete Sitze, die also nur mit einem ge-
wissen Vorbehalt auf Punktmannigfaltigkeiten anwendbar sind, na-
tirlich in einer rein kombinatorisch entwickelten Analysis Situs
ihre selbstindige Bedeutung. Die Auffassung, der eine derartige
Entwicklung entspricht, wurde bereits in der Einleitung erwéhnt.
Dall die Schemata tatsiichlich ein kombinatorisches Gepriige tragen,
erkennt man sofort, wenn man jene Bestimmungstiicke betrachtet,
durch deren Angabe ein Schema festgelegt ist (also bei einem
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit: die Reihenfolge
der Seiten in den einzelnen Polygonen und die Zuordnungsvor-
schriften). Es interveniert nicht der Begriff des Zahlenkontinuums
oder funktionelle Beziehungen zwischen reellen Zahlen. Ein Gleiches
wird, wie man sich leicht tiberzeugen kann, fir die Schemata von
drei- und mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten gelten.

9) Wenn diese Annahme, die besagt, daf in der zweidimensionalen Mannig-
faltiglkeit, die sowohl durch das eine wie durch das andere Schema definiert wird,
die beiden Kantensysteme der beiden Schemata sich nur in einer endlichen Anzahl
von Punkten schneiden, nicht erfiillt ist, so werden gewisse Polygone in unendlich
viele Stiicke zerlegt werden. Noch kompliziertere Verhiiltnisse .kénnen bei Sche-
maten homomorpher dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten vorliegen, wo gewisse
Zellen des einen Schema durch die Lamellen des anderen Schema in unendlich
viele Stiicke zerlegt werden konnen, unter denen sich auch soiche von unendlich
hohem Zusammenhang (denen cine endliche Bettische Zahl P nicht zukommt)
finden ktnnen. Auch versagen die Uberlegungen des Textes, wenn es sich um
mehr als zweidimensionale Mannigfaltickeiten mit uneigentlichen Randmannig-
faltigkeiten handelt. (Siehe § 15, Anm. 5.)
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Es mogen noch fiir die Schemata zweidimensionaler Mannig-
faltigkeiten 1°) anschliefiend an die Definition der Homdomorphie ein
paar Definitionen eingefiihrt werden.

Ein zweidimensionales Schema soll einfach zusammen-
hingend heiflen, wenn es einem der beiden im folgenden beschrie-
benen, mit ¢, und ¢, bezeichneten Schemata homgomorph ist.

Mit e, werde jenes Schema bezeichnet, das von einem ein-
zigen Polygon mit zwei Seiten gebildet wird, wobei zwischen den
Seiten keine Zuordnung bestehen soll. Das Schema o, bestehe aus
zwei Polygonen, jedes mit zwei Seiten, wobei je einer Seite des
einen Polygons eine Seite des anderen Polygons nach der ersten
Art zugeordnet sei. Ein mit &,, bezw. s, homgomorphes Schema soll
ein einfaci zusammenhingendes berandetes, bezw. ein einfach zu-
sammenhingendes geschlossenes zweidimensionales Schema heiflent?),

Die durch o, definierte oder eine derselben homgomorphe
Mannigfaltigkeit werde als sphérische zweidimensionale Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Diese Mannigfaliigkeiten sind offenbar der
Kugelfliche homdomorph. Die durch e, definierte oder eine derselben
homdomorphe Mannigfaltickeit moge als zweidimensionale Elemen-
tarmannigfaltigkeit bezeichnet werden.

Betrachtet man die Schemata, die einem vorgelegten Schema
einer geschlossenen zweidimensionalen Mannigfaltigkeit homoo-
morph sind, so ist unter denselben eines, das sogenannte rezi-
proke Schema?) besonders bemerkenswert. Die Bedeutung desselben
erhellt sofort, wenn man sich der Vorstellung bedient, die einzelnen
Polygone des vorgelegten Schema seien,-— etwa mittelst geeigneter
Deformationen®?®) — lings der einander zugeordneten Seiten zu einer

10) Wir werden im Folgenden der Bequemlichkeit halber bisweilen statt
»ein Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit kurz ,ein zweidimensio-
nales Schema® und analog ein ,n-dimensionales Schema‘ sagen. Dem Schema selbst
das Beiwort zweidimensional beizufiigen, mag darin seine Rechtfertigung finden, daf
mit Riicksicht anf die vorstehenden Bemerkungen den Schematen nnabhingig von
den durch sie definierten Punktmannigfaltigkeiten eine selbstindige Bedeutung
beigemesser werden kann.

11) Als Reprisentanten der mit ¢, homdomorphen Schemata hitte man statt
ey irgend ein Schema, bestehend aus einem einzigen Polygon mit einer beliebigen
Seitenzahl, z. B. mit einer einzigen Seite, zwischen dessen Seiten gar keine Zu-
ordnungen bestehen, und als Reprisentanten der mit g, homdomorphen Schemata
statt o, einfacher jemes Schema wiblen konnen, das aus einem einzigen Polygon
mit zwei Seiten besteht, die einander nach der ersten Art zugeordnet sind. Daff
gerade die Schemata z;, o, herausgegriffen wurden, geschah, um mit der in § 4
gegebenen Erklirung der einfach zusammenhiingenden n-dimensionalen Schemata

€, G, in Einklang zu sein.

12) Poincaré, Compl. 1, § 7. (,,polyédre reeiproque).
13) Um die wirkliche Durchfiihrbarkeit einer solchen Deformation kiimmern
" wir uns hier nicht, Es ist eine Frage fiir sich, wie groff die kleinstmdgliche Anzahl
& (n) bezw. U* (n) der Dimensionen eines ebenen Raumes ist, in welchem es zu
jeder geschlossenen bezw. geschlossenen zweiseitigen #-dimensionalen Mannigfaltig-
keit eine homdomorphe sich selbst nicht durchdringende Mannigfaltigkeit gibt.
Es ist &% (2) = 3, wihrend es dahingestellt ist, ob, wie Poincaré annimmt
(An. Sit. § 10 und § 11. p. 56), L*(8) =4 ist.
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geschlossenen Fliche aneinander gefiigt. Durch die Kanten des
Schema wird dann auf der Fliche eine, dieselbe in Polygone zer-
legende Netzfigur gebildet. Man ziehe zu dieser Netzfigur die polar
entsprechende, indem man im Innern jedes Polygons einen Punkt
annimmt, und jede Kante & der gegebenen Figur durch eine Kante

k£ der neuen Figur schneidet, wobei % die im Innern jener Poly-
gone angenommenen Punkte verbindet, an welche & grenzt. Somit
entspricht jeder Ecke, jeder Kante, jedem Flidchenstiick der ange-
gebenen Figur, bezw. ein Flichenstiick, eine Kante, eine Ecke der
Polarfigur.  Zerschneidet man die Fliche lings der Kanten der
neuen Netzfigur, so erhilt man die Polygone des gesuchten rezi-
proken Schema.

Dies die anschauliche Bedeutung des reciproken Schema.
Derselben entspricht die folgende Methode, zu einem gegebenen
Schema das reziproke zu bilden, eine Methode, die der melr ab-
strakten Art, in der zu Beginn dieses Paragraphen die Schemata
definiert wurden, angepalit ist: Man lifit jedem Zyklus y; zuge-
ordneter Ecken des gegebenen Schema ein Polygon =; des neuen
Schema entsprechen, u. zw. ein Polygon mit soviel Ecken, als der
Zyklus Polygonecken umfasst. Wenn nun (unter Verwendung der
friiher erklérten Bezeichnungen)

...Ah_l’g :Ahl zug. Akg :Ak-{—l,l Zu‘g...,

jene Relationenreihe bedeutet, die den Zyklus y; erzeugt, so mogen
die Ecken des Polygons =; der Reihe nach mit der doppelten Be-
zeichnung By, _1,3 = Bj1, Bra = DBr1,1,. .. versehen werden. Der
Seite Bji By, des Polygons =y werde nun eine der Bezeichnungen
thytr, z. B. 1, beigelegt. Die Seite Bjo By, die entweder dem Po-
lygon =; oder einem anderen Polygon des neuen Schema angehéren
kann, werde dann #; benannt, Die Zuordnungsvorschrift des neuen
Schema verfiige nun, dafi der-Seite ¢; die Seite ¢ derart zugeord-
net wird, dafi die Ecken B, B, und ebenso die Ecken By,
B3 einander entsprechen. Damit ist das neue, das zu dem vorge-
legten reziproke Schema vollstindig gegeben.

Das dem reziproken Schema reziproke ist offenbar das ur-
spriingliche Schema. Der Beweis dafiir, daffi zwei zu einander re-
ziproke Schemata homoomorph sind, kann fiiglich unterdriickt
werden, da der Beweisgang unmittelbar evident ist, wenn man sich
die anschauliche Bedeutung des reziproken Schema vor Augen halt.

§.3.

Die Schemata dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten.

Um die Schemata dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten zu
erliutern und auf dieselben die verschiedenen beziiglich zweidi-
mensionaler Schemata erklirten Begriffe zu iibertragen, beginnen
wir wieder mit einem speziellen Fall.
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Gregeben sei eine Kugel, deren Oberfliiche durch eine end-
liche Anzahlauf derselben verlaufender Linienstiicke in eine end-
liche Anzahl einfach zusammenhingender Polygone eingeteilt sei.

Wir fiigen hieran sofort einige erliuternde Bemerkungen. Unter
einem Linienstiick soll hier eine auf die Punkte einer geraden Strecke
umkehrbar eindeutig und stetig abbildbare Punktmenge verstanden
werden, und unter den einfach zusammenhingenden Polygonen
Punktmengen auf der Kugelfliiche, deren Punkte eineindeutig stetig
auf die Punkte einer Kreisfliche bezogen werden konnen, so dall
dabei die Randpunkte der Menge (Hiufungspunkte sowohl von
Punkten der Menge als von anderen Punkten der Kugelfliche)
cineindeutig stetig auf die Punkte der Kreisperipherie abgebildet
werden. Die Polygone stellen also zweidimensionale Elementar-
mannigfaltigkeiten (siche § 2) dar. Die auf der Kugelfliche gezogenen
Linienstiicke sollen Kanten der Polygoneinteilung, die Punkte in denen
eine. oder mehrere Kanten endigen, sollen Ecken der Polygonein-
teilung genannt werden. Die Polygone auf der Kugelflsiche stellen
offenbar, wenn wir jede Kante als ein Paar zugeordneter Seiten
ansehen, - ein die sphirische zweidimensionale Mannigfaltigkeit de-
finierendes Schema X vor. Auf Grund des oberwihnten, vorliufig
als hypothetisch anzusehenden Satzes folgt hieraus bereits, dafl das
Schema 2 dem Schema o, (siche §2) homdomorph ist. Jedenfalls
soll diese Eigenschaft von dem Schema I vorausgesetzt werden.

Von den Polygonen, in die die Kugefliche zerlegt ist, .seien
gewisse zu je zweien einander zugeordnet. Dabei mogen nur
solche einander zugeordnet sein, die gleich viele Seiten haben.
Es sei nun in jedem Polygon als positiver Umlaufssinn der-
jenige bezeichnet, bei welchem das Polygon auf einer bestimmten
fiir alle Polygone gleichbleibenden Seite, etwa fiir einen auBierhalb
der Kugel befindlichen Betrachter zur Linken, gelassen wird, und
der entgegengesetzte als negativer Umlanfssinn. Dadurch erhilt auch
jede Seite eines Polygons in bezug auf dasselbe eine bestimmte
positive Richtung.!) "Die Zuordnungsvorschrift der Polygone soll
nun auch bei jedem Paar zugeordneter Polygone die Verfiigung
dartiber enthalten, ob dem positiven Umlaufssinn des einen Polygons
der negative oder der positive Umlanfssinn des anderen entspre-
chen soll. (Zuordnungen der ersten und der zweiten Art) Ferner
sollen auch die Seiten des, einen Polygons denen des anderen zuge-
ordnet sein, und zwar sollen bei einer Polygonzuordnung der ersten
(zweiten) Art den Seiten des einen Polygons, genommen in einer
Reihenfolge, die einen positiven Umlauf des Polygons darstellt,
die Seiten des anderen Polygons in einer Reihenfolge entsprechen,
die einem negativen (positiven) Umlauf um dieses zweite Polygon

1y Es kann der Fall vorkommen, daf ein Polygon lings einer Kante der
Polygoneinteilung an sich selbst st68t. Eine solche Kants reprisentiert natiirlich
zwel Seiten des Polygong, deren positive Richtungen beziiglich desselben einander
entgegengesetzt sind.

Monatsh, fir Mathematik w. Physik. XIX, Jahrg. 2
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gleichkommt,?) und es sollen hiebei den positiven Richtungen der
Seiten des einen Polygons die negativen (positiven) Richtungen
der des anderen zugeordnet sein. Eine solche Seitenzuordnung selbst
soll dann tibereinstimmend mit der sie erzeagenden Polygonzuordnung
von der ersten, bezw. von der zweiten Art heifen.

Dem Umstand ensprechend, dal auf der Kugeloberfliche jede
Kante der Polygoneinteilung in doppelter Weise als Polygonseite
auftritt, Jassen sich nun Zykeln zugeordneter Kanten aufstellen,
in vollstindiger Analogie mit der Bildungsweise der Zykeln zuge-
ordneter Ecken bei einem zweidimensionalen Schema. Die Zykeln
zugeordneter Kanten kionnen geschlossen oder offen sein. Offene
Zykeln konnen nur auftreten, wenn es freie Polygone gibt, d. h.
solche, die keinem anderen Polygon zugeordnet sind.

Es moge ferner auf jeder einzelnen Kante der Polygonein-
tellung selbst eine bestimmte Richtung als positive bezeichnet sein.?)
(Diese ist mit den frither erklirten Richtungen der Polygonseiten
nicht zu verwechseln und fallt natiirlich auf der einen der beiden
von der Kante gebildeten Seiten mit der positiven auf der anderen
mit der negativen Richtung zusammen.) Es soll nun stets die Be-
dingung?® als erfiillt vorausgesetzt werden, da bei jedem ge-
schlossenen Zykel zugeordneter Kanten unter den Seitenzuord-
nungen der Polygonseiten, durch die derselbe zu stande kommt,
die Anzahl der vorkommenden Zuordnungen zweiter Art gerade
ist, und es kann dann aus der Zuordnung der Richtungen der
Polygonseiten auch fiir die einem Zykius zugeordneter Kanten an-
gehorenden Kanten eine bestimmte Zuordoung ihrer Richtungen
abgelesen werden,

Analog wie bei einem zweidimensionalen Schema aus der Zu-
ordnung der Polygonseiten solche der Polygonecken, so lassen sich
hier aus der Zuordnung der Kanten und ihrer Richtungen Zuord-
nungen der Ecken der Polygoneinteilung ablesen. Auf dem Um-
stand, dafl eine Ecke im allgemeinen in mehrfacher Weise als
Kantenendpunkt figuriert, beruht die Bildung von Systemen zuge-
ordneter Ecken der Polygoneinteilung.

Eine weitere einem dreidimensionalen Schema aufzuerlegende
Bedingung?) betrifft gewisse zweidimensionale Schemata, die sich
aus den vorstehend ervrterten Zuordnungsvorschriften ableiten lassen.
Hiezu denken wir uns auf der Kugelfliche um jede Ecke der

%) Diese Bedingung hat nur fiir Polygone von mehr als zwei Seiten einen
Inhalt.

3) Die Wahl dieser Richtung stellt ebenso wie die des positiven Umlaufs-
sinnes der Polygone auf der Kugelfliche nicht ein wesentliches - Merkmal des
dreidimensionalen Schemas, sondern ein blofes Hilfsmittel zur Beschreibung der
Zuordnungsverfiigungen vor. )

) Diese Bedingung stellt einen speziellen Fall einer in § 4 bel Besprechung
der n-dimensionalen Schemata erwiihnten Bedingung vor, die daranf hinaus kommt,
daf Zuordnungen zwischen den betrachteten geometrischen Figuren (hier: den
Kanten) stets so beschaffen sein gollen, dafl aus denselben eine bestimmte Zu-
ordnung ihrer Randelemente (hier: der Kantenendpunkte) abgeleitet werden kann.
%) Vgl. hierither Poincaré, An. Sit. p. 52—55.
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Polygoneinteilung einen kleinen Kreis beschrieben. Diese Kreise
zerfallen durch die Schnittpunkte mit den in der betreffenden
Fcke endigenden Kanten der Polygoneinteilung in eine Anzahl
Seiten. Als positive Richtung dieser Seiten bezeichnen wir jene,
die einem positiven (die Kicke zur Linken lassenden) Umlauf um
die Ecke entspricht. Seien nun =, n, zwei einander zugeordnete
Polygone, A4, eine Kcke von =, 4, die ihr zugeordnete Ecke von ,.
Der Bogen des um 4, als Ecke der Polygoneinteilung gezogenen
kleinen Kreises, der in m;, und zwar im Winkelraum von 4, ver-
liuft, heifle s;, der in entsprechender Weise in =, verlaufende
Bogen des um 4, gezogenen Kreises heifle s,. Die Seiten s, und s,
sollen nun einander zugeordnet werden, und zwar, wenn die Zu-
ordnung der Polygone =, und =, von der ersten (zweiten) Art ist,
so soll der positiven Richtung von s, die negative (positive) Rich-
tung von s, entsprechen. Die Gesamtheit der um die Ecken ge-
zogenen kleinen Kreise stellt dann eine Anzahl von Polygonen dar,
zwischen deren Seiten paarweise Zuordnungen bestehen, und liefert
uns damit ein zweidimensionales Schema. Dasselbe zerfillt in so
viele zusammenhiingende Schemata, als es Systeme zugeordneter
Ecken der Polygoneinteilung gibt.®)

Die Bedingung nun, die von jedem Schema einer dreidimen-
sionalen Mannigfaltickeit als erfiillt vorausgesetzt werde, besteht
darin, daf alle diese zusammenhingenden zweidimensionalen Schemata
einfach zusammenhingend (geschlossen oder berandet) sind. Je nach-
dem ein solches Schema geschlossen oder berandet ist, moge das
zugehérige System zugeordneter Ecken der Polygoneinteilung ge-
schlossen oder offen heifien. ,

Inwiefern dureh ein Schema, wie es vorstehend beschrieben
ist, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit definiert erscheint, ist
in vollstindiger Analogie mit dem Fall zweier Dimensionen. Es
werden biezu die Punkte einander zugeordneter Polygone eineindeutig
stetig und unter Berticksichtigung des Sinnes und der Seitenzuord-
nung aufeinander bezogen, wobei nur den geschlossenen Zyklen
zugeordneter Kanten der Polygoneinteilung in leicht ersichtlicher
Weise Beachtung zu schenken ist.”) Derart aufeinander bezogene
Punkte werden definitionsweise als ein Punkt der Mannigfaltigkeit
aufgefait. Die im Innern der einander zugeordneten Polygone

) Die durch eines dieser zusammenhingenden Schemata definierte Mannig-
faltigkeit mag die Umgebungsmannigfaltigkeit der betreffenden ,Ecke
des dreimensionalen Schemas® (siehe zwei Seiten weiter im Text) genannt werden.

) ‘Aus der punktweisen Bezichung der Polygone aufeinander folgt némlich
eine Beziehung zwischen den Punkten je zweier im Zykel aufeinander folgender
zugeordneter Kanten. Sind nun kg, ks, ... %, die Kanten eines geschlossenen Zy-
kels, so entspricht infolgedessen einem Punkte Py von %, ein bestimmter Punkt Py
von k,, diesem ein Punkt P, von k; u. 8. f, schlieflich dem Punkte P, von £k,
ein Punkt von k. Daf nun dieser Punkt gerade wieder der Punkt P, sei, ist
die Bedingung, der die punktweisen Beziehungen zu geniigen haben. Die Erfiill-
barkeit derselben ist durch die oben erwihnte Voraussetzung iiber die Zahl der
Seitenzuordnungen zweiter Art gewihrleistet.

DAY
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liegenden Punkte haben dann denselben Charakter wie die im
Innern der Kugel liegenden Punkte der Mannigfaltigkeit, d. h. sie
konnen durch eine geeignet gew#hlte eineindeutige und umkehrbar
stetige Beziehung der Mannigfaltigkeit auf sich selbst auf einen im
Innern der Kugel gelegenen Punkt abgebildet werden und das
gleiche gilt fiir die Punkte, die auf einer einem geschlossenen
Zyklus angehorenden Kante der Polygonteilung liegen, und die
durch ein geschlossenes System zugeordneter Ecken reprisentierten
Punkte. Hiefiir ist bei den letzteren die eben besprochene Be-
dingung des einfachen Zusammenhanges der Umgebungsmannig-
faltigkeiten, durch die also das Auftreten gewisser singulirer Punkte
ausgeschlossen wird, wesentlich. Die freien Polygone fiigen sich
zu ,Randflichen* der Mannigfaltigkeit aneinander, auf denen die
durch offene Zykeln zugeordneter Kanten reprisentierten Linien
und die durch offene Systeme von zngeordneten Ecken reprisen-
tierten Punkte liegen. Die einzelnen Randflichen haben keine
Punkte miteinander gemein, was wieder durch die Bedingung iiber
die Umgebungsmannigfaltigkeiten gewihrleistet ist.

Man itberblickt sofort, dafi ganz ebenso wie bei der Deter-
minierung zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten durch Schemata
die Willkiirlichkeiten, die in diesem Verfahren, vom dreidimen-
sionalen Schema zur dreidimensionalen Mannigfaltigkeit tberzugehen,
sowie auch darin liegen, dafi durch das Schema X die Einteilung
der Kugelfliche in Polygone keineswegs vollig bestimmt ist, von
nur unwesentlichem Finflusse sind. Was in dem dreidimensionalen
Schema allein zum Ausdruck kommt, nimlich das Schema 2 und
die Zuordnungsvorschriften, ist also zur Determinierung einer drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ausreicheud.

Allgemeinere dreidimensionale Schemata als die eben be-
trachteten entstehen dadurch, daB man den Zuordnungsvorschriften
der besprochenen Art noch Weisungen hinzufiigt, denen gemif}
gewisse durch geschlossene Systeme zugeordneter Kcken reprisen-
tierte Punkte und gewisse durch geschlossene Zykeln zugeordneter
Kanten reprisentierte Liniensticke von der Mannigfaltigkeit aus-
zunehmen sind. Dabei ist insbesondere der Fall von Interesse, in
welchem die von der Manuigfaltigkeit ausgeschlossenen Linienstiicke
sich zu geschlossenen Linien aneinanderschliefien.

Aus dem vorstehend beschriehenen speziellen Fall eines drei-
dimensionalen Schemas erhilt man den allgemeinen Fall, indem
man statt einer Kugel eine endliche Anzahl von Kugeln, deren
Oberflichen in Polygone geteilt sind, nimmt, und zwischen diesen
Polygonen paarweise Zuordnungen festlegt. Auf diesen allgemeinen
Fall tbertrigt sich ohne weiteres alles fiir den speziellen Gesagte.

Wenn die ein dreidimensionales Schema konstituierenden Vor-
schriften so beschaffen sind, dafi weder freie Polygone vorkommen,
noch Verfiigungen bestehen, durch weleche Punkte oder Linienstiicke
ausgeschieden werden, so heifit die durch das Schema definierte
Mannigfaltiskeit geschlossen, Der Begriff zusammenhiangend
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wird analog definiert, wie im Falle zweier Dimensionen. — Auf jeder
einzelnen Kugel eines dreidimensionalen Schemas kann willkiirlich
fiir die auf derselben liegenden Polygone ein Umlaufssinn als positiver
gewihlt werden. Lifit sich in emem zusammenhingenden Schema
fir die einzelnen Kugeln diese Wahl so treffen, daf} alle Polygon-
znordnungen zu solchen von der ersten Art werden, so heifit die
durch das Schema definierte Mannigfaltigkeit zweiseitig, andern-
falls einseitig.®)

Die einzelnen Kugeln sollen auch Z ellen des dreidimensionalen
Schemas genannt werden. Unter einer Lamelle?®) des Schemas ist
entweder ein freies Polygon oder ein Paar zugeordneter Polygone
zu verstehen. Ein Zyklus zugeordneter Kanten der Polygonein-
teilungen soll eine Kante des Schemas, ein System zugeordneter
Ecken der Polygoneinteilungen eine Ecke des Schemas genannt
werden. Mit ay, oy, o, a,, sollen die Anzahlen der Zellen, der
Lamellen, der Kanten, der Ecken eines Schemas bezeichnet werden.

Die Determinierung einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
durch ein Schema oder Zellsystem ist im vorstehenden auseinander-
gesetzt, Der Begriff der Homdomorphie der Schemata baut sich
nun ganz wie im Falle von zwei Dimensionen auf den der elemen-
taren Unterteilungen auf, von denen bei einem dreidimensionalen
Schema drei Arten zu unterscheiden sind:

1. Man greife einen Zyklus zugeordneter Kaunten des zu unter-
teilenden Schemas heraus, halbiere alle demselben angehdrenden
Kanten der Polygoneinteilungen und setze die Zuordnung der
Kantenhilften entsprechend der unveriindert beibehaltenen Zuord-
nung der Polygone derart fest, dafl an Stelle eines Zykels zuge-
ordneter Kanten in dem neuen Schema zwei Zyklen vorhanden
sind und die Halbierungspunkte ein neues System zugeordneter
Ecken bilden, wihrend die anderen Systeme zugeordneter Ecken
der Polygoneinteilung ungestort erbalten bleiben.1?)

%) Als Indikatrix (vgl. § 2, Anm. 3) einer dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit ¥ kann man eine um einen Innenpunkt A von ¥V gelegte Tetra-
ederoberfliche, oder iiberhaupt eine einfach zusammenhingende geschlossene
Fliche mit einer gleichartigen FEinteilung in vier Dreiecke, wihlen, wobei die
vier Ecken des Tetraeders mit 1, 2, 3, 4 bezeichnet sein sollen. Fiihrt man die
Indikatrix nun lings eines Weges von 4 nach 4 und bringt die Tetraederkanten
und -ecken mit der alten Lage derselben so zur Deckung, daf 1 sowohl wie 2
in ihre alten Lagen kommen, so konnen 3, 4 entweder ihre alte Lage erhalten oder
ibre Lage vertauscht haben. Die Wege in ¥ unterscheiden sich demgem#f in
solche, auf denen sich die Indikatrix nicht umkehrt, und solche, auf denen sie
sich umkehrt,

In analoger Weise kann -die Indikatrix fiir n-dimensionale Mannigfaltig-
keiten eingefiihrt werden.

%) Wir fiithren fiir die zweidimensionalen Flemente eines n-dimensio-
nalen Schemas die Bezeichnung ,Lamells” ein, da das Wort ,Flichenstiick® in
§ 5 in anderer Bedeutung (nimlich zur Bezeichnung des Speziallfalles m = 2
des in einer Mannigfaltigkeit gelegenen Raumstiickes) verwendet wird. Nur im
Falle n =2 (§ 2) wurde dem iiblichen Spracbgebrauch zuliebe das Wort ,, Flichen-
stiick® fiir die zweidimensionalen Elemente des Schemas beibehalten. 4

19) Falls der herausgegriffene Zyklus zugeordneter Kanten ein geschlossener
ist und eine Vorschrift besteht, laut welcher das durch’ deuselben reprisentierts
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2. Man zerlege eines der auf einer der Kugelflichen liegenden
Polygone in zwei Polygone durch eine zwei seiner Ecken verbin-
dende neue Kante der Polygoneinteilung. Falls im urspriinglichen
Schema dem zerlegten Polygon ein zweites Polygon zugeordnet
ist, so zerlege man auch dieses durch eine neue die entsprechunden
Ecken verbindende Kante und ordne nun den beiden Polygon-
hilften des ersten Polygons die des zweiten derart zu, dal die
zwischen den urpriinglichen Kanten und Ecken der Polygonein-
teilung bestehenden Zuordnungen ungestort erhalten bleiben, wih-
rend die beiden neuen Kanten der Polygoneinteilung einander zu-
geordnet werden. Die beiden neuen Kanten bilden dann fir sich
einen geschlossenen Zyklus zugeordneter Kanten.

3. Man wihle auf der Oberfliiche einer der Kugeln des
Schemas eine aus Kanten der Polygoneinteilung gebildete einfach
geschlossene Linie und lege durch dieselbe eine die Kugel in zwei
Stiicke teilende einfach zusammenhingende Schnittfliche (z. B. die
von den Radienvektoren nach den Punkten der geschlossenen Linie
gebildete Fliche). Die Schuittfliche wird also als zweidimensionale
Elementarmannigfaltigkeit vorausgesetzt und es werde angenommen,
daf jedes der beiden Stiicke wieder eineindeutig stetiz auf eine
Kungel K bezogen werden kann, so daf} die auf der urspriinglichen Kugel-
fliche und auf der Trennungsfliche gelegenen Punkte dabei ein-
eindeutig stetig auf die Oberflichenpunkte von K abgebildet werden.
Die Oberfliche jedes der beiden Stiicke, die demnach wieder als
Kugeln angenommen werden kinnen, besteht dann aus einem durch
die Trennungsfliche entstandenen Polygon und im iibrigen aus
lauter bereits urspriinglich vorhanden gewesenen I’olygonen. Die
beiden neuen Polygone sollen dann einander so zugeordnet werden,
dafl die vor dem Trennungsschnitt sich deckenden Kanten und
Ecken der Polygoneinteilung einander entsprechen. Die zwischen
den urspriinglich vorhandenen Polygonen bestehenden Zuordnungen
sind unverdndert beizubebalten.

Diese elementaren Unterteilungen konnen als Zerlegung einer
Kante oder einer Lamelle oder einer Zelle des dreidimensionalen
Schemas in zwei Kanten, bezw. zwei Lamellen, zwei Zellen charak-
terisiert werden. Die Einfihrung der allgemeinen Unterteilung, des
abgeleiteten Schemas und der Homgomorphie erfolgt nun so wie
fiir zweidimensionale Schemata. Ebenso sind die an die Definition
der Homtomorphie der Schemata gekniipften auf die Homgomorphie
der Mannigfaltigkeiten sich beziehenden Bemerkungen auf den Fall
von drei (und mebr) Dimensionen tibertragbar.

Es werden ferner die berandeten, bezw. geschlossenen ein-
fach zusammenhéngenden dreidimensionalen Schemata ein-
gefithrt als diejenigen, die dem Schema &;, bezw. 6; homiomorph
sind. Dabei besteht ¢, aus einer einzigen Kugel, deren Oberfliche

Linienstiick von-der Mannigfaltigkeit auszunehmen ist, so ist diese Vorschrift auf
die zwei neuen Zyklen zu iibertragen.
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durch den in zwei Bogen geteilten Aquator in zwei Halbkugel-
flichen. geteilt ist, zwischen denen keine Zuordnung besteht. o e-
steht aus zwel Kggeln- jede derselben ist durch ihren In zwei
Bogen geteilten Aquator — diese Bogen modgen auf der einen
Kugel a,, a,, auf der anderen 6,,56, heifen — in zwei Polygone
geteilt und die Polygone der einen Kugel sind denen der anderen
Kugel nach der ersten Art und in solcher Weise zugeordnet, dafl
dabei jedesmal dem Bogen a, der Bogen &;, dem Bogen a, der
Bogen b, entspricht.)

D1e durch o; definierte oder eine derselben homdomorphe
Mannigfaltigkeit werde als sphirische dreidimensiénale Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Wir konnen dieselbe durch den Enklidischen
Raum reprisentieren, wenn wir denselben durch Annahme eines
einzigen unendlich fernen Punktes zu einer geschlossenen Mannig-
faltigkeit machen. Die durch &, definierte oder eine derselben
homsomorphe Mannigfaltigkeit moge als dreidimensionale Elemen-
tarmannigfaltigkeit bezeichnet werden.

Das reziproke Schema zu dem Schema einer geschlossenen
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit wird durch ein Verfahren ge-
wonnen, das man sich leicht zurechtlegt,'*) wenn man beachtet, dall
die Bezichung, die im Ialle dreier Dimensionen zwischen einem
Schema und seinem reziproken besteht, eine ganz analoge ist, wie
im Falle zweier Dimensionen, und zwar entspmcht jeder Ecke, beaw.
Kante, Lamelle, Zelle des emen Schemas eine Zelle, bezw. eine
Lamelle, eine Kante, eine Ecke des anderen. Ks werde noch be-
merkt, dal} jenes einfach zusammenhingende geschlossene zwei-
dimensionale Schema, das durch die in Polygone eingeteilte Ober-
fliche einer Zelle Z des einen Schemas repriisentiert wird, nichts
anderes ist, als das reziproke Schema zu dem Schema der Um-
gebungsmannigfaltigkeit (sieche § 3, Anm. 6) der der Zelle Z im
anderen Schema entsprechenden Ecke. Es kommt hier also wieder
die Bedingung des einfachen Zusammenhanges der Umgebungs-
mannigfaltigkeiten der Ecken zur Geltung,!®)

11) Statt o3 konnte man einfacher ein Schema mit einer sinzigen Kugel
nehmen, wobei der in eine nicht weiter in Betracht kommende Anzahl von Bogen
geteilte Aquator die Kugeliche in zwei Polygone teilt, die nach der ersten Art
und derart zugeordnet sind, dafi dabei jeder Bogen des Aquators sich selbst ent-
spricht (ein Schema, @, 0), 8. § 20). Statt s; hitte man irgend ein Schema wihlen
kinnen, bestehend aus einer einzigen Kugel mit einer beliebigen Einteilung in
Polygone, zwischen denen gar keine Zuordnungen bestehen. Die im Text getroffene
‘Wahl von e, o3 ist wie frither die von &,, 6, durch die Riicksicht auf den allge-
meinen Fall von ¢, 6, (§ 4) bestimmt, Man beachte, dall das durch die Polygon-
einteilung der Kugeloberfliche von ¢; dargestellte zweidimensionale Schema genau
das Schema o, ist.

%) Dasgselbe kann um so mehr iibergangen werden, als Poincaré die Bil-
dungsweise des reziproken Schemasim Falle dreier Dimensionen- aunsfithrlich dar-
gestellt hat (Compl. 1, § 7, p. 314—316).

1%) Vgl. hiezu eine Bemerkung von Poincaré (Compl 1, § 10, p. 336)
iber-die dem ,arithmetischen“ Beweise zu Grunde liegenden Voraussetzungen.
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§ 4.
Ober Schemata beliebiger Dimension. Der Sinn von Zellen und
zweiseitigen Mannigfaltigkeiten.

Aus den Entwicklungen der §§ 2, 3 ersieht man unschwer,
wie man zu Schematen von immer hoherer Dimensionszahl gelangen
kann. Entsprechend den Kcken, Kanten, Lamellen, Zellen des
dreidimensionalen Schemas treten beim #-dimensionalen Schema
Ziellen m** Dimension auf (im=0, 1, .. n). Die Anzahl derselben
wird mit a, bezeichnet.

Man erkennt, dafi das Aufsteigen zu Schematen von hiherer
Dimension vorziiglich durch die einfach zusammenhéingenden Schemata
&qy O, vermittelt wird. Aus e., gewinnt man nimlich 6,, indem man
zwei Exemplare von e, — deren Elemente eine gleichartige Be-
zeichnungsweise tragen sollen, — nimmt, sie als zwel n-dimensionale
Zellen auffafit und die gleichartiz bezeichneten Elemente (1 — 1)ster
und niedrigerer Dimension der beiden e, einander zuordnet. o, ist
aber dann, rein kombinatorisch aufgefafit, von e,..,; nicht wesent-
lich verschieden!), und die Gesamtheit der mit &, hombomorphen
Schemata liefert die (» - 1)-dimensionalen Zellen, aus denen unter
Zuhilfenahme von Zuordnungsvorschriften zwischen ihren Elemen-
ten vter Dimension (v <% -} 1) alle (»n - 1)-dimensionalen Schemata
aufgebaut werden. Diese Vorschriften haben Bedingungen zu er-
fiillen, die die Verallgemeinerung der fiir die dreidimensionalen
Schemata auseinandergesetzten Bedingung des einfachen Zusammen-
hanges der Umgebungsmannigfaltigkeiten der Ecken sind. In einem
(» 4 1)-dimensionalen Schema hat ndmlich jede Zelle mter Dimension
eine durch ein (#n — m)-dimensionales Schema repriisentierte Um-
gebungsmannigfaltigkeit. Daf} alle diese Schemata der Umgebungs-
mannigfaltigkeiten einfach zusammenhingend . seien, ist eine Be-
dingung, die von den das (» - 1)-dimensionale Schema definieren-
den Vorschriften zu erfiillen ist. Iine weitere Bedingung, derzu-
folge aus den Zuordnungen geometrischer Figuren stets eine be-
stimmte Zuordnung ihrer Randelemente ableitbar sein soll, ist die
Verallgemeinerung der beim dreidimensionalen Schema fiir die Zu-
ordnung der Kanten der Polygoneinteilung und ihrer Richtungen
aufgestellten Bedingung.?)

1) Denkt man sich etwa die Zellen eines Schemas in Zeilen untereinander ge-
schrieben, und zwar die sm-dimensionalen Zellen in die (m - 1)te Zeile, so
unterscheidet sich en41 von on bei dieser Schreibart nur dadurch, daB en--1 noch
eine (n —|- 2)te Zeile mit dem Zeichen einer (n |- 1)-dimensionalen Zelle enthilt. Hin-
gegen sind in dem Schema en-j-1 keine anderen Zuordnungen vorhanden, als in Gn.

?) Z. B. lautet fiir die Zuordnung von Polygonen diese Bedingung (die
bereits bei den vierdimensionalen Schematen fiir die geschlossenen Zykeln zuge-
ordneter Polygone zur Geltung kommt) folgendermafen: Wenn II,, Il,, . . . Ilx
Polygone (natiirlich von gleicher Seitenzahl) sind und zwischen je zwei aufein-
anderfolgenden und ebenso zwischen dem lefzten und ersten eine Zuordnung be-
steht, so daf dem Umlaufssinn und jeder Seite des einen von zwei einander zuge-
ordneten Polygonen ein bestimmter Umlaufssinn und eine bestimmte Seite des
anderen entspricht, so muf bei der hiedurch auf dem Wege iiber Il,, . . 1k ver-

.
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In der in diesem Abschnitt vorstehend gegebenen Darstellung
setzt die nach der Dimensionszahl aufsteigende Folge der #-dimensio-
nalen Schemata mit dem Fall » — 2 ein. Es ist klar, daff man noch
etwas weiter zurtickgreifen und mit den beiden it g, und 5, zu
bezeichnenden nulldimensionalen Schematen, dem einzelnen Punkt
und dem Punktepaar beginnen kann. Das Punktepaar liefert die
Strecke. Aus Strecken werden durch paarweise Zuordnungen der
Streckenendpunkte die eindimensionalen Schemata aufgebaut. Man
erhilt nur zwei einander nicht homdomorphe Klassen zusammen-
hingender eindimensionaler Schemata, die ungeschlossene und die
geschlossene Linie, erstere reprisentiert durch die Strecke (Schema
¢,) letztere durch das Schema 5, das aus zwei Strecken besteht,
bei denen je einem Endpunkt der einen ein Endpunkt der anderen
Strecke zugeordnet ist. o, und die ihm homdomorphen Schemata
liefern dann die Flichenstiicke, die Bausteine der zweidimensionalen
Schemata.

Es werde noch besprochen, was unter dem Sinn einer
m-dimensionalen Zelle und unter dem Sinn einer zweiseitigen Mannig-
faltigkeit zu verstehen ist.?) Ein Punktepaar wird mit einem Sinn
(einer Richtung) versehen durch die Festsetzung eines der Punkte
als des friitheren, des anderen als des spiteren. Hiedurch ergibt
sich auch fir die eindimensionalen Zellen, die Strecken, ein Sinn,
nimlich der durch den Sinn des Paares der Streckenendpunkte
festgelegte. Wihlt man dann den Sinn jeder der ein zusammen-
hano"endes eindimensionales Schema bildenden Strecken so, dal alle
Zuordnungen der Endpunkte von der ersten Art werden,?) was
auf zwei verschiedene Arten moglich ist, so ist hiedurch fiir die durch
das Schema definierte Mannigfaltigkeit selbst ein Sinn gegeben.?)
Als Sinn eines Flichenstiickes wird dann der Sinn der dasselbe
berandenden: geschlossenen - eindimensionalen Mannigfaltigkeit be-
zeichnet und die beiden Arten, auf welche in den Flichenstiicken

mittelten Zuordnung von [l; auf sich selbst sowohl der posmve Umlaufssinn als
auch jede einzelne Beite von Il; sich selbst zugeordnet sein.

Da Manmgfa.ltlgkelten von mehr als drei Dimensionen und ebenso elnsemge
Mannigfaltigkeiten von mehr als zwei Dimensionen nur wenig studiert worden
sind, konnte die erwithnte Bedingung, die erst fiir dreidimensionale 8chemata, und
unter diesen nur filr diejenigen einseitiger Mannigfaltigkeiten, von Bedeutung
wird, bisher unbeachtet bleiben,

. %) Man vergleiche P. Heegaard, Forstudier til en topologisk Teori for de
algebraiske Fladers Sammenhaeng. (Dissertation, Kopenhagen 1898), § 10.

%) Die Wahl eines Sinnes fiir die konstituierenden Strecken des Schema
einer eindimensionalen Mannigfaliigkeit gestattet die Zumordnungen der Strecken-
endpunkte in solche von erster und zweiter Art zu unterscheiden, je nachdem
ein fritherer Endpunkt einem spiteren oder aber zwei frithere, bezw. zwel spitere
Endpunkte einander zugeordnet werden. Definiert man die Begriffe ,zweiseitig®
und ,einseitig* fiir zusammenhingende eindimensonale Mannigfaltigkeiten in gleicher -
Weise, wie dies fiir Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen geschah, so zeigt
sich sofort, daB einseitige eindimensionale Mannigfaltigkeiten nicht auftreten kinnen,

%) Falls das Schema aus einer einzigen Strecke, zwischen deren Endpunkten
keine Zuordnung getroffen ist, besteht, so ist unter dem Sinn ‘der Mannigfaltig-
keit' der Sinn dieser Strecke zu verstehen.
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des Schemas einer zweiseitigen zweidimensionalen Mannigfaltigkeit
der Sinn so gewihlt werden kann, daf alle Zuordnungen der Seiten
von der ersten Art werden, ergeben die beiden moglichen Be-
stimmungen des Sinnes der Mannigfaltigkeit. So fihrt man fort,
aus dem Sinn der zweiseitigen m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
einen Sinn fiir die (m - 1)-dimensionalen Zellen, deren Berandung,
— die geschlossene einfach zusammenhingende m-dimensionale
Mannigfaltigkeit, — ja zweiseitig ist, abzuleiten, um -hieraus wieder
die Bestimmung eines Sinnes der zweiseitigen (m -}~ 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten zu gewinnen.

II. Die Betti’schen Zahlen.
§ b.

Homologien, Poincaré’sches Relationensystem einer
Mannigfaltigkeit.

Poincaré hat, um die Betti’schen Zahlen anfzustellen, den
Begriff der Homologien eingefiihrt, der in diesem Paragraphen aus-
fithrlich begriindet werden soll. Hiezu moge mit einer Besprechung
der in einer Mannigfaltigkeit gelegenen m-dimensionalen Raum-
stiicke begonnen werden.

Die Punkte einer Mannigfaltigkeit sollen durch Kkleine
lateinische Buchstaben mit dem oberen Index null bezeichnet werden,
z. B. u% ol

Die Mannigfaltigkeit der Punkte der Strecke —1 <Ta <41
(d.1. die durch das Schema ¢, des § 4 definierte Mannigfaltigkeit)
werde mit I, die beiden Endpunkte + = —1, x=--1 mit ¢% w®
bezeichnet. Unter einem Linienstiick einer Mannigfaltigkeit
soll eine Gesamtheit ¢ von Punkten der Mannigfaltigkeit verstan-
den werden, die auf F, eineindeutig und stetig abgebildet werden.
kann. Die beiden Punkte von @, deren einer hiebei #° deren
anderer ° entspricht, mogen mit a° 0° bezeichnet werden und
sollen die Endpunkte des [inienstiickes, alle iibrigen Punkte von
G sollen Innenpunkte heiflen. Die verschiedenen eineindeutigen
stetigen Abbildungen von G auf I, zerfallen in zwei Arten, je
nachdem o° auf ¢° oder auf w° abgebildet wird. Trifft man hier-
iiber eine bestimmte Wahl, so ist dadurch ein bestimmter Sinn
des Linienstiickes festgelegt. Der dem Punkt »° zugeordnete Punkt
heifle der friihere (negative) Endpunkt, der dem Punkt «° zuge-
ordnete der spitere (positive) Endpunkt. Der Begriff des in einer
Mannigfaltigkeit liegenden Linienstiickes soll aber noch dahin ver-
allgemeinert werden, dal} es gestattet sein soll, dafl die beiden den
Punkten v° w® entsprechenden Punkte in einen einzigen ¢® zu-
sammenfallen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetigkeit der
Abbildung zwischen G und E; bleibt dann zwar fiir die Innen-
punkte gewahrt. Der Punkt ¢® aber entspricht beiden Punkten
v% w® und seine Umgebung zerfillt in zwei Teile, deren einer der
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Umgebung von v° deren anderer der von %° entspricht. Von einem
Sinn des Linienstiickes konnen wir nach wie vor reden, nur stiitzt
sich die Definition des Sinnes jetzt auf die beiden Teile der Um-
gebung von ¢° je nach ihrer Zuordnung zu den Umgebungen von
v und w° Der Punkt ¢ ist aber sowohl positiver als negativer
Endpunkt des Linienstiickes. Die mit einem bestimmten Sinn ver-
sehenen Linienstiicke sollen mit kleinen lateinischen Buchstaben
mit dem oberen Index 1 bezeichnet werden. Ist a® der positive,
b der negative Endpunkt eines Linienstiickes a,, so soll symbolisch?)
geschrieben werden?): :
at= - a’ — b9,

Die Mannigfaltickeit der Punkte des Einheitskreises 2392 <1
(d. i. die durch das Schema z, des § 2 definierte Mannigfaltigkeit)
werde mit £, die Kreislinie 22~ y? =1 mit K bezeichnet. Unter
einem in einer Mannigfaltigkeit gelegenen Flachenstick werde
eine Gesamtheit ¢ von Punkten der Mannigfaltigkeit verstanden,
die eineindeutig und stetig auf E, abgebildet werden kann. Die
Unterscheidung zweier Arten ememdeutwer stetiger Abbildungen
von G auf FE, fihrt analog wie im Falle des Linienstickes dazu,
fiir ein Flichenstick einen nach zwei Arten wihlbaren Sinn fest.
zulegen, der im wesentlichen auf der Wahl eines bestimmten Durch-
lanfungssinnes fiir die Randlinie L des Flichenstiickes (d. i. die
Gesamtheit der auf K abgebildeten Punkte von &) beruht. Wir
wollen annehmen, die Kreislinie K sei durch Markierung der auf
ihr gelegenen Punkte &, kj, ...k (B>>1) in die Linienstiicke
K k... ky zerlegt. Dementsprechend erscheint auch die Rand-
: hme L des Flichenstiickes durch die Bildpunkte 1,7, ...1;, der
Punkte % in R Liniensticke 1,17, ... I, zerlegt. Aber auch der
Begriff des Flichenstiickes soll, wie der des Linienstiickes eine
Erweiterung erfahren. Es soll nimlich zugelassen werden, daB
mehrere Linienstiicke, in die L zerfillt, zusammenfallen. Es ent-
sprechen dann mehrere Linienstiicke %; einem einzigen Linienstick
von G.  Aufler dem hiedurch hervorgerufenen Zusammenriicken
gewisser Punkte Z? sollen auch dariiber hinaus weitere Punkte l?
zusammenfallen diirfen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetig-
keit der Abbildung von E, auf G bleibt somit fiir die Innenpunkte
erhalten, wird aber in gewissen von den markierten Randpunkten

1 s. Poincaré, Compl. 1, p. 291; vgl. anch hiezu die Zuordnung von
Zahlen zu den Punkten, Linien, u. s. w, einer Mannigfaltigkeit zu Beginn des
'§ 18 der An. Sit. (p. 114).

%) Wollte man der vollen Allgemeinheit zuliebe auch die einzelnen Punkte
«° einer Mannigfaltigheit mit Vorzeichen versshen annehmen, so Wurde zu
schreiben sein:

at=23a®— &' b°,

wenn a° den am positiven Ende von a' gelegenen Punkt, versehen mit dem
Zeichen 8, b° den am negativen Ende von a! gelegenen Punkt, versehen mit dem
Zeichen ¥, bedeutet. Hievon wird an einer Stelle im § 8 (Anm. 8) Gebrauch
gemacht. o
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und in den Punkten gewisser Linienstiicke der Randlinie in leicht
ersichtlicher Weise modifiziert. Die ausfiihrliche Darstellung, die
den entsprechenden Verhiltnissen beim Linienstiick gewidmet wurde,
iiberhebt ung einer niheren Auseinandersetzung. Auch den verall-
gemeinerten Flichenstiiecken kann ein Sinn beigelegt werden, der
bei einer gegebenen Abbildung auf E, durch einen bestimmten
positiven Umlaufssinn von K festgelegt werden kann. Die mit
einem Sinn versehenen Fliachenstiicke sollen durch kleine lateinische
Buchstaben mit oberem Index 2 bezeichnet werden. Sei a? ein
Flachenstiick in dem besprochenen verallgemeinerten Sinn und

RS st . . . . . .
seienl ,/,, ... die einzelnen in einem bestimmten Sinn genommenen

Linienstiicke von @2, deren jedes einem oder mehreren Linienstiicken

k! entspricht. Sei ferner der Sinn der Linienstiicke &}, &, ...k} so

gewiihlt, dafl er mit dem positiven Sinn von K ibereinstimmt. Ist
dann l;_' das dem Linienstiick %, entsprechende Linienstick von G
und 3,=-1 oder — 1, je nachdem bei der Abbildung von E,
auf G dem positiven Sinn von k%, der positive oder negative Sinn
von l}ﬁ entspricht, so soll symbolisch geschrieben werden:

Fi

2 ="N5 /!
a _Eoi L.

i=1

Der Reihenfolge der Summanden ist dabei kein Gewicht bei-
zulegen.

Aus dem Vorstehenden ist unschwer zu entnehmen, was all-
gemein unter einem in einer Mannigfaltigkeit gelegenen m-dimen-
sionalen Raumstiick®) (durch einen kleinen lateinischen Buchstaben
mit dem oberen Index m zu bezeichnen) und unter symbolischen
Kongruenzen von der Form

3) u” EE 3 !
(die 3, sind gleich -1 oder — 1) zu verstehen ist.

3) Man konnte das m-dimensionale Raumstiick erkliren als eine Punkt-
menge G, die auf Ky im allgemeinen, jedoch mit eventueller Ausnahme ge-
wisser Randelemente, eineindeutig und stetig abbildbar ist, unter En die
berandete einfach zusammenhiingende (durch das Schema em des vorigen Paragraphen
definierte) m-dimensionale Mannigfaltigkeit also die Mannigfaltigkeit der Punkte

’l:f -+~ xg + ... w?n <C1, verstanden. — Die Innenpunkte m-dimensionaler Raum-
stiicke liefern nicht die allgemeinsten der Menge der Innenpunkte von En ho-
moomorphen Punktmengen; vgl. z. B: die durch 0 < &%} 3% <1, (#x—3.27 ")}
2 —27% >0, (v==2,3,...) definierte ebens Punkitmenge.

Man beachte, daf ein Linienstiick im Falle znsammenfallender Endpunkte
nicht bloB durch die Gesamtheit seiner Punkte, sondern auch durch die Stellung,
die dem Punkte ¢® eingeriumt wird, charakterisiert ist. Analog gehort die be-
sondere Stellung innerhalb G, die den zusammenfallenden Randelementen durch
die Art der Abbildung auf FEn zuerteilt wird, zum Wesen des Flichenstiickes,
bezw. Raumstiickes.
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Uber den Bereich der hiemit eingefiihrten speziellen Kon-
gruenzen hinaus zu solchen von ein wenig allgemeinerer Art fiihrt
ein Rechnen mit denselben, fiir das folgende Regeln gelten sollen:

Die Glieder auf einer Seite einer Kongruenz diirfen — wie
schon bemerkt — in ihrer Reihenfolge umgestellt und in der iiblichen
Weise der Buchstabenrechnung zusammengezogen werden. Beide
Seiten einer Kongruenz diirfen mit einer positiven oder negativen
ganzen Zahl multipliziert werden. Aus zwei Kongruenzen darf eine
neue gebildet werden, deren linke bezw. rechte Seite durch Addition
der linken bezw. der rechten Seiten*) der gegebenen Kongruenzen
entsteht.5) :

Zufolge der ersten dieser Regeln kann man sagen: Ist »*
ein Linienstiick mit zusammenfallenden Endpunkten, so ist u*==0
und iiberhaupt gilt allgemein die Relation

um =0,
wenn die Gesamtheit der Punkte von %™ im Sinne des Abschnittes
{)f&ng 7)geschlossene zweiseitige®) m-dimensionale Mannigfaltigkeit
ildet.

Noch allgemeiner gestatten die vorstehenden Regeln folgende
Aussage: Sind u}, u,, ... %, in einer Mannigfaltigkeit gelegene
m-dimensionale Raumstiicke ohne gemeinsame Innenpunkte®) und
stellt die Gesamtheit der einem oder mehreren ‘der Raumsticke %'
angehorenden Punkte eine geschlossene zweiseitige®) m-dimensionale
Mannigfaltigkeit M (s. Abschniti I) dar, ist ferner der Sinn eines
jeden der u; so festgelegt, wie er einem bestimmten Sinn (s. § 4)
von M entspricht, so ist

2 u; = 0.9)

=1
Es werde noch der Satz angefithrt: Wenn u"="¥3, u; 7
ist, so ist >3 u; ' =0. ‘

) Die- linke und rechte Seite einer Kongruenz mit einander zu vertauschen,
soll nicht gestattet sein.

°) Wenn die Gesamtheit der eingefiihrten (m — 1)-dimensionalen Raumstiicke
80 beschaffen ist, daB keine zwei. dieser Raumstiicke miteinander Innenpunkte
gemein haben, so sind die rechten Seiten aller Kongruenzen '

m 3 m—1
=Dk v,
durch die linken Seiten eindentig bestimmt, ‘wie man daraus entnimmt, daf dies
fiir die Kongruenzen (3) gilt.
%) Besiiglich einseitiger Mannigfaltigkeiten seche msan § 9 nach.
) Filr m > 1 146t sich dieser Satz offenbar micht umkehren.

®) Die Aussage dieses Satzes setzt voraus, daB auch die einzelnen (m~ 1)-

dimensionalen Raumstiicke, aus denen die Berandung der u;’ sich zusammen-
setzt, keine Innenpunkte gemein haben.

%) Der Satz ist offenbar nicht umkehrbar.
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Die ganzzahligen Linearformen mit den Symbolen m-dimen-
sionaler Raumstiicke als Variablen, auf die der besprochene Kalkiil
fiihrt, mogen als m-dimensionale Gebilde bezeichnet werden,
und zwar moge insbesondere, wenn die Relation

S, =0

besteht, das m-dimensionale Gebilde auf der linken Seite als ein
zweiseitiges geschlossenes bezeichnet werden. Die zwei-
seitigen geschlossenen m-dimensionalen Gebilde umfassen also die
(mit einem Sinn versehenen) zweiseitigen geschlossenen #:-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten, wenn diese aus Raumstiicken ohne
gemeinsame Innenpunkte zusammengesetzt erscheinen, als Spezialfille.

Die mit einem Sinn versehenen sm-dimensionalen Zellen des
Schemas einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V, die wir mit
Poincarédurchay, ay,...a, bezeichnen, stellen einen besonders

wichtigen Fall in V gelegener m-dimensionaler Raumstiicke dar.
Die Gesamtheit der zwischen denselben bestehenden, ihre Lage-
beziehungen bis auf einen gewissen Grad ausdriickenden Kongruenzen

Gm —1

m__ N ™ gt

5=S a4
i=1
t=1,2,.. tn;
m=1,2,...n

bildet das Poincaré’sche Relationensystem?!®) von V fiir das
betreffende Schema, von dem noch oft Gebrauch zu machen sein wird.

Auf Grund der Auseinandersetzungen iiber Raumstiicke und
symbolische Kongruenzen zwischen denselben ist es sehr einfach zu

erliutern, was unter einer Homologie in bezug auf eine Mannig-
’ © -+ 1° J1 41
. . . . . . m m mn
faltigkeit V" zu verstehen ist.'!) Sind ndmlich u ™7 w, © 7 oL w, T

uyy Uy, - ..t in V gelegene Raumstiicke und besteht die Kongruenz

o B
@ St =N

t=1 i=1

B
so soll gesagt werden, das Gebilde Ekz w; seibeziiglich 7 homolog
null, in Zeichen: i=1

s
Sk ul ~0.
t==1
Eine derartige als Homologie bezeichnete Relation bedeutet
also das Vorhandensein solcher in ¥ gelegener’ Raumstiicke " ™
daff dieselben der Kongruenz (4) Geniige leisten.

19 Von Poincaré wird dieses Relationensystem als Schema bezeichnet.
(Compl. 1, p. 291). Vgl. die diesbesiigliche Anm. 9, § 1.
1) Vgl Poincaré, An. Sit. §§ 5, 6.
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Es soll weiters gestattet sein, auf beiden Seiten einer Homologie
zwischen m-dimensionalen Raumstiicken ein und dasselbe Symbol
eines m-dimensionalen Raumstickes zu addieren. Daff es ferner
erlaubt ist, Homologien zu addieren oder eine Homologie auf beiden
Seiten mit einer und derselben ganzen Zahl zu multiplizieren, folgt
bereits aus den Rechnungsregeln tiber Kongruenzen.'?)

Es ist zu beachten, daBi der Begriff der Homologie an eine
ganz bestimmte zu Grunde gelegte Manunigfaltigkeit Vgebunden ist.

Zur Erlduterung der bisherigen Ausfiihrungen dieses Paragraphen
diene folgendes Beispiel. Gregeben sei eine Mannigfaltigkeit ¥ durch
ein Schema, das aus einem Rechteck mit paarweise nach der ersten
Art zugeordneten Gegenseiten besteht. Das Schema hat also zwei
Kanten und eine Ecke. A, B, C, D seien der Reihe nach die Ecken
des Rechteckes. E sei ein Punkt auf A B, I’ der zugeordnete auf
D C. Wir ziehen die Strecken 4 F und E € und fithren folgende
Bezeichnungen fir die auftretenden Punkte, Linien- und Flichen-
stlicke ein:

A::B: C:D:a% E':F:bo’
AE=DF=qa', EB=FC=0, AD=DBC=c},
AF=d', EC=el;

AFD=a? EBC=0? AECF=c2

Dann gelten die Kongruenzen:
al=18p"—a’ l=0a’—b% ¢'=0, dt=08"—a’ el=a'—0b%

a?=d'—al—cl, b2=b'|-el—e¢!, c*=alfe'—bl—d.

Es zeigt sich, dafl, entsprechend einer allgemeinen Bemerkung
tiber geschlossene Mannigfaltigkeiten, a? -}~ 82 - ¢?==0 ist, und daf,
im Einklang mit einem anderen allgemeinen Satze, d*— a!— ¢,
bt —}ct —et und o'~ e — b! — d* kongruent null sind. Ferner
folgen aus den Kongruenzen die Homologien:

aO ) bO ;13)
dlooal--el, eltoodlH-¢l) at —ploodt —

Die letzte Homologie ist dabei ersichtlich eine Folge der

beiden vorhergehenden. Setzen wir a!--b'=f, d'-e' =y,

so reprisentieren f', g%, ¢! drei geschlossene Linien in ¥ und wir
erhglten zwischen ihnen die Homologie :

gl ft4-2¢h

12) Poincaré unterscheidet zwischen ,Homologien mit Division® wund
nHomologien chne Division, je nachdem es auBerdem gestattet ist, beide Seiten
einer Homologie durch einen allen Koeffizienten gemeinsamen ganzzahligen Faktor
za dividieren, oder nicht. Im Text soll nur ,von Homologien ohne Division“
Gebrauch gemacht werden.

13) Irgend zwei Punkte einer zusammenhingenden Mannigfaltigkeit
sind offenbar stets einander homolog.
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Gewisser spezieller Homologien moge noch gedachi werden.
Sei W™ TP eine in der Mannigfaltigkeit V (auf die sich die Homo-
logien beziehen,) gelegene, d. h. aus Punkten von ¥ bestehende
(m~1)-dimensionale zweiseitige!4) Mannigfaltigkeit, deren vollstindige
Berandung durch die geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten U™, U™, ... U, VI, 7 . V™ gebildet werde, Nun
ist durch einen bestimmten Sinn der zweiseitigen Mannigfaltigkeit

W auch fir jede der zweiseitigen Mannigfaltigkeiten U™, 7™
ein bestimmter Sinn mitbestimmt. Fillt dieser Sinn bei jeder U™
mit ihrem positiven, bei jeder Vi(m) mit threm negativen Sinn zu-
sammen, so besteht beziiglich ¥ die Homologie

U U U S VO v T

Dafi aber nicht jede Homologie der Ausdruck eines derart
dinfachen Sachverhaltes ist!%), zeigt in dem oben durchgefiihrten
Beispiel die zuletzt angeschriebene Homologie zwischen ¢, f;, ¢*.19)

§ 6.

Definition der Bettischen Zahlen.

War gehen zur Poinecaréschen Definition der Bettischen
Zahlen einer Mannigfaltigkeit V" iiber.') Nehmen wir an, es gibe

14) Diese Bedingung der Zweiseitigkeit ist offenbar wesentlich. Dies wird
besonders deutlich, wenn man in irgend einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
V (n>2) ein lings einer beliebigen geschlossenen Linie ! von ¥V verlaufendes
Mbbius'sches Band betrachtet, dessen Randlinie mit 2 /! homolog ist, wihrend
die Homologie

2 It oo 0 (beziigl. V)

offenbar im allgemeinen nicht gilt.

15) Die Einfithrung der Homologien geschieht vielfach uuter vorzugsweiser
Beriicksichtigung dieser speziellen Homologien. Vgl die Bemerkungen, die hiezu
Heegaard in der bereits zitierten Dissert. p. 64, 65 macht.

18) Man betrachte etwa auch das Beispiel einer verknoteten geschlossenen
Linie 7* in der dreidimensionalen Elementarmannigfaltigkeit FEj, fiir welche die
Homologie

I oo 0 (beziigl. Ey)
bestehf, wie im Anschlusse an die Ertrterungen des Textes leicht gefolgert wird. —
Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Darstellung des Textes ohune weiteres
auch sich selbst durchsetzende Mannigfaltigkeiten in Homologien einzufithren
gostattet.

1) Es sind noch in verschiedener anderer Weise definierte Zusammenhangs-
zahlen mit dem Namen ,Bettische Zahlen® bezw. ,Riemann-Bettische
Zahlen® (in Picard-Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables
indépendantes t. I., chap. 2.) belegt worden (im Hinblick auf den Aufsatz von
Betti, Sugli spazi di un numero qualunque di dimensioni, Ann. di mat. ser. 2.,
t. 4. und das Fragment 29 in Riemanns Ges. Werken, 2. Aufl, p. 479). Die
einzige Art, solche Zusammenhangszahlen zu definieren, die von gewissen Ein-
wiinden, auf die wir in § 21 zu sprechen kommen, frei ist, verdankt man Poin-
caré (derselbe erlidutert seine in An. Sit. p. 19 gegebene Definition mnoch aus-
fithrlicher in Compl. 1., § 1) und die nach seinem Vorgang definierten Zusammen-
hangszahlen sind die Bettischen Zahlen des Textes.
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ein System von zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen in ¥V
gelegenen Mannigfaltigkeiten Wl('") s Wém), .. Wt(m), zwischen denen
keine Homologie '

ke W1(M) + &, ng) b ktWt(m) ~ 0 (beziigl. V)

besteht,”) wihrend jede zweiseitize geschlossene m-dimensionale
in V gelegene Mannigfaltigkeit W™ einer Homologie

EWO b WPl WP B 0 (B0)

geniigt. Ist dann VI, V™ ... ¥ ein anderes System von Mannig-

faltigkeiten mit den gleichen Eigenschaften wie das System
W W™, . W™ so ist ohne weiteres klar, dab # =¢ sein muB.
Die Anzahl ¢ der Mannigfaltigkeiten eines solehen Systems ist also
eine fiir die Mannigfaltigkeit V' charakteristische Zahl, die offenbar
auch fir alle zu ¥ homoomorphen Mannigfaltigkeiten den gleichen
Wert hat. HEs ist also die Zahl ¢ eine topologische Invariante.
Die topologische Invariante 41 wird dann die m' Bettische
Zahl der Mannigfaltigkeit ¥ genannt und mit P, bezeichnet. Man
hat t=0, F,=1 zu setzen, wenn in ¥V jede zweiseitige ge-
schlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit W™ einer Homologie
EW™ 0 (k==0) gentigt.?)

Die gegebene Definition der Bettischen Zahlen legt — worauf
besonders Heegaard*) hingewiesen hat — die Annahme zu Grunde,
daB in jeder Mannigfaltigkeit V" ein (endliches) System m-dimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten Wl(m), Wg(m), ... W™ mit den genannten
Eigenschaften tatsiichlich existiert. Diese im folgenden als An-
nahme 1 bezeichnete Annahme ohne weiteres und unter Bei-
behaltung des Homologiebegriffes in der oben auseinandergesetzten

Fassung zuzulassen, stofit auf gewisse Schwierigkeiten, die hier kurz
angedeutet werden mogen.

Betrachten wir ein Beispiel, auf das wir auch spiter noch
zurtickgreifen werden. Man ziehe im dreidimensionalen Raume
eine im Innern einer Zylinderfliche Z verlaufende, einen Knoten

?) Von dem Falle by = ky ==+.- =1k, = 0 wird hiebei natiirlich abgesehen.
%) Ist » die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit ¥, so pflegt man fiir 7
die Werte 1, 2,...% — 1 in Betracht zu ziehen, Doch hat es keine Schwierig-

keit, die Definition der Bettischen Zahl P, auch auf die Falle m =0 und
m=n anzawenden, Im Falle m =0, wo die geschlossenen zweiseitigen m-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten Punktepaare werden, ist offenhar P, .gleich der Anzahl
der zusammenhiingenden Mannigfaltigkeiten, aus denen ¥ besteht. (Fir n =10 soll
Py==ay —1 gesetzt werden, wenn o, die Anzahl der Punkte ist, aus denen V
besteht.) P, aber ist die Anzahl der zweiseitigen geschlossenen unter diesen P,

zusammenhéingenden Mannigfaltigkeiten,
%) Dissertation p. 64,

Monatsh. fir Mathematik u. Physik, XIX. Jahrg. 3
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bildende Linie A4 B (siehe Fig. 1). An diese setze man eine wieder
innerhalb Z liegende kongruente Linie BC und so fahre man fort,
nach beiden Seiten unendlich viele zu 4B kongruente Linien zu
einer einzigen Linie K zusammenzuftigen. Durch eme projektive
Transformation des Raumes, die den unendlich fernen Punkt des
Zylinders in einen im Endlichen gelegenen Punkt § tberfiihrt,
wird Z in eine Kegelfliche mit der Spitze in S und K in eine
im Innern derselben verlaufende Linie L transformiert (siche Fig. 2).
Sei 2 ein Beriihrungspunkt von L mit der Kegelfliche, so werde
B mit § durch eine auBerhalb der Kegelfliche verlaufende Linie s
verbunden, die zusammen mit dem zwischen B und § liegenden
Teil von L eine geschlossene Linie U' bildet. Wir ziehen eine
U* vollstindig umschlieBende Kugelfliche und betrachten die ein-

N
Jacat
N
C‘_//LOQ

fach zusammenhingende berandete Mannigfaltigkeit 7 aller im
Innern dieser Kugel liegenden Punkte. U* ist eine in dieser Mannig-
faltigkeit V' gelegene geschlossene Linie.

Nun ist man es gewvhnt, der berandeten einfach zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit ¥ die Bettische Zahl P, =1 beizu-
legen, was so viel bedeutet, als daf es zu jeder geschlossenen Linie
W1 in V eine ganze Zahl k gibt, so dal 2 W10 0 beziiglich ¥
ist. Esist indes wobl kaum zweifelhaft, dafi die geschlossene Linie U*
sich diesem Satze entzieht. Aber noch mehr. Wenn man nimlich
bedenkt, wie mannigfach man nach dem Muster von U' oder in
komplizierterer Weise geschlossene Linien bilden kann, die alle
sozusagen unendlich verknotet sind, aber wohl immer wieder neue
Typen liefern, die den fritheren nicht homolog sind, so erscheint



Uber die topologischen Invarianten ete. 3D

die Zulissigkeit der (zumindest als unbewiesen anzusehenden) An-
nahme I recht fraglich.

Solche Erweiterungen des Begriffes der Homologie (etwa durch
Summenbildung von unendlich vielen Homologien), mit deren Hilfe
eine Beseitigung der besprochenen Schwierigkeiten eventuell moglich
wire, sollen uns hier nicht beschiftigen. Vielmehr soll, anstatt
an der obigen Definition der Bettischen Zahlen weiter festzu-
halten, eine andere, zumindest formal ginzlich verschiedene Defi-
nition fiir dieselben eingefithrt werden, die sich durchaus an den
Begriff des Schema einer Mannigfaltigkeit anlehnt. Wir gehen
hiezu folgendermafien vor.

Sei V die betrachtete n-dimensionale Mannigfaltigkeit, von
der wir der Einfachheit halber annehmen wollen, daf sie, wenn
itberhaupt, nur (# — 1)- dimensionale, also nur eigentliche Rand-
mannigfaltigkeiten besitze, und sei

1=1

(=1,2,.. .00 m=1,2,...0)

das Poincarésche Relationensystem von 7. Bedeutet dann v den
Rang der aus den Zahlen &, gebildeten Matrix, so werde die m'®
Bettische Zahl P, durch die Gleichung?)

(5) Pm—lzq'm-Ymn—‘{m-}-l

m=1,2,...n—1)
definiert.)

Von der so definierten Zahl F,,, die sich zundchst nur auf
ein ganz bestimmtes Schema der Mannigfaltigkeit V" bezieht, ist
unschwer zu beweisen (siehe § 8), daf sie fiir homdomorphe Schemata
den gleichen Wert hat, also tatstichlich eine topologische Invariante?)

5) Man beweist leicht, dab @, — y; gleich ist der Anzahl der zusammen-
hangenden Mannigfaltigkeiten, ans demen V besteht (vgl. hiezu Anm. 1, § 10)
und a, — Y, gleich der Anzahl der zweiseitigen geschlossenen unter den zusammen-
hiingenden Mannigfaltigkeiten, aus denen 7 besteht. Wird also sowohl y,, als
Tnf1 gleich 1 gesetzt, so kann die Formel (5) anch zur Definition von P, und P,
dienen. Doch ist in den Ausfiihrungen der §§ 6, 7 unter P, nur eine der Zahlen
Py, Py, ... P, __, zu verstehen.

) Eine andere Fassung dieser Definition findet man auf der letzten Seite
des § 9.

") Allerdings ist damit nur gezeigt, daf P, eine topologische Invariante
der Schemata, nicht aber, daB es eine topologische Invariante der Mannigfaltig-
keiten ist. Beziiglich dieges Unterschiedes vergleiche man § 2.

3%
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ist. Uber die Stellung der eben eingefiihrten zu der fritheren De-
finition der Bettischen Zahlen moge folgendes gesagt werden.

Der zweiten und dritten von den Arbeiten Poinearés iiber
Analysis situs®) liegt im wesentlichen die zuletzt gegebene Defini-
tion der Bettischer Zahlen zu Grunde. Zwar erscheint in den-
selben die Formel (5) nur als ein Mittel,r um die in der fritheren
Weise definierten Bettischen Zahlen aus einem Schema der be-
trachteten Mannigfaltigkeit zu berechnen. Doch scheinen die so-
fort zu besprechenden Uberlegungen, die die Gleichheit der auf
die frithere Art mit den durch die Formel (5) definierten Zahlen P,
erweisen sollen, immerhin gewisser Ergénzungen und Modifikationen
zu bediirfen, und da von der urspriinglichen Definition der Betti-
schen Zahlen in den zitierten Arbeiten strenge genommen kein
Gebrauch gemacht wird, so kann die Formel (5) tatsichlich als
die in denselben zu Grunde gelegte Definition von P, angesehen
werden. i ..

Den genannten Uberlegungen,?) die den Ubergang von der
fritheren Definition der Bettischen Zablen zur Formel (5) ver-
mittelt haben und gewissermafien eine Motivierung dafiir bildeu,
daB die durch (b) definierten Zahlen P, als Bettische Zahlen
benannt werden, liegt zuniichst die Annahme (im folgenden als
Annahme II bezeichnet) zu Grunde, daf jede zweiseitige geschlos-
sene m-dimensionale Mannigfaltigkeit in ¥V einem aus den #-dimen-
sionalen Zellen des Schema X von V zusammengesetzten zwei-
seitigen geschlossenen Gebilde 2%, a; homolog ist.

Die Annahme II fiihrt dazu, nach einem System von aus den
Zellen von 2 zusammengesetzten zweiseitigen geschlossenen m-dimen-
sionalen Gebilden G\, G(m) . G*™ zu fragen, welches so beschaffen
ist, dafl zwischen den Gebllden (W”) keine Homologie, hingegen
zwischen jedem aus den Zellen von X zusammengesetzten zwei-
seitigen geschlossenen m-dimensionalen Gebilde und den G™ eine
Homologie besteht.’®) Is ist leicht zu zeigen, daB solche Systeme
sich tatsichlich auffinden lassen und dafi die Anzahl s der Gebilde
eines solchen Systems, die von der Wahl des Systems offenbar un-
abhiingig sein muf, durch die rechte Seite der Gleichung (5) ge-
geben ist.

8 Compl, 1 und 2.

9) Siehe Compl. 1.

1) Talls man den in § 7 bei der Besprechung der Annahme II ausge-
sprochenen Satz B als giiltiz ansieht, kann man sagen, ein solches System
Ggm), Gg”) G(m) habe die Eigenschaft, daB jedes aus Zellen irgend eines
Schema von V zusammeusetabare zweiseitige geschlossene m-dimensionale Gebilde
zusammen mit den Gg”') einer Homologie geniigt.
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Hiezu werde das Poincarésche Relationensystem in eine
reduzierte Form transformiert,!’) deren Bildung auf dem aus der
Theorie der linearen Formen bekannten Satze beruht, daf man
durch gleichzeitig auf die beiden Variablenreihen der o] wund der
m

a; ! ausgetibte linear homogene ganzzahlige Substitutionen von der

Determinante 1 neue Variablenreihen

Jm gm m m-—1 m—1 m—1
biyby .. b, und ¢’ e, Lc

2 T

so einfithren kann, dafl die Relationen

a; = Jena T (i=12...4a)
j=1
iibergehen in
© M=ol T, (=1,2,....7,)
. b'=0 (=y,F1,...2

Dabei bedeuten o], w,,... o die von Null verschiedenen
Elementarteiler der aus den Zahlen e;; gebildeten Matrix.'?) Die
Gesamtheit der Relationen (6) fir m =1, 2, ...n bildet dann eine
reduzierte Form des Poincaréschen Relationensystems.

Es ist nun sofort ersichtlich, dai ein Gebilde

2ha~2k
=1 i=1
nur dann zweiseitig und geschlossen sein kann, wenn k, =k, =...
-=#k, =0 sind, wenn es also die Form

Sk
iyl
hat und dafl umgekehrt jedes Gebilde von dleser Form zweiseitig
wesehlossen ist.
Anderseits hat es keine Schwierigkeit, die zwischen den zwei-
seitigen geschlossenen Gebilden

) ‘ b b b

Ya-b1? Tyat2? 00 Ton

1) Vel Compl 2, §§ 2, 3 (8. 281 ff).
12y Also w =dy, ) _=d, +1/0Zk, unter d;, den grobten gemeinsamen

Teiler aller k-relh1gen Determmanten i z—:;nj \ verstanden.
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bestehenden Homologien aufzustellen. Das Poincarésche Rela-
tionensystem in der urspriinglichen Form liefert ndmlich die Ho-
mologien

G

(8) a0, (=1,2,...q,,)

i=1

die sich als Homologien zwischen den Gebilden (%) miissen dar-
stellen lassen, da die linken Seiten dieser Homologien (man ver-
gleiche einen in § b angefithrten Satz) zweiseitige geschlossene
m~dimensionale Gebilde sind. Doch werden im allgemeinen die
angeschriebenen a,;.; Homologien nicht unabhingig sein, d. h.
einige derselben werden sich aus den iibrigen berechnen lassen.
Hingegen bilden die aus der reduzierten Form (6) des Poincaré-
schen Relationensystems abgelesenen Homologien

(9) of Tl o0 0 (i==1,2,...7,,,)

3

ein System unabhingiger Homologien, da ja die ¢ nach Voraus-
setzung linear unabhingige Formen der «' sind, und offenbar kénnen
alle Homologien (8) durch Rechnung aus den v, , Homologien 9)
gefolgert werden. Die Homologien (9) gestatten nun y,  , von
den Gebilden (7) durch die iibrigen s=a, —7,—¥, ,, Gebilde
auszudriicken, d. h. ausfihrlicher gesagt: Man kann aus den
Gebilden (7) s geeignet auswihlen und aus den Homolo-
gien (9) 7,,, neuc Homologien bilden, derart, dafi die linke
Seite dieser neuen Homologien der Reihe nach je ein nicht ver-
schwindendes Vielfaches eines der nicht ausgewihlten Gebilde, die
rechte Seite jedesmal eine Linearform der s ausgewihlten Gebilde
ist. Wird nun die Annahme gemacht (im folgenden als Annahme III
bezeichnet), daB zwischen den Gebilden (7) keine anderen Homo-
logien bestehen, als solche, die aus den Homologien (8) und somit
aus den Homologien (9) rechnerisch gefolgert werden konnen, so
stellen die s ausgewdhlten Gebilde ein System von der gesuchten
Beschaffenheit vor, und die Anzahl der Gebilde des Systems ist gleich
%, — Y, Ym.41s Wie behauptet wurde.

Unter Verwendung der Annahme II kann man nun sagen,
dall jede zweiseitige geschlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit
in V einer ganzzahligen Linearform der s=a, —vy,—7, , aus-
gewithlten Gebilde homolog ist, dafl also die Bettische Zahl P,
(tm Sinne der fritheren Definition) sicher nicht gréfler als s 1
sein kann. Wenn aber auf Grund der bisherigen Uberlegungen

die Bettische Zahl P, geradezu gleich s--1 gesetat wird, so
wird dabel von einer weiteren Annahme Gebrauch gemacht, die in
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gewissem Sinne eine Art Umkehrung der Annahme II vorstellt.
Diese Annahme (Annahme IV) besagt:

Es lassen sich s aus den Zellen von X zusammengesetzte
zweiseitige geschlossene m-dimensionale Gebilde, die untereinander
durch keine Homologie, mit jedem anderen solchen Gebilde aber
durch eine Homologie verbunden sind, speziell anch so auswihlen,
dall jedes einzelne der s Gebilde einer in V gelegenen zweiseitigen
geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit homolog ist.

Gibt man diese Annahme zu, so ist klar, dafl die s Mannig-
faltigkeiten, deren Existenz durch dieselbe behauptet wird, ein
System von den Eigenschaften des bei der Definition der Betti-
schen Zahlen besprochenen Systems der W™ bilden, daf also die

Bettische Zahl P, tatsichlich gleich s }-1=a —y,—7v,, ,+1
zu setzen ist. Damit ist aber der Weg, der von der Definition der
Bettischen Zahlen zur Formel (5) gefiihrt hat, durchlaufen.

§ 7.
Uber die im § 6 verwendeten Annahmen.

Es moge eine, wenngleich keineswegs erschopfende Bespre-
chung der in § 6 gebrauchten Annahmen gegeben werden. Dabei
werde vorweg bemerkt: Dall manche der von Poincaré zum
Beweise der besprochenen Annahmen gemachten Schliisse im fol-
genden als nicht bindend bezeichnet werden, hat einen wesentlichen
Grund in der verschiedenen Abgrenzung des Mannigfaltigkeits-
begriffes. So hat Poincaré, wie es scheint, vorwiegend nur ana-
Iytische Mannigfaltigkeiten 1m Auge. Hiedurch fallen manche
Schwierigkeiten fort, wobei es {iibrigens von Bedeutung werden
kann, ob man sich auf {iberall analytische oder aus analytischen
Stticken in endlicher Anzahl bestehende Mannigfaltigkeiten be-
schriinkt.

Was zundchst die Annahme IV betrifft, so mul es als un-
entschieden bezeichnet werden, ob sie sich als richtig erweisen
liBt.Y) Fiir die Beurteilung dieser Frage ist es wichtig zu beachten,
dafi durch die dem Mannigfaltigkeitsbegriff in Abschnitt I ge-
gebene Fassung Mannigfaltigkeiten mit Singularititen und somit
auch sich selbst durchdringende Mannigfaltigkeiten ausgeschlossen
wurden.

Die Richtigkeit der Annahme 1II kann wohl in hohem Grade
als wahrscheinlich angesehen werden. Einen Beweis derselben gibt

1) Jedenfalls ist nicht jedes in einer Mannigfaltigkeit ¥V gelegene zwei-
seitige geschlossene #»:-dimensionale Gebilde einer zweiseitigen geschlossenen
m-dimensionalen Mannigfaltigkeit in 7 homolog, z B. nicht das Gebilde 2 F2,
wenn V die dreidimensionale Elementarmannigfaltigkeit, F2? eine Kugelflache
in V ist. Die in der Anm, auf der zweiten Seite meiner oben zitierten Note in
den Wien. Ber. (1906) beriihrte Frage ist also zu verneinen.
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Poincaré?) fir den Fall einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
und m==1 und 2. Derselbe bedarf wohl einiger Erginzungen
infolge dhnlicher Umstinde, wie sie weiter unten bei Besprechung
des Satzes ¢ und in § 2 bei Besprechung des Satzes von der
Homoomorphie der Schemata homsomorpher Mannigfaltigkeiten
geltend gemacht werden, wobei auch hier fiir hShere Dimensions-
zahlen von ¥ poch kompliziertere Verhdltnisse eintreten konnen.
Die Notwendigkeit gewisser Erginzungen tritt allerdings vorwie-
gend durch den eingangs erwihnten Umstand ein, daffi im Texte
die Art der in Betracht genommenen Mannigfaltigkeiten eine all-
gemeinere ist als bei Poincaré, der sich vorziiglich auf analytische
Mannigfaltigkeiten beschrinkt.

Es eriibrigt noch die Annabme IT zu besprechen. Dieselbe
stittzt sich auf Uberlegungen ungefihr von folgender Art.%) Zu
Grunde gelegt werden die beiden Sitze:

4. Zu irgend einer vorgelegten in V liegenden m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit W 1iBt sich stets eine solche Zerlegung von V'
in ein Zellensystem (Schema) finden, da W aus m-dimensionalen
Zellen dieses Schema zusammengesetzt erscheint (d. h. es gibt eine
Anzahl m-dimensionaler Zellen, so da W™ gerade aus allen Punkten
besteht, die einer oder mehreren dieser Zellen angehiren).

B. Wenn zwei Einteilungen X, 2, von V in ein Zellsystem
vorliegen,?) so sind die zweiseitigen geschlossenen #-dimensionalen
Gebilde, die aus den Zellen von X, zusammengesetzt sind, eben
solchen aus den Zellen von £, zusammengesetzten Gebilden ho-
molog.

Von diesen Sitzen ist II eine unmittelbare Folge. Ist ndmlich
3, das gegebene Schema von ¥ und 2, ein Schema von V, aus
dessen m-dimensionalen Zellen W™ zusammengesetzt werden kann,
so folgt hieraus, daB W™ einem aus den Zellen von I, zusammen-
gesetzten Gebilde homolog sei, und da W eine beliebig heraus-
gegriffene m-dimensionale Mannigfaltigkeit vorstellt, so ist damit
die Annahme Il gerechtfertigt.

%) Compl. 1, § 6.

8) Es sind dies in etwas anderer Anordnung die Uberlegungen Poincarés
in Compl. 1, §§ 5, 6.

%) Hierunter ist folgendes zu verstehen: Die Mannigfaltigkeit J denke man
sich in irgend einer Weise, etwa durch ein Schema X definiert. Man denke sich
dann eine ,Einteilung von V" in ein Schema 2, gegeben, nicht nur durch Angabe
jener Bestimmungsstiicke, welche das Schema X, selbst charakterisieren, sondern
anch durch Angabe jener Punktmengen von Punkien ans V, aus welchen jede
einzelne Zelle von X, bestehen soll. In gleicher Weise ist die ,Einteilung von V'
in das Schema 3, gegeben zu denken. Kg ist natiirlich nicht ausgeschlossen,
dafi z. B. die Einteilang von V in das Schema ¥, mit der durch X gelieferten
Einteilung zusammenfillt (wozu nafiirlich notwendig, aber nicht hinreichend ist,
dafl die Schemata ¥ und X, fiir sich, auch abgesehen vonr ibrer ;Lagerung® in 7,
identisch sind).
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Um B zu begrinden, werden die beiden folgenden Sitze
herangezogen:

a) Wenn zwei Einteilungen X, bezw. X, von ¥ in ein Zellsystem
vorliegen, so gibt es eine Einteillung von 7 in ein Schema Z,,
derart, dafl diese Einteilung sowohl aus der Einteilung in das
Schema =, als aus der Einteilung in das Schema I, durch Unter-
teilung gewonnen werden kann.?)

6) Wenn aus dem Schema X einer Mannigfaltigkeit durch
Unterteilung ein Schema X' abgeleitet wird, so sind alle aus den
Zellen von 2' zusammengesetzten m-dimensionalen Gebilde homolog
mit aus den Zellen von Z zusammengesetzten #-dimensionalen
Gebilden.

Aus diesen Sitzen ergibt sich tatsichlich der Satz B sofort.
Denn ein aus den Zellen von 2, zusammengesetztes Gebilde kann
auch als zusammengesetzt aus den Zellen von 2, aufgefalit werden,
und ‘ist somit zufolge 6 einem aus den Zellen von X, zusammen-
gesetzten Grebilde homolog. ‘

Von den Sidtzen a, b, auf die Satz B zuriickgefiihrt ist,
wird sich & unschwer als richtig erweisen (siehe § 8). Nicht das
Gleiche gilt von a.%) Das folgende einfache Beispiel geniigt, dies
zu zeigen. Man nehme fir V die Kreisfliche 22 --42<<1 und
betrachte die beiden Einteilungen von ¥ in zwei Lamellen, in die
V durch den in ¥V verlaufenden Teil der Linie y =0, bezw. der

Linie y == x sin % (y =0 fir x=0) zerlegt wird. Da diese heiden

Linien einander innerhalb 7 unendlich oft schneiden, versagt hier
offenbar die Giiltigkeit des Satzes a.7)

Ein allen Verhiltnissen Rechnung tragender Beweis des
Satzes B ist also noch ausstindig. Hingegen erscheint der Satz A4,
zu dessen Besprechung wir uns nun wenden, direkt als unhaltbar,
so plausibel er zuniichst auch sein mag. Zieben wir, dies zu er-
ortern, jenes Beispiel heran, das in § 6 bei der Diskussion der
Annahme I eingefiihrt wurde. Da die geschlossene Linie U dieses
Beispiels eine in der einfach zusammenhingenden berandeten Mannig-
faltigkeit 7 gelegene Linie ist, so miifite es dem Satze A zufolge
eine Zerlegung von V in ein Zellsystem geben von der Art, dal U*
aus Kanten dieses Zellsystems zusammengesetzt erscheint. Die An-
schauung lehrt, da ein solches Zellsystem nicht moglich ist. Damit

%) Dies bedeutet (vgl. Anm. 4): 1. ¥; ist ein abgeleitetes Schema von X, (die
Zellen von X; lassen sich also unterscheiden in Zellen ¢, die mit Zellen ¢ von 3,
oder Teilen derselben iibereinstimmen, und neue Zellen £'); 2. bilden C;, - i_,’l;
die Zelle {,, so besteht {; gerade aus jemen Punkten von V, die einer der Zellen
C; angehtren; 3, die gleiche Beziehung besteht zwischen den Einteilungen von V"
in 2; und 3. :

6} Ware dieser Satz a zutreffend, so wiirde aus ihm ohne weiteres der in
§ 2 besprochene hypothetische Satz iiber die HomSomorphie der Schemata homéo-
morpher Mannigfaltigkeiten folgen. .

) Hingegen behidlt Satz B fiir dieses Beispiel ersichtlich seine Richtigkeit.
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ist gezeigt, dafl der Satz 4 (wenigstens wenn man keine Erwei-
terung des Begriffes der Schemata auf solche mit unendlich vielen
Zellen versucht) keine allgemeine Giiltigkeit besitzt.

Das gegebene Beispiel zeigt aber auch, dafi die Annahme II
selbst unzutreffend ist. Ks ist ja anschaulich einleuchtend, daf U*
nicht einem Kantenzug eines Schema von ¥ homolog semn kann,
Dies wire vielmehr nur méglich, wenn man den Homologiebegriff
so erweitern wollte, dafi auch Summen von unendlich vielen Ho-
mologien gebildet werden diirfen. Eine derartige Erweiterung zu
versuchen, liegt uns hier ferne,

Es stiitzon sich dem Gesagten zufolge die Uberlegungen, die
von der zuerst gegebenen Definition der Bettischen Zahlen zu
der Formel (5) fl'ihren, auf verschiedene Annahmen, die entweder
(bei Beibehaltung der adoptierten Definitionen) als unzulissig oder
doch als nicht strenge erwiesen anzusehen sind. Der bedeutsame
heuristische Wert, der gerade in diesem Ubergange von der ur-
spriinglichen Definition zu der neuen, allein auf das Schema ba-
sierten Formulierung liegt, bleibt von den gemachten Einwiinden vollig
unbertihrt. Doch bieten dieselben immerhin Grund genug, von der
fritheren Definition absehend, fiir das Folgende an der durch die
Formel () gegebenen Definition der Zahlen Py, festzuhalten.

§ 8.

Uber die topologischen Invarianten E,,.

Dieser Paragraph enthilt zuniichst die Ausfithrung eines der
Lektiire von Poincarés Compl. 2. zu entnehmenden Beweises
dafiir, dafi die Zahlen P, =a, —y,—7, ., 1 topologische In-
varianten der Schemata sind. Weiterhin mogen der fundamentale
Satz Poincarés tiber die Bettischen Zahlen zweiseitiger geschlos-
sener Mannigfaltigkeiten und die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Homoomorphie zweidimensionaler Mannigfaltig-
keiten besprochen und schliefilich einige Bemerkungen iiber die
aus den Zahlen P, errechenbare Invariante N—=oay—a, -+ + a,
beigefiigt werden.

Der zunichst zu erbringende Nachweis wird dann gefiihrt sein,
wenn gezeigt ist, daB P, sich bei elementaren Unterteilungen nicht
andert. s werde also eine elementare Unterteilung des Schema X
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 7~ betrachtet, die in der
Zerlegung einer /-dimensionalen Zelle von 2 in zwei Zellen durch
Einfiihrung emer neuen (—1)- 1)-dimensionalen Zelle besteht (1<i<n).
Die Zahlen o, y/ mogen fiir das abgeleitete Schema 3’ dieselbe

Bedeutung haben wie @, %, fir das urspriingliche Schema Z. Dann
hat man zunichst
w=ua 41 o  =a |1

o —=a fir m=={—1,1.

m m

(10)
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Sei ferner a' die Zelle von =, die in zwei Zellen zerlegt wird.
Die Berandung dieser Zelle ist eine sphiirische (/— 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit, die mit S~ bezeichnet werde. Die betrachtete
Unterteilung besteht dann darin, daB auf S“~* eine diese Mannig-
faltigkeit in Awei ({—1)-dimensionale Elementarmannigfaltigkeiten
E“—n E(l ) zerlegende?) sphirische (I— 2)-dimensionale Mannig-
faltlgkelt S¢? die aus den auf 8“7 liegenden (I — 2)-dimensio-
nalen Zellen zusammengesetzt 1st ausgewahlt wird und daff durch
S¢? eine, a.in zwei Zellen a. y a zerlegende (I — 1) dlmensm—

nale Elementarmannwfaltlgkelt a” gelerrt erd 9 8§47 ist also

—1 —1
die Berandung von a und der Sinn Von a werde etwa so

festgelegt, dafl a ! zusammen mit E“ und ebenso —0/—1 Zu-
geleg

sammen mit L'(l , je eine mit einem Sinn versehene sphamsche
(I—1)- d1mens10nale Mannigfaltigkeit bilden.?) Vergleicht man nun

1) Die Mannigfaltigkeiten E<1l~1), E(zlﬁl) werden mit einem Sinn versehen
angenommen, der mit dem fiir § (D festgelegten Sinne in Ubereinstimmung sein soll.

%) Im Falle I=1 erfihrt diese Formulierung eine leichte Modifikation,
89 ist das Paar der beiden Endpunkte der Kante a:, EI(O) bedeutet den einen,
Efzo) den anderen dieser Endpunkte und die Unterteilung wird einfach dorch Mar-
kierung eines Punktes ag auf ai bewirkt.

%) Es mag beachtet werden, dafl die Ausdrucksweise des Textes einer ge-
wissen Verschirfung bedarf. Wenn nimlich von den ,sphiirischen Mannigfaltig-
keiten® S, §¢—% und von den ,Elementarmannigfaltigkeiten® Eg_l), Eg_'l)
gesprochen wird, so sind diese Ausdriicke sozusagen nicht in bezug auf V, son-
dern in bezug auf die ,durch ai vorgestellte J-dimensionale Elementarmannigfaltig-

keit® zu verstehen. Damit ist folgendes gemeint. Betrachtet man die Gesamtheit
aller Vorschriften, die das Schema X von ¥ ausmachen, so wird zunichst damit
begonnen, Elementarflichen zu definieren, und zwar jede derselben dadurch, daf
eine Anzahl Kanten durch Zuordnung ihrer Epdpunkte zu einer geschlossenen
Linie zusammengefafit und diese als Randlinie einer Elementarfiiche gemommen
wird. Durch die spiteren Zuordnungsvorschriften werden immer neue Zuordnungen
zwischen gleichartigen Elementarflichen getroffen, so dafl schliefilich eine ganze
Reihe von Elementarflichen, die einander zugeordnet sind, eine einzige Lamelle
(= zweldxmensmnale Zelle) a des Schema bilden. Von irgend einer solcherart
zZu a gehorigen Elementarﬂache soll gesagt werden, dafl sie die durch a vorge-

stellte zweidimensionale Elementarmanmgfaltlgkelt repriisentiere. Der weitere
Aufbau des Schemas besteht in dem Zusammensetzen sphiirischer zweidimensionaler
Mannigfaltigkeiten aus den Elementarflichen vermtge Zuordnungen der Rand-
kanten. . Diese sphiirischen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten werden dann
als Randflichen von dreidimensionalen Elementarmannigfaltigkeiten verwendet.
Irgend eine solche Elementarmannigfaltigkeit, die vermdge der spiteren Zuord-

nungen der Zelle a? zugehtrt, ist dann ein Reprisentant der durch a? vorge-
stellten dreidimensionalen Elementarmannigfaltigkeit. Die Fortfiithrung dieser Be-
trachtung zeigt, was allgemein unter der durch «7 vorgestellten m-dimensionalen
Elementarmannigfaltigkeit zu verstehen ist. Es ist aber klar, daB die Gesamtheit
der Punkte der Zelle a im allgemeinen nicht cine in V7 gelegene Elementar-
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die Poincaréschen Relationensysteme von 2 und X', so ist zu-
néichst offenbar, dafi die Relationen

Gn--1

(11) of = Jend T (i=1,2,...9)
j=1
fiir m >1-1 und m <l — 1 in beiden Systemen vollstindig tiber-
einstimmen, woraus fiir diese Werte von m auch ¢/ =+, folgt.
Wird felner der positive Sinn von &, und ¢! tibereinstimmend mit
dem von a' gewihlt,%) so sind ersichtlich die im Relationensystem
von ¥ stehenden Zahlen ¢ fj‘l, el+1 beide gleich der im Relationen-
system von 2 stehenden Zahl s * wihrend alle tibrigen Zahlen
ei}.’"l von 3 ebenfalls in 3 vorkommen. Sonach ist auch Viaa

Unter den Relationen
(12) a = :-:” ;

kommen aufier solchen Relationen, die in beiden Systemen voll-
stindig iibereinstimmen, im System von X noch die Relation

=Yit1-

ar—1

a —Eal a~
T e TT§ TG

j=1

) e~

und im System von 2' die zwei Relationen

ar—1

e
(13) =t

ar—1

[4 14 1—1 1—1
a = g .. -_a
Ty ) 7 $

j=1

mannigfaltigkeit, sondern nur ein in ¥ gelegenes m-dimensionales Raumstiick
bildet, da ja durch die den Bildungsvorschriften der m-dimensionalen Elementar-
mannigfaliigkeiten nachfolgenden Vorschriften des Schema von V' noch mancherlei
Zuordnungen zwischen den verschiedenen Randelementen der smm-dimensionalen
Elementarmannigtaltigkeiten getroffen werden kinnen. Im allgemeinen wird also
aueh S¢Y bezw. S¢—2 keine in ¥ gelegene sphiirische Mannigfaltigkeit, son-
dern nur eine in der durch az, vorgestellten Elementarmannigfaltigheit liegende
sphirische Mannigfaltigkeit sein und das Analoge gilt von den , Elementarmannig-
faltigkeiten® Ef‘l), E’S"D. Diesen Verhiiltnissen in allen Details durch eine
vollstindig genaue Fassung des Textes Rechnung zu tragen, wurde jedoch unter-
lassen, um bei diesen an sich ganz einfachen Verhiltnissen die Daratcl]ung nicht
unnitig und auf Kosten der Deutlichkeit zu komplizieren.

4) Diese nur der Einfachheit zuliebe gemachte Annahme ist natiirlich un-
wasentlich.
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o ’ U R
vor, wobei ¢ ., =¢ ;--¢, ; ist, und die Linearformen

Op—1 ar—1 o1
1T 1—1 1 1—1 11—
(. S e . Q. S e .a,
2 & a) ? nd J Y )
=1 j=1 j=1

der Reihe nach die Ausdriicke von S, El(l_l), E;L—l) durch die
Zellen von 2 sind. Der Vergleich der Zahlen si.j in den heiden
Relationensystemen ergibt y;=7v,--1. Endlich ist offenbar, daf

alle Relationen
ap—2

(14:) Z—IME Z—l {—2

j=1
des Systems von £ auch in dem System von X' stehen, welch
letzteres aufferdem eine Relation

(15) Z——l_E l—l ;

J=1

enthiilt, dessen rechte Seite der Ausdruck fir S~ durch die Zellen
von X ist. Da nun

Op—1

1—1 Y 1 I—
as +Z 81'1]. aj

=1

M»

ist, so mufl die rechte Seite von (15) eine lineare Verbindung der
rechten Seiten der Relationen (14) sein, woraus Y _,=1,_, folgt.
Es werde noch folgende Bemerkung eingeschaltet. Der An-
blick der Relationen (12) und (13) zeigt, daf jedes zweiseitige ge-
schlossene aus den Zellen von X' zusammengesetzte [-dimensionale
Gebilde die Zellen al ,a nur mit dem 0"lelchen Zahlenfaktor ver-
sehen, also Jur in der Verbmdung a T a. enthalten kann. Da
fir o T a auch a’ geschmeben werden kann, so laft sich jedes
solche Grebllde als ein aus den Zellen von ¥ zusammengesetztes
darstellen. Da ferner
l—l l—
4y > 2 &%

j=1

ist, so ist jedes aus den Zellen von X' zusammengesetzte (! — 1)-di-
mensionale Gebilde einem aus den Zellen von 2 zusammengesetaten
homolog. Tiir alle anderen Dimensionen ist der gleichlautende
Satz trivial und damit ist der Satz b des § 7 nachgewiesen.
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Die Zusammenstellung der vorstehend abgeleiteten Glei-

chungen
=111
V=", fir m==1{

mit den Gleichungen (10) ergibt die zu beweisende Gleichheit der
Zahlen P, fiur die beiden Schemata X und 2'.9)

Es besteht der folgende von Poincaré®) bewiesene Satz:
Sind P, P, ... P,_; die Bettischen Zahlen einer zweiseitigen ge-
schlossenen #-dimensionalen Mannigfaltigkeit ¥, so ist”)

Lo=P,_, m=12...0n—1).

Der Beweis erfolgt mit Hilfe zweier zu einander reziproker
Schemata £ und 2 von V. Es mégen o, s, o, ,7,, P, fir das

m
Schema X und das zugehorige Poincarésche Relationensystem
die bisherige Bedeutung, o', ¢, =, 7, , P, die entsprechende Be-
deutung fiir X haben. Dabei moge ;" die der Zelle o] von =
entsprechende Zelle von T sein; bei geeigneter Wahl des Sinnes

der Zellen von X8) ist dann

—m __ n—m-1
(16) o=

5) Man sieht, daff natiirlich auch die Zahlen @, — 7, und «, — 7, , durch die
P, und P, definiert werden konnten, fiir ¥ und X' den gleichen Wert haben.

8) Compl. 1, § 8.

7) Diese Gleichung ist offenbar auch richtig fir m = 0.

8) Bedienen wir uns der Vorstellung einer in bestimmter Weise gewihlten,
den Sinn von V liefernden Indikatrix, so ergibt sich der Sinn der Zelle o™
aus dem von ¢ (n>>m>-0) durch folgende Forderung, wobei wir uns der
Bezeichnung ,m-dimensionales verallgemeinertes Tetraeder® fiir die mte in jener
Reihe von Figuren bedienen, die mit der Strecke, dem Dreieck und dem Tetraeder
(Fille m = 1,2, 8) beginnt: Bedeutet M den Durchschnittspunkt von 4 und @} ™
(es wird natiirlich voraunsgesetzt, dall nur ein solcher Durchschnittspunkt existiert),
so laft sich die Indikatrix J von V in eine solche Lage bringen, dafl der Punkt 1
von J auf M fillt, daB das durch die Punkte 1,2,... m 1 bestimmte zur Be-
randung von J gehdrigo m-dimensionale verallgemeinerte Tetraeder 7, ganz in
die Zelle a;" zu liegen kommt, die sonst keine Punkte mit J gemein haben soll,
dalBl analog das durch 1, m -+ 2, m—-3,...n -+ 1 bestimmte (» — m)-dimensionale
verallgemeinerte Tetraeder 1), , gauz in der Zelle ;Z.’ —™ die sonst mit J keine
Punkte gemein haben soll, liegt und daf dabei 7, bezw. T, eine positiv
genommene Indikatrix von aj', bezw. @ ™ werden, wenn ihre Eckpunkte in der
angeschricbenen Reihenfolge genommen werden. Man denke sich ferner den
Punkt E? mit positivem oder negativem Vorzeichen versehen (vgl. § 5, Anm. 2),
je nachdem der Sinn von a:.” mit dem von V iibereinstimmt oder nicht, und ent-
sprechend aus den Vorzeichen der Ecken a? den Sinn der Zellen E? bestimmt.
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und daher y, =1y, ., woraus sich wegen o =4«

Pm:—&m—— ?m-— ?m-—l-l + 1 : an——m—_— .{n—-m—l-l _ Yn~m+ 1 = Pn—-m
ergibt. Da aber infolge der Homgomorphie der Schemata ¥ und =,
P,,— P, ist, so folgt hieraus die Behauptung.

Es moge hier der bekannten notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Homgomorphie zweidimensionaler Man-
nigfaltigkeiten gedacht werden, Man erhilt dieselben mit Hilfe
des leicht beweisbaren Satzes, dafl} jedes Schema einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit ¥V einem IFundamentalpolygon I1 von dem
im folgenden beschriebenen Typus 1. bezw. 2. homsomorph ist,
je nachdem ¥V zwei- oder einseitig ist.

1. Il hat 4p -} 3+, -} 2r, Seiten, wobei die paarweise zu-
sammengefaliten Seiten (s,, ., s,,_ ), (8,,_,, 8, fir k=1,2,...p,

(S4p+3l—2’ S4p+3l) fur [ = 17 2? SRR (84p+37‘1+2m—17 84p+3rx+2m)
fir m=1,2,...r, einander, und zwar durchwegs nach erster Art
zugeordnet und die durch die geschlossenen Zyklen von Polygon-
ecken A4lz+,3r17|-2M_~1,2 = A4p+3rl+2m’1 reprisentierten Punkte von
der Mannigfaltigkeit ausgenommen sind.?)

2. 1l hat 4q — 2} 87, 427, Seiten, wobei die paarweise
zusammengefafiten Seiten (s,, . s, _,,) fir £=1,2,...¢, nach
zweiter Art und (s rop furk=1,2,,..9q—1, (s

séq_2+31) fir l=1,2,...7, (Setq—2+3rl+2m—-1’ s4q__2+371+2m) fir
m=1,2,...r, nach erster Art einander zugeordnet und die Ecken
des. Seh'ema Ay opsmtom—12— Lyysqarpama YOR der Mannig-
faltigkeit auszunehmende Punkte sind,

7y, 7o und p bezw. ¢ sind topologische Invarianten des Schema,
denn r, ist die Anzahl der Randlinien, r, die der isolierten Rand-
punkte und beziiglich p und ¢ folgt dies, wenn man zuniichst », =0
annimmt, aus den Formeln

2k 849—2 4¢—2-4-31—27

Py=2p -7, bezw. 2p 41, wenn ¥V geschlossen ist, und
Pi=q+r;.

Natiirlich gilt ebenso fiir #, > 0, dafl Fundamentalpolygone mit ver-
schiedenem p bezw. ¢ nicht homtomorph sein kénnen.!?) Sonach
ist die Ubereinstimmung von »;, r,, P, d. h. von r, 7y, p bezw.
7y, 7, g fiir die Homdomorphie zweier Schemata notwendig und hin-
reichend. p heillt bekanntlich das Geschlecht der Fliche, ¢ die
Anzahl der unabhiingigen Wege, auf denen sich die Indikatrix
umkehrt. :

®) Beziiglich der Bezeichnungsweise vgl. § 2.
19 Im Falle 7> 0 wird Py ==2p -7, -+ 7, besw. g-}# v, gesetst;
vgl. die Festsetzungen auf der letzten Seite des § 14.
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Es sei zum Schluf} dieses Paragraphen noch der topologischen
Invariante'?) der Schemata

N:“o_“1+“2_"'+(—1)n“n

gedacht (daB dieselbe eine topologische Invariante der Schemata
ist, zeigen die Formeln (10) unmittelbar), die mit den Bettischen
Zahlen durch die eine Verallgemeinerung der bekannten Euler-
schen Polyederformel darstellende Gleichung!?)

Oy — % +“'+(—1)n°‘n:
N R R ST EREEY
verbunden ist, die sich aus den Formeln (5) fir m=0,1,...7n
unter Beachtung von y,=y,,, =1 sofort ergibt. Aus dieser
Gleichung folgt der Satz:19) '

Die Invariante N-ist fiir jede geschlossene Mannlgfaltlgkelt
von ungerader Dimensionszahl gleich Null

1) Es ist leicht zu schen, daB N die einzige aus den Zahlen «, gebildete
topologiseche Invariante ist. Bine solche topologische Invariante ¢ («, oy, . .. %)
kann nimlich in der Form f(7,, M, ... 7,) geschrieben werden, wo

n==ay — g e (- 1) e
gesetzt ist, und die Betrachtung einer elementaren Unterteilung, bei der eine
l-dimensionale Zelle in zwei zerlegt wird, liefert

f(ylof’hs ere gy 7)[-1+11 Nyy oo m,):f(%, Nys e~ 7};;)7 =1,2,...n),

d. h. f hingt nur vou 7, =N ab.

In analoger Weise beweist man, daf es aufler Py, P, ... P, keine anderen
aus den Zahlen oy, a;,...a,,7; -7, gebildeten topologischen Invarianten gibt,
d. h. daf jede andere aus den Zahlen a;, y; gebildete Invariante, die sich offenbar

in der Form f (P, <P, , %1 7g: -+ - 1,) ansetzen 148t von den letzten » Argu-

menten unabhanglg und also eine Funktlon der P, ist.

12) Vgl Poincaré, An, Sit. § 18 und Compl. 1, § 3, pag. 301.

1%) Poincaré, An. Sit. pag. 114. Man vergleiche noch Dy ck, Math. Ann. 37,
S. 295. Poincaré gab noch einen anderen nur auf die Bedingung von dem
einfachen Zusammenhang der ,Umgebungsmannigfaltigkeiten“ (sishe § 3, Anm. 6
und § 4) sich stiitzenden Beweis (An. Sit. § 17). Am einfachsten wird der
Satz wohl folgendermafien aus den Eigenschaften der reziproken Schemata erhalten
(in deren Konstruktionsmiglichkeit iibrigens implicite die Bedingung des einfachen
Zusammenhanges aller Umgebunwsmannigfaltigkeiteu steckt). Ist n#mlich die

Dimensionszahl n == 2v -1, so ist wegen a,=—a,

N=ay—a;+-— oy p1= T % F- oy %oy 41
und anderseits als topologische Invariante
== 4 + - _a"l'—{—.L
Die eben gemachten Bemerkungen lassen den Satz auch fiir einseitige geschlossene

Mannigfaltigkeiten als richtig erkennen, wihrend bei dem auf Pm_P"_m ge-

stiitzten Beweise des Textes, wie bei dem Beweise fiir diese Formel, die Mannig-
faltigkeit als zweiseitig vorausgesetzt ist.
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III. In einer Mannigfaltigkeit gelegene einseitige ge-
schlossene Mannigfaltigkeiten.

§ 9.

Den Bettischen Zahlen P,, analoge Invarianten Q,,.

Die urspriingliche Definition der Bettischen Zahlen einer
Mannigfaltigkeit V' bezieht sich auf die zweiseitigen in V ge-
legenen geschlossenen Mannigfaltigkeiten und die Homologien
zwischen denselben, wie dies in § 6 ausdriicklich erwihnt wurde.?)
Es sollen nun auch die in einer Mannigfaltigkeit liegenden ein-
seitigen geschlossenen Mannigfaltigkeiten in Betracht gezogen
werden.

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel. Es sei 7}, die-
jenige zweiseitige geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die
man aus der Gesamtheit der Punkte einer Kugel #? | 4222 <1
erhilt, wenn man je zwei diametral gegeniiberliegende Punkte der
Kugeloberfliche als einen einzigen Punkt der zu definierenden
Mannigfaltigkeit ansieht. T, ist dann ein im KEndlichen gelegenes
Abbild des projektiven dreidimensionalen Raumes. Man erhilt
ein Zellsystem 2 von 7T,, wenn man die Kugeloberfliche durch
einen Meridiankreis M 1n zwei Halbkugelflichen, den Meridian-
kreis durch den Nordpunkt 4 und den Stdpunkt B der Kugel
in zwei Kreisbogen f, g zerlegt, die Kugel als die einzige drei-
dimensionale Zelle ¢® ansieht und die beiden sie berandenden Halb-
kugelfliichen einander so zuordnet, dal beziiglich des Kugelzentrums
symmetrische Punkte einander entsprechen. (Da diese Zuordnung
der beiden Oberflichenpolygone von a® von der ersten Art ist, so
ist die Mannigfaltigkeit 7135 zweiseitig.) Hiedurch wird die Kante
f=AB der Kante g —= B4, die Ecke A der Ecke B zugeordnet.
Die beiden einander zugeordneten Halbkugelflichen stellen: eine
Lamelle a?, die Kanten f, g eine Kante o, die Ecken A, B eine
Ecke a® des Schema vor. Die Umgebungsmannigfaltigkeit von a°
erfiillt die Forderung, einfach zusammenhingend zu sein.

Das Poincarésche Relationensystem fiir das Schema = von
T; ist:

at=0,
a’=2a';
at=0.

Unter den aus der einzigen Lamelle des Schema erhiltlichen
zweidimensionalen Geebilden 4a? gibt es ersichtlich tiberhaupt keine
geschlossenen zweiseitigen, und im Einklange hiemit ergibt sich
aus o, =1, v,=1, 1, =0 die Bettische Zahl P, = 1. Hingegen

1) Dies hebt auch Heegaard, Diss. p. 64, hervor.

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik, XIX, Jahrg, 4
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stellt die Gtesamtheit der Punkte von a2 offenbar eine geschlossene
einseitige in. 7T, liegende Fliche dar, die wir als das Abbild einer
im projektiven Raume 7} liegenden projektiven Ebene ansehen
konnen.

Betrachtet man noch jenes Schema X', das aus X entsteht,
indem man die Zelle a® durch die, eine neue Lamelle 82 darstel-
lende Kreisfliche durch M in zwei Zellen af, a} zerlegt und dessen

Poincarésches Relationensystem aus den Relationen
O,=d—b", o=—a" |}
a'=2a’", =2ad;
' a'=0
besteht, so stellt 42 aufler a® noch eine zweite einseitige geschlos-
sene Fliche in 7, vor. Die Fliche 5? ist mit a® durch die Ho-

mologie
a? oo b2

verbunden. Dies leitet uns zur folgenden Fragestellung, die gleich
ganz allgemein ausgesprochen werden soll und die den Betrach-
tungen, auf welchen die urspriingliche Definition der Bettischen
Zahlen fulit, aufs engste verwandt ist:

Gibt es in jeder n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V' ein
System von geschlossenen (zwei- oder einseitigen) #m-dimensionalen
(m < n) durch keine Homologie verbundenen Mannigfaltigkeiten
O ). 0 von der Art, daB jede, sei es zweiseitige, sei es
einseitige geschlossene m-dimensionale in V' gelegene Mannigfaltig-
keit @™ beziiglich 7 einer Homologie

‘ EO™ A E @™ - kO o0 (R0)

geniigt?

- Wire diese Frage zu bejahen, so wire die Anzahl » offenbar
von der Wahl des Systems unabhéingig und die um 1 vermehrte
Anzahl also eine der Zahl P, vollstindig analoge topologische In-
variante @, von V. Aus den gleichen Griinden aber, aus denen
von der urspriinglich gegebenen Definition der Bettischen Zahlen
abgegangen wurde, unterlassen wir es, auf diesem Wege eine Kin-
fiihrung der auf die einseitigen Mannigfaltigkeiten beziiglichen
topologischen Invarianten zu versuchen. Vielmehr wird uns in voll-
stindiger Analogie mit dem Falle der Zahlen F, der Ubergang
von den in ¥ gelegenen einseitigen geschlossenen Mannigfaltig-
keiten zu den einseitigen geschlossenen Gebilden, — es soll sofort
erklirt werden, was darunter zu verstehen ist, — und zwar
insbesondere zu den aus den Zellen eines Schema von V' zu-
sammengesetzten (ebilden zu einer einwandfreien Definition der
gesuchten topologischen Invarianten verhelfen. Hiezu fithren wir
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zuniichst den folgenden Satz an, der einem fiir zweiseitige ge-
schlossene Mannigfaltigkeiten im § b ausgesprochenen Satze analog
ist:

Sind ", uy , ... w, in einer Mannigfaltigkeit gelegene m-dimen-
sionale Raumstiicke chne gemeinsame Innenpunkte und

7 Sour=hul

=1
und stellt die Gesamtheit der einem oder mehreren der Raum-
stiicke u, angehtrenden Punkte eine einseitige geschlossene m-di-
mensionale Mannigfaltigkeit dar, so sind alle Koeffizienten 4, der
verschiedenen uzn_l auf der rechten Seite von (17) durch 2 teilbar,?)
was abgekiirzt durch

(18) Nu' =0 [mod. 2]

i=1
bezeichnet werden moge. Diese Aussage ist ersichtlich von einer
Wahl des Sinnes der einzelnen #, unabhiingig.

In den in der oben eingefiihrten Mannigfaltigkeit T liegenden,
einseitigen geschlossenen Fldchen haben wir bereits ein einfaches
Beispiel fiir diesen Satz-kennen gelernt. Es ist zu beachten, daf
(18) offenbar auch besteht, wenn die Punkte, die einem oder
mehreren %, angehoren, in ihrer Giesamtheit eine zweiseitige
geschlossene Mannigfaltigkeit bilden, nur daf sich in diesem Falle,
und nur in diesem, der Sinn der einzelnen u; so wihlen lifit, daf
die Koeffizienten %, in (17) geradezu Null werden. Wir werden
nun — und der vorstehende Satz enthilt hiefir die Motivierung —
ein m-dimensionales Gtebilde S . als ein geschlossenes be-
zeichnen, wenn die Relation?)

Shu; =0 [mod.2]

besteht, d. h. also, wenn das betrachtete Gebilde im Sinne der im
§ b eingefithrten symbolischen Kongruenzen einem (m — 1)-dimen-

?) Wie in dem angefiihrten Satze des § b, ist auch hier die Voraussetzung
zu machen, dafi die u;"—l, aus denen die Berandung der «)' zusammengesetzt
ist, keine Innenpunkte gemeinsam haben.

3) Es mdgen diese symbolischen Kongruenzen durch das Einschliefien des
Moduls in eckige Klammern unterschieden werden von Kongruenzen der Form

Shoul =k u; (mod. 2),

die, im gewthnlichen Sinne aufzufassen, die Teilbarkeit aller Zahlen (h; — k)
durch m bedeuten, :

4*
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sionalen Gebilde kongruent ist, dessen simtliche Koeffizienten
durch 2 teilbar sind. Besteht itberdies die Relation

Shou =0,

so heifle das Gebilde, wie bereits gesagt, ein zweiseitiges ge-
schlossenes.

Eine Bemerkung ist hier noch beizufiigen. Wenn die Ge-
samtheit der Raumstiicke u;’, u, ,...u, eine einseitige geschlossene
Mannigfaltigkeit bildet, so kann diese Mannigfaltigkeit durch jede
der 2“ aus den u; gebildeten Linearformen |

(19) S8,

unter .3, eine der Zahlen -1, — 1 verstanden, symbolisiert werden

und es gentigen gleichzeitiz alle diese Linearformen der Relation
Sd,u, =0 [mod 2.

Bildet hingegen die Gesamtheit der Raumstiicke u;,u),... %,

eine zweiseitize geschlossene Mannigfaltigkeit, besteht also die

Relation

mo____
Eui == O,

so erfiillt von allen iibrigen Linearformen (19) nur noch 3 (— ')
die Relation

S8, u; =0.

Es stellen also nur die Linearformen 3« und 3 (— ;) die-
selbe zweiseitige geschlossene Mannigfaltigkeit symbolisch dar, und
auch diese beiden Symbole sind auseinanderzuhalten, wenn die
zweiseitigen Mannigfaltigkeiten als mit einem Sinne versehen auf-
gefalit werden. Aus diesem Grunde mogen, wenn es sich um die
Betrachtung geschlossener, eventuell auch einseitiger Gebilde han-
delt, zwei durch verschiedene Linearformen 34 «)', Sk u darge-

gestellte, also arithmetisch verschiedene Gebilde, wenn sie der
Kongruenz

Shou'=3hu' (mod. 2)

geniigen, als geometrisch nicht verschieden angesehen werden,
withrend bei der nur auf die zweiseitigen geschlossenen Gebilde
beschriankten Betrachtung arithmetisch verschiedene Gebilde als
villig verschieden galten.

Sei nun daran erinnert, dafl sich die zuletzt gegebene und
fir das Weitere mafigebliche Definition der Zahlen P, einer
‘Mannigfaltigkeit ¥ in folgende Fassung kleiden lief3:
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Man mache die (oben mit III bezeichnete) Annahme, daf
zwischen den Zellen eines Schema Z von V7 keine anderen Homo-
logien bestehen, als die aus -dem Poincaréschen Relationen-
system von 2 gewonnenen und die aus diesen rechnerisch ableit-
baren. Unter dieser Annahme bestimme man ein System von
Gebilden, das aus der Gesamtheit I' aller aus den Zellen von 2
zusammengesetzten zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen
Gebilde so ausgewdhlt ist, dafi zwischen den Gebilden des Systems
keine Homologie, zwischen jedem Gebilde aus I' und den Gebilden
des Systems aber eine Homologie besteht. Die von der speziellen
Wahl des Systems unabbiingige Anzahl der Gebilde eines solchen
Systems, um 1 vermehrt, werde als die der Mannigfaltigkeit ¥
zugehorige Zahl P, bezeichnet.

Wortlich mit dieser Definition von P, tbereinstimmend, nur
unter Weglassung des Wortes ,zweiseitig“, werde nun die der
Mannigfaltigkeit V' zugehorige Zahl @, definiert. Es ergibt sich
sofort das Bestehen der Ungleichung:

Qn = B

Die gegebene Definition von ¢, bedarf nur insoferne einer
Ergiinzung, als die Existenz eines Systems geschlossener Gebilde
von den geforderten Eigenschaften zu erweisen ist. Dafl fiir zwei
solche Systeme die Anzahl der Gebilde die gleiche sein muf, ist
dann klar. Der erforderliche Nachweis soll im folgenden Para-
graphen auf einem Wege erbracht werden, der gleichzeitis eine
Bestimmung der Differenz ),— P,, durch bereits bekannte topo-
logische Invarianten, ndmlich die von Poincaré entdeckten Tor-
sionszahlen, liefert.

§ 10.
Die Poincaréschen Torsionszahlen. Bestimmung von Q,,.

m
i;

Es seien in der Bezeichnungsweise der §§ b, 6 i die Koeffi-
zienten des Poincaréschen Relationensystems eines Schema einer
Mannigfaltigkeit und o, ),... o die von Null verschiedenen
Elementarteiler der aus den Zahlen ¢, gebildeten Matrix. Es sollen
dann diejenigen unter den Zahlen w, , die >1 sind, als Torsions-
zahlen (m—1)* Ordnung') der Mannigfaltigkeit bezeichnet werden.

1) Bei Poincaré: ,Coefficients de torsion“. (Compl. 2, p. 301.) Wenn

man die mit s‘;"j, %y Y B bezeichneten Grofien mit e';”j"l Tt Bt
bezeicbnen wollte, wiirde dies mit der hier eingefiihrten Zihlung der Ordnung
der Torsionszahlen (in meiner oben zitierten Note in den Wiener Ber. wurden
die Torsionszahlen (m — 1)ter Ordnung des Textes Torsionszahlen mter Ordnung
genannt) in besserem Einklang stehen, was jedoch unterlassen wurde, um von der
Bezeichnungsweise in den grundlegenden Arbeiten Poincarés nicht abzuweichen.
Diese Ziablung der Ordnung der Torsionszahlen steht aber einerseits in Uber-
einstimmung mit dem Resultat des § 14, daB durch die Fundamentalgruppe einer

n
y Wy
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Wenn man, wie in § 8, das Poincarésche Relationensystem fiir
ein Schema 2 und ein aus X durch eine elementare Unterteilung
hervorgegangenes Schema X' vergleicht, so erkennt man, daf die
aus dem Schema Z abgeleiteten Torsionszahlen mit den aus Z' ab-
geleiteten iibereinstimmen, und die Torsionszahlen also tatsichlich
topologische Invarianten der Schemata sind.?) Es wird sich zeigen,
daff man bei Kenntnis von F, und der Poincaréschen Torsions-
zahlen (m — 1)** Ordnung auch @, zu berechnen im stande ist.

Um ein System geschlossener #m-dimensionaler Gebilde mit
den bei der Definition von ¢),, besprochenen Eigenschaften zu ge-
winnen, werde auf das Poincarésche Relationensystem eines Schema X
und seine im § 6 besproehene reduzierte Form (6) zurtickgegriffen.
Aus derselben geht hervor, dafi ein Gebilde

Emkiazn :jkibzn

i=1 f=1
nur dann geschlossen sein kann, wenn die Zahlen

kol ko), ... k, m;”m
Mannigfaltigkeit 7" — und diese Gruppe bezicht sich ja anf die geschlossenen
eindimensionalen Mannigfaltigkeiten in 7 — sowohl P, als dis Torsions-
zahlen yerster Ordaung® bestimmt sind und findet anderseits ihre Begriindung
darin, daB die Matrix der Zahlen e}j keine Elementarteiler >>1 hat (siehe
Poincaré, Compl. 2, p. 807). Es berubt dies auf folgender Eigenschaft der
Matrix: Falls in der dten Zeile nicht alle Zahlen s}j Null sind, so sind nur zwei
Zahlen von Null verschieden und von diesen ist die eine gleich 41, die andere
gleich — 1, Sei etwa e}, ==--1 undej, —=—1. Mankann j==1, h==1,k=2
annehmen, da dies durch Umordnungen der Reihenfolge der Zeilen und Kolonnen
stets erreicht werden kann. Werden nun die Elemente der ersten Xolonne zu
den entsprechenden der zweiten Kolonne addiert und hierauf die erste Zeile mit
~a}1 multipliziert zur ften Zeile addiert, ({=2, 3,...), so erhilt man eine Matrix
der Gestalt
1,0, 0,
(20) 0, Li1s Guoye o
Oa C217 C227' .

wobei die Matrix aus den Zahlen {; T die eine Zeile und eine Kolonne weniger
hat als die urspriingliche Matrix, wie man leicht sieht, wieder die oben genannte
Eigenschaft der Matrix der a}j besitzt, Da aber die Matrix (20) die gleichen
Elementarteiler hat wie die Matrix der s} > 80 erkennt man durch Induktion, daB
Elementarteiler > 1 nicht auftreten kbnnen. (Das eingeschlagene SchluBverfahren
zeigt auch, daf 7, = o, — P, ist, was in der Anm. 5 des § 6 verwendet wurde.)

%) Siehe Poincaré, Compl. 2. Beim Heranziehen des reziproken Schema
und der Relation (16) gelangt man zu dem Satze (Poincaré, a. a. 0.): Fir
eine zweiseitige geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit stimmen die Torsions-
zahlen mter Ordnung mit denen (# — m — 1)ter Ordnung iiberein.
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durch zwei teilbar sind. Seien nun 3, von den Zahlen o”, etwa
m m m : on : Y
co.op o gerade, die iibrigen ungerade, so missen

oW
b1
lcl, 9y oo durch zwei teilbar sein, wenn das betrachtete Ge-

bilde geschlossen sein soll, und dieses muf} also nach dem Modul 2
einem Gebilde der Form

S ko
i=pn—fnt1

kongruent sein. Diese notwendige Bedingung ist ersichtlich auch
hinreichend.

Man sieht also zunichst, daBl sich alle geschlossenen m-dimen-
sionalen Gebilde linear aus den a 148, geschlossenen Ge-
bilden

<21) brméﬁm%—l’ bym-—ﬁm+2‘7 to bam

zusammensetzen lassen, wenn man von additiven durch zwei teil-
baren Linearformen, die ja zu geometrisch mnicht verschiedenen
Gebilden fithren, absieht. Die Gebilde (21) aber sind nicht nur
sdmtlich geometrisch von einander verschieden, sondern es kann
auch wegen der linearen Unabhingigkeit dieser Formen der
keines dieser Gebilde nach dem Modul 2 einer linearen Kombina-
tion der iibrigen kongruent sein. Von den Gebilden (21) sind die
letzten o —v, zweiseitig, die ersten 3 einseitig.

Es handelt sich nun um die Homologien zwischen den Ge-
bilden (21), und zwar, da die Annahme III zu Grunde zu legen
ist, um die aus dem Poincaréschen Relationensystem abgeleiteten.
Diese Homologien lassen sich, wie bereits im § 6 bemerkt, als
Homologien zwischen den zweiseitigen geschlossenen Gebilden

b;”m ayee .0, darstellen,®) und zwar erhélt man v, 11 unabhéingige
Homologien, aus denen sich alle iibrigen rechnerisch ableiten lassen.
Iis ergibt sich hieraus, analog wie im § 6 bei der entsprechenden
fiir zwe1se1t1ge geschlossene Gebilde angestellten Betrachtung, daf
man ein System von ¢=a,—7, 4 £, —7, ., , durch keine Homo-
logie verbundenen, aus den Zellen des Schema zusammengesetzten,
‘geschlossenen -dimensionalen Gebilden aufstellen kann, derart,
daB jedes andere solche Gtebilde zusammen mit diesen ¢ Grebilden

%) Wenn also g7", g3 ;... geschlossene m-dimensionale Gebilde sind, unter denen
‘auch eingeitige vorhanden sind, und es besteht zwischen ihnen die Homologie

Shigt o0,
so 146t sich die aunf der linken Seite stehende Linearform der Zellen a?‘ stets als

eine lineare Kombination geeignet gewihlter zweiseitiger geschlossener Gebilde
darstellen. Am obigen Beispiele der Mannigfaltigkeit 7, ist dies fiir die Homo-

logie % — b2 ~» 0 sofort zu bestitigen.
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einer Homologie geﬁugt In dem Nachweise der Existenz eines
solehen Systems ist die erforderliche Erginzung zur Definition von
Q. geleistet und gleichzeitig die Formel!

sz_t+1 =y T ™ {m+1+Hm+1:Pm+Bm

gefunden.
B , die Anzahl der geraden Zahlen unter den Zahlen
o, o), . .. u);':‘, ist nun nichts anderes als die Anzahl der geraden

Torsionszahlen (m— 1)** Ordnung der Mannigfaltigkeit und wir
haben den Satz:*)

Die Differenz ¢ — P ist gleich der Anzahl der
geraden Torsionszahlen (m-—l)t“ Ordnung.

Was die Bestlmmung der Zahl {§_ anlangt, so sei bemerkt,
dabB dieselbe nicht notwendig die Bestimmung der Elementarteller

w,, oy, ... o erfordert. Sei nimlich das Poincarésche Rela-

tionensystem irgendwie in eine Gestalt von der Form

r=ale T, (1=1,2,...7,) (>0

m___ .

br=0 (i=vy,+1,...2)
gebracht, unter 67, b, ... 5" bezw & ey ..y " linear ho-
mogene Formen der o' bezw a7~ yon der Determinante 1 verstan-

970

den, dann ist 8 auch dle Anzahl der geraden unter den Zahlen T .
Es beruht dies auf dem leicht einzusehenden Satze, dal die Anzahl
der durch irgend eine Primzahl p (also speziell auch durch 2)
teilbaren Elementarteiler der Matrix

7, 0, 0
n

0, 7, 0.

m

0, s Tas

gleich ist der Anzahl der durch p teilbaren Zahlen 1.

IV. Die Fundamentalgruppe.
§ 11.
Die Poincaréschen Zahlen einer diskreten Gruppe.

Es mogen in diesem Paragraphen einige der Gruppentheoric
angehorige Betrachtungen eingeschaltet werden, da uns im folgenden
gewisse “den zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten zugehdrige
diskrete Gruppen beschiftigen werden. Dabei ist zu bemerken,

4) Siehe § 1 der oben zitlerten Note in den Wien. Ber. (1906).
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dab die Elemente dieser Gruppen nicht Operationen von bestimmter
Bedeutung sind, daff vielmehr nur die Gesetze fiir die Zusammen-
setzung dieser Elemente in Betracht kommen, und wir es alsc mit
dem allgemeinen Gruppenbegriff zu tun haben.

Diese Zusammensetzungsgesetze der zu betrachtenden Gruppen
und damit nach der genannten Auffassung diese Gruppen selbst,
sollen in der folgenden bekannten Weise gegeben sein. Zuniichst
sei eine Anzahl') von Elementen (Operationen) s, s,,...s, der Gruppe
gegeben, die die erzengenden Operationen der Gruppe heifien sollen.?)
Man erhilt dann die Gesamtheit der Elemente der Gruppe durch
Zusammensetzung aus den Operationen s, 8,,...s, und den in-

. —1 —1 —1 " 1
versen Operationen s s, ,...s, . Jedes Element der Gruppe

li6t sich somit in die Gestalt setzen

(22) shs st

172 " Te Y1 T2

wo die a, P, ... ganze Zahlen (positiv, negativ oder Null) bedeuten,
und jedes Symbol (22) stellt ein bestimmtes Element der Gruppe
dar. Hingegen wird im allgemeinen ein Element der Gruppe auf
verschiedene Arten in der Form (22) darstellbar sein. Aufler durch
die Angabe der erzeugenden Operationen soll die Gruppe nidmlich
noch definiert sein durch gewisse zwischen denselben bestehende
pdefinierende Relationen®

(23) F (s,8,...8)=1 (=1,2....m),

deren linke Seiten F)(s,,s,,...s,) Ausdriicke von der Form (22)
sind und welche besagen, dafll die Ausdricke F, (s,s,,...s),
F,(8,,8,...8) .. F (s,8,,...s) samtlich Symbole fir die iden-
tische Operation 1 der Gruppe vorstellen und daf tiberhaupt zwei
Ausdriicke, die sich unter Zuhilfenahme der Relationen (23) als
gleich erweisen lassen, Symbole fiir ein und dasselbe Element
der Gruppe sein sollen. In dieser Weise ist also durch Angabe
der erzeugenden Operationen und der definierenden Relationen eine
Gruppe vollstindig bestimmt.

Man bemerkt sofort, daB es vorkommen kann, dafi durch
zwel verschiedene Systeme von erzeugenden Operationen und defi-
nierenden Relationen, Gruppen definiert werden, die einander iso-
morph?) sind und also im Sinne des allgemeinen Gruppenbegriffes
eine und dieselbe Gruppe repriisentieren. Doch ist weder das
allgemeine Problem gelost, die Gesamtheit all der verschiedenen
Erzeugungsweisen, welche eine und dieselbe Gruppe definieren,

}) Wir beschrinken uns auf Gruppen, die aus einer endlichen Anzahl
erzeugender Operationen zusammensetzbar sind,

%) Die identische Gruppe kann man durch das Fehlen sowohl von erzeu-
genden Operationen als auch von den spiiter besprochenen definierenden Relationen
definiert denken, )

%) Unter ,isomorph“ ist hier stets ,holoedrisch isomorph® zu verstehen.
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theoretisch zu iiberblicken; noch auch nur ein Mittel gefunden,%)
um im speziellen Falle zu entscheiden, ob zwei durch verschiedene
Systeme erzeugender Operationen und ’definierender Relationen ge-
gebene Gruppen identisch, d. h. also isomorph sind. Eine not-
wendige Bedingung aber dafur, dafl zwei in verschiedener Weise
elzeuo"te Gruppen isomorph seien, wird im folgenden beigebracht
werden. Sie besteht in der Gleichheit der aus s den Systemen de-
finierender Relationen abzuleitenden Poincaréschen Zahlen
der beiden Gruppen. Doch mige, ehe die Definition dieser Zahlen
gegeben werden soll, der Beziehung zwischen zwei definierenden
Relationensystemen, "welche isomorphe Gruppen bestimmen, gedacht
werden.

Es werde zuniichst eine Bemerkung iiber die Relationen ein-
geschaltet, die aus einem gegebenen System von Relationen

(24) Ay=1, d,=1,...4,=1

gefolgert werden konnen. Unter A, 4,,... A4, sind dabei aus den
erzeugenden Operationen nach Art des Auadruckes (22) zusammen-
gesetzte Potenzprodukte zu verstehen. Aus jeder der Relationen (24)
folgt dann diejenige, die man erhilt, indem man den inversen Aus-
druck der linken Seite bildet und der identischen Operation gleich-
setzt. Man erhilt so die Relationen®)

(25) AT =1, 47 =1,... 47 =1.

Bedeutet weiters L irgend einen Ausdruck derselben Art wie die
Ausdriicke 4,, A4,, ..., so erhdlt man, wenn man eine der Rela-
tionen (24) etwa .4, = 1 herausgreift, eine Folgerelation, indem man

L4 L=1

bildet. Fine andere Art, aus (24) eine Folgerelation zu bilden, be-
steht darin, irgend zwei Relationen aus (24) (die jedoch nicht not-
wendig verschieden sein miissen) herauszugreifen, etwa A, =1
und 4, =1, und aus ihnen die Relation

A, 4, =1

abzuleiten. Setzt man voraus, daf das Relationensystem (24) so
beschaffen ist, dafi es die Relationen (25) bereits enthilt, so kann
man sagen: Durch sukzessive Anwendung der beiden zuletzt an-
gegebenen Bildungsarten von Folgerelationen lifit sich jede Relation,
die aus (24) gefolgert werden kann, gewinnen, wenn man jedesmal,

4) Im Falle endlicher Gruppen liaBt sich diese Entscheidung selbstver-
stindlich immer herbeifiihren. Doch fehlt es an einem Kriterium, welches im
Falle einer vorgelegten nach der besprochenen Erzeugungsweise definierten Gruppe
jederzeit zu entscheiden gestattet, ob die Gruppe endlich sei oder nicht.

5) Der inverse Ausdruck Ag—l von 4; ist dadarch definiert, daB identisch

A, A,i._1 ==1 gein muf.
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wenn man eine Folgerelation gebildet hat, dieselbe dem Relationen-
system als neue Relation beifiigt und die nichste Folgerelation
aus dem so erweiterten Relationensystem ableitet. Man kann dies
auch in folgender Weise zusammenfassen:

Enthilt das Relationensystem (24) die inversen Relationen (25),
so stellt sich jede Folgerelation aus demselben in der Form

LA LA L. AL, =1

dar, wenn i, 4, .. .4, irgend welche Zahlen aus der Reihe 1,2,...k
und Ly, Ly, ... L, , aus den erzeugenden Operationen zusammen-
gesetzte Ausdriicke der Form (22) sind, die die (leichung

L1L2"'Lr+.1:1

identisch befriedigen. :

Zur Betrachtung von Relationensystemen, welche dieselbe
Gruppe definieren, iibergehend, fithren wir zunichst zwei spezielle
Fille an.

Im ersten Falle seien s;,s,....s, die erzeugenden Opera-
tionen und

(26) Fi(syy...8)=1,...F (s,...8)=1

die definierenden Relationen des einen Systems, wihrend das zweite
System dieselben erzeugenden Operationen, aber aufler den Rela-
tionen (26) noch eine weitere definierende Relation

Fm+1(817 Sy 8) =1

enthalte, die eine Folgerelation der Relationen (26) sei. Dafl die
beiden Relationensysteme dieselbe Gruppe definieren, ist evident.
Der Ubergang vom ersten zum zweiten System soll eine Erwei-
terung erster Art des definierenden Relationensystems genannt
werden, der Ubergang vom zweiten zum ersten System, also das
Weglassen einer Folgerelation, eine Reduktion erster Art.
Im zweiten Falle seien wieder s,s,,...s, die erzeugenden
Operationen und die Relationen (26) die definierenden Relationen
des einen Systems. Hingegen habe das zweite System die Elemente

81985y + -8, t zu erzeugenden Operationen und die definierenden

Relationen seien aufiler den Relationen (26) noch eine Relation von
der Form ’

27 A7t =1,

wo A einen aus den Klementen s,s,,...s, nach Art von (22)
zusammengesetzten Ausdruck bedeutet. Da sich das zweite System
vom ersten nur dadurch unterscheidet, dafl die im ersten System
bereits vorhandene Operation f= A als neue erzeugende Operation
eingefiihrt ist, so ist auch hier klar, daf durch die beiden Rela-
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tionensysteme dieselbe Gruppe definiert wird. In diesem Falle
werde der Ubergang vom ersten zum zweiten System, also die
Einfithrung einer iiberzihligen erzeugenden Operation eine Krwei-
terung zweiter Art genannt. Wird anderseits in einem Rela-
tionensystem, in welchem eine der erzeugenden Operationen ¢ nur
in einer einzigen der definierenden Relationen, und in dieser nur
so wie in der Relation (27) vorkommt, sowohl die erzeugende
Operation ¢, als auch diese Relation weggelassen, so heifle eine
solche Abiinderung des Relationensystems eine Reduktion
zweiter Art.

Es werde nun der allgemeine Fall zweier dieselbe Gruppe
definierender Relationensysteme®) betrachtet. Die erzeugenden Ope-
rationen des einen Systems seien s, s,,...s, und '

(28) Fi(s;,8,,...8)=1 (=1,2,...m)

die definierenden Relationen. Fiir das zweite System seien ¢, £,,...%,
die erzeugenden Operationen,

29) Gyt t)=1 (G=1,2,...p)

die definierenden Relationen. Da wir annehmen, dafl die beiden
Systeme dieselbe Gruppe definieren, so mufy jede Operation ¢, als
Operation der durch das erste System definierten Gruppe ausdriickbar
sein durch die Operationen s,,5,,...5s,. Iis miissen also Relationen

t,=28,(5,8,-..5) (h=1,2,...%)
oder

(30) St =1 h=1,2,...v)

bestehen. Ferner miissen zwischen den Operationen S, (s,,5,, .- s,)

der durch das erste System definierten Gruppe dieselben Relationen
bestehen, wie zwischen den Operationen ¢,. s miissen also die
Relationen

B G (S, (5,85 -+ 80 By(sysvv )i 8, (5,00 08))=1
=12 ...0)

Folgerelationen der Relationen (28) sein. In gleicher-Weise miissen
umgekehrt » Relationen

— 1 .
(32) T ~s,=1 (k=1,2,...n)

) Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daf die durch zwei Relationen-
systeme definierten Gruppen in mehr als einer Weise isomorph aufeinander be-
zogen werden kionnen. Wenn wir sagen, die beiden Relationensysteme definieren
dieselbe Gruppe, so nehmen wir dabei an, die Operationen der beiden Gruppen
seien in einer bestimmten fiir die weitere Betrachtung festzuhaltenden Weise iso-
morph aufeinander bezogen und dadurch gewissermafien identifiziert.
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bestehen unter 7' =T, (£,,¢,,.~.£) aus den Operationen £ ,¢,,...7,

zusammengesetzte Operationen verstanden, und die Relationen
(38) F,(T,(tyytyy - 8), Toltiyeeit)y- o T, (bt 8)) =1
(t=1,2,...m)

miissen Folgerelationen der Relationen (29) sein. Diese Bemer-
kungen gestatten einen schrittweisen Ubergang vom ersten zum
zweilten Relationensystem aufzustellen, dessen einzelne Schritte in
Erweiterungen oder Reduktionen von einer der beiden besprochenen
Arten bestehen. Zunichst moge ndmlich das erste System der
Reihe nach jenme p Erweiterungen erster Art erfahren, die in der
Hinzufiigung je einer der Relationen (31) bestehen, hierauf die v
in der Hinzunahme der neuen erzeugenden Operationen ¢, und der

Relationen (30) bestehenden Erweiterungen zweiter Art. Die Re-
lationen (29) sind offenbar Folgerelationen des so erweiterten Re-
lationensystems. Nach Beiftigung auch dieser Relationen erhilt
man ein aus allen Relationen (28), (31), (30), (29) bestehendes
Relationensystems R, zwischen den erzeugenden Operationen
51585 e+ 8,y by ty, ...t Die Relationen (32), (33) sind ersichtlich
Folgerelationen des Systems E,. Durch Hinzunahme derselben
werde B, zum Relationensystem E erweitert. In gleicher Weise
140t sich aber durch Krweiterungen der ersten und zweiten Art
das Relationensystem R aus dem System der definierenden Rela-
tionen (29) zwischen den erzeugenden Operationen ¢,%,,...% ge-

winnen, indem man zunéchst durch Hinzunahme der Folgerelationen
(33) nach der ersten Art erweitert, dann nach der zweiten Art
durch Einfiihrung der neuen erzeugenden Operationen s, s,,...s,
mit Hilfe der Relationen (82), hierauf durch Beifigung der aus
den bisherigen Relationen folgenden Relationen (28) das aus den
Relationen (29), (338), (32), (28) zwischen den erzeugenden Opera-

tionen s,,8,,...58,, t,t,,...%, bestehende Relationensystem R, ge-

winnt und dieses durch Hinzunahme der Folgerelationen (30) und
(31) von R, zum System E erweitert. Man kann demzufolge,
nachdem man durch eine Reihe von Erweiterungen vom ersten
System der Relationen (28) zwischen den erzeugenden Operationen
$y5 84, - +. 8, zum Relationensystem B gelangt ist, von diesem durch

eine Reihe von Reduktionen der ersten und zweiten Art zum System
der Relationen (29) zwischen den erzeugenden Operationen ¢,¢,,...¢,
kommen. Die Eigenschaft zweier definierender Relationensysteme
dieselbe Gruppe zu bestimmen, ist daher gleichbedeutend mit der
Moglichkeit, durch eine Reihe von Erweiterungen und Reduktionen
der ersten und zweiten Art von dem einen Relationensystem aus-
gehend, zu dem anderen zu gelangen.

Nachdem dies vorausgeschickt, mogen gewisse Zahlen de-
finiert werden, die sich zu jedem definierenden Relationensystem
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bestimmen lassen. Seien s,,s,,...s, die erzeugenden Opera-
tionen und (28)die definierenden Relationen einer Gruppe. Dabei sei

’ ’” 44

’ I4
y — g1 ¢%ie Hin g% @%%
F, (5,8, ...8)==81872 . ginglitgie,

und es werde
A= %

i i z]+

gesetzt. Diejenigen Elementarteiler der aus den Zahlen 1, gebil-
deten Matrix, welche > 1 sind, mdgen mit =, =,,... = bezeichnet
werden, und wir werden nachweisen, dafl diese Zahlen fiir zwei
dieselbe Gruppe definierende Relationensysteme gleich ausfallen.”)
Fir diese fiir eine Gruppe charakteristischen Zahlen =, %,,... = ,
die sich also ebenso fiir die nicht-kommutativen wie fiir die Abelschen
Gruppen®) definieren lassen, stellen die Poincaréschen Torsions-
zahlen?) einer Mannigfaltigkeit, die fiir die gleichfalls von Poincaré
eingefiihrte Fundamentalgruppe der betreffenden Mannigfaltigkeit
die Rolle der Zahlen =, spielen,’) ein wichtiges auf Gruppen von
grofler Allgemeinheit beziigliches Beispiel dar. Es mogen deshalb
die Zahlen =, w,,... =, als die Poincaréschen Zahlen der

betrachteten Gruppe bezeichnet werden.

Dalh die Poincaréschen Zahlen einer Gruppe tatstchlich von
der Wahl des die Gruppe definierenden Relationensystems unab-
hingig sind, wird auf Grund der friiheren Bemerkungen erwiesen
sein, wenn gezeigt ist, dafl sich diese Zahlen bei einer Erweiterung
erster oder zweiter Art des Relationensystems (und dann natiirlich
auch bei einer Reduktion von einer der beiden Arten) nicht éndern,
Um dies fiir eine Erweiterung erster Art einzusehen, sei folgendes
bemerkt. Die Zahlen A, kann man dadurch gewonnen denken,

") Es kann natiirlich vorkommen, daf keine Elementarteiler > 1 vor-
handen sind. In diesem Falle lehrt der besprochene Nachweis, dafl die Eigen-
schaft, keine Elementarteiler >> 1 der Matrix der A, zu liefern, in gleicher
Weise allen dieselbe Gruppe definierenden Relationensystemen zukommft.

8) Fiir die endlichen Abelschen (kommutativen) Gruppen fallen diese Zahlen
im Wesen mit den Invarianten derselben, die die Abelsche Gruppe bekanntlich
vollstindig charakterisieren, zusammen. Stellt man niimlich eine solche Gruppe
‘durch eine Basis so dar, dab von den Gradzahlen v, v,, ...V, der erzeugenden
Operationen jede die vorhergehenden teilt, so werden die Zahlen v, (vgl Fro-
beniusund Stickelberger, Crelles J. 86, 8. 238) oder aber die Zahlen, die man
durch Zerlegung jeder der Zahlen v; in zu cinander teilerfremde Primzahlpotenzen
erhiilt (vgl. H. Weber, Algebra, 2. Aufl, Bd. 2, § 12), die Invarianten der Abel-
schen Gruppe genannt. Man findet nun p=0¢ und m, = ;.

9) und zwar die Torsionszahlen erster Ordnung.

10) Siehe § 14.
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daff man die betrachtete Gruppe als eine kommutative ansieht, auf
Grund der supponierten Vertauschbarkeit der Operationen die

linken Seiten der Relationen (28) in die Form s*s;*...s" setat,
und den Exponenten von s; in der 4** derart modifizierten Relation
bestimmt. [Eine Erweiterung erster Art besteht nun in dem Hinzu-
fiigen einer'Folgerelation des urspriinglichen Systems FW 4a(8peee8,)=1,
wobei zwei Arten von Folgerelationen zu unterscheiden sind. Die
erste Art besteht in der Bildung der inversen Relation zu einer
der urspriinglichen Relationen, etwa der Relation #,—=1. Es ist
klar, daf in diesem Falle

My, ;="M =12,...n)

wird, und die von Null verschiedenen Elementarteiler der aus den i,

gebildeten Matrix dieselben bleiben. Die zweite Art von Folge-
relationen hat die Form

LFLF, . FL, =1,

wobei identisch L L, ... L, = 1 ist. Man kann also die Aus-

driicke L , L _,... L vollie aunfler Betracht lassen, da man, wie
19 g 41 g 9 )

bemerkt, bei Bildung der Zahlen 1, so verfahren kann, als wiren
alle Operationen vertanschbar. Bedeutet nun %, die Anzahl der-
jenigen unter den Ausdriicken F, ,F,, ... F,, welche gleich F,
sind, so ist offenbar s

Mpr =l byl A= =R N (T=1,2,...0),

woraus wieder die Gleichheit der Poincaréschen Zablen fiir das
urspriingliche und das erweiterte System sofort ersichtlich ist.

Hat man es schliefilich mit einer Erweiterung zweiter Art
zu tun, so tritt zu dem urspriinglichen System eine neue erzeugende
Operation ¢ und eine Relation

St=1,

wo S nur die Operationen s, s,,...s, enthilt. Die Matrix der A,;

wird also sowohl um eine neue dieser Relation entsprechende (# —-1)e
Zeile als um eine neue der Operation ¢ entsprechende (n - 1)
Kolonne erweitert. Diese Kolonne enthiilt in der ersten bis mt»
Zeile lauter Nullen, in der (m -~ 1)**» Zeile die Zahl A g = L
Daraus folgt, dafl zu den Elementarteilern der urspriinglichen Matrix
der A,; ein neuer, der gleich 1 ist, hinzutritt. Die Poincaréschen
Zahlen bleiben also auch in diesem Falle dieselben. Damit ist die
Behauptung erwiesen. Man kann ihr die Form geben:

Fine notwendige Bedingung dafir, dal zwei
Gruppen holoedrisch isomorph sind, besteht in der
Gleichheit ihrer Poincaréschen Zahlen.
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Es sei noch auf eine weitere Zahl hingewiesen, die fiir iso-
morphe Gruppen denselben Wert hat, mit anderen Worten eine
Zahl, die von der speziellen Wahl des definierenden Relationen-
systems einer und derselben Gruppe unabhiingig ist. Es ist das
ein Resultat, das ohne weiteres aus den Betrachtungen Poincarés
iiber die Fundamentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten?)
abgelesen werden kann, Bedeutet ndmlich » die Anzahl der er-
zeugenden Operationen einer Gruppe und » den Rang der oben
definierten Matrix der Zahlen X, (anders ausgedrtickt erhilt man
also », wenn man fiir die Zusammensetzung der Operationen der
Gruppe das kommutative Gesetz als giltiz ansieht und unter dieser
Annahme die Anzahl der unabhiingigen unter den definierenden
Relationen bestimmt), so hat die Zahl { =#»n —» fiir Relationen-
systeme, welche dieselbe Gruppe definieren, denselben Wert, wie
man wieder aus der Betrachtung der Erweiterungen erster und
zweiter Art unschwer erkennt. Ist die betrachtete Gruppe die
Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit ¥, so ist die Zahl £,
um 1 vermehrt, nichts anderes als die Bettische Zahl P, von V.

Damit zwei Gruppen isomorph seien, ist also auch notwendig,
dafl aufer den Zahlen m,x,,...n, die Zahl { fir beide Gruppen
den gleichen Wert hat.*?) Dafl diese Bedingungen nicht hinreichen,
ist leicht aus Beispielen zu sehen. Man nehme etwa die durch
die Operation s und die definierende Relation s?=1 -erzeugte
zyklische Gruppe zweiter Ordnung und die Gruppe mit den er-
zeugenden Operationen ¢, # und den definierenden Relationen

=1 «tu =1, i’=1")

die offenbar nichts anderes ist, als die Permutationsgruppe von
drei Elementen, wenn man

t=(1,2), u==(1,2,3)

setzt. Beide Gruppen haben eine Poincarésche Zahl = =2 und
die gleiche Zahl {=0. Ein anderes Beispiel liefert die durch die
Relationen

stsTit=1, s ts =1

11y Man beachte eine Bemerkung in An. sit. § 13, p. 65.
12) Man iiberzeugt sich leicht, daB es stets Gruppen gibt, fiir welche die
Zahlen m,, @, ... 7w, und { belichig vorgegebene Werte haben. Z. B. liefert die

4
Gruppe mit den erzeugenden Operationen s, Sy, ... Sg1 tystyye ety und den de-
finierenden Relationen sy =1, s> =1,...s7¢ =1 offenbar die gewiinschten

Werte. Fiir alle endlichen Gruppen ist { =0, also m > n.

13) Die (unendliche) Gruppe, die blof die definierenden Relationen =1,
w'tu" 't 11 hat, wiirde fir das betrachtete Beispiel ersichtlich dasselbe
leisten.
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zwischen den erzeugenden Operationen s, ¢ definierte Gruppe I',
welche { =0 und keine Poincaréschen Zahlen hat.’*) Das gleiche
gilt von der offenbar mit I’ nicht isomorphen 1) identischen Gruppe.

§ 12.
Einfiihrung der Fundamentalgruppe.

Die bisher besprochenen topologischen Invarianten mehr-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten waren ganze Zahlen oder, wie
die Torsionszahlen, Systeme ganzer Zahlen. Es soll nun eine
topologische Invariante von anderer Art betrachtet werden, nimlich
die von Poincaré eingefiihrte Fundamentalgruppe.’) Wenn diese
Gruppe als eine den zusammenhiingenden Mannigfaltigkeiten zu-
kommende topologische Invariante bezeichnet wird, so 1st darunter
zu verstehen, dafl sich jeder zusammenhingenden Mannigfaltigkeit
eine Gruppe zuordnen lifit, deren Bau, d. h. die Zusammen-
setzungsregeln ihrer Operationen, eine der Mannigfaltigkeit und
allen ihr homdomorphen Mannigfaltigkeiten eigentiimliche Eigen-
schaft darstellt. Doch werden wir uns, entsprechend dem bei den
-anderen topologischen Invarianten bisher eingehaltenen Vorgang,
darauf beschrinken, eine an das Schema einer Mannigfaltigkeit
anschlieflende Definition ihrer Fundamentalgruppe und den Nach-
weis der Invarianz derselben beim Ubergang zu hombomorphen
Schematen zu geben. So werden wir auch den Zusammenhang der
Fundamentalgrappe mit den auf der Mannigfaltigkeit ausgebreitet
gedachten mehrdeutigen, jedoch unverzweigten Funktionen?) nur
anmerkungsweise streifen.

Es moge in diesem Paragraphen das Verfahren Poincarés
zur Bestimmung der Fundamentalgruppe aus einem Schema der
Mannigfaltigkeit wiedergegeben werden.’) Nehmen wir etwa den

Fall eines zweidimensionalen Schema. Sei dann M der Mittelpunkt
des durch einen Kreis repriisentierten Flichenstickes a; des Schema.

Es werde dann in jedem Paar zugeordneter Polygonseiten auf einer
der Seiten ein Punkt N’, auf der anderen der entsprechende Punkt N''
markiert, N' und N'"' stellen also einen einzigen auf der durch die
beiden Polygonseiten reprisentierten Kante liegenden Punkt N der

14) Es ist das die Fundamentalgruppe jener von Poincaré: angegebenen
geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, welche genau ebenso wie die
sphiirische dreidimensionale Mannigfaltickeit P; = P, =1 und keine Torsions-
zahlen hat, ohne mit dieser Mannigfaltigkeit homBomeorph zu sein. (Compl. 5,
pag. 109.

”’)) Von Poincaré a. a. O. p. 110 dadurch bewiesen, daB die Hinzunahme
der Relation s—1¢s—1¢f=1 auf die Ikosaedergruppe: s—1¢s—1¢==1, §6=1,
¢3 =1 fuhrt.

1) An. Sit. § 12, 13.

%) a. a. O. pag. 60, 61.

3) Mit geringfiigigen Abi#nderangen. Wir lassen z. B. die Beschrinkung
auf Schemata, die aus einer einzigen s-dimensionalen Zelle bestehen (unter » die
Dimensionszahl des Schema verstanden), fallen.

Monatsh. £ Mathematik u. Physik, XIX. Jahrg. 5
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Mannigfaltigkeit dar. In jedem Polygon des Schema ziehen wir
nun von M®@alle Radienvektoren nach den Punkten N’ bezw. N,
die auf Seiten dieses Polygons liegen. Je zwei Radienvektoren
nach entsprechenden Punkten N'und N, MY N' und M¥ N" (es
kann natiirlich auch j = ¢ sein), denken wir uns nun zu einer
von M® nach MY fiihrenden Linie M® N’ N" MY zusammen-
gefafit. Die Richtung jeder einzelnen Linie kann dabei beliebig
gewihlt werden, ist aber, einmal gewihlt, weiterhin stets zu be-
achten. Die so konstruierten mit einer Richtung versehenen Linien
sollen mit S,, S,, Sy ... bezeichnet und die die Punkte M ver-
bindenden ,fundamentalen Wegstiicke“ genannt werden.

Man ziehe ferner alle jene geschlossenen Zyklen einander
zugeordneter Polygonecken in Betracht, welche nicht etwa ver-
moge besonderer Verfiigung von der Mannigfaltigkeit auszu-
nehmende Punkte darstellen. Sei 4 eine durch einen solchen
Zyklus reprisentierte Ecke des Schema. Der Punkt 4 sei p-facher
Kantenendpunkt.?) Zieht man um 4 eine kleine geschlossene
Linie L, so zerfillt diese durch die Schnittpunkte mit den
u Kanten in p Segmente. Auf jedem dieser Segmente nehme man
einen Punkt an, der die Bezeichnung Mf;‘) erhalten soll, wenn das
Segment im Flichenstiick o gelegen ist. (Es ist also nicht aus-
geschlossen, dal} dasselbe Zeichen Mﬁ) mehreren Punkten zuerteilt
wird.) Man betrachte ferner eine der p in 4 endenden Kanten
ky, ks, ...k, des Schema, etwa k;, und ibren Schnittpunkt N, |, mit L ,.%)
Dem Punkt N, | gehtren dann zwei einander entsprechende Punkte
auf den beiden die Kante %, bildenden einander zugeordneten
Polygonseiten zu, und diese beiden Punkte mogen mit N, , und
NZ , bezeichnet werden. Von den beiden genannten Polygoﬁseiten
tréig’;t nun, wie oben besprochen, die eine einen mit N’, die andere
einen mit N bezeichneten Punkt und die Bezeichnung der Punkte
N' ., N moge so gewihlt sein, daff die Punkte N’ . und N’ auf

a0 P4 4,1

der einen, die Punkte NZ , und N" auf der andern der beiden

Seiten liegen. Man fasse nun je zwei Segmenthiilften Mf) N ,, und

; " . i . D,
‘MY N ,, die zu demselben Punkte N, , fithren, zu einer einzigen
L ?

Linie MY N;’ A N:’thj) zusammen ugd lege ih?, in der ent-
sprechenden Richtung genommen, die gleiche Bezeichnung S, bei,

%) Wenn hiefiir bisweilen kurzweg gesagt werden wird: in A stoflen
¢ Kanten zusammen, so ist zu beachten, dafh es Kanten geben kann, die von A
nach 4 fithren. Eine solche Kante triigt zur Zahl p. zwei Einheiten bei, so dafl
p genau genommen die Zahl der Kantenendpunkte, nicht der Kanten ist, die in
A zusammenstofen.

5) Die durch die Punkte N 4,5 in eine Anzahl Strecken zerlegte Linie L,
stellt nichts anderes dar, als die eindimensionale ,Umgebungsmannigfaltigkeit®
(siche § 3, Anm. 6 und § 4) der Ecke 4.
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wie der ihr entsprechenden Linie M® N'+ N" MY, Bei einem
in einem bestimmten Sinne durchgefiihrteh Durchlaufen von L,
werden dann der Reihe nach verschiedene Linien S, etwa S,
8, ,.. S, durchlanfen, und es werde ¢, == -1 oder — 1 gesetat,

je nachdem S, hiebei in positiver oder in negativer Richtung
durchlaufen erd Es werde dann die Relation angeschrieben :%)

(34) SE 8. Szz_ 1.

Fiir diese Relation ist offenbar die zyklische Anordnung der
8,, wesentlich, die Wahl des §, , mit dem begonnen wird, un-
wesentlich. Jeder der in Betracht gezogenen gesehlossenen Zyklen
zugeordneter Polygonecken liefert eine solche Relation zwischen den
fundamentalen Wegstiicken.

Betrachten wir als Beispiel die ein Bild der projektiven
Ebene darstellende zweidimensionale Mannigfaltigkeit 7, (es ist
das die durch ¢=1,7, =7,=0 gemifl § 8 charakterisierte
Fliche), die durch ein Schema definiert ist, das aus einem einzigen
Polygon mit zwei Seiten, die einander nach der zweiten Art zu-
geordnet sind, besteht. Man erhilt ein einziges Wegstiick
8, =MYN 4+ N'"M® und die um die einzige Fcke des Schema
gezogene Linie L, besteht aus zwei Segmenten, auf deren _}edem
ein mit M bezelchneter Punkt liegt, und liefert die Relation S = 1.
Auf Grund der nun folgenden Ausfihrungen ergibt sich hleraus,
als Fundamentalgruppe von T, die zyklische Gruppe 2. Ordnung.

Im allgemeinen Falle eines #-dimensionalen Schema erfolgt
die Bestimmung der fundamentalen Wegstiicke und der zwischen

) Die Fundamentalgruppe erwichst aus der Vorstellung auf der Mannig-
faltigkeit ansgebreiteter mehrdeutiger, jedoch unverzweigter Funktionen. Ist
@ (z) .. die Gesamtheit der Werte einer solchen Funktion y im Punkt M“),

(J) yu) ... die entsprechende Gesamtheit im Punkte M(j) so kann das einem
Wegstuek von M® nach M) entsprechende S, aufgefaft werden als die Sub-
stitution
(y(l)y yg) 5. >
93, yg}i) °e
wenn auf dem betrachteten Wegstiick die Funktionswerte yo y(” . der Reihe
nach in die Funktionswerte y(]) () .. ftibergehen. Die geschlossene Linie L,

um 4 koénnen wir uns nun so deform1ert und 1mmer Welter ausgedebnt denken,
bis sie schlieflich statt aus den Segmenten M} o N Ah —}«N an M U) aus den ent-
sprechenden Wegstiicken MON "+ Nt M zusammengesetzt erscheint. Die so
deformierte Linie L, stellt einen geschlossenen Weg um A dar, der aus den
fundamentalen Wegstiicken zusammengesetzt ist, und die Relation (84) besagt
dann nichts anderes, als daff auf diesem Wege jeder Funktionswert unverindert
wiederkehrt, wie dies ja fiir eine unverzweigte Funkfion y der Fall sein muB.
B
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ihnen bestehenden Relationen ganz analog. Im Innern jeder
n-dimensionalen Zelle wird ein Punkt M® angenommen, ferner
in jeder zur Berandung einer n-dimensionalen Zelle gehérenden
(n — 1)-dimensionalen Zelle, falls derselben eine andere (» — 1)-
dimensionale Randzelle einer »-dimensionalen Zelle zugeordnet ist,
ein Punkt N' markiert, und in der zugeordneten Randzelle der
entsprechende Punkt N”. Die Linien M” N' -I- N MY stellen dann
die fundamentalen Wegstiicke S, vor. Die (n-— 2)-dimensionalen
Randzellen der #m-dimensionalen Zellen des Schema ordnen sich
in Zyklen. Es werden dann alle jene geschlossenen Zyklen (n — 2)-
dimensionaler Randzellen betrachtet, die nicht etwa durch besondere
Festsetzung von der Mannigfaltigkeit auszunehmende (n-— 2)-
dimensionale Raumstiicke vorstellen. Sei 4 eine (#— 2)-dimensionale
Zelle des Schema, die durch einen der betrachteten Zyklen vorgestellt
wird. Eine 4 umkreisende geschlossene Linie L, schneidet dann
jede der an 4 anstoflenden (7 — 1)-dimensionalen Zellen des
Schema in einem Punkt und durch diese Schnittpunkte zerfillt L,
in eine Anzahl von Segmenten. In vollstindig analoger Weise wie
beim zweidimensionalen Schema ergeben sich nun aus der Be-
trachtung der Linien L, die Relationen (34) zwischen den S,.
Um von dem System der fundamentalen Wegstiicke S, und
den Relationen (34) zwischen denselben zur Fundamentalgruppe’

zu gelangen, werde einer der Punkte MY, M®, . . ., etwa M aus-
gezeichnet, Iir moge als Grundpunkt bezeichnet werden. Ist dann

M? von M9 verschieden, so kann man, da das Schema zusammen-
héingend vorausgesetzt wurde, (iibrigens im allgemeinen auf mannig-
fache Weise) eine Folge von fundamentalen Wegstiicken

Sjt — M9 M(/u), Sﬁ: = iM(M-.J, L Si: — M) M(L)
B,=41)
so wihlen, daf sie zusammen einen Weg von M nach M% dar-
stellen. An einer bestimmten derart gewihlten Folge, die als ein

,Hilfsweg® bezeichnet werden mag, soll fiir das Weitere fest-
gehalten und fiir dieselbe die Bezeichnung

S;‘j} 8. 8=1U

Vi g, t
eingefithrt werden. Unter U werde die identische Operation ver-
standen, Ist nun S, irgend ein vom Punkt M® zum Punkt M®
fithrendes fundamentales Wegstiick, so werde
—1 v
(35) 8, = Ug, P Lg,k
gesetzt, so dab s, einen geschlossenen Weg von M® nach M vor-

stellt. Die Wege s, sollen die geschlossenen Fundamentalwege?)
heiffen.

) Von Poincaré (An. Sit. § 18, p. 64) ,contours fermés fondamentaux®
genannt.
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Es werde nun die Gesamtheit R aller jener Relationen
zwischen den s, betrachtet, die man aus den Relationen {34) und

(85), in welche letzteren dle U, , durch die S, ausgedriickt zu
denken sind, durch Elimination der S, erhalten kann. Aus der

Gesamtheit M Lift sich, wie sich im iolgenden von selbst heraus-
stellen wird, eine endliche Anzahl von Relationen so auswihlen,
daf alle ibrigen Relationen von M Folgerelationen dieser end-
lichen Anzahl von Relationen sind, deren Gesamtheit § heifien
mige. Die durch das Relationensystem  zwischen den erzeugen-
den Operationen s, definierte Gruppe soll als Fundamental-

gruppe der Mannigfaltigkeit bezeichnet werden.’) Von der Aus-
wahl des Systems § aus dem Relationensystem R ist diese Gruppe
ersichtlich unabhiingig.

§ 13.

Beweis, daB die Fundamentalgruppe eine topologische
Invariante ist.

Es werde im folgenden ein Nachweis dafiir gegeben, dab die
Fundamentalgruppe tatsiichlich eine topologische Invariante ist,?)
wobei wir uns jedoch so, wie bei den bisher besprochenen Tn-
varianten, auch hier darauf beschriinken, die Fundamentalgruppe
als topologische Invariante der Schemata nachzuweisen. Was wir
zu zeigen haben, ist, dafl die Fundamentalgruppe einerseits fiir ein
bestimmtes Schema von der Wahl des (Jrundpunktes ‘und der
vom Grundpunkt ausgehenden ,Hilfswege® U, unabhingig ist,

anderseits aber fir zwel homoomorphe Schemata iibereinstimmt.
Hiezu denken wir uns zunéchst, wenn ein Schema vorgelegt ist,
zu jeder moglichen Art, den Grundpunkt und die Hllfswede U,

zu wihlen, die zugehorlge Gruppe auf Grund des oben angegebenen
Verfahrens der Herleitung der Fundamentalgruppe bestimmt. Die
verschiedenen (d. h. einander nicht isomorphen) unter den so
erhiltlichen Gruppen sollen als die zu dem betreffenden Schema
gehdrigen Gruppen bezeichnet werden. Wir werden nun beweisen,
daBf wenn X und X' zwei Schemata sind, deren eines, X', durch

%) Wahlt man die Hilfswege U, ; derart, daB sich aus der Gesamtheit
aller sie zusammensetzenden S”l koine geschlossenen Wege bilden lassen, so
¢

kann man als definierendes Relationensystem § der Fundamentalgruppe einfach
die Relationen
£ &y

s

&
22—
L SL ot s, 1

(42
nehmen, die gich ergeben, wenn man die aus (85) folgenden Ausdriicke fiir die S,
in die Relationen (34) einfiihrt.

1) In der Darstellung Poincarés geht dies aus der Bedeutung der Funda-
mentalgrappe fiir die in der Maynigfaltigkeit ausgebreiteten unverzweigten
Funktionen hervor.
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eine elementare Uunterteilung aus dem. anderen, 2, abgeleitet ist,
zu jeder Art, in dem einen der beiden Schemata Grundpunkt und
Hilfswege festzulegen, sich eine entsprechende Wahl fiir das andere
Schema so treffen lafit, daff die hiedurch definierten zu X und 3’
gehorigen Gruppen 1som01ph sind. Daraus folgt, dal fiir irgend
zwel homoomorphe Schemata die Gesamtheit  der zugehb’rigen
Gruppen zusammenfillt. Es ist nun leicht zu sehen, daf jedes
zusammenhingende #-dimensionale Schema einem #n-dimensionalen
Fundamentalpolyeder, d. h. einem Schema mit nur einer
einzigen n-dimensionalen Zelle, homgomorph ist. Ein zusammen-
hiingendes Schema mit mehr als einer n-dimensionalen Zelle muf
nimlich definitionsgemsfl zu jeder n-dimensionalen Zelle o] min-
destens eine weitere mit ihr direkt znsammenhingende Zelle aJ" auf-
weisen, d. h. eine Zelle a;, so daB unter den sie berandenden
(n— 1)-dimensionalen Zellen sich mindestens eine findet, die einer
(n— 1)-dimensionalen Randzelle von o} zugeordnet ist. Diese beiden
einander zugeordneten Randzellen von o] und a; stellen eine (n —1)-
dimensionale Zelle a; ~' des Schema dar. Man kann dann durch
einen zu einer elementaren Unterteilung inversen ProzeB, lings a) '
die Zellen @}, a; zu einer einzigen Zelle verschmelzen und erhlt
so ein neues Schema, aus dem das urspriingliche durch eine ele-
mentare Unterteilung gewonnen werden kann. Setzt man dieses
Verfahren fort, so gelangt man schliefilich zu einem dem urspriing-
lichen Schema homsomorphen Fundamentalpolyeder. Da nun bei
einem Fundamentalpolyeder weder eine willkiirliche Wahl des
Grundpunktes moglich ist, noch Hilfswege auftreten, so gehort dem-
selben nur eine einzige Gruppe zu, nimlich die durch die Rela-
tionen (34) zwischen den erzeugenden Operationen s, =S, definierte
Gruppe. Dann kann aber auch fiir jedes dem Bundamentalpolyeder
homgomorphe Schema die Gresamthett der zugehérigen Gruppen nur
aus dieser einen Gruppe bestehen und die Unabhéngigkeit der Funda-
mentalgruppe sowohl von der speziellen Wahl ihrer Herstellungs-
art aus einem Schema, als von der Auswahl eines Schema aus
einer Klasse einander homoomorpher Schemata ist damit erwiesen.
Daneben ergibt sich hieraus auch, dafi fiir jede Bestimmungsart
der Gruppe, die oben genannte Gesamtheit R von Relationen so
beschaffen 1st, daf sie aus den Folgerelationen eines endlichen
Systems ¥ von Relationen besteht.

Gehen wir nun an den Beweis dafiir, daB sieh fiir zwel Schemata
2 und 2', wo 2’ durch eine elementare Unterteilung aus ¥ hervor-
geht, zu jeder dem einen Schema zugehérigen Gruppe eine iso-
morphe Gruppe, die dem anderen Schema zugehort, finden lafit.

Dabei mogen die fundamentalen Wegsticke von X mit S,
die von X' mit S] bezeichnet werden. Aus einem Schema ergeben
sich die Relationen (34) zwischen den fundamentalen Wegstiicken.
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Diese zwischen den fundamentalen Wegstiicken S, von Z bestehen-

den Relationen sollen die Relationen R, die entsprechenden Rela-
tionen fiir das Schema X' die Relationen R’ genannt werden.
Hilfswege fir das eine Schema sollen mit U, solche des anderen
mit U’ bezeichnet werden und entsprechend mogen mit s, bezw. s;

die fundamentalen geschlossenen Wege der beiden Schemata be-
zeichnet werden. Die Relationen (35), durch die diese Wege ein-
gefilhrt werden, sollen fir das eine Schema r, fiir das andere 7'
heifien.

Durch die elementare Unterteilung, die 2 in X' tiberfihrt,

werde die [-dimensionale Zelle ar von 2 vermittels einer neuen
(I — 1)-dimensionalen Zelle a ~!in zwei Zellen a iy a zerlegt. Die

Falle 1=1, 2, ...n—1 lassen sich dann  sofort erledlgen In
allen Fallen l<n—2 andert sich n#mlich bei der Unterteilung
die Gtesamtheit der (» — 1)-dimensionalen Zellen des Schema nicht
und die diesen Zellen zugeordneten Wegstiicke S, und S; in den

beiden Schematen entsprechen einander vollstandlg Da d1e Rela-
tionen (34) zwischen den fundamentalen Wegstiicken auf die ein-
zelnen (n — 2)-dimensionalen Zellen des Schema, sofern dieselben
im Innern der Mannigfaltigkeit gelegen sind, sich beziehen, diese
aber in allen Fillen [ <n — 2 durch die Untertelluncr nicht modi-
fiziert werden, so erhilt man in diesen Fillen die Relationen B’
aus den Relationen R, indem man in diesen jedes S, durch das

entsprechende S; ersetzt. Im Falle /=—=#-—2 gehen die Rela-
tionen B’ aus den Relationen B einfach dadurch hervor, daf jeder
Relation R, die sich auf eine andere (»-— 2)-dimensionale Zelle als
4" " bezieht, eine Relation R’ entspricht, die aus der Relation B
durch Ersetzen eines jeden S, durch das entsprechende S; entsteht,
daf aber an Stelle jener Relation B zwischen den S,, die sich
auf @"”? bezieht (eine solche Relation ist natiirlich nur vorhanden,
wenn @' ° keine zur Berandung der Mannigfaltigkeit gehsrende
Zelle ist) zwel ganz gleichlautende Relationen R’ zwischen den
entsprechenden S; stehen Die Wahl des Grundpunktes und der
Hilfswege kann in den betrachteten Fillen { <#— 2 in den beiden
Schematen ganz gleichartig ausgefiihrt Werden, so dafl fir eine

derart getroffene Wahl die Relationen » und #' auseinander einfach
durch Vertauschen der S,, s, mit den §), s; hervorgehen. In den

Fillen I <n—2 ist damit die Behauptung erwiesen und kaum
schwieriger ist der nun zu bespreehende Fall I =mn — 1.

Selen S, 5/, 8, die den Zellen a A a.“"1 a”—l entspre-
chenden fundamenta]en Wegstiicke. Jedem Wegstuck S, (\F0p)
entspricht dann ein Wegstiick S; und jedem S; (A <=p, Pz) ein
Wegstiick S, und das System der Relationen R’ unterscheidet sich
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von dem der Relationen B auller durch das Hinzutreten einer
Relation

8 8 =1,

o1 Q2

die der neuen Zelle @~ * ihre Entstehung verdankt, nur dadurch,
dafl #iberall dort, wo in einer Relation £ das Wegstuck S, steht,
in einer entsprechenden Relation 2' eines der Wegsticke S’ S'
steht, withrend alle ibrigen 8, durch die ihnen entsprechenden S’

ersetzt sind. Sel nun etwa fir das Schema X' ein System von
Hilfswegen U’ vorgelegt, aus dem die Relationen #' sich ergeben,
so sollen die entsprechenden Hilfswege U so gezogen werden, dal
man jedes in dem Ausdrucke fir U’ auftretende S, oder S

durch S, jedes andere S; durch das entsprechende S, ersetzt. Man

erkennt dann, dafl jeder Rela’uon #" eine Relation » entsprlcht die
aus der ersteren durch FErsetzen von §), s, (A==p;, py) durch §,,
s, von 8 oder S/, s, oder s, durch S bezw s entsteht. Den
beiden Relationen " iiir 8, und s entsprlcht dabei die gleiche
Relation + fiir s. Da offenbar die Relation

s s te=1

o @2
besteht, ist die Isomorphie der so definierten Gruppen sofort
einzusehen. Wire umgekehrt ein System von Hilfswegen Uvon 2

vorgelegt, so hitte man die entsprechenden Hilfswege U’ von 2
einfach dadurch zu bilden, daf man jedes in ihnen auftretende S

nach Belieben durch das eine oder andere Wegstiick §, oder S,
ersetzat. \ -

Es bleibt nun noch der Fall =n zu erledigen. Bei dem
Schema ' tritt dann ein Punkt M® mehr auf, als bei dem
Schema ¥, da an Stelle des einen Punktes M die beiden
Punkte M, M vorhanden sind. Das Schema 3’ enthilt ein
die Punkte M, M verindendes fundamentales Wegstiick S/,
das die (n— 1)-dimensionale Zelle ¢” ™" durchsetzt und fiir das etwa

die Richtung von M™ nach M 2 die positive sei. Abgesehen von
S 14t sich jedem fundamentalen Wegstiick S; ein W’eastuck S,

in leicht ersichtlicher Weise zuordnen, Diese einander entsprechen-
den Wegstiicke S, und S§; mogen in verschiedene Kategorien ein-

geteilt werden. Elne erste Kategorie von Wegstiicken S umfalit
diejenigen, die von M ausgehen und in /AR endwen Diese
Wegstiicke sollen durch den oberen Index a,, also mit S(“')r
bezeichnet werden. Die ihnen entsprechenden Wegstiicke S, werden
mit % bezeichnet. Diese Wegstiicke Si™ konnen folgendmmaﬁcn
charaktcrlswrt werden. Die die Belandung von o bildende (n — 1)-
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dimensionale sphiirische Mannigfaltigkeit wird durch die (n — 2)-
dimensionale Randmannigfaltigkeit von &' in zwei Elementar-
mannwfaltlcrkelten ECY BV gerlegt., Betrachtet man nun jene
Zellen a7~ des Schema d1e aus der Zuordnung zweier in E("“l\
gelegener (n — 1)- dlmensmnaler Randzellen von a” entstanden smd
so sind die ihnen entsprechenden fundamentalen Weostucke mchts
anderes als die S< Y. Diejenigen Wegstiicke, die M( mit einem
von M und M” 2 verschledenen Punkt M"Y verbinden und fiir die
die Rlchtung von MY nach M als positive gewiihlt sel, mogen
mit S, %) Yezeichnet werden. Analog seien S, @ die M“? mit M(T“)
und Sw Y die M mit einem Punkt M® (z:i:rl,r2) verbindenden
Wedstueke die letzteren in der Richtung von M"® nach MY posi-
tiv genommen. Ferner seien S; 9" die aufier S etwa vorhandenen
M mit M verbindenden und von M‘” nach M™ positiv ge-
nommenen Wegstiicke, S@ die Wegstticke, die zwel von M<
und M verschiedene Punkte verbinden. Die den eben erklirten
Wegstiicken von X' entsprechenden Wegstiicke von 2 sollen
mit SM ) 8 §F 8V 8P Begeichnet werden.

Es moge noch gesetzt werden :
S =T, S8,
S B g Y i,
T

Wir konnen dann sagen, daff man die Relationen R' aus
den Relationen R einfach dadurch erhilt, daff man jedes in einer
Relation R stehende Wegstiick S(), unter e einen der Indices «,,
oy, By, Bs, 7, O verstanden, durch den Ausdruck l"() ersetzt. Ist
umgekehrt das System der Relationen R’ zw1schen den Weg-
stiicken ;S;(f’l)/, S,E%)’, S}fﬁ R Sl(ﬂzy, Siw, Sié),, S, vorgelegt, so muf}
sich jede Relation R', wie man leicht sieht, als eine Relation
zwischen den Ausdrucken T<’ schreiben lassen, d. h. wenn man
jedes S() durch das entsprechende T() und S’ ausdriickt, so muf
S aus der Relation hinausfallen. D1e Relationen R ercreben sich
dann aus den Relationen R', indem man in diesen fir die 7"
~die S(E) substituiert,

Es handelt sich noch darum, einer vorgelegten Wahl von
Grundpunkt und Hilfswegen fiir eines der Schemata X, I' eine
geeignete Wahl dieser Bestimmungsstiicke fiir das andere Schema

zuguweisen. Seien etwa der Grundpunkt M“” und die Hilfswege U, .
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fiir 3 vorgelegt, so mogen der Grundpunkt ¥% und die Wege U,
fir X folgendermafien bestimmt werden. Falls ¢' von », und 7"2

verschieden ist, also die Zelle von 3, in deren Innerem MY’ liegt,
aus einer ganz gleichbeschaffenen durch die Untertellung nicht
modifizierten Zelle von S hervorgegangen ist, so moge in dieser
Zelle von % der Grundpunkt M(g) angenommen, also ¢ = ¢’ gesetzt
werden, Ist anderseits M’ einer der Punkte M, M und wir
kénnen dann die Bezeichnungsweise so crewahlt denken, daf
MO =M sei,?) so werde M@ =M gesetat. Ist nun M® von
M und M verschieden, so werde aus dem Hllfswege U,
der sich, wie leicht zu sehen, als ein blof die T. entlultender
Ausdruck anschreiben lift, der Hilfsweg U , gebxldet indem
jedes 1”) durch das entsprechende S() ersetzt wird, Durch das
gleiche Verfahren werde U, . aus Uq, ., abgeleitet. Hingegen ent-
spricht dem Hilfsweg U’, | " der auch’ mit V' bezeichnet werden
soll, kein Hilfsweg des Sehema 2z

Sind umgekehrt Grandpunkt M und Hilfswege U,,von 2
vorgelegt, so moge, wenn g == ist, der Grundpunkt M @ von &' gleich
M?®, und wenn MP = M ist, M(g M™ gesetzt werden. Die
Hllfswege ; (@==7r,r,) und U ', migen gebildet werden, indem
man in U_, bezw Ug jedes S ‘durch 1’(' ersetzt. Der HllfSWB("
U;,r werde gleich einem beheblgen Weo" V' von MY nach M(m
angenommen. %)

Unsere Festsetzungen sind so beschaffen, dafi die Ermittlung
von Grundpunkt und Hilfswegen fiir das abgeleitete Schema aus
dem Grundpunkte und den Hilfswegen des urspriinglichen Schema
und umgekehrt sich ganz glelchartw gestaltet, fiir welches von den
beiden Schematen man auch diese Bestlmmungsstucke als vorge-
geben anzusehen hat. Der Vergleich der Relationen # und #' kann
also durchgefiihrt werden, ohne daff diese beiden Fille hiebei aus-
einandergehalten zu werden brauchen.

Da ausgenommen fiir 8/ fiir alle Wegstiicke S, und §) von 2
und 2’ ein paarweises Entsprechen stattfindet, so gilt das gleiche

auch fiir die geschlossenen Wege s, und s;, den Weg

(36) s =U, SV~

gy o

%) Die Art der Einfithrung der Ausdriicke T;E‘Q, bei denen ja M und M
nicht die gleiche Rolle sp1elen, ist schon im Hinblicke auf diese Festsetzung erfolgt.
%) Man kann z. B. V' = U S; setzen. Um aber fiir die beiden Fille,
daf einmal fiir 2, das anderemal fur DY Grundpunkt und Hilfswege vorgegeben
sind, die weitere Betrachtung der Relationen » urnd r' nicht gesondert durch-

s e ’ . . o qee
filhren zu miissen, soll V' nicht weiter spezialisiert werden.
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ausgenommen. Betrachten wir jene Relationen » und #', durch die
einander entsprechende Wege s,, ) eingefiihrt werden. Sei bei-
spielsweise S ein Weg von M nach MY (i<7, »,) und S¥
der entsprechende Weg von M"™ nach MY, dann sind die sg’g’)
und sff " bestimmenden Relationen : '

B __ 77 B) 71
o= Dﬂ:" Sl Dg,i

i

B __ 17 (B y77~—1
5 — Ugly'*'zsi ljgl:i *

Wird nun
R S
R A
O =0 g —

gesetzt, so kann man die betrachteten Relationen auch in der
Gestalt schreiben:

P=,, 8407,

tg.ﬂ2> = Ug’, 7y TIE[))Z) Ug’, i17
und man erkennt, daff man die zweite dieser Relationen aus der
ersten erhilt, indem man s/ durch ¢ und jedes S durch 77"
ersetzt. Ganz allgemein erhdlt man die Relationen #', indem man
auf die Relationen » die Operation I des Ersetzens der S.°, s’
durch die Tf), tff’ anwendet und den so erhaltenen Relationen noch
die Relation (36) . beifiigt. Sind umgekehrt die Relationen ' ge-
geben, so kann man dieselben in solcher Form geschrieben denken,
dafi, abgesehen von (36) jede andere Relation ' apf der linken
Seite ein ¢ und rechts einen solehen Ausdruck in den 8, und S/,
der sich als ein Ausdruck in den T f) darstellen lifit, stehen hat.
Aus einer solchen Relation #' fiir ein #” erhilt man dann die ent-
sprechende Relation # durch die Operation 117",

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die Gesamtheit p’ der
. Relationen R’ und +' erhiilt man aus der Gesamtheit ¢ der Rela-
tionen R und r, indem man auf jede Relation p die Operation [I
anwendet und den so erhaltenen Relationen die Relation (36) bei-
fiigt. Der zu leistende Nachweis, dal die dem Relationensystem p'
des Schema X' zugehtrige Gruppe I' mit der dem Relationen-
system p von X zugehdrigen Gruppe [” isomorph ist, ist-nun un-
schwer zu erbringen. Die erzeugenden Operationen von I' sind die

Elemente si@ , und I ist dadurch charakterisiert, daf zwischen diesen
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Elementen alle jene und nur solche Relationen bestehen sollen, die
aus den Relationen p (durch Elimination der .S)) abgeleitet werden

kionnen. Die analoge Bedeutung haben die Relationen p' fir die
Gruppe [, deren erzeugende Operatmnen s’ und die s " sind. Wir
kénnen aber offenbar und wollen s/ und die t*) als erzeugende
Operationen von I" ansehen. Es ist nun unschwer elnzusehen daﬁ s,
durch die t() ausgedriickt werden kann. Die in dem Ausdrucke
fir s auf der rechten Seite von (36) auftretenden Wegstiicke S’
stellen nimlich einen geschlossenen von MY qusgehenden und nach
M®’ guriickkehrenden Weg dar, und dieser Ausdruck muf) sich
daher mit Hiife der 7\” darstellen lassen, so daB man schreiben
kann
s,=7,7T, ...T,.

&y My

Dabei sind die T, selbst Wege zwischen zwei Punkten MY vyon 3
(und zwar so, dat keiner dieser Punkte der Punkt M ist),
derart, daB der Endpunkt jedes 7, =~ mit dem Anfangspunkte
von T iibereinstimmt und der Anfangapunkt von T sowohl als
der Endpunkt von F der Punkt M“” ist. Infoldedessen ergeben
die Formeln /
19 = U 0T,
unter M?, M* Anfangs- und Endpunkt von Tz@ verstanden, die
Gleichung
(37) S,=t, b, .., .

Die Gresamtheit SR’ der zwischen den tf) und s, bestehenden
Relationen, unter denen sich auch (37) findet, ist daher gleichwertig
mit der Gesamtheit ;' jener Relationen, die man erhilt, wenn man
in jeder von (37) verschiedenen Relatlon s, durch ¢, ¢ ... ¢, er-
setzt. ' besteht dann aus der Relation ( 37) und im ubrwen aus
lauter Relationen, die nur die #” enthalten, woraus folgt, daf man
s als erzeugende Operation von 1" fortlaasen kann. [ erscheint
sonach durch die Elemente £ erzeugt, und durch alle jene Rela-
tionen zwischen den t? chalakterisier‘c, die aus den Relationen o'
ableitbar sind. Nunmehr ist aber offenbar, daf jeder zwischen den
erzeugenden Operationen s( ? von I' bestehenden Relation eine gleich-
gebaute Relation zw1schen den entsprechenden Operationen t“
von [ entspmcht und umgekehrt. Sei némlich eine Relation zwi-
schen den s{” gegeben, die sich als Folgerelation der Relationen p

in die Gestalt
L, Ail L, A{2 L,...4, Lr%—l =1
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setzen lassen muf), unter
A,=1 4,=1,...

das System der Relationen p und ihrer inversen Relationen und
‘unter L, Ly, ... Ausdriicke in den S, und s, verstanden, die der
Bedingung

LL;...L., =1
identisch geniigen. Dann werde mit 4}, L, der Ausdruck bezeichnet,
der aus 4, bezw. L, durch Anwendung der Operation II entsteht
und die Relationen

A =1, A, =1,...

sind dann zusammen mit (37) und der zu (37) inversen Relation
offenbar nichts anderes als die Relationen p’ und ihre inversen
Relationen. Die Relation
LA LA L. .4 L =1

stellt nun offenbar eine KFolgerelation der Relationen p' dar, die
nur die £ enthilt und aus der gegebenen Relation durch die Ope-
ration [I gewonnen wird. Ist anderseits eine Folgerelation der Re-
lationen o' gegeben, die nur die tf) enthiilt, so kann man offenbar
annebmen, sie sei ohne Zuziehung von (37) abgeleitet und lasse
sich also in die Gestalt

Lia LA, .. A L =1

setzen, unter [ Ausdricke in den ¢, T} verstanden. Die Opera-
tion TI™* fihrt dann zur entsprechenden Folgerelation der Rela-
tionen p. Die Isomorphie von I' und [ ist damit erwiesen.

Der Nachweis, daffi die Fundamentalgruppe eine topologische
Invariante der Schemata sei, ist somit erbracht.

§ 14.

Bestimmung von P, und den Torsionszahlen erster Ordnung
aus der Fundamentalgruppe.

Betrachtet man das eingangs auseinandergesetzte Verfahren
zur Bestimmung der Fundamentalgruppe fiir den speziellen Fall
einer ‘geschlossenen Mannigfaltigkeit, so erkennt man, dal dasselbe
mit der Bildung des reziproken Schema in einer einfachen Bezie-
hung steht. Jedes fundamentale Wegstiick S,, das die im Innern

der Zellen a], a;.“ gelegenen Punkte M, YV miteinander verbindet
und dabei tiber einen auf einer Zelle a; 'gelegenen Punkt N fiihrt,
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kann nimlich als die die Ecken M“ =4}, M ='a) des rezipro-
ken Schema verbindende Kante a; angesehen werden, Ist dann

& Qs S
Sy 8. =1

n—2

die aus der Betrachtung der (z — 2)-dimensionalen Zelle 4 = a;
folgende Relation, so kann man dies auch so ausdriicken: Wenn
a die der Zelle a; ™" im reziproken Schema entsprechende La-
melle ist, so beschreibt man bei einem Umlauf um o] der Reihe
nach die durch die S, dargestellten Kanten des reziproken Schema,
jede mit der durch s, angegebenen Richtung versehen. Man erhilt
also die Fundamentalgruppe einer geschlossenen Mannigfaltigkeit,
indem man das zum vorgelegten Schema 3 reziproke Schema 3
bildet, in diesem aus den geschlossenen Umlidufen um die Lamellen
die Relationen (34) zwischen den mit S, bezeichneten Kanten ab-
leitet, hierauf von einer als Grundpunkt genommenen Ecke von 2
zu den iibrigen Ecken aus den Kanten zusammengesetzte Hilfswege
bildet, weleche in der auseinandergesetzten Weise zu den als er-
zeugende Operationen der Fundamentalgruppe dienenden geschlos-
senen Fundamentalwegen s, und den definierenden Relationen zwi-
schen denselben verhelfen. Da aber die Fundamentalgruppen
homdomorpher Schemata isomorph sind, so kann man offenbar das
beschriebene Verfahren statt am reziproken Schema = bereits am
urspriinglichen Schema 2 ausfilhren. Es ist das ein Verfahren,
das besonders, wenn es sich um die tatséichliche Bestimmung der
Fundamentalgruppe aus einem vorgelegten Schema einer Mannig-
faltigkeit handelt, mit Vorteil anzuwenden ist.

Wendet man dieses Verfahren auf das Beispiel des Schema g,
der sphirischen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit an, so hat man
hier zwei von der Ecke &, nach der Ecke a; laufende Kanten §,, S,
und das Umlaufen jeder der beiden Lamellen liefert die gleiche
Relation S, ;" = 1. Wird nun als Hilfsweg vom Grandpunkte a;
nach a, der Weg U, = S, genommen, so erhilt man die geschlos-
senen Fundamentalwege s, == 8, S, " und s,=1 und somit die de-
finierenden Relationen s, ==s,—1 und als Fundamentalgruppe die
identische Gruppe. — Fiir das erste (als £ bezeichnete) im § 9
betrachtete Schema der projektiven dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit T, erhilt man die Relation S; =1 fiir die eine Kante 8, = a/,
und da das Schema nur eine Ecke hat, so ist S, =35, die eine
erzeugende Operation der Fundamentalgruppe, die also die zyklische
Gruppe zweiter Ordnung ist.

Man iiberzeugt sich tibrigens, daf das hier angewendete Ver-
fahren auch fiir berandete Mannigfaltigkeiten mit nur eigentlichen
Randmannigfaltigkeiten anwendbar bleibt. Betrachtet man z. B.
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als Schema eines Kreisringes ein Rechteck 4BCD, in dem die
Seiten AD, BC einander zugeordnet sind: 4=B=aj;, C —=D=a,,
AB=3S8,, CD=2S8,, AD=BC= S8, U,= 8, s,=28,
s, =2=5,8,8;", 8, =1, so erhalt man die Relation 8, 5, 8,5, =1
und daher fiir die Fundamentalgruppe die Relationen s, s, s, s;'=1,
s, =1, durch die die zyklische Gruppe unendlich hoher Ordnung
definiert ist.

Das eben besprochene Verfahren gestattet nun in der ein-
fachsten Weise zu erkennen, daf} aus der Fundamentalgruppe einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit, sowohl die Bettische Zahl P, als
auch die Torsionszablen erster Ordnung sich bestimmen lassen.

Hiezu denken wir uns ein solches Schema der Mannigfaltig-
keit zu Grunde gelegt, fiir welches die Zahl a, der Ecken gleich 1
ist. Ein solches Schema lifit sich stets finden, da man nur von
einem’ Fundamentalpolyeder zu dem ihm reziproken Schema iber-
zugehen braucht. Fiir ein solches Schema fallen nun die geschlos-
senen Fundamentalwege mit den fundamentalen Wegsticken S,

zusammen, die durch die Kanten des Schema reprisentiert werden.
Die aus der Betrachtung der Lamellen abgeleiteten Relationen
stellen dann bereits das definierende Relationensystem zwischen
den die Fundamentalgruppe erzeugenden Elementen S, dar. Sei

nun 8, der durch die Kante a} reprisentierte Fundamentalweg und
F ok k. ok ok
1 2 2 o
Sll 821 _“S”znslzlszz ee=1

die aus dem Umlaufen der Lamelle a} abgelesene definierende Re-
lation. Dann ist offenbar k:}—}—ki’j—}— nichts anderes als der
Koeffizient 's), des Poincaréschen Relationensystems fir das be-

trachtete Schema, Da «, die Zahl der erzeugenden Operationen
der Fundamentalgruppe, 7, der Rang der aus den Zahlen

e;; =1, -k, ;- gobildeten Matrix ist, so ist die in § 11 mit ¢
bezeichnete charakteristische Zahl der Fundamentalgruppe gleich
o, —7y =P, — 1. Es ist niimlich zu beriicksichtigen, daff fiir das
betrachtete Schema y, = a, — P,=10 ist.

Die Bettische Zahl P, ist also gleich der um 1
vermehrten Zahl { der Fundamentalgruppe.?)

‘Es ergibt sich aber anch aus der Bedeutung der Matrix
der & ; fir das betrachtete definierende Relationensystem der Fun-
damentalgruppe der Satz:

Die Torsionszahlen erster Ordnung einer zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit sind die Poincaré-
schen Zahlen ihrer Fundamentalgruppe.

1 Vgl. Poincaré, An. Sit. p. 65.
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Eine Ausfiithrung der Beweise fiir diese Siitze fiir den Fall
berandeter Mannigfaltigkeiten mit blofi eigentlichen Randmannig-
faltigkeiten mag unterbleiben. Fiir Mannigfaltigkeiten mit un-
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten (also solchen von niedrigerer
als der (n—1)* Dimension), fiir die bisher eine Definition der
Bettischen Zahlen sowohl als der Torsionszahlen nicht gegeben
wurde, mogen die ausgesprochenen Sitze als Definition dieser
Zablen angesehen werden.

Fir die geschlossenen mn-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
stellen nun die Bettischen Zahlen und die Torsionszahlen aufler der
Fundamentalgruppe die einzigen bekannten topologischen Invarianten
vor. Die Zahl N und die Zahlen @, des § 3 sind ja von diesen
Zahlen nicht unabhéingig. Die eben ausgesprochenen Sitze zeigen
nun, dall wegen P, = P, fir zweiseitige geschlossene drei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten aus der Fundamen-
talgruppe allein alle iibrigen bekannten topologi-
schen Invarianten sich ableiten lassen,

Da es anderseits, wie Poincaré?) gezeigt hat, Mannigfaltig-
keiten gibt, welche gleiche Bettische Zahlen und Torsionszahlen,
aber verschiedene Fundamentalgruppen aufweisen, so dient die
Angabe der Fundamentalgruppe mehr zur Charakterisierung einer
zwelseitigen geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit als
die aller iibrigen bis jetzt bekannten topologischen Invarianten
zusammengenommen. Hine Einschrinkung ist bel dieser Aussage
allerdings zu machen. Wihrend sich nimlich die Gleichheit von
zwel Zahlenreihen stets feststellen lLifit, ist (vgl. § 11) die Frage,
ob zwei Gruppen isomorph seien, nicht allgemein loshbar. Sonach
ist im Gegensatze zu den anderen topologischen Invarianten die
Fundamentalgruppe eine solche, deren Ubereinstimmung oder Nicht-
iibereinstimmung fiir zwei Mannigfaltigkeiten nicht auf alle Fille
entschieden werden kann,

V. Sitze und Probleme iiber Developpabilitit und
Transformationen.

§ 15.
Developpable Mannigfaltigkeiten.

Wihrend die bisherigen Ausfiihrungen hauptsichlich die
Schemata mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten zum Gegenstand
hatten, und also der kombinatorischen Analysis situs zuzuzdhlen
sind, werden in diesem Abschnitte vorwiegend nicht auf Schemata,
sondern auf Punktmannigfaltigkeiten beziigliche DBegriffe ervrtert
werden. Doch wird eine ins Einzelne durchgeftihrte Begriindung
der mitgeteilten Siitze oder eine genaue Abgrenzung der allgemeinsten
Punktmengen, fiir welche diese Sitze noch gelten, nieht gegeben

%) Compl. 5.
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werden und bei den besprochenen Beispielen vielfach unter Be-
rufung auf die Anschauung vorgegangen werden. Man mag sonach
in den Ausfithrungen dieses Abschnittes V nur einen Hinweis auf
noch in mancher Hinsicht der Erledigung bediirftige Fragen der
Analysis situs erblicken.

Eine Mannigfaltigkeit W heifle auf eine Mannigfaltigkeit 7
developpabel, wenn W von gleicher Dimension wie ¥ und
einem Teil der Mannigfaltigkeit V7 oder der Mannigfaltigkeit 7
selbst homtomorph ist. Developpabel schlechthin heiflen die auf
eine sphirische Mannigfaltigkeit developpablen Manigfaltigkeiten.?)
Eine auf V developpable Mannigfaltigkeit ¥ soll auch als eine
Teilmannigfaltigkeit von V' bezeichnet werden und als eine echte
Teilmannigfaltigkeit, wenn es einen Teil von V gibt, der mit W
homoomorph ist. Wihlt man aus der Gesamtheit der Teilmannig-
faltigkeiten von ¥ ein vollstindiges System von einander nicht homao-
morphen Mannigfaltigkeiten aus, so moge dieses System mit A (V)
bezeichnet werden. Mit A* (V) werde das in gleicher Weise fiir
die echten Teilmannigfaltigkeiten von ¥ gebildete System bezeichnet.
Offenbar kann A(V)=A*(V) sein (z. B. fir eine Kreisfliche
oder fiir die Fliche zwischen zwei Kreisen), natiirlich nur fir be-
randete Mannigfaltickeiten. Bezeichnet S, die sphirische »-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, so werde mit A, die Menge A (S,) aller
developpablen, mit A, die Menge A*(S,) aller berandeten develop-
pablen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten bezeichnet. Es gilt die
Gleichung A (E,) = A* (E,) =A% (S,), unter #, die n-dimensionale
Elementarmannigfaltigkeit verstanden, woraus folgt, dal, wenn V
eine Mannigfaltigkeit von # Dimensionen ist, A in A (V') und A* (V)
enthalten ist.

Zwei Mannigfaltigkeiten U, V' sollen nebengeordnet heifien,
wenn A¥ (U)y=A% (V) ist. Hingegen soll U der Mannigfaltigkeit V
untergeordnet, ¥ der Mannigfaltigkeit U iibergeordnet heiflen, wenn
A* (U) eine echte Teilmenge von A* (V) ist. Wenn U, V Mannig-
faltigkeiten von gleicher Dimension sind und die gemeinsamen
Elemente der Mengen A* (U), A* (V") eine echte Teilmenge sowohl
von A* (U) als von A* (V) bilden, so mégen U, V etwa neutral
genannt werden. Die eingefiihrten Anordnungsbeziehungen des
Neben-, Uber- oder Untergeordnétseins erfiillen die bekannten Gee-
setze einfacher Anordnungen. So sind z B. zwei Mannigfaltig-
keiten, die einer dritten nebengeordnet sind, auch einander neben-
geordnet, so dafl man die Mannigfaltigkeiten in Systeme einander
nebengeordneter zusammenfassen kann. Ein solches System bilden
z. B. alle in A, enthaltenen Mannigfaltickeiten. Jede auf eine
Mannigfaltigkeit 7 developpable Mannigfaltigkeit ist 7 entweder
unter- oder nebengeordnet. Ein Beispiel zueinander neutraler Mannig-
faltigkeiten bilden die projektive Ebene 7T, und die zweiseitige
geschlossene Fliche vom Geschlecht p —=1. Es ist nicht unwahr-

1) Diese Bezeichnung riihrt von Poincaré her (Compl. 5, § 5, p. 90).

Monatsh, fir Mathematik w, Physik. XIX. Jahrg. 6
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scheinlich, dafl es im Falle von drei Dimensionen bereits unter
den zweiseitigen Mannigfaltigkeiten zu einander neutrale Mannig-
faltigkeiten gibt.

Wenn die Mannigfaltigkeit U der Mannigfaltigkeit ¥V iiber-
geordnet, bezw. untergordnet, bezw. zu ihr neutral ist, so moge auch
das System der zu U nebengeordneten Mannigfaltigkeiten dem
System der zu V nebengeordneten Mannigfaltigkeiten tibergeordnet,
bezw. untergeordnet, bezw. zu ihm neutral heiflen. Ein System S
von einander nebengeordneten Mannigfaltigkeiten heille einem anderen
System T p-stufig ibergeordnet, wenn sich (p—1) aber nicht
mehr Systeme nebengeordneter Mannigfaltigkeiten S, S;, ... S,
finden lassen, so daB S; dem System S;,, S dem S, und S,_,
dem 7T ibergeordnet ist. Wenn das System S dem System A,
p-stufig iibergeordnet ist, so heifie p die Stufe des Systems S und
jeder demselben angehdrenden Mannigfaltigkeit. Als Beispiel mogen
die zweiseitigen Flichen vom Geschlechte p (mit p die Fliche nicht
zerstiickenden Riickkehrsehnitten) betrachtet werden. Alle Flichen
von gleichem Geschlechte bilden ein System nebengeordneter Mannig-
faltigkeiten, das System der Flichen vom Geschlechte p g ist
dem System der Flachen vom Geschlechte p ¢-stufig iibergeordnet,
und die Stufe einer Fliche ist gleich ihrem Geschlechte.

In den besprochenen Anordnungsverhiltnissen (z. B. der Stufe)
haben wir topologische Invarianten vor uns, die wir freilich im
Falle von mehr als zwei Dimensionen noch keineswegs beherrschen.
Wir haben nicht einmal eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der
Mannigfaltigkeiten des Systems 4;, also iiber die developpablen
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, selbst dann nicht, wenn wir
uns auf einfache Fille beschrinken. Greifen wir etwa die von
einer einzigen Fliche vom Geschlechte 1 berandeten developpablen
Mannigfaltigkeiten heraus. Das einfachste Beispiel einer solchen
Mannigfaltigkeit stellt der von einer Torusfliche berandete Teil
des R, vor. Die Fundamentalgruppe dieser Mannigfaltigkeit ist die
aus emner Operation, fiir die keine definierende Relation be-
steht, erzeugte zyklische Gruppe unendlich hoher Ordnung. Eine
dieser Mannigfaltigkeit homdomorphe erhilt
man, wenn man aus einer Kugel einen
zylindrischen Kanal ausbohrt. Wiirde man
statt dessen einen verknoteten Kanal wie
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“‘e‘:f‘ i in Fig. 3 aus der Kugel ausbohren, so
NG wiire die Fundamentalgruppe der so entstan~
Mha U denen Mannigfaltigkeit aus zwei erzeugen-
Y den Operationen mit der Relation sts = tst
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aufgebaut, so daf} diese Mannigfaltigkeit mit
Fig. 3. der erstgenannten nicht homdomorph sein

kann.?) Wiirde man den ausgebohrten

Kanal in komplizierterer Weise verknotet annehmen, so erhielte
man wieder andere Mannigfaltigkeiten. Die auf diese Weise er-

2) Vgl, meine Note in den Wr. Ber., Punkt 3.

A J
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haltenen Mannigfaltigkeiten kann man sich auch dadurch entstanden
denken, dafl man in der sphirischen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit eine geschlcssene Linie L, die irgendwie verknotet sein
kann, zieht, lings dieser Linie eine kleine Kugel wandern ldBt
und den von der Kugel iiberstrichenen Raum von der sphérischen
Mannigfaltigkeit fortnimmt. Ob zwei derart entstandene Mannig-
faltigkeiten nur dann homdomorph sein konnen, wenn die Linie L
die bei der Herstellung der einen Mannigfaltigkeit verwendet wurde,
mit der zur anderen Mannigfaltigkeit gehdrenden Linie L oder mit
deren Spiegelbild ,gleichartig verknotet* ist (so dafi die Linien
ineinander oder die eine in das Spiegelbild der anderen deformiert
werden konnen), ist nicht untersucht worden. Ja, es ist mir nicht
einmal ein Beweis dafir bekannt, dafl jede von einer einzigen
Fliche p =1 berandete developpable dreidimensionale Mannigfaltig-
keit einer auf die genannte Art entstandenen Mannigfaltigkeit ho-
moomorph ist, dafl also durch die so herstellbaren Mannigfaltigkeiten
die Gesamtheit aller von einer Fliche p=1 berandeten Mannig-
faltigkeiten erschopft ist.

Sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daly fiir die zwei-
dimensionalen developpablen Mannigfaltigkeiten eine Eigenschaft
charakteristisch ist, die bei groflerer Dimensionszahl auch bei an-
deren als developpablen Mannigfaltigkeiten auftreten kann. Offenbar
zerfillt nidmlich eine developpable #n-dimensionale Mannigfaltigkeit
durch jede im Innern derselben konstruierte (#-— 1)-dimensionale
geschlossene Schnittmannigfaltigkeit. Umgekehrt ist jede zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die durch jede geschlossene
Schnittlinie zerfillt, auch developpabel. Diese Umkehrung ist bereits
fir » =23 nicht richtig, wie das von Poincaré (Compl. 5, § 6)
mitgeteilte Beispiel einer geschlossenen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit V zeigt, deren Bettische Zahl F, =1 ist, so dall es keine
die Mannigfaltigkeit nicht zerstiickende geschlossene Schnittfliche
geben kann. 7 ist aber offenbar nicht developpabel, da V" geschlossen,
aber von der sphérischen Mannigfaltigkeit verschieden ist.

Es mogen hier noch einige Bemerkungen iiber n-dimensionale
Mannigfaltigkeiten, welche keine anderen als uneigentliche
Randmannigfaltigkeiten®) besitzen, beigefiigt werden. Fine solche
Mannigfaltigkeit W ist durch ein n-dimensionales Schema definiert,
in welchem durch besondere Verfiigungen die Punkte gewisser
m-dimensionaler Zellen (m =0,1,...#n-—2) von der Mannigfaltig-
keit aunsgeschlossen werden. Sieht man von diesen Verfiigungen
ab, so hat man das Schema einer geschlossenen Mannigfaltigkeit V'
vor sich, auf die W developpabel ist. Es migen nun fir den
Fall » =23 einige Sitze entwickelt werden, welche zeigen, daf es
unter den auf eine und dieselbe geschlossene Mannigfaltigkeit V'

3) Siehe § 2, Anm, 4. Der Ausdruck Randmannigfaltigkeit wird in diesem
Abschnitt auf ans Randpunkten bestehende ,Komplexe® (also keine Mannigfaltig-
keiten im Sinne des Abschnittes I) ausgedehnt.

6¥*
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developpablen, nur uneigentliche Randmannigfaltigkeiten besitzen-
den Mannigfaltigkeiten solche gibt, die homsomorph sind, obwohl
sie anscheinend von ganz verschiedenem Charakter und durch nicht
homdomorphe Schemata definiert sind.

Nehmen wir etwa an, das Schema der Mannigfaltigkeit W sei
aus dem der geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit V
dadurch erhiltlich, dal eine Anzahl von Kanten des Schema von ¥,
jedoch keine isolierten (d. b. nicht auf von ¥ ausgeschlossenen Kanten
liegenden) Ecken, von der Mannigfaltigkeit ausgeschieden werden.
Die Gesamtheit dieser Kanten bildet einen sogenannten eindimen-
sionalen Komplex K und wir wollen voraussetzen, derselbe sei zu-
sammenhiéngend, d. h. man konne von jeder Kante ¢ des Kom-
plexes zu jeder anderen Kante des Komplexes, die mit ¢ keinen
Endpunkt gemein hat, iiber Kanten des Komplexes gelangen. Eine
Ecke des Schema V" heilie ¢in freier Endpunkt des Komplexes K,
wenn in ihm eine und nur eine Kante des Komplexes und diese
Kante nur mit einem ihrer Endpunkte, endet. Mit V (K) werde
diejenige berandete Mannnigfaltigkeit bezeichnet, die aus ¥V durch
Ausscheiden des eindimensionalen Komplexes K entsteht. Man kann
nun den Satz beweisen:

Ist K ein zusammenhingender eindimensionaler
Komplex, so ist die dreidimensionale Mannigfaltig-
keit V(K) einer Mannigfaltigkeit V(L) homdomorph,
fiir weleche I entweder keine freien Endpunkte hat
oder aus einer einzigen Kante besteht.

Ist namlich 4 eine Kante von K mit einem freien Endpunkt A4,
withrend der andere Endpunkt B noch an anderen Kanten von K
liegt, so lege man um A4 als Mittelpunkt eine kleine Kugel und
lasse diese Kugel sich so in ¥ bewegen, daf ihr Mittelpunkt die
Kante £= 4B beschreibt, wihrend gleichzeitic ihr Radius bei
Annsherung an B stetig gegen Null abnimmt. Das von der
variablen Kugel iiberstrichene Stiick von ¥V stellt dann einen die
Kante £ umschlieBenden, einfach zusammenhingenden Raum R vor,
in dessen Innern A4, auf dessen Rand B liegt. Die hewegliche
Kugel sei in jeder ibrer Lagen so klein gewihlt, daf R mit K
auler den Punkten von £ keine anderen Punkte gemein hat.
Unter B, werde die Mannigfaltigkeit verstanden, die man erhilt,
wenn man aus der Gesamtheit der Punkte von R, zu denen auch
die Randpunkte zu zihlen sind, die Punkte von /& (einschlieBlich
der Punkte 4, B) ausscheidet. Mit B, werde die Gesamtheit aller
Punkte von B mit Ausschluf von B, mit S die Gesamtheit aller
Randpunkte von R mit Ausschlu von B bezeichnet.

Es lassen sich nun R, und R, eineindeutig und stetig so auf-
einander abbilden, dafi dabei jeder Punkt von S sich selbst ent-

spricht. Um dies einzusehen, denke man sich R in die durch die
Ungleichungen

Byt a4, 520



Uber die topologischen Invarianten etc. 8H

definierte Punktmannigfaltigkeit M so deformiert, dafl dabei die
Punkte 4, B und die Kante t in die Punkte A4'= (0, 0, 1),
B'=(0, 0, 0) und die Strecke 4'5’ iibergehen. Mit M,, M,, N
mogen die Manmgfalt]gkelten bezeichnet werden, in die dabei R,
Rz, S iibergehen. Nun vermitteln die Formeln

p=0¢, p=¢, z—wu_}_z,z —l—2,
¥

wo g="Va?| ¢, = arc tg—~ ist und p, @, & bezw. p', ', 2" auf

M,, bezw. M, sich beziehende Koordmaten sind, eine eineindeutige
stetige Abblldung ¢ von M, auf M,, bei der diec Punkte von N
sich selbst entsprechen, und daher leistet utu—1 die gewiinschte
Abbildung von R, auf E,, unter » die Transformation von I
in M verstanden. Die Moglichkeit dieser Abbildung zeigt aber,
dall V (K) mit V(K,) homdomorph ist, wenn K, jenen Komplex
bedeutet, der aus K durch Weglassung der Kante £ entsteht.
Durch fortgesetzte Anwendung derartiger Abbildungen kann man
aber alle Kanten des Komplexes, deren einer Endpunkt ein freier
Endpunkt ist, wegschaffen.?)

Eine andere Abbildung, die gleichfalls zeigt, dafl verschieden-
artige Komplexe K, L auf homgomorphe Mannigfaltigkeiten V (K),
V(L) fithren, erhiilt man folgendermaflen. Man greife eine Kante
k= A B eines Komplexes K heraus, die etwa so beschaffen sei,
dafl sowohl. in 4 als in B noch mindestens zwei andere Kanten
von K endigen, Man fithre nun eine kleine bewegliche Kugel so,
dal ihr Mittelpunkt % beschreibt und ihr Radius bei Anndherung
an A sowohl wie an B auf Null herabsinkt. Den von der Kugel
beschriebenen Raum B denken wir uns nun abgebildet auf den dureh

pP=atty'<l, —1=z<+1,

definierten zylindrischen Raum M, und zwar derart, dall dabei der
Kante k& das M angehorende Stiick der z-Achse entspricht. R, heifle
die Gesamtheit der Punkte von R mit Ausschlufl von %, M, die

Gesamtheit der Punkte von M, fiir die p >> 0. Man setze o = arc tg i; .
Die durch die Formeln
p=p 9= 2 =pe
geleistete Abbildung der Punkte von M, auf die Menge der Punkte
0<<pt<1, 22<p'?

‘) Fiihrt das angewendete Verfahren schlieflich auf ¥(L), wo L aus einer
einzigen Kante 4 mit zwei . freien . Endpunkten -besteht; so .gelangt man durch
nochmalige Anwendung der beschriebenen Abbildung auf eine Mannjigfaltigkeit
V(B), die aus ¥V durch Weglassung eines eipzigen Punktes B entsteht.
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zeigt nun die Moglichkeit V (K) auf eine Mannigfaltigkeit V(L)
eineindeutig stetiz abzubilden, die durch einen Komplex L erzeugt
wird, der aus K dadurch entsteht, daf man % immer kiirzer und
kiirzer werden li8t, bis A und B zusammenfallen. — Durch Ab-
bildungen von inversem Charakter kann man zeigen, dafl, wenn K
eine Kcke ¢ enthilt, in der »(>4) Kanten £,...%k endigen,
V(K) einer Mannigfaltigkeit 7' (K') homdomorph ist, wobei K’
aus K dadurch entsteht, daB e durch zwei durch eine neue Kante &
verbundene Ecken e;, ¢, ersetzt ist, derart, dal %, k,, ... &y, &
in e und Ay, ... k%, k in ¢, endigen. Man erhilt so den Satz:

Jede dreidimensionale Mannigfaltigkeit V(K)
ist einer Mannigfaltigkeit V(L) homtomorph, derart,
daf in jeder Ecke von L hochstens drei Kanten
endigen.?)

So sind z. B. die beiden Mannigfaltigkeiten V' (K) und V (L)
homsomorph, die man erhilt, wenn man fiir ¥ die dreidimensionale
sphirische Mannigfaltigkeit S; wihlt, die man sich durch den
Enklidischen Raum reprisentiert denken kann, wenn man den-
selben durch einen unendlich fernen Punkt zu einer geschlossenen
Mannigfaltigkeit ergiinzt, fiir K zwei in einer Ebene a von S,
liegende einander beriihrende Kreise und fir L die Gesamtheit
der Punkte zweier auseinanderliegender Kreise €, ¢' von o und
der Verbindungsstrecke eines Punktes von C mit einem Punkt
von C'. Man kann alle diejenigen in einer Mannigfaltigkeit V'
gelegenen eindimensionalen Komplexe K in eine Klasse zusammen-
fassen, die zu untereinander homsomorphen Mannigfaltigkeiten V' (K)
fihren. Wihlt man fir V die sphirische Mannigfaltigkeit S,, so
kann man speziell nach jenen geschlossenen Linien in S, fragen,
die mit einer vorgelegten geschlossenen Linie in dieselbe Klasse
gehoren. Nennt man (wie oben) zwei Linien des S, ,gleichartig
verknotet”, wenn sich der S, so in sich deformieren lifit (iiber
den Begriff der Deformation in sich siehe § 16), dafi dabei die
eine Linie in die andere iibergefithrt wird,% so ist klar, dafl S, (L)
und S, (L,) homdomorph sind, wenn L, mit L, oder dem Spiegel-
bild von L, gleichartig verknotet ist, und das gleiche gilt, wenn
L,, L, zwei Systeme geschlossener Linien sind, deren eines mit
dem anderen oder mit dessen Spiegelbild gleichartiz versechlungen
ist. Es entsteht die Frage, ob umgekehrt, wenn zwei in S, gelegene

5) Sowohl bei diesem als bei dem oben ausgesprochenen Satze sind die
Schemata der beiden Mannigfaltigkeiten im allgemeinen wnicht homdomorph.
Daraus ergibt sich, dafi, wenn uneigentliche Randmannigfaltigkeiten auftreten,
der Satz von der Homdomorphie der Schemata hombomorpher Mannigfaltigkeiten
nicht mehr giltig ist (siche § 2, Anm, 9). Fiir eigentliche Randmannigfaltigkeiten
liegt die Sache deswegen anders, weil fiir diese festgesetzt wurde (§ 2, Anm. 4),
daf jhre Punkte der berandeten Mannigfaltickeit zuzuzihlen sind,

8) In gleicher Weise werde fiir zwei Systeme geschlossener Linien und
iiberhaupt fiir zwei eindimensionale Komplexe der Begriff ,gleichartiz verschiun-
gen® definiert.
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geschlossene Linien L,, L, (bezw. Systeme geschlossener Linien)
in dieselbe Klasse gehoren, dann stets L, mit L, oder dem Spiegel-
bild von L, gleichartig verknotet (bezw. verschlungen ist.?)

Sei noch bemerkt, daB jede dreidimensionale®) Mannigfaltig-
keit W mit nur uneigentlichen Randmannigfaltigkeiten — dieselbe
moge aus der geschlossenen Mannigfaltigkeit 7 durech Ausschliefen
gewisser Fcken und Kanten entstanden sein — homdomorph ist
mit einer gleichfalls auf V developpablen Mannigfaltigkeit U mit
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten, wobei jedoch die Randpunkte
von U nicht zu U zu zihlen sind.?)

Sei némlich 4 eine ausgeschlossene isolierte Ecke. Dann lege
mar um 4 als Mittelpunkt eine kleine Kugel mit dem Radius 2p.
Sind », @, 9 Polarkoordinaten mit dem Punkt A4 als Ursprung,
so wird durch die Transformation

! ! ? 1
o =q, :{},7':2-7'—{—9

die Gesamtheit der Punkte 0 <7 << 2p eineindeutig stetig auf die
Gresamtheit der Punkte p<C#' <2p abgebildet. Der Randpunkt 4
ist also durch die Randfliche » = p ersetzt. Handelt es sich ander-
seits darum, eine durch einen eindimensionalen Komplex K vor-
gestellte uneigentliche Randmannigfaltigkeit durch eine eigentliche
Randmannigfaltigkeit zu ersetzen, so mogen zuniichst die Punkte,
in denen Kanten endigen, ins Auge gefalit werden. Um jeden
solchen Punkt B werde eine kleine Kugel vom Radius 2p gelegt
und angenommen, was ja durch eine Deformation erreicht werden
kann, die in B endenden Kanten verliefen innerhalb dieser Kugel
geradlinig. Wenden wir dann auf die Punkte 0 <C#» <<2p wieder
die oben angeschriebene Transformation an, so wird jeder Kanten-
endpunkt B durech eine Kugel vom Radius p ersetzt, deren Punkte
von der Mannigfaltigkeit ausgeschlossen sind. Jede einzelne Kante £
von K verbindet jetzt zwei Punkte P, ), deren jeder auf einer
dieser Kugeln o liegt. Die so gewonnene, mit W homgomorphe
Mannigfaltigkeit heifle W,. L6t man nun eine kleine Kugel sich
so bewegen, dafl ihr Mittelpunkt die Kante % beschreibt, so besteht
der von der Kugel iiberstrichene Raum von W, aus einem zylindri-

") In meiner bereits zitierten Note habe ich diese Frage bejahend beant-
‘wortet, mich dabei aber auf den (wie die Ausfithrungen des Textes zeigen)
irrtiimlich als giltig angenommenen Satz gestiitzt, daf aus der Homgomorphie
von S (K) und S, (L), unter K, L irgendwelche eindimensionale Komplexe ver-
standen, stets geschlossen werden kinne, K sei mit L oder mit dem Spiegelbild
von L gleichartig verschiungen. :

%) Das gleiche gilt, wie man sich leicht iiberzeugt, fiir zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten mit isolierten Randpunkten.

°) Vgl. Anm. 4 u. 5 des § 2. Obwohl also alle uneigentlichen Rand-
mannigfaltigkeiten durch eigentliche ersetzt werden konnen, ist es trotzdem niitz-
lich, die uneigentlich berandeten Mannigfaltigkeiten besonders in Betracht zu
nehmen, da sie z. B. bei der in § 18 besprochenen Darstellungsform eine Rolle
spielen. .



88 Heinrich Tietze,

schen Stiick, von dem die Punkte der Linie £ ausgeschlossen sind,
und lafit sich also eineindeutig stetig auf die durch

0 <R=a?ty?<4, —1<z<<--1
definierte Mannigfaltigkeit M abbilden. Wird ¢ == arc tg y/x gesetzt,
und die durch
4 1 14 !
R :§R+1, =0, 3=z

gelieferte Abbildung von M auf die Mannigfaltigkeit 1 < R' <2,
— 1<C2' <<~ 1 betrachtet, so wird ersichtlich, dafl die Rand-
kante £ = P @ von W, ersetzt werden kann durch eine zylindrische
Randfliche, deren Punkte nicht zur Mannigfaltigkeit zu rechnen
sind. Die Kugeln o zusammen mit diesen zylindrischen Flichen-
stiicken liefern so viele geschlossene Randfilichen, als zusammen-
hingende eindimensionale Komplexe von W ausgeschieden waren.

Sei schlieflich noch angefiihrt, daf man den Développabilitiits-
begriff erweitern kann, indem man eine Mannigfaltigkeit W, die
einem Teil von V homdomorph ist, auch dann auf V developpabel
nennt, wenn W von niedrigerer Dimension als ¥ ist. Man kann
noch weitergehen und beliebige auf eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit 7 oder aber auf irgend eine Punktmenge ,developpable*
Punktmengen in Betracht zichen. So kann man z. B., wenn irgend
eine Punktmenge P vorgegeben ist, nach der kleinsten Dimensions-
zahl m einer Elementarmannigfaltigkeit £, fragen, auf die P
developpabel ist.1?)

§ 16.

Transformationen und Deformationen von Mannigfaltigkeiten
in sich.?)

Eine umkehrbar eindeutize und stetige Abbildung einer
Mannigfaltigkeit V auf sich selbst werde als eine Transformation
der Mannigfaltigkeit in sich bezeichnet. Seien #',#” zwei Trans-
formationen von V in sich, P ein Punkt von V und F', P" die
Punkte, in welche P durch ¢, bezw. {" transformiert wird. Wir
wollen dann sagen, die beiden Transformationen #, ¢’ seien um
weniger als ¢ voneinander entfernt, wenn fiir jeden Punkt P von V'
die beiden Bildpunkte FP’, P" voneinander um weniger als ¢ ent-
fernt sind.?) Zwei Transformationen 7, £, von V in sich sollen

1% In diesen Fragenkreis Lift sich auch die in § 2, Anm. 13 aufgeworfene
Frage einordnen. .

1) Auf die im Folgenden besprochenen Beziehungen zwischen den Trans-
formationen einer Mannigfaltigkeit in sich und den Isomorphien der Fundamental-
gruppe habe ich bereits in meiner oben zitierten Note hingewiesen.

?) Es wurde bereits in § 1 darauf hingewiesen, dafl fiir den Begriff der
Mannigfaltigkeiten und ihrer stetigen Abbildungen, auf dem die Analysis situs
der Punktmannigfaltigkeiten beruht, die eingefiibrte Definition der Entfernung
zweier Punkte malfigebend ist.
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gleichartig heiflen, wenn sich eine Folge von Transformationen ¢ (a)
angeben Ji0t, so dafl zu jedem Werte des Parameters @, der den
Ungleichungen 0 < a <1 geniigt, eine Transformation ¢ (@) gehort,
wenn dabel ¢(0)=1# und ¢(1)=¢, ist, und wenn 7 (a) stetig von «
abhiingt. Hierunter ist zu verstehen, dafl fiir jedes a, (0 <a, <1)
zu jedem & >0 ein 3 sich so finden liBt, daf fiir |[a—a, | <3
die Transformationen ¢ (a,) und ¢ (a) um weniger als ¢ voneinander
entfernt sind. Die mit der identischen Transformation gleichartigen
Transformationen sollen Deformationen von ¥V in sich heiflen.

Erlgutern wir diese Definitionen, die sich tiibrigens von
Mannigfaltigkeiten auf beliebige Punktmengen iibertragen lassen?),
kurz an dem Beispiel der zweiseitizen geschlossenen zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit vom Geschlecht 1, die wir uns durch
eine Ringfliche versinnlicht denken. Die Anschaunung liefert uns
hier ohne weiteres einen Uberblick tiber den Sachverhalt, Bedeutet
x einen Meridiankreis, y einen Breitenkreis der Ringfliche, jede
dieser geschlossenen Linien in einer bestimmten Richtung genommen,
und o, o die Perioden, die ein auf der Fliche ausgebreitetes

elliptisches Integral erster Gattung lings des Weges x, bezw. y
erfihrt, so wird durch jede Deformation der Fliche in sich z in
einen sich nicht durchsetzenden Weg 2/,  in einen ebensolchen
Weg y' transformiert, derart dafi die Perioden des Integrals lings
2’ und y' wieder gleich o, und o sind. Hingegen werden die
Perioden o,,, o  lings jener Wege ', ', in welche @, y durch
eine beliebige Transformation der Flidche in sich tibergefiihrt werden,
durch Gleichungen der Form

— 9
mx,—a.wm—]—pwy

(38)
o, =1. u)z—'r—?)wy

dargestellt sein, wobei «,3,7v,5 ganze Zahlen sind, fiir welche

28— P+ gleich + 1 oder —1 ist. Umgekehrt wird es zu jedem

Quadrupel ganzer Zahlen «, 2,7v,3 von der Determinante -1 oder

— 1 auch Transformationen der Fliche in sich geben, fir welche

die Perioden o, ®, durch (38) gegeben sind, und alle Trans-

formationen mit iibereinstimmenden Werten der Zahlen «, B, 7, 3
sind gleichartize. FErteilt man der Fliche in bestimmter Weise,
etwa mittelst einer Indikatrix, einen Sinn, so wird dieser Sinn
bei einer Transformation der Fliche in sich erhalten bleiben oder
in den entgegengesetzten verwandelt werden, je nachdem fiir die
Transformation a8 —fy gleich -1 oder gleich — 1 ist. Die
Gruppe T* aller jener Transformationen der Fliche in sich, bei
denen der Sinn der Fliche erhalten bleibt, bildet eine ausgezeichnete
Untergruppe vom Index 2 der Gruppe 71’ der séimtlichen Trans-

%) Die fiir die kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten in der genannten Note
gegebene Definition der Deformationen deckt sich offenbar fiir dieselben mit der
im Text gegebenen Definition.
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formationen der Fliche in sich. Die Gruppe D aller Deformationen
in sich ist eine ausgezeichnete Untergruppe von 7' sowohl wie
von T*, und die komplementiire Gruppe 7]D ist der Gruppe 4
der ganzzahligen bindren linearhomogenen Substitutionen der Deter-
minante -1 oder — 1, die Gruppe 71%*/D der Gruppe B der
ganzzahligen bindiren linearhomogenen Substitutionen der Deter-
minante 1 holoedrisch isomorph. Zielhen wir nun die Funda-
mentalgruppe F der betrachteten zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit heran, die sich aus zwei erzeugenden Operationen s, ¢, die

durch die Relation s#s~'#~'=1 verbunden sind, aufbauen lift
und sich also als die aus zwei erzeugenden Operationen gebildete
kommutative Gruppe darstellt, so reprisentiert 4 offenbar auch
die Gruppe aller Isomorphien von F' in sich (wenn wir wieder,
auf den Standpunkt des allgemeinen Gruppenbegriffes uns stellend,
holoedrisch isomorphe Gruppen als nicht verschieden erkliren).
So wie in dem vorliegenden Beispiel, so gelten zwischen den
betrachteten Gruppen ganz allgemein analoge Beziehungen. Die
Gruppe D aller Deformationen einer Mannigfaltigkeit ¥V in sich
ist in der Gruppe aller Transformationen von V7 in sich ausge-
zeichnet enthalten und ebenso, wenn die Mannigfaltigkeit zwei-
seitig ist, in der Gruppe T* aller den Sinn der Mannigfaltigkeit
nicht @ndernden Transformationen in sich. Ist die Mannigfaltigkeit

zusammenhingend, so sind die komplementiiren Gruppen G:ﬁ’
% T* . d G "0 *0

G = 7y mit den Gruppen i
D°, T T*° die Gruppe aller jener Deformationen bezw. Trans-
formationen, bezw. den Sinn erhaltenden Transformationen der
Mannigfaltigkeit in sich verstanden wird, bei demen ein beliebig
ausgewidhlter Innenpunkt M, der Mannigfaltigkeit fest bleibt. Nun
kénnen wir als Elemente der Fundamentalgruppe F von V ein
System von nicht ineinander iiberfiihrbaren von M, ausgehenden
und nach M, zuriickkehrenden Wegen a,, a,, ... wihlen und den
Charakter von F' durch die Gesetze der Zusammensetzung dieser
Wege *) bestimmt ansehen,

Jeder Transformation aus 7° entspricht nun eine Permutation
der Wege a,, die so beschaffen ist, daB Relationen zwischen den
Wegen auch zwischen den permutierten Wegen bestehen bleiben.
Den Transformationen entsprechen also Isomorphien von F' in sich.
Allen gleichartigen Transformationen entspricht dieselbe, allen
Deformationen die identische Permutation, und daher entspricht

To

auch jeder Operation von G:F:—F eine Operation aus der

bezw. —=; identisch, wenn unter

%) Zwei Wege nacheinander ausgefiihrt stellen offenbar wieder einen
geschlossenen Weg dar. Eine Relation a; @, = a; zwischen den geschlossenen

Wegen bedeutet dann nichts anderes, als das Bestehen der entsprechenden Relation
zwischen den den Wegen a;, @,, o, zugehtrigen Substitutionen der Werte einer

beliebigen in ¥ unverzweigten Funktion (siche § 12, Anm. 6).
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Gruppe J aller Isomorphien von F in sich Sind nun «, <, <
Operationen aus 19 die der Relation tt'=+<" geniigen, so besteht
offenbar auch zwischen den zugeordneten 1somorph1en g J's g
von F' in sich die Relation jj'=j". Das Gleiche gilt, wenn unter
7, v, ' Operationen von G verstanden werden. Somit ist G,
und analog G*, einer Untergruppe H bezw. H* von J isomorph,
und zwar im allgemeinen meriedrisch. Es kann n#mlich mehreren,
etwa p Operationen von G dieselbe Operation von J entsprechen.
Betrachten wir noch das Beispiel der dureh einen Kreisring repri-
sentierten zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, fir welches & gleich
der Vierergruppe, G* gleich der zyklischen Gruppe 2. Ordnung,
F gleich der zyklischen Gruppe unendlich hoher Ordnung und
daber J gleich der eyklischen Gruppe 2. Ordnung ist. Man erhilt
H= H*=/J und somit p. =2, wihrend G* mit H* holoedrisch
isomorph ist. Es sei bemerkt, dafi in beiden betrachteten Bei-
spielen H mit J zusammenfillt.

Die Gruppen G, G*, H, H* stellen offenbar topologische
Invarianten dar, iiber die wir freilich derzeit noeh in sehr geringem
Mafle verfiigen. Wurde bereits beziiglich der Fundamentalgruppe
bemerkt, dall derselben in gewissem Sinne nicht dieselbe Bedeutung
zukommt wie den vorher besprochenen topologischen Invarianten,
so lange ’eine Methode, allgemein die Gleichheit oder Verschieden-
heit von zwei Gruppen festzustellen, nicht bekannt ist, so kann
doch stets, wenn die Mannigfaltigkeit durch ein Schema gegeben
ist, ihre Fundamentalgruoppe wenigstens in einer bestimmten
spezlellen Darstellungstorm durch erzeugende Operationen und
definierende Relationen ermittelt werden. Von den Gruppen G,
G*, H, H* aber kann auch dies nicht mehr behauptet werden,
Das Gleiche gilt iibrigens bereits von der Gruppe J, deren Be-
stimmung aus F freilich eine rein gruppentheoretische Aufgabe ist.

Wenn es sich darum handelt, die genannten Gruppen fiir
eine vorgelegte Mannigfaltigkeit zu bestimmen, so konnen wir uns
die Aufgabe stellen, diese Bestimmung aus dem Schema der
Mannigfaltigkeit durchzufithren. Man wird sich dementsprechend
damit befassen, fiir die Schemata Begriffe zu definieren, die die
Transfmmatlonen und Deformationen der Mannmfaltl;:kelt in sich
abbilden.?) Es sind dann fiir die so definierten Begriffe kombina-
torischer Natur die zu den besprochenen Gruppen analogen Gruppen
aufzustellen und Beweise fiir die oben genannten auf diese Gruppen
beziiglichen Sitze zu erbringen. Gleicherweise werden auch Sitze
zu erweisen sein, wie der weiter unten verwendete Satz: Eine

%) Um die Art, in der dies geschehen kann, zu charakterisieren, mag hin-
gewiesen werden einerseits auf die Untersuchungen von C. Jordan (Recherches
sur les polyédres, Crelles J., Bd. 66) tiber den Begriff des ,aspect“ eines Polyeders,
und die Frage, ob verschiedene Aspekte eines und desselben Polyeders einander
ghnlich sein kénnen, anderseits darauf, wie in dem bereits genannten Enzyklopédie-
artikel Dehn-Heegaard (IIIAB3, Grundlagen 7) auf eine ganz anf den Begriff
des Schema basierte Art, Deformationen eingefithrt werden, die innerhalb einer
Mannigfaltigkeit ¥ mit Figuren, die in ¥ liegen, vollzogen werden.
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einfach zusammenhéingende Mannigfaltigkeit gestattet keine anderen
den Sinn der Mannigfaltigkeit erhaltenden Transformationen in
sich als Deformationen in sich, und aufler diesen iiberhaupt keine
anderen  Transformationen in sich als Deformationen zusammen-
gesetzt mit einer Spiegelung. Dabei ist als Spiegelung der ge-
schlossenen #-dimensionalen bezw. der berandeten (n-}-1)-dimen-
sionalen einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeit

xi—]—xz-}——}—xi—[—xi_*_l:l bezw. <1

die Transformation

’

4 /__ ’_ —
Ty =X, Lo =Ty 0. X, =T, xn-{-l_

- xn—]—l

anzusehen.

Die oben genannten Sitze iiber die Beziehungen der genannten
Transformationsgruppen unter sich und zu den Isomorphien : der
Fundamentalgruppe in sich bediirfen aber nicht bloff beziiglich
ihrer Finfigung und Entwicklung in die auf den Begriff des
Schema gegriindete kombinatorische Analysis situs, sondern auch
noch in anderer Hinsicht einer Erginzung. Es sind ja nicht nur
die bei den betrachteten Beispielen vorliegenden Verhiltnisse unter
Berufung auf die” Anschauung auseinandergesetzt worden, sondern
es bediirfen auch die allgemeinen Sitze einer schiirferen Priizisierung
und Begriindung, namentlich was die Feststellung der allgemeinsten
Voraussetzungen betrifft, die man Punktmengen auferlegen mulf,
damit fiir die Transformationen und Deformationen dieser Punkt-
mengen in sich die genannten Sitze noch bestehen bleiben. LBt
sich ja doch die Definition der Transformation und Deformation
in sich genau so wie die der Homgomorphie ebensogut wie auf
kontinuierliche auch auf beliebige Punktmengen anwenden.

Die oben angestellten Betrachtungen iiber die Transformationen
einer Mannigfaltigkeit V' in sich lassen sich noch in gewissem
Sinne erweitern. Nimmt man nidmlich an, V" sei berandet und es
seien W,, W,, ... die Randmannigfaltickeiten von ¥. Durch
eine Transformation von 7V in sich werden dann die Mannigfaltig-
keiten W; permutiert werden. Fir die Deformationen von V in
sich wird diese Permutation die identische sein und man kann
also von der Permutation der W;, die durch eine bestimmte
Operation von G hervorgerufen wird, sprechen. Die den einzelnen
Operationen von G derart zugeordneten Permutationen der W;
bilden eine zu G mehrstufig isomorphe Gruppe P, die im allge-
meinen intransitiv ist. Die Systeme der Intransitivitit dieser
Permutationsgruppe werden von jenen Systemen von Randmannig-
faltigkeiten gebildet, die durch Transformationen von V in sich
ineinander ibergefilhrt werden konnen. Wir wollen weiterhin
annehmen, alle W, seien eigentliche Randmannigfaltigkeiten und
die Punkte der W; seien sonach, zufolge der seinerzeit gemachten
Festsetzung der Mannigfaltigkeit V" zuzuzihlen. Diejenigen Mannig-
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faltigkeiten W;, die einem der besprochenen Systeme angehiren,
miissen sonach notwendig untereinander homidomorph sein.®)

Greift man eine bestimmte Mannigfaltigkeit W, herauns, so
bilden diejenigen Operationen von T bezw. G, bei welchen W; in
sich selbst transformiert wird, eine Untergruppe I; von T bezw.
eine Untergruppe G:; von G. Jeder in 7; enthaltenen Transfor-
mation von FV in sich entspricht eine Transformation von W;
in sich, und ebenso entspricht jeder Operation aus G; eine
Operation jener Gruppe I';, die fiir die Transformationen der
Mannigfaltigkeit W, in sich dieselbe Rolle spielt, wie die
Gruppe G fiir die Transformationen von ¥V in sich. Im all-
gemeinen werden diejenigen Operationen von [';; welche Opera-
tionen von (; entsprechen, die Gruppe I'; nicht erschipfen, sondern
eine Untergruppe I’ : der Gruppe T; bilden. I} ist zu G (meriedrisch)
isomorph. Wenn W;, W; einem und demselben der oben genannten
Systeme ineinander transformierbarer Randmannigfaltigkeiten ange-
horen, so sind G; und G: gleichberechtigte Untergruppen von &
und es sind nicht nur die Gruppen I, I (was eine blofle Folge
der Homdomorphie von W; und W ist), sondern auch die Gruppen
F}, I'; holoedrisch isomorph.

- Ist V zweiseitig und beschrinkt man sich auf Transforma-
tionen von V in sich, die den Sinn erhalten, so gelangt man zur
Betrachtung der Gruppe P* jener Permutationen der W;, die durch
Operationen von T* hervorgerufen werden, zur Gruppe 7, G jener
Operatiopen aus 7" bezw. G, bei denen W; in sich selbst iiber-
geht und zur zugehtrigen Untergruppe [’} der Gruppe 77 aller den
Sinn von W; erhaltenden Operationen aus [';.

Ein einfaches Beispiel mége einige der besprochenen allge-
meinen Begriffe und Sitze erliutern. Fir 7 werde der von einer
Torusfliche eingeschlossene dreidimensionale Raum gewshlt. Die
einzige Randmannigfaltigkeit W, ist also die bereits oben betrachtete
Ringfliche und I'; demnach der Gruppe der ganzzahligen linearen
Substitutionen

o =azx—+fy,
Y =vo-13y

%) Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend. Man betrachte hiezu die
in § 15 besprochene durch Fig. 3 dargestellte Mannigfaltigkeit und schneide aus
derselben noch an irgend einer Stelle ein kleines von einer Torusfliche berandetes
Raumstiick aus. Die so entstandene Mannigfaltigkeit 7 ist von zwei Fliichen
Wy, W, vom Geschlecht p==1 bherandet. lhre Fundamentalgruppe baut sich
aus drei. erzeugenden Operationen s, £ w auf, zwischen denen die Relation
sts==1tst besteht. Es gibt zwei geschlossene Wege auf W, aus denen alle
anderen sich zusammensetzen lassen, denen die Operationen s und 7s¢ ls¢ der
Fundamentalgruppe entsprechen, und zwei ebensolche Wege auf W,, denen die
Operationen 1 und # entsprechen. Man sieht, daf es keine geschlossenen Riick-
kehrschnitte auf 7, gibt, denen die identische Operation eutspricht, und daf
also Wi und W, nicht durch eine Transformation von ¥V in sich ineinander
transformiert werden konnen.

(28 —fy= 4 1)
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holoedrisch isomorph. Um aber I} zu bestimmen, so beachte man,

daf von allen geschlossenen Wegen w = ax - By (a, 8 relativ prim)
nur die Wege w = - und w = —z der Homologie

weo 0 (beztigl, V)

geniigen, wenn wieder unter x ein Meridiankreis, unter y ein Breiten-
kreis der Ringfliche, jeder in einem bestimmten Sinne genommen.
verstanden wird. Daraus folgt aber, daB eine Operation von I
den Meridiankreis # nur in 4~ oder — « transformieren kann,
und sich also in der Gestalt

¥ =cx

¥ =ve+ny,

wo sowohl ¢ als % einer der Zahlen -1, -—1 gleich ist, muf dar-
stellen lassen. Anderseits ist leicht zu sehen, daB jede Substitution
dieser Gestalt tatsiichlich eine Operation von I', darstellt und T, also
der aus diesen Substitutionen gebildeten Gruppe holoedrisch iso-
morph ist. Bedeutet nimlich p den Abstand eines Raumpunktes
von der Mittellinie des Ringes, ¢ den auf den Breitenkreisen, & den
auf den Meridiankreisen gemessenen Winkel (geographische Linge

und Breite), so daB auf den Meridiankreisen ¢, auf den Breiten-
kreisen & konstant ist, so gehort zu der durch die Gleichungen

(39)

=0 ¢ =mngp ¥=2cd—

.
— %

2
dargestellten Transformation von ¥ in sich?) die durch die Substi-
tution (39) reprisentierte Transformation von W;.

Es mag hier eine Bemerkung eingeschaltet werden, die sich
auf den kombinatorischen Aufbau der Analysis situs bezieht. Er-
innern wir uns daran, dafl bei der im § 4 gegebenen Darstellung
die Elemente, aus denen die (# - 1)-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten aufgebaut wurden, also die (n—- 1)-dimensionalen Zellen,
geliefert wurden durch die einfach zusammenhingenden ge-
schlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Die geometrische
Vorstellung, die diesem schrittweisen Herstellen der Mannigfaltigkeiten
von immer mehr Dimensionen zu Grunde liegt, besteht darin, daf
die durch die einfach zusammenhiingende geschlossene n-dimensionale
Mannigfaltigkeit

el — 1
berandete (n -} 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
x?"[" x2++xi+1§1

als (n - 1)-dimensionale Zelle verwendet wird. Die Bildung der
(n - 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten kann also erst vollzogen

") Man findet dieselbe iibrigens schon bei Heegaard, Diss. p. 56.
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werden, wenn fiir die »-dimensionalen Mannigfaltigkeiten der
Begriff ,einfach zusammenhingend“ wund sonach die Begriffe der
pelementaren Unterteilungen“ und der ,Hom8omorphie“ bereits
eingefiibrt sind. Man kann sich fragen, ob es nicht moglich wire,
die zweiseitige geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit 7™
ohne die Beschrinkung des einfachen Zusammenhanges als Element
fiur den Aufbau der (# -} 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf-
zufassen, indem man sich der Vorstellung bedient, V™ sei im
Raum R, ; von # 41 rechtwinkligen Koordinaten x;, 2, . . . @uy1
gelegen, und berande einen Teil dieses Raumes und dieser Teil
Z @+ werde dann als (1 - 1)-dimensionale Zelle verwendet. Aber
abgesehen davon, dal es fraglich erscheint, ob jede zweiseitige
geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit sich umkehrbar stetig
und eindeutig auf eine Punktmannigfaltigkeit X™ des Raumes der
Koordinaten ,, ,,...®%.41 abbilden laBt%) (also ohne Singula-
ritdten und Selbstdurchdringungen, fiir welche ja eine Stsrung der
umkehrbaren Eindeutigkeit eintriite), abgesehen davon, dall es
wesentlich verschieden gebaute Mannigfaltigkeiten X geben kann,
die ein eindeutiges und umkehrbar stetiges Abbild derselben

Mannigfaltigkeit 7™ darstellen, derart, daf die von diesen Mannig-
faltigkeiten X™ berandeten Teile des %, ; einander nicht homgo-
morph sind,?) so daB es also nétig wire, durch besondere Fest-
setzungen eine dieser X" herauszugreifen, so zeigt das eben be-
sprochene Beispiel, dafi auch dann ein brauchbares (# - 1)-dimen-
sionales Element noch nicht geniigend festgelegt ist, infolge des
Umstandes, dab X® eindeutige umkehrbar stetige Transfor-
mationen in sich gestatten kann, denen keine Transformation von
2T in sich entspricht. An dem Beispiel ist das sofort zu sehen.
Man gehe darauf aus, die zweiseitige geschlossene Fliche als drei-
dimensionale Zelle einzufiihren, und habe festgesetzt, die Fliche
p=1 sei durch eine Torusfliche X reprisentiert zu denken,
deren Inneres die Zelle vorstellen soll. Ist nun £, 7 ein Paar unab-
biingiger geschlossener Wege auf der Fliche, aus denen sich alle
anderen zusammensetzen lassen, so konnen wir die Fliche auf X®
einmal so beziehen, dall ¢ dem Meridiankreis 2,7 dem Breiten-
kreis y entspricht, das andere Mal so, daf} ¢ einer Linie #'—axz -8,
n einer Linie y'=y2 -3y entspricht (¢8—py= +1). Wir
haben damit zwei verschiedene Deutungen der Fliche p=1 als
Fliche X® und das Innere von X® als dreidimensionale Zelle

aufgefaBt, heibe bei der einen Deutung E,®) bei der anderen
5, Nun ist die Fliche p=1 in Polygone zerlegt zu denken,

die einander oder den Polygonen anderer Randflichen von Zellen
8) Piir n — 2 ist diese Abbildung allerdings, wie bekannt, stets moglich,

Beztiglich # > 2 vgl. die in § 2, Anm. 13, aufgeworfene Frage.
%) Vgl. in § 15 das durch Fig. 3 erlauterte Beispiel.
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zugeordnet sind. Die durch solche paarweise Zuordnungen der
Randflichen der Zellen definierte dreidimensionale Mannigfaltigkeit
wird nun offenbar im allgemeinen verschieden ausfallen, wenn man

einmal den Raumteil Eig), das andere Mal den Raumteil E(;),

als Zelle nimmt, und nur dann mit Bestimmtheit nicht verschieden,
wenn die Substitution
¢ =oax+4By

y=v1ao+3y
die Form (39) hat. Es sind sonach noch weitere Festsetzungen

notig, wenn die Fliche p =1 als dreidimensionale Zelle brauchbar
werden soll, etwa die, dafl ein bestimmter Riickkehrschnitt den

Meridiankreis « von X® bilden soll. Dem Gesagten zufolge ergibt
sich, dall, wenn es sich um die Einfiihrung von Elementen fir
die Zusammensetzung (n —- 1)- dimensionaler Mannigfaltigkeiten
handelt, die Beschriinkung auf die einfach zusammenhingenden
geschlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten weitaus das natiir-
lichste ist. Hier treten ja die Schwierigkeiten der besprochenen
Art nicht anf, da alle von einfach zusammenhsingenden n-dimen-

sionalen Mannigfaltigkeiten X™ berandeten Teile 2" des R, 14

einander homoomorph sind und jeder Transformation ¢ von X

. . . . Y 1) - .
in sich eine Transformation von """ in sich zugeordnet werden

kann, die auf der Randmannigfaltigkeit X ™ die Transformation ¢
bewirkt.'?)

Die betrachteten Gruppen P, P*, G, G, U, I stellen topo-
logische Invarianten berandeter Mannigfaltigkeiten dar, denen inso-
fern eine gewisse Bedeutung zukommt, als es Mannigfaltigkeiten
zu geben scheint, die in allen bisher untersuchten topologischen
Invarianten (Zusammenhangszahlen, Torsionszahlen, IFundamental-
gruppe, Zahl und topologischer Charakter der Randmannigfaltig-
keiten), nicht aber in allen von den eben angefiihrten Invarianten

iibereinstimmen. Betrachten wir etwall)

die dreidimensionale Mannigfaltigkeit V;,

C\ Q die man erhilt, wenn man aus der sphi-
rischen dreidimensionalen Mannigfaltig-

keit zwel geschlossene Linien L, L,

L, L, (siehe Fig. 4) ausscheidet, die mitein-
Fig. 4. ander nicht verschlungen sind und deren

10) Diese Satze erscheinen allerdings der Anschauung entnommen und man
kann sich die Aufgabe stellen, sie allgemein im Gebiete der Punktmannigfaltig-
keiten strenge nachzuweisen oder aber auch (vgl. Anm. 5) im Gebiete der kom-
binatorischen Analysis situs, wenn die Mannigfaltigkeiten durch Schemata, so wie
dies im Abschnitt I auseinandergesetzt wurde, reprisentiert werden.

1) In den folgenden Beispielen werden nur die Gruppen P, P¥ betrachtet,
da nur diese Gruppen fiir uneigentlich berandete Maonigfaltigkeiten (siehe § 2,
Anm. 4) — und die Beispiele bezichen sich auf solche Mannigfaltigkeiten —-
definiert sind.
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jede einen einfachen Knoten bildet, jedoch so, dafl der eine Knoten
das Spiegelbild des anderen vorstellt. Die Linie L, kann also ohne
Selbstdurchdringung in der sphirischen Mannigfaltigkeit nicht in L,
tibergefithrt werden.'?) Die Fundamentalgruppe von V, erhilt mant?)
aus vier erzeugenden Operationen s, s,, §;, §,, wenn man zwischen
denselben die Relationen s, s, 8, =, 8; S5, 5, 8, 8, =8, $; §, annimmt,
woraus P, =3 und keine Torsionszahlen sich ergeben. Die gleiche
Fundamentalgruppe erhilt man fiir die Mannigfaltigkeit V,, die
man bekommt, wenn man aus der sphirischen dreidimensionalen
Mannigfaltigkeit zwei unverschlungene geschlossene Linien A, A,
ausscheidet, deren jede einen einfachen Knoten bildet, doch so,
dall beide Knoten in gleichem Sinne etwa beide so wie L, ge-
wunden sind. Die Randmannigfaltigkeiten von V7, und ¥, sind
in gleicher Anzahl vorhanden und sind einander homé&omorph.
V, und V, selbst sind aber nicht homsomorph.¥) Die Permuta-
tionsgruppe P besteht fiir beide Mannigfaltigkeiten aus der Per-
mutationsgruppe von zwei Elementen, den beiden Randlinjen
L, L, bezw. A;, A,. Hingegen ist fir V, die Gruppe P*=2FI,
da es den Sinn erhaltende Transformation von V7, in sich gibt,
bei denen A, und A, vertauscht werden, wihrend jede den Sinn
erhaltende Transformation von ¥, in sich jede der Linien L,, L,
in sich selbst tiberfilhrt, so dafi P* sich fir V, auf die identische
Gruppe reduziert. — Iis werde noch das Beispiel zweier Mannig-
faltigkeiten ¥V, V¥, betrachtet, die aus der sphirischen dreidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit durch Ausscheidung dreier unverschlun-
gener geschlossener Linien A, A,, A, bezw. K|, K,, K, entstehen.
Jede dieser Linien bilde einen einfachen Knoten, doch mogen die
Linien A, Ay, A;, K, K, so gewunden sein, wie die Linie L, der
Fig. 4, hingegen K, so, wie die Linie L, dieser Figur. Die
Gruppe P der Mannigfaltigkeit ¥, besteht offenbar aus der Gruppe
sémtlicher Permutationen von drei Elementen A;, A,, A;. Hingegen
enthilt die Gruppe P von ¥, aufler der identischen Permutation

Ky, K,, Kg) ;
K27 Kl) Kﬁ

12} Auch dies ist eine der Anschauung oder, wenn der Ausdruck gestattet
ist, der topologischen Erfahrung entnommene Tatsache, fiir die mir ein strenger
Beweis nicht bekannt ist.

18) Vgl. die Bestimmung der Fundamentalgruppe von ¥, in § 18.

'4) Man ktnnte das als anschaulich einleuchtend ansehen. Qder aber man
geht von der Vorstellung aus, daf es, wenn ¥, und V; homomorph wéren, auch
solche eineindeutige stetige Beziehungen von V; auf V, geben miilite, aus denen
sich eine eineindeutige stetige Beziehung der Randpunkte von V; auf die Rand-
punkte von V, ableiten 1iaBt, die sich also zu einer eineindeutigen stetigen Be-
ziehung der ganzen sphirischen Mannigfaltigkeit auf sich selbst ergiinzen lassen.
Da nun zufoige des oben genannten Satzes die sphirische Mannigfaltigkeit keine
anderen Transformationen in sich gestattet als Deformationen oder Deformationen
zusammengesetzt mit einer Spiegelung, so miiite das System der Linien I, L,
mit A;, A, oder dem Spiegelbild von A,, A, gleichartig verschlungen sein, d. h.
sich in dieses System oder sein Spiegelbild deformieren lassen, was offenbar aus-
geschlossen ist.

nur die Permutation (

Monatsh, fir Mathematik u. Physik. XIX, Jahrg. 7
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VI. Spezielle Arten, geschlossene mehrdimensionale Mannig-
faltigkeiten darzustellen.

§ 17.

Die geschlossene Mannigfaltigkeit wird 1. durch Zuordnung von
Randmannigfaltigkeiten, 2. durch doppelte Uberdeckung einer
»Grundform® erhalten.

In diesem Abschnitte sollen die Verallgemeinerungen bekannter
Arten, geschlossene zweidimensionale Mannigfaltigkeiten darzu-
stellen, auf mehr (insbesondere drei) Dimensionen betrachtet werden.
Dabei wird sich zeigen, dall gewisse dieser Darstellungsformen,
durch die jede geschlossene zweidimensionale Mannigfaltigkeit
reprisentiert werden kann, in ihrer Verallgemeinerung auf mehr
Dimensionen nicht jede geschlossene Mannigfaltigkeit darzustellen
fihig sind (daB also die Moglichkeit einer solchen Darstellung
eine spezielle topologische Eigenschaft einer Mannigfaltigkeit vor-
stellt), oder aber dafi die Findeutigkeit der Darstellung verloren geht.

Die erste der zu besprechenden Darstellungsarten zweidimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten !) geht von einer , Grundform¥, d. i. von
einer developpablen Fliche mit » Randlinien aus, die man sich
etwa als » Kreise vorstellen moge. Verfiigt man in bestimmter
Weise tiber den Sinn der developpablen Fliche, so ist dadurch
fir jeden der » Kreise ein positiver Durchlaufungssinn festgelegt.
Durch paarweise Zuordnungen zwischen den auf den Kreisen
liegenden Randpunkten der Grundform, wobei zwei einander zu-
geordnete Punkte als ein Punkt der zu definierenden Mannigfaltig-
keit anzusehen sind,?) mége nun die Definition einer geschlossenen
Fliche erfolgen.

Dabei kommen Zuordnungen dreierlei Art in Betracht:

1. Die Punkte eines Kreises K, werden auf die Punkte eines
anderen Kreises eineindeutig und stetiz so bezogen, dafl dem
positiven Sinn von K; der negative Sinn von K, entspricht.

2. Die Punkte zweier Kreise K, K, werden eineindeutig
und stetig so aufeinander bezogen, dafl dem positiven Sinn von K,
der positive Sinn von K, entspricht.

3. Die Punkte eines Kreises K werden diametral auf sich
selbst bezogen. Betrachtet man dann zwei einander zugeordnete
Bogen von K, so entspricht dem positiven Sinn des einen der
positive Sinn des anderen Bogens.

Die Gesamtheit der » Kreise verteile man in s Paare, die
nach der ersten oder zweiten Art einander zugeordnet sind und ¢
nach der dritten Art sich selbst zugeordnete Kreise, Die entstehende

1) Vgl. hiertiber Dyck, Math, Anm. 82,
?) Wie dies aufzufassen ist, ergibt sich sofort aus dem an analoger Stelle
in Abschnitt I iiber die Zuordnungen von Randelementen Gesagte.
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geschlossene Mannigfaltigkeit 3) ist offenbar nur dann zweiseitig,
wenn nur Zuordnungen erster Art vorkommen. Jede zweidimen-
sionale Mannigfaltickeit ist der besprochenen Darstellung fihig.
Diese ist fiir die zweiseitigen Flichen und nur fir diese und die
einseitige Fliche mit der Invariante g=1 (siehe § 8) eindeutig
(namlich abgesehen von topologisch unwesentlichen Abinderungen
der Grundform).*)

Die Verallgemeinerung der besprochenen DaYstellungsart auf
den Fall von mehr Dimensionen liegt auf der Hand. Man geht
von einer developpablen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die von
einer Anzahl von (» — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten beran-
det ist, aus und legt durch Wahl eines bestimmten Sinnes der
developpablen Mannigfaltigkeit auch fiir die einzelnen Randmannig-
faltigkeiten einen bestimmten Sinn fest. Iiir die Randmannig-
faltigkeiten werden dann Zuordnungen von folgenden drei Arten
festgesetzt:

1. Zwel Randmannigfaltigkeiten B, I, werden so punktweise
eineindeutig stetig aufeinander bezogen, dafl dem positiven Sinn
von R, der negative von R, entspricht oder

2. so, dalh dem positiven Sinn von R, der positive Sinn
von I, entspricht.

3. Die Punkte einer Randmannigfaltigkeit F werden paar-
weise eineindeutig stetiz auf einander bezogen, derart, dal dem
Sositiven Sinn eines Stiickes von B der positive oder negative Sinn

es zugeordneten Stiickes entspricht, je nachdem # gerade oder
ungerade ist, Hieber gehort beispielsweise die Zuordnung diametral
gegeniiberliegender Punkte der Mannigfaltigkeit

Einander zugeordnete Punkte sind als ein Punkt der zu
definierenden Mannigfaltigkeit anzusehen. Die so entstehende
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist dann und nur dann zweiseitig,
wenn im Falle eines geraden » nur Zuordnungen erster Art, im
Falle eines ungeraden »n nur Zuordnungen erster und dritter Art
auftreten.

Als Beispiele mogen die aus der Kugel durch Zuordnung
der diametral gegentiberliegenden Punkte ihrer Oberfliiche ent-
stehende zweiseitige dreidimensionale Mannigfaltigkeit 7, (siehe
§ 9) und die aus dem Raum zwischen zwei konzentrischen Kugel-
flichen durch paarweise Zuordnung der auf gleichem Radiusvektor
liegenden Punkte entstehende gleichfalls zweiseitige Mannigfaltig-
keit U (ein Schema fiir U ist weiter unten angegeben) angefiihrt
werden. Ein weiteres Beispiel liefert die folgendermaflen durch ein
Schema mit zwei Zellen definierte dreidimensionale zweiseitige

3) Natiirlich erhilt man auch berandete Flichen durch den gleichen Her-
stellungsprozeB, wenn man nicht fiir alle  Kreise Zunordnungen festlegt, und
zwar ist jede berandete Fliache dieser Darstellung fihig.

4) Eine Darstellung dieser Verhiltnisse gibt Dyck a. a. O., 8. 480.

il
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Mannigfaltigkeit. Die zwei Zellen miogen als zwei. Zylinder im
Raum der Koordinaten z, y, 2, bezw. 2/, ', 2’ durch

2?4y <1, +1>=2>-—1 bezw.
@ty <1, +1z=—1

gegeben sein, deren Oberflichen durch die Peripherien der Grund-
flichen und die Leitlinie 2 =1, y =0 bezw. 2’ =1, ' =0 in je
drei Polygone eingeteilt seien. Die beiden Mantelflichen seien
einander nach den Formeln

r . r r
o=y =y, d=—nz

je eine Grundfliche des einen Zylinders einer des anderen durch
die Formeln
¥=—ux Y=y, =z

zugeordnet. Die so definierte Mannigfaltigkeit 146t sich, wie leicht
zu sehen, in der besprochenen Art darstellen, einmal als Raum
zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen, wobei auf jeder Kugel-
fliche die diametral gegeniiberliegenden Punkte aufeinander bezogen
sind, dann aber auch als Raum, der von einer Torusfliche begrenzs
ist, deren Punkte einander paarweise nach den Formeln

P=2r—e ¥V ==04=

zugeorduet sind,®) unter o, & wie in § 16 geographische Linge
und Breite auf der Torusfliche verstanden. Die Darstellungsart ist
also fiir zweiseitige Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen nicht
mehr eindeutig.

Bereits fir #=—23 tritt aber auch der Fall ein, daf nicht
alle geschlossenen Mannigfaltigkeiten der besprochenen Darstellung
fahig sind. Da nimlich die beiden vermoge einer Zuordnung
erster oder zweiter Art einander entsprechenden Randfliichen R,,
R, oder die durch die Paare von Punkten der auf sich selbst
bezogenen IFliche B reprisentierte Gesamtheit von Punkten der
Mannigfaitigkeit eine (zwei- oder einseitige) geschlossene nicht zer-
stiickende Fliche in der Mannigfaltigkeit darstellen, so muff fiir
dieselbe die Zahl P, oder doch die Zahl @, grofler als 1 sein. Es
gibt aber zweiseitige geschlossene dreidimensionale Mannigfaltig-
keiten, fiir die, ohne daf sie der sphirischen Mannigfaltigkeit homoo-
morph wiren, P, — ¢,=1 ist. Beispiele hiefiir bieten die im § 20

") Die Gesamtheit der Punkte der Mannigfaltigkeit, deren jeder durch
zwei Punkte der Torusfliche repriisentiort ist, bildet eine geschlossene einseitige
Fliche mit der lnvariante ¢ =2 (siehe § 8). Allgemein bilden die aus der Zu-
ordnung dritter Art einer Fliche vom Geschlecht p auf sich selbst entstehenden
Punkte eine in der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit liegende einseitige ge-
schlossene Ilache mit der Invariante q==p 4 1, wie man aus der Betrachtung
der Zahl N (siehe § 8), die fiir die Fliche vom Geschlecht p gleich dem doppelten
der fiir die einseitize Fliche gebildeten Zahl N sein muB, entnimmt.
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betrachteten Mannigfaltigkeiten [2m -1, A] mit der zyklischen
Gruppe von der Ordnung 2m -1 als Fundamentalgruppe.

Die zweite Art, geschlossene mehrdimensionale Mannigfaltig-
keiten darzustellen, die besprochen werden soll, hezieht sich auf
zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Fir den Fall von zwei Dimensionen
mag an die bekannte Normalform der zweiseitigen geschlossenen
Flichen, an die Fliche mit p Henkeln erinnert werden. Projiziert
man nun etwa die Torusfliche, die Normalform der Fliche vom
Greschlecht 1, auf eine geeignet gelegte Ebene, so erhilt man als
Projektion die Flache eines Kreisringes, dessen berandende Kreise K,
und K, heiflen mogen, wobei jedem Punkte zwischen den beiden
Kreisen zwei Punkte der Torusfliche, den Punkten von K, und K,
ein Punkt der Torusfliche entspricht. Wenn wir uns also den Kreis-
ring als aus zwei Bléttern bestehend denken, die lings K, und K,
zusammenhiingen, so haben wir damit eine Darstellungsart der
geschlossenen Fliche vom Geschlecht ]. Dabei st noch Folgendes
beziiglich des Sinnes der Mannigfaltigkeit zu beachten. Wihlt man
fir die Fliche des Kreisringes zwischen K, und K, eine Indikatrix,
also einen Sinn, so wird dieser Sinn im einen Blatt mit einem
bestimmt gewihlten Sinn der Torusfliche twbereinstimmen, im
andern Blatt aber mit dem entgegengesetzten Sinn. Will man also
einen bestimmten Sinn der geschlossenen Fliche beim Ubergang
iiber K, oder K, von einem Blatt ins andere beibehalten, so ist
der in der Ebene des Kreisringes bestimmte Sinn dabei umzukehren.
Ganz analog wie im Falle p=1 repriisentiert allgemein eine
developpable Flache mit p -1 Randlinien, doppelt iiberdeckt und
mit Zusammenhang der beiden Blitter lings der Randlinien gedacht,
die zweiseitige geschlossene Fliche vom Geschleeht p. Man erhils
die Verallgemeinerung dieser Darstellungsart zweiseitiger ge-
schlossener Mannigfaltigkeiten auf mehr Dimensionen, indem man
eine von einer Anzahl (#n—1)-dimensionaler Mannigfaltigkeiten
berandete developpable n-dimensionale Mannigfaltigkeit doppelt
iiberdeckt denkt und die beiden Blitter als lings der Rand-
mannigfaltigkeiten zusammenhingend ansieht.®)

Wihrend aber im Falle zweier Dimensionen die besprochene
Darstellungsart fiir eine bestimmte zweiseitige Fliche nur auf eine
Art moghch ist, ist diese Darstellung bereits fir drei Dimensionen
nicht mehr emdeutw Dies zeigt beispielsweise die folgendermafien
detinierte Mannigfaltigkext U. Das Schema derselben bestehe aus
einer einzigen Zelle, die man sich als Zylinder

Py <l F1zez—1
vorstellen moge, dessen Mantelfliche durch die Sehnittlinien mit

der Ebene y =0 in zwei rechteckartige Stiicke geteilt sei; diese
selen einander durch die Formeln

8) Man kann diese Darstellungsart natiirlich verallgemeinern, indem man
statt zweier 2m Blitter nimmt, und an jeder Randmannigfaltigkeit die Blitter
in Paare miteinander zusammenhiingender verteilt.
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$':£U, y':——-?/, z':z,
die beiden Grundflichen einander durch die Formeln
x’:x’ y':y, =2z

zugeordnet. Betrachtet man nun einmal den von einer Torusfliche
eingeschlossenen Raum D', das andere Mal den Raum D" zwischen
zwel konzentrischen Kugeln, und denkt sich jede der developpablen
Mannigfaltigkeiten D', D" doppelt iiberdeckt und zwischen den
zwei Blittern lings der Randflichen Zusammenhang hergestellt, so
erhilt man, wie leicht zu sehen, auf diese Weise zwel Darstellungen
fiir dieselbe Mannigfaltigkeit U. Man erkennt iiherhaupt, wenn man
die durch p, ¢ charakterisierten Darstellungsformen betrachtet, die
man erhiilt, wenn man im dreidimensionalen Raum eine Normalform
einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht p, also eine Fliche mit
p Henkeln nimmt, aus dem von derselben eingeschlossenen Raum
¢ Kugeln ausschneidet und die tibrig bleibende developpable dreidimen-
sionale Mannigfaltigkeit doppelt Gberdecks und die beiden Blitter
lings der ¢--1 Randflichen zusammenhingend denkt, dah dann zwei
solche Darstellungsformen stets dieselbe zweiseitige geschlossene
dreidimensionale Manmgfaltlgkelt reprisentieren, wenn p—-g¢ fiir
beide den gleichen Wert hat.”)

Es scheint ferner, dafi auch diese Darstellungsform fiir » > 3
eine spezielle ist und daB keineswegs alle zweiseitigen geschlossenen
Mannigfaltigkeiten derselben fihig sind. s ist ndmlich nicht un-
wahrscheinlich, dafl nicht nur alle developpablen, sondern auch
alle derart durch doppelte Uberdeckung developpabler Mannig-
faltigkeiten entstehenden geschlossenen Mannigfaltigkeiten keine
Torsionszahlen besitzen. Doch ist mir hiefiir, auch was die develop-
pablen Mannigfaltizkeiten anlangt, ein Beweis nicht bekannt.

§ 18.

Riemannsche Ridume.?)

Eine dritte Darstellungsform mehrdimensionaler Mannigfaltig-
keiten stellt die Verallgemeinerung der Riemannschen Flichen dar.
Wir beschriinken uns darauf, die Verallgemeinerung auf den Fall
von drei Dimensionen zu besprechen.

Zur Riemannschen Fliche kann man gelangen, indem man
von einer Kugelfliche ausgeht, aus der # Punkte a,, a,,. . . a,
ausgestochen sind, so daB man eine von Punkten?) berandete
Fliche ® erhilt. Zieht man von einem Punkte O der Fliche nach
den Punkten a; einander und sich selbst nicht durchsetzende Linien

") Die betrachteten Mannigfaltigkeiten sind identisch mit den durch die
Riemannschen Réume von Eks. 2, 3 in Heegaards Diss. § 14 dargestellten.

1) Vgl Appell, Math. Ann, 30, Sommerfeld, Proc. Lond. Math, Soc. 28
und die §§ 13, 14 der Dissertation von Heegaard.

?) die also uneigentliche Randmannigfaltigkeiten vorstellen, vgl. § 2,
Anm, 4.
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Oa,, Oa,, ... Oa, so kann man dem Uberschreiten jeder dieser
Linien Oa; in einem bestimmten durch einen positiven Umlauf
um O gegebenen Sinn eine Operation s; zuordnen, Uberschreitet
man alle Linien in positivem Sinn, so entspricht dies einem ge-
schlossenen Umlauf um O, und da der Punkt O auf der Fliche ®
in. keiner Weise eine besondere Stellung einnimmt, so soll die
diesem Umlauf zugeordnete Operation s, s, . . . su, ebenso wie jede
Operation die einem keine Linie Oa; iiberschreitenden geschlosse-
nen Weg entspricht, der identischen Operation gleichgesetzt werden.
KEs werde also die Relation

(40) 8,8 ...8=1

angesetzt., Diese Festsetzungen entsprechen offenbar der Vorstellung
einer beliebigen auf der Fliche ® ausgebreiteten unverzweigten
Funktion, wenn unter den s; Substitutionen der Funktionszweige
bei geschlossenen Wegen verstanden werden. In der Tat stellt
die durch s, s,, . . . 8., zwischen denen (40) besteht, erzeugte
Gruppe, die Fundamentalgruppe von ¢ vor.

Handelt es sich nun darum, die Fliche ® endlichblatirig,
etwa m-blittrig, zu tberdecken, derart dafl die entstehende m-blétt-
rige Fliche nur an den Stellen @, a,, . . . @, Verzweigungspunkte
hat, so braucht man pur fiir s, s, .. .3, je eine Permutation
der m Ziffern 1,2, . . . m, durch die die Blétter bezeichnet werden
mogen, zu nehmen, derart daff diese Permutationen die Relation (40)
erfillen. Ist dann die durch die Permutationen s, 8, . . . 8, er-
zeugte Gruppe transitiv, so erhilt man eine zusammenhiingende
m-blittrige Riemannsche Fliche iiber der Kugelfliche.?)

Analog mbge eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ¥ be-
trachtet werden, die aus der sphérischen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit, die man sich durch den durch einen unendlich fernen
Punkt vervollstindigten %, reprisentiert denke, durch Ausscheiden
einer Anzahl geschlossener Linien @, b, ¢,. . . entsteht.*) Man
lege die Fliche F, die von der Gesamtheit der Radienvektoren
von einem Punkt O von ¥ nach den Punkten dieser Linien
gebildet wird. Daneben betrachte man. die Projektion der Linien
a,b,. .. von O aus auf eine O nicht enthaltende Ebene E. Die
so erhaltenen Kurven in F werden sich und einander an gewissen
Stellen Ny, N;, ... durchkreuzen. Es werde angenommen, daf
durch eine solche Kreuzungsstelle N; nur zwei und nicht mehr
Kurvenzweige hindurchgehen. In der Richtung O N, liegen dann

3) Daff man die gleiche Methode anwenden kann, um auf anderen Flichen
als der Kugelfiiche mehrblittrige ausgebreitete Flichen zu erhalten, ist bekannt.

%) Das im folgenden dargestellte Verfabren, die Konstruktion der Kegel-
fliche F' als Verzweigungsschuittfiiche zu beniitzen, und die Bedingungen fiir
das Zusammenfiigen der Bliitter aus den Linien von O zu den scheinbaren Doppel-
punkten des Systems der Linien @, b,... zu bestimmen, ist mir durch Herrn
Wirtinger bekannt geworden, der dasselbe entwickelt und bei den weiter unten
zitierten Untersuchungen verwendet hat. Das gleiche Verfahren findet sich in der
Beschrinkung anf Verzweigungen erster Ordnung bereits bei Heegaard a.a. O.
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zwei von den die Fliche F bildenden Radienvektoren, die nach
zwei Punkten 4;, B; des Systems der Linien a, b, . . . gehen
mogen, wobei die Entfernung O 4;<C O B; sei. Langs O 4; durch-
setzt sich dann die Fliche F selbst. Durch die Punkte A4; zer-

fallen die Linien @, b, . . . (oder einzelne von ihnen) in Stiicke
und die Stiicke der Linie ¢ migen mit a,, a,, . . ., die der Linie &
mit &, &,, . . . u. s. w. bezeichnet werden. Der Sinn der Stiicke

einer Linie werde entsprechend einem bestimmt gewshlten Sinn
der Linie positiv genommen. Jedem der Sticke a; &y ¢, . . .
entspricht ein Stiick der Fliche F, das von den Radienvektoren
nach den Punkten dieses Stiickes gebildet wird, Ist 4, das nega-
tive, A; das positive Ende eines Linienstiickes /;, so werde der
Umnmlauf O A4y 4 O um das zugeordnete Flichenstick als positiv
angenommen. Dem so bestimmten Sinn der Flidchensticke ent-
sprechend kann bei denselben eine positive und eine negative Seite
unterschieden werden. Dem Durchsetzen eines der Flichenstiicke
der Fliche F' von der negativen zur positiven Seite werde eine
Operation zugeordnet, die wir mit demselben Buchstaben bezeichnen
wollen, wie das dem Flichenstiick zugeordnete Linienstiick. Stofen
nun im Punkte 4; die beiden Linienstiicke u, = A, 4, und w, = 4, 4;
zusammen, wihrend der Punkt B; auf dem Linienstiick » liegt, so
werde zwischen den Operationen u,, u,, » die Relation angesetzt:
(41) vu v u, =1 bezw. v lw vu, =1,

je nachdem %, auf der positiven oder negativen Seite des zu v ge-
horigen Flichenstiickes endigt. Man erhilt dieselbe, wenn man
einen kleinen den Radiusvektor O 4; umschliefienden Weg betrachtet
und festsetzt, dall einem solchen Wege die identische Operation
entsprechen soll. Die durch die eingefiihrten Operationen und die
Relationen (41) zwischen denselben definierte Gruppe stellt offenbar
die Fundamentalgruppe von ¥ dar.?) )

Eine mehrblittrige Uberdeckung der sphirischen Mannig-
faltigkeit, die nur in den Linien @, b, ¢, ... Verzweigungslinien auf-
weist, erhilt man nun analog dem Falle zweier Dimensionen, indem
man fiir die Operationen d;, b;, ¢;, ... Permutationen von m Blit-
tern derart wihlt, daf die Relationen (41) erfillt sind.¢) -

Ob analog, wie jede zweiseitige geschlossene Fliche einer
durch eine Riemannsche Fliche reprisentierten zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit homsomorph ist, auch jede zweiseitige geschlossene
dreidimensionale Mannigfaltigkeit einem ,Riemannschen Raum® der
beschriebenen Art homomorph sei, ist nicht bekannt. Jedenfalls
lifit (analog dem Falle zweler Dimensionen) eine und dieselbe

) Der Bau der Relationen (41) zeigt, da die betrachteten Mannigfaltig-
keiten ¥ keina Torsionszahlen hahen. Es ergibt sich dies durch die gleichen
Uberlegungen, die in § 10, Anm. 1, angestellt wurden.

) Natiirlich kann man wieder statt auf der sphirischen, auf einer be-
liebigen geschlossenen Mannigfaltigkeit mehrblittrig ausgebreitete Mannigfaltig-
keiten betrachten.
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Mannigfaltigkeit verschiedene Darstellungen als Riemannscher Raum
zu, wie sich an gewissen von den im folgenden angefiihrten Beispielen
Riemannscher Ridume zeigt.

Zur Herstellung eines solchen Beispiels gehe man von der
Mannigfaltigkeit W, aus, die aus der sphérischen Mannigfaltigkeit
durch Ausscheiden einer verknoteten Linie I, (vgl. Fig. 4) ent-
steht. L, zerfillt in drei Stiicke s, f, w, und zwischen den ent-
sprechenden Operationen bestehen die Relationen

—1 : —1 —1
sts T=—wu, tut " =s, usu ~—t,

deren letzte eine Folge der ersten beiden ist. L#fit man die tiber-
zihlige erzeugende Operation  fort, so erhilt man zwischen den
erzeugenden Operationen s, { der Fundamentalgruppe von W, die
definierende Relation

sts=—tst.

Einen dreiblittrigen lings I, verzweigten Riemannschen Raum
erhilt man, wenn man fiir s, 7, # die Permutationen wiihlt:

§=(2,8), t=(1,3), w=(l,2).

Man erhilt so eine von Wirtinger?) bei Gelegenheit der Unter-
suchung der durch die Cardanische Formel repriisentierten alge-
braischen Funktion von zwei komplexen Verinderlichen betrachtete
Mannigfaltigkeit.?) Bemerkenswert ist, dafl dieser Riemanunsche
Raum dreiblittrig, jedoch lings L, nur von der ersten Ordnung
verzweigt ist,

Einen zweiblittrigen lings L, verzweigten Riemannschen Raum
R, erhiilt man, wenn man

s=t=u=(1,2)
setzt. %)

Es moge nun von der Mannigfaltigkeit ¥, ausgegangen werden,
die aus der sphirischen Mannigfaltigkeit durch Ausscheidung von
zwel unverknoteten Linien @, b entsteht, die einfach verschlungen
sind, wie z. B. die Kreise 22--y2=—=1, 2=0 und 2* —2z-}-22=0,
y=0. Zwischen den Operationen @, & besteht die Relation

aba b = 1,

so daB die Fundamentalgruppe von ¥, die kommutative Gruppe
aus zwei erzeugenden Operationen ist. Wihlt man eine dreiblittrige
Uberdeckung von ¥, und

“262(17273)7

7) Erste Sitzung d. Math. Ges. in Wien vom 22. Jinner 1904 und Jahres-
vers. d. Deutsch. Math. Ver., Meran, Sept. 1905 (siche Jahresber. 14, 8. 517).

8) Der gleiche Riemannsche Raum wurde vorher schon von Heegaard
(a. a. O., p. 84, Eks. 4) betrachtet und als einfach zusammenhingend erkannt.

9) Heegaard a. a. O, p. 84, Eks. 5.
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so moge der entstehende Riemannsche Raum mit R, bezeichnet
werden. Man kann dann zeigen, daf B, und B, Darstellungen
derselben dreidimensionalen Mannigfaltickeit sind, und zwar der
im § 20 mit [3, 1] bezeichneten.

VII. Einige Ergiénzungen.
§ 19.

Uber einen Satz aus den Grundlagen der kombinatorischen
Analysis situs.

Fiir die kombinatorisch aufgefafite’) Analysis situs bildet die
Einteilung der Schemata in Klassen einander homoomorpher das
Fundament. Homoomorph wurden zwei Schemata genannt, die ein
gemeinsames abgeleitetes Schema besitzen (siehe § 2). Die ge-
nannte Klasseneinteilung der Schemata wurde dann auf den Satz
gegriindet, dafi zwei Schemata, die einem dritten homsomorph sind,
auch untereinander homomorph sind. So selbstverstindlich dieser
Satz erscheint, so erweist es sich doch als notwendig, einen Beweis
fiir denselben beizubringen und ein solcher soll im folgenden fiir
den Fall von zwei Dimensionen ausgefiihrt werden. Was die Stel-
lung des besprochenen Satzes in einem systematischen Aufbau der
Analysis situs anlangt, so mag iibrigens bemerkt werden, daB fiir
einen solchen Aufbau dieser Satz entbehrlich ist. Man kann ja
zwel Schemata, die ein gemeinsames abgeleitetes Schema besitzen,
als hombdomorph im engeren Sinne ansehen, als homdomorph im
weiteren Sinne zwei Schemata bezeichnen, zwischen welche sich
Schemata so einschieben lassen, dafi in der entstehenden Kolge
jedes Schema mit dem vorhergehenden homgomorph im engeren
Sinne ist und als homtomorph schlechthin zwei Schemata, die es
entweder im engeren oder weiteren Sinne sind. Man erhilt so
ohne Heranzichen eines Hilfssatzes eine Einteilung der Schemata
in Klassen einander hom&omorpher, wobei wieder jene und nur jene
Eigenschaften der Schemata topologisch invariant, d. h. fiir homoo-
morphe Schemata tbereinstimmend sind, die bei elementaren Unter-
teilungen erhalten bleiben.

Der Satz, der uns beschiftigt, ist offenbar erwiesen, wenn es
der folgende spezielle Fall des Satzes ist: Zwei Schemata @, E,
die aus demselben Schema P durch Unterteilung abgeleitet sind,
sind homomorph. Dieser Satz wieder ist erledigt, wenn er es
fir den besonderen Fall ist, daf eines der Schemata @, B durch
eine elementare Unterteilung aus P hervorgegangen ist. Sei
also etwa () durch eine elementare Unterteilung aus P abgeleitet
und P, P, P,,... P,(P.=R) eine Folge von Schematen, derart,
daf jedes auf ein anderes Schema folgende Schema aus diesem

1) Siehe die Einleitung.
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durch eine elementare Unterteilung abgeleitet ist. Es handelt sich
darum, zu jedem P; ein aus ihm abgeleitetes Schema ¢); zu finden,
das auch aus ¢ ableitbar ist. ¢, ist dann ein gemeinsames abge-
leitetes Schema von ¢ und E.

Nun mbge zuniichst fir den Fall, dafl sowohl R als @ durch
elementare Unterteilung aus P hervorgehen, ein gemeinsames ab-
geleitetes Schema S angegeben werden. Fiir den Fall zweier Dimen-
sionen sind nun zwei Arten elementarer Unterteilungen zu unter-
scheiden: die Teilung einer Kante in zwei Kanten und die Teilung
eines Flichenstiickes in zwei Flichenstiicke. Diese beiden Arten
mogen als Unterteilung erster bezw. zweiter Ordnung bezeichnet
werden und die bei derselben in zwei Teile geteilte Kante bezw,
das in zwei Teile geteilte Flichenstick moge das Tlement des
Schema, auf das sich die Unterteilung bezieht, genannt werden.
Wenn sich nun zwei elementare Unterteilungen desselben Schema P,
sel es dafl sie von gleicher, sei es von verschiedener Ordnung sind,
auf verschiedene Elemente von P beziehen, so ist es ohne weiteres
klar, daB die beiden Schemata @, R, die aus P durch diese Unter-
teilungen entstehen, ein gemeinsames abgeleitetes Schema § besitzen,
das sowohl aus @ als aus B durch eine elementare Unterteilung
gewonnen werden kann, Beziehen sich anderseits die beiden ele-
mentaren Unterteilungen, durch die @ und B aus P hervorgehen,
auf dasselbe FElement von P und sind beide Unterteilungen von
erster Ordnung, so sind ¢) und £ identisch und es moge S= @ =R
gesetzt werden. Ist schliefilich jede der Unteilungen von zweiter
Ordnung und beziehen sich beide auf dasselbe Flichenstiick a2, so
migen auf dem Umfange des Flichenstiickes, das man sich als
einen Kreis denken moge, die Endpunkte 44, By bezw. Az, By
der beiden neuen Kanten cgy, cp markiert werden, welche die Zer-
legung des Y¥lichenstiickes bei der Unterteilung ¢ bezw. B he-
wirken. Falls nun beim Durchlaufen des Kreisumfanges auf den
Punkt 44 einer der Punkte 4p, Br und hierauf der Punkt B,
folgt, so bilde man ein aus @ abgeleitetes Schema S durch drel
aufeinanderfolgende elementare Unterteilungen, indem man ¢4 durch
eine neue Kcke C in zwei Kanten zerlegt und hierauf die beiden
Flichenstiicke, in welche a® durch Ziehen von c¢q zerfiel, durch
Kanten, welche C mit Ap bezw. Br verbinden, weiter zerlegt. Das
Schema S 146t sich in analoger Weise aus R ableiten und ist also
ein gemeinsames abgeleitetes Schema von @ und R. Falls das
Punktepaar 4y, By mit dem Punktepaar A, Br zusammenfiills,
¢ also gleich R ist, werde S= @ = R genommen. In allen iibrigen
Fillen von Unterteilungen zweiter Ordnung, die sich auf dasselbe
Flachenstiick beziehen, lafit sich ein Schema S angeben, das durch
eine elementare Unterteilung, sowohl aus ¢, als aus B ableitbar
ist. Damit ist in allen Féllen zweler elementarer Unterteilungen
desselben Schema P, durch welche aus P die Schemata @, B ent-
stehen, ein Verfahren angegeben, durch eine endliche Anzahl
(Null, eine oder drei) elementarer Unterteilungen einmal aus @,
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das andere Mal aus B ein gemeinsames abgeleitetes Schema S
herzustellen.

Ist in einer Reihe Schemata 7, 7", 7", ... T™ das Schema
T® ans T“"Y durch eine elementare Unterteilung entstanden, durch
die ein Element ¢;_; von 7" durch ein neu eingefiihrtes Ele-
ment g (von einer win 1 niedrigeren Dimension als ¢;_;) in zwei
Elemente ¢, und e zerlegt wird (=1, 2,...m) und bezieht sich
keine der folgenden Unterteilungen auf eines der Elemente
€, €, ¢,") so moge die Folge der Unterteilungen, durch die 7"
aus T, T aus T)...T™ aus T"™ " hervorgeht, eine Folge un-
abhingiger elementarer Unterteilungen des Schema T' genannt werden.
Offenbar ist, wenn @, B zwei aus demselben Schema durch eine
elementare Unterteilung abgeleitete Schemata sind, die Folge der
elementaren Unterteilungen, durch die nach dem obigen Verfahren
aus B ein gemeinsames abgeleitetes Schema S hergestellt wird, eine
Folge unabhiingiger elementarer Unterteilungen von E.

Nehmen wir nun an, es sei eine Folge von Schematen

(42) Pi, Pz‘l, Pig, e P,, m; —1» -Pi, ms (Pz, my — Qt)

gefunden, deren jedes einem anderen nachfolgende aus dem ihm
vorhergehenden durch eine elementare Unterteilung gewonnen wird,
und die Folge dieser elementaren Unterteilungen sei eine unab-
hingige, wobei das letzte Schema der Folge, ¢, ein aus ¢ abge-
leitetes Schema ist, so kann leicht gezeigt werden, daf} sich
eine Ifolge

Piiay Pipyyy Pigaay oo Pigyymy -1, B
(43) ’ y Litl P11

(l)i+1, g1 — Qi—’l-l)

mit ganz den gleichen Eigenschaften wie die Folge (42) finden
laft. Da nun fir i=1 eine Folge mit den genannten Kigen-
schaften durch das eben beschriebene Verfahren geliefert wird, das
ein gemeinsames abgeleitetes Schema S= @, der beiden durch
elementare Untertelluna aus P gewonnenen Schemata @ und P,
finden lehrt, so ist dann der gewiinschte Nachweis durch vollstan—
dige Tnduktion erbracht. Was nun die Auffindung der Folge (43)
anlanwt so kaun angenommen werden, es sei P,y P, da man
andernfalls nur ;43 = m; — 1, P41, = P x4 zu nehmen braucht,
Es werde jenes Element ¢ des Schema P; betrachtet, auf das sich
die elementare Unterteilung bezicht, die von P, zu P4, fiihrt.
Bezicht sich dann keine der elementaren Unterteilungen, die von
P; zu @, fihrt, auf das Element ¢, so werde fiir P, jenes
Schema genommen, das sich sowohl aus P;; als aus P4, je durch
eine elementare Unterteilung erhalten lifit (und auf Grund der

+1,mign

2) Dieser Voraussetzung zufolge kinmen die Elemente e, ¢, €5, ...¢

—1
sémtlich als Elemente des Schema 7' angesehen werden. "
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gemachten Annahmen gibt es ein solches Schema) und allgemein
fir Piyi1x jenes Schema, das sich sowohl aus Py, als aus P4z -1
je durch eine elementare Unterteilung gewinnen lifit. Die Folge
der SChemdta P_|_1, P+1y1, P1+1 2 e -Pz—l—l,m.—l; P_l_]_’ mi ist
dann die gesuchte Folge (43).

Bezieht sich hingegen eine der Unterteilungen, die von P
zu @ fihrt, etwa diejenige durch die F; ;. ; aus Pm entsteht, auf
das Element e, dann werde fir £<<h als P; i+1,% jenes Schema,
genommen, das sich sowohl aus P4 r—1, als aus P 5 durch eine
elementare Unterteilung ableiten lafit. Die Schemata P, p1 und
P; 15 entstehen dann aus P, je durch eine elementare Unter-
teilung und diese beiden Unterteilungen beziehen sich beide auf
das Element e¢ von F;;. Nehmen wir etwa an, ¢ sei ein Flidchen-
stick und die beiden Unterteilungen, um die es sich handelt, seien
so beschaffen, dall die Endpunktpaare der neuen Kanten einander
trennen. Die Unterteilung, durch die P; 41 aus P;; entsteht,
bestehe in der Zerlegung von e durch die neue Kante & in die
Fliachenstiicke ¢/, ¢'', die Unterteilung, durch die P, aus P, und
sonach auch Py, 5 aus P hervorgeht, in der Zerlegung von e

durch die Kante ¢ in die Flichensticke ¢, ¢/. Auf Grund des

oben auseinandergesetzten Verfahrens bestimmt sich dann ein ge-
meinsames abgeleitetes Schema S von P 4, und Piyq 5, das, da
der Fall angenommen wird, dal ¢ und ¢, smh kreuzen, aus jedem
dieser Sehemata durch drei elementare Unterteilungen gewonnen
wird.. Die drei auf P, , angewendeten elementaren Unterteilun-
gen beziehen sich der Reihe nach auf dic Elemente ¢, ¢, ¢/ und

die dabei nacheinander entstehenden Schemata migen mit Pl+1 h1y
Piyynye, Pig, nts bezeichnet werden, wobei Py nqs==28 ist.
Die dre1 auf P; ;4. angewandten Unterteilungen beziehen sich auf
g, ¢, ¢ und mogen der Reihe nach auf die Schemata

Pinga, 1y Pongye Piprnts

fihren, Die elementaren Unterteilungen, durch die aus P; der Reihe
nach Py, Ps,...P;, entstehen, mogen sich auf die Elemente
J1y Sor. .. fn, diejenigen, durch die aus P, nr1 der Reihe nach
Py nio, Piyngs,. .. Py, entstehen, auf die Flemente Iht2y Jhoksye

gm; beziehen. Nach Voraussetzung sind die Elemente fi, gr alle
untereinander und von e verschxeden Man bestimme nun jenes
Schema, das durch eine elementare Unterteilung sowohl aus Pij42
als aus P,,h+1 1 gewonnen werden kann, und nenne es P ;1.0,1, hier-
auf das gememsame abgeleitete Schema Piynpae von Pippon und
Pint1,2, und jenes von Pypigs und Fiyanis, Wobei jedesmal
jenes gemeinsame abgeleitete Schema zu nehmen ist, das aus jedem
der beiden vorgelevten Schemata durch eine einzige elementare
Unterteilung erhilthich ist. Das zuletzt erhaltene gemeinsame ab-
geleitete Schema von P52 und Py sys nenne man Pryy ppq.
Die elementaren Unterteilungen, durch die Pi,j4y91 aus Pisg
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Pyyyos aus Pijpgae, Figr,nge aus Poyypys hervorgehen, beziehen
sich alle auf das Element g, ;. Die Unterteilungen, durch die
Pynro, Poyntos, Pipinys aus Pyypo entstehen, beziehen sich
der Reihe nach auf ¢, ¢, ¢'. Ist nun allgemein eine Folge von
Schematen Pinr1, Pirtrs Pig1nprye gefunden, die aus P j,yqs
der Reihe nach durch Unterteilungen, die sich auf 7, ¢, ¢ be-
ziehen, entstehen, wobei P;.y1 54242 abgeleitetes Schema von Py,
ist, so mge man durch Anwendung derjenigen auf g, . . ., besiigli-
chen elementaren Unterteilung, durch die B airs1 aus Fiagps
entsteht, auf die Schemata dieser Folge, die Schemata P; 5411,
Pi,h+7c+1,z, Pi+1,h+k+3 erhalten, die aus Fi,h+k+1 wieder durch
auf ¢, ¢, ¢ beziiglche Unterteilungen hervorgehen. Die so ge-
wonnene Folge der Schemata P 1,n1s, Piy1nysy Lit1nts... endet
mit einem- Schema Py m, 42, das abgeleitetes Schema von P,
ist, und die Folge der Schemata

B-}—l) R+1,17 “ew I)i—j—l,m;-{-—?;

die durch eine Reihe aufeinanderfolgender elementarer Unter-
teilungen entsteht, endet somit mit einem aus ¢ ableitbaren
Schema. Die aufeinanderfolgenden elementaren Unterteilungen sind
unabhiingige, da sie sich auf die voneinander verschiedenen Elemente
SpJoio- Sty €,€, Inan, nyor - o, YOL PZ._}_1 beziehen. Die
angeschriebene Folge ist also die gesuchte Folge (43). Wir haben
hiemit den Fall besprochen, dafl das Element e ein Flichenstiick
ist, und die Kanten ¢, &, einander kreuzen. In allen iibrigen Fillen
erledigt sich die Bestimmung der Folge (43) noch einfacher.

Der Beweis des besprochenen Satzes ist damit fiir den Fall
von zwei Dimensionen geleistet,

§ 20.
Ein Beispiel.

Es soli ein Beispiel betrachtet werden (das iibrigens nicht eine
einzige Mannigfaltigkeit, sondern eine ganze Folge von Mannigfaltig-
keiten umfafit), welches einen in gewisser Hinsicht moglichst ein-
fachen Typus von zweiseitigen geschlossenen dreidimensionalen
Mannigfaltigkeiten darstellt,

Das Schema der betrachteten Mannigfaltigkeiten besteht aus
einer einzigen dreidimensionalen Zelle a2, ist also ein Fundamental-
polyeder, und da die Mannigfaitigkeit geschlossen sein soll, so ist
diese Zelle von einer geraden Anzahl von Randpolygonen begrenzt.
Den einfachsten Fall erhiilt man also, wenn man die Oberfléiche der
als Kugel vorgestellten Zelle a® durch einen Hauptkreis (Aquator)
der in ¢ gleiche Teile geteilt sei, in zwei Polygone zerlegt an-
nimmt. Die Bedingung, daf die Mannigfaltigkeit zweiseitig sein
soll, LBt noch / verschiedene Muglichkeiten, die beiden Polygone
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einander nach erster Art zuzuordnen, offen. Diese Zuordnungen
der beiden Halbkugelflichen sind ausdriickbar durch die Formeln

2; N
o = Y =—98 (h=0,1,2...0—1)

wenn mit ¢, & geographlsche Linge und Breite eines Punktes der
oberen Halbkugel (8>>0), mit ¢/, § diese Koordinaten fiir den
dem Punkte (¢, %) zugeordneten Punkt der unteren Halbkugel
bezeichnet werden. Durch die beiden Zahlen ! und ) ist aber die
Zuordnung vollstindig charakterisiert. Das hiedurch definierte
Schema moge mit (/, 1) bezeichnet werden. Die Schemata (I, 0)
stellen alle die dureh das Schema (1, 0) definierte spharlsehe
Mannigfaltigkeit dar. Uberhaupt gilt ganz allgemein fiir den Fall,
daf /, A einen gemeinsamen Teiler haben, “also etwa [ — kEl,

)-—kkl ist, dafl die durch das Schewa (/, 1) definierte Manmg-
faltigkeit von der durch das Schema (/,, },) definierten nicht ver-
schieden ist. Fiir jeden Wert von { brauchen sonach fiir A nur
die @ (1) zu [ teilerfremden Zahlen aus der Reihe 1, 2,...7—1
in Betracht gezogen werden.

Seien also /, A teilerfremd. Die [ Kanten der Polygoneinteilung
des Schema (I, A) bilden dann einen einzigen geschlossenen Zyklus,
die { Tellpunkte am Aquator ein einziges System zugeordneter
Ecken der Polygoneinteilung. Die UmgebungamanmgfaltlUkelt der
durch dieses Systemr repriisentierten Icke des Schema ist, wie
man sich sofort iiherzeugt, die sphirische zweidimensionale Mannig—
faltigkeit, die in § 3 aufwestellte Bedingung also erfullt. Es ist fiir
das Schema oy =g, ==a;, ==a, =1, und wenn mit a? a? al, a®
die Zelle, die Lamelle, die Kante und die Ecko des Schema be-
zeichnet werden, so lautet das Poincarésche Relationensystem

a3:0- afﬁ:lal- al:o

Die durch das betrachtete Schema definierte Mannigfaltigkeit,
die mit [/,] bezeichnet werden moge?), hat also die Bettischen

Zahlen P=P =1

und, wenn />1 ist, eine Torsionszahl gleich /. Als Fundamental-
gruppe erhilt man die zyklische Gruppe von der Ordnung /.2)

1) Bei Verwendung dieses Zeichens wird stets die Voraussetzung A zu 1.
teilerfremd und 0 <A <C/ gemacht. Sei hier (sowxe beziiglich der Uberlegungen
d. §22) an die in Heegaards Diss. betrachieten ,Diagramme“ erinnert. Das
Diagramm (p. 57) eines Ringes mit der Anheftungskurve {m[3-{-nd] liefert eine
mit [m, n'] homdomorphe Mannigfaltigkeit (n’=n, “mod. m).

%) Es kann demnach hochstens [-wertige unverzweigt auf der Mannigfaltig-
keit ausgebreitete Funktionen geben. Wenn man dementsprechend tber der
Mannigfaltigkeit I-blattrig eine Mannigfaltigkeit ausbreitet, so daf die I-wertigen
Funktionen auf derselben eindeutig werden, so entsteht hiedurch eine der sphirischen
hom&omorphe Mannigfaltigkeit. Allgemeln erhilt man bei p-facher Uberdeckung von

[2, 1] eine der Mannigfaltigkeit —:~, g] homsomorphe Mannigfaltigkeit, unter »

den Rest von A nach /, unter £ den griften gemeinsamen Teiler von ! und »
verstanden. — Man bemerke, daf wir hier endliche von der identischen Gruppe
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Einer miindlichen Mitteilung von Herrn Wirtinger verdanke
ich eine einfache Darstellung der Mannigfaltigkeit [/, A] durch einen
verzweigt iiber der sphirischen Mannigfaltigkeit mehrblittrig aus-
gebreiteten Ranm, also eine Darstellung als ,Riemannschen Raum*
(§ 18). Um zu ‘derselben zn gelangen, nehme man die beiden
Pole N, § der die Zelle a® reprisentierenden Kugel wund die
lTellungspunkte My, M, ... M, auf dem Aquator und ziehe
jeden der von N iiber einen Punkt M; nach § fihrenden Halb-
kreise (Meridiane). Durch jeden dieser Meridiane und die Kugel-
achse NS lege man eine Halbkreisfliche, wodurch die Zelle a?

in  Stiicke zerfillt, die der Reihe nach o, af,...a  heiflen mogen.
Jedes dieser Stiicke af kann in ein Tetraeder deformiert werden.

Die bei dieser Deformation aus den Punkten M;, M; 4, N, S hervor-
gehenden Ecken des Tetraeders mogen in dieser Reihenfolge mit
Ai, B;y Ciy D; bezeichnet werden. Um ein Schema der Mannig-
faltigkeit [/, 2] zu erhalten, hat man zwischen den Oberflichen-
dreiecken der Zellen @ folgende Zuordnungen zu treffen: Dem
Dreieck B; C;D; werde das Dreieck 4;1 Ciyy Dijq, dem Dreieck
A;B; C; das Dreieck A4;y, Biy, Dy, zugeordnet. Man beachte
nun, daff man ein Schema der im § 18 betrachteten Mannigfaltig-
keit V¥, erhilt, wenn man in einem Tetracder ABCD das Dreieck
BCD dem Dreieck ACD, das Dreieck ABC dem Dreieck ABD
zuordnet und die Linien o= AB und 6— CD von der Mannig-
faltigkeit ausschliefit. (Jede der Tetraederkanten AB, CD stellt
offenbar fiir sich einen ,geschlossenen Zyklus zugeordneter Kanten
der Polygoneinteilung® dar.) Wird nun die Mannigfaltickeit W,
mit / Blattern 0, 1, 2, ...7—1 iberdeckt, derart, dafl einem Um-
lauf um & die zyklische Permutation (0, 1, 2,.../—1), einem Um-
lauf um @ die Permutation (0, A, 2X,...A(!—1)) entspricht, so
wird man ein Schema der so entstehenden Mannigfaltigkeit offenbar
erhalten, wenn man jedes Blatt durch ein Tetraeder 4;B;C;D; re-
prasen’melt und dem Dreieck B; C;D; das Dreieck Ale Ciy1 Digq,
dem Dreieck 4;B;C; das Dreieck 4;4.; Biy, D;q; zuordnet. Damit
erhilt man aber genan das obige Schema von [/, A] und diese
Mannigfaltigkeit it sich also als {-blattriger lings zweler ver-
schlungener Linien verzweigter Raum darstellen.?)

verschiedene J'undamentalgruppen vor uns haben, withrend alle zweiseitigen zw ei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Ausnabme der einfach zusammenhin-
genden Mannigfaltigkeiten, deren Fundamentalgruppe sich auf die Identitiit reduziert,
unendliche Fundamentalgruppen besitzen (siche Poincaré, An. sit. § 14). Die
Frage, ob es aufler der sphirischen noch andere geschlossene dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten gibt, deren Fundamentalgruppe die identische Gruppe ist
(Poincaré, Compl. 5, p. 110), ist unentschieden,

%) Der in der vorigen Anmerkung besprochenen I-blattrigen Uberdeckung
von [, \] entspricht eine /%-blittrige lings der geschlossenen Linien ¢ und b ver-
zweigte Uberdeckung der sphirischen Mannigfaltigkeit S, die man erhilt, wenn
man die % Blitter {z’, k} (h,k=0,1,2,...1—1) derart zusammenhéiugen Lifit,
daff man bei einem Umlauf um & bezw. ¢ aus dem Blatt {z, kI in das Blatt
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§ 21.
Nach anderer Art als bei Poincaré definierte Bettische Zahlen.

An das vorstehende Beispiel der Mannigfaltigkeiten [/, \] moge
nun eine kurze Besprechung der verschiedenen Definitionsarten
der Bettischen Zahlen angeschlossen werden, aus der hervorgeht,
dall diese Definitionen mit alleiniger Ausnahme derjenigen Poin-
carés, die sich sonach als die einfachste und naturgemiBeste er-
weist, eines erginzenden Zusatzes bediirfen, um korrekt zu sein.

Es werde zunichst an die Poincarésche Definition erinnert
und angenommen, es seien die in den §§ 6, 7 besprochenen, der-
selben anhaftenden Schwierigkeiten, etwa durch geeignete Abiinde-
rungen der Definitionen der Homologie oder dergleichen, beseitigt.
Diese Definition der Bettischen Zahl F,, einer Mannigfaltigkeit
stiitzt sich auf ein System von zweiseitizen geschlossenen m-dimen-
sionalen, in ¥ gelegenen Mannigfaltigkeiten W™, W™, .. . W™,
zwischen denen keine Homologie

(44) W by Wk, T 0

besteht, wihrend jede andere zweiseitige geschlossene m-dimensionale
Mannigfaltigkeit W™, die in ¥ liegt, mit W™, ... W™ durch eine
Homologie verbunden sein soll. Die Existenz solcher Systeme an-
genommen, mufl die Anzahl ¢ der Mannigfaltigkeiten fir alle der-
artigen Systeme die gleiche sein. Denn wire V™, V™ . Vt(,m)
ein zweites System von gleicher Beschaffenheit und etwa #' <C¢,
so wire jede Mannigfaltigkeit W™ mit einer geeigneten positiven
ganzen Zahl %, multipliziert, einer Linearform der V™ homolog
und diese # Linearformen konnten nicht linear unabhingig sein.
Eine lineare Relation zwischen denselben ergibe aber eine Homo-
logie zwischen den %, Wiw, also zwischen den VVZ.("‘) entgegen der
Voraussetzung.

Andere Arten als diejenize Poincarés die Bettischen
Zahlen P, von V zu definieren, ziehen dhnlich beschaffene Systeme

von (zweiseitigen geschlossenen) m-dimensionalen in ¥ gelegenen
Mannigfaltigkeiten heran.) Doch ist fiir diese die Unabhingigkeit

{é, k- 1} beaw. in das Blatt {i 41, b+ 2} gelangt. Die derart 7*-blittrig iber S,
ausgebreitete Mannigfaltigkeit ist mit S; selbst homgomorph, — Man kann jedes
Blatt {i, Ic} durch eine Zelle von der Form eines Tetraeders darstellen und so ein
Schema von S; erhalten, das von /2 Teiraedern, zwischen deren Oberflichen-
dreiecken Zuordnungen bestehen, gebildet wird. Man gelangt so zu einer Einteilung
der sphirischen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit in % tetraederartige Gebiete.

1) P, wird dabei jedesmal als die um 1 vermehrte Anzahl der Mannigfaltig-
keiten eines solchen Systems definiert. Dabei ist stets auch der Fall, daB das
System keine einzige Mannigfaltigkeit enthilt, wo dann P,==1 zu setzen ist,
in Betracht zu nehmen.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik., XIX. Jahrg. 8



114 Heinrich Tietze,

der Anzahl der Mannigfaltigkeiten des Systems von der speziellen
Wahl des Systems keineswegs vorhanden und dies ist der Punkt,
auf den hier unter Verwendung des obigen Beispieles hingewiesen
werden soll.

Betrachten wir zuniichst den der Definition der Bettischen
Zahlen gewidmeten Abschnitt in dem Buche von Picard und
Simart: Théorie des fonetions algébriques de deux variables
indépendantes.?) Den Uberlegungen, die angestellt werden, um
fir die dabei in Betracht kommenden Systeme die Unabhingigkeit
der Anzahl der in ihnen enthaltenen Mannigfaltigkeiten von der
speziellen Wahl des Systems nachzuweisen, liegt im wesentlichen
die obige Definition Poincarés zu Grunde. Hingegen stimmt die
gegebene Fassung der Definition mnicht vollig mit derjenigen
Poincarés iberein, sondern stiitzt sich auf Systeme von in V7
gelegenen zweiseitigen geschlossenen Mannigfaltigkeiten W fm),
W, .. W™, derart, dab

A) zwischen den Mannigfaltigkeiten Wi(m) keine Homologie

der Form (44) besteht und
B) jede andere zweiseitige geschlossene m-dimensionale Mannig-
faltigkeit W™, die in V liegt, einer Homologie

t
W o S W
i=1
geniigt, wobel die Koeffizienten k; ganze Zahlen bedeuten.?)

Es ist aber zu bemerken, dafl solche Systeme keineswegs in
jeder Mannigfaltigkeit ¥ vorhanden sind. Es gibt z. B. kein
solches System, wenn man fiir 7 irgend eine der Mannigfaltig-
keiten [/, \] (¢! >>1) nimmt, da nicht jede in derselben liegende
Linie W™ der Homologie W v 0, wohl aber stets der Homologie
IW® ~0 geniigt. Es mogen demnach Systeme von in ¥V ge-
legenen Mannigfaltigkeiten W™ | W;m), ... W™ in Betracht ge-
nommen werden, die aufler der Bedingung B noch (an Stelle von A)
der Bedingung 4’ geniigen, daff keine der Mannigfaltigkeiten W;"m

sich durch die iibrigen in der Form
WD W" (j=1,2,...i—1,i41,...0)

darstellen lafit, wo die #; ganze Zahlen bedeuten.

Um zu zeigen, dafl man bisweilen in derselben Mannigfaltig-
keit zwei derartige Systeme, fiir welche die Anzahl ¢ verschieden
ist, geben kann, werde die Mannigfaltigkeit [6, 1] und der durch

%) Bd. 1, 8. 28 ff,
%) Dem Falle t=0, in dem das System {iberhaupt keine Mannigfaltighkeit
enthiilt, entspricht es hier, dafl jede Mannigfaltigkeit W) homololog Null ist.
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die Kante a' des Schema (6, 1) reprisentierte geschlossene Weg
betrachtet. s ist 6a'~0 und fiir jede geschlossene Linie / in
[6, 1] besteht eine Homologie [~ ka'. Jedes der in Klammern
eingeschlossenen Systeme (a?), (0, ), (&, 1), (1)) stellt dann ein
System geschlossener Linien, das die Bedingungen A4', B erfiillt,
dar, wenn unter /; eine geschlossene Linie verstanden wird, die
der Homologie I, ~ ka! geniigt und etwa eine aus % in der Nihe
von a! verlaufenden Teilen zusammengesetzte Linie ist. Es gibt sonach
in [6, 1] sowohl aus einer, als auch aus zwei geschlossenen Linien
bestehende Systeme von der geforderten Beschaffenheit. Soll also
auf derartige Systeme eine Definition der Bettischen Zahlen
~ gegriindet werden, so mufl P, definiert werden, als die um 1 ver-

mehrte Anzahl der Mannigfaltigkeiten derjenigen unter den Systemen
dieser Beschaffenheit, welche moglichst wenig Mannigfal-
tigkeiten enthalten;?* und dieser Zusatz ist, wie gezeigt
wurde, wesentlich.

Der gleiche Zusatz erweist sich bel einer anderen, der urspriing-
lichen Auffassung der Bettischen Zahlen entsprechenden Defini-
tion derselben %) als notig. Dieselbe stiitzt sich auf Systeme in V7
gelegener zweiseitiger geschlossener m-dimensionaler Mannigfaltig-
keiten W, W, ... W™ von der Art, daB diese Mannigfaltig-
keiten (oder einzelne von ihnen) keine in ¥V gelegene zweiseitige
(m -} 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit beranden, dafl aber die
Mannigfaltigkeiten W (oder einige von ihnen) mit jeder anderen
zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit W™
eine in ¥ gelegene zweiseitige (m —}- 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit beranden. Diese dem System W™ ... W™, auferlegten Be-
dingungen sprechen sich priziser mit Hilfe des Homologiebegriffes
so aus: Es besteht keine Homologie der Form

o) 1 pprm IR m_ ¢
WO W W S WO W W,
wohl aber fiir jedes W™ eine Homologie
(& m) m m) ) (m)
W o WP W e W — W — W — W

unter iy, @y, ...% Jiy Jay --.Js und ebenso unter ki, k,, ...k,
I, &, ...l; durchaus verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, ...¢
verstanden, DaB es in einer und derselben Mannigfaltigkeit der-

4) Man konnte natiirlich, statt einer derart definierten Zahl P, auch alle
jene Zahlen als fopologische Invarianten einfithren, welche, um 1 vermindert,
mogliche Anzahlen derartiger Systeme ng), Wém), ... sind. Es entsteht die
Frage, ob die so definierten Zahlen, aus der nach Poincaréscher Art definierten
Zahl P, und den Poincaréschen Torsionszahlen, oder wenigstens aus der

Fundamentalgrappe bestimmbar sind.
%) Siehe die Arbeit Bettis und das Fragment von Riemanmn, die in § 6,
Anm. 1 zitiert wurden.

/%
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artige Systeme W™ mit verschiedenem ¢ geben kann, zeigt das
Beispiel der Mannigfaltigkeit {8, 1], fiir welche jedes der Systeme
(@l &, 1), (@4, L), (3, L, ;) die geforderten Eigenschaften besitzt,
unter o' die durch die Kante des Schema (8, 1) reprisentierte
geschlossene Linie und unter I, wie oben eine der Homologie
. ~ka' geniigende geschlossene Linie verstanden. Auch hier

sind also die Bettischen Zahlen erst fixiert durch den Zusatz, daf
die Systeme der geforderten Beschaffenheit moglichst wenig
Mannigfaltigkeiten enthalten sollen.

§ 22.
In den bisher untersuchten topologischen Invarianten iiberein-
stimmende Mannigfaltigkeiten.

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, dafi die Mannig-
faltigkeiten [/, ] des § 20 fiir das Grundproblem der Analysis situs,
die Aufstellung notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir die
Homgomorphie zweier Mannigfaltigkeiten ein gewisses Interesse zu
bieten scheinen. Bei diesem Problem erscheint es als letztes Ziel,
ein System aus einer vorgelegten Mannigfaltigkeit stets bestimm-
barer topologischer Invarianten von solcher Art zu finden, daf
aus der Ubereinstimmung aller Invarianten dieses Systems fiir zwei
Mannigfaltigkeiten auf die Homoomorphie dieser Mannigfaltigkeiten
geschlossen werden kann, Nun stimmen zwei Mannigfaltigkeiten
[f, A] mit gleichem Wert von ! in der Fundamentalgruppe und
sonach in allen topologischen Invarianten, iiber die wir zur Zeit
verftigen, iiberein. Es entsteht die Frage, ob zwei Mannigfaltig-
keiten [/, A] mit gleichem Wert von / stets homdomorph sind.

Eine erste Bemerkung ist sofort zu machen, daff nimlich
{2, \] und [/, I — ] hom&omorphe Mannigfaltigkeiten sind, da man
offenbar durch Spiegelung der Zelle a3 des Schema (I, A) genau
die mit den richtigen Zuordnungsvorschriften versehene Zelle a?
des Schema (I, I—1») erhiilt. Fir [=2, in welchem Falle man in
[2, 1] den in § 9 betrachteten projektiven Raum 7} vor sich hat,
1st diese Bemerkung trivial. Fiir {>>2 erhilt man der gemachten
Bemerkung zufolge nur 3 ¢ (/) vorliufig als verschieden anzusehende
Mannigfaltigkeiten. /=25 ist sonach der kleinste Wert von I, fiir
welchen man zwei Mannigfaltigkeiten, [5, 1] und [b, 2], erhilt,
deren Homomorphie zweifelhaft ist.

Man kann die Frage, ob [, 1] und [5, 2] homgomorphe
Mannigfaltigkeiten sind, folgendermafien fassen.') Man betrachte in

Yy Man kennt kein Verfahren zur Entscheidung solcher, auch anschaulich
schwierig zu erledigender Fragen. So ist z B. die Homdomorphie des Schema:
[Tetraeder ABCD mit den Zuordnungen BUD — ACD — o}, ABC — DAB — aj|
mit dem Schema o3 wegen der komplizierteren Lage des zweidimensionalen Kom-
plexes ag nicht unmittelbar ersichtlich.
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(5, 1] das aus den Punkten der Lamelle a* bestehende geometrische
Gebilde. Man erhilt dasselbe aus einem Fiinfeck M, M, M, M, M,,
indem man die Seiten M, M,, M, M,, ... M, M, in der ange-
schriebenen Richtung einander zuordnet. Man erhﬁlt 50 einen
yzweildimensionalen Komplex,“ der dadurch charakterisiert ist, daB
der Rand des Fliachenstiickes fiinfmal eine geschlossene Linie
heschreibt. Es handelt sich noch um die Lage dieses zweidimen-
sionalen Komplexes in der Mannigfaltigkeit {5, 1]. Der besseren
Ubersicht wegen ziehe man die durch die Punkte M,, M,,...M,
gehenden Meridianhalbkreise, durch die a? in fiinf Dreiecke
NMyM,=8SM M, NM, M, = SM, M,, ete. zerlegt wird, die
der Reihe pach dy, dy, d2, d3, d, Beifen migen. Zwel Seiten
eines solchen Dreieckes fiihren vom Punkte N =S nach «° die
dritte Seite wird von der von a® nach a® fihrenden Kante at
gebildet. Sei 4 ein Punkt auf a®. In der Nihe von 4 lege man
dann in der Mannigfaltigkeit [5, 1] eine kleine, die Kante a! ein-
mal umschliefende geschlossene Linte L. Diese Linie wird der Reihe
nach die Dreiecke d; durchsetzen, und zwar in der gleichen
Reihenfolge dy, d,, d,, d,, d,, in der diese Dreiecke um den
Punkt N= 8 herum aneinander gelagert sind.

Wenn nun [5, 1] und [5, 2] homdomorph sind, so mufi es
moglich sein, in [5, 2] einen zweidimensionalen Komplex zu legen,
der 1. dem durch @? in [, 1] vorgestellten Komplex homoomorph
ist, also auch aus einem Flichenstiick besteht, dessen Rand fiinf-
mal lings einer geschlossenen Linie verlsuft, 2. in gleicher Weise
in [5, 2] g elarrert ist, wie der betrachtete Komplex in [5, 1], und
3. eine Aerschneldung von [D, 2] in einen einfach zusammen-
hingenden Raum bewirkt. Die Bedingung 1. wird offenbar von
dem durch a? vorgestellten Komplex in [5, 2] erfiillt, nicht aber
die Bedingung 2. Fiihrt man nfmlich in [b 2] analog wie in [5, 1]
die Zerlegung von ¢? in fiinf Dreiecke aus, die man wieder in
der Reihenfolge, in der sie um N= 8 folgen, mit d,, dy, d,, d;, d,
bezeichnet, so werden bei Beschreiben emer die Kante ol einmal
umschliefienden Linie I, diese Dreiecke in der Reihenfolge dy, d,,
dy, d;, d; durchsetzt. Es konnte also nur ein von a® verschiedener
111 5 2| gelegener zweidimensionaler Komplex die Bedingungen

. 3. erfillen.

Wir gehen auf diese Frage nicht weiter ein und sehen nur,
dafi es gewisse Anordnungsverhiltnisse sind, die fiir dieselbe
wesentlich sind. Bereits die Fundamentalgruppe unterscheidet sich
von den iibrigen topologischen Invarianten (Bettischen Zahlen,
Torsionszahlen) dadurch, dafl sie gewisse Anordnungsverhiltnisse
in hoherem Mafle wiederspiegelt. Erhilt man doch aus der Fun-
damentalgruppe diese anderen topologischen Invarianten durch ein
Verfahren, bei dem man die Operationen der Fundamentalgruppe
samtlich als vertauschbar ansehen kann (vgl. §§ 11, 14). Die eben
angestellte Betrachtung der Mannigfaltigkeiten [5, 1] und [5, 2],
die beide die zyklische Gruppe 5. Ordnung zur Fundamentalgruppe
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haben, zeigt, dal gewisse Anordnungsverhiltnisse der Schemata

auch in der Fundamentalgruppe nicht zum Ausdruek kommen.
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