DELLA TRASFORMAZIONE CUBICA

DI UNA FORMA BINARIA CUBICA.

Nota del prof. Gabriele Torelli, a Napoli

Adunanza del’8 luglio 1888.

1. Il Clebsch nella classica Memoria Ueber die partiellen Diffe-
rentialgleschungen , welchen die absoluten Invarianten bindrer Formen bei
hoheren Transformationen genugen (*), accenna che se in una forma binaria
¢ contenente a grado 27 + 1 0 27 le variabili x,, x, queste deb-
bono trasformarsi nelle y,, y, mediante ’equazione

mﬁ
yxbxm_y:az =0,

Pordine 7 della trasformazione, quando supera #, pud ribassarsi ad #,
giacche ¢ sempre possibile determinare tre forme «, B, v tali che si
abbia

69) wbi—Bal=y"""c,
seilgradodiceéan+1,e

@) br— A=y

(*) Abhandlungen der Roniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 7u Giltingen Fanf-
cehnter Band, S. 67,
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se il grado di ¢ ¢ 2n. Cosicché la risultante ! fra le

"

c=o, yxbx'—yz :‘n:
differisce dalla risultante X fra le
c=o, yf—yd=o0

soltanto per un fattor costante,

L’ asserita possibilitd della determinazione di «, 8, y risulta dal
fatto che, eguagliando i coefficienti delle medesime potenze delle varia-
bili fra i due membri della (1) o della (2), si deducono fraglim + n + 2,
oppure’ m + n + 3 ignoti coeficienti delle «, 8, y, m + # + I equa-
zioni lineari omogenee.

In particolare qualunque trasformazione di una cubica si riduce cost
ad una trasformazione lineare.

Le forme «, B, y sono covarianti del sistema delle tre forme g,
b, ¢; e il fattore, pel quale la risultante / differisce dalla risultante 3,
ne é un invariante.

Perd quantunque immediatamente si ricavano sotto forma di deter-
minante i coefficienti di «, B, y per mezzo dei coefficient di 4, b, c;
non & agevole lo studiare in generale la loro formazione invariantiva
per mezzo di 4, &, ¢; né quella del fattore pel quale I differisce da ).

Nella presente Nota io mi propongo di eseguire questa ricerca nel
caso particolare che una forma binaria cubica si trasforma mediante
una trasformazione cubica, per quindi dedurne come i covarianti qua-
dratico e cubico della trasformata si ottengono per mezzo di &, &, c.

2. Sia dunque ¢ la forma da trasformarsi,

yxb: '“'yza: =0

I’equazione che stabilisce il legame fra le antiche variabili, e le nuove.
In un mio precedente lavoro (*) stabilii che, ponendo

0 = (ab)(bc)(ca)a,b,c,,

(%) « Sul sistema ds pii forme binarie cubiche » (Rendiconti della R. Accad. ds
scungs fisiche e matem. di Napoli — Ottobre 1885 ; oppure Annali del R. Ishituta tec-
nico di Napoli. vol. III).
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e indicando con P, v?, K’ rispettivamente il discriminante, e i cova-
rianti quadratico e cubico di questa forma 6, deve aver luogo I’identita

(axky (vays, a
¢xy (v&)s, B |=o;

x

K} (e o
ossia, posto
(@K) (ve)'e, — (¢K)’ (VoYa, =a,
(0K (ve)e, — (cK) (VB)'b, =B,

(ak) (v0)'b, — (bK) (Vo) s, =7,,
si ha identicamente
@ b, —B,.d=y,.c.
Laonde la risultante [} fra le
=0, b —y.a=o
e la risultante 3 fra le
=o0, B —ne=o0
differiranno soltanto di un fattor costante. Dunque:
La trasformazione cubica
3) ybi—ya=o

da operarsi sulla forma binaria cubica c}, puo ridursi alla trasformagione
lineare

(4) yxpx—'yz“x=o’
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dove
() a, = (aK) (Ve)'c, — (cK)’ (va) a,
(6) B, = (bK) (veye, — (cK)’ (VB)'2,;

essendo V2, K i covarianti quadratico e cubico della forma
0: = (ad) (b¢) (ca) a,b.c..

3. Cerchiamo ora il modulo («f) della trasformazione lineare @).
Dalla (5) si deduce

) («B) = (K (Vo) (cB) — (cK)’ (Vo) (aB);
ma la (6) d4
(cB) = (K'Y (v'¢') (c¢) — (¢ K'Y (V') ()
(aB) = (OR') (V'¢')* (ac) — (¢ K'Y (V'8) (a0);
dunque sostituendo nella (7) e riffettendo che

@@K)’. (bK'Y. (ve)* (v' ') (cc)
¢ nullo, si ha
(aBy=(aK)'(¢ K'Y (Ve)'(v' By () +(c KY (B K'Y(Va) (V' €Y (¢'2)
+(cK)(<' K'Y(Va)'(v' b)*(ad)

(K'Y [(aKY (Ve ('BY (be)+ (BRY (Va) (V'e) (ca)-+ (R Y (VB (v'aY (ab)].

Ora dal § 6 della medesima mia Nota pils sopra citata si ricavano
le relazioni

3(Vb) (V' a)* (ab) = 2P (ab)
3(Vey (v8)* (be) = 2P (be)

3(va)* (v'c)* (ca) = 2P (ca),
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donde moltiplicando rispettivamente per (¢K)’, (¢K)’, (¢K)’ e som-
mando

3[(KY (v0)'(V'a)(ab) + (aK ) (ve) (V') (4e) + (UK)(Va) (V') (ca)]

= 2P [(ab) (cK)'+ (bc) (aK)’+ (ca)’ (bK)’);

ma
(ab) & + (be) al + (ca) b)=73¥},

percid

(@B (K4 (be) (aKY'+ (o) (BKY =3 (4K) = 325

laonde

(CKY (VD) (V') (ab) - (aK) (Vo) (V'BY (be) - (PR (S a) (V') (ca)=2P*,

e quindi infine

(2£) = 2 (¢cK)’P?,

la quale, posto per semplicitd

(cRKY=r,
pud scriversi
®) (af)=271P"
4. Cid posto designamo delle tre forme ¢}, %), I rispettivamente

con g, T, G idiscnminanti, con A7, ¢}, f»gli hessiani, con :,
5, S i covarianti cubici.

Essendo («8) il modulo della trasformazione lineare che conduce
da cia), si ha

e quindi m virtd della (8)

Ora si ha inoltre (¥)
22G —_ 312r2g:

(*) Vedi le due nue Note « Teorems sulle forme binnrie cubiche ¢ loro applica-
vione geometrican, e « Contribuzione alla teoria dalle equazome algebrico-differenzial »
(Annale del R. Istituto tecnico dr Nupol, vol. 11, 1885 e Grornale di Matem. Battaglini,

Rend, Circ. Matem., t, I1, parte 1*.—Stampato il 22 settembre 1888, 22
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paragonando le due ultime relazioni si trae
32 =287 P" G.

Or poich¢ %) non differisce da /] che per un fattor costante, e T discri-
8

. . . . . 2
minante di %) differisce da G discrimmante di ] pel fartore 3 TP,
. s 2* .
vuol dire che )} non differisce da I} che pel fattoreg,—‘r P’. Avremo percid
PN =2"TP L.
Dunque:

Applicando alla forma binaria cubica ¢} la trasformagione linea-
re (4) si perviene al risultato cui condurrebbe la trasformazione cubica (3)

moltiplicalo pel fattore -z—z-‘r P’y dove Y = (¢cK)’, ¢ P & il discriminante
della forma ..
5 Cib premesso ¢ noto che operando la trasformazione lineare si ha
(Risultante di A} ed ¥,8, —y,¢) = @—I@; 9;
(Risultante di Q} ed 9,8, — y,2) = -(-;IE)—; 5.

Ora pel precedente paragrafo si ha

3

6

2
3 — 3pd QC3
Ey—?'TPSy,

vol. XXIV, 1886, pag. 270, 280). Fu il Workman nella Memoria « The Theory
of the simgular solutions of wntegrable differental equations of the first order » (The Quar-
terly Journal of pure and applied mathematics, anno 1887, p. 198) 1l quale fece no-
tare la conmnessione fra la teoria delle equazioni algebrico-differenziali, e quella delle
trasformazion: di ordine superiore trattate dal Gordan nella Memoria « Ueber die
Invarwanten bindrer Formen bei hoberen Transformationen » (Giornale di Crelle, vol. 71,
p. 164). Se prima 10 avesst studiata quest’ultima memoria avrei nella mia « Contre-
bugione etc. » abbreviati alcuni ragionaments, poggiandomu per le ulteriort deduziom su

qualche risultato gid ottenuto dal Gordan,
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e pel paragrafo 3 si ha
(aB)=271P%

dunque
(Risultante di Ajed 3,8, —y,0)= %é— P
3
(Risultante di Q? ed y,p, —y,2, —__-—-;—9— P’S;,

le quali ultime offrono la relazione fra i covarianti quadratico e cubico
della forma ottenuta da ¢> mediante la trasformazione cubica, ¢ i me-
desimi covarianti della forma primitiva.

Napol, giugno 1388.

G. TorELLL



