
DELLA TRASFORMAZIONE CUBICA 

D I  U N A  F O R M A  B I N A R I A  C U B I C A .  

Notadelprof.  G a b r i e l e  T o r e l l i ,  aNapoli.  

.4dunan~a d~ll'8 luglio 1888. 

x. II C l e b s c h  nella classica Memofia Ueber die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, welchen die absoluten Invarianten bin~trer Formen bei 
bOheren Transformationen genugen (*), accenna the se in una forma binafia 
c contenente a grado 2 n + I o 2 n le variabili x x, x 2 queste deb- 
bono trasformarsi neUe yx, y2 mediante l'equazione 

m 9 1 1  y~b x ~ y ~ a x  ~ o  , 

l'ordine m della trasformazione, quando supera n, pub ribassarsi ad n, 
giacch6 ~ sempre possibile determinare tre forme ~, ~, -f tali the si 
abbia 

(0 ~: bT- ~ aT= r7 ~-x. c, 

s e i l  grado di c ~ 2n + i, e 

(2) ~: b ~ -  ~,~ a~'= ~,,'-~. ~ ,  

(*) Abhandlungen der Koniglicben Gexellschaft der Wts~en~chaften Zu G6tting, n Ffinf- 
tetmter Band, S. 6 7. 
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se il grado di c ~ 2 n. Cosicch~ la risultante I fra le 

t - - ' o ,  y,b~--y,a~--o 

differisce daUa risultante ), fra le 

soltamo per un fattor costante. 
L' asserita possibilit~ della determinazione di ~, [~, 7 risulta dal 

fatto the, eguagliando i coet:ficienti delle medesime potenze delle varia- 
bill fra i due membri della ( 0  o della (2), si deducono fra gli m + n + 2, 
oppure- m + n + 3 ignoti coeflicienti delle ~, [3, 7, m + n + I equa- 
zioni lineari omogenee. 

In particolare qualunque tzasformazione di una cubica si riduce cosi 
ad una trasformazione lineare. 

Le forme ~, [3, 7 sono covarianti del sistema delle tre forme a, 
b, c ; e II fattore, pel quale la risultante l differisce dalla risultante ),, 
ne ~ un invariante. 

Per6 quantunque immediatamente si ricavano sotto forma di deter- 
minante i coefificienti di ~, [~, y per mezzo dei coefficienti di a, b, c; 
non ~ agevole Io studiare in generale la loro formazione iuvariantiva 
per mezzo di a, b, c ; n6 quella del fattore pel quale l differisce da X. 

Nella presente Nota io mi propongo di eseguire questa ricerca nel 
caso particolare che una forma binaria cubica si trasforma mediante 
una trasformazione cubica, per quindi dedume corfie i r qua- 
dratir e cubico della trasformata si ottengono per mezzo di a, b, c. 

2. Sia dunque c3~ la forma da trasformarsi, 

l'equazione che stabiUsce il legame fra le antiche variabili, e le nuove. 
In un mio precedente lavoro (*) stabilii che, ponendo 

(*) ~ Sul sisgr dz pii~ forint binari~ cubichr ~ (Renchr della R. Acgad. dt 

sr fitichc , matcm, di Napoli - -  Ottobre I88$ ; oppure Annali del,R. Iaigu~ tcc- 

~dr di Napoli. vol. Ill). 



DELLA TRASFORMAZIONE CUBICA DI UNA FORMA BINARIA CUBICA. i 6  7 

e indicando con P, v~, KS, rispettivamente iI discriminante, e i cova- 
fianti quadratico e cubico di questa forma 07 deve aver luogo l'identitl 

ossia,  posto 

(a~)  ~ (Va)% a~x 

- - o ;  

(as ) '  (vO'c~ - (c~)'  ( va )% = ~ 

(b ~)'  (v 0 ~ c, - -  (~ K) ~ (v b) ~ h = ~ 

(aK) '  (v b)'b~ - -  (bK)'  (Va)*a~ = y , ,  

si ha idenficamente 

Laonde la risultante l~ fra le 

e la risultante X~ fra le 

y,b~--y~a~--'-o, 

differiranno soltanto di un fattor costante. Dunque: 

La trasformazione cubica 

(3) y,b~ --y ,a' ,  = o 

da operarsi sulla forma binaria cubica c~, pu3 ridursi alla trasforma:cione 
lineare 

(4) Y,~x--Y~~ = o ,  
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dove 

6)  

(6) 
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, ,  = (a K)' (v 0 2c~ - (~ K)' (v ay a, 

~, - -  (bK) 3 (V c)2c~ - -  (oK)' (V b)2b~; 

essendo v~, x3~ i covarianti quadragico e cubico della forma 

r = (aO (bO ("0 a~b~cx. 

3. Cerchiamo ora il modulo (~ [3) della trasformazione liaeare (4). 
DaUa ( j )  si deduce 

(7) O ~) = Ca K) ~ (v 0 '  (c ~) - (c ~ y  (v ay Ca ~); 

ma la (6) d~ 

( ~ )  = (bK')' (v'~') 2 (~ ' )  - -  (c' ~ ') '  (v 'by (cb) 

(a[3) = (bK')' (V' c') 2 (ad)  - -  (c' K')' (v' b) 2 0 b ) ;  

dunque sostituendo neUa (7) e riflettendo the 

(a~)'.  (b~'y.  ( v 0  2 (v' ~')" (~c') 

nullo, si ha 

(Gt ~)=(a K)'(c' K')'(V c)'(V' b)'(b c) + (c K)'(b K')'(V a) 2 (V' d)'(c'a) 

+ (c K)'(d K')'(V a)'(V ' b)2(a b) 

=:(c'K')'[(aK)'(Vc)2(v'b)2(bc) + (bK)'(va)'(Vtc)2(ca)+(cK)'(vb)2(Vt a)2(ab)] �9 

Ora dal S 6 della medesima mia Nota pi~x sopra citata si ricavano 
le relazioni 

3(vb)2(v'a) 2 Cab) - -  2P (ab)' 

3(v O' (v' O" (b 0 = 2 v (b O' 

3(vay (v ' 0  ~ (ca) = 2v (ca)', 
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donde moltiplicando rispetm, amente per (cKf,  ( aKf ,  (bli) ~ e som- 
mando 

3 [(~K)~(vb)=(v'aY0a) + 0Iq~(wY(v'a)-'(b0 + (aK)'(va)'(v'c)=(~)] 

ma 

perci6 

laonde 

= 21, [(aby (~K)'+ (b0 ~ ( a i q ' +  (~) '  (b~i)~]; 

3 3 3 3 

(a by (~Ky+ (b 0 ~ O ~)' + (~ ~Y (~ Ky = 3 0 Ky = 31'; 

(cK)3(vb)=(v'a)=(ab)-[-(aK)3(Vc)=(v'b)=(bc)-q-(bK)'(va)=(Vtc)=(ca)-'-~.P=, 

e quindi infine 
0 ~) = 2 (~ K)'P =, 

la quale, posto per semplicit,~ 

(c K)' = ~c, 
pu6 scriversi 

(8) 0 ~) = 2 T P~. 

4. Cib posto deslgnamo &lie tre forme c3~, ~ ,  l~ rispettivamente 
con g,  I ' ,  G i discnminanti, con A~, ?~, f~. gli hessiani, con Q~,, 
x~, S~ i covarianti cubici. 

Essendo (a~) il modulo della trasformazione lineare the conduce 
da c3~ a ~,~, si ha 

e quindi m virtfl della (8) 

Ora si ha inoltre (*) 

r - -  (~ ~)6 g, 

1" ~ "  26T6p~ ' -  g. 

2= G --" 3"~= g : 

(*) Vedl le due role Note cc Teorem~ sulle forme bingrie cubwhe e loro apphca. 

ztone geometrwa >~, e <c Contrzbzqwne alkt teorl~z d.lle eqtv~on~ algebrtco.diJerenual~ ~ 

(Annah dd R. Ist~tuto tecmco dt Nu2ok , vol. E, I885 e Gtornale & Matem. Battaglini, 

Rend. C~rr 3,Iatem., t. II, parte i ~ . ~ S t a m p a t o  il 22 settembre i888. 22 
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paragonando le due ultime relazioni si trae 

3I~r - -  28T4t '~"- G. 

Or poich~ ~,~ non differisce da l~ che per un fattor costante, e r' discri- 
28 

minante di "X~ d~fferisce da G discrimmante di i~ pe[ fattore ~rr "1.4 t ''~ , 

2"- p3. 
vuol dire che X~ non differisce da i~ che pel fattore~-T Avremo percib 

3 ~ 2 2 1 ~3 l~ 3 x ; =  r . 
Dunque : 

Applicando alia forma binaria czebica c] la trasforma(ione linea- 
re (4) si perviene al risultato cui condurrebbe la trasformaz, ione cubica 1(3) 

22 
moItiphcato pel fattore -~'s p3; dove T --'- (oK) 3, e P b il discriminante 

della forma 0~. 

5 Cib premesso ~ noto che operando la trasformazione lineare si ha 
I 2 

(Risultante di ti~ ed y, ~ ~ y~ ~)  --- ~ % 

I 3 
(Risultante di Q~, ed y, L - -  Y, - -  

Ora pel precedente paragrafo si ha 

z 24 Tzp6  f z  ~ "--" -~"  -- - - . , ,  

3 26_~T3pgs: ' 
~ ' - - "  39 

vol. XXIV, I886, Fag. 270, 280). Fu xl W o r k m a n  nella Memoria c~ The Theory 
of the singular rohitwns of mtegrable d~erent,al equations of the first order, (The Quar- 
terly ]oumml of pure and apphecl mathematics, anno I887 , p. i98 ) 11 quale fete no-  

tare la connessione fra la teoria delle equaziom algebr~co-differenzlali, e quella delle 

trasformaztonl dt ordme super~ore trattate dal G o r d a n netla Memoria c~ Ueber d,e 
Invartanten bznarer Formen bei hohr Tran~formationen , ( G~ornale di Crelle, vol. 7 I, 

p. x64). Se prxma ~o avess~ studHta quest 'uluma memorla  avrei nella m m ,  Contrt- 
buiione e t c . ,  abbrevlati alcum rag~ouamentb poggiarldomt per  le ulterior1 deduzlom su 

qualche risultato gi~. ottenuto dal G o r d a n. 
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e pel paragrafo 3 si ha 

dunque 
2 2 

(Risultante di ~ ed y, ~, - -  y= ~ ) - -  -~- P=3~ 

2~ p~ 3, (Risuhante dt O: ed y, [3 - -  y~ a,) = - 7  S; 

I7I 

le quali ultime offrono la relazione fra i covariand quadratico e cubico 
mediante la trasformazione cubica, e i me- della forma ottenuta da cx 

desimi covarianti della forma primitiva. 

Napoh, gmgno I888. 

G. TORELLI. 


