
Der Poincar~sche Satz fiber Differenzen~leichungen in 
,seiner Anwendung anf eine Integralgleichung. 

~--ns~ Ri~hara Neum~ ~ ~ .  

Handelt es sich um die 3_ufgabe, aus irgenclwel~en B e ~ n g e n  
heraus eine ~mlrtion auf cler Kugelfl~che zu bestimmen, so ~ t  hgu~g 
die ,,Me,bode der unbestimm~en Kugelfunktionen" zum 2~iele, die darin 
besteht, dab man die Funktion zuni~chst als Laplacesche Reihe ~ach 
Kugelfunktlonen mi~ unbestimmten Koetfizienten anse~zt, und diese Koe~tl- 
zlenten dann aus den Bedingungen des Problems heraus zu bestimmen 
sucht. Dabei trit~ abex vieIfach der Fall ein, dab man zwar zur Bestim- 
mung der Koefflzienten eine Reknrsionsformel erhglt, die knfangskoeffi- 
zienten aber, bzw. andere bei dem vorgelegten Probleme eingehende, und 
dutch die Na~ur des Problems notwendigerweise v6lllg bestimmte Para- 
meter zun~chst unbestimmt bleiben, und doch scheinbar allen 1%rderungen 
.ties Problems Geniige gescJaieht, sobald man die rekurrent berectmeten 
Koeffizienten benutzt. -- In Wahr_heit hegt in solchen F~llen nut eine 
f0rmale Be~riedigung cler Bedingungen des'Problems vor, w~hrend die so 
erhal~ene Reihe gas nicht konvergie~t uncl also au0h night die gesueh~e 
Funk~ion dars~ellen kann. Erst dutch Hinzunahme der Forder~ng, dab 
die mit den rekurren~ berechneten Koefflzienten gebildet~ Laplaces0he 
Reihe konverg~ere~ werden sich die noeh unbestimm~ gebliebenen Gre~en 
und dam~ t die ~sung  des Problems ergeben. 

Mir. is~ ~ i c h  .in der Literatur kein Beispiel dafiir bekann~, dab man 
nun aus dieser ]~onvergenzforderung heraus wixklieh die l~estl~gung der 
Parameter und damit die endgiiltige Bes~immung der Koeti~zien~en dureh- 
gefiihr~ hii~te. -- Ein Be~piel dieser Ar~ will ich im folgenden geben. 

Das Problem, um des es sich handel,, ist an sieh nieh~ =eu, und 
seine LSsung auf anderem Wege ]iingst bekannt, w e s ~ b  ~ g e r  'd{e 
Resultate als die Meth.oden der nacldolgenden Untexsuchu~g' In~eresse 



E. R. I~eumann. Der Poincar6sehe Satz fiber Di~erenzengleiehungen. 2~9 

beanspruchen diirften. Immerhin ergeben sich durch Vergl~ichung der 
nach der Rlteren und der neuen Methode gefundenen Resut~s$~ ,einige 
recht bemerkenswerte Beziehungen. 

Das Problem ist das folgende: Es sollen bei der Kugel ?~i~r ~ -  
tegralgleichungen, auf welche die beiden Randwertaufgaben d~ 
theorie ]4hren, die Eige~werte und Eigen]u~ktionen bestimmt w~(~e~, ~) 

Betrachtet man die Kugel als Fl~che in einem gewbhnlichen Polar- 
koordinatensystem r, co, ~, so ist das Problem (eben naeh der Methode 
der unbestimmten Kugelfunktionen) leieht vollst~ndig zu 15sen. Als Eigen- 
werte ergeben sieh die ungeraden positiven ganzen Zahlen, und zu einem 
solchen Eigenwerte 

gehbren alsdann genau 2v + 1 linear unabh~ngige Eigenfunktionen, n~m- 
lioh, wenn wit s~e orthogonalisieren, die 2~ + 1 Kugelfunktionen v-ter 
0rdnung 

 sini / ( i  = 1, 2, 8 , . . . ,  

, Sieht man hingegen die betraehtete Kugel als Fls in einem dipo- 
laren Koordinatensysteme l, ~, ~o an'~), wie man ein solches etwa dutch 
Inversion aus einem gewbhnlichen Polarkoordinatensystem entstanden 
d e ~ e n  kann, und sucht dann ~ s  Problem nach de~ entsprechenden Me- 
rhode zu heatimmen, so trier der. a b ~  ~ o . h l ] , & e ~  ein~ wic~er~h~Iten- 
ffi:r die Koeffizienten eine R ~ i o n s f o m e l ~  die noch den Poinear6sehen 
Parameter 2 enth~t,  und dessen singul~re Werte, eben die gesuchte~ 
Eigenwerte, erge~en 8ioh ~dann erst aus der tVeststellung, daft hue ]i~r sie 
die ndt den rekurrent bereohneSen Koe]fizienten gebilde~e La~lacesche 
~eihe konvergier$. 

Die Lbsung dieser Xufgabe stii~zt sieh auf die Entdeckung P o i n e a r 6 s ,  
cla~ bei clef Berechnung yon ~ahlenfolgen Do, D~, Do., . . .  'aus Rekursions- 

x) In der Beze~chnungsweise folge ieh F. !~eumann, Vorlesungen fiber die 
Theori~ des Po~en~iMs und dot Kagelfunktionen; Leipzig, bei Teubner 1887. :--Es 
aind day,oh die P~(~)=P~(coseo) die b~k~mten Legendreschen Polynome und 
P~(x~ die ~zugeordne~en Kugel~nl~oaen ~, die mit P~(x) dureh die Gleiehung 

dx ~ 
zus~mmenh~ngen, 

~) Eine kurze Einffih~ng in die Theo~e der dipolaren Koordinateu finder man 
in ~es Veffaosers Aafsatz in Bd. 120 des Crellesehen Journals (1899) ~S. 62--66. --  
Ich were milch ~ '  die dor~ige ~ehnungsweise  kalten, n ~  den Parameter der 
Kuget~fmhe~a werc~e ich mi~ l a n ~  mit 2 bezeiehnen. 
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formeln sich ~nater gewissen in unserem Falle erfiillten Voraussetzungen) 

der Quotient aufeinandeffolgender Elemente ~ mit wachsendem n der 2:). 
Wurzel einer leicht angebbaren algebraischen Gleichung n~her~. -- 

Der erste Paragraph bringt eine kurze Herleitung unserer Rekursions- 
formel. Der Schwerpunkt der Arbeit liegt dann aber erst in deren wei- 
refer Behandlung, wie sie die w167 2--4 bringen. 

w 

Die Zuriiekfiihmng ~es Problems auf die Untersuchung einer 
R e ~ s i o n s ~ o m e l .  

P o~iao/ar~ ha~bekam~t!i0h di~ Rar~d~ert, aU~gaben &er Potentialtheorie 

innere bzw. ~ul3ere Randwerte f~ besitzen solle: 

dutch die eine" 

1 ;~ ( E , s . . ~ . . . F a s ) = f  ~ 

die fiir ~ ----- - -1  bzw. 2--~ ~ 1 jene speziellen Forderungen in sich enthiilta). 
Setzt man dann die LSsung 17 dieses allgemeinen Poinc ar~ schen 

:Problems (P) als Potential einer Doppelbelegung an" 

1 
. $'~ = ~-~ f/~, (d o)~ (p ein beliebiger Punkt), 

wo (d~)~ das bekannte C. Neumannsche Symbol, die ,,scheinbare GrSfle" 
des Fi~chenelementes do yon p aus, bedeu~et- 

cOS (~op, ~o) 
(d (~ )p  = . . . . . . .  ~ ....... ~ d a  ('~,~ =~ innerer auf d~ errichteter Normalen), 

so ergibt sich flit das Moment /~ die Integralgieichung zwe!ter Art' 

# , -  ~ f #~(da), = f, (8 em beliebiger Randpunkt)~ 

und die zugehilrlge homogene Gleichung lautet- 

z,  = f , o  

und ganz entsprechende Uberlegungen, angewandt auf die sogenamute zweite 
Randw:ertaufgabe (bei der anstatt der Randwerte die Werte der norma!en 

8) Poincar~, La mdtko&e de N,eumann et le problAme de Diri~ohlet~ Aeta 
m~thematica, 20 (1896)~ S. 59-142.  ~ 
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Ableitungen vorgeschrieben sind) fiihren zu der a m I e ~  
Gteichung: 

(H~)  ,~, = ~ f ~ [d ~],, 
w e  

[d  ,:,]s = cos (Z,s ,  ~,,) ...... E~ ,  d o  
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hOmegenen 

(v% = innerer Normale im P a ~ ) ;  

E s s e i  nun die betrachtete F l~he  ~ speziell eine Kugelfl~ehe (R).  
Dann ist angenseheinlieh, wenn ~ u n d o  irgend zwei Stellen anf der Fl~ehe 
bedeuten: 

e o ~ ( ~ , ,  ~~ = co~(E~ ~,) = ~--~, 
und daher: 

I da 
(do) ,  = Ido l ,  = ~ E~ 

und die beiden Gleichungen (Hx) und (HI~) fiir /~ bzw. V fallen also in 
die eine zusammen: 

2 d a -  

Die speziellen Parameterwerte ~, flit die diese Gleiehung nieht ver- 
sehwindende LSsungen V besitzt, sind die gesuchten Eigenwert~ u~nseres 
Problems und die zugehSrigen Funktionen V die Bigen]~.~ionen. 

Man kaan cl~naeh die Eigenfunktionen bei clef Kugel definiemn als 
die Diehtigk6iten soleher Fl~chenbelegungen, die cl[e Eig6nsehaf~ haben, 
dab die Werte ihmr Potentiale auf der Fl~ehe sich yon den~Werten der 
Diehtigkeiten nut  dutch konstante Faktoren unte~svheklen. 

Es gehSre nun die betraehtete Kugelfl~ehe einem clipolaren Systeme 1, z~, 

(Poldistanz 2a)  mit  dem Parameter 1 ~ J5 > 0 an Radius 2 : e ~ - ~ _  z . 

l~immt man alsclann die Dichtigkeit ~, also eine Funktion yon # uncl ~, 
in der Form an: 

m : 0  

w e  ~ und yJ als Abkiirzungen ia folgez~den Becleutungen stehen: 

ttud lr~ eine Laplaeesehe  allgemei~e Kugelfunktion n- te r  Ordnung be- 
clouted, .~efiniert dumb eine Snmme yon der Form: 

Y,, (#,  q~ ) = ~:(A,~j  c~ i q~ -~ B , s s i n i ~ )  P,s(~)  �9 
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mit~ unbestimmten Koeffizienten A~y und /~,j, so sind die Oberfl~iehen- 
werte des Potentials V dieser Belegung folgenderma~en darstellbar~): 

n----O 

und unsere In~egralgleichung (9) nimmt daher die ,Gestalt an: 

~p~Z(2 n -{- 1),Y',, (/*, ~o)= [2 e'~- e- m'] ~ - s ~ V ~ Z r . ( ~ ,  ~). 
n=0  ~=0 

Der Parameter 2. trod ~ e  Koeff~ienten A,q und .B,,y miissen also so 
bestimmt werden, d ~  d~eser GLei'chm~g Geniige geschieht, und zwar 
identiseh in /~ u~d ~ Daher m ~ s e n  ~u~h alle ,Gheder z. B. mit  cos]r 
b e ~ e ~  ~ b e ~ e ~ m e n ,  wora~ 

(~) ~ ( 2 n +  I)A.jP.i(~)-----~(e~--e-Z)~A.~P.S(~ ) 
folgt, und analog ergib~ sich dutch Vergleichung der Glieder mi~ sin j ~  

(B) V ~:~(2n + 1)B.yPny(kt)=X(eZ--e-Z)~B,,yP.i(l~). 
n=i n=t 

Von diesen beiden Formeln brauchen wit nun augenscheinlich nut 
die sine, etwa (A), weiter zu veffolgen: Wir setzen noch abkiirzencl 

e ~ + e - s  e ~ _ e - z  
(b) "----~2~ = c und ---g---- = ~, 

so dal] nach (a) also W--=-2c--2# wird, and daher (A) die Form an- 
nimmt: 

n = ~  ' n = t  

Unter Anwendung einer bekamnten Formel ~ die zugeo~dneten Kugel- 
hmktionen ~): 

(~n + ~)~ P,.; (~) = (~ + ~)e._,,,,  (~) § (~ - j +1)e.+~,~ (~) 
kSnnon,mir hierfiir aueh sehreiben: 

.~-' [(e,, + I)c - x~] A,~_p./(~,)=ZA.~[(~+i)P.-~,s(~)+ ( , , - i  +i)e.+~,~ (,) 
n=j  n=Y 

oder auch: 

n=~ n=i  

~) Vgl. z. B. C. ~eum~nn,  tIydrodynamische Uatersuchungen, Leipzig bei 
Teubner 1888, S. 266--267. 

~) VgL F. Neumann, Beita"~kge-z~ Theorie der Kugelfunl~ionen, ]]et~g'be~ ~ 
Teubner 1878, S. 74, Formel(~). 
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Wenn diese t41eichung abet idenOisch in # gelten solI, mfissem die 
Koeffizienten yon P~j. (#) beiderseits gleich sein, cL h. es f o ~  

[ (2~+1)  c -  ~ ] A , , j = ( ~ § 2 4 7  + (~--])A._I,j ~ ~ - ~ ,  i +  !. . ,- 

odor abet, wenn wit (n § 1) start .n schreiben: 

~(n + 2 + j) a.+~,~ + [;~ - (2n + 3) c] a.+~,~ +'(n + 1 --j)~:,~ (R) 
" tl /i~r n = ] - - l , ] , ] §  

Damit ist die gesuchte Rekursionsformel fiir die Koeffizienten A,~. 
gefunden. -- Dieselbe Formel hgtte sich augenscheinlich aus (B) ffir die 
B~j ergeben. 

Denkt man sieh nun fiir jedes ]" speziell Asj und B~.j bekannt, so 
liefert stets die Formel (R), angewandt auf den Fall n - - - - j -  1, wo sie 
nur aus zwei Gliedern besteht, dazu ein ganz bes~immtes An+l,~. bzw. B~+~,~., 
und die weiteren Formeln (R) ftir n ----- ], j +~1, . . .  liefern dann eindeutig 
aueh alle weiteren A,j bzw. Bn~., und alle diese GrS]~en enthalten die als 
bekannt angenommenen Werte yon Aj3. bzw. Bj5 als Faktoren. Aus den 
sieh so fiir die versehiedenen Werte yon ] ergebenden Reihen 

0o ~ c~ 

(L') V ~ ,  (2~ § 1)A,,iP.i(#)oos]q~ uud ~/, ' ~ ( 2 n  §  
n,=i n=t 

setzt sieh dann also die allgemeine L6sung V der In~egralgleichung (~) 
linear zusammen, uncl um'gekehrt ist klax, dab jede dieser Reihen (L') ut~d 
daher aueh jedes lineare Aggregat derselben mit willkiirlichen ko~st~nten 
Faktoren (Ajj bzw. B~.a.) aueh &e~ Integralgleiohung (~) unseres Problems 
gentigt, und zwar, welchen Weft wit auah dora in die Rek~sionsformel (R) 
eingehen~en Parameter X beilegen -- das widerspr~ch~ abet der allge- 
meinen Theorie der Integralgleichungen, naeh der solehe homogenen Glei- 
chungen, ~deren Kern keine stgrkeren Singulari~ten aufweist, nichtver- 
schwindende L6sungen nur fiir eine Reihe ~iskreter  ~-Werte, eben die 
Eigenwerte, besitzen. Es liegt clanaoh, die Yermutung nahe, dab eben 
bei beliebigem 2 im allgemeinen nur eine ~o~male Befriedigung der Inte- 
gralgleichung (~) statthat, die Reihe (L) bzw. die Teilreihen (L') abet 
divergieren, und da~ nu~ f~ii~ gewisse ~-We~e ~e rekurrent bereehneten 
Koeffizienten zu konvergonten Reihen (L ~) uncl damit zu brauchbaren 
LSsungen des Problems fiihren. 

Um diese Vermutung zu p r ~ ,  nehmen wit im ngehsten Para- 
g~pl~en direk~ die folgende ~rage in ~ f [ :  Wie muB man die Werte 
,des Parameters ~ in der Rekuzsionsformel (R) bestimmen~ damit die mit 
den ~l~rrent aus dieser Formel berechneten Koefiizienten A,~ (bzw. B~)  
geb~deten Laplaeesohen Reihen (L') konvergieren? -- Die Mittel zur 
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Beantwortung dieser Frage wird uns ein Satz yon P o i n c a r 6  fiber Diffe- 
renzengleichungen liefern. 

Doch sei die Gleichung (R) zuvor noch in eine andere Form ver- 
setzt: Da darin ] eine zwar beliebige Zahl aus der Reihe 0, 1, 2 . . . .  be- 
deutet, an dez wit abet im folgenden immer festgehalten denken, so 
wollen wit den zwei$en Index ?" hinfort unterdrficken, und da ferner der 
erste Index n yon A, j  und B,s. nut die Werte ~, j § 1, ?" § 2 . . . .  an- 
nimmt, so wollen wit fiir A~, Af+~, Ai+~, . . .  kurz Co, 0~, C~, . . .  schreiben, 
also allgemein 

(o) A.§ 
set~en. Dann laute$ d ~  ~ s i ~ n s t o m e l  ~ ~ r  GrSflen C,  folgendermaSen: 

'~ ~J2 //Vr r, = --  1, O, 1', 2 , . , ,  

w 

Der Poincar6sehe Satz fiber Differenzengleiehungen. 

P o i n e a r 6  hat wohl als erster in einer Arbeit im imer ican Journal 
of Mathematics, Vol.' VII (1885) eine wichtige Aagabe fiber dlas Vert~t~en 
der L6sungen ]inearer homogener Differenzengleichungen (Relrursionsformeln) 
bei wachsendem Index gemacht. Sie bezieht sich auf eine Gleichung 
yon der Form: 

D,+, + a(l") D~+,-1 + a~ ~) D,~+T-~ + . . . + a~") D,  -~ 0 ]is n == O, 1 , 2 , . . .  

und setzt voraus, d ~  die Koeffizienten a!,) ffir i = 1, 2 , . . .  r mit  wach- 
$ 

sendem n je einem bestimmten Grenzwerte a~ zustreberL Dann zeigt 
P oine at6 ,  daIt sich bei'beliebiger Wahl der ers~en,r Were  Do, Dx, . . . ,  D,_ 

Dn+l die Quotienten Q~ = = - ~ -  stets 'einer der Wurzeln 0 der Gleichung 

(0 )  z~"~-alz ' -~-+-a~z ' -~ + . . ,  §  = 0  

n~hern, vorausgeseCzt, da~ 'dies~ Wurzeln q alle verschieden und auch 
yon ~verschiedenem absolutem Betrage sind, also 

Da+l lira Q. ~ lira -~ -~  =~ ~. 

Dieses Resultat ist dann sparer yon P i n c h e r l e  6 and unter etwas 
weiteren Vo~ausse~zungen von P e r r o n  7) pr~izisiert. Unter Hinzunahme 

~) Pincherle,  Sur la g~n6ration de syst~mes recurrents aU moyen d~une 
6quation lin6aire diff6re~i~e, Acta mathema~ica, 16 (1893), S. 341~868. 

') Perron, YCber einen Setz des Herrn Poincar6, Crelles Journal, 1S6 (1989), 
S. 17--88, insb. S. 26. 
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noch der weiteren Annahme, dal~ die letzten Koeffizienten ~n~ tier Ditte- 
renzengleiehung flit alle Werte n ~ 0, 1, 2 , . . .  yon 0 verschieden si~l, 
beweist Pe r ron ,  dal~ man dutch passende Wahl d e r  r ~ n g ~ ! w e r ~ e  
D o, D~,. . . ,  Dr-1 es stets erreichen kann, dab der Q uotienr Q~ s}da eider 
b e l i e b i g e n  der r Wurzeln 9 yon (G) n~hert,' und zwar gibt es (~mm~r ab~ 

b e s ~  gesehen yon einem willkiirliehen Faktor) nut eine eindeutlg ~ "~ '~~ 
L5sung, flit welche sich Q~ der absolut kleinsten Wu~zel n ~  
( P i n c h e r l e s  ,',ausgezeiehnete LSsung"), eine einfaeh unendliche Mannig- 
faltigkeit yon L5sungen, bei denen sieh Q~ der zweitkleinsten Wurzel, 
eine zweifach unendliche, fiir die sich Q~ der drittkleinsten nghert, usw. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind bei unserer Rekursionsformel 
(R')  erfiillt, sobald wit die Gleichung fiir den Index n = -- 1 aussehlie~en, 
derm fiir ~ - - ~ -  1 wird der letzte Koeffizient (n ~ 1), entspreehend dem 
obigen a, ~ ,  gleich 0. -- Demgemgft wollen wit hinfort die ,,An]angs- 
/ormel" (n = - 1): 

(~) (2j  + 1)C~ + ( ~  - (2] + 1)C)Vo = 0 

trennen yon der eigenflichen ,Rekursionsformel": 

[ ( ~ + 2  + ~ 9 c~+~+ [ ( ~  - (2j + 1 )  c) - (9~  + 2 )  c] C~+~ + (~ + 1 ) c ~ =  0 
(9t) ~ f ~ n = O ,  1 ,2 , . . .  

Nur mit  dieser ,,Rek'arsions~ormel (91)" besch~tigen ~ uns zun~e~t. 
$ie ist genau yon dem P o i n e a r d - P e r r o n s e h e n  Typus (fiir r ~ 2 ) ,  die 
Koeffmienten 

~ - ( ~ d + l ) c - ( 2 n + 2 ) r  a~) = n + l  

n~hern sieh mit waehsendem n bestimmten G~enzwer~en. a x und a~, es 
ist ngm_lieh 

a _-.=_lima(n)=--2c==--(eZ, q-e -~) u n d  a ~ l i m a ~ n ) = l ,  

und die Gleiehu_ng (G) lautet daher in unserem FaUe: 

z~ - (ez + e-Z) z §  = O, 

and i ~ e  beiden Wurzela sind aho: 

(1) a = e - Z  ~ d  Z=eZ. 

Einer dieser beiden GrSBen n ~ e r t  sieh daher stets, d.h.  bel ~ be- 
t e i b ~ n  Anfa~gswerten Co und C~, dem Poinear6se~en Satze zufolge 

~- t - t  : tier Qao~ent ,--~-, 

(2) l i m ~ = a  oder abet = f t .  
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Da nun aber von diesen beiden mbglichen Grenzwerten der eine, 
n~imlich c:, tin echter Bruch, der andere, fl, abet grb]]er ale 1 ist, so 
kbnnen die Gr6Ben C. die Koefflzienten einer konvergenten Laplaceschen 
Reihe nur bilden, wenn eben der Quotient c.+1 - o ~  dem ersteren Werte a 

zustrebt. Wit miissen also die Anfangsglieder C o und C 1 so bestimmen, 
da~ fir die daraus rekurrent nach (~) berechneten Grb~en C~ 

Cn+ l (3) lira ~ = 

wird, und diese Bestimmung yon C o und C 1 ist nach der P ineher le -  
Perronschen Erweiterung des Poinear4schen Satzes (yon einem kon. 
stanten F~k~or a b ~ h e u ) n ~  ~ ~uf' eine ei~e Art mbglich, und zwar 
be~ , , ~  ohnete ~Un/g'~)7 

a~gezeiohr~en L b s ~  fief Rekursions- 
~ e l ~  r ~ r  ~ nn ffir" unser Problem bmuchb~r, W ~ C  o ~d~C~ *~ch 
nooh die ,,Anfangsformel (~)" befriedigen, und das is% wie sivh ~ s -  
stellen wird, nut fiir gewisse Werte yon i, eben die Eigenwerte, der l~l]. 

Damit ist der ~veitere Weg der Untersuohung vorgezeichnet: Wit 
werden zun~chst bei unbestimmtem I die ausgezeichnete L6sung der 
,,Rekursionsformel (~R)" bestimmen (w 3) und dann untersuohen, fiir wel~he 
Werte yon t diese Lbsung zugleich der ,,Anfangsformel (9/)" geniigt (w 4). 

w  

Die Bekursionsformel (~R). 
Herleitung der .ausgezeiehneten L~Jsung" nach Pineherle.  

Der Grundgedanke Pihcher les  bei Herstellung der verschiedenen 
L6sungen einer Rekursionsformel veto Poinca~schen Typus ist der, da~ 
er diese in Beziehung se~z~ zu einer linearen Di~erentialgleiehung, 'und 
zwar in folgender Weise: Er bildet zun~hst mit einer Funktion U, z. B. 
der Variablen t, einen 1]nearen homogenen Di~erentia!ausdruck D U yon 
solcher Besche~ffe~heit, da~ zwischen den Koeffizienten einer Potenzreihe 
gerade die in l~de stehende Rekursionsformel bestehen muB, dami~ die 
Reihe formal der Gleiohung D U = 0 geniigt, d. h. damit, diese Poten~- 
reihe flit U eingesetzt, in" D U die Koeffizienten der einzel/~en Potenzen 
yon t versehwinden, -- In unserem Falle der Rekursionsformel (~),  deren 
Koeffizienten bloBe lineage Funktionen des Index n sind, und die nur d_rei 
aufeinanderfolgende Gr6~en C. miteinander verkniipft, ist dieser lmeare 
homogene Differen~ia~ausd~uck yon der ersten Ordnn~go und man' h n n  
ilm yon folgender Form Rnnehmen: 

dU (4) DU~(cro+a~$+a~$~)~-d~ +(bo'+blt+b~$')U, 
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denn die Forderung, da~ nach Substimierung yon 

u(t)=Zp.t 
die Koeffizienten der einzelaen P.otenzen yon t in diesem A a s d r ~ .  [4)  
verschwinden, fiihr~ aul die Rekursionsformel 

und diese ist dutch passende Wahl der Konstanben tats~chlieh mi~ (~)  
zu roller Ubereins~immung zu bringen, wit brauchen nur 

(4') a o == 1 a 1 ----- -- 2 c ~- -- (,a -~- fl) a z = 1 

zu setzen. 
Wit demken uns nun wei~er mit P ineher l e  in diesen Differential- 

ausdruck (4) mi~ einer erst bei einer bestimmten, ~ sagen wir #-ten, Potenz 
beginnenden Po~enzreihe cc 

hineingegangenS), wo die ~ naoh wie vor der Rokursionsformel (~ ' )  ge- 
niigen. Dana zerstSren sich in DV(x) alle Potenzen yon der (~-~ 2)-ten 
an, und es wird daherDV(x) eine ganze rationale Funktion (#-~- 1)-ten 
Grades, genauer: 

und umgekehrt ist klar, da~, sobald eine Reihe yon der Form (5) den 
Di//erentialausdruck (4) in eine ganze Funktidn (# -~- 1)-fen ~ades ver- 
wandelt, die Koe//i$ienten p, wenigstens yon n-----/~ an der Rekursions- 
[ormel (~') gendgen, denn diese Formel ist ja die Bedingung dafiir, dal~ 
alle hSheren Po~enzen verschwinden. 

Eine Reihe mit der ,genannten Eigenschait e~h~lt nun P i n e h e r l e  
dutch die ,, H ein esehe Transformation": 

Es sei U(t) das Integral de~ homogenen Differentialgleichung: 

7) D U ( t )  = 0 ,  

die als einzige singul~re St ellen die beiden l~ulls~eller~ der Gleichung 

d.h.  ~e  be id~  Stdlen t == a und t = fl besitzt. Dana ist bei passender 
Wahl dee Integr~ationsweges 

( ~ ( ~ ) a t = 2 q . z "  (q, C~(t)a~ 

~) Nut aus formalen, sogleich ersidhtllehen' Griinden bezeiehnen wir jetzt die 
Unabh~ngige mi~ x. 

Mathem~t/sche ZOttschrift  VL ] 7 
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eine gewStmliche Potenzreihe yon x, die in jedem Kreise um den Null- 
punkt konvergier~, der keinen Teil des Integrationsweges en~hhlt. 

Wit betrachten nun speziell den mit x ,  beginnenden Tell dieser 
Potenzreihe, den man auch folgenderma~en darstellen kann: 

Was den Intelrationsweg anlang t, so denken wir uns zuniiohst die 
beiden singuliren S~ellen a und fl der Dif~erentialgleichung D U = 0 durch 
einen Schnit~ verbunden, den wit l~ngs ~ der reellen Achse dutch den 
Punkt oo fiihren. ~sd~nn denken wit ~ s  den Integrationsweg ~z bei ce 
b ~ e ~  l~ngs ~des, ~h~zen Ureas j'ene~sLSchrd~tes bis nahe an /3 heran, 

2 ,, e~______ ~ ,  ~ ~ ~ '  ' ; '  '", ,',' .... 

dann auf einem kleinen Kreise (Q~) den Punkt fl umlaufend un4 auf dem 
uateren Ufer des Schnittes nach ce zuriickkehrenc~ Die Reihe~(8) kon- 
vergiert ~ dann augenscheinlich fiir alle I x ] <  ft. -- Die Za]~l /~ is~ 4abel 
so gro~ gew~hlt zu 4enken, da~ das Integral (8) und ebenso auch die 
folgenden In~egrale bei der geforderten Ausdehnung der Integration bis 
t-~ ce einen bestimmten Sinn behalten. 

Aus (8) ergeben sich nun sofort die folgenden Formeln: 

w(~) -  ~B t~(~-~) o 
(9,) 

4,,,r / 

und andererseit~ folgt durch Differentiation: 

= W'(x) = f f w ( ~ ) §  3 r  
~p 

~' x I t oder, da ;t-~ = t-~ § (t_-----~) -~ ist: 

x~' {" U(r dt 

Formefl wit nun dieses letzSere Integral noch dutch partielle Integration 
urn, so ergibt sich, da die dabei vor das Integral t~etenden Gliecler (nach 
der Wahl yon if) verschwinden: 
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, o\t~,-i t~-/ t--~" 

uud damit die erste der folgenden beiden, den Formeln (9) entspre~he~den 
Gleichungen :, 

/ ,I 

[ 
( h = l ,  2). 

Diese Gleichungen (9) und (9 ' )  mult ipl izieren ~vir nun mi t  5 o und 5 h 
bzw. a o und a h (h = 1, 2) und addieren sie s~m~lich; dann erhalten wit:  

D W(~) -- ~ [ ~ ( ~  

= - =,, j[(b,  + b, (t § ~)) u( , )  + (o, + a, (, + =)) ,v , ( , ) ]  ~A. 
t ~, 

Wegen (7) versehwindet n~un das Integral Iinker ~ Hand, trod es ergib~ sich 
daher: 

�9 (10) DW(x)=~--m,f  I(a , +a.t)tU'. +(b, + b,,) U] g-~tJ ,~ -- 
- - p  

-=~+' f [a~tU + b ~  U] 

D.h. die Reihe (8), in unseren Differentialausdzuck eingesetzt, verwandelt 
diesen in eine ganze rationale Funktion (ff ~ 1)-ten Grades. Nach dem, 
was wir oben feststellten, miissen also die Koeffizienten der Reihe, d.h. 
die Gr6flen 

~ p  

der ~ Rekuraions]oCmel ( ~ ' ) geni~gen. 
Dies zuvor Iestges~ellt, ~ormen wit jetzt noch die in (10)auftret~len 

integrale, soweit darunter U' (t) vorkommt, duzch partielle Integration urn: 

~ t~'  (O~t ' . . . . .  (/~= 1, 2), 
d t t' 

17" 
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wobei allerdings beziiglich der ~Zahl /~ die weitere Annahme gemacht wird, 
daft auch noch 

(12) U(t) /iir t = c ~  verschwinden so~l. 

Dann nimmt (10) die Gestalt an: 

D W(~)  ----- - x~, ~E((I~ --  1)~1 + 51) + ( (~ - 2 )a ,  + b.)~] Udt 

, . . Udt 

Cp 
Dies. mit ~4er a~ (6)sich ergebeaden Formel 

v ~ h e ~  lie~er~ UnS die beiden +~leiehungen: 

~p 

welche aussagen, da~, wenn man naghtr~iglich die Definition (11) der 
Grbl]en q~ auch noch auf die Indizes n = # -- 1 und n = /~  -- 2 ausdehnt, 
dr Gesamtheit al~er dieser GrSflen q, ]i~r n ~ # -  2 der ReI~ursions- 
/orrael (~') gen4g'en. 

Da iiberdies ~ x ' ,  wie schon Iestgestellt wurde, flit jedes I zl  < fl 
konvergiert, muB der 

lira q" ~c, < 1 = 
n =  ~r q , ,  ---" f l  r 

sein; 'da abet flit diesen Grenzwert nut die beiden Werte a und fl ~,. a 
in Betracht kommen [vgl. (2)]: so Iolgt also: 

(13) lira ~• =: a., 

d. h. die Grs~en' q~ bilden flit n :> # - 2 die ~,,au~gezeivhnete L6sung" 
der Rekursions~ormel (~R') [vgl. (3)]. 

Beriicksichtigen wit nun die Werte (4') der Koeffizienten a o . . .  bs, 
so daf~ also die Dii~srentia~gleichung (7), ausfiihrlicher gesct~ieben, lautet: 

d u ( 1 -  2 c $ § 2 4 7 2 4 7  (2i 5-1)c)~-~t ~]U=0,  

so ezhalten wit flit U(t), das Integral dleser G l e i c h ~ ,  leicht die folgende 
Funktion: 
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�9 ( t - -  ~) '~ 
U(t)  = t -  ' '  .......... ~"• i,.,~,-1~, 

1 und da diese fiir t =~-oc selber wie t verschwindet, so fo!g~ naeIa ~12)~ 

dab wir die Zahl /~ gleich 2 annehmen diirfen. -- So ergeben s~cl~ ~ 
schlie~lich die GrSBen 

;t +(~]-1) 

(14) qo ( , - a )  o z:_lL~_~)_dt fiir n ~  0, 1, 2, . . .  
cp (t - ~ )  2 

als die ausgezeichnete L6sung unserer Rekursions/ormel ( ~) bei beliebigem 2. 
flier diirfte es sich noch empfehlen, anstatt ~ sine neue GrSl]e ~ ein- 

zufiihren, indem man 

1 setzt, und ferner die neue Integrationsvariable s ~ einzufiihren. Dann 

lassen, da a f l ~  1 ist, die q~ (nach l~or~lassung eines unwesentlichen Zahlen- 
iaktors) folgende einfachere Darstellung zu: 

(15) q,*=J~s"(s-R)~t+~ds~'-(~.i (n = O, 1, 2, . .  .), 
o~ 

wo jetzt der Integrationsweg ~ au/ der e n d l i c h e n  S ~ c k e  Oa lhngs de~ 
beiden U~er unseres SchnitCes v~rt~iu~ u~& tle~ Punkt a. umkre'mt (vgl. 
die t~igur S. 11). 

Doch ist noch eines Ausnahmefalles Erw~i3anung zu tun, in dem unsere 
Integraldarstellungen (14) und (15) der ausgezeichneten L6sung versagen. -- 
Um an (15) anzukniipfen, zerlegen wit das Kurvenintegral entsprechend 
den 3 Teilen, aus denen der Integrsgonsweg besteht; dann erhalten wit, 
da bei der Umlaufung des Punktes a siqh der integrand nut um den 
Faktor e ~-~i~ s dutch Zusammenfassung der beiden auf die gerad- 
Iinigen Wege beziiglichen Integrale: 

k ~  l ~ ] 

Das Integral um die kleine Kreisperipherie (e~) verschwindet nun, 
falls ~ nega~v ist, im Grenzfalle e--* 0, und wit sehen daher, daB, wenn 
$ i i b ~ e s  noch ganzzahlig, also sine negative ganze Zahl N ist, s~mt- 
lithe q,, wenigs~,ens, wenn wit sis dutch jene Integrale definieren, gleich 0 
werden. Wir miissen ~ns also nach einem Ersatz fiir die Integral- 
darstellungen (14) und (15-) umsehen. 
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Zu diesem Zwecke nehmen wir zun~chst (~ + N an; dann sind die 
nach (15) zugehSrigen q, -- wit bezeictmen sie jetzt genauer mit  q , (~)  

- -  auch so darstellbar: 

q,(a)  = q , ( ~ ) - -  qo(N) (da eben,q, (N) = 0 ist), 

und diese Or6flen bleiben auch noch LSsungen der Rekursionsformel (~R), 
Wenn wit sie mi~ konstanten d. h. yon ~ unabhRngigen Faktoren versehen. 
Demnach stellen auch noch die GrS•en 

eine solohe L S s u ~  dar ! wie nahe auch &as (l bei N liegt, also ist auch 
noch 

'\ ~o / 

Nun unterscheidet sioh abet dq,(~) nach (15) yon nut dadu_rch, - ~ - -  q. 
s -- fl dab unter dem Integrale .noch der Faktor log (~--.~-) h inzu~t t .  Dieser 

~indert sich abet bei der Umlaufung der Stelle 8 == a addi~iv u r n ( - -  2z i ) ,  
und dieselbe Schlui~weise, die uns zu (16)fi ihrte,  liefert uns claher im 
Grenzfalle ~ - .  0 das Resultat, dab 

a 

2 o (s_~)N+I ~ eine JLSsung yon (~)  im _~alle ~ == N 

ist, womit fiir diesen Fall ~ der gesuchte Ersatz fiir die Darstellung ( 1 5 )  
gefunden ist. -- Da es nun auf konstante t~aktoren bei der LSsung nicht 
ankomm~, kSnnen wi~ dieses Resultat mit  dem oben aus (16) ~ nega- 
tives n i c h t  ganzzahliges ~ hergeleiteten leictit zasammenfassen, und er- 
hal~en so 4as folgende 

SehluBresulCat: E8 8ei vorge~egt die t~el~ur, ionsformd (~)  S. 245: 

(n + 2 + 2i)c.+~ + [ ( ~  - (~i  +1)c)  - ( 2 n +  2)c] o.+~ + ( ~ + 1 ) 0 .  = 0 
]i~r n = O, 1, 2, . . . ,  

in der ] eine bdi&~ge der Zahldn O, 1, 2 . . . .  ist, und ~ und c in den 
aus (b) S. 242 ex, icht~ichen Bedeutungen stehen. Alsdann ist 4ie au~ge- 
zeiohnete L6su~ 1 ~ Formel, d. h. die L6sung, ]i~r welehe 

lira ~+~ [vgl. 

wird, b e i b e lie b ig e m 2 folgendermaflen darsCel~lSa~: entweder dutch das 
Kurvenintegral 

~t+~ 
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[vgl. die Figur S. 11 ] oder durch das reelle Linieninte#ral 

q. = f s "(~-~)~t+a 
o 
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~ = ~- (2~+1)  [vgl. (d)l 

~eaetzt, und es ist die erste oder abet die zweite Darstellung am _Platze, 
je nachdem ~ ~_ 0 oder abet ~ < 0 ist. 

w  

Die Anfangsformel (~) .  
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

Iqaeh den Ausfiihrungen am Schlusse yon w 2 gilt es jetzL die 2-Werte 
festzustellen, fiir wel~he die A_nfangswerte qo und ql der soeben bestimmten 
ausgezeichneten L6sung der Relmrsions;[ormel (~R) such noch clef ,,infangs- 
,formel (91)" 

(2j + 1 ) 0 ~  + ( ~  - (2j + 1 )  c)Oo = o 

unseres Problems geniigen. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wit den A, usdruck, der nach Subs~i- 

tuierung yon qo und qt in (9~) auf der linken Seite steht, l~rz mit A 

(2 i  § z) q~ + ( ~  - (2 j  + 1) c) ~o "~ A 

und untersuchen dana, ~iir welche Werte vo~ i diese (~rSl~e A verschwindet. 

.~un ist naeh (15) bzw. ('15'): 

A == j [ ' (2 ]  §  s + (X B --  (2i +1)  c)] 

oder, da wegen (d) 

~ - ( 2 i  + zi c = (~] + l ) ( ~  - r + 20~ = - (.9i + 1 ) ~  + ~(Z - ~) 

iSt : 
| 

(8 

d. i. abet: 

un4 zwax is~ je naehdem ob ,a >" 0 oder abet a < 0 is~, i n t e g ~  zu 
4enkea li~ngs der Schleif~nkurve ~ ,  oder abet ls her reetlen Achse 
yon 0 his a. 
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Fassen wir zun~chst den Fall ins Auge, dab ~ <1 0 ist. Dann ist also 
a 

A=0 J ..... L_o-L J/=o 
oder 

(-8) ~j+~+l 8 ~s+~+l=fl~+~+l A ~ O - -  (_~)~ = - - - ~ T -  + 0 ,  

und daraus ersehen wir, dab Mso im •alle ~ ~ 0 die ausgezeichnete 
LSsung yon (~) niemals auch tier An/angs/orme~ (~) geniigen kamn. 

Es bleibt sonach nut noch der Fall (~ _~ 0 zu untersuehen. In ihm 
mug des Integral (17) iib6r 4en~ Schleifenweg ~ hinerstreckr werden, 
undes ergibt ~ d~er. 

= ~ ' ~  .r( , -' .~n ~,'+~+~1 = [ . ( 8 ' n  ~'+*+~] _ [.c,~-~) ~§ 

+ 

werm O~ und O~ die beide~ im Nullpunkte sieh a~f den verschiedenen 
Ufern des Sehnittes gegeniiberliegenden Punkte (Anfangs- und Enclpunkt 
yon ~,) bedeuten [vgl. die l~igur S. 11]. Die Werte der l ~ o a  in 
diesen beiden Punkten unterscheiden sich abet nut dureh den~Faktor e ~ ,  
es iolgt also 

Hiezaus ist abex ersichtlioh, da~ auch jetzt nut /4r ganzzahli~ 
die Gr6fle A zu 0 werden, also die An/angs/ormel (9~) .neben der ~e- 
kursions]ormel (~  ) durch deren ausgezeivhneSe LSsung be/riedigt werden 
kann. 

Diese Feststellung enth~lt abet nach den Ausfii]mmgen yon w 2 das 
Resultat: lqur wenn ~ eine positive gan~e Zahl oder 0 ist, oder, was 
nach (d) dasselbe: nur wenn ~ eine ungerade ganze Zahl :> 2]-~-1 ist, 
bilde~ die aus den _~ormeln (!~) und (~  ) rekurrent berevhneten G~fle~ G,, 
die ~oe/fizienten einer konvergenten Laplaceschen R'eihe. 

Da nun abet ~" eine beliebige gar~e Zahl :> 0 war, so erhalten wit 
als ausgezeiclmete 1-Werte (Eigenwerte unseres Problems yon w 1) s~mt- 
liehe ungera4~ positiven ganzen Zahlen 

( i s )  i = 2 ~ + i  ( ~ = 0 ,  1, ~, . . . .  ), 

wie des auch yon Betrachtlmgen in 'gewShnlichen P01arkoo~dinaten her 
bekannt ist [vgl. die Ei~_lei/ung] -- und zugleieh e~gibt sich des Resultat, 
de8 in den LaTtacesehen Reihen ]i~r die zu einekn so,hen Eigenwerte 
( 1 8 ) gehSrigen ~igen/unktionen nut zugeordnete K#gel]unl~ionen B~; (/a) 
mit einem zweiten ,Index 
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au#reten l~6nnen. 
Zu dem Eigenwerte 1 = 2~ + 1 erhalten wit naeh (L')  S. 6 somi~ 

2~, + 1  linear unabh~ngige Eigerdunktionen, d.h.  nicht verschwi~4ende 
LSsungen unserer homogenen Integralgleichung (9) S. 4, und at~s"~hneh 
setzt sich die allgemeine LSsung yon (9)  linear mit  konstanten Faktpten 
zusammen. -- Diese 2v + 1  Eigenfunktionen (L') lassen sich nun m i t ,  
Riicksicht auf (A) S. 5 in doppelter Weise darstellen: 

, (20) v,,j : :V~Z(2n '+ ' I )A"JP, . i  (l~)" ~sinj~/ ( ] = 0 , 1 , 2  . . . . .  ~,) 
m=] 

oder auch : 

(20')  " ~  = (2,, + 1)(# - ~) 1 /v ,Z~ , ;P ,~ - (~ ) .  ~in~'~ (i---- O, 1, 2, ..., ~). 

Dabei verstehen wit unter den u immer die Funktionen mit den 
cos-Faktoren, Unt~r d e n  v die mit den sin-Faktoren. (Es gibt dann 
,, + I Funktionen u, aber nut  u Funktionen v, da das v flit ] ~ 0 identiseh 0 
wird und daher ausseheidet.) 

In  diesen Formeln (20) und (20') ist nun allgemein nach (c) S. 7 

A. j  = C._~ 

zu setzen und die C. jetzt also gleieh den q., & h. gleieh den Elementen 
clef eben bestimmten ausgezeichnet~en LSsung yon (~) ,  denn nut dann 
konvergieren eben diese Reihen, 

Nun ist naeh (d) S. l& jet~t O := ~ -  ], also eine ganze Zahl, und 
nach (16) recluziert sich daher das q~ definierende K~venintegral  auf das 

'Integral l~ings des kleinen den Punkt  a umlaufenden Kreises(@,), bzw., 

wenn wit wieder t ~ 1 als Integrationsvariable einfiihren, auf ein Integral 
s 

l~ngs des kleinen Kreises (@z) um den Punkt ft. -- Fiigen wit noeh ge- 
eignete, Faktoren hinzu, so kSnnen wit die A,~. jetzt folgendermal3en 
definieren : 

ft 
Diese K, oe~tlzienten A , j  der ~die Eigenf~n_ktionen darstellenden Reihen 

(20) ode~ (20')  sind danach im wesentlichen die Residuen gewisser Funk- 
ti0nen an der Stelle a bzw. fl, ocle~ clie Koeffizienten der (u ~ ] ) - t e n  

~) Da die friiher yon uns mit Bnj bezeiehneten Koeffizienten sleh yon den A~ t 
nur durah konstmn~e, d.h.  yon n unabh~ngige, Faktoren un~erscheiden [vgl. S. 6], 
so diirfen wi~ sie ellen aueh den A~j gleich setzen, wie hier geschehen 'ist. 
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~P~tenz in der Entwicklung der Funktion s ~ - i ( a - / 5 )  ~+i nach Potenzen 
yon ( s - - a ) ,  bzw. der Funktionen f=(n+i+i)(t_ a)~+i nach Potenzen yon 
( t -  ~), also yon Faktoren abgesehen: 

F d'-i (t-('*+i+~)(f 

lind" auf Grund dieser Bemerkung ergeben sieh fiir die A~j leicht die fol- 
g e n d e n  beiden zur Berechnung wohl am besten geeigneten Darstellungen: 

2~ 

WO _h r ,~e ~kle'mere c~er beiclen Zahten ~ uncl~ n becleutet, und: 

Die Koeffizienten A, j  sind danach also stets darstellbar als Summen 
yon hSchstens (v -- ] + 1) Gliedern. 

In diesen le~zten Darstellungen (22 a) und ( 22 b) ~ritt deutlich zutage, 

da~ sich bei festgehal~enem ] mi~ wachsendem n der Quotient A#§ 
Wer~e a = e-  z ngher~. --  

Erst dutch diese Formeln (21) und (22) ist die Bestimmung der 
Koefflzienten A~y, des w 1 eLnschlie~]lich der ,Konvergenzfrage erledig~. 

Zusammenfassung:  Die Eieenwerte der Integralelei~hung des w 1 
sind die ungeraden poaitiven ganzen Zahlen: 

I = 2 ~ + 1  ( ~ = 0 ,  1 ,2  . . . .  ), 

u ~  zu e/nero sol~ J~igenwerte gehSren damn 2v + 1 J~igentun~ionen, 
wie ,ie d~irch die _~ormeln (20) oder (20')  deflniert #ind, in denen die 
Koef/izient.en in den au~ (21) odar auch (22a) oder (22b) ersichtlivhen 
JBedev2,ungen ,$ehen. 

w  

Schluilfolgerungen. 

Die soeben miter Anwendung der dipolaren Koordinaten bes~immten 
zu einem Eigenwer~e ~ = 2 v + l  gehSrigen 2 v + 1  Eigev_~anktionen u ~  
und v~ s miissen sich nun L e a r  zusammensetzen aus den mit Hilfe ~ cler 
gewShnliehen Polarkoor :dinaten ermittelt gedachten 2 ~ + 1 Eigenfunktio~en 

(28) P,(oos . .  ( i  = 1 , 2 ,  
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[vgl. die Einleitung]. Lassen wir abet die Achse des gewShMichen Polar- 
koordinatensystems in die Verl~ngerung der Pollinie des dipolaren Systems 
fallen, derart, dal~ dem Punkte ~ -~ 0 unserer Kugelfl~iche auch in ge- 
wShnliehen Polarkoordinaten der Wert co ~-0 entspricht, und d o  ~die 
letzte Koordinate ~ (geogr. L~nge) in beiden Systemen diesell~ B ~ m -  
tung hat, so lehrt d~e Betrachtung der yon ~ abh~ngigen Fakteren ~ t ,  
daG die Funktionen u~ und v~ sich je yon einer der Funktionen (23) 
nut durch einen konstanten Faktor unterseheiden kSnnen. 

Zur Bestimmung dieser Faktoren wollen wir die Funktionen u~j. und v~. 
noch normieren und dabei aueh auf ihre Orthogonalit~tseigenschafteu ein- 
gehen: 

Zun~ohst ist naeh den bekannten Integraleigenschaften der Kreis- 
funktionen klar, da~ jedes ~ zu jedem v orthogonal ist, und ferner au~h 
je zwei @ (oder zwei v) zueinander, wenn nut ihre zweiten Indizes ~" von- 
einander versohieden sind, gleichgiiltig, ob sie zu denselbeu oder zu ver- 
sohiedenen Eigenwerten (ers~en Indizes) gehSren. Es bleibt also nut noch 
tier Fall zweier u (bzw. zweier v) mit demselben zweiten Index ?" zu 
untersuehen. Deshalb betrachten wir jetzt die (einander gleichen) Integrale 

(24) J,,,,=(~u,,u~,ido und (~v,,v,,ida, 
hinerstreckt ,fiber die ganze Oberfl~etie ~ unserer Kttgel; dabei kSnnen 
wit, was die Indizes ~ und ~r anlang~, yon vornherein ohne Besohr~nkung 
der Allgemeinheit 

annehmen. ~ Wenn wir dann die Koeffizienten der zu 2 ' =  2~ '~ -1  ge- 
hSrigen Eigenfunktionen dutch einen Al~ent kennflich machen, ergibt sich: 

(a) n=~ 

4 a ~  �9 xo) oder, da da~-~ra/ua~ ist : 

~ e n  wit bier die Integration.naeh q~ aus und berfieksichtigen~zu - 
gleich noeh (A) S. 5, so folgt weiter: 

~o) Dies folg~ lelcht aus Formel (9) S. 65 im 120. Bd. yon Crelles Journal. 
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§ 

J , , ,=4a2ejz~( f l - -a  P,,~ /u 2 n + l ) A  i2~ /~ d/z 
-i n=~ 

(eo = 2, el = ~ ::: . . . .  1). 
hTach den bekannten integraleigenschaften der zugeozdneten Kugel- 

funktionen 11) ist abet 

+1 { ~ sobald m =4= n,  

- ~  < ~ V ~ ' T ; - - 7 ) 7  ,, m ..... n ,  

and iniolgedessen k a ~  man J~., a ~  folgende Form bringen: 
lio 

Diese I~zte S~lm~e bezeiolanen wit nun mit S ~, d~m ist nach den 
Darstellungen (21) flit die Koeffizienten A~j: 

= (8_ <,).--------7 ( . - j ) ~  ~2-~) , -~+~  d (=,L~)~'-s=;:, ' 
= (Ca) (Oa), 

Da nun abet 

,~=# ( n - j ) l  , " "  

= ( 2 j ) !  (i - ~<7)-<~+~)  

ist, so kann man fiir ,S atteh sehreiben: 

�9 _ L .  r ~_},a_z, (27) S = a ' + " + '  �9 2 , i / ( = _  ~ ) , _  

(ea) 

.wenn ~,(~) in der Bedeumng s~eht: 

(2j)!(o--,8) ~''+~r 1 ~ (l___.--s~!-(l~+l)(s--L~ { r  
(8_~)~ s ~ ~ (s_  ~)._;+l ds. 

(ea) 

Danach ist abet .~(o),  yon Fak~oren abgesehen, der Koeff~ient yon 

(s -- a) "-s bei eine~ Entwieklung der ]~unktion (1 -- so) -(ls+~)- (~ -- fl)'+s 
in der Umgebung de~ Stelle s == a, also 

t "  r.c:_. (2 j ) r (o_~) "+ i  , . -  ~ Ld,-- ,  . ( 1 - :  .=: 

] 

, ~) Vgl. z.B.F, l~eumanns Vorlesungen Is. Anna. ~)], S. 79. 
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und daher ~5(o) selbst: 

�9 \ 1 - - ~ a /  " O'-J)! ( 1 - .o )  ~'~+~ ~=o 

Nach dem binomischen Lehrsatz ist abet diese letztere Summe ~lei~h 

(I-~-~-~---:!~ ''-j :~-~~ -~ (~-~176 (da ~.Z~1) 

und daheF sehlie~lich: 

q'C,) = ~§ -(-~-:Y"+;. D ''~+~ (~-~V-'. D '~('-~ (~+5)~ p~,+~ (~-,~)'-J 
(~- j ) :  (D_o)~J+~ " ~o-#/  ---- (,_j)~ (~_~: - , '+ i "  

Es beginnt also die Entwioklung .der Funktion @(o) naoh steigenden 
Potenzen yon (o- a) mit der ( ~ -  ?')-ten Potenz, und es ist daher S,. 
d. i. naeh (27) im wesentliehen der Koeffizie~t der (v ' - - j ) - t en  Potenz in 
dieser Entwicklung, stets gleieh 0, sobald v ' <  ~, ist, und damit ist all- 
gemein das Resultat 

(28) ,Y, . . . .  0 sobald ~,' =~ v 

bewiesen, oder die Or~hogonalltdit ]e zweier zu versc/~e~enen l~genwerte~ 
gehdrigen Eigenfunktionen, auch flit den Fall gleicher zweiter Inclizes 
.... in bester Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie. 

In dem sodann noch zu untersuehenden ~alle v '~-~ ist der 
Koeffizient yon ( a - - e )  ~'-~ in der En$wicklung yon ~(o)  gleich 

((~ +j).! ~ + ~  , ,_j)! ~-/}., und daher ist r~ach (27) wegen ~fl = 1: 

~ =  - ~-d)~ ~-~ '  

und 'daraus folg~ nach (26) weiter das Resulta~: 

(29) J,, = 8a '5 .~(2~ q- -:~, 

das wit jetzt benutzen wollen, um die Funk~ionen ~,/ und v,~ zu nor- 
mieren: Zu diesem Zweeke multiplizieren wi~ sic mit 

Dann miissen sie (bis auf hSehstens alas u mit den ]~unktionen (28) 
iibereinstimmen, wena wi~ diese a ~ h  noeh normieren. Da abet da~ 
unserem J , r  entspreehende, iibe~ die ganze Kugelfl~iehe (R) hinerstreck~e 
Integral dor~ 

~+i 

( 0 - I  
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ist, und also nach (25) den Wert hat: 

ej z~ .R 2 " 2 (v+j)! 8sjua ~ 1 0'+J)! 
~ + 1  (~-j)~=(~_~), 2~+i (~-j):, 

so sind die Funktionen (23) nach ihrer Normierung folgendermaBen dar. 
stellbar: 

(23') ~ 2v~-~-~ P.(cos~) (~176 ,~in ~ ,  ( i  = 0, 2, 2, . . . ,  ~), 

und die Gleichsetzung dieser Ftmktionen mit  den .~.~ bzw. @){: liefert 
u  

uns dann sol oft die interessante Formal: 

{ =<-i)'~ ZA.,.P.,(oo, O) oder abor 

welche also den Zusammenhang zwischen den zugeordneSen Kugel/unlaionen 
mit den Argumenten cos o~ and cosy ~ angibt, wenn o~ un4 ~9 die, die 
geographische Breite bestimmenden, Parameter desselben Kugelpunktes 
in einem gewdhnliehen Polarkoordinatensystem bzw. in elnem di~olaren 
Nysteme bedeuten*~). [Wegen der gegenseitigen Lage der beiden Systeme 
vgl. den Anfang des Paragraphen, and wagon der Bedeutung der A~,j die 
~ormem (el) odor (z2)]. 

Diese Formal (30) l~Bt' sich nun (einschlie~lich des Vorzeichens) leioht 
auf ihre Riohtigkeit priifen. Dooh wollen wir uas dabei auf den l~alt 
] = 0 ,  also den Fall der Legendresohen  Polynome, bese l~nken:  Wit 
setzen in (30) fiir die A=o ihre Da.~stellungen (21) ein, d~nn Iolgr 

( P . ( x ) = ( - -  

odor unter Benutzung der belranntem Forme1: 

1 (31) ~ - e . ( ~ , )  = ( l ~ l < I )  
~ = o  {l-2s~+s 

und der Tatsaohe, ~ aft = 1 ist: 

p ,  (x) ~ ( _ 1), V~..: W. g_~, ~ L , 1 (*(-t'~'= I ) ' _  ~),+---~ d s, 

*~) Beider obigen Sch:lu~weise bleibt das Vorzeiehen in dot Formal (80) nook 
unbestimmt. Die Rich~igkeit 6r ge~roffvnon W~hl lgBt sich unschwer dutch Nach- 
prfifung in einem speziel~en Falle, z.B. ~ =  0 (~=0) feststellen, sie erhellt aber 
~tmh aus den noch folgendeu B~a~h~ungen. 
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und dieses Integral kSnnen wir dutch E in f i~ung  einer neuen Integrations- 
variablen z mittels der Gleichung 

a s - - 1  . 

au~ die neue Form br~ngen: 

"2--~ -- ~ z + l ) ' ~ - 2 ( ~ z + l ) ( z + ~ ) ~ + ( z + ~ )  ~ z;:~' %) 

in der es jetzt hinzuerstrecken ist fiber einen kleinen Kreis (eo) um den 
bTullpunkt. -- Danach sind die ~ ,  ( x ) _:_ P~ (cos ~) gerade d~e KoeHizienten 
in der Entwicldung der unter dem Zntegrale stehenden (positiven ) Quadrat- 
wurzel nach steigenden Potenzen yon z, es gilt also: 

= 

und mit  Riicksieht auf (31) muJ~ daher diese Quadratwurzel gleich 

1 sein, uncl in der Ta~ best~tigt eine einfache Umrechnung 

yon gewShnhchen Polarkoordinaten auf dipolare Koordinaten die Richtig- 
kei~ dieser aus (30) gezogenen Folgerung und damit aueh die Richtigkeit 
der Formel (30) selber, werEgstens im Spezialfalle ~" == 0. 

�9 Ist~" > 0, so liefer~ uns eine entsprechenc~e Behandlung der Formel (30) 
das zu (32) analoge Resultat: 

~ ~  �9 

das sich auch wieder leicht direkt best~iVigen l ~ t .  

(Eingegangen am 24. Juni 1919.) 


