Der Poincarésche Satz iiber Differenzengleichungen in
seiner Anwendung auf eine Integralgleichung.
Von
‘Ernst Richard Newmann in Marburg.

Handelt es sich um die Aufgabe, aus irgendwelchen Bedingungen
heraus eine Funktion auf der Kugelfliche zu bestimmen, so filhrt hiiufig
die ,,Methode der unbestimmten Kugelfunktionen* zum Ziele, di¢ darin
besteht, daB man die Funktion zunichst als Laplacesche Reihe nach
Kugelfunktionen mit unbestimmten Koeffizienten ansetzt, und diese Koeffi-
zienten dann aus den Bedingungen des Problems heraus zu bestimmen
sucht. Dabei tritt aber vielfach der Fall ein, dal man zwar zur Bestim-
mung der Koeffizienten eine Rekursionsformel erhilt, die Anfangskoeffi-
zienten aber, bzw. andere bei dem vorgelegten Probleme eingehende, und
durch die Natur des Problems notwendigerweise villig bestimmte Para-
meter zuniichst unbestimmt bleiben, und doch scheinbar allen Forderungen
des Problems Geniige geschieht, sobald man die rekurrent berechneten
Koeffizienten benutzt. — In Wahrheit liegt in solchen Fillen nur eine
formale Befriedigung der Bedingungen des Problems vor, wihrend die so
erhaltene Reihe gar nicht konvergiert und also auch nicht die gesuchte
Funktion darstellen kann, Erst durch Hinzunahme der Forderung, daB
die mit dem rekurrent berechneten Koeffizienten gebildete Liaplacesche
Reihe konvergiere, werden sich die noch unbestimmt gebliebenen Grdfen
und damit die Losung des Problems ergeben.

Mir ist freilich in der Literatur kein Beispiel dafiir bekannt, daB man
nun aus dieser Konvergenzforderung heraus wirklich die Festlegung der
Parameter und damit die endgiiltige Bestimmung der Koeffizienten durch-
gefiihrt héitte. — Ein Beispiel dieser Art will ich im folgenden geben.

Das Problem, um das es sich handelt, ist an sich nicht neu, und
seine Losung auf andersm Wege lingst bekannt, weshalb weniger die
Resultate als die Methoden der nachfolgenden Untersuchung Interesse
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beanspruchen diirften. Immerhin ergeben sich durch Vergleichung der
nach der &lteren und der neuen Methode gefundenen Resultate - einige
recht bemerkenswerte Beziehungen.

Das Problem ist das folgende: Es sollen bei der Kugel fur ,dﬁe Ifnw

tegralgleichungen, auf welche die beiden Randwertaufgaben der Potenti
theorie fithren, die Eigenwerie und Eigenfunktionen bestimmt we'rtim. A

Betrachtet man die Kugel als Fliche in einem gewohnhchen Polar-
koordinatensystem r, w, ¢, so ist das Problem (eben nach der Methode
der unbestimmten Kugelfunktionen) leicht vollstindig zu losen. Als Eigen-
werte ergeben sich die ungeraden positiven ganzen Zahlen, und zu einem

solchen Eigenwerte
Aa=2y 41

gehdren alsdann genau 2» 4 1 linear unabhéngige Eigenfunktionen, ném-
lich, wenn wir sie orthogonalisieren, die 2» + 1 XKugelfunktionen »-ter
Ordnung . .
P, (cos ), Pv;(cosw)-(:?z;;) ) (=128,
. Sieht man hingegen die betrachtete Kugel als Fliche in einem dipo-
laren Koordinatensysteme I, ¢, ¢ an?), wie man ein solches etwa durch
Inversion aus ecinem gewdhnlichen Polarkoordinatensystem entstanden
denken kann, und sucht dann das Problem nach der entsprechenden Me-
thode zu bestimmen, so txitt der. oben. geschilderte Fall ein: wir.erhalten
fir die Koeffizienten eine Rekursionsformel, die noch den Poincaréschen
Parameter 4 enthdlt, und dessen singulire Werte, eben die gesuchten
Eigenwerte, ergeben sich ‘dann erst aus der Feststellung, daff nur fir sie
die mit den reburrent berechneten Koeffizienten gebildete Laplacesche
Reihe konvergiert.
Die Losung dieser Aufgabe stiitzt sich auf die Entdeckung Poincarés,
daB bei der Berechnung von Zahlenfolgen D,, D,, D,, ... aus Rekursions-

1) In der Bezeichnungsweise folge ich F. Neumann, Vorlesungen iber die
Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen; Leipaig, bei Teubner 1887. -— Es
smd danach die P, (%)= P, (cos w) die bekannten Legendreschen Polynome und

(m) die ,,zugeordneﬁen Kugeiffunlnbmnen“ dié mit P (z) durch die Gleichung

d P,
P, (=) =(vT==%) — )
zZusammephingen, -

dax?

%) Rine kurze Binfihrung in die Theorie der dipolaren Koordinaten findet man
in des Verfassers Aufsatz in Bd. 120 des Crelleschen Journals (1899) 8. 62—66. —
Ich werde mich am die dortige Bezeichnungsweise halten, nur den Parameter der
Kugelfiichen werde ich mit [ anstatt mit 1 bezeichnen.
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formeln sich {unter gewissen in unserem Falle erfiillten Voraussetzangen)

n

der Quotient aufeinanderfolgender Elemente DD'“ mit wachsendem 7 der

Woaurzel einer leicht angebbaren algebraischen Gleichung ndhert. —

Der erste Paragraph bringt eine kurze Herleitung unserer Rekursions-
formel. Der Schwerpunkt der Arbeit liegt dann aber erst in deren wei-
terer Behandlung, wie sie die §§ 2—4 bringen.

§ 1.
Die Zuriickfiihrung des Problems auf die Untersuchung einer
Rekursionsformel.

Poincaré hat bekanntlich die Randwertaufgaben der Potentialtheorie
fux das Txmen-r und AuBengebiet derselbén geschlossenen Fliche o durch
Binfithring eines Parameters 1 in eine Aufgabe zusammengefat. Er er-
setat die beiden Forderungen, daB die gesuchte Funktion vorgegebene
innere bzw. &uflere Randwerte f, besitzen solle:

F,,=f “bzw. F, =,

. as
durch die eine:

(P) (P~ F,)—t(F, +F,)~T,

die fiir 4 = — 1 bzw. 1 = - 1 jene speziellen Forderungen in sich enthalt®).
Setzt man dann die Losung F dieses allgemeinen Poincaréschen
Problems (P) als Potential einer Doppelbelegung an:

F,=s f #s (do), (p ein beliebiger Punkt),

vO (da)p das bekannte C. Neumannsche Symbol, die ,,scheinbare GréBe
des Fléchenelementes do von p aus, bedeutet:

(do), = Eﬂb‘?ng~ﬂ’?-da (v, == innerer auf dg¢ errichteter Normalen),
# o p ’

so ergibt sich fiir das Moment u die Integralgieichung zweiter Art:

Uy — ;‘a} [ w(do),=Ff, (s ein beliebiger Randpunkt ),
und die zugehdrige homogene Gleichung lautet:

i
(Hr) =15 J o (d0),,

und ganz entsprechende Uberlegungen, angewandt auf die sogenannte zweite
Randwertaufgabe (bei der anstatt der Randwerte die Werte der normalen

[

%) Poinocaré, La méthode de Neumann et le probléme de Dlriehlem Aota
mathematica, 20 (1896); 8. 59—142.
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Ableitungen vorgeschrieben sind) fithren zu der anderen homogenen
Gleichung:

2
(HII) "78 = ﬁ f’]“ [do]s’
wo

[do], = ﬁ(—i%’-&)— do (v, = innerer Normale im Punkte s}
o8

Es sei nun die betrachtete Fliche o speziell eine Kugelfidche (R).
Dann ist augenscheinlich, wenn s und o irgend zwei Stellen auf der Fliche
bedeuten:

Ess

COS<E03, ”a) == CO8 (Eaas ”3) =9R’

und daher:

1 4
(dﬂ)a-«“— [do]s=é~ﬁ"@iy

und die beiden Gleichungen (Hy) und (Hy) fiir 4 bzw. 5 fallen also in
die eine zusammen:

) . do -
(gu)) vamﬁi’é‘fﬂaﬁ-

Die speziellen Parameterwerte i, fiir die diese Gleichung nicht ver-
schwindende Ldsungen # besitzt, sind die gesuchten Higenwerte unseres
Problems und die zugehérigen Funktionen » die Higenfunkiionen.

Man kann danach die Eigenfunktionen bei der Kugel definieren als
die Dichtigkeiten solcher Flichenbelegungen, die die Kigenschaft haben,
daB die Werte ihrer Potentiale auf der Fliche sich von den.Werten der
Dichtigkeiten nur durch konstante Faktoren unterscheiden.

Es gehore nun die betrachtete Kugelfliche einem dipolaren Systeme I, 9, ¢
(Poldistanz 2a) mit dem Parameterl =L > 0 an (Radius B =—>"—).
: [

2

— €
Nimmt man alsdann die Dichtigkeit », also eine Funktion von & und ¢,
in der Form an:

(L) S S NCIER I AT

n=0
‘wo u und v als Abkiirzungen in folgenden Bedeutungen stehen:
(a) u=cos?® und w=ef-|e-%—2cosd
und ¥, eine Laplacesche allgemeine Kugelfunktion n-ter Ordnung be-
deutet, definiert durch eine Summe von der Form:

n

Y, (s, m)#.zz‘(An,-cosm+ansin¢qo>P,.j<u) :
i=
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mit unbestimmten Koeffizienten 4, und B, ;, so sind die Oberflichen-
werte des Potentials V dieser Belegung folgendermaflen darstellbar?):

V,=8naVy, XY, (1, 2,),

n=0

und unsere Integralgleichung (&) nimmt daher die Gestalt an:

*}‘2’ (2n-+1) @) = (zif;f . 8na Ve ZY (4,

Der Para,meter A.und die Koeffizienten 4, ; und B” ; miissen also so
bestimmt werden, daf, dieser Gleichung Grenuge geschieht, und zwar
identisch in x und @: Daher miissen auch alle Glieder z. B. mit cos j¢p
beiderseits ﬂbe;mem;sten, WOraus

(A) wZ (2n+1)4, PM(,u)Ml(e-D——e LZAM ()

ni=g n=g

folgt, und analog ergibt sich durch Vergleichung der Glieder mit sinj¢
(B) w2 (@n+1)B,; P, (n)=1(eX —e%) DB, P, (u).

n=j n=j
Von diesen beiden Formeln brauchen wir nun augenscheinlich nur
die eine, etwa (A), weiter zu verfolgen: Wir setzen noch abkiirzend

gL L_,~L
+e —e

(b) —§M =¢ und 5 =8,

so daB nach (a) also y =—~«2c — 2u wird, und daher (A) die Form an-

nimmt:
c——ﬂ)z 2n++1)4, Pnj mléEAMP”j (n).
n=j '
Unter Anwendung einer bekannten Formel fur d1e zugeordneten Kugel-
funktionen®):
(2'"' + I)I“Paw'( )=(n+47) nd:;( )"F (n—7 +‘1)Pn+1.j(l‘)

konnen,wir hierfiir auch schreiben:

o

2l2n+1)c— 18] 4, P,(n FA,.J [(~+7) Pany,y() -+ (0= +1) Pays,; (1)
”:: oder auch:

2len—+1)c—18]4,,P,; )= 3700+ 1+ ) A+ (0 = ) Ao ) Py ().
n=j n=j

4) Vgl. z. B. C. Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen, Leipzig bei
Teubner 1883, 8. 266—267.

% Vgl. F. Neumann, Beitrége -zur Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig bei’
Teubner 1878, 8. 74, Formel (8).
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Wenn diese Gleichung aber identisch in x gelten soll, miissen die
Koeffizienten von P, ;(u) beiderseits gleich sein, d. h. es folgt

[(2n+1)c—28]4,;=(n+1+7) ﬂ+1,j+(n'_"7‘)An——1,j fiir n"*‘"’ﬁf‘*‘la'
oder aber, wenn wir (n+ 1) statt m schreiben:

(R !(”' + 2+ ) Ansz; + (48 — (20 4+ 3) ] Apsri +(n-+1—7)4,;
1 fir m=45—1,9,7+1,...

Damit ist die gesuchte Rekursionsformel fiir die Koeffizienten 4,,;
gefunden. — Dieselbe Formel hitte sich augenscheinlich aus (B) fiir die
B,; ergeben.

Denkt man sich nun fiir jedes j speziell 4,; und B, bekannt, so
liefert stets die Formel (R), angewandt auf den Fall n =j —1, wo sie
nur aus zwei Gliedern besteht, dazu ein ganz bestimmtes 4,1, ; bzw. Byya, j,
und die weiteren Formeln (R) fiir n =4, j+1, ... liefern dann eindeutig
auch alle weiteren 4, bzw. B, , und alle diese Gr5Ben enthalten die als
bekannt angenommenen Werte von A4;. bzw. B, als Faktoren. Aus den
sich so fiir die verschiedenen Werte von j ergebenden Reihen

(L") W}Z on 4 1)4,; P, (u)cosjp wund wl San+1)B, ;Pos(p)sing o
nef nw=f
setzt gich dann also die allgemeine Losung n der Integralgleichung ()
linear zusammen, und umgekehrt ist klar, daB jede dieser Reihen (L") und
daher auch jedes lineare Aggregat derselben mit willkiirlichen konstanten
Faktoren (4,, bzw. B;,) auch der Integralgleichung () unseres Problems
geniigt, und zwar, welchen Wert wir auch dem in die Rekursionsformel (R)
eingehenden Parameter A beilegen — das widerspricht aber der allge-
meinen Theorie der Integralgleichungen, nach der solche homogenen Glei-
chungen, deren Kern keine stiirkeren Singularititen aufweist, nichtver-
schwindende Lésungen nur fiir eine Reihe diskreter 1-Werte, eben die
Eigenwerte, besitzen. Es liegt danach- die Vermutung nahe, daB eben
bei beliebigem 1 im allgemeinen pur eine formale Befriedigung der Inte-
gralgleichung (§) statthat, die Reihe (L) bzw. die Teilreihen (L') aber
divergieren, und daB nur fiir gewisse 4-Werte die rekurrent berechneten
- Koeffizienten zu konvergenten Reihen (L') und damit zu brauchbaren
Lésungen des Problems fithren.

Uni diese Vermutung zu prifen, nehmen wir im néchsten Para-
graphen direkt die folgende Frage in Angrifi: Wie muB man die Werte
des Parameters /4 in der Rekursionsformel (R) bestimmen, damit die mit
den relmirrent sus dieser Formel berechneten Koeffizienten 4, ; (bzw. B, ;)
gebildeten Laplaceschen Reihen (L') konvergieren? — Die Mittel zur



244 E. R. Neumann.

Beantwortung dieser Frage wird uns ein Satz von Poincaré iiber Diffe-
renzengleichungen liefern.

Doch sei die Gleichung (R) zuvor noch in eine andere Form ver-
setzt: Da darin j eine zwar beliebige Zahl aus der Reihe 0, 1,2, ... be-
deutet, an der wir aber im folgenden immer festgehalten denken, so
wollen wir den zweiten Index j hinfort unterdriicken, und da ferner der

erste Index » von 4, und B,; nur die Werte j, j4-1, 72, ... an-
nimmt, so wollen wir fiir 4, Ajp1, Ajis, ... kurz 0y, C,, C,, ... schreiben,
also allgemein

(0) Aﬂ-l‘-f == 0”

setzen. Dann lantet die Rekursionsformel fiir diese GréBen C folgendermaﬂen :

" )(n+2+zyww+[(zz~(29+1>c) <2n+2>c]0,‘+w(n+1)
fir n=-—1,0,1, 2,

§ 2.

Der Poincarésche Satz iiber Differenzengleichungen.

Poincaré hat wohl als erster in einer Arbeit im American Journal
of Mathematics, Vol.'VII (1885) eine wichtige Angabe iiber das Verhalten
der Losungen linearer homogener Differenzengleichungen (Rekursionsformeln)
bei wachsendem Index gemacht. Sie bezieht sich auf eine Gleichung
von der Form:

Dyyy -+ Cl:l(”).Dn.l_y...J_ -+ a'é"') Dy o+ a,,f”) D'n =0 fiir n==0,1,2,...
und setzt voraus, daB die Koeffizienten af fir i=1,2,...,r mit wach-
sendem 7 je einem bestimmten Grenzwerte a; zustreben. Dann zeigt
Poincaré, dafl sich bei'beliebiger Wahl der ersten.r Werte D, D, , ..., D,.,

die Quotienten @, == 2«’-—2“’—3 stets ‘einer der Wurzeln o der Gleichung

(G) 2742t a2 L e, =0
nahern, vorausgesetzt, daf ~diesé Wurzeln ¢ alle verschieden und auch
von ‘verschiedenem absolutem Betrage sind, also

lim @, = lim

N n=w

Dieses Resultat ist dann spiter von Pincherle®) und unter etwas
weiteren Voraussetzungen von Perron?) prizisiert. Unter Hinzunahme

% Pincherle, Sur la génération de systdmes recurrents au moyen d'une
équation linéaire dlﬁéwnt”elle, Acta mathematica, 16 (1898), §. 841--363.

") Perron, Uber einen Satz des Herrn Poincaré, Crelles Journal, 136 (1909),
8. 17—38, insb. S, 26.



Der Poincarésche Satz iiber Differenzengleichungen. 245

noch der weiteren Annahme, daf die letzten Koeffizienten g/ der Diffe-
renzengleichung fiir alle Werte n =0, 1, 2 .. von 0 verschleden sind,
beweist Perron, da man durch passende Wahl der r Anfangswerte
Dy, D,,...,D,_; es stets erreichen kann, daB der Quoment Q” sich @«ima?z'
beliebigen der » Wurzeln ¢ von (G) nahert, und zwar gibt es (mme
gesehen von einem willkiirlichen Faktor) nur eine eindeutig bestimmte
Lésung, fiir welche sich @, der absolut kleinsten Wurzel ‘nihert
(Pincherles ,ausgezeichnete Ldsung®), eine einfach unendliche Mannig-
faltigkeit von Losungen, bei denen -sich @, der zweitkleinsten Wurzel,
eine zweifach unendliche, fiir die sich @, der drittkleinsten nihert, usw.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind bei unserer Rekursionsformel
(R') erfiillt, sobald wir die Gleichung fiir den Index 7 = — 1 ausschlieBen,
denn fiir » = —1 wird der letzte Koeffizient (n 1), entsprechend dem
obigen a, gleich 0. — DemgemiB wollen wir hinfort die ,,Anfangs-
formel* (n = —1):

(%) (2§ +1)0, + (48 — (25 +1)¢)Cy =0

trennen von der eigentlichen ,, Rekursionsformel:

gy [ @220 Onsa (23— (2541 )= (204D AOna 1),
{ fir n=0,1,2,
Nur mit dieser ,,Rekursionsformel (91)* besch'a'.ftigen wir uns zunéchst.
Sie ist genau von dem Poincaré-Perronschen Typus (fiir r=2), die
Koeffizienten
Al s 18 —(244+1)c—(2n~2)¢ n+'1"
1 w22y PESET
nihern sich mit wachsendem n bestimmten Grenzwerten:a, und a,, es
ist nimlich
—=lima® = —2c=— (e +¢"% und @g,=limael =1,

n=w n=w
und die Gleichung (G) lautet daher in unserem Falle:
2 — (el +eT)z4+1=0,
und ihre beiden Wurzeln sind also:
(1) g=e % und f=cer.

Finer dieser beiden GroBen nihert sich daher stets, d.bh. bei be-
leibigen Anfangswerten C, und O, dem Poincaréschen Satze zufolge

der Quotient Ons.
h

und @/ =

0n+1
2) 1 oder aber = 8.
(2) lim ==« r B
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Da nun aber von diesen beiden méglichen Grenzwerten der eine,
namlich «, ¢in echter Bruch, der andere, 8, aber gréBer als 1 ist, so
konnen die GroSen C, die Koeffizienten einer konvergenten Laplaceschen
Reihe nur bilden, wenn eben der Quotient %ji dem ersteren Werte «
zustrebt. Wir miissen also die Anfangsglieder 5’0 und €, so bestimmen,
da8 fiir die daraus rekurrent nach () berechneten GréfSen C, -

(8) lim C’g:l =

pr=o0

wird, und diese Bestimmung von C, und C, ist nach der Pincherle-

Perronschen Erwemerung des Pomoaréschen Satzes (von einem kon-

stanten Fakﬁor &bgég@hen) nur’ auf’ eine einzige Art méglich, und zwar
em 4 {Pincherles ,aunsgezeichnete Le@ung“)

De ”smﬂ»dieﬁe O, der ausgezeichneten Lostng der Rekursions-
fpritiel (%) nar dann fir unser Problem brauchbaz, wenn €, undC, auch
noch die ,,Anfangsformel ()¢ befriedigen, und das ist, wie sich heran
stellen wird, nur fiir gewisse Werte von 1, eben die Eigenwerte, der Fall.

Damit ist der weitere Weg der Untersuchung vorgezeichnet: Wir
werden zunichst bei unbestimmtem A die ausgezeichnete Ldsung der
,,Rekursionsformel () bestimmen (§ 3) und dann untersuchen, fiir welche
Werte von 1 diese Losung zugleich der ,,Anfangsformel ()* geniigt (§ 4).

§ 3.

Die Rekursionsformel ().
Herleitung der ,,ausgezeichneten Losung® nach Pincherle.

Der Grundgedanke Pincherles bei Herstellung der verschiedenen
Lésungen einer Rekursionsformel vom Poincaréschen Typus ist der, daB
er diese in Bezichung setzt zu einer linearen Differentialgleichung, und
zwar in folgender Weise: Er bildet zundchst mit einer Funktion U, z. B.
der Variablen £, einen linearen homogenen Differentialausdruck DU von
golcher Beschaffenheit, daf zwischen den Koeffizienten einer Potenzreihe
gerade die in Rede stehende Rekursionsformel bestehen mufl, damit die
Reihe formal der Gleichung DU = 0 geniigt, d. h. damit, diese Potenz-
reihe fiir U eingesetzt, in®*D U die Koeffizienten der einzelhen Potenzen
von ¢ verschwinden. — In unserem Falle der Rekursionsformel (), deren
Koeffizienten bloBe lineare Funktionen des Index = sind, und die nur drei
aufeinanderfolgende GroBen O, miteinander verkniipft, ist dieser lineare
homogene Differentialansdruck von der ersten Ordnung, und man kann
ihn von folgender Form snnehmen:

(4) DU = (ay+ ¢+ 0 8*) 837 + (b4 b, 1+ b,8) U
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denn die Forderung, daf nach Substituierung von

Ut)=3p,t"

die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von ¢ in diesem Ausdruck (4}
verschwinden, fithrt auf die Rekursionsformel

(ﬁﬁl) ((n +2) gy + bo)fpn+e +{n+1)a,+8,)p,4, +(n“? +b‘l)?n€£:’@7’

und diese ist durch pagsende Wahl der Konstanten tatsichlich mit (R)
zu voller Ubereinstimmung zu bringen, wir brauchen nur

(4" @y =1 a=—2c=—(a+f) a,=1
Bo=27 by=1i3—(2j+1)c b, =1
Zu setzen. '

Wir denken uns nun weiter mit Pincherle in diesen Differential-
ausdruck (4) mit einer erst bei einer bestimmten, sagen wir u-ten, Potenz
beginnenden Potenzreihe .

(5) V(e)=2p,a"

n=ap
hineingegangen®), wo die p, nach wie vor der Rekursionsformel (') ge-
niigen. Dann zerstéren sich in DV (z) alle Potenzen von der (u -+ 2)-ten
an, und es wird daher DV (x) eine ganze rationale Funktion (u 4 1)-ten
Grades, genauer:

(6) DV (w)==(uao+bo)pua + [((#+ 1)+ )Puis + (na; +b,) pu] vt
und umgekehrt ist klar, da8, sobwld eine Reihe von der Form (5) den
Differentialausdruck (4) in eine ganze Funktion (u--1)-ten Grades ver-
wandelt, die Koeffizienten p, wenigstens von n == u an der Rekursions-
formel (R') geniigen, denn diese Formel ist ja die Bedingung dafiir, daB
alle hdheren Potenzen verschwinden.

. Eine Reihe mit der genannten Bigenschaft erhalt nun Pincherle
durch die ,,Heinesche Transformation:
Es sei U (¢) das Integral der homogenen Differentialgleichung:

7) DU (t)==0,
die als einzige singulire Stellen die beiden' Nullstellen der Gleichung
@+t a8 =L — (a+B)E+ 17,
d. h. die beiden Stellen #== ¢ und ¢ =8 besitzt. Dann ist bei passender
Wahl des Integrg.tionsweges ,

(tyat U(t)dt
[rof=Za la=[55)

8 Nur aus formalen, sogleich ersidhtlichen Griinden bezeichnen wir jetzt die
Unabhiéingige mit .
Mathematische Zeitschrift. VI 17
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eine gewohnliche Potenzreihe von z, die in jedem Kreise um den Null-
punkt konvergiert, der keinen Teil des Integrationsweges enthilt.

Wir betrachten nun speziell den mit z# beginnenden Teil dieser
Potenzreihe, den man auch folgendermaBen darstellen kann:

3 n fU('t)(lt
8 w — == g | i,
(8) (=) ,‘..-—%:qnx ’ ¢ t#(t— )

Was den Integrationsweg anlangt, so denken wir uns zunichst die
beiden singuléren Stellen « und g der Differentialgleichung DU == 0 durch
einen Schnitt verbunden, déen wir lings' der reellen Achse durch den
Punkt oo fithren. Alsdann denken wir uns den Integrationsweg &4 bei oo
beginnend lings des oberen Ufers jenes Schuittes bis nahe an f heran,

{ o : " - —
s VS =

dann auf einem kleinen Kreise (g,) den Punkt g umlaufend und auf dem
unteren Ufer des Schnittes nach co zuriickkehrend. Die Reihe (8) kon-
vergiert dann augenscheinlich fiir alle |#| < f. — Die Zahl u ist dabei
so groB gewihlt zu denken, daB das Integral (8) und ebenso auch die
folgenden Integrale bei der geforderten Ausdehnung der Integration bis
¢ = oo einen bestimmten Sinn behalten.

Aus (8) ergeben sich nun sofort die folgenden Formeln:

U(t)dt
Wi(x)— t/‘(t o == ()
(9)
W (z) — J thU)dt _ J‘( ) U(t)dt (h=12),
th(t—x) A t—2

und andererseits folgt durch Differentiation:

! U(t)ydt
— Ly AL
wW (@)= pW(z)+a .[t«“(t-:c)
oder, da = — . _L_t___g_
(t—z) e
U(t)ydt

W' (2)=uW(z)— W(z)+ - ﬂm

Formen wir nun dieses letatere Integral noch durch partielle Integratibn
um, so ergibt sich, da di¢ dabej vor das Integral tretenden Glieder (nach
der Wahl von u) verschwinden
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2 W' (@) = (4 — 1) W(z) + o (T8 — (u —1)ZO) 40
Cs

und damit die erste der folgenden beiden, den Formeln (9) entsprechenden
Gleichungen:, : \

(o W' (a)) —an [ LT )AL _

th (t—ax)
(9) o |
MW ig)) — o | LT E)dE th—a?\ (tU’ (1)) dt
ACLAC) le‘ te(t—a) x#@f( t-—m) P
(3
(h=1,2).

Diese Gleichungen (9) und (9') multiplizieren wir nun mit b, und b,
bzw. a, und @, (h==1,2) und addieren sie simtlich; dann erhalten wir:

_gu[ DU
D) ""% )

— xﬂf[(bl + by (t+2)) U(E) + (a,+ a, (t+2))tU'(2)] %5.
T

Wegen (7) verschwindet nun das Integral linker Hand, und es ergibt sich
daher:

(10)  DW(z)=~— ””j[(%—f‘%t)tul’%(bl—f—bgt)U]% _
B

—_ xu-ﬁf [a,tU +b,U] %
€

D. h. die Reihe (8), in unseren Differentialausdruck eingesetzt, verwandelt
diesen in eine ganze rationale Funktion (u 4 1)-ten Grades. Nach dem,

was wir oben feststellten, miissen also die Koeffizienten der Reihe, d. h.
die Grifen

Uiydt . .
(11) g, = -m(%ﬁ%w fiir me=p, g1, p+2,...
B
der’ Rekursionsformel (R') gendigen.

Dies zuvor festgestellt, formen wir jetzt noch die in (10) auftreténden
Integrale, soweit darunter U’ (#) vorkommt, durch partielle Integration um:

ot dt th1 Ut dt
é BTG -y [LEE0E 1),
, @p

17*
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wobei allerdings beziiglich der Zahl u die weitere Annahme gemacht wird,

daB auch noch

Ui . .
(12) Py fiir t=o00 wverschwinden soll.

Dann nimmt (10) die Gestalt an:
DW ()= — 2 [ [((1— 1), +8,) + (4 — 2) g, + ,)1]
&
—_ xm»iwf(( —1)a, +b,) U‘“

/4
Dies, mit'der aus (6) sich ergebenden Formel .
DW{w) = o (g by) gt @1 [((1 1) @+ Bo) g+ (w0, + ,) 0
verglichen, liefert uns die beiden ‘Gleichungen:
{Udt
(1) ay+ bo) Q1+ (ma, 4 bl)qﬂ + (g —1)a,+ ba)f“*;}},’ == (),

Uit
¢

Udt Ude
(1 +Bo) gt (1= 1) a1+b)f 2t (u—2) a2+b>f Lo,
Gg
welche aussagen, da, wenn man naqhtraglmh die Definition (11) der
Grofen g, auch noch auf die Indizes 7 == u — 1 und %= u — 2 ausdehnt,

die Qesamtheit a,ller dieser Grofien q, fur n=p -2 der Relursions-
formel (%R ) gendigen.

Da iiberdies 2 g,z", wie schon festgestellt wurde, fiir jedes |z | < B

konVergxert mul der
lim ot <1y
nme Gy T8
sein; ‘da aber fiir diesen Grenzwert nur die beiden Werte ¢ und g > «

in Betracht kommen [vgl. (2)], so folgt also:

(18) lim .t S
d. h. die GrdBen’ ¢, bilden fiir n > u — 2 die ,,ausgezeichnete Lésung*
der Rekursionsformel (R') [vgl. (3)].

Beriicksichtigen wir nun die Werte (4') der Koeffizienten ay, ... b,,
so daB also die Dlﬁerentlalglemhung (7), ausfiihrlicher geschrieben, lautet

(1—2ct+¢° )tT+[27+(z§— (27 +1)c)t+t"]U =0,

so erhalten wir fiir U (¢), das Integral dieser Gleichung, leicht die folgende
Funktion:
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it@i-1
~of (t—a) °
U(t)=t “"“"';T:('?E_ﬁ
(t— ?
und da diese fiir == cc selber wie : verschwindet, so folgt naeh ﬁl2),
daB wir die Zahl u gleich 2 annehmen durfen — So ergeben sml;f deelm
schlieBlich die Grofien

At(ef-1
(14) qn~v:ft"("+”“’ (t*“’l_-(g}_-ﬁdt fir 5n—=0,1,2,...
% t-8) *

als die ausgezeichnete Losung unserer Rekursionsformel (3R) bei beliebigem 1.

Hier diirfte es sich noch empfehlen, anstatt A eine neue Grofe & ein-
zufithren, indem man

(d) b= (2j-+1)+26
setzt, und ferner die neue Integrationsvariable s =-t1 einzufithren. Dann

lassen, da «f ==1 ist, die g, (nach Fortlassung eines unwesentlichen Zahlen-
faktors) folgende einfachere Darstellung zu:

. si+d
(15) wf "("’ m (n=0,1,2,...),

wo jetzt der Integrationsweg €, auf der endlichen Strecke O¢ lings der
beiden Ufer unseres Schmittes verldnft und dem Punkt & umkreist (vgl.
die Figur 8. 11).

Doch ist noch eines Ausnahmefalles Erwihnung zu tun, in dem unsere
Integraldarstellungen (14 ) und (15) der ausgezeichneten Léosung versagen. —
Um an (15) anzukniipfen, zerlegen wir das Kurvenintegral entsprechend
den 3 Teilen, aus denen der Integrationsweg besteht; dann erhalten wir,
da bei der Umlaufung des Punktes « sich der Integrand nur um den
Faktor e27¢? gndert, durch Zusammenfassung der beiden auf die gerad-
linigen Wege beziiglichen Integrale:

a—g

09 g en o e [ G

(8 m)(Hr:l /5»)5 +1

Das Integral um die kleine Kre1spenpher1e (0o) verschwindet nun,
falls 8 nmegativ ist, im Grenzfalle o — 0, und wir sehen daher, da, wenn
4 iiberdies noch ganzzahlig, also eine megative ganze Zahl N ist, sdmt-
liche g,, wenigstens, wenn wir sie durch jene Integrale definieren, gleich 0
werden. Wir miissen nns also nach einem Ersatz fiir die Integral-
darstellungen (14) und (15.) umsehen.
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Zu diesem Zwecke nehmen wir zunéchst 6 & N an; dann sind die

nach (15) zugehérigen g, — wir bezeichnen sie jetzt genauer mit ¢, (d)
— auch so darstellbar:

0,(8)=¢,(8) — g, (N)  (da eben.g,(N) =0 ist),
und diese GroBen bleiben auch noch Lésungen der Rekursionsformel (),

wenn wir sie mit konstanten d. h. von n unabhingigen Faktoren versehen.
Demnach stellen auch noch die GréSen

4n (8) ~gn (N9
TN

eine solche Lésung dar, wie nalie auch das & bei N liegt, also ist auch
noch ' ‘

dg; . . , .
(ﬁf@)dﬂ eine Losung von (R) im Falle 6 = N
Nun unterscheidet sich aber ‘»l«g-'f-@ nach (15) von g, mir dadurch,

daB unter dem Integrale noch der Faktor log (—»Jg) hmzutrltt Dieger
dndert sich aber bei der Umlaufung der Stelle s = ¢ additiv um (— 271),
und dieselbe SchluBweise, die uns zu (16) fiihrte, liefert uns daher im
Grenzfalle o — 0 das Resultat, daB

a

- ( 58— [g)?H-N . N .
2nzfs e -ds  eine Losung von (R) im Falle § ==

88—

0
ist, womit fiir diesen Fall' der gesuchte Ersatz fiir die Darstellung (15)"
gefunden ist. — Da es nun auf konstante Faktoren bei der Lésung nicht
ankommt, konnen wir dieses Resultat mit dem oben aus (16) fiir nega-
tives nicht ganzzahliges & hergeleiteten leicht zusammenfassen, und er-
halten so -das folgende
SchluBresultat: Es set worgelegt die Rekursionsformel (R) 8. 245:

(042 24) Cusa + [(48 — (27 +1) ) — @7 +2)¢]Casa + (0 +1) 0, = 0
fir n=20,1, 2,

in der j eine beliebige der Zahlén 0,1,2,... ist, und 3 und ¢ in den
aus (b) 8. 242 ersichilichén Bedeutungen stehen. Alsdann ist die ausge-
zeichnete Losung c}/ie.sqe;r Formel, d. h. die Losung, fiir welche
m P g1 [vgl (3)]
n=® n .
wird, bei beliebigem 1 folgendermafen darstellbar: entweder durch das
Kurvenintegral ; .
) = (s 8- lg)ﬁﬂ- ;'L L
n [ e
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{vgl. die Figur 8. 11) oder durch das reelle Linienintegral

a

’ w(s—f 2j+4
(15) qﬂzfs (—-g;:"—;‘)—)—g‘_rl—ds.
[
Dabei st
A—(2541
O =" “ij_tl [vgl. (d)]

geselzt, und es ist die erste oder aber die zweite Darstellung am Platze,
je nachdem & = 0 oder aber 8 < 0 ist.

§ 4.
Die Anfangsformel (%).
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Nach den Ausfithrungen am Schlusse von § 2 gilt es jetat, die 1-Werte
festzustellen, fiir welthe die Anfangswerte g, und ¢, der soeben bestimmten
ausgezeichneten Losung der Rekursionsformel (%) auch noch der ,, Anfangs-
formel ()« :
(27 4+1)C, + (23— (2] +1)©) = 0

unseres Problems gentigen.

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir den Ausdruck, der nach Substi-
tuierung von ¢, und ¢, in () auf der linken Seite steht, kurz mit A

(2j+1)g, + (48— (25 +1)c)go = A
und untersuchen dann, fiir welche Werte von i diese GréBe A verschwindet.
Nun ist nach (15) bzw. (15'):
A= [1(37+ 00 + (8 — @) +1) 18 T2
oder, da wegen (d)
18— (2 +1)c=(2j+1)(8 — )+ 268 = — (2j + e+ d(f—a)

ist:

A= [1(25+ 0 +1)(s — ) — 0o — 1 =2 as,
d. i. aber: I
_ G—ﬂ)a +8+17
(17 fds{ (8—ea)’ st’

und zwar ist je nachdem ob 4> 0 oder aber 8 < 0 ist, integriert zu
denken lings der Schleifenkurve ©,, oder aber lings der reellen Achse
von. () bis «.
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Fassen wir zuniichst den Fall ins Auge, daf é < 0 ist. Dann ist also

(s— )27+6+1} lis @fjjjjl:l _ f:<s~"ﬂ)2f—riilj
A= fds[ (8_“)5 ds= (s—-r:c)‘s Yoma (s—-oc)" ;mo

oder 281 2 jd+1
(=8) B

ca? &
und daraus ersehen wir, daf also #m Falle 6 < 0 die ausgezerchnete
Lésung von (R) niemals auch der Anfangsformel () gendigen kann.

Es bleibt sonach nur noch der Fall 6 > 0 zu untersuchen. In ihm
muB das Integral (17) tiber den. Schleifenweg €, hinerstreckt werden,
und es ergibt sich daher

A f% ;[(3'_:73)w+a+1] de [(8;ﬂ)ﬁj+45+1:| [&M__ﬂ)mm]

, S 0, o,

(s—a)° (8—a)° (aw)”

A == () — — ﬁ2j+26+1 +0,

wenn O, und O, die beiden im Nullpunkte sich auf den Verschledenen
Ufern des Schnittes gegeniiberliegenden Punkte (Anfangs- und Endpunkt
von §,) bedeuten [vgl. die Figur 8. 11]. Die Werte der Funktion in
diesen beiden Punkten unterscheiden sich aber nur durch den Faktor 2%,
es folgt also bresan

A=(1— egnid)/?)m’,a.g___ m== (1 — eanlia)ﬂaimam

Hieraus ist aber ersichtlich, da auch jetzt nur fir ganzzahlige &
die Grofle A zu 0 werden, also die Anfangsformel (A) meben der Re-
kursionsformel (R) durch deren ausgezeichnete Lisung befriedigt werden
kann.

Diese Feststellung enthélt aber nach den Ausfithrungen von § 2 das
Resultat: Nur wenn 6 eine positive ganze Zahl oder 0 ist, oder, was
nach (d) dasselbe: nur wenn A eine ungerade ganze Zahl > 2j -1 ist,
bilden die aus den Formeln (W) und (R) rekurrent berechneten Grofen O,
die Koeffizienten einer konvergenten Laplaceschen Reihe.

Da nun aber § eine beliebige ganze Zahl > 0 war, so erhalten wir
als ausgezeichnete i-Werte (Eigenwerte unseres Problems von § 1) simt-
liche ungeraden positiven ganzen Zahlen :

(18) A=2y+41 (r=0,1,2,..),
wie das auch von Betrachtungen in ‘gewdhnlichen Polarkoordinaten her
bekannt ist [vgl. die Einleitung] — und zugleich ergibt sich das Resultat,
daB in den Laplaceschen Reshen fiir die zu einem solchen Higemwerte

(18) gehorigen Eigenjunktionen nur zugeordnete Kugelfunktionen P, (u)
mit etmem zwesten Index
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(19) Iy
auftreten konnen.

Zu dem FEigenwerte 1 =2» -1 erhalten wir nach (L') 8. 6 somit
2» -1 linear unabhiingige Eigenfunktionen, d.h. nicht verschwindende

Lésungen unserer homogenen Integralgleichung (§) §. 4, und aus’ihnen
setzt sich die allgemeine Loésung von (§) linear mit konstanten Faktoren

zusammen. — Diese 2» + 1 Eigenfunktionen (L’) lassen sich nun mit, -
Rijcksicht auf (A) 8. 5 in doppelter Weise darstellen:

Uy 5 87 cosj @ 9) .
(20) W} = z (2n+1)4,, P, () (S039) (=0,1,2,...,)
oder auch:
EYY2S 72 , _ -\ cos j @ .
(20 )M}——(21+1)(ﬁ a)vngﬂj-Pnj(ﬂ)'<sinjqo> (7=0,1,2,...,%).

Dabei verstehen wir unter den w immer die Funktionen mit den
cos-Faktoren, unter den v die mit den sin-Faktoren. (Es gibt dann
» -1 Funktionen u, aber nur » Funktionen v, da das v fiir § = 0 identisch 0
wird und daher ausscheidet.)

In diesen Formeln (20) und (20°) ist nun allgemein nach (¢) 8.7

'A‘nj = On“‘f

zu setzen und die O, jetzt also gleich den g,, d. h. gleich den Elementen
der eben bestimmten ausgezeichneten Lésung von (), denn nur dann
konvergieren eben diese Reihen,

Nun ist nach (d) 8. 14 jetzt d =» —j, also eine garze Zahl, und
nach (16) reduziert sich daher das g, definierende Kurvenintegral auf das
'Integral lings des klelnen den Punkt a umlaufenden Kreises(g,), bzw.,
wenn wir wieder t»-»« = als Integrationsvariable einfiihren, auf ein Integral

langs des kleinen Krelses (¢g) um den Punkt 8. — Fiigen wir noch ge-
eignete. Faktoren hinzu, so konnen wir die 4, jetzt folgendermafien

definieren :
s Ll)y f — gyt priy (=1’ J.t—~(n+1-l y (t—a) ¥
(21) An; . == B Nm) e e (8 _ c;)""'j'*'l ds = ﬁﬂ cz)’ P & (t /3)"_”'1 dt.

Diese Koefﬁzienten A,; der die Eigenfunktionen darstellenden Reihén
(20) oder (20") sind danach im wesentlichen die Residuen gewisser Funk-
blonen an  der Stelle o bzw. 8, oder die Koeffizienten der (» — j)-ten

”) ’Da die frither von uns mit B,; bezeichneten Koeffizienten sich von den A,;
pur durch konstante, d. h. von # unabhingige, Faktoren unterscheiden [vgl 8. 6],
to diitfen wir sie eben auch den 4,; gleich setzen, wie hier geschehen ist.
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«Petenz in der Entwicklung der Funktion s"~7(s— )"’ nach Potenzen
von (s — «), bzw. der Funktionen ¢=®+i+1 (¢ — «)**/ nach Potenzen von
(t— 8), also von Faktoren abgesehen:

&7 vt A TCIC T TE PO
{d v_,(s (s —B) ’)} bzw. L’l"t‘;:“,-(‘ (t—a) )l=ﬁ:

- und’ auf Gxund dieser Bemerkung ergeben sich fiir die 4, . leicht die fol-
genden beiden zur Berechnung wohl am besten geeigneten Darstellungen :

s=ta

x
. . —1)* (8 —1)*
(22a) 4, = ™t (v + y)' (n— 9)!“‘;;(%«.?')!((%-}—)5)?(9»’——%))! (n—x)1’

wo N die kleinere der beiden Zahlen » und n bedeutet, und:

o v —1)*(n o) (1 —e )
2= =
Die Koeffizienten 4, ; sind danach also stets darstellbar als Summen
von hochstens (v — j 4 1) Gliedern.
In diesen Jetzten Darstellungen (22a) und (22b) tritt deuslich zutage
da sich bei festgehaltenem j mit wachsendem n der Quotient Z;H dem
Werte ¢ =— e~ Z ‘nihert. —
Erst durch diese Formeln (21) und (22) ist die Bestimmung der
Koeffizienten A4, des § 1 einschlieBlich der Konvergenzfrage erledigt.
Zusammenfassung. Die Eigenwerte der Integralgleichung des § 1
sind die ungeraden positiven ganzen Zahlen:

A=2v+1 (v==0,1,2,...),
und zu esmem solchen Eigenwerte gehoren damn 2v <1 Eigenfunktionen,
wie sie durch die Formeln (20) oder (20') definiert sind, in denen die
Koeffizienten in den aus (21) oder auch (22a) oder (22b) ersichtlichen
Bedeutungen stehen.

§ 5.
SchluBfolgerungen.

Die soeben unter Anwendung der dipolaren Koordinaten bestimmten
zu einem Eigenwerte 1= 2» -1 gehorigen 2» -1 Rigenfunktionen w,;
und v,; miissen sich nun linear zusammensetzen aus den mit Hilfe der
gewdhnlichen Polarkoordinaten ermittelt gedachten 2 -1 Eigenfunktionen

(28) P,(cos o) P,,j(\cosw)-c?:j.z) (G=1,2, ..., %)
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[vgl. die Einleitung]. Lassen wir aber die Achse des gewghnlichen Polar-
koordinatensystems in die Verlingerung der Pollinie des dipolaren Systems
fallen, derart, daB dem Punkte ¥ =0 unserer Kugelfliche auch in ge-
wohnlichen Polarkoordinaten der Wert o = 0 entspricht, und algo wdie
letzte Koordinate ¢ (geogr. Linge) in beiden Systemen dieselbe Bedeu-
tung hat, so lehrt die Betrachtung der von ¢ abhingigen Faktoren sofort;
daB die Funktionen u,; und v,; sich je von einer der Funktionen (23)
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden kénnen.

Zur Bestimmung dieser Faktoren wollen wir die Funktionen u, p und v, ;
noch normieren und dabei auch auf ihre Orthogonalititseigenschaften ein-
gehen:

Zunéchst ist nach den bekannten Integraleigenschaften der Kreis-
funktionen klar, daf jedes # zu jedem » orthogonal ist, und ferner auch
je zwei u (oder zwei v) zueinander, wenn nur ihre zweiten Indizes § von-
einander verschieden sind, gleichgiiltig, ob sie zu denselben oder zu ver-
schiedenen Bigenwerten (ersten Indizes) gehoren. Es bleibt also nur noch
der Fall zweier u (bzw. zweier v) mit demselben zweiten Index j zu
untersuchen. Deshalb betrachten wir jetzt die (einander gleichen) Integrale

(24:) J,,,/ =(a{u,,,-u,,qda und (j;‘v,,w,da,

hinerstreckt jiber die ganze Oberfliche o unserer Kugel; dabei kénnen
wir, was die Indizes » und »’ anlangt, von vornherein ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit
-

annehmen. — Wenn wir dann die Koeffizienfen der zu A’'=2»"4 1 ge-
hérigen Eigenfunktionen durch einen Akzent kenntlich machen, ergibt sich:

Tos = [t ( Slen+1) o Buy)) ( 3 2n1) s Pos () o,

g =i
4a® o 10Y .
oder, da dom*{p-fd,udcp ist 10):

8 +1

Jy = 4a® ffw( (2n 4-1) An; P ( #))(2(2n+1) ni-PM(/")> cos*jpdudep.

b1 n=d o=t

Fiihren wir hier die Integration -nach ¢ aus und berucksxchhgen zu-
gleich noch (A) 8. 5, so folgt weiter:

1) Dies folgt leicht aus Formel (9) 8.65 im 120. Bd. von Crelles Journal.
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ot (p— ) Sy y0) S en 1148, Busi)

-1 »n=J nwd

(g=2, & =g ="...=1).

Nach den bekannten Integrale1genschaften der zugeordneten Kugel-

funktionen!) ist aber

'3 0 gobald m == n,
@) [Byw)P(w)du=] 2 (nts) N
=1 J J L 2ﬂ+l (""“J) ” nm=:n,
und infolgedessen kann man J,,» auf folgende Form bringen:
l .
(26) , Jy.,ff = 8“96 £ (ﬂ — ) ZE:—I—z)l n,’A;" (l ww Qy m.}w 1)'

Diese letzte Summe bezeichnen wir nun mit S dann ist nach den

Darstellungen (21) fiir die Koeffizienten 4, ;:

T ()

Da nun aber

*

2(”"’.7) ﬂ'ﬂ::_;(zy)yh ___-Zj‘l( >+(27 1(&2J+"'2“2(80)‘3+..

(n— J)l
- (27-)! (1 . SO.)-(’M+1)

ist, 8o kann man fiir § auch schreiben:

. ) pobow 1 $(o)do
(27) 8 =it gmfg;’*;';:':“;-“ﬁa

a

wenn @ (o) in der Bedeutung steht:
B (g) = 2D ﬂ)*‘“_ﬁ}hﬁ —89) "B (s gy

(e Fmid T ()

v+v +1 LR v g
(n+g)t (1 - _(s=5) L[ gnmd (o= B
Z(n-—j (27:1 f’gﬂ (8— a)v—:H-l ds) <22n'i(fa“ (,,,,_a)v'—-f+1 da
(o) . . Ca),

)

Danach ist aber ¥ (o), von Faktoren abgesehen, der Koeffizient von

(8 — @)""7 bei einer Entwicklung der Funktion (1 — so)~ 2. (5 — )"+
in der Umgebung der Stelle 8 ==, also
_ (=) wﬂ.i:.-.m[f?f.ii — o) (g gy ]
(2j)r(a-—ﬂ)”’+i¢(a)“ (r—D!Lds"~7 ((1 $0) (s—4) ) =a

-5
(’;‘TIW g (v:-?) <g.¢.—($‘«—' 0% (1— aa)““’“‘"“) ((‘%ﬁ_}j), (o — ﬁ)ﬁ

1) Vgl. z. B. F. Neumanns Vorlesungen [s. Anm. 1)], 8.79.

=

f~+~n>
?
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und daher @ (o) selbst: .
()= HD! (2=B)"" j(—:)( o(&=f))",

(»—g) (1—ag)?i+t = l—wo

Nach dem binomischen Lehrsatz ist aber diese letztere Summe gleich

()7 () (5= =
und daher' schlieBlich:

)7

v+ o— gy i 241 [0 =i, y—§ v-+4) jax 6—0
Do) == E’“—jg’ E/S“ ;2{-)-1' i (3:_/5’> _/32( E “‘%‘;‘é‘%ﬂ +1(—(§:W:7-Ti'
Es beginnt also die Entwicklung der Funktion & (o) nach steigenden
Potenzen von (o — «) mit der (v — §)-ten Potenz, und es ist daher §,.
d. i. nach (27) im wesentlichen der Koeffizient der (»" — §)-ten Potenz in
dieser Entwicklung, stets gleich 0, sobald »' < » ist, und damit ist all-
gemein das Resultat

(28) Juyr =0 sobald »" == v

bewiesen, oder die Orthogonalitdt je zweter zu verschiedenen Higenwerten
gehorigen Eigenfunktionen, auch fiir den Fall gleicher zweiter Indizes
-+ in bester Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie.

In dem sodann noch zu untersuchenden Falle »'=» ist der
Koeffizient von (o0 —a)” ™/ in der Entwicklung von & (o) gleich

+
_ et BT daher ist nach (27) wegen af =1:

=Dt «—p"’
R G2k
§=~ 5
und ‘daraus folgt nach (26) weiter das Resultat:
(29) I,y = 8a? m(zv+1)§—:’ij~),

das wir jetzt benutzen wollen, um die Funktionen u,; und v,; zu nor-
mieren: Zu diesem Zwecke multiplizieren wir sie mit

11 T (r—i)!
Voow  2ay3ga yerrl ¥V (P+DY
Dann miissen sie (bis auf hochstens das Vorzeichen ) mit den Funktionen (28)
fibereinstimmen, wenn wir diese auch noch normieren. Da aber das
unserem J,, entsprechende, iiber die ganze Kugelfliche (B) hinerstreckte
Integral dort )
2

[ (P.ji)cos jp)’do = R”bf [P}(z)cos?jodady  (z=cosw)
(@) -1 .
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ist, und also nach (25) den Wert hat:
2 (v4+g)1_ Bgma® 1 (v
2v+1 (v—-y)! (B—«)? 2741 (v—7)1°
so sind die Funktionen (23) nach ihrer Normierung folgendermafen dar-
stellbar:

2
8nR

(23') Zaﬁ_1/"”2y+1 qu),B,(com) (si":j.:) (1=0,1,2,..., »),

und die Gleichsetzung dieser Funktionen mit den m,_j_ bzw. i 3. liefert

uns dann sofort die interessante Formel:

J =(—1"Vy Eﬁw‘«f’”i(eosﬁ) oder aber
{80)" P, ;{cos w) n=y
= 2%2{ i g 2(2’”' +1)4,;F,;(cosd),

welche also den Zusammenhang zwischen den zugeordneten Kugelfunktionen
mit den Argumenten cosw und cosd angibt, wenn o und ¢ die, die
geographlsche Breite bestimmenden, Parameter desselben Kugelpunktes
tn einem gewdhnlichen Polarkoorolmatensystem bzw. in einem dipolaren
Systeme bedeuten'®). [Wegen der gegenseitigen Lage der beiden Systeme
vgl. den Anfang des Paragraphen, und wegen der Bedeutung der AM die
Formeln (21) oder (22)].

Diese Formel (80) 1aBt sich nun (einschlieBlich des Vorzeichens) leicht
auf ihre Richtigkeit priifen. Doch wollen wir uns dabei auf den Fall
j=0, also den Fall der Legendreschen Polynome, beschrinken: Wir
setzen in (30) fiir die 4,, ihre Da,gstellungen (21) ein, dann folgt:

Py(z)=(~1)"Vy “z:j" Z ( fsu(fi:;/;B%? da) P (n) (m == CO8 w))

M= COB 0y

oder unter Bénutzung der bekannten Formel:

- 1
31 i ‘ m"’““‘“““%w
(81) 28 P, (1) = ey (ls] < 1)
und der Tatsache, daBl ¢f =1 ist:
v (OCS""“I)V
va(x) """‘1) V“ ’l/)-mf '23”,.{,_3 (8.,4“}"”*"1‘18

**) Bei der obigen SchiuBweise bleibt das Vorzeichen in der Formel (80) noch.
unbestimmt. Die Richtigkeit der getroffenen Wahl 148t sich unschwer durch Nach-
priifung in einem speziellen Falle, z. B. w =0 (8=10) feststellen, sie erhellt aber
anch aus den noch folgenden Betrachtungen.



Der Poincarésghe Satz iiber ]jifferenzengleichungen. 261

und dieses Integral kénnen wir durch Einfiihrung einer neuen Integrations-

variablen z mittels der Gleichung
s—o
as—1 _

—z
auf die neue Form bringen:

1 1—2cu-+a? dz
P, (x f 3 £ 3 rFL’
(®) =533 )\/<m+1)*—2(az+1)(z+a>u+(z+a)“ e

in der es jetzt hinzuerstrecken ist iiber einen kleinen Kreis (o ) umr den
Nullpunkt. — Danach sind die P, () = P, (cos w) gerade die Koeffizienten
in der Entwicklung der unter dem Integrale stehenden (positiven ) Quadrat-
wurzel nach steigenden Potenzen won z, es gilt also:

1~Aacosz‘)+zx” ) o Y
(32) ‘/( z-«]—l) —-Z(ocz+1)(z+u)oosﬂ+(z+a) ;é:z P, (cos @),

und mit Riicksicht auf (81) muB daher diese Quadratwurzel gleich

s ! e sein, und in der Tat bestitigt eine einfache Umrechnung
—_— z GOS w Z

von gewdhnlichen Polarkoordinaten auf d1polaxe Koordinaten die Richtig-
keit dieser aus (80) gezogenen Folgerung und damit auch die Richtigkeit
der Formel (80) selber, wenigstens im Spezialfalle j = 0.

. Ist § > 0, so liefert uns eine entsprechende Behandlung der Formel (30)
das zu (32) analoge Resultat:

V1<% o8 §+ o (sin )7
e
V(ez+1)"=2(xe+1) (z+a)cos ¢+ (2 +a)’

— 31 P,y a),

o=y

das sich auch wieder leicht direkt bestitigen laft.

(82") é?”” (1— a?)f

(Eingegangen am 24. Juni 1919.)



