
Ueber die Entwickelung der doppelt periodisehen Functionen 
zweiter und drifter Art in trigonometrisehe Reihen. 

(Erst~ ~kbhsmdlung.) 

Voa 

M~RTm K~US~ in Rostoek. 

Die Theorie der doppelt periodisehen Fuuctioueu zweiter Ar t  i~t 
yon Herrn H e r m i t e * )  aufgestellt worden. Er  zeigt,  da.ss dieselbeu 
.~ich sammtlich auf Funetiouen der Form:  

e~z ~l(v - -  b) 
O , ( r  - -  a)  

in einer einfa~h angebbaren Weise reduciren lassen. Die Entwickeluug 
dieser Primfanctionen in trigonometrische Reihen ist yon J a e o b i ,  
S c h e i b n e r * * ) ,  H e r m i t e * * * )  wirklich durehgefiihrt worden. Di~ 
Functionen drifter Ar t  sind in neuester Zeit in einer Reihe wiehtiger 
und interessaater  Arbeiten behandelt worden, yon deneu die der H.H. 
H e r i n  i t e t ) ,  B ie  h l e  r t t )  und A p p el I t i t )  besonders hervorgehoben 
werden mSgen. Die Result~te, die sich in diesen Arbeiten ergeben, sind 
in zusammeah.~ngender tuad :~usserst eleganter Weise in dem jil~gst er- 
schienenen ersten Bande des Werkes yon Herrn Ha lphen*- i ' )  fiber die 

*) Cf. Hermite .  Note sur la thdorie des fonctlons elliptiquc~ ajout~e s 
la 6~ ~dition du Traitg de ealcal difl'drentiel et de ealcul intdgr, d de "L~eroix. 
Star qaelques applieatio~ des fonctious elliptiques. PariB 1885. Siehc -',u~h 
Frobeniu~. Kronecker JournM Ba~d 93. 

~*) Scheibner .  Zur Reduction eliiptineher Integrale in reeller Form 
Leipzig 1879. Supplement dazu Leipzig 1880. 

~**) Hermite .  Annales de l'6cole norm'de ~up~rieure. 3 ~ Sgrie t, II. 1885. 
t) Hermite.  Compte~ rendu~ des ~a~aee~ de l'Acaddmie de~ ~eicnee~. 

Paris. 1861. 1I, 1862 II. 
~t) Biehler .  Sur les d~veloppementu en s6rie~ des fonetion~ doublement, 

pdriodiques de troi~i6me enp6ee. Paris 1879. 
Sur les fonetions doublement pdriodiqaes etc. Kroueeker Journal. Band 88. 

~'t#) AppeL Sur le~ fonetious doublement p~riodiquen de troizi~me e~p~e. 
Compte~ rendus. 1883. Annales de l'6eole normale ~up~rieure II1r ~rie tome I, 11. 

st) Halphea.  Traits des foaetion~ elliptiques. Pari~ 1886. 
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Theorie der elliptisehen Funetionen mitgetheilt worden. Es mSgen 
diese Resultate kurz scizzirt werden. 

Es zeigt sich~ dass als Primfanctionen d. h. als solche, aus denen 
alle Fanctionen drifter Art zusammengese~zt werden kSnnen, die 
Functionen anzusehen sind: 

(1) v ( x )  ~ -  ~ 7  z"'q""('-1)e(xq~~), 

wobei m positiv, q dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist und 
O(x) in iblgender Weise zu specialisiren ist: Ist die zu untersuchende 
Function eine ganze transcendente, so lautmt die Primfunction: 

(2) E,(u)~-- x"~- 'q  ' ' " ( ' -1)+~' ,  r~- -0 ,1 , . . - ,m--1 ,  x = e  o, , 

d. h. es ist: 
O(x) = x ' ;  

hat die Function mehr Nullstellen als Unendlichkei~sstellen and ist 
gebrochen transcendent, so l~utet die Primfunction: 

i n  ~ ,  XS. n (2.4~ (~_1) y (3) F ( u ,  v) : -  ~ -  . . .  ~q-, a _ v ' 

x . ~ c  , y = e  , 

d. h. es ist: 

. O ( x ) =  .i= 
~o x - -  y 

tlierbei ist x als Argument aufzufassen~ w~ihrend y Parameter ist. 
Hat die Function mehr Unendlichkeitsstellen als Nullpankte, so 

lautet die Primfunction ehenso, nut ist jetzt y als Argument, x als 
Parameter aufzufassen. 

Auf Grund dieser Zerlegun~, ist es dann mSglich, die Entwickeluag 
ether ungemein grossen Anzahl yon Fanctionen in trigonometrische 
Reihen wirklich durchzufiihren, wie es besonders Herr A p p e l l  in den 
schon citirten Arbeiten gezei~ hat. 

So elegant diese Methode ist, so besitzt sie doch einige Eigen- 
schaften~ die es nach verschiedenen Richtungen hin wiinschenswerth 
erscheinen lassen, sie durch eine andere zu ersetzen. 

Erstens ist die Behandlung der periodischen Functionen zweiter 
and drifter Art eine getrennte. Es kann das nicht in der Natur 
der Sache liegen, denn schliesslich kSnnen wit die Functionen zweiter 
Art als speciellen Fall der Functionen dritter Art ansehen, n~mlich 
als den Fall, in welchem die Zahl der Eullpunkte gleich der Zahl 
der Uncndlichkeitspunkte ist. Es f ra~  sich, ob es nicht Methoden 
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giebt, bei denen die Funetionea zweiter and drifter Art untar dem- 
selben Gesichtspunkt betmchtet werden. Zweit~eas siad als Prim- 
funetionen neue Functionen eingefEhrt, die in ihrer allgemeinen Gestalt 
bisher in der Theorie der elliptischen Functionen noch keine Verwendung 
gefanden haben uad mit den bi~er betrachteten in keinem einfaehea 
Zusammenhang stehen. Es fragt sich, ob es nicht unter den bi~er 
gebrauchten Functionen solche ~ebt  oder aus ihnen solche unmittelbar 
hergeleitet werden kSnnen, welche dasselbe leisten, wie die neu ein- 
geffihrten GrSssen. 

Damn abet kommt der Umstand hinzu, dass in demjenigen Falle, 
in welehem die Zahl der Nullpunkte kleiner als die der Unendlichkeits- 
punkte is~ die Primfunctionen nicht denselben Bedingun~gleichungea 
Genfige leisten, wie die zu construirenden. Erst die additive Ver- 
eini~-~mg mehrerer derselben f~ihrt bei richtiger Constantenbestimmung 
zu Functionen, die die gesuchten ersetzen kSnnen. 

Ferner i~t es bisher nicht mSglich gewesen, analoge Primfunctionea 
im Gebiete der Funcfionen mehrerer Ver~nderJiehen herzustellen. Herr 
A p p e l l  bemerkt ausdr~icklich, dass ibm das nicht gelungen sei. Es 
fragt sich, ob diese Sehwierigkeitea in der Natur der Sache liegen 
oder aber dutch Schaffuag anderer Primfanctionen gehobe1~ werden 
kSnnea. 

Hierzu tritt eine wirkliche Lficke ffir den Fall, dass die Zahl der 
Nullstellen grSsser ist als die Zahl der Unendlichkeitss~etlen. In den 
fertigea Formeln treten eine Anzahl uabekannter constanter GrSssen 
als Factoren der Fanctionen ~T(u) linear auf. Es wird nun zwar eine 
Methode angegeben, in welcher Weise diese Constanten zu bestimmen 
siad, abet diese Methode kommt im Wesentlichen auf die AuflSsung 
eines Systemes linearer Gleichangen hemus. Dieselbe ist daher sehr 
complicirt und im allgemeinen Falle unbrauchbar. Es f ra~  sich nun, 
ob es nicht mSglich sein sollte, die Coefficienten in expliciter Form 
darzustellen and damit das Problem endgiiltig zu tSsen, die Fanctionen 
dritter Art in trigonometrische Reihen zu entwickeln. 

Alle die aufgeworfenen Fragen sollen ira Folgendea beantwortet 
werden. Die Beantwortung zerf~llt in mehrere Theile. 

Erstens soil gezeigt werden, dass ffir den Fall, in welehem die 
Z',~hl der Nuilstellen ~--rSsser oder gleich der Zahl der Unendlichkeits- 
stellen ist, als Primfuactionen die GrSssen: 

a,[~] (**~--b, n~) 

gew'XhJt werden kSnnen: Diese GrSssen si~d der Transformations- 
theorie unmittelbar zu entaehmen. 

In den allgemeinen Formeln tretea dana eine Aazahl vo,~ Con- 
stanten linear aaf. Die Bestimmtmg derselben st~t zun~chst auf 
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dieselben Schwierigkeiten, wie die Bestlmmung der entsprechenden 
Gr5ssen in den Formeln des Herrn A p p e l l .  Es soll im zweiten Para- 
graphen gezeigt werden~ dass in zwei F~llen die Besf~mmung der 
Constanten unmittelbar in expliciter Form gegeben werden kann. Die 
Bestimmung erfol~ im ersten Falle auf Grund eines Additionstheorems, 
welches yore Veffasser* ) aufgestellt worden ist, der zweite Fall ffihrt 
zu den bekannten Resulta~en yon Herrn H 'e rmi te .  

Die Bestimmung s~mmtlieher Constanten in expliciter Form effol~ 
dann im dritten Paragraphen. In demselben wird das urspr~inglieh 
gestellte allgemeine Problem auf eine neue Art in Angriff genommea, 
bei welcher die s~mm~liehen Funetionen zweiter und drifter Art 
unter cintra Gesichtspunkt betrachtet werden. Es ze i~  sich hierbei, 
dass als Primfunctionen die Gr5ssen gewiihlt werden kSnnen: 

o ~ ( v -  b, ,) O~(nv, n~) 
os (v - -  a, z) 

and 
Os(v -- b, ~) 1 
O~(v--a, ~) O~(nv,u~) ; 

es zeigt sich ferner, dass mit ihrer Hiilfe das Problem der Daxstellung 
der allgemeinen doppelt periodisehen Functionen zweiter und dritter 
Art in explieiter Form unmittelbar gegebe~ werden kann. Dabei 
lassen die Functionen: 

sich unmittelbar in einfacher Weise auf die in den friiheren Para: 
graphen behandelten Primfunctionen zuriickffihren, so dass das ,Problem 
do" allgemeinen Constanto~bestimmung in ex21idter Form damit vgl~ig 
gel6st i~t. Diese Formeln stellen die naturgem~se Verallgemeinerung 
der H e r m i t e ' s c h e n  Formeln fiir den Fall der Functionen zweiter 
Art im Falle der Fanctionen zweiter und dritter Art dar und enthalten 
dieselben als speciellen Fall in sich. 

Es braucht nicht hervorgehoben zu werden, dass die neaeu Prim- 
functionen im Gebiete der Funetionen mehrerer Ver~nderlieher eine 
unmittelbare Verallgemeinerung zulassen. 

Zur volls"tlindigen LSsung des Problems die Functionen zweiter 
und dritter Art in trigonometrische Reihen zu eutwickeln, ist es 
demnaeh nut nSthig dasselbe Problem fiir die aufgestellten Prim- 
functionea zu 15sen. Es ist dieses mit Hiilfe element~rer Methoden 
leicht miiglich und kann u. a. auf die Multiplication zweier bekannter 
trigonometrischer Reihen reducirt werden. 

*) Cf. Berichte der math. phys. CIasse der K. S~ch~. Gesellschaft der Wi~sen- 
schaften 1886. Math. Annalen Band 27. 
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Der Eiafachheit halber nehmen wit an, d~_~ die Uneadlichkeit~- 
punkte alle yon einamder vemebiedea sin& Es braucht kaum hervor- 
gehoben zu werden, dags im allgemeinen Falle keine weiterea Schwierig- 
keiteu eintretea. 

w  

Darstellung tier Functionen zweiter und derjenigen Fuaetionen dritter 
Art, bei denen die Zahl der l~ullstellen grSsser als die Zahl der 

UnendlichkeitasteUon ist, durch die Primfunctionen 
~'~D] (~v - -  b,  n~) : ~ ( ~  - -  ~, ~). 

Es sei eine gauze transcendente Function der Ver'Tmderliehen: 

vorgele~, welche den folgenden Bedingungsgleichungen GenSge leistet: 

f(v + 1) ~-f(v), 
(1) 

f(~ + ~) =. f(v) e-~"~ ~'+~)-~''''. 

Eine solche Function, bei weleher ne ine  gauze positive Zahl be- 
deutet, w'~hread w beliebig gew"&hlt sein kann, ist eine doppelt 
periodische drifter Art, welche im Endlichen keinen Uneadlichkeila- 
punkt hat. Die Bedingungsgleichungeu, denen sie Genfige leistet, 
sind idcht in der allgemeinsten Form gegeben, indessen braueht nicht 
hervorgehoben zu werden, dass hiermit keinerlei wesentliehe Be- 
.~chr'~kang der Allgemeinheit des Problems eingetreten i~t~ 

Derartige Functionen enthalten bekanntlich n yon einander unab- 
h:,ingige Constanten linear in sieh. Es geafigt also n derartige Grti~seu 
zu keanen, um alle iibrigen aus ihnen linear zusammensetzen zu ktianen. 
In der Wahl dieser Primfunetionen herrscht eine grosse Willkfir. Wir 
wollen zun~ehst die folgenden Funetionen in Betracht zieheu~ die aich 
unmittelbar aus denjenigen ergeben~ die in neuester Zeit vor allem 
yon Herrn K l e i n  and seiner, Sehtilern betraehtet worden siad and 
also lauten : 

(2) a~[k](nv +w, n~)=e -" ' '~( '+ ~" a~(,,v + w -  1~, ~) .  

Von unwesentlichen Unterschieden abgesehen stimmea dieselbeu 
mig den Gr5ssen fiberein~ die Herr H a l p h e n  dufch E,(u) bezeiehaet. 

Es folgt dana leicht die Darstellung: 

f(v) = ~ c~ as l/c] (nv + w, ~ ) ,  (3) 

wobei die GrSssen c, willkiirliehe Constaatea bedeuten. 
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Die Darstelhng kann abet noch in mannigfacher anderer Weise 
gegeben werden. Nehmen wir an, dass a 1 und a S zwei ganz beliebige 
Gr5ssea s/rid, die nur nicht der Congruenz gen~igen: 

aj ~_ a S rood. m t~ %. m~ 

(m 1 mad m 2 sind willkfirliche gauze Zahlen, die nicht zu gleicher Zeit 
der Null gleich werden), so kSnnen wir die GrSssen bilden 

~ z ( v  - -  a,)  . ~ [k . ]  ( (n  - - 1 )  v %. w %. a , ,  ( n - - 1 ) ~ ) ,  a = 1 , 2 .  

Lassen wir k der Reihe naeh die Werthe 0, 1 , . . . ,  n - - 2  dureh- 
laufen, so folg~ leieht, dass wir unter den definirten GrSssen immer 
n voa einander linear unabh~gige w~2hlen kSnnen. Hieraus fo |~  die 
Richtigkeit der Gleiehung: 

n ~ 2  

(4) f ( v )  ~ , ~ c ~ ;  (1) ~a(v--a,) �9 ~3[k] ( ( n - - l )  v %. w %. a, ,  (n--  1) ~) 
0 

+ c~")~3(~-a~). ~[k] @ - - U v  + w + a~, (n-a)  ~). 

Die GrSssen c~,(~), c~,(2) sind willkiirliche ConsLanten. Wir kSanen, 
wie nieht welter auseinandergesetzt zu werden braucht, ( n -  2) der 
GrSssen c,- (~) oder auch der Gr5ssen c~ ('->) der Null gleieh setzen, ohue 
der Allgemeinheit des Problems Abbruch zu thun. 

In analoger Weise kSnnen wir welter gehen. Sind al, a2, a. a 
drei willkiirliche GrSssen, yon denen je zwei nicht einander naeh dem 
Modul m I �9 %-m~ congruent sein dtirfen, so finder die Relation sLatt: 

(5) f (v) =,~,~ c~;(',',)#.~(v---a,).~.~(v-- a,,).~'s [k] ((n--2)v--J-w%-a t %-a~ (n--2)v). 
0 

E<*1~ ~ , ~ 1 ~ - 1 , 2 , 3 "  

Hierbei kSnnen je n -  3 der GrSssen c~(~,s) und c, (1,s) oder der 
GrSssen ck (*,al und c,.O,-") oder der GrSssen c, (~,2) und czo,a) der Null 
gleieh gesetzt werden, ohne der Allgemeinheit des Problems Abbrueh 
zu thun. So kSnnen wit welter gehen. Als letzten Fall w~ihlen wir: 

(6) f (v) ~_~ c("}O's(v--a,).  O'a(v--a.~ ) ... O'3(v--a,,_, ) �9 O'.~(v--a,+l) ... (v--a, , )  

.a~(v%- w%- a - @  
a ~ -  a~ %- a~ %- . . . %- a,,. 

Hierbei bedeuten a~, a: ,  �9 - -, a~ beliebige GrSssen, yon denen 
niemals je zwei eiuander nach dem Modul mtv-4-m~ congruent5 sein 
kSnnen. 

So erhalLen wir ** Darstellungen, die wit dutch die Bezeichnungen, 
erste~ zweit%-. .~ n ~~ yon einander unterscheiden wollen. 

Dividiren wir dann in der ersten Darstellung beide Seiten dureh: 

O'a (v - -  at),  
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in der zweiten dutch: 
o3(v - a , ) .  ~ ( ~  - o2) 

etc., in der n t'~ durch: 

*~(v --  a,) . . .  O~(v --  a.),  

so erhalten wit in den (n --  1) ersten F'Mlen auf den liuken Seiten 
doppelt-periodisehe Functionen drifter Art, bei denen die Zahl der 
ira Endlichen gelegenen Unendliehkeitspmlkte reap. gleich 1,2,-..,~t-- 1 
ist, also jedenfalls kteiner als die der Nullpunkte. Eiae leiehte Be- 
trachtung zei~,  dass wir auf diese Weise zu den allgemeinsten Fuue- 
tionen der genanaten Art gekommen sind oder doch zu Functionen, 
auf welche sich die allgemeinen uamittelbar redueiren laden. 

Die letzte Formel er~debt die doppelt periodizchea Fuactionen 
zweiter Art. 

Wir fmden somit den 

L e h r s a t z :  
Die s~immtlic]wn doppelt t~.riodisclwn Funaion~ zweitvr Art u~ul 

die s'iimmtlichen do~elt periodisc'he~ ~ 'u~ ' t lo~  drittcr Art, bei &~vn 
die Zahl der 2(ullpmd:te grgsser ist als die Zald d~ Um~zdlic]d'cil~- 
pun '~  lassen slch li~ear aus den ~;unctioncn .:u~ammc~sctzcn: 

#sfk](nv--b, n~) k ~ O ,  1 , . .  ~ - -1 .  
# s ( o  - -  a ,  ~) "' 

Hierbei ~'ann n eine jede ganze 1oositive Zahl bcdeuten, b u~ut a 
dagegcn si~ul v~Uig wiltkiirlich. In den fcrtigen Fornudn trcle~t n u~- 
bekannte Constanten linear auf.. 

Die Bestimmuug derselben kaaa durch AuflSsung elnes linearen 
Gleiehungssystems erfolge~, iadessen ist dieselbe praktiseh sis werthlos 
zu bezeiehnen. Es soil im Folgenden eine Darstellung derselben in 
exptieiter Form gegeben werden. 

w  

Wirkliche Bestimmung der Constanten im ersten und le'tzten der im 
vorigen Parag-raphen behandelten P~lle. 

Im ersten und ]etzten dcr im vorigen Paragraphen behandelten 
FSlic ist es nieht schwer die Constantenbestimmung in explieiter Form 
durchzut~tihren. 

lm ersten Falte beruJat die Bestimmtmg auf einem Additions- 
theorem, welches zuerst veto Verfa.~er aufge~tellt worden i~t, 

Wie nicht n'Td~er auseinandergesetzt zu werden braucht, kommt 
das Problem, die al]gemeine ganze transcendente doppelt periodi~che 
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Function dritter Art in eine trigonometrische Reihe zu entwickeln, 
darauf hinaus: das Product 

/ ~ 3  (v - -  b,) 
1 

in eine trigonometrische Reihe zu entwickeln, wobei bj, b.o,.--, b, 
beliebige GrSssen bedeuten. 

Nehmen wir dazu an, d a s s v  1, v 2 , . . . ,  v,, beliebige yon einander 
unabh'~ngige Argumente bedeuten und betrachten das Product: 

(I) m- - / ' 1  ~(~', "), 
I 

so kann dasselbe noeh in eine audere Form gebraeht werden. 
Dazu setzen wir: 

(2) v , ' =  a, xv~ -~- a,2v~ .-[- �9 . .  -4- a , , v , ,  ~ = 1 , . . . ,  n 

und lassen die ganzen Zahlen a,k den Bedingangsgleichungen unter- 
liegen: 

(3)~ 
a,j.- a,tl -{-- �9 .-  + a,,,. a~:,, ---~ O, ,~ ~ k, 

oder, was dasselbe sagt, den Gleichungen: 

2 2 
a2t ~ a~t ~ ~ 1~ 
,,,-Z- ~ §  + ~. 

(3)~ 
a~,"q,. + . . . +  a,,,.a,,. ~ -0 ;  

so fol~:  

( 4 )  , = 
1 

wobei die Summe ausgedehnt ist fiber alle k l . . .  k, nach den Moduln 
m l , . . . ,  m,,  die den Con~uenzen Gentige leisten: 

lfi ~ a . r  1 + al~.r~ " + �9 �9 �9 + a l . r ~  rood. ml, 

k . ~ _ a . l r ,  + a ,~r~ + . . .  -~- a , . r .  rood. re.. 

Die GrSssen f t . . - ,  r .  siud willkfirliche gauze Zahlen. 
In dieser Formel setzen wir an Stelle yon v l - . - v ,  resp. 

v l - b  I, - . . ,  v . - - b , .  Die GrSssen vl" , . . . , v . "  mSgen dann fiber- 
gehen in v l " - - b l " , . . . ,  v . ' - - b . ' ,  daan erhalten wir das Additions- 
theorem: 
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1 1 

wobei die Summation in der angegebenen Weise za nehme, ist. 
Unterweffen wir ferncr die Zahlen a,~ den Bedinr,man~leiehungen: 

a,l -+- a,2 + . �9 �9 -1- a l .  ~-- n, 
(5) 

a , ~  . .F  a , ~  . q -  . . . .q.. a , , ,  = O ,  * > 1 ,  

so erhalten wit die Gleiehmag, wenn noch vl-~-v.~ . . . . .  v. ge- 
setzt wird: 

(6) msV)~ 
1 

wobei die Summation in tier angegebenen Weise zu nehmen ist. Damit 
ist die gesuehte Darstellung in expliciter Form gefunden, yoransgesetzt, 
dass die GriSssen a ~ ,  �9 � 9  a , , , ,  gegeben sin& Die Bestimmung der- 
selben im allgemeinen Falle ist abet yon dem Verfasser in den citirten 
Arbeiten gegeben women, so dass dieser erste Fall vollkommen er- 
ledi~ ist. 

Noch einfacher gestaltet sich die Sache im letzten Fall. In dem- 
selben war: 

f (v)  .~_ ' ~ .  r #s (v  -F w "F a - a,) (7)  ( i  - ,,.) 
#,(, ,  _ 

1 

1 

Setzen wir hierin an Stelle yon v der F~eihe hath: 

t 1 

so erhalten wit die Constantenbestimmung in expliciter Form, wie es 
Herr H e r m i t e  angegeben hat  

w  

Explicite Darst~llu~g der allgemeinen doppelt periodischen Pauctionen 
dritter Art. 

Es soU jetzt eine explicite Darstellung der doppelt periodisehen 
Functionen dritter Art gegeben werden. Es geschieht das im wesent- 
lichen dutch passend gew~htte Reduction auf das entspreehende 
Problem ffir doppelt periodische Functionen zweiter Art, welches 
wir als gelSst annehmen kSnnen. Die MSglichkeit dieser Reduction 
ist schon mehffach bemerkt worden, insbe~ondere auch yon tterrn 
H a l p h e n .  Derselbe weist sie aber zurfick, weil sie erstens nicht 
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vSllig bestimmt ist und zweitens nicht zu Reihenentwickelungen ffii~e. 
Es soll gezeigt werden~ das~ dlese Uebels~ude mit leichter Mfihe ver- 
mieden werden kSnnen. Dazu gehen wir v o n d e r  Formel aus: 

s - - 1  

0 

l----a 

c ~ 2  -~- O,'(o,~)s *) 
1 

~l'(0, n~) ~ 
Sei nun eine doppelt periodisehe Function dritter Art f (v)  vor- 

gele~-~, welche den Gleiehungen (1) des ersten Paragraphen GenSge 
leistet und welche m Unendlichkeitspunkte~ n - ~  m Nullpunkte besitz~ 
so bilden wir den Ausdruck: 

f(v) �9 ~'3(nv, ~ )  (~) ,_, = F(v) . ~,~(nv, n~), 

c. H ".(~ + ~, ~) 
0 

um in ~'(v) eine doppelt periodische Function zweiter Art zu er- 
halten. 

Es er~ebt sich somit der Satz: 
Eine jede doppelt periodische Function dritter Art,  welche mehr 

Nullpunkte als Unendlichkeitspunkte besitzt, kann als Product yon 
~ a ( n v ,  nv)  und einer doppelt periodischen Function zweiter Art 
dargestellt werden. 

Genau so ergdebt sich: 
Eine jede doppelt periodische Function drifter Art, welche mehr 

Unendlichkeitspunkte als Nullpunkte besitzt, l~sst sich als Quotient einer 
Function zweiter Art und ~'.~(nv, nx )  darstellen. 

Hieraus folgt, dass wir als Primfunctionen die GrSssen erhalten: 

~3(v -- b) ~.a(nv ' n z )  und: 

(3) ~(v - b) 1 
~.(v -- a) ~'s(nv, n~:) 

Die ersten lassen sieh aber unmittelbar auf die Primfunctionen 
redueiren, die wit ira ersten Para~o~raphen fanden. In der That, es 
~ l t  die Formeh 
(4) ~3(x, n~ ) .  ~ ( y ,  mr) 

~ - m - - I  

~ e  ~''~+-~."~) ~'.a(ny - -  m x +  n m # ~ ,  n m ( n  -{- m)  ~) 

�9 ~ ( x  + y + ~ , ,~ ,  (n + ~) ~). 
�9 ) In dieser Formel ist n ungerade vorausgesetzt. Ffir eia gerudes n be~teht 

ein '~nlicher Ausdruck. 
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Diese Formel finder sieh schon in der Habilitationsschrift yon 

Herin Schr5ter*). In Bezug auf dieselbe und ~anliche mSge vor 

aIlem auf eine Arbeit yon Herrn Rohde**) verwiesen werden. 
In der aufgesteUten Formel setzen wir an Stelle yon x:nv, yon 

y:v ~ b, yon m:l um die Relation zu erhalten: 

(5) ~(~ - -  b, ~). ~3(nv, , , ,)  

o 

�9 ~ ( ( ~ ,  + 1) v - b + ~,~, ( .  + 1) .) 

0 

�9 ~ [ -  ,,,] ((. + I )  ,~ - b, ( .  + 1) ~). 

Damit ist die Reduction vollkommen erledig~. Setzen wir an 
Stelle yon @a(v - -  b, ~) �9 @~(nv, nv) den soeben gefundenen Ausdruck 
ein, so erhalten wit die explicite Darstelhmg aUer Fnnetionen dritter 

�9 Or Gattun~, bei denen n > 0 ist dutch die GrSssen: 

~(v  - a, ~) ' 

d .h .  die gesuchte explicite Bestimmung der s.:immtlichen unbekannten 
Constanten des ersten Para~raphem Fassen wit die Resultatc zu- 
sammen~ so finden wir den 

L e h r s a t z :  
D ~  s~imngliehen doppelt perlod'wschen Funetionen, bei denva n ~ 0 

ist, lassen sieh linear dutch die Gr6ssen: 

#,(v -- a, ~) 

ausdriiekea, die stimmtlichen Funetivnen, bei den~ n < 0 is G linear 
dutch die Gr'6ssen: 

as(v- -b ,  ~) 1 

Die in de~ Formdn auflrdenden Constantgn l~'nnen in ex~lir 
Weise bestimmt werden. 

Damit ist das Problem der allgemeinen Entwickelung in trigono- 
metrische Reihen darauf reducirt, die Primfunctionen dutch derartige 
Reihen darzustellen. Es ist d ~  nach mannigfachen Methoden mSglich. 

") SchrSter.  Ueber die Entwickehmg der Potenzen der ellipti~hen 
Transoendenten etc. Brealau 1855. 

**) Rohde. Zur Transformation der Thetafaactionen. Grunert's Arckiv 
2 t~ Serie, Band 9. 
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I)iejenige, welche sich zuerst darbietet und eiementar durchffihrbar 
ist, besteht im ersten Falle in der Multiplication der Reihen, welehe f~r 

o3 ~/~] (,~v - b, n~) und 

aufgestellt sind, ira zweiten Falle in der Multiplication der bekannten 
geihen fiir: 

r ~) ~(~v, ~ )  
Es soil hierauf bei anderer Gelegenhelt n~her eingegangen werden. 

Den 2. Juni 1887. 


