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U b e r  die N ~ h e r u n g s n e n n e r  r e g u l h r e r  K e t t e n b r ~ J c h e .  

Von Leopold Gegenbauer  in Wien. 

Im zweiten Hefte des 18. Bandes der Act~ mathematica hat 
Herr D a v i d  H i l b e r t  1) bewiesen~ dass die Determinante der 
quadratisehen Form 

1 1 

0 0 

der  n GraVen ao: a l ~ ' " ~  % - v  %-1 gleieh ist dem rec iproken 
W e r t e  der Discriminante der Gleichung 

X X " - - I  + ~ - -  �9 �9 " - -  0 ~  

deren linke Seite dureh eine lineare Substitution in die ~te Kugel- 
function fibergefahrt werden kann und mit Hilfe dieses bemerkens- 
werten Theorems auf Grund eines Satzes des tterrn M i n k o w s k i  
fiber definite quadratische Formen gezeigt~ dass far 17 ~ < 4 
das Integral 

.f If(x)] d Z 

a 

bei geeigneter Wahl yon ganzzahligen a0~ al~ ...~ a 2' a 1 durch 
VergrSl~erung yon n beliebig klein gemacht werden kann 

Da die Kugelfunctionen, abgesehen yon eonstanten Factoren, 
die Ngherungsnenner der regularen Kettenbruchentwicklung van 

1 

zx+  f. 
2 x 1 . I x  ~ z ~ 

0 

sind~ so liegt die Vermuthung nahe, class analoge Theoreme ffir 
die Naherungsnenner einer ganzen Classe yon regulKren Ketten- 
brfichen~ in welcher der eben erwahnte nur ein einzelnes Indi- 

1) Ein Beitrag zur Theorle der Legendre'schen Polynome A. o. a. O. S. 155--160. 
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viduum is% bestehen; dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden 
Zeilen. 

I: Die ~qi~herungsnenner bezw. Naherungszi~hler des regul~tren 
Kettenbruches 

1 
1 

6~1 X ~-- ~ i 1 

~3 X ~3 �9 

sollen der Reihe naeh mit ~o(X), 61 (x)~ 6.~(X,... bezw. %(x), 
~ (x)~ r (x), . . .  bezeichnet werden, so dass also %,+~ (x) und 6.z (x) 
den Grad ~, haben und die Formeln 

6.0 r  - -  1, 6.~ (x) - -  ~ x + ~, 
VO (X) - -  O~ ~71 (X) ---= 1 

(~) % r  --- (s, ~ + ~,,) %_~ (x) - %_~ r  

bestehen~ aus denen unmittelbar s dass die ganze Function 
(p - -  1) re" Grades 

I ? J x ) ' ~  (x) j . . . .  
r ( x ) - -  %(x) ,6 .  ..... (x) ; % ( x ) - ~  ~ V ~ ( x ) - - l ,  

in welcher x"* 1 den Coes an a _ ~ . . .  %~_.+~ hat, der pt~ 
Ni~herungszahler des regul~iren Kettenbruches 

1 
%+lx-~-v'+ 1 %x+?~ 

~Zn- l X "+- ~ n - 1  - -  " 1 

ist. Hieraus ergibt sich einerseits, class .r und ~n (x) keine 
gemeinsame Wurzel besitzen~ anderseits folgt, falls r  keine 
mehrfache Wurzel ha L auf Grund der Euler'sehen Formeln die 
Beziehung 

( n - l ~ o ,  ~ 0 )  



0 b e r  die N ~ i h e r u n g s n e n n e r  regul~irer  K e t t e n b r t i c h e .  211 

wo die Sammation naeh x i tiber alle Wurzeln der Gleichung 
~,=(x) = 0 auszudehnen ist~ oder, da der Coefficient yon x" ia 

~,(x) % % . . . %  ist 

~:~ ~(<,0  %+~ 

aus welcher Formel folgt 

, = ~  <, (%~) =~%"" %+1 

II. Entwiekelt man in der quadratischen Form 

[ /%,Y ,, 
i -'-1 V~,~. (X ,  .~) 

der n GrSgen ao~ ai~ . . . ~  a _ ~  %_~ die ganze Function/(x)  in die 
nach den Funetionen ~i!x) iortsehreitende Reihe 

5(*)= ~ 4~, ,%(z', 
,u - - 0 

so erh51t man auf Grund der eben abgeleiteten Formeln die Be- 
ziehungen 

A;. ~ o 
Lt =:0 

W O  

is% und 

o (~,< ~) 

n k = n - -  1 A~I 
k = c'tgn ( X  n %) " ~  

~9 [f(<,, 9 
i=1 %, ~x,~,zJ i=o  

so dass also die auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende 
quadratische Form der Grsl~en Ao, A I , . . . ,  A_2,  A L l  durch eino 
lineare Substitution mit der Determinante 
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in die auf der linken Seite befindliehe der GrSgen a0~ %~ ...~ %_ 2~ %-~ 
transformiert wird. Man erhalt demnaeh auf Grund des bekannten 
Zusammenhanges zwisehen der Determinante der ursprfingliehen 
und der transformierten Form~ da die Determinante der ersten 
den Wert 

qlq'2 " " " q 'n  

hat, ffir die Determinante A_a yon 

die Gleiehung 

('2) ~x_~ = 2 ~ t - - 1  2 ~ Z - - 3  3 
0~1 0[2 " " " 0 ~ n - - 1  f i n  

welche  zeigt, dass A _  1 led ig l ich  yon den Coef f i c i en t en  
yon x in den e inze lnen  T h e i l n e n n e r n  der  K e t t e n b r u e h -  

,% (x) 
e n t w i c k l n n g  yon ~ abh~tngt. 

Mit Itilfe des im Anfange erw~hnten Satzes des Herrn 
M i n k o w s k i  fiber den Zusammenhang zwisehen den Werten einer 
definiten quadratisehen Form nnd ihrer Determinante leitet man 
aus (2) folgende Formel ab: 

S i n d  .% (x), +1 (x), % (x)i . . .  b ezw .  ~,o ( x~, ~h (x), ~ ( x ) , . . .  
die  N ~ h e r u n g s n e n n e r  b e z w .  N g h e r u n g s z ~ h l e r  e ines  regu-  
l a r e n  K e t t e n b r u c h e s ~  in w e l e h e m  d ie  C o e f f i c i e n t e n  
% ( k = l ~  2 7 3 , . . . )  yon x in den e inze lnen  T h e i l n e n n e r n  
pos i t iv  sind~ so k a n n  man s te t s  ganz% ganzzah l ige  Func-  
t i o n e n f ( x )  v o m G r a d e  n 1 sobes t immen~  d a s s d i e  Summe 

~" - "  % ( %  z) 

in we lehe r  die S u m m a t i o n  naeh  x,~. t iber at le  W u r z e l n  
der  G l e i e h u n g  ~ ( x ) = O  a u s g e d e h n t  ist, bei h in lang l i eh  
g rogem n be l i eb ig  k le in  wird~ fal ls  

n 
lira - -  0 

2 r t - - 1  2 n - - 3  ~ 1 

0C 1 n 0~ 2 n �9 �9 ~ n  0~n  

i s t .  
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III. Ist X (x) eine yon x ~ - a  his x ~-~ reelle und endliche 
Funetion~ welehe in diesem lntervalle das Zeiehen' nieht wechselt~ 
so ist die Kettenbruehentwicklung des Integrals 

X (z) dz 
x - - z  

J 
a 

regul~,r: es sind ferner die Wurzeln jedes ihrer ~therungsnenner 
reell und ungleich und zwischen a und ~ gelegen und es besteht 
far jede ganze Function F(x) yon nieht hSheren b als dem Grade 
2 n ~ l  die Beziehung 

f F(x) z (x) dx = =~ ,; (x  b 
v: 

Die Entwicklungen der letzten Nummer liefern daher die 
Theoreme: 

Is t  X(x)  eine im ree l len  I n t e r v a l l e  a . . . ~  ree l le  und 
end l i che  Funet ion~ we lche  i n n e r h a l b  der  a n g e g e b e n e n  
Grenzen  s tets  da s se lbe  Ze i chen  beh~tlt~ so hat  die D e t e r -  
minan te  der  q u a d r a t i s c h e n  Form 

fi 
~ - - 1  I n - - 2  2 

(a ox - l-a ix -~- . , .  -~d~n_ 2 x + a n _ l )  ~(z) dz 
a 

der  nGrSi~en no, a l~ . . .~  a ~ an_ 1 den W e r t  

2 n - - 1  2 n - - 3  3 
q l  (22 ~ * " ~ t - - 1  (~n 

wo % der  C o e f f i c i e n t  yon x im ),ten T h e i l n e n n e r  der  regu-  
l~tren K e t t e n b r u c h e n t w i c k l u n g  des I n t e g r a l s  

st. 

Z(z) dz 
Z - - Z  

I s t  Z(X) eine im ree l l en  I n t e r v a l l e  a . . . ~  r ee l l e  nnd 
end l i che  Function~ we lche  inne rha lb  der  a n g e g e b e n e n  
G r e n z e n  das Z e i c h e n  n ich t  wechselt~ so lassen  s ich s te ts  
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ganze,  ganzzah l ige  F u n e t i o n e n  /(x) yore G r a d e  n--l ,  so 
best immen~ dass das I n t e g r a l  

5 

./If(x)] ~ z(x) gx 
a 

b ei hinli~nglieh grofiem n be l i eb ig  kle in  wird~ wenn  die 
Coe f f i e i en t en  % ( k ~ l  7 2 7 3 . . . .  ) yon x in den e inze lnen  
T h e i l n e n n e r n  der  reguli~ren K e t t e n b r u c h e n t w i e k l u n g  des 
I n t e g r a l e s  

.1 X - -  Z 
a 

der  Beding~lng 

lira 
n 

- - 0  2n--1  2n--2  3 1 

pZ 1 n ~2 n ~ n  6~n 
�9 " " n--i ?% 

genfigen. 

Die abgeleitete Formal nlag nun au{ einige speeielle F~lle 
angewendet werden. 

a) Bringt man den Gaussisehen Kettenbruch 

x_ly(1, ~, ~+~, x_2) =_ 1 1 

2(,,T1) 
X - -  

X 

x-- .. 4 (~ q-', -- 3) <n+v-2) 
(n--l)(n-~2v--2) 

x 
X-- , , 

in bekannter Weise auf die (naeh Seidl 's  Terlninologie) redueierte 
Form~ so erhglt man sofort als Wert der Determinante der qua- 
dratischen Form 

+1 
f (  2~--I 

- -1  

den Ausdruck 
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2---1 

1 
aus welehem sieh ffir v ~ ~ unter Berfieksiehtigung 

fi +1 

. . . . . . . . .  Z 

de r  Re l a t i on  

die von Herrn D. H i l b e r t  ermittelten Werte der Determinanten yon 

namlieh 

1 

(~//O Xn-1 + (~1 .~a--2 + . . .  _~ (~,~,- 2 X -]~- g 1) 2 d x  un(]. 

la ox ~-a~x - l - . . . @ a  ~ z @ s _ ~ ) ~ d z ,  
(x 

{ 2 " - 2 3  "-a .  (n - 2) ~ (~ , - -  1)} ~ 

2~(=-1)3~ ~-35~'~-~ . .  (2 n - -  3) ~ (2 n - -  1) 

ergeben. 

~) F fir die ganzen Funetionen 

, t=n  n--)~ 
T,~ ;x ~ , ~  x . , j = ~  ( - - 1 )  ~ 

und (~ - a)~A 

[1 (~) rl ( n -  x) [l(m q- ~ - x) '  

auf welehe zuerst Herr N. Sonine*) durch seine Untersuehungen 
fiber Cylinderfunctionen geffihrt wurde, deren speciellen Fall m ~--- 1 
Herr R. R a d a u  ~) zur nliherungsweisen Berechnung bestimmter In- 
grale der Form 

co 

je-_ ~ ? (x) d x, 

0 

1) ,Recherches sur les fonctions cylindriques et le ddveloppement des fonctions 
continues cn sdries". Mathematische Annalen. 16. Band, S. 1--80. 

2) ,Remarque sur le catcul d'une intdgrale ddt]nie." Comptes Rendus 
t. 97: p. 157--158. 
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Herr P. G r a m  1) aber bei der Ausgleichung nach der Formel 

(b o -}- b 1 x -~ b~ x 2 -~-. . .  ) e- ~ 

mit den Gewiehten e ~ bentitzte~ und deren wesentliehste Eigen- 
sehaften ieh in meiner im 95. Bande der Sitzungsberiehte der 
mathematiseh-naturwissensehaftliehen Classe der k. Akademie der 
Wissensehaften in Wien enthaltenen Mittheilung ,[)ber die Func- 
tion T : ( x )  ~ ableitet% bestehen die Relationen 

(3O 

1-I (n)H(m-~- n) 
0 

n (m -~ n) 7'17 (x) = {x--(m -Jr 2 n - -  1)} TL1 (x) - -  T~_2 (x) 
(x)]' = :t l (x)~ 

aus deren ersten zwei man erkennt, dass diese Functionen, abge- 
sehen yon constanten Multiplicatoren, die ~i~herungsnenner der regu- 
laren Kettenbruehentwieklung des Integrals 

O3 

/, e - -  Z Zqa d Z 

0 

sin& Auf Grand der obigen Entwieklungen ergibt sich daher~ dass 
die Determinante der quadratisehen Form 

(2(3 

f e -  Z n - 1 x,~ - 2 x" (gO x + ( Z  1 + o . . ~ - a , _ 2 x - ~ - a n _ l ) 2 d x  
0 

den Weft 
2 n-3 3~-2... n e n--1 ~ n - - 2  2 ( - - 2 )  (n --1)(re+l) (m-~2) ... (m-[-n--2) (m~-n--1) [I] (re)I" 

hat. 
IV. Die am Sehlusse des Absatzes II. hervorgehobene Eigen- 

schaft der Determinante A_~ besitzt auch~ wie sofort gezeigt werden 
soll~ die Resultante R(r 6,,_~) der zwei aufeinanderfolgenden 
:N~therungsnenner ~, (x): ~,-1 (x). 

Definiert man dieselbe namlieh dureh die Gleichung 
n / z  = n - - 1  

(3) R(%, ~ ,~_~3=(~. . .~_, )  H r (x_~,~) 

---- (% %. �9 �9 % )  H %~_~ Lx~, . , 7  

1) ,Uber die Ent~vicklung reellor Functionen iu Relhen mittelst tier Methode 
der klelnsten Quadrate." Journal fiir die reine und angewandte Mathematik yon 
Kroneeker and Weierstrass. 9~. Band, S. 41--73. 
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so erh~It man aus (1) sofort die Beziehung 

2 i~ (%, %_~) ---- (--  1)~-~(~ % . . .  %-~) ='~ ( % - ,  %-A' 

welehe zu der Formel 
n ( n - - 1 )  
- -  2 R(, . ,  %_, 

ftihrt, deren Verbindung mit (2) die bemerkenswerten Relationeu 

~ ( n - - l )  

a~-lR(%, ~,.-~) = ( _ ~ )  2 
(~1 0[2 " ~ " a n  

(4) ,(~+1) 
~ ~ R ( % + . % ) = ( - - ~ )  2 ~ % . . . %  

a~_li~(%+. %)R(%, % _ ~ ) =  (--1)  ~ 

lidert. Man hat daher die Theoreme. 

S i n d  qh(x) u n d  r (k----0, 1, 2, . . .)  d i e  N a h e r u n g s -  
zi~hler bezw. N ~ h e r u n g s n e n n e r  eines reguli~ren K e t t e n -  
b ruches  und bes i tz t  speciel l  r l au t e r  v e r s c h i e d e n e  
W u r z e l n  x,~ (~---1,2~. . .~n),  so ist das P r o d u c t  aus der  
D e t e r m i n a n t e  der q u a d r a t i s c h e  Form 

~= ~ .-1 . § ~ 1)~ v,~ ( x  ~.) + . 2  
a~x  - [ - . .  - [ - a  _ ~ x  ,~. _ ," 

der n Grslgcn a~ a ~ , . . . ~  an_2, %--1 und der mi t  dem 
( n 2 V  s ) ( n - J -  e - -  1) 

Ze ichen  (--1) ~ v e r s e h e n e n  Resu l t an t e  des (n-~-a) ~" 
und (n-I- e ~ 1 )  *+~ Ni~hcrungsbruches  (e ~ 0~ 1) g le ich  der  
(2~--1)  t~n Po tenz  des Coef f i c i en ten  der hSchs ten  P o t e n z  
yon x i m n  ten kNaherungsnenner.  

Is t  Z'x) eine im ree l len  I n t e r v a l l c  a . . . ~  re l le  und end- 
�9 l iche F u n c t i o n ,  w e l e h e i n n e r h a l b  de r~  G r e n z e n  
stets  dasse lbe  Ze ichen  behMt,  so ist d a s P r o d u c t  aus der  
D e t e r m i n a n t e  der  quad ra t i s chen  Form 

fl 

/ (%x ~-1 q- alx ~-2 q - . . .  q- a,z_~ x q- a,=l) 2 Z(x)dx 

a 

der n GrSf}en %, al . . . . .  %-2~ a.,1 und  d e r m i r  dem Ze iehen  
(nq-~) (~q-~- 1) 

(--1) 2 v e r s e  h e n c n  R e s u l t a n t e  des  (n-~- e) ~n a n d  
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I n - J - z - - I )  t~= N a h e r u n g s n e n n e r s  (~=0~ 1) d e r  r egu la ren  
K e t t e n b r u c h e n t w i c k l u n g  d e s  I n t e g r a l s  

P 
f X(z) dz j -~:--z- 

~z 

g l e i e h  d e r  (2-c--1) t ~ P o t e n z  d e s C o e f f i e i e n t e n d e r h S e h -  
s t e n  P o t e n z  "con x im n t~n N a h e r u n g s n e n n e r .  

V. NiGht sonderlieh weniger einfaeh~ als die eben ermittelte 
Beziehung zwisehen der Determinante der oft erwahnten quadrati- 
sehen Form ~nd der Resultante zweier unmittelbar auf einander fol- 
gender Naherungsnenner~ ist in vielen Fallen diejenige~ welehe 
zwisehen ihr und der Diseriminante des n t~n Naherungsnenners 
besteht. 

Differentiiert man die Gleiehung (1), naehdem in ihr n dureh 
n @ 1 ersetzt wurd% naeh x so erhalt man die Gleiehung 

d%+~ (x) d,~ (x) d%_~ (x) 

welehe sofort zu der Relation 

dx /+(-1)"(n~1~~.) R~-;~x, ~- /q- 
(6) ~('~-" 

-Jr-S(xl, x2,... , x 1 ) = ( - - 1  ) ~ -a:~_~ D(#,,(x)) 

f~hrt, ,,,o ai~ mi~crimina~te D(r (x)) , ,o~ ,~,,(x) auroh die Olei- 
chung 

D(%(x))=(--I)  ~ R ,%(z), dx / 

d% (x) 
definiert wurde und xl~ x ~ . . . 7  x._l die Wurzeln yon ~/x sind. 

Dieselbe liefert ersichtlich keine bemerkenswerte Beziehung zwischen 
tier Discriminante und de r angeftihrten Resultante bez. Determinante. 

Die Naherungsnenner einer grol~en Anzahl yon regularen 
Kettenbrtichen besitzen nun aber die Eigensehaft~ dass ihre ersten 
Ableitungen mit gewissen Constanten multiplieiert abermals die 
Naherungsnenner einer regularen Kettenbruchentwicklung sind. Es 
mag in dieser Hinsieht nur auf die in Nummer l I I  angeftihrte 
erste Ab]eitung der Function T~(x) und auf die yon mir wieder- 
holt bewiesene Relation 

a c: (x) 
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dq(x) 
(7) "b .  d x  

ergibt 

hingewiesen werden. In diesem Falle tritt an die Stelle der Glei- 
ehung (6) eine bedeutend einfacher% welehe zu der angektindigten 
Bezidmng f(ihrt. d %. (x) 

Ist %. der eben erw~thnte Mnltiplieator ftir d x  und 

%_~z A- 'a'x_~ der (k--l) te Theilnenner der zuletzt genannten Ketten- 
bruchentwicklung~ so ist~ wit sieh aus der Gleiehung 

d ~,~_~ (x) d%_~(x) t f~r 
- -  (0~2"--1 X + 19L--1)';)'--I d x  "~,-2 dX 

Setzt man in (7) ~,-----n-~-1 and verbindet die dadureh ent- 
stehende Gleiehung mit (6)~ so erhalt man unter Bertieksiehtigung 
der eben ermittelten Formel die Beziehung 

~. ~- P~+I ,.,+d d%(x) ~.+1 ,~_~ d~.~_~(x) 

i ~ + ~"nJrl 7r,-~-1 I ~ X - - ~  (X.qL1 "[n-]-I d x  " 

aus weleher die Gleiehung 

= 

n (n- 1) 

(--I) 2 ~,_+~--~-1. ( n 7 ~ % . . . % )  ~ R  7,~ d x  ~ ~ - i  "r \%§ I'~+i "{~,-1/ 

folgt, die auf Orund der fi'fiheren Entwieklungen die Relation 

dx / 

( 
7,+_ - - "  t '~-1 " " ~ �9 51 q2 q'3 ""O~n--leln 

\ % + 1  ";~+1 7 ~ _ j  ~ -  ' ' = 

liefert. Vereinigt man dieselbe mit (4)~ so ergeben sich die 
Gleiehungen 

�9 r _ _  ~ F z - - 1  

- -  n - - 2  ~ 1  ~r "" ~ n  

t 3 
- -  -~-1 ? a~+l(ala~'"an)', n-s "~n ̂ [n~-l] "In+l 

deren erste sofort zu dem anf~tnglieh erwiihnten EIilbert'sehen 
Theorem ftihrt. 


