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Uber die Niaherungsnenner regulirer Kettenbriiche.

Von Leopold Gegenbauer in Wien,

Im zweiten Hefte des 18. Bandes der Acta mathematica hat
Herr David Hilbert!) bewiesen, dass die Determinante der
quadratischen Form

/(ao A a, A S a,_,x—+ an_l)2 dx =/[f(x)]2dx

der n Groben aj, @,..., @, a _  gleich ist dem reciproken

Werte der Diseriminante der Gleichung
2 2
(i) e (5 a4 =0,

deren linke Seite durch eine lineare Substitution in die ' Kugel-
function tibergefiihrt werden kann und mit Hilfe dieses bemerkens-
werten Theorems auf Grund eines Satzes des Herrn Minkowski
iiber definite quadratische Formen gezeigt, dass fiir | f—a | <4
das Integral

8
[ @) de

bei geeigneter Wahl von ganzzahligen @, a,,..., ¢, ,, a_ durch
Vergrofierung von » beliebig klein gemacht werden kann.

Da die Kugelfunctionen, abgesehen von constanten Factoren,
die Niherungsnenner der reguliren Kettenbruchentwicklung von

1

}_lx—{—l_/ xdz

2 x—1 | at—2?
0

sind, so liegt die Vermuthung nahe, dass analoge Theoreme fiir
die Niherungsnenner einer ganzen Classe von reguliren Ketten-
briichen, in welcher der eben erwihnte nur ein einZelnes Indi-

") Ein Beitrag zur Theorie der Legendre’schen Polynome A. 0.a. 0. 8. 1565—160.
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viduum ist, bestehen; dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden
Zeilen.

I. Die Niherungsnenner bezw. Niherungszihler des regularen
Kettenbruches

I S
X B — 1
%2 x_{—32 g er—w
sollen der Reihe nach mit ¢, (), ¢, (2), 43 (@), ... bezw. g, (z),
@, (®), 9,(®),... bezeichnet werden, so dass also g, . ,(z) und Y, (x)

den Grad A haben und die Formeln

Y@ =1, % @ =2+

¢ (@) =0, o (&) =1

0,) = (284, , @) —4,_, (@)
¢, @) = (a0, 248) 9, @ —o, ,(@)

bes’cehen, aus denen unmittelbar folgt, dass die ganze Function
(p —1)ten Grades

1

0 @ P By O, (@) = 1,
xr) — 3 o &) = x) —
“ Un <x>7 n Iz x) J

w—1

n te
in welcher 2 den Coefficienten o a, ... %, 4o hat, der w

Niherungszihler des reguliren Kettenbruches

I S

a,, r+5.,  ——— 1

n-1 Va1 o x B _— -

’ n + n an—lx_{—gn—lm 1

o & B
ist. Hieraus ergibt sich einerseits, dass ¢,  (#) und ¢ () keine
gemeinsame Wurzel besitzen, anderseits folgt, falls ¢ (z) keine
mehrfache Wurzel hat auf Grund der Euler’schen Formeln die
Beziehung

S @ )00 G e )6, ) e, )@, )

E 2 er A

=1 LAJn (xny ),) A=1 U"z (xn }.)

Qr <xn, l)

(n—1>p, >0

m 2.(@,,) %, ;)
—3 E 2 A
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wo die Summation nach z, , tber alle Wurzeln der Glelchung
. (*) = 0 auszudehnen ist, “oder, da der Coefficient von a* in

Y (; 1
Y (@) 20y...0, 1st

/§l (Pn (xn, /1) ([)@ (wn, l) '"!)r(xn, /l) o Og,z

’ J
A=1 (YJn (‘/Bm }) a@ +1

aus welcher Formel folgt

b=n M b
;‘L i \Jo( 7, })O (xn,l> o 0‘14,,9 . .
lél An( n}) —alaz'..ae"i_l (%_—12“,920’!‘§9)’

II. Entwickelt man in der quadratischen Form

'S 2 'n n/)
N irie, )P (

A=1 An n l)

der n Groflen a, @, ..., @, ,, a  die ganze Function f(z) in die
nach den Functionen U (x) fortschreitende Reihe

f=n-1

@)= 344, @,
w=10

so erhilt man auf Grund der eben abgeleiteten Formeln die Be-
ziehungen :

u=mn—1

E @, M—l‘i w)
lL""

WO
J 0>y
Sl,u:\ ! . —

_ | alag...azo\-F)
Ist, und

A=mn Am==n—1 2

N QPn(wn, l) 4
D@, N o=
A=1 d{n(ﬂfn }) A=0 a;“‘l‘l

so dass also die auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehende
quadratische Form der Groflen 4, 4,,..., 4 _,, A | durch eine

lineare Substitution mit der Detelminante

1
a 2 3 7 -1
n—1 an- 2 "n—3 al
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in die auf der linken Seite befindliche der Griofen O SN a
12 ) Tm—2) Tn—1

transformiert. wird, Man erhilt demnach auf Grund des bekannten
Zusammenhanges zwischen der Determinante der urspriinglichen
und der transformierten Form, da die Determinante der ersten

den Wert

a1a2 ...U."

hat, fiir die Determinante A | von

)=
< 2., )
W\ T \Yn, A
Lf (@, ) =2
l%l ot (IJn (xn, ),.)
die Gleichung
1
(2) An—lz 29n—1 2n-3 3 ?
o o, NN

welche . zeigt, dass A . lediglich von den Coefficienten

von z in den einzelnen Theilnennern der Kettenbruch-

(2)
-2 abhingt.
L@ e

Mit Hilfe des im Anfange erwihnten Satzes des Herrn
Minkowski iiber den Zusammenhang zwischen den Werten einer
definiten quadratischen Form wund ihrer Determinante leitet man
aus (2) folgende Formel ab:

Slnd by (@), Yy (@), §y (@), ... bezw. oy (z, 9, (%), ¢3®),-.
die Ndherungsnenner bezw. Naherungszahler eines regu-
liren Kettenbruches, in welchem die Coefficienten
a, (h==1, 2, 3,...) von z in den einzelnen Theilnennern

positiv sind, so kann man stets ganze, ganzzahlige Func-
tionen f(x) vom Grade n—1 50 bestimmen, dass die Summe

2

entwicklung von

L=m

S 1@, ) ;?E

A=1

in weleher die Summation nach z, , iiber alle Wurzeln
der Gleichung ¢ (#)=0 ausgedehnt ist, bei hinldnglich
groflem n beliebig klein wird, falls

. n

lim —2— 9n—3 3 =0
N=CQ — —— —
n n n

a " a, cee

33]»—1

ist.
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III. Ist y(x) eine von w=—=ua bis =13 reelle und endliche
Function, welche in diesem Intervalle das Zeichen' nicht wechselt,
so ist die Kettenbruchentwicklung des Integrals

4
¥ (2)dz
J o x—=z

regulir, es sind ferner die Wurzeln jedes ihrer Niherungsnenner
reell und ungleich und zwischen « und { gelegen und es besteht
fir jede ganze Function F(z) von nicht hoherem, als dem Grade
2n—1 die Bezichung

B

r A=mn F
/ Zn(x) X (x) dx — 2 (xn, ,7,) cpn (xﬂzj? .

I
2=1 (’pn (xn, ?,)

Die Entwicklungen der letzten Nummer liefern daher die
Theoreme:

Ist y(x) eine im reellen Intervalle a...3 reelle und
endliche I'unction, welche innerhalb der angegebenen
Grenzen stets dasselbe Zeichen behilt, so hat die Deter-
minante der quadratischen Form

L
f (0,67 faa" L e o ta, )y @)ds

der n Groflen o, a,..., a _,, a,  den Wert

1

2r—1 2n =3 3 a Y
1 p) "'an——l n

wo a, der Coefficient von « im A*" Theilnenner der regu-
liren Kettenbruchentwicklung des Integrals

8
y(@)dz
/ x—2

st.

Ist y(x) eine im reellen Intervalle a...f reelle und
endliche Function, welche innerhalb der angegebenen
Grenzen das Zeichen nicht wechselt, so lassen sich stets
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ganze, ganzzahlige Functionen f(x) vom Grade n—1, so
bestimmen, dass das Integral

B

/[f(@]zx(w)dw

23

bei hinlinglich grofilem n beliebig klein wird, wenn die
Coefficienten o, (A=1, 2, 3,...) von z in den einzelnen
Theilnennern der reguliren Kettenbruchentwicklung des
Integrales

J;

~

AQLL
-2
o
der Bedingung
. n
i gy =0
nE=oo 3 n 7—L ;
& % s Py 1%y

geniigen.

Die abgeleitete Formel mag nun auf einige specielle Fille
angewendet werden.

o) Bringt man den Gaussischen Kettenbruch

xvlF(l, %, v-1, x“a) :-——1—1—«
o 207D

TR
v+DE+2)
(n—2)(n—+2v—23)
T 4 (n-tv—3) (n-pv—2)
T 1D (nf2v—2)
xﬂ4(1z+v—2)(77+v—l)

z—.,

in bekannter Weise auf die (nach Seidl’s Terminologie) reducierte
Form, so erhilt man sofort als Wert der Determinante der qua-
dratischen Form

+1

2v~—1

N TT n—1 2 Y
fu_m V@ T el b e, Ve
—1

den Ausdruck
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- (2v—1\|" o
1 M 1_2'1(7Z—}—2v—)\__1)1(;\+l)n—;,_1
2n2v2n-1 H(?V—-l) =1 (v_}_)\)Qn—Q},—q

aus welchem sich fiir v = %— unter Beriicksichtigung der Relation

die von Herrn D. Hilbert ermittelten Werte der Determinanten von

1
-1 -2 2
/\(aox" +a 2. Fa,_,x4a_)de und
[1]

B
/(ao @ lad . e _z4a_)dz,
o

namlich

_ (2" 28", .0 — 2 (n— 1)}
grirDgin=Spin=t L 9n—3)° (2n—1)

und (G —a)® A

ergeben.
) Fiir die ganzen Functionen

A=mn n—2A

Ty = (1) e 2 ,
A%l ) — 1) Lm0 —2)

auf welche zuerst Herr N. Sonine?) durch seine Untersuchungen
itber Cylinderfunctionen gefiithrt wurde, deren speciellen Fall m =1
Herr R. Radau? zur niherungsweisen Berechnung bestimmter In-
grale der Form

(o]

/6‘ “o(@)dx,

P,

0
. 1) ,Recherches sur les fonctions cylindriques et le développement des fonctions
continues en séries“. Mathematische Annalen. 16, Band, S. 1—80.

2) +Remarque sur le calcul d'une intégrale définie.* Comptes Rendus
t. 97, p. 157-—168.
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Herr P. Gram?) aber bei der Ausgleichung nach der Formel
by + by bz .. )e "

mit den Grewichten ¢* beniitzte, und deren wesentlichste Eigen-
schaften ich in meiner im 95. Bande der Sitzungsberichte der
mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der k. Akademie der
Wissenschaften in Wien enthaltenen Mittheilung , Uber die Func-

tion T (x)“ ableitete, bestehen die Relationen

[ee]

Tm Tm —& ’Ind 81’,11

» @O T = M TTm T m)
0
nim ) 1" (@) = {g—m 20— T, , @) — T," ,(2)
[T (@) = T, @),

aus deren ersten zwei man erkennt, dass diese Functionen, abge-

sehen von constanten Multiplicatoren, die Ndherungsnenner der regu-
liren Kettenbruchentwicklung des Integrals

(o]
14 o
e “2"dz
z-—2z
0

sind. Auf Grund der obigen Entwicklungen ergibt sich daher, dass
die Determinante der quadratischen Form

oQ

/6_%’" @a2" " Fa 2 a, a-ba, Yda

0

den Wert

2" 3 (0 =20 (n —1) )" A2)" . (A —2) (mt—1) [T ()]
hat.

IV. Die am Schlusse des Absatzes II. hervorgehobene Eigen-
schaft der Determinante A, besitzt auch, wie sofort gezeigt werden

soll, die Resultante R(Y,, ¢, ,) der zwei aufeinanderfolgenden
Néherungsnenner ¢, (x), ¢, _, (2).
Definiert man dieselbe niimlich durch die Gleichung

n pu=n—1
(3) R@n’ q’n~1) = (2% .. a"—l) 1}11 b (xn_l’y)
n—1 H=n
- (al Oyoes U.,n) H]:_Il%_l(xn’,‘\r;

1) ,Uber die Entwicklung reeller Functionen in Reiben mittelst der Methode
der kleinsten Quadrate.* Journal fiir die reine und angewandte Mathematik von
Kronecker und Weierstrass, 94. Band, 8. 41—73.



Uber die Niherungsnenner reguliirer Kettenbriiche. 217
so erhdlt man aus (1) sofort die Beziehung

‘R (l‘pn? “1)72—1) - (——' 1)7»—1(,11 (Zz re a‘nﬁl)z R <q)n —-1? q)n-z)?

welche zu der Formel
n{n—1)

S  2n—2 2n—4 20—6 2
Ry 4, )= (—1 7 o220 g

tihrt, deren Verbindung mit (2) die bemerkenswerten Relationen
n(n—1)
—b
[2 0/ SRR 3

A LB, Y, 1)—~
172 n

(4) n(n41)
A LB p¥)=(-1 * a0 .a

1——1 R (Vn—l—v qJn) R (’?n’ ('pn—l) = (_ 1)”

liefert. Man hat daher die Theoreme.
Sind ¢,(z) und ¢,(x) A =20, 1, 2,...) die Niaherungs-

zihler bezw. Niherungsnenner eines reguliren Ketten-
bruches und besitzt speciell ¢ () lauter verschiedene

Waurzeln 2z, , (1=1,2,...,%), so ist das Product aus der
Determinante der quadratische Form

'S n-2 2 P (xaz /')
2(% nl—l_ax + +an—2 ni—l— n——l ,r
A=1 »n ‘ﬂ l)

der » GroBen «, a,..., @ _, e  und der mit dem

(o) (e —1)
Zeichen (—1) 2 versehenen Resultante des (n—}-c)ten
und (n -} & — 1)t*» Néherungsbruches (=20, 1) gleich der
(2e —1)** Potenz des Coefficienten der hochsten Potenz
von x im n'*® N'aherungsnenner :

Ist y'2) eine im reellen Intervalle ... relle und end-
‘liche Funection, welche innerhalb der, 0"egebenen Grenzen
stets dasselbe Zelchen behilt, so ist das Product aus der
Determinante der quadratischen Form

8

/(ao & et e _ata_)y@de

a

der n GroBen a, a,...,a, ,, @, , und der mit dem Zeichen
(n-f-¢g) (n-}-e—1)
(—1) 2 versehenen Resultante des (w4 ¢)* und
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(n—e—1) Niherungsnenners (=0, 1) der reguliren
Kettenbruchentwicklung des Integrals

8

)_((z)dz
] z—2

o

gleich der (2e—1)*2 Potenz des Coefficienten der hsch-
sten Potenz von # im »n*® Niherungsnenner.

V. Nicht sonderlich weniger einfach, als die eben ermittelte
Beziehung zwischen der Determinante der oft erwihnten quadrati-
schen Form und der Resultante zweier unmittelbar auf einander fol-
gender Niherungsnenner, ist in vielen Fillen diejenige, welche
zwischen ihr und der Discriminante des #'® Niherungsnenmers
besteht.

Differentiiert man die Gleichung (1), nachdem in ihr # durch
n -1 ersetzt wurde, nach = so erhilt man die Gleichung

Al @ a4, (@) o d, @)
(O) _—d_I_i— :(an+lx+@n+1)W_+an+1(;)n(x)—_—..d—x];_-"

welche sofort zu der Relation

dy,. (@) db, (o) n dy, (z) dy,_ (2)
R(—%xl"——, d.ﬁl) ) —l—(—l) (n'll’lg...(l.n)2R<—dx—, d,;_)—[
(6) nnol
+ S@, 2y ey 2, )=(—1) * %1, D&, (@)

fithrt, wo die Disceriminante D (% (x)) von 4, (z) durch die Glei-
chung

s a4, (@
D @) =1 R(s,0,"57)
' . dy, (@) |
definiert wurde und z, @,, ..., z,_, die Wurzeln von —da sind.

Dieselbe liefert ersichtlich keine bemerkenswerte Beziehung zwischen
der Diseriminante und der angefiihrten Resultante bez. Determinante.

Die Niherungsnenner einer groflen Anzahl von reguliren
Kettenbriichen besitzen nun aber die Eigenschaft, dass ihre ersten
Ableitungen mit gewissen Constanten multipliciert abermals die
Niherungsnenner einer regulidren Kettenbruchentwicklung sind. s
mag in dieser Hinsicht nur auf die in Nummer IIT angefiihrte
erste Ableitung der Function 7" (z) und auf die von mir wieder-
holt bewiesene Relation

dC ()

9,
=2y )

1
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hingewiesen werden. In diesem Falle tritt an die Stelle der Glei-
chung (6) cine bedeutend einfachere, welche zu der angekiindigten
Beziehung fiihrt. 44, ()

A

Ist v, der eben erwihnte Multiplicator fir —=— und
Y p dz

a, x-+ 8, , der (—1)t Theilnenner der zuletzt genannten Ketten-
bruchentwicklung, so ist, wie sich aus der Gleichung

d,(7) dy, @  dy,_,@)

V-1

@ de <°‘;’.—1x + 35—1) T T gs Tl T gy

ergibt
1, X %

o, , —
) Pi—1 3 - :
o’ A—T1r,

-2
X

1

Setzt man in (7) A=n -1 und verbindet die dadurch ent-
stehende Gleichung mit (6), so erhdlt man unter Beriicksichtigung
der eben ermittelten Formel die Beziehung

oty Pt Vyal B0 @) | s s W0a )

r
%@:ﬁ+ de do

aus welcher die Gleichung

a.

n+1 A‘/n—}—l 0t?ﬂ-l .(n—l—l

Dy, (x)) =

n(n-1)

—1) 2 /1., —1 nt a dy (¢
(=1 <in1w.‘i~1_> (na,a,..a 'R (.(n % (@) ‘J"Tl(@>

= Tdo o T da

~ ¥
in n4-1 bntl In—1

folgt, die auf Grund der fritheren Entwicklungen die Relation

Da@=
:(—1)””’1 (:&L&‘i) (H(m‘\"l 72"'7n—1)‘a2n -2 m-g L9
o . N n—1 172 3 St n—1"n
n-b1 Tn—}—l n—1 Tu

(D) ( Vg1 Tn-y )7]1.—1 ((w) V1Yo V™ “2"“")

2
=(—1) 2 R, )

n—2
n

O"'n-{~1 T n—+1 Tn -1

liefert. Vereinigt man dieselbe mit (4), so ergeben sich die
(Hleichungen

h's —_— . n—1 N " 2
An—ID (dfn (x>) = < et [n+1) (H (")Yl (2 ln—l) o a

T
%1 Vot Tnt S 1%y
(T Y VD77, 07)*
A, D (‘I’n-g-l (‘”)) = <1n+1 o less = —%, (o 0ty )3,

{n—l—l
deren erste sofort zu dem anfinglich erwiihnten Hilbert'schen
Theorem fiihrt.



