
183 

Zur Theorie der Fli chen zweiter 0rdnung. 
Von Julius )landl, k. u. k. Major des Geniestabes in Wien. 

]Den im IX. Jahrgangc dieser Zeitsehrift~ Seitc 117 und ft. 
entwickelten Eigensehaften der Kegelsehnittslinien cntspreehen 
analoge Eigenschaften der Flltehen zweiter Ordnung. Legt man 
n~tmlieh dureh cinen Punkt M einer Fli~che zweiter Ordnung F 
drei aufeinander senkrecht stehende -- aber sonst beliebig gcriehtete 
- -  Strahlen a'~ a"~ a"' und ermittelt deren Sehnittpunkte A'~ A"~ A'" 
mit der Fliiehe F~ so geht. die dureh diesc Sehnittpunkte bestimmte 
Ebenc A'~ A": A'" dureh einen yon der Riehtung der Strahlen 
a'~ a":, a'" unabhi~ngigen Punkt N. 

Letzterer liefft auf der deal Punkte M angeh~rigen Normalen 
der ]?l~tehe F. 

Einem anderen Punkte M 1 entsprieht ein anderer Punkt NI; 
der geometrisehe Ort aller Punkte N~ die allen Punkten M der 
Flaehe F entspreehen~ ist wieder eine Fl~tehe zweiter Ordnung F'. 

F u n d  E' haben gemeinsehaftliehen Mittelpunkt und gemein- 
sehaftliche ttauptcbenen und sind im allgemeinen Fli~ehen zweiter 
Ordnung derselben Art. Dieselben sind jedoeh n ie  h t geometriseh 
i~hnliehe Flachen und es kann z. B. vorkommen~ dass F '  in eine 
Ebene degeneriert~ wi~hrend F ein Ellipsoid ist, indem die eine 
Hauptaxe jenes Ellipsoides, welches die Flliehe F'  bilden soll~ den 
Weft Null annimmt. ARch sind die unendlieh fernen Punkte der 
Fl~tehen F und F' im Allgemeinen nicht gemeinsehaftlich ftir 
beide Fli~ehen. 

Um dies zu bcweisen~ beziehen wir die Flliehe F auf ein 
rechtwinkliges Punktcoordinaten-System. Die Gleiehung yon F sei: 

Die Diseriminante der Fl~tche ist: 

all  a12 ~13 a14 
~21 a22 6/23 624 •  
a31 ~32 a33 ~34 
a41 (~42 a43 ~44 
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worin 
Ctmn ~ ~wm 

is*. 
Der Abkt~rzung wegen setzen wir 

so dass sich die Gleichung yon F auch in folgender Form 
sehreiben li~sst : 

(2) F)  . . . .  x t + y , ~ + z v + w = 0 .  

Ein Punkt  M tier Fl~che F habe die Coordinaten Xo, Yo, zo; 
dann ist : 

(3) 

Legt man nun durch M irgend eine Gerade a~ 
durch folgende Gleichungen bestimmt: 

2 2 2 

so ist dieselbe 

z ~ zo  - ~  r * ( .  

I-Iierin bedeuten ~ ~ und v die Richtungscoefficienten der Ge- 
raden a, mid r den Abstand des laufenden Punktes der Geraden 
Ct u 2]J r. 

Substitaiert man - -  um den Schnittpunkt yon a und F za 
erhglten - -  die, Ausdrticke hit x~ y und z alls den Gleichungen 
(4) in Gleichung (l)~ so erhMt man bei Berticksichtigtlng yon 
Gleichung (3) 

[ r  ~ - - 2  a t  o @ ~ % @ 7 v 0  worin 
(c,, ~, "r) 

(5) A !  to : g i l l  Jt~0 @g12 fro @a13 zo @~14,  

I 

bcdeutet. 
Legt  man durch M drei aufeinander senkrecht stehende Ge- 

raden al~ a s und a s mit den Richtungscoefilcienten ~.~ ~1, "h~ 
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respective ~,  ~2~ 72 und ~-3~ ~3~ ";a~ so erhMt man fiir die Schnitt- 
pankte  AI~ A~ und Aa dieser Geraden mit der Fliiehe F: 

(6) i ~ )  . . . .  r~ = -- 2 ~ ~o + ~ ~o + "~, Vo 
(% ,~, ~'~) 

[A~) . . . .  ~-~ = - 2 ~3 to + ~ uo + "r~ Vo 
~ (~a~ ~, "~) 

Zwisehen den Riehtungscoeffieienten v O n  a i ,  a 2 und a s be- 
stehen die Beziehungen: 

(~) 

0 I )  

(m) 

~I ~ 

I 0t.;., ~ 

~2 ~ ";3 :~ I 

~3 3 ' (~3 "[3 a3 P3 

(IV) 

5'( 

q-2 

% @ 

"~1 + 

"h %- 

l< 
r 2 
2 
~3 

) 

! 

~i ~'2 @ ?;i 72 - -  0 

~'2 o 

e2 "& @ % "Y3 = 0 

~'~ b -I- ~3 "~3 = 0 

~o I 2 

2 2 2 
=~ d-  % d-  % = i 

2 ~z2 z2 
"h -4- ,2 @ "i3 = 1 
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Die Coordinaten der Schnittpunkte A,~ A~ and As sind: 

Xl ~ ~0 + / ' 1  q'l 

[zi =Zo - ~  ~ 

X = X 0 + r~ ~2 

& { t/2 = Yo ~ r~ ~ 
t X ~ X 0 + r3 0~ 3 

A3 Y a = y o ~ r a ~ s  

In Bezug auf ein zu dem gewi~hlten Coordinatensystem paral- 
lelesSystem M (~, ~]~ ~), dessen Ursprung mit dem Punkte M d e r  
Fli~che F zusammenf~tIlt~ lauten die Coordinaten der Punhte A1, 
A s und Aa: 

Die Gleichung der 
Ebene A 1 A~ A a lautet: 

(7) 

und 

[ •  : r 2  =2 [~3 ~ r a  q3 
.A~{~2=%a. ,  A ~ { ~ a = , ' a a 8  

(- ( ~2 = r,a 73 {8 = r8 "rs 

durch diese drei Pankte hindurchgehenden 

~rdCl 

=0 

Aus Gleiehung (1) folgt ferner : 

O z all x + a ~  V ~-al~ z ~-a14 
0 x a81 x +aa~ y -~as3 z ~ a 8 ,  

~ Z  

t 
~) 

O y a~ x + a82 y-~-a38 z + a84 

Daher ist ftir den Punkt M: 

V 

r lLo = _ _  
o 

to und [Oz]  = - - u  ! 
V o [O~/Jo Vo 

Die Gleichungen der Normalen M .Y lauten somit: 

z - - z ~  - -  v~ und z - - zo  Vo 
x - - x o  t o Y--Yo uo 

oder mit Bezug auf das Coordinatensystem M (~, ~, ~): 

(s) ~ - ~o =~ - , ~  
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oder in anderer Form: 

f ~ = ~ o  
(9) { ~ = ~ % 

[ ~ - - - ~ v  o 

wobei k einer~ allgemeinen Parameter der Geraden M / Y  bedeutet. 
Ura dem Schnittpunkt ~ der normalen M N mit der Ebene 

A~ A s A s zu ermitteln, setzen wic die Werte yon ~ -~ uncl { aus 
den Gleichungen (9) in die Gleichung (7) ein. 

M~m erhiilt : 

~to kUo kv  o 1 

(10) ~t ~ ~ 1 

~ ~3 ~ 1 

woraus ,Ach der dem Schnittpunkte N entsprechende Wert yon 
and mittelst der Gleichungen (9) die Coordinaten yon N berech- 
nen lassen. 

Db~idirt man Gleichung (10) durch )~ und zerlegt die Deter- 
minante auf der linken Seite dieser Gleichung, so kann man auch 
schreiben : 

oder : 

1 
(tl) T 

1 
to Uo v, ~- 

~ ~t (~ 0 
Is -t~ ~ 0 
~., ~ ~.~ 0 

~o go vo 0 

~-~ :~2 ~2 1 
~ ~3 ~ 1 

Werte f[ir die Coordinaten der Pankte AI~ A~ 
halt man: 

Substituiert man in diese Gleichung die fr~iher ermittelten 
and A3~ so er- 

1 

_~. vktr + ~ uo+~ vo 
- "? (~  ~ ~1, "a)  

- 2  %t~ ~u~176 

-2 .  %t~ ~iu~176 

~zl to+ ~ l uo +'h vo alto+ ~luo+'~ivo _ 
, k 1~ P I ~ t l )  

�9 _9.. ~ 5  +~%+~.~o.~  _.."~o+~Uo+'r~v~ . 
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~0 

-2. ai to + ,~ Uo +'h vo 

= - 2  %t~176176 
( ~  ~2~ ~) 

~t o V o 0 

. . . . . .  ~. -(-~.. ~ ~"~ 

- 2 .  % to +~ ~u~176 -2"%t~176176 ~2 "[~ 1 
% ~ (%~ ,~  "~2) ? ( ~  ~ ,  ~ )  

a.~to+'3~uo+TsVo 1 �9 -2 .  ~3t~ ~u~176  ~ - 2 .  ' -  " ~ -  "" .% - 2  .%t~176176 % 

o d e r :  
8 

(% 3.  ~ ) .  ~ (~.~, ~, "~). ~ (n, ~3, ~'~) 
~ to + ~ ~i uo + a~ T~ Vo 

�9 1 : t o + a ~ u  o + ~ b v o  

[ ~ to + ~ ~ ~o + ~ ~.~ Vo 

al  ~'1 to + ~i uo + ~l 'h  Vo 

a~ ~.~ t o • ~,~ u o + ~ ";~ v o M 2 

O2 
~ !~ to + ~% Uo + ~ % Vo 

4 

2 
~i Ti to + ~i Ti Uo + ' ( i  Vo 

c/~ "h to + ,% f~ Uo ~- "i g Vo = 

~ "~ to + ~ "~ *to +T~ Vo 'l 

I to u o v o 0 

~ito § ~ U o +  ~-~vo ~i~,to+,:~to+3~ hVo ~n?o+ ~-auo+ r ~ (~, ~. "a ) 

i %to+a~zUo+%%Vo a3~3to +,~ 3 Uo~-e3 (3% a3q'Jo+~z'b3Uo+ q'~Vo ~ ('~3~ l~3: ~ T3) 
t 

O ( i ~ F i  

i t o 
21 ~t ~,, ~, u 

~ t o  + % ~ Uo + %  "r 'Co 

= 0 t~ 

~ to+ a~ ~Uo +% 7~v o 

o c l e r :  

2 a~t o to 
-- 2 __~ if2 ~2 ,gO _~_ q2 ~,2 y 0 

X a~ to + ~ ~3 Uo + % T~ Vo 

~t ~ Vo L 
i 

q2~to~-~2Uo+~2T2v o a~7~to+~T~uo+T~Vo. I= 
2 2 

a 3 ~ 3 t o + ~ 3 ~ t O + ~ 3 7 3 V o  a3 "[3/0 + ~3 "(3 UO + 73Vo] 

~o Yo 0 

t '  ") 5 2 j _ O  . , Q 2 

~0 ~)0 i 

~ ~ to + ~ u~ + ~ ~ ~ ,2 Vo % 72 to + ~2 T2 Uo + T~ vo = 
J _  ~ ^ ,  ~3~3to+fi3uo , Pa ~3vo ~a'r~to+~3T3Uo+%Vol 

I 
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i to 

I ~ ~ Uo + % "~ Vo 

wor~us t~lgt: 

(12) ~. = - -  

~2 
~2 ~ to + L~Uo + ~ ~'~ Vo 

t-2 
% ~8 to + ~8 uo + ~2 7~ Vo 

Vo 

2 
a2 7~ to + ~ 79 Uo + 72 Vo 

2 
% 72 to + ~3 72 Uo + 7aVo 

(~. ~, "c~) - ~  (%, ,~,~ ~) + ~  (n, ~, ~) 

Der Weft  yon ~ (% ~-;) ist in Gleichung (5) deiiniert. 
crgibt sich daraus~ dass 

(~. .~,  ~) @ ~ (%, ~,-r + .~ (%,~ 

ist. D~her ist. 

(13) 

Die Coordinaten yon N sind daher: 

Es 

(14) 

o ~ e r :  

N) 

I 2 t o 

2 u o 

2 v o 

I 2 t o 

U o 
l Y = Y o -  

Z =  Z 0 
2 v o 

Die Lage des Punktes N ist somit yon den Richtungen der 
Strahlen al, a 2 und a 3 unabh~ngig; er ist ein gemeinsamer Pnnkt  
fiir alle Ebenen A 1 A~ A3~ die auf die frtiher beschriebene Art 
entstanden sind. 

Die Lage des Panktes _N ist jedoch yon den Coordinaten des 
Punktes M abh~tngig und ver~tndert sich~ wenn M seine Lage auf 
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der Fl/iehe F weehselt. Der geometrisehe Ort ffir alle Punkte N~ 
die alien Punkten M der Fl~tehe F entspreehen: ist eine F1/~ehe/r 
deren Gleiehung dttrch Elimination yon Xo~ Yo und z o aus den 
Gleichungen (14) erhalten werden kann. 

Um diese Reehnung zu vereinfaehen: wollen wir annehmen: 
das Coordinatensystem babe jene speeielle Lage~ bei weleher die 
x z- und y z-Ebene Hattptebenen yon F sind und der Ursprtmg der 
Coordinaten anf der Fli~ehe F liegt. 

In diesem Falle ist: 

a~2 = 0 ,  a13 ~-~-0~ a23 ~---0~ al~ = 0 ,  %4---0 und a~  = 0 .  

Die Gleiehung der Flache F lautet daher: 

(~5) X 2 

Ferner ist : 

to ~ al 1 Xo 

~to ~ a22 ~/o 

V 0 ~ Ct33 Z 0 + a34 

Daher sind (tie Coordinaten des Punktes _IV: 

(16) 

i 2oil 1 x o 
N) Y ~ Yo - -  2 a~ yo 

Z :  Z 0 - -  

Uberdies besteht die Beziehang: 

(17) a ~a Xo 27 a22 Yo - 7  a33 Zo ~ 2 a3, zo : O . 

Die Elimination yon Xo~Y o und z o aus den Gleiehtmgea (16) 
und (17) ergibt als Gleichang des gest~chten geometrisehen Ortes F ' :  

all  (a,l  .-3 c- ct~ --}- aa~) 2 ~2 a~-2 (al ,  + %e "~- a~s) ~ 

( ~ + ~ _ ~ ) ~  ~+~  ~ 
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F '  ist also eine Fl~tehe zweiter Ordnung, welche mit F gemein- 
sehaftliehe Hauptebenen hat. Schreibt man Gleiehung (I5) in 
der Form : 

/ a3 \3 2 X 2 [ Z - ~  -3,} a3~ (19) F ) . . . a ~  + a~ .V ~ + a33 - -  O, 
�9 \ a33/ aa3 

so erkennt man aus den beiden Gleiehungen (18) und (19), dass 
/7' und J~" auch einen gemeiasehahliehen Mittelpunkt haben. 

Die Discriminante der Fl~tehe F_ lautet: 

• a~l 0 0 0 1 
0 a~20 O [  

0 0 a33a34 i 
0 Oa~40 [ 

Jene der Flache F '  ist: 

• 

(an +%~ +a33) ~ 0 0 0 
a l l  " ( - - a l l  +a2.9 -t-a33) 2 

(au+%2+a33)2 0 0 0 a22 .(an_a2~+a33)~ 

o o - ( ~ " + ~ + a 3 ~ ) ~ -  (~'~+a~+a3~)~l 
6533 ( a n + a 2 _ a 3 3 ) 2  \~11.  ~22--~33 / 

(a,l+a2~+a33) 2 ( a l l  -~-a,22 ) �9 a34 e 
0 0 a34 .(au+a~_2_a33)~ (an+a~_a33) ~ 

Ein Vergleieh dieser beiden Werte ergibt: 

A'_-- ~. (,~ + a.~ + ~,33) ~ 
( - - a  u - -J-%~-~-a33)  2 . ( a11 - -a~2  --~ a33) ~ . ( a l a - ~  a ~ -  a33) ~" 

Die Diseriminanten beider Flaehen haben daher immer dasselbe 
Vorzeichen. Aueh ist das Nullwerden yon A' dutch das Ver- 
schwinden yon h bedingt, wenn man yon dem speeiellen Falle 
absieht~ :in welehem 

all + a~ + a3~ = 0 

ist, in welehem Falle die Fli~ehe F '  ganz im Unendliehen liegt 
(wie aus Gleichung (18) zu ersehen). 

Aueh sammtliche Unterdeterminanten yon h' und die Unter- 
determinanten dieser letzteren haben dieselben Vorzeichen wie die 
homologen Ausdrlicke, welche man aus den Gliedern yon h bildet 
und verschwinden auch gleichzeitig mit ihnen. Daraus folgt~ dass 
die beiden Fliiehen F und F '  stets Flgehen zweiter Ordnung der- 
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selben Art sincl; d. h. beide Fl~chen sind g~leichzeitig entweder 
reale oder imaginare Ellipsoid% eintheilige oder zweitheilige 
Hyperboloide~ hyperbolische oder ellilotische Paraboloide~ reale oder 
imagin~re elliptische oder parabolische oder hyperbolische Cylinder- 
fl~chen~ reale oder imagin~re Kegeli~,chen~ reale oder immagin~re 
parallele oder vereinigte oder sich schneidende Ebenenpaare. 


