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Zur Theorie der Flichen zweiter Ordnung.
Von Julius Mandl, k. u. k. Major des Geniestabes in Wien.

Den im IX. Jahrgange dieser Zeitschrift, Seite 117 und ff.
entwickelten FEigenschaften der Xegelschnittslinien entsprechen
analoge Eigenschaften der Flichen zweiter Ordnung. Legt man
ndmlich durch einen Punkt M einer Fliche zweiter Ordnung F
drei aufeinander senkrecht stehende — aber sonst beliebig gerichtete
— Strahlen o', "', ¢""’' und ermittelt deren Schnittpunkte 4', 4", 4"
mit der Fliche I, so geht.die durch diese Schnittpunkte bestimmte
Ebene A', 4", A" durch einen von der Richtung der Strahlen
a', a', o unabhancrlgen Puukt N.

]Letzterer liegt auf der dem Punkte M angehsrigen Normalen
der Fliche F.

Einem anderen Punkte M, entspricht ein anderer Punkt N, :
der geometrische Ort aller Punkte N, die allen Punkten M der
Fliche F' entsprechen, ist wieder eine Fliche zweiter Ordnung F".

F und F" haben gemeinschaftlichen Mittelpunkt und gemein-
schaftliche Hauptebenen und sind im allgemeinen Flichen zweiter
Ordnung derselben Art. Dieselben sind jedoch nicht geometrisch
dhnliche Flichen und es kann z B. vorkommen, dass F” in eine
Ebene degeneriert, wihrend F ein Ellipsoid ist, indem die eine
Hauptaxe jenes Ellipsoides, welches die Fliche F” bilden soll, den
Wert Null annimmt. Auch sind die unendlich fernen Punkte der
Flichen F und F' im Allgemeinen nicht gemeinschaftlich fiir
beide Fldchen.

Um dies zu beweisen, beziechen wir die Fliche F auf ein
rechtwinkliges Punktcoordinaten-System. Die Gleichung von F' sei:

; 2 2 2 s !
W) F) ... ayy @ agy y? - ag5 2+ 2 ayy @y - 20,5 02 - 2095 y2 -
~+ 20y, # + 205, y 4 205, 2 -y, =0

Die Discriminante der Fliche ist:
Uy Qg Qyg Gy
Gg1 Qg9 Qg3 Ogy
Ogy Ggo Oz Ugy
Qg1 Gyp Ay gy
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worin

) U = Qyyn
1st.
Der Abkiirzung wegen setzen wir

b==ay &1 0 Y- a5 2 f gy
U= gy &= Oy Y~ gy 2 0y,
V== Ay & gy Y - G5 2 Ay
W=y &=y Y A gz 2 0y,

so dass sich die Gleichung von F auch in folgender Form
schreiben ldsst:

2) Fy....z2t+yu—+evtw=0.

" Ein Punkt M der Fliche F habe die Coordinaten z,, %, 2 ;
dann ist:

(3) % xi - g ?/3 - gy zi 20,5 %y Yy - 2015 Ty 2 - 2055 Yy 2
+ 20,4 @y - 205, yo - 2054 2 F- a4 = 0.

Legt man nun durch M irgend eine Gerade @, so ist dieselbe
durch folgende Gleichungen bestimmt:

[m:xo+7'a
@) @)Y=y rd
\z:zo—{-—r*(.

Hierin bedeuten o, $ und y die Richtungscoefficienten der Ge-
raden @, und r den Abstand des laufenden Punktes der Geraden
@ von M.

Substituiert man — um den Schnittpunkt von ¢ und I zu
erhalten — die Ausdriicke fiir #, ¥ und 2 aus den Gleichungen
(4) in Gleichung (1), so erhilt man bei Beriicksichtignng von
Gleichung (3)

-9 oty 16 1 Y2
® (2 68,7)
0 == 04y @y~ Gy Yo 1 Cps 2 T Gy
by = gy &y~ gy Yo 1= Uag 29 = Uau
Vo == gy T~ g3 Yo - Ugs 2o = G U
9 (o, 8,7) ==y 0~ gy B2ty VP4 205 0 - 25 oy 205537
bedeutet.
Legt man durch M drei aufeinander senkrecht stehende Ge-

raden @,, @, und @; mit den Richtungscoefficienten @, £, 71y,

”
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respective oy, 3y, Yp und og, 3, 75, so erhdlt man fir die Schnitt-
punkte 4,, 4, und A; dieser Geraden mit der Fliche F':

_9 ay By By Yo~ 7, 0o
@ (2, 815 71)

9 % ty 1= Ba 4o 15 %o
P (g B35 73)

9% £y~ B3 %o == Y3 %o
P (a5 335 73)

PN

W
(6) { 4y) -
|

e 1y
e Fg = —
.. 7y

B

).

Zwischen den Richtungscoefficienten von @, @, und @, be-
.
stehen die Beziehungen:

o B 7 ‘
(1) \&2 62 CR— 1
log B3 75 ‘[
B2 1o " %3 Yo ' oy Py
o, — . y._) e ~ = -
' by s 9l lag B
81 % Ty m By
(1) oy = — B, = Yo = —
B vsl’ LENE ’ oy B
Sim ? % T ay By
oy == g = — Y5 ==
’ R %9 T2 e oy By

oy oy =Py by 7 =0
9 ‘7-3+@1 B +1n1=0

ay oy 83 & 113 =0

(110 . o
oy 3 oy Py fas 33 =0
% YT %Yt s =0
Sttt =0
o8 =1
g+ =1
,42 +B§+'{§ =1
{1V)

LAt E=1
htntd=1
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Die Coordinaten der Schnittpunkte 4,, 4, und 4; sind:

(2 =41 oy [(5‘72:1'0_]‘7'2'“2 I%:%"}'?‘s%
Ai<%:%+7'131 Ag{%:."/o_{‘rzgz Ay (¥ = Yo 13 8
o =2 477 133:‘20—]‘7"2 T2 l2s =20 473 73

In Bezug auf ein zu dem gewihlten Coordinatensystem paral-

leles System M (£, 7, {), dessen Ursprung mit dem Punkte M der

Fliche F zusammenfillt, lauten die Coordinaten der Punhte A4,,
A, und A4;:

Go=ry oy {52 =Tyt G =150
A1 52:7'1 B, .A2<ﬂ2:7“2 B2 A {713:7'3 ?‘3
tez:"'l“h lCZ:-Tzh lcg:rsh

Die Gleichung der durch diese drei Punkte hindurchgehenden

Ebene A4, 4, A4, lautet:

RS

- Bl

@ Ezﬁz%l—o
t3ms 51

Aus Gleichung (1) folgt ferner :

%:_ gy Ty Y G5 2y, :__f
da gy & = (g § = Gy 2 - 0y v
und
aj:_ Byy T~ Oag Y = Tag 2 |~ Gy __n
dy Uy T~ gy Y~ Cgq 2~ U3y v
Daher ist fiir den Punkt M:
az} ot [az} A
[axo_—vound dyly — v

Die Gleichungen der Normalen M N lauten somit:

22—z v, 2z, v
2=2% Y% g 2% Y
LIy t Y=Y %,

oder mit Bezug auf das Coordinatensystem M (&, 7,2):

T

%

®)

(2
= -2 qnd
to un

= e

4
B



> =

Zur Theorie der Flichen zweiter Ordnung. 187

oder in anderer Form:

(&
9 1
¢ =

wobei A einen allgemeinen Parameter der Geraden M N bedeutet.

Ura dem Schnittpunkt N der normalen M N mit der Ebene
4; 4, A; zu ermitteln, setzen wir die Werte von £ » und  aus
den Gleichungen (9) in die Gleichung (7) ein.

A2
l
Ao

Man erhalt:
[Nty Mg Ao, 1
# C 1
10 S 7]1 1 — 0
( ) & my G 1
& ms G 1

woraus sich der dem Schnittpunkte N entsprechende Wert von A
und mittelst der Gleichungen (9) die Coordinaten von N berech-
nen lassen.

Dividirt man Gleichung (10) durch A und zerlegt die Deter-
minaunte auf der linken Seite dieser Gleichung, so kann man auch
schreiben:

| 1]
|tDM07]u;\‘ ItOMO’L’OO
El"hc10 '—l— ElTh Cll =
8 72 &5 0 Gl l
& 03 G O & 713G 1
oder:
. to Uy ¥ 0
1 %l & ton, G 1
(11) Tl b = |, 9
A E g G 87 G
Gyl 1

Substituiert man in diese Gleichung die frither ermittelten
Werte fiir die Coordinaten der Punkte 4,, 4, und 4;, so er-
hilt man: -

o3 bt By Ug 1% 9. Hilot 81Uy +H11% ot By ot %

_2__._...“.__ o, — —ﬁ -9
% (2, By 1) ! @ (o1, B4, 1) ! ‘?(“15 By 1)
9 C‘rt(ﬁ‘Pz“o“‘h”o ty ot Batyg+7a?p dy ot By Ug 200
& T g '——__'32 T »‘—.—b‘?“—:*—‘b =
? (g, 23 7o) @ (o2, 82, 72) © (%, By Vo)

__2_°‘3t0+ Bstto s e —2. 5fy+ 5t +15%

agly+PB5 Uy 750 -
@ (23, B3, 7s) :

(53 e 't
% (%7?3773) "?(’137537 T5)
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I 1y Yy O:
9.% tot-3 gt 1% _“1to+31“n+'f1'vo. 9 _2_°‘1t0+ Bﬁ/’o‘i“hvo_T |
ooy, byn) @ (25 By 1) " ooy dym)
=|_9.% fo-+33 U0t 00 o 42‘”-27"0'!“52”0""‘(2”0'6 _ _“27"0“‘?’2”0*{2”0..{ 1§
© (day Byy12)  ° 9 (02 By ) 0 (o, b9, 7) 7T
_2_°53t0+33“0+73’”o' _9. a5fo+ Byt +15 0 8, — .a3t0+‘(33u0+‘(3/00.‘{ 1

© (a3, B3y Ys) P (o5 B35 75) 0 P (2, 855 73)

oder:
8

P (g By 1) - @ (99 Boy 7o) - ¥ (25, 85y ls)
oy byt By o a1 0y 0y By t0+@2“0+31 Y10 Y bRt %"“Yi”o‘
,1\‘ azto"'%'Sz O O N A ”o“i‘ﬁz Te Vo  GaTale +32‘{2”o+"{2770‘:
s tob oy by tgtay Ty oy By by o +35 1 V0 o Ya to B 1y o +‘f200\

4

. @ (2, By 71) - P (@, Boy 7a) - (0155 55 ¥s)
‘i Z, U, 7, 0

|
|
2ty Brttgt o0 Y 0y o Bty BBty i tet Byttt ity o Bv)“
oy fgt AP ¥yt oy TPy 0B Tt Ug o Ve Vg O Tilet BrYato T 00 P (%, BT }

2 N Py n2 g . , 0 2 D )
oty by ay Bttt 9Yay Oy dafot B, ot BaTay OgTalot CoTathe a0 P (33585, 7s) i

\
la t0+°‘5r’3uo+“m3’vo 3857, +3) s Yo B350y %37Tslo D573 Ut ng% P (23, 3, (3)
|

oder:

| , I
3 f t g ;
oty g By Uy R0y Yy Uy U Py fy T Bty + By Ya ¥ to +Bg Yo Uo + 1205 1=
3Pl T O Pa Uy Ty Yy ¥y U 20T92 o T PaYalp aTalotidTgWo T7,0/=
2 9 ~ 2
Loty oy Py Uy sy Ty % Byt ty+ 5, Mo +B5 1300 oty Ys To + By vs Uo Y500
% 1%, N 0
o . P G e
0 0 0 plog,By,70)+0(%,B, 2+ 9(25, 85,75
= 2 3 462 2 o N o . 2 e
0, gt 0y 3 Uy HUgTaly  Yaidat Ry AaYaloTlaTaUytT,Y @ (a3, 89, Ya)
2 N o n2 N o 2 0 N
]“3t0+a363“o+°‘3 (sV0  Oglgly 0, U H0sTa00  3ValotdsTaUo Vo0 @ (%4 B3, 13)
oder:
to Uy Yo ‘
2 . 2 n . .2 .
b+ 0 By Uy + Uy T2 Uy GaBa byt Byt +Bave 0 Ay Yatet+Po e UotYy% _
2 0 P 2 0 . . N 2. |
ay by oy By ttg 0y Y300 Oy B3l T B U H 35 Ta 0y g Yy ot By s o+ 150
; |

2

I\
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- [ © (g, 815 71) + P (A5 Boy Y2) - @ (23, B3, 13) |
t() Uy Py

‘ 2 . q 02 . 9 . 2
Upby +0aBathy F a0y 0a Bl +B,Up+BaYa Vo @y Yalo 3 Ta Uo T, %

|42 . 5? B . - . 2
la3t0+°‘3§3“0+°‘3(3”0 oy By to+ B, % HBs 1300 o5 s lo B 15 Uy + 5%

woraus folgt:
2
¢ (2, Biy 11) T @ (5 B9y Y2) T @ (255 35, 13)

Der Wert von o (a, 8, 7) ist in Gleichung (D) definiert. s
ergibt sich daraus, dass

@ (o5 Pys Y1) 1= & (% Bay T2) - @ (23, 255 ¥3) == @1y - Bz |- a3y

1st. Daher ist.

12) r=—

2

—
Byy ~ Bgg gy

Die Coordinaten von N sind daher:

(13) A=

2,
@y~ Ggp ~- 55
. 2 uy,
Uiy —+ Qgg —+ gy
. 2,
Uyq = Bgp - gy

2¢,
Uy gy +
y=y 2 1,
° Gyy = Gap ~ U3
2,

T
@1 T %ag

E—
(14) N){ n=

(=

oder:

X =xy—

T AT Fag,

Die Lage des Punktes N ist somit von den Richtungen der
Strahlen @,, @, und a; unabhiingig; er ist ein gemeinsamer Punkt
fiur alle Ebenen A4, 4, 4;, die auf die frither beschriebene Art
entstanden sind.

Die Lage des Punktes N ist jedoch von den Coordinaten des
Punktes M abhiingie und verdndert sich, wenn M seine Lage auf
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der Fliche I wechselt. Der geometrische Ort fiir alle Punkte N,
die allen Punkten M der Fliche F' entsprechen, ist eine Fliche F",
deren Gleichung durch Elimination von #,,y, und 2, aus den
Gleichungen (14) erhalten werden kann.

Um diese Rechnung zu vereinfachen, wollen wir annehmen,
das Coordinatensystem habe jene specielle Lage, bei welcher die
2 und yz-Ebene Hauptebenen von ' sind und der Ursprung der
Coordinaten auf der Fliche F liegt.

In diesem Falle ist:
@3 =0,0,;=0, a3 =0, 0, =0, @, =0 und a,, =0.
Die Gleichung der Fliche F' lautet daher:
(15) F)...aq 2 40y |- agy 22 -} 205, 2=0.
Ferner ist:

ty = 11 %o
Uy = Uag Yo

| B0 = g5 2 -1~ 3

Dsaher sind die Coordinaten des Punktes N:

e — 2a,, %,
=" @yq = gy 4 a3

2 as, Y,

16 JV — . 22 70
(16) v Y=o @4t Agp |- U3

2 (@35 89 1 @ag)
@y 4 Ogp + Oy

== gy —

Uberdies besteht die Beziehung:
<17) a11x§+a22y(2)+a33z§+2a3420:0'

Die Elimination von #,, ¥, und 2, aus den Gleichungen (16)
und (17) ergibt als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes F':

Oy (04 - Ggp |- 454)° 22 -+ og (a4, 1 a5y - a55)* y? -l
(— @41 32 - a55)® (@ — Ggp ~- @33)*
55 (@y; - Cyy - 33)° <2 4 “’34)2__z; —0

(@1 + Qg9 — G35)? Xgs @

(18) F). ..

33
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F' ist also eine Fliche zweiter Ordnung, welche mit F' gemein-
schaftliche Hauptebenen hat. Schreibt man Gleichung (15) in
der Form:

2
a
(19) FYy.. .0, 22 a9 ay, (Zjl_aﬁ) _
33

3¢
*—-—:07
U5

so erkennt man aus den beiden Gleichungen (18) und (19), dass
F und F" auch einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben.
Die Discriminante der Fliche F' lautet:

a,0 0 0|
0 a,0 0 ;
0 0‘133“34§

A=
0 0ay,0 |
Jene der Fliche F” ist:

(11 g +035)°
(=gt gy +a55)°

0 0 0

(11 +099 +053)°

Ein Vergleich dieser beiden Werte ergibt:

AT —AL (@, a5y - a35)° )
(a1 ~F Ggg - 35)* « (4, — Gy |- 035)7 . (@y; - Qgp — a35)*

Die Discriminanten beider Flichen haben daher immer dasselbe
Vorzeichen. Auch ist das Nullwerden von A' durch das Ver-
schwinden von A bedingt, wenn man von dem speciellen Falle
absieht, in welchem

Ay =0y a3, =0

ist, in welchem Falle die Fldche F" ganz im Unendlichen liegt
(wie aus Gleichung (18) zu ersehen).

Auch stimmtliche Unterdeterminanten von A’ und die Unter-
determinanten dieser letzteren haben dieselben Vorzeichen wie die
homologen Ausdriicke, welche man aus den Gliedern von A bildet
und verschwinden auch gleichzeitig mit ihnen. Daraus folgt, dass
die beiden Flichen F und F" stets Flichen zweiter Ordnung der-

0 (@ — g T g,)? 0 0 !
0 0 .5 (@11 + @95 +a55)° » (“11+“22+“53):‘>

(@11 +0p—035)° (@11t 095 —45)°
0 0 (11 + 095+ a55)* (@1 +a55) - 5,°

340 3
(@11 +@39 —53)* (@4 g9 —0a33)?

i
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selben Art sind; d. h. beide Flichen sind gleichzeitig entweder
reale oder imagindre Ellipsoide, eintheilige oder zweitheilige
Hyperboloide, hyperbolische oder elliptische Parabololde, reale oder
imaginire elliptische oder parabolische oder hyperbolische Cylinder-
flichen, reale oder imaginiire Kegelflichen, reale oder immaginére
parallele oder verelnlgte oder sich schneidende Ebenenpaare.



