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9.

Transformation d’une intégrale définie.
(Par Mr. R. Hoppe a Keilhau prés Rudolstadt.)

En intégrant par parties, on trouve
/ z"coshxr br — — —:;-.1:'" cos (hx -+ 3m) - l,:- / x™ " cos (hx -+ §7) Ox.

En continuant la réduction jusqu’a ce que la puissance de x disparait de I'in-
tégrale, on parvient a I'expression suivante:
v k—mi 2.1
/.z"" coshr 0r = —= ——m—f—"—'ﬁw""‘*cos(/w—l—%(k-fi)n).
k=0

Pour & =0 le second nombre s’évanouit, excepté son dernier terme, qui a
la méme valeur pour =0 et pour &= 2nn; donc on a

2nm k=m—1
f x"coshrdr = — E(: 1—2,‘—“;’1‘—’”" (nn)"*cos (k4 1)7.
3]
Or on sait que
=% ,h
{1 —2acosx+a*) = ——22 ——coslw

En multipliant cette équation par =™ 0, et en intégrant suivant notre formule,
on obtient (en désignant /(1—2acosx -+ a*) par L):

k=m—1 h=a }

YerLér =2 = 1.2.. lcm,‘(2rm)"‘—"cosg(k—]~1)n2

2

0 k=0 hkx? '
Or on a
k‘l — i /-m .,L.k-i-le—-hx 3.1',
2
R T 12)
done
h=e g 1 a [Tatox
1.2.. ch' a .._-——_/ :v"+‘6$2 ae—* —
PR k41 ;,_1( ) k+1J e*—a

sous condition que 4’ = 1. En substituant ceite valeur, et ayant attention que

m; = k+i( +1)k+17

on obtient
nr . 2a + 0 dx k_.m——l ket
T L6m=m+1' pr 2 (m—41),,Rna)"*x* " cos 4 (k4 1)n.
0 1]
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Posons & —1 au lieu de %, et écrivons cos 4 (kn) en forme imaginaire:
I'équation deviendra

i m a(2"”)m+l i ox i tkre —3(ikm
"L ox = [ = 2("'+1)k<2m) A L g—ikmY,

y m+1 —a =

Celte somme est ce que donne la quantité

EAN
(tgm) +(—5m
lorsqu’on la développe d’aprés le hinome, en soustrayant les deux termes ex-
trémes, savoir

m--1

m+1 m+-1
2 o 2nn + —Ze—;

Donc, en la remplagant par cette expression, on a

f "z"Lox = —— / e (2nn—}—w)"‘+‘—}—(2nﬂ——zw)'”+‘ 2 (2nm)mt!
[}] - (Z.Z')m+1 _— (___z‘,v)m-{»l}.

Soit f(«) une fonction développable suivant la série. de Maclaurin pour
toute valeur de . Multiplions l’équation par

1 2 fm+1<0)

posons m=0,1,2,"... o, et prenons la somme des équations obtenues: il

!

viendra ‘

fsz’(:l:)ba:v = a/wexaia{f(Znn—l—iw)—{—f(2nn—-ia;')—2f(2nn)
’ ’ —f(ie)—f(—iz)+2((0)}.
Bien' que la généralité de cette formule subit une restriction, qui
exclut de son application la plupart des fonctions les plus usitées, elle fournit
les moyens de transformer lintégrale dont il s’agit en beaucoup de cas, ou la
fonction f ne remplit pas la condition, sur laquelle la déduction est fondée. Il
suffira d’en donner un exemple. Pour f(2)=¢""" la formule donne I'équa-
tion suivanie:

2nm my
/ e Lox = — _?cf (1— e~2nme 1—cosex s

X e
0 0 ¢ a

Multiplions~1la par sinbcdc, et intégrons par rapport a ¢, depuis 0 jusqu’a oo,
eu ayant égard que

/ e~*sinbcoc = -b-q_é?—,

0
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il viendra )

= e

4]

—2n7rC —-1)Siﬂ bc(i —_— COSC-Z‘)% :

Si lon décompose le facteur 2sinbc(1— coscx) dans les parties 2sinbe
—sin(x+4b)¢+}sin(x —b)c, il y aura & évaluer les six intégrales suivantes:

2 / me‘z"""sinbc% = 2 U/ )’ [ “e= cos be Do

1]

b 2umdb 2 i b
Iniafe T carelangg

I

? . de - x+b
—2n7TC = = —
/ e sin(x +6) - arclang 5=-,
2 / sinbcigc—c- = 7,
0

/msin(x+§)c§cf = in,

0

/wSin(m—b)c%E = _%ﬂ+%o (®<<b)

4] ﬂ (w > b) K
ou partout on suppose & > 0. Ces valeurs étant substituées, I’équation devient
LU S / xz+b zr—b
/ i =% 2arc tang2 — arclang 7, — - arctang 5 - :
_an [ o
: bJS c—a’
ou ©
S22 = —Lia—ae)
J e—a a
Pour n =00 on obtient I'intégrale connue
®» Loxr _ = -
m = -Z—l(i—ac ).
[]

Cet exemple correspond au cas ou f(x) est = arc tang-‘g-- D’une maniére
semblable on pourra transformer les intégrales

2w J, 207
S e, [ TGt Loe, e

0

en déplagant = dans I'exposant a I'aide des équations
— ® a—1 5—(b+x)c o Y et— —(b-+x)e
b+ ) r< ) entetde, 10t _*U/ — oe.
Berlin, Février 1845.
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