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9.
Transformation d'une integrale definie.

(Par Mr. R. Hoppe a Keilhau pres Rudolstadt.)

n integrant par parties, on trouve

lxmc, $hx £ = —-j-xm m$(hx-\-^π)-\- ^ lxm~*GQ$(hx-\-±n)dx.

En continuant la reduction jusqu'a ce que la puissance de χ disparait de Pin-
tegrale, on parvient a Pexpression suivante:

K=:m λ Λ l
' "fxmw*hxdx = — ̂ mi"2
A";;*m*gm"*co9(Ap + 1(* + 1)π).

Pour .r — 0 le second nombre s'evanouit, excepte son dernier terme, qui a
la meme valeur pour x = 0 et pour &=2ιΐπ; donc on a

f™ x"

Or on sait que
/(l _ 2a cos a? -f a2) = _2Ji^<

En multipliant cette equation par xm x, et en integrant suivant notre formule,
on obtient (en designant 1(1 — 2α cos χ -fa2) par L):

u
Or on a

4r - / 2/v
u

donc

sous condition que e2^!. En substituant cette valeur, et ayant attention que

on obtient

/"""*J
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140 9. Hoppe, iransformation d'une integrale definie.

Posons k — l au Heu de A, et ecrivons cos£(for) en forme imaginaire:
Pequation deviendra

Gelte somme est ce que donne la quantite
/, | ί^Υ1·1-1 · Λ wr\m+1

V + Zii*/ "Γ VA~2^/
lorsqu'on la developpe d'apres le binome, en soustrayant les deux terraes ex
tremes, savoir

Donc, en la rempla^ant par cette expression, on a

/
Inn fi /*αο £*γ·

xmL8x = ̂ riy ^^{(2ll7r+i^)m

α

Soit /^(a?) une fonction developpable suivant la serie· de Maclaurin pour
toute valeur de x. Multiplions Tequation par

1.2. ..m' '

posons »i = 0, 1,2,'... σο, et prenons la somme des equations obtenues: il
viendra

Inn /* * P/*.
/" (a?) L Sx = «/ ^^ {/"(2ηπ -f- ia?) + Α2»π — tar) —

Bien* que la generalite de cette formule subit une restriction, qui
exclut de son application la plupart des fonetions les plus usitees , eile fournit
les moyens de transformer Pintegrale dont il s'agit en beaucoup de cas, o la
fonction f ne remplit pas la condition, sur laquelle la deduction est fondee. II
suffira d'en donner un exemple. Pour /*(#) = tf~c* la formule donne Tequa-
tion suivante:

Multiplions -la par sinbcBc, et integrons par rapport c, depuis 0 jusqu' c»,
eu ayant «gard que
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θ. Hoppe, transformation tfune integrale definic. 141

il viendra

Si Γόη decompose le facteur 2sinbc(l — cos ex) daqs les parties 2sinbc
— sin(a?-f )c-|-sin(a? — b)c, il y aura a evaluer les six integrales suivantes:

/
°° Λ/» /"& /* °°

<r2n7Usinfo— = 2/ d*/ «r2™'
( J 0 0

/ e~2nncsin(x±b)— =

Γ* de2l sinfo? — = π^
c/ C0

f " ' , \ L \ d c il sm(a?~j-6)c — == ^π,
ex - C

Γ* · ι ^ c . , {0 (a?< )/ sm(ar — ft)c — = — \n-\-\ ;: ,;,J c l" (^>*),
o partout on suppose i>0. Ces valeurs etant substituees, l'equation devient

ο» _
— α α

απ/"00 gjr
δ^/ <^— «'

= _±/

α ν y

Pour n = σο on obtient Tintegrale connue

/

* Ldx n , . ΛΛ~&\-—- . — τ = -τ- /(l — ac ).
ft2^"·^ *

T*Cet exemple correspond au cas o f(x) est == arctang-τ-· D'une maniere
semblable on pourra transformer les integrales

/

2ηπ LQjC /*Znn
&+IF' / W+^Ld*> etc-

en depla9ant χ dans Texposant a l'aide des equations
»» -c — 6 x c c.

Berlin, Fevrier 1845.
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