Sulle superficie a curvatura nulla
1n geometria ellittica.

(Di Luier Bisxent, a Pisa.)

[ teoremi di cui qui do le dimostrazioni trovansi gia, per la massima
parte, enunciati nella mia Nota inserita nel vol. 30 degli Atti della R. Ac-
cademia di Torino (*). Credo per cid superfluo riassumere i risultati conte-
nuti nel presente lavoro, a cui quella Nota serve per s& di prefazione.

Soltanto richiamerd 1'attenzione sulle ulteriori proprietd qui descritte di
quei sistemi tripli ortogonali dello spazio ellittico, di cui fa parte una serie
di superficie a curvatura nulla, in particolare sul caso notevole in cui le su-
perficie di questa serie sono rigate.

Avverto inoltre che, per maggiore semplicith delle formole, suppongo in
tutto il corso della Memoria la curvatura dello spazio eguale all’unit.

§ 1. Gli scorrimenti nello spazio ellittico.

Mi sia lecito riprodurre dalla citata Nota la parte relativa agli scorri-
menti, essendo indispensabile 1’aver presenti le proprieta di questi singolari
movimenti dello spazio ellittico per studiare le proprietda delle superficie a
curvatura nulla, che con quelle strettamente si collegano (**¥).

« Gli scorrimenti, assimilabili sotto molti rapporti alle ordinarie trasla-
« zioni, possono definirsi per mezzo di una loro proprieta caratteristica con-
« sistente in cid che tutti i punti, eseguito il movimento, hanno la medesima

(*) Adunanza del 9 giugno 1345
(#*) Veggasi la Memorin di KiriN: Zin jicl-gnklicischon (feometric. Mathem. Au-
nalen, B 37, pag. D44,
Annali i Matemalica, tomo XXIV. 13
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« distanza dalle loro rispettive posizioni iniziali. Nello spazio rappresenta-
« tivo (*) essi sono le omografie biassiali 1 cui assi coincidono con due ge-
neratrici immaginarie coniugate dell’assoluto. Gli scorrimenti si dividono
in due classi distinte e cio& in scorrimenti destrorsi o sinistrorsi secondoché
gli assi della corrispondente omografia appartengono al primo ovvero al
secondo sistema di generatriei dell’ assoluto.

« In uno scorrimento ogni punto si sposta di un tratto costante d sopra
la retta della congruenza lineare avente per assi le due generatrici fonda-
mentali ¢ dualmente ogni piano ruota attorno alla retta della congruenza

&«

K

=

. d . . .
in esso contenuta dell’ angole costante ¢ == — (¥*). Ad ogni scorrimento cor-
bwl b) / D

« risponde cosl una congruenza che si dird una congruenza di Crirrorp.
« Analiticamente gli scorrimenti sono definiti dalle formole seguenti. Is-
sendo x,, x,, 23, ®, quattro variabili reali legate dalla relazione:

AR I S AR S JLESE IS

la formola:

ds* = R*(dx} - dz® | day? --da ),

definisce appunto I’ elemento lineare ds dello spazio ellittico di raggio K.
« Ogni movimento in questo spazio & rappresentato da una sostituzione orto-
gonale a determinante -} 1:

fe=d
:z;i:rsf}_]aikxk (i=1, 2, 3, 4),

sulle quattro variabili z. Per gli scorrimenti valgono in particolare le formole:
2, =Ax, — Ba, - Cay— Dr,
x'y = Ba, - Adws— D, -+ Cay /
o= Cx,+ Dz, -} Az, — Bz, \
a'y = Dr — Cuy 4 Br, -}- Aa,,

(1

(*} La rappresentazione di cui qui si trattn ¢ quella geodetica dello spazio elliftico
sullo spazio euclideo, che si ottiene mediante In determinazione metrica di Cayory a
ynadrica fondamentale {assolufo) immaginaria.

(**} Con 7 ¢ indicata la curvatura dello spazio elliftico. In seguito, come git lo
detto nella prefazione, riterrd costantemente R = 1.
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« ovvero le altre:
f(,'” == Ax, -_— Baig—_ Ox; —-DLI]

xy= Bz, -+ Az, + Dz, — Cx, /
J,',g B 01'1 — D%; _‘I— i‘l ;133 _i- B.(’_j \
¥, =Dr 4+ Cr, — B, -+ Adx,,

(2)

secondo che lo scorrimento appartiene all’una o all’altra specie, in ambedue
i casi denotando A, B, U, D quattro costanti, legate dall’unica relazione:

A-z;&_Be _l__ (2 _%__De__‘ .

« Ora supponiamo che, nelle (1) ad esempio, siano x,, 2., x;, v, fun-
zioni di una variabile «, sicché le formole:

Ty == Xy (u) (t=1, 2, 37 1), (\3)

¢i definiscano una curva; se inoltre i quattro coefficienti 4, B, C, D con-
« téngono un nuovo parametro variabile che indichiamo con v e poniamo:

A=y (), B=y@), =y, D=y, 4)

sostituendo nelle (1), queste ¢i definiranno una superficie come luogo della
curva (3) che si muove nello spazio collo scorrimento continuo di prima
« specie definito dalle (4). Ma d’altra parte se ordiniamo le nostre formole
. rapporto a i, ., ¥s, 44 scrivendo:

wE Y Byl — Ly Yy = g Y
Ty ==Y Y o Bl — Ts Yy /
T Xl = Telle T il b B fe

Ly Y5+ T Yy

(5)

&g ==Ly Yt sl

vediamo che la medesima superficie pud anche generarsi collo scorrimento

continuo della curva:
Ul:yl(v) (i:17 27 37 4)7 (3*)

lungo la curva (3). I.a superficie definita dalle (5) potra dirsi opportuna-
mente una superficie di scorrimento. Per definire una tale superficie basta
evidentemente dare, uscenti da un punto, le due curve generatrici (3), (3%). »
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§ 2. Le rigate delle congruenze di Clifford.

Dal sistema oo® di raggt di una congruenza di Currorp stacchiamone
ad arbitrio una totalita semplicemente infinita; avremo cost una rigata dellu
congruenza. Ora diciamo che sussiste il teorema:

Qualunque rigate di una congruenza di Clifford ¢ una superficie « cur-
vature assoluta nulla (*).

E infatti la nostra superficie § ammette un movimento continuo in sé
medesima e ciod appunto lo scorrimento secondo la congruenza di Crirrorp
in cui S & immersa. Ne segue che prendendo a lince coordinate u--- cost.
sulla S le rette ¢ a linee » = cost. le loro traieitorie ortogonali, 1I’clemento
lineare ds della superficie avrd necessariamente la forma che appavtiene ad
un’ordinaria superficie di rotazione (*¥), ciod:

d st = du - ¢*(u)yde?,

essendo ¢(») una funzione della sola . Ma poiche qui le u == cost. sono geo-

detiche, si ha:
dy
du o

¢ perd, cangiando il parametro v, risulta semplicemente:
d s ==du -+ de?,
cid che dimostra il teorema.
In particolare se in una congruenza di Cuirrorp si considerano 1 raggi
che si appoggiano ad una retta fissa, questi generano una particolare rigata

a curvatura nulla, /e superficie di Clifford, che possiede un doppio sistema
di rette ed ammette quindi due distinti scorrimenti fra loro permutabili. Da

(¥} Por una superficic dello spazio ellittico distinguinmo v curvaluvn assolude K
dally refativa k. Lo prima & la curvatnra che compele alln foraa differenziale quadratica
che ne fornisce il quadrato dell’elemento lineare. La sccondn, che cguaglin il prodotto
delle curvature prineipali ridotte, ¢ legata alla prima dalla relazione:

|
foom= B — 7{,—2' N
(**¥) Veggasi per os. il w” 101, pag. 158 delle mie Lesivsd i geometric differenziale.

{Pisa, Sporri, 1891)
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questa ultima cireostanza Cuirrorp traeva appunto la dimostrazione del teo-
rema che alla sua superficie compete il valore zero per la curvatura (*). Ma,
come sopra si & visto, cid discende gia dal fatto che la superficie ammette un
movimento continuo in st stessa, durante i} quale le geodetiche di un sistema
strisciano sopra se stesse.

Dimostreremo in seguito (vedi § 6) che le rigate delle congruenze di
Crirrorp sono le uniche rigate a curvatura nulla. Intanto possiamo gia dare
Je formole pitt generali che definiscono una tale rigata. Osserviamo per cid
che due congruenze di Currorp della medesiina specie sono sovrapponibili,
onde segue che le formole (1), relative ad uno scorrimento di prima specie
d’amplezza @, possono porsi, a meno di movimenti, sotto la forma:

2y COSE — - XL8en Y

caeose |

ry e P SeN T - 2, 00

o

(6)

. 7/
Xy == X, 0080 — psen v i‘

Xy = Ry SeN T - X, COS L.

Supponendo che in queste formole «,, #;, 2, r, designino quatiro fun-
zioni di una variabile « legate dalla relazione:

rl _E__ 1, _:_ P _F X2 == i ,

¢ del resto arbitrarie, avremo definita la pih generale rigaia di una con-
gruenza di prima specie di Cuwrrorp. Analogamente dicasi per le congruenze
di seconda specie. Senza particolarizzare la rigata (6), possiamo assumerne
a profilo generatore la sezione fatta 2ol piano x, =0, con che le formole si
presentano sotto la forma data net 5. * dslla mia Nota citata. Possiamo di
pilt supporre che a parametro w si prenda arco del profilo generatore e
allora le funzioni »,, x,, @, 2, verranno inolire legate dalla relazione:

"‘ZL)‘“E__ (@ ?_}_ ((/:(Us)“ - (d.i)i‘f)j i

d du du L du

i

L’ elemento lineare della superficie assume in conseguenza la forma:

ds* =duw - 2Ududv + dv?,

(%) Cfr. Kruy loe. cit., come anche le litogratie delle Vorlesungen tiber nicht-cukli-
dische Geometrie (1889-90).
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dove si ¢ posto:

£y e Ay 4y
(e doyv  drs T das das
du o dn du il

Verifichtamo ora subito la proprietd gid dimostrata che la curvatura e nulla.
ko infatti ne risulta:

s = (1 —Uydw - Udu - de).

§ 3. Formole fondamentali per la teoria delle superficie (*).

Come nella geowmetria ecuclidea, cosi nella ellittica (e nella iperbolica)
ad ogni superficie S appartengono due forme differenziali quadratiche fonda-
mentali, dalle quali dipendono tutte Ic proprietd inerenti alla forma della su-
perficie, astrazione fatta dalla sua posizione nello spazio.

Se indichiamo con «,, 2., =, v, le coordinate di un punto mobile della §
espresse in funzione di due parametri u, v ¢ con

> d a 7
Ny, X, X, X
le coordinate del piano tangente, ovvero le coordinate del polo di questo piano
rispetto all’assoluto, le X" sono determinate dalle equazioni simultanee (**):

rL L0

‘:" X - : = 0, A Y ‘X_ - - U
o= G ’ nd e’
¥ Xw =0, VXL

Le due forme fondamentali da considerarsi sono allora le seguenti:
ds? == Ndx — Edw -2 Fdudv - Gdv?
~e ¥ded X ==Ddw --2D'dudv -- D dv.
Fra 1 loro sci coefficienti sussistono, come in geometria euclidea, tre rela-

zioni, le quali esprimono le condizioni necessarie e sufficienti, perché quelle
due forme appartengano come forme fondamentali ad una superficie.

() L lettore trovera la dimostragivne delle forwole date nel prescnte paragrafo nei
due capitoli aggiunti alla traduzione tedesca delle mic Lesiond Jdi yeomeliia differensivle,

(*¥) Propriament» le X risultano determinate o meno del segno, ma un cangiamento
simultaneo del segno unelie coordinate di un punto viporta, nello spazio ellittico semplive,
al punto stesse.
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Queste relazioni sono date in primo luogo dalle equazioni di Codazz:i,
che si conservano precisamente le stesse come in geometria euclidea, e noi
scriveremo qui sotto la seconda forma (¥):

a ( D J D’ {22] D
L
VEG —- I L2

v \VEG — F* ou VEG — I
o122 D iy D
Lo I VhG —1 ' |2 (\/EG—Fe )
NI TN YO I S I B o
i \VEG— B2 0e\VEG —F:) L1 IVEG — I
__9)]5{__]_);__4«511( _Jl__::o
"1TIWWEG=F: 1V )VWEG—F?

In zecondo luogo abbiamo la equazione di Gauss che, a causa della curva-
tura K, = + 1 dello spazio attuale, assume la forma modificata:

DD"— D’ -

dove K indica la curvatura della prima forma fondamentale, cioé la curva-
tura assoluta della superficie S.
Viceversa, se le due formne:

Bdw +2Fdudy + Gde?
Ddw + 2D dudv + D" de?,

soddisfano le equazioni (4) e (B, esiste una superficie dello spazio ellittico,
perfettamente determinale di forma a weno di movimenti nello spazio, che
le ammette per forme fondamentali.
Per determinare poi le x, X in funzione di », v abbiamo allora le se-
guenti equazioni differenziali che valgono pei quattro valori:
i=1, 2,3, 4,
dell’indice 7:

i (L V)ox A1V e @) py
=izt i7 T Hn DX

a"}.!fi _312} ((}211[ §12227'L ' ' A K
~ A '
0Pei {22)0mi | {22)0w e L DY
RrE _ll,\ru+f9‘9%’ Foi+ DTN

(*} Lezioni, ecc., pag. 91
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cNi D Gy I'D—ED ¢

cu EG—F' fu " LG-~TF §o e 0
. pr e o ' e - (1)

(Ne DT —=GD (e | FD - KD vai \

N T A e N T

Si osservera che, formalmente, soltanto le formole del primo gruppo (C)
differiscono dalle corrvispondenti in geometria euclidea pei termini additivi:

-~ By, — ;. — Gy,

La superficie S descritta dal polo del piano tangente a S s dird la super-
ficie polare di S. BEsea pud anche definirsi come la superficie parallela a S
alla distanza di un quadrante.

Se indichiamo con

A& = Fdw -+ 2F dudr + G dv,

la prima forma di S, siceccme la relazione fra S, S & manifestamente inver-
tibile, varranno ancora le formole dedotte dalle (A), (B), (C), (D), col sosti-
tuire vispettivamente ad

E, F G,
i eoefficienti ()

§ 4. Formole di Frenet.

Insieme alle formole sopra riportate dobbiamo utilizzare nel seguito le
formole di Frenet per la teoria delle curve in geometria cllittica. Data una
curva C nello spazio ellittico, abbiamo da considerare in ogni suo punto, come
nell’ ordinaria geometria, le tre direzioni principali e ciot la tangente, la nor-
male principale e la binormale. Alla curva ¢ compete poi in ogni suo punto
una certa flessionc ed una certa torsione. La flessione }— sl misurerd sempre

9
v

in valore assoluto, cloé si assumera p positivo, mentre alla torsione 77 sat-

(¥} Le formole del presente paragrafo, nel caso specinle i un sistema coordinato
(11, ¥) ortogonale, turono date la prima volta dal Fmpr nella Memoria: 1 sisteini doppiv-
mente findli di vaggi negli spazi di coveatira costante (Amnaii della Senola Normale i
Pisa, vol. 7.7, 1805).
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tribuira anche un segno che dipendera dall’essere nel punto la curva destrorsa
o sinistrorsa (*).
Indicando con
’.Z',, x:’) .7‘37 .CU“
le coordinate di un punto mobile sopra C, espresse in funzione dell’arco u,
denotiamo con

(TSN

1) -’;?; 3‘37 2‘47
1 cosent di divezione della tangente, ossia le coordinate del piano normale e
similmente con
Ay By 7ay , 4y
1 coseni di divezione della normale principale, infine con

Cl) '427 C"; Ci)
quelli della binormale.
Valgono allora le seguenti formole:

dzi .. i . dn; RS ali &)
—— — o= e e X o EE e -y i
> d 5 © du 3 T du T

G=1, 2, 3, 4.

du

Esse si stabiliscono in modo simile alle formole di Frexer in geometria eucli-
dea, delle quali qui fanno le veei (*¥).

Notiamo soltanto la importante conseguenza che da queste deriva col
teorema:

Una curva C & pienamente determinata di forma dalle espressiont dei
raggi o, T di prima e seconda curvatura in funzione dell’ arco u.

Il lettore ricostruird facilmente la dimostrazione affatto analoga alla cor-
rispondente in geometria euclidea (**¥).

(%) Oft. Lezioni, ecc., pag. 1L

. . . 1 Co
(*¥) Se la curvatura A, dello spazio fosse + e esse si seriverebhero!

. .
i = i, dz; i L
du ? . e R

r ¢ .
dn; LG Lo At i
o o T AT T

(¥#%) Lezioni, ecc., pag. 12.

Annali di Matematicra, tomo XXIV, 14
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5. Curve a torsione costante,

Consideriamo la superficie rigata luogo delle binormali a una eurva C.
Indichiamo con v la lunghezza della binormale contata a partive da C e le
coordinate x'; dell’estremo saranno date dalle formole:

' == 1; 0081 -+ £;8en v. (7

Da quoste, derivando e tenendo conto delle formole (£) di Frexer, s trae
per I'elemento lineare ds’ della superficie

¢
3

ds® =dv* + EGOSET 5 senfug {gg; - (®

7.
Se si suppone 1" = cost. 1'elemento lineare (8) :.mpartiene ad una superficie
di rotazione di eul le » == cost. sono i meridiani, onde il teorema:

Le superficie delle binormali delle curve a lorsione costante sono appli-
cabili sopra superficie di rotazione, le generatrici distendendosi sui meridiand.

Inversamente si pud dimostrare che queste rigate sono le uniche appli-
cabili sopra superficie di rotazione in guisa che ai wmeridiani corrispondano
le generatrici, risnltato importante, perche con esso viene a precisarsi il caso
d’eccezione al teorema inverso di Wyxeartey in geometria ellittica (¥).

{3} Accénniamo qui solianiv alla dimostrazione. Sin:
R S A G L L

Pelemento lineare di nna vigata di enl le # = cost. siano lo generatriel o peréd assinto-
tiche, ondo:

D=
L formole di Conszzr ddnno:
3 dg}}' i}t %r 0
EEA ) R
& Vequazions di Gauvss:
.; 2 1l
bl
Dalla prima integrando segue:
D C
“*;" = ;—g (Cf bGSﬁ)*
b &

e sostituendo nella seconds, coll’integrave di nuovo si ofterrd per il d¢? precisamente
Pespressione (8} del festo.
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Ma qui a noi interessa il caso particolare in cui:
T: =1,
cioé la torsione della curva eguaglia in valore assoluto la curvatura dello

spazio. Allora la (8) ci da 1l teorema:
La superficie luogo delle binormali ad ogni curva di forsione costante

1 N .
7= + 1 ¢ una rigata a curvature nulla.
ki facile ora dimostrare il teorema inverso:
In ogni superficie rigata a curvatura nulla le traiettorie ortogonali delle
.. . . 1
generatrict Sono curve congruentt a torsione costante T = + 1.

sy

L’elemento lineare di una tale rigata riferita al
loro traiettorie ortogonali u sia infatti:

ds®=du®+ Gdv.

e generatrici v e alle

Poiche le v sono assintotiche sara:

D =0,
e inoltre, a causa di K = 0, per I'equazione (B) di Gauss:
D' =\G.
La prima equazione (A) di Copazzi da quindi:
06 .
F ,

onde deduciamo che anche le u == cost, sono geodetiche e perd ciascuna di
esse ha per binormali le generatrici. Ma allora basta ricorrere alla nostra
formola (8) per accertarsi che, essendo K =0 e le linee u, v geodetiche,
deve aversi:

Che inoltre le dette traiettorie ortogonali siano tutte fra loro congruenti ri-
sulta da ¢id che esse si corrispondono ad archi eguali e calcolando la loro
flessione si trova che essa & la stessa in punti corrispondenti, mentre anche
la torsione ha lo stesso valore =+ 1. Dal teorema alla fine del § 4 segue quindi
la veritd della nostra asserzione.
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§ 6. Le rigate a curvatura nulla.

Dimostriamo ora che le superficie ultimamente considerate sono rigate
di una congruenza di Cuiprorp, dopo di che, combinandovi il risultato otte-
nuto al paragrafo precedente, avremo stabilito il teorema gia annunciato al § 2:

Qualunque rigata « curcatura nulle & wna rigate di una congruenza di
Clifford.

Se consideriamo 1nfatti una saperficie (7) luogo delle binormali di una
curva a torsione * I, facilmente troviamo per le coordinate X,, X., X;, X,
del piano tangente le formole:

X =unicosv— E;sen v, (9)

onde pei coefficienti D, D'y D" della seconda forma fondamentale si calcolano
1 valori:

Df:'f D": 1, D//: . (10)

1 -
.
Di qui segue che cangiando » in v -- ¢, essendo ¢ una costante arbitraria,
tanto la prima che la seconda forma fondamentale della superficie restano
inalterate e perd (§ 3) esiste un movimento continuo di tutto lo spazio, pel
quale la superficie scorre in sé stessa. Ma di pit tutte le generatriei stri-
sciando sopra sé stesse, il movimento & di necessitd uno scorrimento, il che
dimostra quanto sopra & asserito.

Adottando la definizione di Crirrorp per il parallelismo di due rette in
geometria ellittica, possiamo anche enunciare il nostro risultato cosi:

Le binormali di oyni curva a torsione costante —,}—,: + 1 sono tutte rette
fra loro parallele nel senso d¢ Clifford.

Aggiungiamo che, a seconda del segno della torsione, il parallelismo sard
destrorso o sinistrorso.

Consideriamo ora in una rigata a curvatura nulla le assintotiche non
rettilinee. Per le (10) avremo immediatamente 1'equazione in termini finiti

di queste assintotiche sotto la forma:
2v —]—f —dc—u'z cost.

Osservando poi che per una tale curva i coseni di direzione della binormale
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sono precisamente le X; date dalle (9) e applicando le ultime formole (E)
di Frexer, stabiliremo subito il teorema:
In ogni rigata a curvatura nulla le assinlotiche non rettilinee sono (come
le traiettorie ortogonali delle generatrici) curve a forsione costante + 1.
Questo del resto non & che un caso particolare del teorema di Ewssprg
in geometria ellittica.

E facile stabilire inversamente che ogni curva C a torsione costante
1 . . . G
7= + 1 appartiene, come curva assintotica, ad co' superficie rigate a cur-
vatura nulla. Ritenendo per la curva C le notazioni del § 4 e ponendo:

J’dsi
g ==3 3

¢
le superficie richieste si troveranno date dalle formole:
%'; == w;008v } {£;0080 — n;8eng)senv, (1
il che d& per I’elemento lineare della superficie riferita alle assintotiche u, »:

Ast ==dw -~ 2coscdudr - dvs. (12)

§ 7. La superficie di Clifford.

Esaminiamo ora il caso particolare della superficie di Crirrorp, quando
ciod anche le assintotiche del secondo sistema sono rettilinee. Possiamo otte-
nere le formole relative dalle (11) supponendo che la curva C sia una retta,

L — 1. Bastera per cid prendere i

a cul attribuiamo la torsione costante T

valori delle

4y

Tiy  Sdy My iy

in guisa da soddisfare le formole (£) di Frexer in cui si faceia:

loo, =1
Prendiamo ad esempio:
Xy == COS U Xy == 8EN U Xy = 2, =1}
= —sen W 2y == COSU Ly = =10
By =0 g == 0 Ny == COSH ng == 8eNnu

. . 5 .
[N -l Fo—0 ¥ — conar ) neeoar
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e per definire la superficie di Cuirrorp riferita alle assintotiche u, » avremao
dalle (11) le formole:
&, == COS 1 COS & — COS 7 SeN USen v

T, == SENUCOSD - COST cosusent |
(13)
== 8l g COSNSen v \

Ty ==8€necsenusent,

essendo qui s una costante arbitraria ¢ per l’elemento lineare varra la for-
mola (12):

dst==du® 4 2cosadudv |- dv*.
I coefficienti della seconda forma fondamentale della superficie di Crrorp

bhanno 1 valori:
D=0, D’ ==seno, D=0,

La superficie di Cuirrorp ha quindi costanti ambedue 1 raggi prineipali di
curvatura, circostanza che si rende anche manifesta dall’esistenza di due di-
stinti scorrimenti della superficie in s¢ stessa. Aggiungiamo che la proprieta
di avere costanti i raggi principali di curvatura appartiene soltanto alla su-
perficie di Cuirrorp e alla sfera.

Le traiettorie ortogonali delle generatrici sono curve a torsione costante

— =+ 1 (§ 5), ma di pill attualmente anche la loro flessione & costante. F

invero la formola:
Ddw 2D dudy + D'd»

"Edw 4+ 2Fdudo + Gdo

o | e

che anche in geometria ellittica da la flessione della geodetica, spiecata nella
direzione fissata dal rapporto %—5; dimostra che per le dette traiettorie orto-
gonali, le cui equazioni in termini finiti sono:

v -+ uecoso == cost.

% -} veose == cost.,
sl avra:

1
— == cotao.
¢

Per cid le formole (13), dove si faccia:

U= — #%008q,
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danno la curva coi raggi di curvatura costanti:
o=1go, T=1.

Consideriamo ora le linee di curvatura della superficie di Cuwrrorp, le
cui equazioni in termini finiti sono:

v — u = cost., v -+ 1 = cost.

Esse sono linee geodetiche e perd in piani normali alla superficie; di pil
poiché 1 raggi di curvatura sono costanti esse sono circoli, tutti quelli di un
medesimo sistema avendo egual raggio. In fine si osservera che il luogo dei

.

centri dei circoli di un sistema & una retta normale a tutti i loro piani (¥),
siecche la superficie di Crirrorp & suscettibile della semplice generazione se-
guente che non sembra osservata:

Un circolo di raggio costante (arbitrario) il cui centro percorra wuna
retta, restando il piano del circolo sempre normale alla retta descrive una
superficie di Clifford.

(*) Tutte le proprieta ora descritte possono leggersi tacilmente nelle (13), dalle quali
tacendo per es. » = u risulta:
@&y =1 (1 4 cosc)sen®u
2y = (1 + cose)senu cosu (
Xy = SENC SENY COS YU \
a, = sena sen?u.
Di qui si traggono le due formole:
@gsens — a5l + cose) =0

) g G
xysenz + %,€08 7 = Sell 5

™

la prima delle quali dimostra che la linea di curvatura v == » ¢ piana, la seconda che
tutti i suol punti distano dal punto fisso:

[ [
(senga 0, 0, cosé—)a

di questo piano della lunghezza costante:

o7

ece, ecc.

] a

™
z
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§ 8. Le eliche in geometria ellittica.

Le proprieta delle rigate a curvatura nulla descritte nei paragrafi pre-
cedenti ravvicinano queste superficie della geometria ellittica ai cilindrs della
geometria euclidea, in particolare la superficie di Crirrorp al cilindro eir-
colare retto.

Proseguiremo ancora queste analogie col definire come eliche della geo-
metria ellittica quelle eurve tracciate sopra le rigate a curvatura nulla, che
ne tagliano sotto angolo costante le generatrici, che sono ciot geodetiche della
superficie. Per studiare le nostre curve consideriamo una tale rigata come

luogo delle binormali ad una curva C di torsione 7%: 1, per la quale rite-

niamo le solite notazioni (§ 4). Le coordinate di un punto variabile sull’e-
lica €' saranno date dalle formole:

&'y == x;c080 -+ ¢;8env,
dove si ponga:

v=1utgo (e cost.).

Derivando coll’aver riguardo alle formole di Frexer e all’ipotesi 7' = 1 e indi-
cando cogli accenti tutti gli elementi relativi a C, troviamo in primo luogo:

du
du =
cOoS =
indi:
£ e — pSEnZSen v -}~ 08 Co8Y ~- ncosasenv - £sen « cos v,

Con una nuova derivazione si trovano le formole:

n'; == 5;C08V — £;8env

—;1-,-:sen2a.+00825{> \ @
Ne seguono le altre: \ |
¢'y==~— L eOSaSeN VU — {S8eNa COSV — SN oSN ¥ - £ co8 0 COSY,
che derivate danno:
71—, == 0082 — E&U_-FELM (*). (%)

]
v

{*} Le formole {a), (¢} si potrebbero anche serivere subito come conseguenze delle for-
mole generali che danne la curvafura e la torsione di una linea geodetica di una superficic,
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Eliminando p fra le (a), (b) si ottiene:

1 tg o
F+ 7 T

S
L

ovvero: /
o (Ti — 1) = cost.

come relazione caratteristica fra 1 raggi di prima e seconda curvatura di

un’elica in geometria ellittica.

Osserviamo che dalle (a), (b) risulta come per p costante siano costanti
anche p' e T' e dipendentemente dai valori di p e di « possono ricevere
valori ad arbitrio. Se ne deduce il teorema corrispondente a quello di Puisux
in geometria euclidea:

Le curve che in geometria ellittica hanno costanti ambedue i ragyi di
curvatura sono le eliche (geodetiche) della superficie di Clifford.

Per avere dunque la curva pilt generale a raggi di curvatura costanti
bastera porre nelle (13) § 7

v="Fku (k cost.).

Si osserverd che se k& & commensurabile la elica corrispondente & algebrica.

§ 9. Le superficie generali a curvatura nulla.

Andiamo ora a trattare delle superficie generali a curvatura nulla dello
spazio ellittico, rigate o no. Dovremo perecid applicare le formole fondamentali
date al § 3.

Per una superficie S a curvatura assoluta K =0, la equazione (B) di

Gavss (§ 3) o da:
DD —D*_
EG—F
Le linee assintotiche della superficie sono quindi reali e distinte e assumendole

a linee coordinate u, v, avremo:
D=0, D=\EG—F:, D'=0.
Sostituendo questi valori nelle equazioni (4) di Copazz1, otteniamo:
12 12
5 1 (:0, E 2 §=0,

Annali i Matematiea, tomo XXIV. 15
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ossia (cfr. Lezioni, ecc., n.° 67, pag. 126).

) oG
w0 Wl

e cangiando i parametri u, v potremo fare senz’altro:
E=1, G=1
Cost per 1'elemento lineare della superficie avremo:
dst==du’ -} 2cosddudy -+ dv°,

essendo 4 1’angolo racchiuso dalle linee assintotiche. Ma poiché deve essere
K ==0 ne risulta:

quindi:
§=U~+V,

indicando U una funzione di # soltanto e V una funzione di ». Abbiamo
dunque il risultato:

L’ elemento lineare di una superficie a curvatura nulla dello spazio ellit-
tico, riferita alle sue linee assintotiche u, v, assume la forma:

ds?==du®-I- 2eos(U-- VYdudv 4 dv. (14)

Viceversa, prese ad arbitrio le due funzions U, V di u, v vispettivamente,
esiste una corrispondente superficie a curvatura nulla coll’ elemento lineare
(14), le u, v essendo le assintofiche.

L’ ultima parte del teorema si dimostra subito osservando che col prendere:

D=0, D =sen(U-}V), D' =0,

si soddisfano le equazioni di Copazzn

Dalla forma (14) dell’elemento lineare segue poi il teorema (efr. Le-
ziont, ecc., loc. cit.):

In ogni quadrilatero curvilineo racchiuso sulla superficie da due assin-
totiche del primo e due del secondo sistema gli archi opposti hanno eguale
lunghezza.

Si aggiunga che: La somma degli angoli di un tale quadrilatero é equale
a quatiro retti.
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E infatti se il quadrilatero & racchiuso dalle due coppie di assintotiche:
W= U, ° = u,
V=1, v =1,

e con U,, Uy; V,, V, indichiamo i valori che rispettivamente assumono su
di esse U, V, la detta somma & data da:

Ut Vot Uit Vib e (U + V) o — (Ui + V) =2r.

§ 10. Le superficie a curvatura nulla come superficie
di scorrimento.

Secondo il teorema di Exneeer, le assintotiche di un medesimo sistema
di una nostra superficie S hanno tutte la torsione

=1,

T
valendo 1'uno o Paltro segno a seconda che I'assintotica appartiene al primo
o al secondo sistema.
Di una di queste assintotiche, per es.:

U = U,

consideriamo la flessione — , la quale, per essere la linea assintotica, coin-

Py

cide colla curvatura geodetica ed ¢ data (salvo il segno) da:
1 av

e e e P
Pu, dv }

valore indipendente da w,. Ne segue che tutte le linee:

% = cost.,

avendo le medesime espressioni pei raggi di prima e seconda curvatura in
funzione dell’arco v, sono fra loro congruenti (§ 4). Lo stesso vale natural-
mente per le assintotiche del secondo sistema.

Nel movimento continuo che porta una assintotica a coincidere succes-
sivamente con tutte quelle del medesimo sistema i vari punti dell’ assintotica
descrivono, pel § 9, archi di assintotica dell’altro sistema di eguale lun-

by

ghezza, onde & facile concludere che i1 movimento stesso & uno scorrimento,
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Ma per stabilire questo risultato in tutto rigore bastera che ci appoggiamo
sul teorema:

Le tangenti condotte per ¢ punti di una assinfotica w==wu, di ung su-
perficie a curvatura nulla alle assintotiche v dell’ altro sistema sono rette fra
loro parallele (nel senso di Clifford).

La dimostrazione di questo teorema risulta facilmente dall’applicare le
formole del § 3 al caso nostro. E infatti considerando la rigata generata da
quelle tangenti, basterd provare (pel § 6) che essa & a curvatura nulla. Ora
indicando con ¢ la lunghezza del tratto di generatrice contata a partire da
== Uy, per le coordinate z'; dell'estremo avremo:

, 0 xi
:z:,i::aficost—{——,éz—:sent,

. 0 Xi . . . . .
ove in x; e = si faceia ©=u,. Derivando coll’aver riguardo alla media

ou
delle (C) § 3, troviamo:
97 @-ﬁcost—{— jsen(Ua-{~V)X,~—~cos(U0 -+ V)x,-?sent j
do b0 j (
-az%’- smx;sent—%—%%cost, \

avendo al solito indicato con U, il valore di U per u = u,.
Per 'elemento lineare della rigata ne segue subito:

ds't= Ndai*=dv* + 2eos(U, - V)dvdt |- d#,

formola che mette appunto in evidenza I’avere la rigata nulla la curvatura.

Se ritorniamo ora alla considerazione del movimento infinitesimo che
porta un’assintotica w nella posizione infinitamente vicina, vediamo che tutti
i suoi punti si muovono di tratti eguali secondo direzioni parallele e perd il
movimento stesso & uno scorrimento. Possiamo quindi enunciare il risultato
finale:

Le superficie a curvatura nulla dello spazio elliftico sono superficie di
scorrimento che hanno per curve gemeratrici due curve a forsione costante

%:: * 1 eguale ed opposta.

Aggiungiamo poi che, essendo le due funzioni U, V affatto arbitrarie,
potremo scegliere le due curve generatrici C, C' ad arbitrio, purché I’una
sia a torsione -1, I'altra a torsione — 1. Basterd allora collocare C, €’ nello
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spazio in guisa che escano da un medesimo punto, avendovi a comune il pianoe
osculatore, ma tangenti distinte. Di poi dando alla C, lungo la C’, uno scor-
rimento destrorso o sinistrorso a seconda del segno della sua torsione, si ge-
nererd una superficie a curvatura nulla.

Si noti poi che i risultati dei §§ 1 e 5 ¢i pongono in grado di asse-
gnare, con sole quadrature, tutte le curve a torsione * 1 e quindi anche tutte
le superficie a curvatura nulla.

In particolare si osservi che se delle due funzioni U, V una & costante
la superficie & una rigata e ancor pilt in particolare una superficie di CriFrorp,
se sono costanti ambedue.

§ 11. Evoluta ed evolventi delle superficie a curvatura nulla.

Se riferiamo una superficie S alle sue linee di curvatura u, v e con
ds® = Edu*-- Gdv*

ne indichiamo !’espressione dell’elemento lineare, con »,, #; i raggi principali
(ridottl) di curvatura, le formole (4) di Copazzr diventano:

- L
(i__l) OlogVE _ _ 710 4 (
O ov oo
A*
L (4%
1 1)\ dlogyG |, " ri
(;:_rz) ou + 0u =0 /
Ora se poniamo:
ry==tgw,, 7y, == 1g10,,

le lunghezze w,, w, sono precisamente quelle che intercedono fra un punto M
di S e i rispettivi centri principali di curvatura M,, M,. Indicando con ;%)
(¢=1, 2, 3, 4) le coordinate di M,, si ha:

2 = x;cosw, — X;senw,.
Di qui derivando ed indicando con
Ez; Fi, Gi
DH .D,", 1”7

i coeflicienti della prima e seconda forma fondamentale per la prima falda S,
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dell’evoluta di S, troviamo:

0w i? sent{iey — w9 . g G FOw .
B = (Gn) + BERE . p R B g (52 (1)

ou sen? e T 0v
E senws 0us , o G G .
D,='—‘....‘:.—‘—;‘i-—"'"-~2-: D, :0, D, ::“L‘T—' (lh\
V@ sentw. O senwy 0v
Costruendo 1’ espressione:
b DD — D
t Ei Gi ke ﬁ‘i? ’
della curvatura relativa di S,, ne deduciamo:
7102
1 ov ,
by = — an
! sen?{w; — w2} _Qwa ’ :
0v
e con notazione analoga per la seconda falda:
0 w;
1 du
ly = — - (17%)
Sen® (wy — ws) 0we
ou

Supponiamo ora che la evolvente S sia a curvatura assoluta nulla, ciod
s1 abbia:
¥y = — 1,
ossia:
™
W, — W, === —

P
Le (1T), (17*%) danno allora subito:

3{"1 = —— 1’ ])'2 o s
mentre le (16) dimostrano che:
D;, Dg‘g I)[”,
sono rispettivamente proporzionali a
L - 6
== - -;-* > D = 07 D= — -f: ]
2 "y

Abbiamo quindi il teorema:
1. Le due falde dell’ evoluta di una superficie o curvatura nulla sono
esse stesse a curvatura nulla: alle assintotiche della evolvente corrispondono
sopra ambedue le falde dell’ evoluta le assintotiche.
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Osserviamo che, secondo le (15), l’elemento lineare ds, della prima
falda S, & dato da:

dst = dw; + B S0 1) g

sen®ws

. i . .
onde calcolando sopra S, la curvatura geodetica — delle linee geodeticamente
Ty

parallele w, = cost. troviamo:

— = cot. (wy, — w,). (18)

“

1
0y

Applicando questa formola al caso attuale, abbiamo I’ ulteriore risultato:

II. Le geodetiche inviluppate sopra ciascuna falda dell’evoluta di una

superficie a curvatura nulla dalle normali della evolvente sono parallele nel
senso euclideo.

Inversamente prendiamo una superficie S, a curvatura nulla, nella quale
tracciamo ad arbitrio un sistema di geodetiche parallele e a queste condu-
ciamo le tangenti. Sia S una qualunque superficie normale a queste tangenti,
ciod una evolvente di S,. Poichd qui deve essere 1 0 la (18) ci da:

"
e

T

Wy Wy =

ciot il teorema:

IIL. Tracciando sopra una superficle a curvatura nulle un sistema
qualunque di geodetiche parallele, le rette tangenti a queste geodetiche hanno
per superficie normali altrettante superficie a cuwrvatura nulla.

§ 12. Verifica.

Non sara inutile verificare direttamente le proprieta gia dimostrate al
paragrafo precedente.

Riferiamo per ¢id la superficie S a curvatura nulla alle sue linee assin-
totiche u, v e sia (§ 9):
ds® = du? -+ 2cos(2Q)dudv + dv?,

Q=U+7,

il suo elemento lineare. Per le coardinate z;" dell'uno dei centri di curva-



116 Bianchi: Sulle superficie a curvatura nulla

tura avremo allora:
2 = 2;c080Q — X;senQ.

Derivando col tener conto delle formole [(D) § 3]:

? X; . 0 1 02

T~ R T — e B

o Xi 1 0 x: o O Ti

Do sen(20) ou + COH‘ZQ)%-’ !

si trae:
el . i oxi . '

agn . G;S . (%a% + %ﬁf&a) — {misen Q + XieosQ) U
PR 1 dxi , 0w ,
jav = Soos0 (—87{ + —57)-— (z:senQ + X;eosQ) V', \

da cui per I’elemento lineare ds, della corrispondente falda dell’ evoluta risulta:
ds =1 +UNdw+20 +U V)dudv + (1 + V?*)dv, (19)

formola che, ponendo:
o=+ v, B=U+YV,
diventa:
ds?®==do® 4+ df

Cid dimostra la prima parte del teorema I, § 11 ed il teorema II. La seconda
parte del teorema I, si verificherebbe agevolmente osservando che le coor-
dinate X, del piano tangente all’evoluta sono date da:

X0 1 [dai o
= ol B
‘ 2sen \ du fo

e percid valgono le formole:
o X'V 9 o Xt 9yt
) ouw Ou dv 0w
Come immediata conseguenza della nostra formola (19) troviamo poi che le

assintotiche v = cost. sulla evoluta sono rette allorche si abbia U =0, ciok
U’ == cost., nel qual caso le assiniotiche della evolvente hanno, olire la tor-

== (), 2

. 1 . .
slone 7 = + 1, costante la flessione. Prendendo adunque delle rigate a cur-

vatura nulla le evolventi rispetto ad un sistema di geodetiche parallele avremo
quelle superficie a curvatura nulla di cui una delle curve assintotiche gene-
ratrici ha costante la flessione. In particolare per le evolventi della superficie
di Currorp ambedue le assintotiche generafrici avranno flessione costante.
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§ 13. Superficie complementari.

Se combiniamo il tecorema IIL col teorema I del § 11 ne deduciamo su-
bito la costruzione seguente che rappresenta per le nostre superficie la tra-
sformazione complementare (cfr. Lezioni, ecc., pag. 431):

Sulle rette tangenti alle geodetiche di un sistema parallelo sopra una
superficie S a curvatura nulla si stacchi, a partive dal punto di contatfo, un

segmento eguale ¢ un quadrante ;—c(*): il luogo S’ degli estremi sard una

nuova superficie ¢ curvatura nulla.

Possiamo facilmente dimostrare in modo piu diretto questo teorema. Sulla
superficie S prendansi infatti a linee coordinate v le geodetiche del sistema
parallelo e le loro traiettorie ortogonali #, sicche per I'elemento lineare avremo
semplicemente:

dst = du® + do?,

ed essendo nulli tutti i simboli di Caristorrer, le formole (A4) di Copazzr espri-
meranno semplicemente che:

Ddu-+ Ddv
D'du -+ D"dv,

sono differenziali esatii (**). Ora le coordinate z'; del punto di S’ corrispon-
dente al punto z; di S sono date evidentemente da:

" 0 i
[ ;== o
: ou

(*) Il senso é indifferente, perché nello spazio ellittico semplice la retta si chiude
dopo un giro di =.

(**) In questo modo di frattare il problema D, I, D" risultano le derivate secondo
di nna medesima funzione @ (u, v):

o

I

°e n_ 00

V= age =77

e

3

integrale dell’ equazionce:

FE R ,...( PEL S Y:

e

Annali di Malematica, tomo XXIV. 16
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da cui per le (C) § 3 si ottiene:

108! . A S
¢ ds? = du* 4+ (Ddu-+ D' dvp,

il che, per essere, come si ¢ detto, Ddw 4+ D'dv un differenziale esatto, di-
mostra il teorema.

Osserviamo poi che dalle proprieta svolte alla fine del § 12 risulta che
la trasformazione eomplementare applicata ad una rigata a curvatura nulla
d3 sempre nuovamente una rigata, in particolare la complementare di una
superficie di Crirrorp & una nuova superficie di Crirrorp. La stessa cosa ri-
sulta anche dall’ osservare che la rigata ammette uno scorrimento in sd stessa,
durante il quale la complementare scorre pure sopra st stessa; questa super-
ficie & dunque nuovamente rigata.

In luogo di un sistema di geodetiche parallele sopra una superficie a
curvatura nulla, prendiamo ora a considerare un fascio di geodetiche uscenti
da un punto a distanza finita e della S costruiamo la complementare (*) S' ri-
spetto a questo sistema di geodetiche.

Secondo il teorema di Wemeartes (esteso alla geometria ellittica), tutte
queste superficie 8 costituiscono una classe completa di superficie applicabili
I'una sull’altra. Per superficie tipica di questa classe si potrd prendere ad
esempio la complementare di una superficie di Crirrorp.

Cost adunque, nella geometria ellittica, troviamo con sole quadrature due
classi complete di superficie applicabili, ciod le superficie a curvatura nulla e
le loro complementari test® considerate. A queste due classi & da aggiungersi,
come completamente nota, una terza, quella delle superficie sviluppabili, cioé
distendibili sul piano della geometria ellittica. Queste superficie, caratterizzate
dal valore K =1 della curvatura assoluta, sono come le analoghe dello spazio
euclideo, il luogo delle tangenti alle cuvve dello spazio (**).

(¥} Lesioni, vee., pag, 257,
(*%) I Iottore dimostrerd faecilmente dl teorema, ricorrendo alle formole {4}, (D) del
§ 3 e supponendovi, come ¢ lecito;
F=0, D=4, =0,
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§ 14. Sistemi tripli ortogonali nello spazio ellittico.

Affinehe Velemento lineare:
dst = Hrdu?®+ Hrdu? + Hz2duy?,
appartenga allo spazio di curvatura di Rmuany K, = 1 & necessario e suffi-

ciente che le funzioni H,, I1,, H, delle tre variabili »,, u,, u, soddisfino le
sel equazioni:

gy 1 OHy ofr 1 01 AH !
Guioun  Hi oui owr @ Hi Gun cw /

; (1 'OHRJ, 0 (1 NIPHJ;_(E{E”__.M?LH%:O} \

cni VH: Pui) U Qwr \Hp Swi! U HP dw Jw

dove con ikl si indica una qualunque permutazione degli indiei 123.
Supposte le (20) soddisfatte, per determinare in funzione di w,, %, us,
le coordinate:
L, Xy Ty Xy,

di un punto dello spazio, legate dalla solita velazione:
x4 xt otk =1,
tali dunque che si abbia:
Ydep = Hrdu® + Hedu,t + H2 dug?,

valgono le osservazioni seguenti.

Poniamo:
T 1 axv
W = = T v=1, 2, 3. 4
’ H; 0w - P )
siccheé:
'::1(1)7 £2u>7 63(2)7 ;‘1(1)7

sono 1 coseni di direzione della tangente alla linea coordinata (u;). Allora se
consideriamo le quattro funzioni:

x‘l, —':v(i)7 _.;,('2), _,:v(:}),



120 Bianchi: Sulle superficie « curvature nulla

per un valore fisso qualunque di v, esse soddisfano al sistema di equazioni:

H

R - P10
[ANi)
0%k 1 0H; .

LA £
Qi Hy Qup
_8'5, ki 1 ¢ H ()
8'&(-( ff/f o °

sk 1 0Hk "

& un H Tuw ° H ¢

> (21)

1 0H:, -
T, I i(l)—“Hkxy

le quali, appunto in virty delle {(20), formano un sistema illimitatamente in-
tegrabile.

§ 15. Sistemi tripli ortogonali
con una serie di superficie a curvatura nulla.

Un semplice esempio dei sistemi indicati mnel titolo di questo paragrafo
si ha considerando una superficie a curvatura nulla e le sue parallele che sono
altrettante superficie a curvatura nulla. Queste superficie parallele insieme
colle sviluppabili luogo delle loro normali lungo le linee di curvatura danno
il sistema in discorso.

Volendo studiare i sistemi generali che contengono una serie di super-
ficie a curvatura nulla procederemo in modo affatto analogo a quello tenuto
al n.° 293, pag. 497 e ss. delle Lezioni, ecc. e dalle attuali formole (20) de-
durremo che pud porsi:

)
H, = cos?, H, =sen¥, Ils—_:?——,
8313
dove la funzione ¢ deve soddisfare alla equazione del 2.° ordine:
g6 EL]
I . 29
7ug? D us? ? (22)
e alle tre del 3.° ordine:
D( 1 &6\ 1 86 0 ‘x
Jus \senb Juedus)  cosh dun Owidus }
b (1 @6\ 1 a0 2h 93)
Gus\coSH cuiOus/  senl Jus Juzdus ¢

o346 cosf 06 29 senfi 96 ¢

I I == ~ - ~ 2>
s Oz dua senh du Onedus cosf Jus Ouws Jus
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all’ultima delle quali conviene anche dare le forme equivalenti:

_g_(l B9 \ 1 &h g8
dui\sen fuzgus)  cosO due Jwaduws |

01 aee)~ 188 36
Ous (cosﬂ S dusl  sen® Sus Dus Ous

N !

In forza di queste equazioni si vede che 1’ espressione:

1 029 ‘5+ 1 020 \
cos b E)uu’)us) send Jusdus)
¢ indipendente si da u, che da u, ¢ perd, cangiando convenientemente il pa-

rametro 1w, si pud dare a questa somma il valore = I.
Indicando quindi con » un angolo ausiliario, potremo porre:

09 cos b sen 628
= = C Sen w e
Ous Ous ! Gtz Outs

== 8€NJCcosw,

dopo di che le (23) diventano semplicemente:

00 ) | 0w

A == R 9 — = = s
dur  Oue du: O
¢ queste traggono seco evidentemente la (22). Avremo dunque un sistema
triplo ortogonale della specie richiesta corrispondente alla forma:

2 2 ] . b() It a :
ds® = cos*fdu’ + sen*sdu,’ + (5—?(—) du, (24)
O U3
dell’ elemento lineare, ogniqualvolta la funzione 5 sia legata ad un’altra fun-
zione ausiliare « dalle equazioni:

0% ﬁ 04  fo \
dwn Oue vu: O (

A (25)
ik == C08fsenn (all == 88N § COS \
Jur dus ! Ouedus o

Ora questo sistema (25) si riporta facilmente alla nota equazione:

0tz

W == 3ene,

della teoria delle ordinarie superficie pseudosferiche, procedendo nel modo
seguente.
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Introduciame in luogo di u,, u, le due nuove variabili «, 8:

(0 — uy,

B -

., .
o= = (Ut £ 1), G=

ciot 1 parametri delle linee assintotiche e le (25) diventano:

06  do b  do
0z 0z’ a8 0 ;‘
\ (26%)
G sentd + w) ki sen (¢ ) %
- == v ()] el - 0}, i
¢ gus ‘ 2 08 Ous '
Ma dalle due prime equazioni segue che possiamo porre:
9 = ;{ "1“ B | N
\ 126)
Gy == A - B,

dove A & una funzione delle sole variabili o, u, e B delle due 8, u,. Dopo
di cid le due ultime (25%) c1 danmno:
04

I sen(2 4) 27,
d*B

L = 2B 7%
BT sen (2 B). (27%)

Abbiamo cosi tanto per la funzione 4 che per la B la equazione trpica
da cui dipende la ricerca delle ordinarie superficie pseudosferiche. E poiché
inversamente se A, B sono rispettivamente integrali dalla (27), (27%) le fun-
zioni 8, » date dalle (26) soddisfano le (25%), ossia le (25), possiamo enun-
ciare il notevole risultato:

Ad ogni coppia di superficie pseudosferiche dello spazio ordinario, prese
ad arbitrio, corrisponde un sistema friplo ortogonale (24) dello spazio ellit-
tico con una serie di superficie a curvatura nulla.

I nostri sistemi tripli ortogonali vengono quindi visibilmente a dipendere
da quattro funzioni arbitrarie.

§ 16. Sistemi complementari.

E chiaro che la funzione w definita dalla seconda delle (26) verifica le
medesime condizioni della ¢ e percid I'elemento lineare:
dw

ds® = cos’wdu® + senfwdu,® -+ (——)sdu;, (28)

Jus
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definisce alla sua volta un secondo sistema triplo ortogonale della medesima
specie del sistema (24). Due tali sistemi si diranno complementari per la ra-
gione che andiamo ora ad esporre.

Nel sistema triplo ortogonale (24) consideriamo sulle superficie a cur-
vatura nulla u, = cost. le linee di livello:

e dimostriamo che esse formano un sistema di linee geodetiche parallele.
A causa delle due altime (25%) I’equazione differenziale delle linee di
livello pud scriversi:
cosfsenmdu, -senbeosodu, =0,

e quindi quella delle traiettorie ortogonali:

cosfeosmdi, — sendcosmdu, = Q.

Ma le due prime (25) ci dimostrano che 1 primi membri delle due equazioni
precedenti sono, rapporto a u, v, i differenziali esatti di due funzioni che in-
dichiamo con ¢, ¢ (¥), onde avremo:

cosdsenwdu, | senfcosmdu, =dg )

cosfcosadu, ——sendsenndu, =dy, )

da cui quadrando e sommando si ottiene:
cos*fdu 4 sen*ddu,’ = d¢* - d?,

con che appunto & dimostrata 1'asserzione superiore.

Ora diciamo che:

Se di ciascuna superficie a curvatura nulle del sistema (24) st assume
la complementare rispetto alle geodetiche parallele di livello, le nuove super-
ficie a curvatura nulla ottenute danno appunto luogo al sistema (28).

E infatti se adoperiamo le notazioni del § 14 e indichiamo con

7;17 7/?7 ﬂ{i; 7]17

,

. : N : . - 28
i coseni della direzione tangente in un punto ad una linea di livello = cost.,
s

(*) La stessa cosa si vede subito trasformando le dette espressioni in coordinate «, B
perché esse diventano rispettivamente:
sen(24)de 4 sen'2B)d B
cos(24)dx — cos(2B)d8.
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avremo per le (25): .
i == cosmw — £;Msenw. (29)

Ora le formole generali (21) applicate al nostro sistema (24) danno le formole:

rart o0 ETRY i

e = 2400 bogen 62,08 —— cosfmy, i == i 500 == gen w £, ‘
dut ¢ 112 2 Y Pue w7t b "
0% 00 FETRS ob . DEi .
L T2 T e — 20 00805, —senfa;, —— = cosw i)
& e e RTES dit 0wz (30)
~n oz Y -
RE . 0<is VRTR: . . 28
i sen §£;1), —a—:;— = cos 55, -5—-;- ==~ 8eN 0 £4(1) — cogw 538 — T x;
(:.Z’.l_wcos@n(’) gﬁf__sen&’(?) 2_’&::{1@_ gz
7y Jus G U3 Jus

Calcolando con queste formole le derivate delle ; dalle (29) troviamo:

i m

= == cosa(senf s — coshr

0 m( z)

0 NP /
T senw(cos§£ - sengxy) g
= — (senw 4 - cosnl (2>) ge .,
Ous

da cui risulta:
o 2
E 3 0"') -
Ndy? ==cos*ndu’ --sen’wdu,® +|{-—| dus,
Jus

formola che dimostra il teorema.

§ 17. Sistemi con superficie a curvatura nulla rigate.

Abbiamo dimostrato alla fine del § 15 ' effettiva esistenza dei nostri si-
stemi tripli ortogonali, riferendoci alla teoria delle superficie pseudosferiche
ordinarie. Ora consideriamo una classe molto notevole di questi sistemi che si
ottiene assumendo eguale a zero I'una o [’altra delle funzioni 4, B al § 15.
Prendiamo per es. B==0, ciod § =w e allora basterd che la funzione ¢ delle
variabili #, -+ u,, u, soddisfi I’equazione:

g8
e === GOT} § COS 6.
1y s

Ma poiché sopra una superficie a curvatura nulla w, = cost.,, ¢ & funzione
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di w, - 1, soltanto, ne risulta che le linee assinfotiche w, -} u, = cost., sono
rette e percid:

Nei sistemi tripli ortogonali in discorso le superficie u; = cost. sono ri-
gate a curvatura nulla.

La stessa cosa risulta dall’osservare che le dette linee assintotiche coinci-
dono nel caso attuale eolle linee di livello e perd sono geodetiche parallele (§ 16).

Come caso particolare del risultato ottenuto alla fine del § 15 abbiamo
qui il teorema:

Ad ogni superficie pseudosferica dello spazio euclideo corrisponde un si-
stema triplo ortogonale dello spazio ellittico, nel quale le superficie di una
serie sono rigate o curvatura nulla.

Un’altra singolare proprietd degli attuali sistemi merita di essere osser-
vata. Se cangiamo le variabili #,, %, ponendo nuovamente:

Uy~ =20, Uy — Uy == 23,
Velemento lineare (24) diventa:
st — dot - 2008 (26)dndf - d 6 -+ (—a%e—)dz
(L3

e poiché ¢ & funzione solo di «, #, (indipendente da f8) le superficie o = cost.
che hanno 1’elemento lineare:

ds==d B -+ (3%;6*) dug?,
£

sono rigate a curvatura nulla. Ma in queste superficie le traiettorie ortogonali
delle generatrici sono curve a torsione % 1 (§ 5); dunque sussiste il teorema:

Nei sistemi tripls ortogonali che contengono una serie di superficie ri-
gate a curvatura nulla le traiettorie ortogonali di queste superficie sono curve

. 1
a forswone costante = + 1.
Ne segue che sulle superficie delle altre due serie le linee di curvatura
. . . 1 . .
di un sistema sono curve a torsione costante 7= + 1. Le superficie poi che
sono luogo di assintotiche curvilinee corrispondenti sulle u; = cost. posseg-
. . . . 1 ,
gono un doppio sistema ortogonale di curve colla torsione 7=* 1, quelle
dell’un sistema essendo inoltre geodetiche.
In fine osserveremo che se dello spazio ellittico si fa la nota rappresen-
tazione conforme sullo spazio euclideo, i sistemi tripli ortogonali della specie
Annali di Matematica, tomo XXIV. 17
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ora studiata hanne per immagini sistemi ftripli ortogonali dello spazio ordi-
nario ¢ poichd le rette dello spazio ellittico hanno per mmagini cireoli che
tagliano In punti diametralmente opposti una sfera fissa, ne concludiamo:

Ad ogni superficie pseudosferica (dello spazio enclideo) corrisponde wuni-
vocamente un sistema triplo ortogonale ordinario, in cui le superficie di wna
serie sono CERCHIATE ¢ precisamente lwoght di circolt, che tagliano in punti
diametralmente opposti una sfera fissa.

Si aggiunga che tutte queste superficie cerchiate sono integrali di una
medesima equazione a dervivate parziali del secondo ordine, la quale esprime
che le superficie obiettive dello spazio ellittico sono a curvatura nulla. Di pit
¢ evidente che i cireoli non sono linee di curvatura, perchd corrispondono alle
assintotiche della superficie obiettiva. Inoltre i circoli stessi insieme colle loro
traiettorie ortogonali formano, sulle superficie in discorso, un sistema isotermo.

§ 18. Trasformazione di Bécklund.

Al sistemi tripli ortogonali finora studiati sono applicabili quei metodi
di trasformazione che ho esposto pei sistemi pseudosferici ordinari al Cap. XX
delle Lezioni, ece. Qui mi limiterd a dare le formole effettive che servono
per siffatte trasformazioni, sulle quali formole sard poi facile verificare tutte
le proprietdh asserite.

Counsideriamo uno dei nostri sistemi definito dalla forma (24) dell’ele-
mento lineave dello spazio, essendo 7, w due funzioni legate dalle (25). In-
dicando con ¢ un terzo angolo incognito ¢ con 5 un angolo costante, si de-
termini ¢ dal sistema simultaneo:

o 0 ‘
L = cotzsen{o - 6) \

i

cue !
e ) , !
<= "I— == —— 0t g sen (¢ -~ ) (3] )
s iy \
e ¢h .
‘}—:’-'-- e tQ"JQOn(% i (')} (’r)s
i CHiz
(*) Se in particolare ¢ = < vitorniuno alla trasformazione complementare (§ 10),

giacehe allora ne segue:

_L,
l
]
s
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ossia dalla corrispondente equazione ai differenziali totali:
do (cota sen (o -+ 6) — ~d—e—)dﬂ, — (uotc sen{y -+ 9) —-}— 8u dua

— (tgasen(¢+0))+5i{;)dua. (31%)

Le condizioni d’illimitata integrabilitd per le (31) o (31%) sono qui iden-
ticamente soddisfatte a causa delle (25); percid la soluzione generale ¢ del
sistema (31) contiene una costante arbitraria. Preso 'angolo ¢ eguale a una
soluzione particolare qualsiasi delle (31), conduciamo a ciascuna superficie a
curvatura nulla u, = cost. in ogni suo punto (z;) una tangente inclinata sulle
linee di curvatura u, = cost. precisamente dell’angolo o e sopra questa tan-
gente stacchiamo, a partire dal punto di contatto, un segmento eguale alla
costante o. Se con «'; indichiamo le coordinate dell’estremo, avremo manife-
stamente:

7' == 70080 —+ (£ cos ¢ - £Fsen ¢)seno. (32)

Calcolando le derivate delle z';, osservando le (30) § 16 e le (31), tro-
viamo:

%a; == 0087 08¢ C08(g - 6)£;{) - cosa cosgsen (g -1 6) &, -
i
-+ senc cosgsenf£;¥ — senq cosg cos b x;
%{i == cososengsen{p - 6)¢;") — cosgsengcos(p - 6)&;® — s (32%)
Us ’
~ gengseny cosf £, — sencsengsenfx;
%‘“ = [— sencsengé, V) - senc cos ki) — cose é; 3)}
Hz f

e per la somma dei quadrati dei differenziali d«’; abbiamo quindi:
ds'® = ¥du;/*=cos’¢du’ -+ sen’qadug?—}-( )deﬂ (33)

Questa formola ci dimostra come, per mezzo della costruzione indicata,
siamo pervenuti ad un nuovo sistema triplo ortogonale Di pih le %upelﬁcie

so&(hsfa. al}a equazione:
9 0%

ﬁm 5’2222 =
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§ 19. Continuazione.

La interpretazione geometrica dei risultati precedenti & cost simile a
quella che ho stabilito al Cap. XX delle Lezioni, ece., che sard inutile in-
sistervi. Osserviamo soltanto che la nostra trasformazione pud applicarsi non
solo ai sistemi tripli ortogonali considerati ma anche alle superficie a curva-
tura nulla isolate. In tal caso si ottiene ogni volta una congruenza di raggi
nella quale ¢ costante la distanza dei fuochi e dei punti limiti mentre le due
falde focali sono superficie a curvatura nulla. Su queste si corrispondono
incltre e linee di curvatura e assintotiche, queste ultime ad archi eguali.

Esaminiamo ora il modo di integrare il sistema (31). Trasformiamo per
cid nuovamente nelle variabili:

1 1
a= (us - uy), G = 5 (u, — uy), Uy,
ed otterremo:

2o+0)
da

20— —  2cotosen(y + 9) (34)

0 +9)

——"8—1—[3‘—*— = - tgasen(? —I— w).

Ma al § 15 formole (26) abbiamo posto:
§=A - B, w=A4 — B,
e risultando dalla prima delle (34):
9 =D — 4,

dove B’ indica, come B, una funzione delle due variabili 3, u,, le ultime
due (34) diventano:

ﬂ%@z——%otosenw'-}— B)
0(B -+ B (35)
-—E——"—-—)=——tgasen(8’—B).

D us

Queste, con una piccola modificazione nelle notazioni, sono precisamente le
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formole della trasformazione di Bickrusp per le superficie pseudosferiche or-
dinarie (*).

Se ci riferiamo dunque al risultato finale del § 15, vediamo che bastera
saper applicare ad una delle due superficie pseudosferiche generatrici la tra-
sformazione di Bickruso, lasciando I’altra superficie invariata, per ottenere
la trasformazione di Bickuusp del corrispondente sistema triplo ortogonale
dello spazio ellittico. E cosl tutte le conseguenze che si sono dedotte dal
teorema di permutabilittc per lo spazio euclideo valgono pure per lo spazio
ellittico, la qual cosa si pud del resto dimostrare direttamente stabilendo per
i nostri sistemi il teorema dato a pag. 506 delle Lezioni, ece., pei sistemi
pseudosferici ordinari.

In particolare si pud partire da un tale sistema triplo ortogonale dello
spazio ellittico che I'applicazione ¢llimitata della trasformazione di BickLuxp
non richieda mai altro che calcoli algebrici e di derivazione. Tale & per es. il
caso se si parte dal sistema triplo corrispondente alla formola:

U,
.

tg g 0= e"

(*} Lezioni, ecc., pag, 427,
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