
Sulle superficie a curvatura nulla
in geometric ellittica .

[Gi BIANCHI, a Pisa

11 teoremi di cui qui do le dimostrazioni trovansi gih, per la massimal
parte, enunciati nella mia Nota inserita nel vol . 30 degli Atti della R . Ac-
cademia di Torino (*). Credo per cib superfluo riassumere i risultati conte-
nuti nel presente lavoro, a cui quella Nota serve per se di prefazione .

Soltanto riebiameW Fattenzione sulle ulteriori proprieth qui descritte di
quei sistemi tripli ortogonali dello spazio ellittico, di cui fa parte una serie
di superficie a curyatura nulla, in particolare sul caso notevole in cui le su-
perficie di questa serie sono rigate .

Avverto inoltre che, per maggiore semplicith delle formole, suppongo in
tutto it torso della Memoria la curvatura dello spazio eguale all' unita .

§ 1 . Gli scorrimen

Mi sia lecito riprodurre dalla citata Nota la parte relativa agli scorri-
MODti, essendo indispensabile Payer presenti le proprieth di questi singolari
movimenti dello spazio ellittico per studiare A proprieth delle superficie a
(,..urvatura nulla, che con quelle strettamente si collegano (**) .

" Gli scorrimenti, assimilabili lotto molti rapporti alle ordinarie trasla-
zioni, possono definirsi per mezzo di una loro proprieth cai'atteristica con-
sistente in cib che tutti i punti, eseguito it movimento, hanno la medesima

Ailtinanza del 9 gitiglao
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< distanza dalle loro rispetti%e posizioni miziali . Nello spazio rappresenta-
t tivo (*) essi sono le omografie biassiali i cui assi coincidono con due ge-
neratrici immaginarie coniugate dell' assoluto . G11' scorrimenti si dividono

r in due classi distinte e cioe in scorrimenti destrorsi o sinistrorsi -econdoche
~z gli assi delta corrispondente omografia appartengono al primo ovvero al
secondo sistema di generatrici dell' assoluto .

In uno scorrimento ogni punto si sposta di un tratto costante cl sopra
la retta della congruenza lineare avente per assi le due generatrici fonda-
mentali e dualmente ogni piano ruota attorno ally retta delta congruenza

<< in esso contenuta dell' angolo costante ?=-=- d

	

Ad ogni scorrimento cor-
n

erisponde cosi una congruenza the si dira una congruenza di CLIFFORD .

tz Analiticamente gli scorrimenti sono definiti dalle formole seguenti . Es
:~ sendo x,, x,, x,, x, quattro variabili reali legate dalla relazione :

.4 la formola
(I S'2 = B' (rl x,= + ( l X 2 2 -F- cl x - ;- {l . .

	

,

definisce appunto l' elemento lineare (Is dello spazio ellittico di raggio IR .
Ogni movimento in questo spazio e rappresentato da una sostituzione orto-

,t gonale a determinante	 1 :
=4

x i

	

Iail,, X19
1,-F

sulle quattro variabili x . Per gli scorrimenti valgono in particolare le formole :

B x, --I- A rr , -- D x, -I- C x"

	 Dx

D x, - Cx., -{- B x

(*) La rappresentazione di cut qui si fratt :i e qucila gcotlctica dello spazio ico

sullo spazio euclideo, the ottiene modianto la determinaziono nietric.a (li CAYLEY o,

quadrica fondarnentak,

Con R e indicata la curvature dello

	

e11it °e . In

	

+

	

corO

	

h o

detto nella prefazione, riterrb costantesnente R = L

3, 4 ),

-I-- A x,

i
(1)
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~-Ax, -Bx2 -Cx:3 -D .x',

xn=Bx, - [1 - .4x2+Dx, - Cx4

i'

	

C x, -- D x., + .-1x 3 + B x,

Dx,+Cx,-Bx,-HAx,,

(2)

secondo the lo scorrimento appartiene all' una o all' altra specie, in ambedue
i casi denotando A, B, C, D quattro costanti, legate dall'unica relazione :

A 2 -+2 - C 2 +D 2 =1 .

< Ora supponiamo clie, nelle (1) ad esempio, siano x,, X. ) x :;, x4 fun-
zioni di una variabile it, sicche le formole :

Xi ---- xi(it)

	

(i = 1, 2, 3 , 4),

	

(3)

ci definiscano una curva ; se inoltre i quattro coefficienti A, B, C, D con=
tOngono un nuovo parametro variabile the indichiamo con v e poniamo :

A - y, (v),

	

B Y2 (V),

	

C = Y,H'

	

D - y, (v),

	

(4)

sostituendo nelle (1), queste ci definiranno una superficie come luogo della
curva (3) the si muove nello spazio collo scorrimento continuo di prima
specie definito dalle (4). Ma d' altra parte se ordiniamo le nostre formole
rapporto a /,, 'l ,, 2/3, y, scrivendo :

x, 12 -- x :; y :, - :r4 t/4

~. ,A . .t // + 't'l ?/ 2 + x4 y3 - x 3 y4

(5)z;Y ,--x 4 Y,

	

x, Y;-}-x.,y,

t = ~e4y1+ x3y2 - x2y3 + X1 Y4,

vediamo cite la medesima superficie pub anche generarsi collo scorrimento
continuo della curva :

y i = yi(v)

	

(i--- 1, 2 , 3 , 4),

	

(3*)

lungo la curva (3) . La superficie definita dalle (5) potra dirsi opportuna-
mente unit superfide di scorrimento . Per definire una tale superficie basta
evidentemente dare, uscenti da un punto, le due curve generatrici (3), (3*) . n
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dirt

	

la : u n a
dally relatira h . La prima e Ia eurvatt the compete alla tornia diflerenriale quadratics
the tic fornisce ii quadrato dell'elemento lineage . La soconda, the eguaglia it prodotto
bile curvature principals ridotte,

	

legata alla prima dalla rclazione :

h=Ti- 1, .

t k ) Veggasi per eS .
(Pisa, Sporri, 18! 1 .)

§ 2. Le rigate delle congruenze di Clifford .

Dal sisteina aal~ di ra

	

na congruenza di CLIFFORD sty}cc
ad arbitrio una totalityh semplicemente infinita; avremo cos! una rigata delta
congruenza . Ora dicianio the sussiste it teorema :

Qualunque riggata di una congruenza (Ii Clifford e una superficie a cui-
vatura assoluta nulla (*) .

E infatti Ia. nostra superficie S ommette un nlovimento co se
medesima e clog appunto lo seorr mento secondo la congruenza di CLIFFORD

III cui S e immersa . Ne segue the prendendo a linee coordinate a =_--cost .
sulla S le rette o a linee v = cost . le loro traiettorie ortooonali, 1'elemento
lineare ds della superficie avra necessariamente Ia forma the appartiene ad
un' ordinar a superficie di rotazione (**), cioe :

essendo p(u) una funzione della sola it . Ma poichi, qui Ie u = cost. sono geo-
detiche, si ha :

d i
f

e pero, cangian o

	

parametro v risulta sernplicelne,Iite :

(Is ' -= du 4-dv',

cio the dimostra it teorema .
In particolare se in una con

the si appoggiano ad una retta fissa, questi generano una partlcolare rigata
a curvatura nulla, la superficie di Clifford, the possiede un doppio sistema
di rette ed ammette quindi due distinti scorrimenti fra loco perrnutabili . Da

158 delle mie Lezio)



iit feo)net-via ellittwce .

	

97

questa ultima circostanza CLIFFORD traeva appunto la dimostrazione del teo-
rema the ally sua superficie compete it valore zero per Ia curvature (*) . Ma,
come sopra si e visto, eio discende gia dal fatto the la superficie ammette un
movimento continuo in se stessa me ale le geodetiche di can sistema
strisciano copra se stesse .

Dimostreremo in seguito (vedi § 6) che le rigate delle congruenze di
CLIFFORD cone le uniche rigate a curvatura nulla. Tntanto possiamo gig, dare
le formole piil general] the definiscoiio una tale rigata . Osserviamo per cio
ehe due congruenze di CLIFFORD della medesiina specie sono sovrapponibili,
onde segue the lc formole (1), relative ad uno scorrimento di prima specie
d'ampiezza v, possono porsi, a meno di movirnenti, sotto la forma :

x, cost: - - X, sell v

x, soil r

	

x cos u

cosv - .x sen v

q--_X sell V--E- .C .,COS . .

Suppouendo ehe

	

I

	

:x°,;,
zioni di una variabile it agate dalla relazione :

o del recto arbitrarie, avremo definita la pica generate ri una eon-
gruenza di prima specie di CLIFFORD . Analogamente dicasi see le eongruenze
di seconda specie . Senza particolarizzare la rigata (6), possiamo assumerne
a profilo generatore la sezione fatta ..ol piano x,= 0, con the le formole si
presentano sotto la forma data net 3, . 1

. delta mia Nota citata . Possiamo
piit supporre

	

a parametro itt si prenda 1' arco del protilo generatore e
allora le funzioni xr , ,,

	

verranno inoltre I

	

lazione :

dxI =

	

dx-21

	

lit :xal

d it I

	

`- ( ( 11( l

	

1 ( d zt ) -} ~, d zt l

L' elemento lineare della superficie assume in conseguenza la forma

ds'-=dit 2 -H2Udutlv+dv'-,

('n) Cfr . KLLIN loc . Cit ., come auciie to lito-vatic delle Vorlesunyen caber nieht-evkli-
tische Geometrie (1889-90) .
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dove si c posto
,t',

	

,r_

	

X ,

r l ((

	

(I r(

	

(I I(

	

(I ((

Verlhchlarno ora suhlto la proprletia gill dllnostrata (,It(,, la curvatura e nella .
E, Illfatti lie rlsulta

l s = ( l -- L'' ) d (( - ;- ! (,rd u

	

( r )° .2

	

2

§ 3 . Formole fondamentali per la teoria delle superficie (*) .

Come nella geometria euclidea, cosi nella ellittica (e nella iperbolica)
ad o,.;ni superficie S appartengollo clue fornle differenziali quadratiche fonda-
mentali, dalle quail dipendono tutte le proprieti inerenti alla forma della su-
perficie, astrazione fatta dalla sna posizione nello spazie .

Se indichialno con x,, x>, x,, ,r, le coordinate di un punto mobile della S
espresse in fullzlone dl due parainetri 1(, v e coil

.,V,,

	

X?,

	

X: ;,

	

V(,

le coordinate del piano tangente, ovvero le coordinate del polo di questo piano
rispetto all'assoluto, le X sono determinate dalle equazioni simultanee (**) :

"X -x -

	

\Y1 =UL-((

	

('v
~'Xx :--=0,

	

~'X'= =1 .

Le due forme fondamentali da comiderarsi sono allora le seguenti

ds'=- Jdx==-L'd((- -2 I'd u(lv+ Gdv'
~rlr lY==Dd-z('--H2D'dudvv-h D'dv'- .

F'ra i loro sum coefficienti sussistono, come in geometria euclidea
zioll

	

quasi esprimono le condizioni llecessarie e sufflcienti, perehe que
due forme appartengano come forlne fondamentali ad una superficie .

() 11 lettore trovcr<a la dimostrazioue delle tdrinole dab , eel prcsente Irara.6'rafo 1101

due capitoli aggiunti alla traduzioue todes(~a delle mie Lezioni c1i f/caaclria cli/fsreiaziale,
(3i ) Propriament- to X risultano deterlninate a menu del segno, maa MI eangiarnento

simnitanco del so-no nelle coordinate di un punto riporta, cello spazio ellittieo scuipl ce,
al pun 'o stesso .



Queste relazioni sono date in primo luogo dalle equazioni di Codazzi,
che Si conservano precisamente le stesse come in geometria euclidea, e not
scriveremo qui lotto la seconda . forma (*) :

a '

	

D

	

+ ;2 2~	D	

V ~VEG-F 2 I Oil ( VEG---F

	

2 ) VF,G--1 , -

11 2)

	

D'

	

(11){

	

D"
-
2 ~ 2 ~ IEG --- .1+'- + I 2 1 VEG - P, -

a (	D"	~

	

(	D'

c is `I G - Fz .'

	

av VEG -

11.91 .

in geornetr •ia ellittica .
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i22)

	

D

1 ( BEG -- F' -

2 1 2)

	

D'

	

(11)

	

D"

	

=0.

1 IEG - F'- ' ( 1 ) V F.G -- F=

In secondo luogo abbiamo la equazione di GAUSS che, a causa dellaa curva-
tura K, = + 1 dello spazio attuale, assume la forma modificata

i4JG-- 11'i
-h--I,

	

(B)

dove K indica la curvatura della prima forma fondamentale, cioe la curva-
ture assoluta delta superficie S .

Viceversa, se le due forine :

L'd u 2 -f- 2 Fdudv + Gdv-'

D cl u.' ± 2 D 'd u d v -T- D'' d v",

soddisfano le equa esiste una superficie dello spa ellittico,
per fettamente deter ininata or-ina a meno di woviinenti nello spazio, che
le ammette per forme fondamentali .

Per determinare poi le x, X in funzione di u, v abbiamo allora Ie se-
guenti equazioni differenzial che valgono pei quattro valori :

a=1,2,3,4
dell' indice i

°2 x" °

	

f

	

) 8x

-

y l t ax
- Ex i 4- DX1

c: ~!

	

l 1

	

1

	

2c

	

(

	

a r

n
i) .xii

	

it 2 ~ L~xt

	

y 12) G .7.' t

	

r

	

r
--

	

rz -1 D X2

	

C
'lacy

-
1 I of

	

! 2 - tr -

	

({ )
Ianti _ j222 xi + j22)axi - T)

r 1I

	

I

	

1~ Wt

	

( 2 ~ av

	

I a

	

i
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i' X ; _ 1'D'-- GI) t
_'vi

	

1) --- E 1)' t i ;
r. It

	

1:G -- 1 , 2

	

, it

	

1"(1, -- F 2

	

F, v

X;

	

FDY'- G D' xi , YD'- --- ED" C x;
tv == I'G--F2 crt

	

EG--]'°

	

v

Si osservera clie, formalmente, soltanto lo formole del primo gruppo (C)
difl'eriscono dalle corrispondenti in geometvla euclideaa pei termini additivi

,xi,

	

--- 1x2,

	

o'i .
La superficie ti deseritta dal polo (lei piano tougente a S si dire la super-
ficie polarc di S. Essa pui~ anclie definirsi come In superficie parallels a S
all ,q distanza di un tluadrante .

Se indichiamo con
tl s' : == f " tl rt' + 211' d u' d r' + G' d v',

la prima forma di S', siccoine la relazione fin S, S' i manifestamente inver-
tibile, varranno ancora le formole dedotte dalle (A), (,B), (C), (D), col sosti-
tuire rispettivamente ad

A'

	

1i' G
(*)

4 . Formole di Frenet .

Insieme alle formole sopra riportate dobbiamo utilizzare net seguito le
formole di Frenet per la teoria delle curve in geometria ellittica . Data una
curva C nello spazio ellittico, abbiamo da considerare in oani suo punto, come
hell' ordinaria geometria, le tre direzioni principals e cioe la tangente, la nor-
male principals e la binormale. Alla curva C compete poi in ogni suo punto

una certa flessionc ed una certa torsione . La flessione 1 si misurera sempre

in valore assoluto, cioe si assumes p positivo, mentre alla torsione ,, si at-

(") Lo t'ormole (lel p'e,(?nte l)ara,grat'o, ee1 case specials di en si,tema coordinato
(if, r,) ortooonale . titrono date la priui .ti Volta dal FIBBI nella dlemoi°ia : 1 sister ti doPpiO-
,nen8e infenili di rctij i, tt0fli spazi t7i corral? r(( eostanle (_lnuali della Scuola Normale 1li

1 i,a 1 vol . 7 .'), NO .-)) .
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tribuirk anche un segno the dipenderh dall'essere nel punto la curva destrorsa
o sinistrorsa (*) .

Indicando con
x,,

	

x-,

	

r3,

	

x4,

le coordinate di un punto mobile sopra C, espresse in funzione dell' arco u,
denotiarno con

i coseni A direzione delta tangente, ossia le coordinate del piano normale e
sinihmente con

4i,

	

/?4,

	

43,

	

714,
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ntegrando segue :

§ 5 . Curve a torsione costante .

Consideriamo la superficie rigata luogo delle binormali a una curvy C .
Indichiamo con v I IUDIlbezza delta binormale contma a pardre A C e le
coordinate fi dell'estremo saranno date dalle formolo :

R V .

Da quoste, derivando e tenendo canto We formole (F) di PRENET ) si trae
per Felemeilto lineare ds' delta super

ds" ==A l -+ (8)

Se si suppone T= cost. Pelemento lineage t8) appartiene ad una superMe
di rotazione I cui le v = cost. sono i meridiani, onde it

I, Sup

cabili sopra sup
Inversamente A pub diniostrare the queste rigate SOIIO le UDiCbe appli-

c.abili sopra suporficie, di rotazione
A yenemAri
d'eccezione a

e

	

- -

	

-7-17- 1- 1	I .

*saint,-

Le formole di (Immm dAnno :



Ma qui a not interessa it caso particolare in cui

T' = 1,

cioe la torsione della eurva eguaglia in valore assoluto la curvatura dello
spazio. Allora la (8) ci via 11 teorema :

La super ficie luogo Belle binorrnali ad ogni curvy di torsi e costante
* 1 e Dana rigata a curvatura nulla .

E facile ora dimostrare 11 teorema inverso :
In ogni supericie riyata a eurvatura nulla le traiettorie ortogonali delle

generatrici sono curve congruenti a torsione costante T = ± 1 .

L' elemento lineare di una tale rigata riferita alle genera r j

	

e alle
loro traiettorie o

	

infattl :

ds = du2 4 Gdv 2 .

Poiche le v sono assintotiche sari :

D = 0,

e inoltre, a causa di K == 0, per 1' equazione (B) di GAUSS

D'

Laa prima equazione (A) di CODAZZI da quindl :

8 G == 0,
au

onde deduciamo the anche le it = cost, sono geodetiche e pero ciascuna di
esse ha per hinorrnali le generatrici . Ma allora basta ricorrere alla nostra
formola (8) per aceertar . essendo K = 0 e le linee geodetiche
deve aversi :

Che inoltre le dette traiettorie ortogonali siano tutte fra Toro congruenti ri-
sulta da cio the esse si corrispondono ad archi eguali e calcolando Ia loro
flessione si trova the essa e la stessa in punti corrispondenti, mentre anche
la torsione ha lo stesso valore ± 1 . Dal teorema alla fine del § 4 segue quindi
la yenta della nostra asserzione .

in yeometria ellittica .
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§ 6 . Le rigate a curvatura nulla .

Dimostriamo ora the le superficie ultimamente considerate sono rigate
di una congruenza di CLIFFORD, dopo di clle, combinandovi it risultato otte-
nuto al paragrafo precedente, avremo stabilito it teorema gia annunciate al § 2 :

Qualunque rigata a eurvatura nulla = una rigata di una eongruenra di

onde pea coefficienti D, D , 1)" della seconda forma fondamentale si calcolano
i valori

D'=1,

	

D"--0. (10)

DI qui segue the cangiando v in v + c, essendo c una costante arbitraria,
tanto la prima the la seconda forma fondamentale della superficie restano
inalterate e pero (§ 3) esiste un movimento continuo di tutto lo spazio, pel
quale la superficie scorre in se stessa . Ma di pih tutte le generatrici stri-
sciando sopra se stesse, it movimento e di necessity uno scorrimento, it the
dimostra quanto sopra e asserito .

Adottando la definizione di CLIFFORD per it parallelisino di due rette in
geometria ellittica, possiamo anche enunciare it nostro risultato cosi :

Le binormali di oyni curva a torsione costante 1, _ ± 1 sono tutte rette

fra loco parallele nel senso di Clifford .
Aggiungiamo che, a seconda del segno della torsione, it parallelisino sara

destrorso o sinistrorso .
Consideriamo ora in una rigata a curvatura nulla le assintotiche non

rettilinee. Per le (10) avremo immediata.niente 1' equazione in termini finiti
di queste assintotiche sotto la forma

du2 v -{-f -
c
- = cost .

Osservando poi the per una tale curva 1 coseni di direzione della binormale

Clifford .
Se con

	

a 5

	

rficie () luogo delle hinormali di una
curva a torsione ± 1, facilmente troviamo per le coordinate X,,
del piano tangente le formole :

11'4

i-Y'icosv-- i sell v, (9)



sono precisamente le :Q date dalle (9) e applicando le ultime formole (E)
di FRENET, stabiliremo subito it teorerna :

Ira ogni rigata a eurvatura nulla le assintotiche non rettilinee sono (come
le traiettorie ortogonali delle generatrici) curve a torsione costanle ± 1 .

Questo del recto non 6 the un caso particolare del teorema di ENNEPER

ill
eatie the ogni curva C a torsione costante

1 appartiene, come curva assintotica, ad co , superficie rigate a cur-

vatura nulla. Ritenendo per ]a curva C le notazioni del § 4 e ponendo :

lo superficie richieste si troveranno date dalle formole :

X'i= XiCOsV+(;iCOSa-)7iSenc)SCnV,

it the dh per Pelemento lineare della superficie riferita alle assintotiche u

42 = d& + 2cos7dudv-[-dv2 .

	

(12)

Esaminiamo ora it caso particolare della superficie di CLIFFORD, quando
ciQ anche A assintotiche del secondo sistema sono rettilinee . Possiamo otte-
nere le formole relative dalle (11) supponendo the ]a curva C sia una retta,

a cui attribuiamo la torsione costante T

	

1. Bastes per cib prendere i

in guisa

esenapio :

X, = COS It x, =sen it x3 = 0
sell u COS It w3 = 0

)% -'-- 0

	

)7 3 = COS U

? -00TI"

=0
to = 0

§ 7 . La super

ometria ellittica .
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ni,

re le formole (E) di FnENET in cui 8

1-0,

	

1=1.0i

0

;1 - -1-
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e per definire la superficie di CLIFFORD riferita alle assintotiche u
dalle (11) le formole :

X, ==COS H cos V -- (TS a son a son v

x,==senucosv-f cos7cosusenv
A Son a cos A sell v

A

	

son a son a son v,

e?sendo qui g una costante arbitraria e per Velemento lineare varrh ]a for-
mola (12) :

2costT du, d v 4- d v 2 .

I coofficienti della seconda forma fondamentale delta superficie I CLIFFORD

hanno i valori :
D = 0,

	

D' = sen a .

	

0 .

La superficie di CLIFFORD ha quindi costanti ambedue i raggi principali di
curvatura, circostanza the si rende anche manifesta Ball' esistenza di due di-
stinti scorrimenti della superficie in s6 stessa . Aggiungiamo the la propriety
di avere costanti i raggi principali di curvatura appartiene soltanto alla su-
perficie di CLIFFORD e alla sfera .

Le traiettorie ortogonali delle generatrici sono curve a torsione costante

± I (§ 5), ma di pRi attualmente anche la loro flessione e costante. TE

invero ]a formola :
D d d2 4- 2 D'dit dv 4- D" d
Edul+2Fdudv--r-Gdv'l

chee anche in geometria ellittica dh la flessione delta geodetica, spiccata nella

direzione fissata dal rapporto dimostra the per le dette traiettorie orto-

gOllah, le cui equazioni in termini finiti sono :
v + U cos a =cost .

u -4- v cos a = cost. .
si avrh :

1 ~ cot a .
10

Per cib le formole (13), dove si faccia :
V=- ,Ucosa
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danno la curva coi raggi di curvatura costanti :

p=tgc,

	

T= 1 .

Consideriamo ora le linee di curvatura della superficie di CLIFFORD, le
cui equazioni in termini finiti sono :

v - it = cost . ,

	

v + u = cost .

Esse sono linee geodetiche e pero in piani normali alla superficie ; dl pill
poiche i raggi di curvatura sono costanti esse sono circoli, tutti quelli di un
medesimo sistema avendo equal raggio . In fine si osservera the it luogo dei
centri dei circoli di un sistema e una recta normale a tutti i loro piani (*),
sicche la superficie di CLIFFORD e suscettibile della semplice generazione se-
guente the non sembra osservata

Un circolo di raggio costante (arbitrario) it cui centro percorra una
recta, restando it piano del circolo sempre no)-male alla recta descrive una
super ficie di Clifford .

( ) Tutte le propriety ora descritte possono leg~ersi facilmente nelle (13), dalle quali
facendo per es . v = u risulta

.cl = 1 - (1 + cos a) sent it

0- •, = (1 + cos a) sell u cos it

x3 = sell a sell u cosu
x4 = sen a sent u.

Di qui si traggono le due formole
x2 sell a - x3 (1 + cos a) = 0

a

	

a

	

a
x, sen - + X4 COS

	

Sell

la prima delle quali dimostra the la linea di curvatura v = it z piana, la seconda the
tutti i suoi punti distano dal punto fisso :

(sen 2

	

0, 0,

di questo piano della lungliezza costante
7C

	

a
o

	

z

	

N ecc. ecc .
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§ 8 . Le eliche in geometria ellittica .

Le propriety delle rigate a curvatura nulla descritte nei paragrafi pre-
cedents ravvicinano queste superficie delta geometria ellittica ai cilindri della
geometria euclidea, in particolare la superficie di CLIFFORD al cilindro cir-
colare retto .

Proseguiremo ancora queste analogie col definire come eliche della geo-
metria ellittica queue curve tracciate sopra le rigate a curvature nulla, the
ne tagliano sotto angolo costante le generatrici, the sono cioe geodetiche della
superficie. Per studiare le nostre curve consideriamo una tale rigata come

luogo delle binormali ad una curva C di torsione

	

= 1, per la quale rite-

niamo le solite notazioni (§ 4) . Le coordinate di un punto variabile sull' e-
lica C` saranno date dalle formole :

= xi cos v + ~i sen v,
dove si ponga :

v =it tg a.

	

(aa cost.) .

0

cando cogli accenti tutti gli elementi relativi a C', troviamo in primo luogo :

clu

	

d u
cos 7

indi
i =-- xsen % sen v + -Cosacosv

Con una nuova derivazione si trovano le formole :

~7'i=)? icosv--- isenv
1

	

cost f
- =sen2~

	

,

rcos a sen v --1- ; sen a cos v .

Ne seguono le altre :

5'i =- xcosase V ;sen«cosv--r,senasenv+ ;cosacosv

ehe derivate dynno :
1

	

sen 7 cos 7
- -- cos 2 a	

0

(a)

(b)

e subito come conseguenze delle tor-
e .



Eliminando p fra le (a), (b) si ottiene :
1 + tg r
T'

p' ( T,
ovvero :

-1) = cost .

come relazione caratteristica fra i raggi di prima e seconda curvatura di
un' elica in geometria ellittica .

Osserviamo the dalle (a), (b) risulta come per p costante siano costanti
anche p' e T' e dipendentemente dai valori di p e di a possono ricevere
valori ad arbitrio . Se ne deduce it teorema corrispondente a quello di PuisEux
in geometria euclidea

Le curve the in geometria ellittica hanno costanti ambedue i raggi di
curvatura sono le eliche (geodetiche) della superfcie di Clifford .

Per avere dunque la curva piu generale a raggi di curvatura costanti
basteri porre nelle (13) § 7

v = k u

	

(k cost .) .

Si osservera the se k e commensurabile la elica corrispondente a algebrica .

§ 9 . Le superficie generali a curvatura nulls .

Andiamo ors a trattare delle superficie generali a curvatura nulls dello
spazio ellittico, rigate o no . Dovremo percib applicare le formole fondamentali
date al § 3 .

Per una superficie S a curvatura assoluta K= 0, la equazione (B) di
GAUSS (§ 3) ci da, :

EG-F'

Le linee assintotiche dells superficie sono quindi reali e distinte e assumendole
a linee coordinate u, v, avremo :

D=0, D'=VEG-F2, D"=0 .

Sostituendo questi valori nelle equazioni (A) di CODAZZI, otteniamo :

112 } -
0,

	

12}= 0,
.17ina/i di lli,tm2atua, tOmo XXIV .

	

15
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ossia (cfr . Lezioni, eec., u.' 67, pag. 126) .

aE=
07

	

aG =- 0,d 7,

	

Tit~

e cangiando i parametri u, v potremo fare seiiz'altro :

E--1 7

	

G -- I .

Cosi per l'elemento lineare della superficie avremo :

ds2 =dW + 2cos9dvdv -

essendo rl I'angolo racehiuso dalle linee assintotiche . Ma
K=--0 ne risulta :

120
SO

quindi :
6 = U

indicando U tuna funzione di it soltauto e V una funzione di v. Abhiamo
dunque it risultato :

Velemento lineare di una sneer ficie a curvatura nulla dello spazi
fico, riferita alle sue See assintotiche u, v, assume la forma :

d s2 = du" 2 Cos ((T + V) du dv + d v2 .

s

D = sen

I -
(I V2 ,

poieh6 deve essere

is
Dalla forma (14) dell'elemento
, ece. I Joe . wt.) :
In ogni quadrilatero curvilineo racchiuso sully super facie da due assin-

totiche del prirno e due del secondo sistema gli aiThi opposti hawto eguale
lunyhezza.

Si aggiunga the : La somma degli angoli di un tale quadrilatero e eguale
a quattro retti.

segue poi it teorema (cfr. Le-



E infatti se it quadrilatero e racchiuso dalle due coppie di assintotiche :

U =HO

	

It =-- U,

V =V 0

	

I,* _'Y,,

e con U0, U' ; V0 , 17, indichiamo i valori the rispettivamente assumono su
di esse U, V, ]a detta comma 6 data da :

V) == 2 v .

§ 10. Le superficie a curvatura nulla come superficie
di scorrimento .

Secondo it teorema di ENNEPER, lo assintotiche di un medesimo sistenia
di una nostra superficie S hanno tutte ]a torsione

valendo l'uno o I'altro segno a seconda the Passintotica appartiene al primo
o al secondo sistema .

Di una di queste assintotiche, per es . :

U = U0,

consideriamo ]a flessione

	

la quale, per essere ]a linea assintotica, coin-
No

cide colla curvatura geodetica ed e data (salvo it segno) da :
dv =Vt
A

valore indipendente dra It, . Ne segue the tutte le linee :

U = cost

avendo le medesime espressioni pei raggi di prima e seconda curvatura in
funzione dell' arco v, sono fra loco congruenti
mente per le assintotiche del secondo sistema .

Nel movimento continuo the porta una assintotica a coincidere succes-
ente con tutte quelle del medesimo sistema i vari punti dell' assintotica

pel § 9, archi di assintotica dell' altro
ezza, onde e facile concludere the it movimento stesso e uno scorri

111

nto .
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Ma per stabilire questo risultato in tutto rigore bastera the ci appoggiamo
sul teorema

fee tangenti eondotte per i p-unli di una assintotica u = u, a su-
perftcie a curvatura nulla alle assintoticiae v dell'altro sisterna sono retie fra
loco parallele (nel senso di Clifford) .

La dimostrazione di questo teorema risulta facilmente dall' applicare le
formole del § 3 al caso nostro . E infatti considerando la rigata generata da
queue tangenti, bastera provare (pel § 6) the essa e a curvatura nulla. Ora
indicando eon t la lunghezza del tratto di generatrice contata a partire da
as -= u,, per le coordinate x`2 dell' estremo avremo

x r == xz cost +
axi

as
sen t,

ove r

	

° xz si faccia u = u 0 . Derivando coil' aver riguar do alla media

Oa
i- ax ;

cost + sen(U,+V)Xj-cos(U,-+-V)xi{sent

a x't _

	

a xi
t

	

- x1 sen t+
ac

co

avendo al solito indicato con U, it valore di U per u = a, .
Per I'elemento lineare della rigata ne segue subito :

ds' 9 =ldxi''=dv 2cos(U-FV)dvdt+dt

formola the mette appunto in evidenza l' avere la
Se ritorniamo ora alla considerazione del movimento itesimo the

porta un' assintotica u nella posizione infinitamente vicina, vediamo the tutti
i suoi punti si muovono di tratti eguali secondo direzioni parallele e perb it
movimento stesso e uno scorrimento . Possiamo quindi enunciare ii risultato
finale :

Le suj
scorrimento the anno per curve genera rid u curve a torsione cos

	

e

.--- ± 1 eguale ed op

of che, essendo le due funzioni U, V affatto arbitrarie
trici C, C' ad arbi purche l' una

--1 . Bastes allora co
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spazio in guisa the escano da un medesimo punto, avendovi a comune it piano
osculatore, ma tangenti distinte . Di poi dando alla C, lungo la C', uno scor-
rimento destrorso o sinistrorso a seconda del segno delta sua torsione, si ge-
nererh una superficie a curvatura nulla .

Si noti poi the i risultati dei §§ 1 e 5 ci pongono in grado di asse-
gnare, con sole quadrature, tutte le curve a torsione ± 1 e quindi anche tutte
le superficie a curvatura nulls .

In particolare si osservi the se delle due funzioni U, V una e costante
Ia superficie a una rigata e ancor piu in particolare una superficie di CLIFFORD,

se sono costanti ambedue .

§ 11 . Evoluta ed evolventi delle superficie a curvatura nulla .

Se riferiamo una superficie S alle sue linee di curvatura u, v e con

d s 2 -- Ed au'- -F G d v 2

ne indichiamo 1' espressione dell' elemento lineare, con I-,, r 2 i raggi principali
(ridotti) di curvatura, le formole (A) di CODAZZI diventano

1
1 _ 1'' 81og VE

	

a r2
(ri

	

r2/

	

0v

	

av
1

1 _ 1 a log VG

	

r i
(r,

	

r2)au

	

+ it

Ora se poniamo

= 0

= 0.

P i = tg w, ,

	

r2 = tg w2 ,

le lunghezze w,, w2 sono precisamente quelle the intercedono fra un punto M
di 8 e i rispettivi centri principali di curvatura M,, M, . Indicando con xi (i)
(i = 1, 2, 3, 4) le coordinate di M,, si ha

xi ( ' ) = xi cos w, - Xi sen w, .

Di qui derivando ed indicando con
E, , F, , G,
D,, D,', D,",

i coefficienti della prima a seconda forma fondamentale per la prima falda S .
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tiell'evoluta di S, troviamo :

Ej

	

\ d u J

	

sent tc2

+ E sen t~

(tct --
'

	

\

	

n

D,=-	'-

	

, D"=4j ,
QT SOO at a c ,

Costruendo Fespresimie .
A A" -- D,' 2
x (JI, --71A 2

della curvatura relativa di S, q ne deduciamo :

e con notazione analoga per la seconda falda :

Suppon

Le (17), (17*) dhnno allora subito :

A =-1

mentre le 1*16) dimostrano che :

A 7

sono rispettivamente proporzionali a
E

	

cr

Abbiamo quindi it teorema :
I. Le due falde dell'evoluta di una

esse stesse a cumaltwa nulla : alle assinto
sopra ambedue le falde dell'evoluta le assi

a IV, a -tv,
aa dv

am
0 v
W

A

I

0 VVI

au
sent (zo, -- W2) 0 mv 2

AW

1),

1

	

1
12

G

	

v

	

(15,1

VU

	

a IVI

WWI Ov

(17*)

mo ora the ]a evolvente S sia a curvatura assoluta nulla, cioe

r1 J ' 2

w,-W2 ==.

'vatura nulla Bona
ella evolvente corrispondono

otiche.
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Osserviamo che, secondo le (15), l'elemento lineare ds, della prima
falda S, 6 dato da :

ds,2 =div,l + E sen , ( wt - me) d u8,sent w2

onde calcolando sopra S, la curvatura geodetica

	

delle linee geodeticamente
parallele w, = cost. troviamo :

Cot' (WI - IV2)-

Applicando questa formola a] caso attuale, abbiamo Fulteriore risultato :
II. Le geodetiche inviluppate sopra ciascuna falda dell'evoluta di una

superficie a curvatura nulla dalle normali della evolvente sono parallele nel
senso euclideo .

Inversamente prendiamo una superficie S, a curvatura nulla, nella quale
tracciamo ad arbitrio un sistema di geodetiche parallele e a queste condu-
ciamo le tangenti . Sia S una qualunque superficie normale a queste tangenti,

cio6 una evolvente di S . Poiche qui deve essere 1-

	

0 ]a (18) ci dh :Ow,
WI --U' =2 i

cioe it teore
III. Tracciando sopra una supe

qualunque di geodetiche parallele, le rette tangenti a queste geodetiche hanno
per- super firie normali altrettante superficie a curvatura nulla .

§ 12 . Verifica .

Non sari inutile verificare direttamente le propriety gia dimostrate al
paragrafu precedente .

Riferiamo per cib la superficie S a curvatura nulla alle sue linee assin-
U ) v e sia (§ 9) :

ds2 = due + 2cos(2Q)dvdv +
17+V,

ii suo elemento lineare. Per le coordinate xj(I) dell' uno dei centri di curva-
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turn avremo allora :
- Xi sen i2,

Derivando col tener conto delle formole [(D)

	

3] :
0 Xi _ cot (2 0) a

A
xi
-_

	 axi
a I Fen(22) 0 v

cot(2 t)Pv sell(20) a u a v
si trae -

axi,C - ,	1,

	

taxi
a,-,.

	

2COS n ~T-,,

(1

formula che. Doneni

diventa :

Ioxi

	

(Xi sell 12 + Xi cos Q) U'

- (x i sen Q 4- Xi cos 11)T

da cui per l'elemento lineare ds, delta corrispondente falda dell' evoluta risulta :
+ U'2)dn2 + 2 (1 + U' V') die d v + (1 + V") d V2 ,

	

(19)

Y=114 V,

	

P == U+

ds,'-' =dc, 2 + d A' .

Cib dimostra la prima paste del teorema I, § 11 ed it teorema 11 . La see
parte del teorema 1, si verificberebbe agevolmente osservando che le coor-
dinate LQ) del piano tangente all'evoluta sono date da :

Xi(i) =	1 -
I sets

e percib valgono le formole :

LXL" a_xi"' = o, Y,
an 0 u

Come immediata conseguenza delta, nostra formula (19
assinioticbe v = cost, sulla evoluta sono retie allorche
U' ==cost., net qual case le assintotiche della evolvente hanno, oltre la tor-

I

-a; = ± 1, costante la flessione . Prendendo adunque delle

vatura nulls le evolventi rispetto ad un sistema di geodetiche para
queue superficie a curvature nulls, di cui
ratrici ha costante ]a flessione . In particolare per
di CLIFFORD ambedue le assintotiche generatrici avranno

roviamo poi che le
= 0) c



mometria ellithea .

	

117

§ 13. Superficie complementari .

Se combiniamo it teorema III col teorema I del § 11 ne deduciamo su-
bito ]a costruzione seguente the ra .ppresenta per le nostre superficie la tra-
sformazione complementare (etc . LOW, ece., p, 431) :

Sidle rette tangenti alle geodetiche di ion sistema parallelo sopra una
superficie S a curvabow nulla si stacchi, a partire dal punto di contatto, ion

segmento eguale a un quadrante

	

it luogo S' degli estremi sari una

nuova superflcie a curvatura nulla .
Possiamo facilmente dimostrare in modo pRi diretto questo teorema . Sulla

superficie S prendansi infatti a linee coordinate v le geodetiche del sistema
parallelo , e le loro traiettorie ortogonali u, siccU per l'elemento lineage avremo
semplicemente :

d s' = du` + d v2,

ed essendo nulli tutti i simboli di CHRISTOFFEL I le formole (A) di CODAzzj espri-
meranno semplicemente che :

j9du -L JYdv

D'du + D"4 1

sono differenziali esatti (**) . Ora Ie coordinate x'i del punto di S' corrispon-
dente al punto x i di S sono date evidentemente da :

Oxi
A

(*) 11 seriso 6 ildifferente, perch nello spazio ellittico semplice la retta si chiude
?To tin giro di n .

('") In questo modo di trattare ii problema D, 1Y, D" risultano lo derivato secondo
(1i iota medosima funzione (N(r, v) :

1) =

D2 0
02't'

	

2

Annali di Afalematica, tomo XXIV-

	

10

, .=
goo

ly
W ,
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da cui per le

ciol :

e quindi per 1' elements lineare di S' :
d,S'

	

I + Y', d v : + 2 D D'd u dr + D" d

d s' : = d it' + ( D d it + D'd r,',) 2 ,

Was
le ]Oro colliplel
come completamente n
distendibili sul
dal valore
eucEdew i

I

A che f per essere, come A 6 detto, I
mostra it teorema,

)roprieth svolte ally fine del
]a trasformazione cowlenielitare applicata ad una rigata a. curvature nulla

t-VITA min d0brenziale esatto, di-

geodetiche .
WroNGARTEN (esteso alla geo.-netria

( 4') Lczioai, ccc ., pas; .
11 lottoro dimostrepA facilmonte it toorema .

I e supponendovi, come 6 lecito ;
F=0, 1) 1)' = 0 .

durante it quale laa complementare scorre pure sopra se
ficie e dunque nuovamente rigata .

In luogo di un sistema di geodetiche para
curvature, nulla
da uu punto a distanza
spetto a questo sistema

Secondo it teoreima
queste superficie S' costs
l'una sull'altra. Per superficie tipica di questa cla
esempio la complementare di una supw6cie di CLIFFORD .

CA adunque, nella geometria OAK, troviamo con sole quadrature due
I I I twle a eurvaura nulm e

sopra una superficie a .
eodetiche uscenti

0 formolo (A), (h) dcl



Afnche I, elemento lineare :

(l 8 2 = H,2 (l iI, -

appartenga allo spazio di curvatura di R1EMAI'k K, = 1 i~ necessari

C , III
Guioil

tripli ortogonali nello spazio ellittico .

in geometria ellittica .
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dove eon i1e l si indica una qualunque permutazio
Supposte le (20) soddisfatte, per determinare in unzione di u,, u,, u 3 ,

le coordinate
X, x2 x3 x 4 ,

di un punto dello spazio, legate dalla solita relazione :
X 1 2

	

X32 +
x,,2 - 1 ,

tali dunque the si abbia :

Vdxi = = H,= du,' -L II 2 d zc, 2

	

L ;2 (l as3 =,

valgono le osservazioni seguenti .
Poniamo :

x v
Hi

	

26i

	

(1) = 1, 2, 3. 4),

sicche

sono i coseni di direzione della tangente alla linea coordinata (vi) . Allora se
consideriamo le quattro funzioni :

X.)
7

1. a Hb G If, , 1 a Hi a Hi
Ht b ui d uk

	

Hi c 2(/ to u

a Hi

	

1. Fi Hi a H:, +
c uI,

	

1112 but but

, Y (1) 7

	

~'~(2) )

	

'>v(3) )

HiHk =
(20)
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per un valore fisso qualunque di :,, else soddisfano al sistema di equazioni :
Ox

	

IW
c Ui

a HII,

	

a LfI,

a Ui

	

Ka

	

x,

le quali, appunto in AM delle (20), formano un sistema illimitatamente in-
tegrabile.

Sistemi tripli ortogonali
turn nulla .

A semplice esernpio (lei sisterai indicati nel titolo di questo paragrafo
si ha considerando una superficie a curvatura nulla e le sue parallele the sono
altrettante superficie a curvatura nulla . Queste superficie parallele insierne
colle sviluppabili luogo delle loro normali lungo le linee di curvatura dhnno
it sistema in discorso .

Volendo studiare i sistemi generali the contengono una serie di super-
ficie a curvatura nulla procederemo in modo affatto analogo a quello tenuto
al n .' 293, pag . 497 e s, dehe NOW, ece . e dalle attuali formole (20) de ..
durremo the pub porsi :

Cos 0

	

sen

e

dove ]a funzione 1 devee soddisfare alla equazione del 2 .° ordine :
a2 0

	

a2 0

u2 I
alle tre del 3 .° ordine :

a ( 1

	

a2~
~ == -- I

	

a 0

	

0 2 0
021, Selo 7 70m

	

cos 1) Out ZVOU3

7m cos () cm 0m

	

sen 0 Fit; 0u2 0 A

63()

	

=
COS0 00

	

02 0

	

sen 0 a ()

	

a2 0
	 " QAnU, NO ~) ita

	

Qsevnn 0 -j71 ' 082a263 - COSO 0262 ag,0113
5

(22)

(23)
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all' ultima delle quali conviene anche dare le forme equivalents

a

	

1

	

a2y

	

_ 1

	

a9

	

a20
a it, (sen y au2 au3)

	

cos O a u2 auti a 1(3

a

	

1

	

al e __ 1 ae 02 0
du2~,COSy aufau3 '

	

senO au, aueait3

In forza di queste equazioni si vede the 1' espressione

( 1

	

a2

0

)2

	

( 1

	

020

~+cos 0 a n1 au3 + sen 0 a u2 a u3 '

e indipendente si da u, the da u 2 e per(), cangiando convenientemente 11 pa-
rametro it,, si pub dare a questa somma it valore = 1 .

Indicando quindi con w un angolo ausiliario, potremo porre :

32 0

	

a2y
=cos 6 sen w ,

	

= sen 6 cos 6) 7aut an3

	

a'(12a113

dopo di the le (23) diventano semplicemente :

ay

	

aw

	

a0

	

aw
au, = a2-2'

	

au,.

	

duti

e queste traggono seco evidentemente la (22) . Avrerno dunque un sistema
triplo ortogonale della specie richiesta corrispondente alla forma :

ds 2 = cos26dU,'- + sen'6du 2 2 +()2du3 ,
d

yF~

	

.,a
21s

a20

	

a-9 y= cos B sen f,~ ,

	

= sen 6 cos w.
a it, a tea

	

d u2 a U3

Ora questo sistema (25) si riporta facilmente alla nota equazione

a 2 z
axag

= sen z

della teoria delle ordinarie superficie pseudosferic

	

procedendo nel modo
t .

121

(24)

dell' elemento lineare, ogniqualvolta la funzione 5 sia legata ad un' altra fun-
zione ausiliare w dalle equazioni :

a0

	

ao

	

a{}
aui

	

0v2

	

ti 86?

(25)
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Introduciamo in luogo di '11 1 1( 2 IC due nuove variabili ~, rj :

+

	

(n2
2

cioe i parametri delle linee assintotiche e le (25) divelitano :

00

	

aco

	

a 0

	

d c>

sell

	

q e n
C Z aH3

	

ON

Ma dalle due prime equazioni segue the possiamo porre :

A + B
W=A--B,

e B Belle due 6, ?t, . Dopo

(27*)

(love A 6 una finizione Belle sole variabili
di 66 le due ultime (25*) ci dhnno :

a 2 A
= sell (2 A)Craw

	 OIB

	

(2 B) .
f~ a?(3

Abbiamo con tanto per la funzione A die per la B la equazione tipica
da cui dipende la ricerca delle ordinarie superficie pseudosferiche . E poich6
inversamente se A, B sono rispettivamente integrali dalla (27 ' ), (27*) le fun-
zioni 9 1 6, date dalle (26) soddisfano le (25*), ossia le (25), possiamo enun-
ciare it notevole risultato :

Ad ogni coppia di superficie pseudosferiche dello spazio ordinario, prese
ad arbitrio, corris (24)_ponde un sistema triplo orlogonale (241 dello spazio ellit-
tico con una serie di superficie a curvatura nulla .

I nostri sistemi tripli ortogonali vengono quindi visibilmente a dipendere
da quattro funzioni arbitrarie .

§ 16 . Sistemi complementari .

E chiaro the la funzione w definita dalla seconda delle X26) verifica le
medesime condizioni delta 0 e percib 1'elemento lineare :

sent wdu,2
+ G

a
1w

w
du32,

	

(28)
y



e 7

definisce alla sua volta tin secondo sistema triplo ortogonale della medesima
specie del sistema (24) . Due tali sistemi si diranno complementari per la ra-
gione the andiamo ora ad esporre .

Nel sistema triplo ortogonale (24) consideriamo sulie superficie a cur-
vatura nulla u, = cost . le linee di livello :

r, q
= cost .

c)'li3

e dimostriamo the esse formano un sistema di linee geodetiche parallele .
A causa delle due ultime (25*) 1' equazione differenziale delle linee di

livello pub scriversi
cos 6 sen co d 2t, -i- sen 6 cos 6) Chl ., = 0 ,

e quindi quella delle traiettorie ortogonale
cos 6 cos a d n ' - sen 6 cos c d u2 =- 0 .

Ma le due prime (25) ci dimostrano the i primi membri delle due equazioni
precedenti sono, rapporto a it, v, i differenziale esatti di due funzioni the in-
dichiamo con cp,

	

(*), onde avremo :
cos 6 sen w d it, -{- sen 6 cos ri d ii, = d

cos 5 cos w d u, --sen 6 sen r>> d it, = d

da cue quadrando e sommando si ottiene :
cos'-Bduc,2+sen26du,2=dct +d72 ,

con the appunto e dimostrata 1' a.sserzione superiore .
Ora diciamo che :
Se di ciascuna superficie a curvatura nulla del sistema (24) si assume

la complementare rispetto alle geodetiche 1.)a)-allele d'i livello, le nuove super-
ficie a eur•vatura nulla ottenule danno appunto luogo al sistema (28) .

E infatti se adoperiamo le notazioni del § 14 e indichiamo con

X17

	

'?7

	

'737

	

'ii7

i coseni della direzione tangente in un punto ad una linea di livello

123

cost .,

(°') La stessa cosy si vede subito trasforniando le dette espressioni in coordinate
perelie esse diventauo rispettivamente :

son (ZA)dc + sen ;2B)dt3
cos('2A)dx - cos('2B)d~ .
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Bianchk Salle super ficie a curvatura itulla

avremo per le (zo) :

Ora le formole generali (21) applicate al nostro sistema (24) dhnno le formole :

A

	

N

aZ2 - .. ao lotall,

	

a-1,2

1 off

	

to

	

'
,oj(2)

	

H~i =sen7

	

7-1
0112

	

CHI

	

0 M3

a

	

00

	

cos Qi(3) -- sell oxi,

UN

	

2 o
"I --senAK 0"" == cogem

	

PU2

v

	

ON

	

X1cos 0 lop

	

sell 6 jin

da cui risulta :
v

formola the dimostra

Calcolando con queste formole le derivate delle ~ dalle (29) troviamo :

Cost.) (sell

	

Cos 6 xi)

ni - ip) cos a; --- W) sell w,

sen

atts

	

(Sen 6)

	

-H Cos wEi(2) Fit-,

2 3 .

sen ('j Q 0 -' cos G} 72(2)

	

Xi

~j( 3) -H sell 6 xi)

d it,

	

sen 2 r d u2 2 Q
00 2

it-, )

§ 17 . Sistemi con superficie a curvatura nulla rigate.

Abbiamo dimostrato ally fine del § 15 1'effettiva esistenza dei nostri si-
stemi tripli ortogonali, riferendoci alla teoria delle superficie pseudosferiche
ordinarie . Ora consideriamo una classe molto notevole di questi sistemi the si
ottiene assumendo eguale a zero Funa o Fahra delle funzioni A, B al § 15 .
Prendiamo per es . B = 0, cio6 0 = w e allora bastes the la funzione 0 delle
variabili u, + u,, u 3 WAR 1' equazione :

sell 9 Cos 0 .
au, 0u3

Ma poicU sopra una superficie a curvatura nulla u, = cost., 9 6 funzione

0 joa

ow = cos w ; jt 3 ?

(29)

(30)



di it, -- it .2 soltanto, ne risulta the le linee assintotiche u, + u, = cost., sono
rette e percib :

Nei sisterni tripli ortogonali in discorso le superficie u3 = cost . sono )-i-
gate a curvatura nulla .

La stessa cosa risulta dall'osservare the le dette linee assintotiche coinci-
dono nel caso attuale colle linee di livello e perb sono geodetiche pardlele (§ 16) .

Come caso particolare del risultato ottenuto alla fine del § 15 abbiamo
q6 it teorema :

Ad ogni super facie pseudosferica dello spazio euclideo corrisponde un si-
stema triple ortogonale dello spazio ellittico, nel quale le super facie di una
serie sono rigate a curvatura nulla .

Un',iltra singolare proprieth degli attuali sistemi merita di essere osser-
vata . Se cangiamo le variabili it,, u., ponendo nuovamente :

11 2 + it, = 2a.

	

U21- it, -- 2

1'elemento lineare (24) diventa :

2 cos (2 6) d vf d/ -1 d + a
~ 2~ 7r3

e poiche $ e funzione solo di 7, u3 (indipendente da r.) le superficie a = cost .
the hanno 1'elemento lineare :

d82-_=d/32+(23 ()2 du3 2,

sono rigate a curvatura nulla . Ma in queste superficie le traiettorie ortogonali
delle generatrici sono curve a torsione ± I (§ 5) ; dunque sussiste it teorema :

Nei sisterni tripli ortogonali the contenyono mia serie di superficie ri-
gate a curvatura nulla le traiellorie ortogonali di queste super facie sono curve

a, torsione costante T
Ne segue the sulle superficie delle altre due serie le linee di curvatura

1
di un sistema sono curve a torsione costante T = ± 1. Le superficie poi the

sono luogo di assintotiche curvilinee corrispondenti sulle u 3 cost. posseg-

gono un doppio sistema ortogonale di curve colla torsione T

	

1, quells
dell' un sistema essendo inoltre geodetiche .

In fine osservererno the se dello spazio ellittico si fa ]a nota rappresen-
fazione conforme sullo spazio euclideo, i sistemi tripli ortogonali della specie

dnnali di Matematica, tome XXIV .

	

17

2

in yeometria ellittica .
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Bian.chi : Sulle superficie a curvature unlla

ore s per orto,ona.l i dello spazl ordi-
nario e poiclhr le rette dello spazio ellittico lanno per nnmagiti circoli the
ta.gliano in punti diametralmente opposti una sfera fissa, ne concludiamo :

Ad ottui s e ((lc llo sp tr .i o ettelirleo) eorrisponde uni-
rocarnente nn sistema triplo ortoyonalc ordirtario, in ctii le supaerftcie di aan
serie sorro CFPCIIATE e precisanrente lttoglti di circoli, die tagliono in punti
tlt'a,netralinentc opposti nsa sfera . /issa .

Si agg•iunga, the tutt.e queste supertcie cerchiate sono integrali di tins
medesima equazione a derivate parziali del secondo ordine, la quale esprime
the le superficie obiettive dello spazio ellittico sono a curvature nulla . Di put
i evidente die i circoli non sono linee di curvatura, perch, corrispondono alle
assintotiche delta superficie obiettive . Inoltre i circoli stessi insieme colle loco
traiettorie ortogonali formano, sulle superficie in discorso,

	

sistema, isotermo .

? S . Trasformazione di Backlund .

Al sistemi tripli ortogonali finora studiati sono applicabili quei metodi
di trasfornlazione the ho esposto pei sistemi pseudosferici ordinal'] al Cap . XXX
delle Lczioui, ccc . Qui mi limited a dare 1e formole effettive the servono
per sifftttte trasforniaziont, sidle quali formole sari poi facile verificare tutte
le propriety asserite .

Consideriamo uno dei nostri sistemi definito dalla forma (24) dell'ele-
mento lineare dello spazio, essendo (A due funzioni legate dalle (25) . In-
dicancdo con s, un terzo angolo incognito c con 7 tin angolo costante, si de-
termini y dal sistenta sltnullaneo :

r a ~ fl
- --- cot g s ell ( ? G)

c	cot g sell(? - ;- 5
r' l~

	

( ct -

}-

	

-f	t,' ~ sen (

	

- r - a) ) ( ),

(k) Se in particolare c =

	

r itornia.mo a,lla tr<LSturntnzioue cimtplelnentare (§ 16) ,

i,leche allora no seguo :



ossia dalla corrispondente equazione ai differenziali totali :

d?= (cot ,;sen(T+O)- " )du,,-- cotasen(T-- 6) +
ao

a tw

	

a luf I

- (tgsen(p+i)a

	

&

Le condizioni d'illimitata integrabilith per le (31) o (31*) sono qui iden-
soddisfatte a causa delle (25) ; percR) la soluzione generale p del

sistema (31) contiene una, costante arhitraria. Preso Pangolo p eguale a una
soluzione particolare qualsiasi delle (31), conduciarno a ciascuna superficie a
curvatura nulla %= cost. i n ogni suo punto (xi) una tangente inclinata sulle

e di curvatura u,= cost. precisamente dell'angolo p e copra questa tan-
gente stacchiamo, a partire dal puDto di contatto, un se
costante a . Se con vd i indiebiarno le coordinate dell'estremo,
stanaente :

osa -4- (VI)COST + V2)SenT)Sen-, .

	

(32)

Calcolando le derivate delle x'j, osservando le (30) § 16 e le (31), tro-

04~- .- Cosa cosy cos(? + o)Ql) + cosh cosysen(y

	

-IL-ul
+ sen a COS T sen 6 ~j( ) - sen a COS T COS 6 Xi

~24L
cos,7sen?sen(? + 0),Ql)--cosasen?cos(T +

--senasenTeosofP) --senasenysenoxi

a COS

	

Cosa ;'i ( 3)] ~
0
I,

e per la somma

d s' -

aseno

in geometria ellittica.

'2 = cos

%_-cost. sono nuovamente a, curvatura
soddisfa alla equazione :

+ sent ?du,l

ostra come, per mezzo delta costruzione indicata,

127

(31*)

avremo manife-

(32*)

(33)
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B i a n c h i : Sulle superfacie a cur•va tura nulla

ed otterremo :
	 +e)« =oa

2 cot6sen (p -}- 6)

	

(34)ae

a (y + 0) _ - tga sen (gyp + W) .
a m,

Ma al § 15 formole (26) abbiamo posto

6=A-FHB,

	

=A-B,

e risultando dalla prima delle (34) :

p =B'-A,

dove B" indica, come B, una funzione delle due variabili r3
due (34) diventano :

a (B'-- B) _ - 2 cot a sen (B' -}- B)a~
a(B' i-B) tgasen(B'-_B)a u3

Queste, con una piccola modificazione nelle notazioni, sono precisarnente le

§ 19. Continuazione .

La interpretazione geometrica dei risultati precedenti e cosi simile a
quella the ho stabilito al Cap . XX delle Lezioni, ecc., the sara inutile in-
sistervi . Osserviamo soltanto the la nostra trasformazione puo applicarsi non
solo ai sistemi tripli ortogonali considerate ma anche alle superficie a curva-
tura nulla isolate . In tal caso si ottiene ogni volta una congruenza di raggi
iiella quale e costante la distanza dei fuochi e dei punti limiti mentre le due
falde focali sono superficie a curvatura nulla. Su queste si corrispondono
inoltre e linee di curvatura e assintotiche, queste ultime ad archi eguali .

Esaminiamo ora it modo di integrare it sistema (31.) . Trasformiamo per
cib nuovamente nelle variabili



formole della trasformazione di BACKLUND per le superficie pseudosferiche or-
dinarie (I.

Se ci riferiamo dunque al risultato finale del § 15, vediamo the basterh
saper applicare ad una delle due superficie pseudosferiche generatrici ]a tra-
sformazione di BICKLUND, lasciando l'altra superficie invariata, per ottenere
]a trasformazione di BACKLUND del corrispondente sistema triple ortogonale
dello spazio ellittico . E cosi tutte le conseguenze the i sono dedotte dall
tew-eina di Pei-mutabilitt'i per lo spazio euclideo valgono pure per lo spazio
ellittico, la qual cosa si pub del recto dimostrare direttamente stabilendo per
i nostri sistemi it teorema dato a pag. 506 delle Lezioni, ece., pei sistemi
pseudosferici 6rdinari .

In particolare si pub partire da un tale sistema triple ortogonale dello
spazio ellittico the Papplicazione illimitata della trasformazione di BACKLUND
non richieda mai alto the calcoli algebrici e di derivazione . Tale b per es . it
caso se si parte dal sistema triplo corrispondente alla formola :

tg 0

(*) Lezioni, ece ., pag. 427 .

in geometria ellittica .
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