
Ueber eine Iineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mi t  
einem w i l ~ l i c h e n  Parameter .  

Von 

5. Hom~ in Charlottenburg. 

In den Comptes rendus (17. Januar 1898) habe ich gezeigt, wie 
man vermittels~ einer Methode successiver Ann~iherungen*) zur asymp- 
totischen Darstellung der irregul~iren Integrale einer linearen Diffe- 
rentialgleichung dutch die Thom6'schen Normalreihen gelangen kann**). 
Ein ~hnHches Verfahren kann man, wie ich im 51. Bd. tier Math. Ann. 
gezeigt babe, anwenden, um das Verhalten tier Integrale einer nicht 
linearen Differentialgleiehung erster Ordnung bei tier Ann~herung der 
Ver~inderliehen an eine Unbestimmtheitsstelle zu untersuehen***). 

Ich betrachte jetzt ein Integral einer linearen Differentialgleichung 
als Function eines in den Coefficienten en~altenen Parameters und 
leite vermit~elst sueeessiver Ann~herungen eine asymptotische Dar- 
stellung dieser Function durch eine der Differentialgleiehung formell 
genilgende Reihe her. Um die Methode zun~iehst in einem einfaehen 
Falle darzustellen, w~hle ieh eine Differentialgleichung, welehe bei 
versehiedenen Problemen tier mathematisehen Physik auftritt, n~mlieh 
die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d(A dy 
(,0 F (k + c)y = -  

*) Vgl. Fuchs, Annali di Matema~ica 1870. 
**) Vgl. Poincax6, Am. Journ. Bd. 7, Act. math. Bd. 8. 

**~) Vg]. meine Arbeit im 118. und 119. Bd. yon Crelle's Journ. 
t )  Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd. 1, S. 106 if. und S. 373 if., sowie in Betreff 

d~y 
der spezieUeren Differentialgleichung ~ -]- k~y = 0 Picard, Trait~ d'Analyse 

Bd. III,  S. 119 if. In dem Buch yon Pockels ,,Ueber die partieUe Differential- 
gleiehung Au  -~- k-~u -~- 0 und deren Auf~reten in der mathematischen Physik" ist 
auch auf diejenigen FRIle hingewiesen, in welchen u na t  yon einer Ver~ndex- 
lichen abhRngt. Als physikalische Aufgabe, welche auf eine nicht zu specielle 
Differentialg[eichung (~) ffihrt, sei alas Problem der .W~rmeleitaug in einem 
heterogenen Stab genannt. 
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hierin ist k S ein willkfirlicher Parameter~ welcher auch complexe Werthe 
annehmen kann; A ,  B~ C ~nd reelle Functionen der reellen Ver~inder- 
lichen x ,  welche in dem Intervall a ~ x < b nebst ihren Ableitungen 
jeder Ordnung stetig sein sollen; a~serdem sollen A und ~ ftir 
a ~ x ~ b positiv sein. Ein Integral y yon (a) ,  welches ebenso wie 

d y  
seine Ableitung ~-~ ffir x ~ a einen yon k ~- unabh~ingigen Werth be- 

sitzt, ist bekannthch eine ganze transcendente Function yon/~.  
Aus der Entwicklung dieser ganzen Function nach positiven Po- 

tenzen yon k ~ lassen sich deren charakteristische Eigenschaften, ins- 
besondere ihr Verhalten in der N~he der wesentlich singul~en Stelle 
k ~ oo, nicht oder nur schwer erkennen~ unmittelbaren "Aufschluss 
dariiber giebt aber eine Entwicklung yon der Form 

(% + ) 
+ s i n k =  ~(-k- 2r -~= ) , 

welche der Differentialgleichung (a) formell gentig~ und ~hnlich ge- 
bildet ist wie die Thomg'schen Normalreihen; darin sind co; r (Pl, . . .  
Functionen yon x, welche in w 1 berechnet werden. Ich zeige, dass 
die Reihe (I$) die erw~ihnte ganze Function fiir grosse Werthe yon /~2 
in einem n~iher bezeichneten Sinne asymptotisch darstellt (~w 2--5). 

Aus dieser asymptotischen Darstellung l~isst sich auf die Nutl- 
stellen und das Geschlecht der ganzen Function schliessen*). Wir  
w~ len  jedoch eine etwas andere Fragestellung. 

Bei den erw~ihnten Problemen der mathematischen Physik kommt 
es auf solche LSsungen der Differentialgleichung (a) an, welche die 
Bedingungen 

d~ h y --- O ftir x ~ .  a , 
d x  

d y  

erfallen, worin h und H positive Gr5ssen sind, welche auch gleich 
Null oder unendlich gross sein kSnnen**). 

Bekanntlich giebt es solche LSsungen (ausgezeichnete LSsungen) 
nur, wenn k 2 Nullsf~lle einer gewissen ganzen transcendenten Function 
2 '(k ~) ist; man weiss, dass die Gleichung ~'(k 2) -~-0 unendlich viele 
reelle positive Wurzeln k S (ausgezeichnete Werthe) besitzt; es ergiebt 

*) Vgl, den zweiten Theft meines Aufsatzes ,,Verwendung asymptotischer 
Darstellungen zur Untersuchung der Integrale einer specieUen linearen Differential- 
gleichung" (Math. Ann. Bd. 49). 

**) Im Fable h ~- ~ geht die Bedingung dy dx hy ~ 0 in y -- 0 fiber. 
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sich dies auch aus unserer asymph)tisehen Darstellung der grossen 
ausgezeichneten Werthe, woran sich eine asymptotische Dars~ellung 
der ausgezeichneten LSsungen mit grossem Index anschliesst (w 6). 

Man wird yon den gegenwiirt~gen Untersuchungen Gebrauch 
machen kSnnen, um die ffir die LSsung der erwrfl~nten physikalischen 
Aufgaben erforderliche Entwickelung einer Function yon x in eine 
nach ausgezeichneten LSsungen der Differentialgleichung (a) fort- 
schreitende Reihe zu beweisen*). 

w  

Wir  bezeiehnen mit y das Integral der Differen~ialgleiehung (a), 
welches durch die Bedingungen 

d y  
Y ~-" ao '  d x "~  go ftlr x ~ - a  

tixirt ist, und beschr~uken x auf das Intervall a ~ x <~ b. Durch 
formale Differentiation der Reihe 

y = cos k co (Cpo + '~ + . . . )  + k o + 

worin co, cp0, cp,, . . .  yon x abhEngen, erh~ilt man 

,iV " ~  q/~ ,, + ~" ~; ~ ,, ~1 
d x  ~ cos Leo 7,~, ' 

* ' = 0  

.t,~l 

r eo r ~. 
]~2't,--1 

( • _ _  1 2  #Y ~ cos/~eo - -  k2e~ 7'0 + dx ~ 
'V~---0 

,;',, + -2 o,'~,+z + d' ,~,+, - -  ~,2 ~'.2,+~"~ 

+ sin k ro ( - -  k ( 2 d g o ' +  d'~o + o'2(p,) 

+Z 
% 

�9 ~ - - I  ~ - o) q ~  ~ ~o q02~ ~ a) r  . 

) ~2v--1 

Durch Einsetzen in die  Differentialgleichung (a) und Nullsetzen der 
Coefficienten von k 2 cos k eo und k sin k co erh~]t man 

--  d2 A + . B = 0 ,  

2Aco'~o" + ( A d ' +  A'~')(po = 0; 

~) Vgl. Sturm und Liouville, Liouv. Journ. Bd. 1 u. 2; 
rendus 1898 (17. Jan.). 

Mathematische 2kanalen. LII.  

Stekloff, Comptes 

18 
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durch Nullsetzen der Coefficienten yon 

s i n / ~  eo cos k eo 
k~,,-1' k2~ 

erhiil~ man ferner 

- - ( A ~ ' ~ _ , +  A'~._~ + O,~._~) = o 

2 A ~'q4.+~ + (A co" + A'~') q~,,+~ 
+ (A~'~ + -~'q4,, + O ~ . )  = o 

Hieraus berechnet man 

s o  d a s s  m a n  

e o ' ~  V -g  X '  

X 

= j l /  x x 
a 

setzen kann~ wo der positive Werth der Quadratwurzel 
werden mSge. Ferner erhiilt man 

eo 
% - - - ~  ~/~-B , 

X 

r =- 2F-A~I f .a,p'~'~_~+.a'~_~V.a~ +v~,_~ dx 
a 

c~,, (n ~ 1, .,~ . .  . ) ,  

X. 

1 j ~  Aep~.-[- A'(p'2u.. ~- Cop2 n 

d$ 

% ,~-b l 
+ (n = o, i, 2 , . . . ) ,  

(n  ~--1, 2 , . . . ) ,  

(n = 0, 1 , . . . ) .  

genommen 

Qo 

dy ~ ~p'~,(a) + r op2~+ 1 (a) 

worin die vierte Wurzel aus der positiven Gr6sse A23 posiiiv ange- 
nommen werden mSge. Die Integrationsconstanten c o~ ci, . . .  bestimmen 

d y  wit so, dass bei formaler Reehnung y den Werth ao~ -~-  den Werth a o' 

ffir x ~ a annimmt, welches auch der Werth yon k sein mSge. Ftir 
x ~ a ist; 

Y---- ~T; , 
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es muss also sein 

% (a) ~ %, 

r = 0 (n  = 1, 2 , . . . ) ,  

Demnaeh wird 

cp, (a) = ao'-- w,((a) d(a) ' 

~'~ ,, (a) 
d(a) (n = I, 2 , . . . ) .  

�9 1 / "  A~po"+ A'~o" + C~o 

a 

( ~ o - ,p o" < a ) ) V - z - ; z )  ~ 

X 

a 

(n = l ,  2 , . . . ) ,  

t f A~'~',+.a',p'~,+e~,, d x  "rm2n_l+ ~ ,t - 

2 
a 

_ ~ ; . (a )  V ~  (n = 1, 2 , . . . 1 .  

Wit werden zeigen, dass die Reihe (fl) mit den soeben berechneten 
Werf~en yon a~ und tpo , ~1 , . - -  das durch die angegebenen Anfangs- 
bedingungen bestimmte Integral y der DifferenL-ialgleichung ftir grosse 
Werthe des Parameters k asymptotisch darstellL 

{}2. 

Wit bringen die Reihe G6) in Verbindang mit einer der Differen- 
tialgleichung (~) geniigenden eonvergenf~n Reihe, welche man durch 
ein Verfahren successiver Ann~herungen erhKlt. 

Die Functionen 

W O  

I8" 
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gesetzt ist*), gentigen der Differenfialgleiehung 

d~u d log  A d u  

dx ~ "l-" dx dx 

.B 1 (.dlogA~' 1 logV~-  , 

deren linke Seite mit /)(u) bezeiehnet werden mSge. 

l ( d  log A.'~ 1 ( d  log ]///~'~'  1 

1 d 2 log ( A B ) |  
dx ~ ) U ~ 0 ~  

Setzt man 

d ~ log (A B) C 
dx e .4 ~ 

so schreibt sieh die Differentialgleichung (a) 

(u) --- O u .  

Wit ersetzen sie dureh die Kette yon Differentialgleichungen 

D (%) = O, 

~(u~)  ---- Qu,,,_~ ( m = ,  1,2,  . . . ) ,  

welche wir so integriren, dass fiir x----a 

Uo..~--%, 
'~1 -~-. 0 ~ 

'am ~ O ~ 

wird. Dann ist 

p s 

Uo ~ '~o q~ ( a )  

u l  - ~  ao - -  aoCp' (a)  

u;, = o (m - -  ~, 3, . . . )  

ei k aJCto r p e--i k tatg o 
~0 ~ 2 ~ 2 

ag x 

U, = ei~a'q~ ['e-i~Qu~ dx  e-i~*'~ f e i k ~  ou~ dx  
g a 

(~o ' -  ~o~'(~)) ~ ,  ~ ( ao ' -  ~o~'(~)) ~ - ~  
2ff 2ikeo'(a)q~(a) - -  2ikea" (a)q~(a) ' 

#g 

eikea eP f 
2ik 

e'-'i~" Qu'~-I dx  

e--ikta ~p 
X 

f e ~''~u - -  ~J7 r a - -  I 

2 i k  eo q~ 
dx (m ~ 2, 3 , . . . ) .  

~) Mit Rficksicht darauf, dass der Factor d o in ~o ~ ao~ verschwinden kann. 
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Wir untersuchen die Convergenz der Reihe 

Uo + u, + ~ + - . -  

fiir a ~ x ~ b .  Wir se~zen 

k ~ r (cos ~ n t- i sin ~) 

und beschr~nken uns, da es sich um eine eindeutige Function yon k 2 
handelt, auf die obere tlalbebene der complexen Ver~ir, derlichen k 

o < ~ = < ~ .  
Far a ~ x ~ b sei 

icpt g M,  laoq~i g Mo, ~(-a~--(~ cp g M,,  

Dann ist 

da 

iuo, <= ~ e_~,~.~_t_ ~.i Moe..,~a <=_ M o e ~ , ~ ,  

ist. Ferner isl 

e - ~ . ~ ' a  <~ 1, e ~ a a  ~ 1 

gg 

u,[ ~ "2r Ne2~'i~adx 
a 

4- 

X 

Mera~sin~ f 
~r Mo N d x  

a 

M i e - -  rr s ia~  Mt  er ~ sin-9" 

da co mi~ wachsendem x zunimmt, so ist 

also 

Wenn 

X 

r 

M-o MNe  r " si~, a (x  - -  a)  
iu~l =<_ ,. 

Mt e *'~ sin'~ 

' t f  �9 

Mo (M2r m-1 er~nia a (x -- a) m-1 

"]- (~ _ o.); , r " - ~  

ist, so haben wir 
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oder 

Es is~ also 

x 

Me -r~sina f MoN (MN)m-l e~rwsina (x -- a)m-l dx 
lumf< ~ . ]  (,~ _ ~),. ~_~ 

a 

Die Reihe 

-4- 

+ 

M e r ~  sin -~ 

+ 

x 

f Mo2V(M2V) m-1 (x -- a) m-ldx 
(m -- 1)! r m-1 

Z 
m - ~ - O  

f MtN(MN)m-2e2rt~ -- a) m-2 dx 
2 r (m - -  2)! r m - 1  

a 

ist demnach fiir 
alle Werthe yon 

x 

Mer~2rsin# f M~ N(M.I~) - -  2) (xt. rm-i-- a)m-z dx 
a 

geniigen, 
die Reihe 

Mt ( M N ) m - a  ertO sin.7 (x -- a)m--i 
(~/~ - -  1 ) !  r m 

oo 

1 ( M 2 u  m 

m ~ O  

ot~ 

"4- -7- Z ( m - l ) ,  
m.~-- I 

( M2V (~ -- a) )m-1. 

e ' ~  (uo "a t- u t  "a t- u2 -t-  " " ") 

alle W e r t h e  yon x im Intervall a < x < b und fiir 
k, welehe der Bedingung 

l k l > / ~ ,  0 = < a r g k < ~  ( / r  

unbedingt und gleichm~issig convergent. Dasselbe gilt  ffir 

Aehnlich beweist 
genz der Reihen 

r  + u,+, + u,+2 + . . . )  

man die gleiehmissige und 

~ -J-x, 

d ura 
eik~ k~ Z 

m=n+l 

(n ~ 1, 2 , . . . ) .  

unbedingte Conver- 

(n ~-- 1, 2 , . . . )  
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in demselben Gebiete yon x und k. Aus dem oben aufgesteUten Aus- 
druck f/Jr u~ geht niimlieh derjenige yon u~ hervor, wenn man ausser- 
halb der Integralzeiehen e-+ik~(p dureh 

e+-~"(+__ ik~'~ + #) 

ersetzt. Wenn fiir a ~ x ~ b 

~'~l  <=L, tq;l <=L" 
ist, so hat man 

, e r~' s ina (Lr  Jr- L' )Mo.N' (M2V)  m-1  (x - -  a) m lu~l < 

ero sina (f_~. ~_ .L') MIN(M~r )  m - 2  (x  - -  a) m - 1  
+ 

(m - -  1) ! r m 

woraus das Behauptete folgt. Die gleichmiissige Convergenz der 
Reihen 

eikm Z deem -~ -d-~, 
m~--.O 

cao 

d ~ u m 
( n  ~ - -  1, O, 1, . . . )  

B O 

- + u=) ~ / )  (Uo + u, + ~2 + ' "  9. 

m-~-n+2 

ergiebt sich daraus, dass 1)(u,~,) -~- Q u , ~ - i  oder 

d~um d log A dUm 

d x  ~ d x  d x  

ist. Es ist also 

lira D (u o Jr-u 1 -[- "- 
m~-~ 

Dutch Addition der Gleichungen 

.D(uo) = O, D(u,) = Quo, . . . ,  D(~,.) ~ Qu.~_~ 

erh[ilt man 

.D(~,$ 0 + •| + - - .  + u~,~) = Q ( u  0 + u I + - - "  + ~ ,~-1)  

and hieraus fiir m ~ c~ 

/)(Uo + ul +.- . )  = O(Uo + ul + - .  9; 

d. h. die Reihe 

y = Uo + ul + u~ + - - -  

geniig~ der Differentialgleichung (a). 
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w  

Zur Untersuehung des Verhaltens der Reihenglieder um ftir grosse 
Werthe yon /~ dient die folgende Hilfsbetrachtung. 

Es sei f(x) eine nebs~ ihren AbleiOaagen ffir a _~< x ~ b sl~etige 
Function yon x. Wi t  setzen 

d f ~  d f / 2 = ~ ,  �9 f o = f ,  f ' = d x ~ "  "'" 
Dann is$ 

f - -  ~i~ e-'~'  e~ '~ ' f~(x )  dx 
ell 

Daraus folgt 

~'~ [fo(x) 

~--ikm If 0 2i/~~' (a) (a) 
(_1) '~ e-- i~' ~, 

+ 
(',) i/r ~ 

wobei gesetzt is~: 

Es ist aber 

fl, (a) e-~7r176 
,) ~ �9 ~k,~ (a) 

(v ~ O, 1,2,. . .).  

J~ = e"~o'j'e~'~"f(x) dx 
a 

i; (x) s (x) 
~ik + O ~ k ) '  . . . .  + 

f~ (a) f2(a) 
~i~ + ( ~ i ~ ) ,  . . . .  + 

( -  I) "-1 f.-i ( : ! l  
] 

J 

=y 
a 

X 

.,k~, (x) 2ik,~(a) 2i~,./ " /'.+~(x) dx .  
r 

Nun is~, wenn 
k ~- r(eos ~ -f- i sin ~) 

gesetzl und 0 ~ ~ <= ~ angenommen wird, 

[ ["~'~ dx I F,,+x(b--a), 
a 

wo ~'~-i das Maximum yon If,~+1(x)I ftir a <C x ~ b bezeichne~. Der 
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absolute Betrag yon O~ niihert sich demnach gleichm~sig der Grenze 
Null, wenn k mi~ 0 ~ arg k ~ ~ ins Unendliche geht. Wir schreiben 

e ikeJ 2 (-- 17' f~,(x) e---ikr 2 (-- 1)~ f~ (a) 
J~ ~ 2ika~'(x) (2ik)" 2ikta ' (a)  (2ik)" 

~ - 0  ~0 

and sagen, die Function Jl  werde durch die angeschriebene 
asymptofiseh dargestellt. 

Reihe, welche man 
Reihe ftir J~ erhiilt: 

Reihe 

In demselben Sinne wird ~ asymptotisch dargestellt durch die 
durch formale Differentiation der asymptofischen 

dx c~  T (x) -t- f,(x) f~(~) 2ik (~ik)~ ~ ' ' "  

~ - ~ '  ~ [fo ] f, (a) A (a) 
+ ~ ( a )  2 i k  + (~ik)~ . . . .  , 

dJ, d. h. ~ unterscheidet sich yon dem Ausdruck, welchen man erhKlr wenn 
man sich in jeder Klammer auf die n-l-1 erstmn Glieder beschri~akt, um 

e---ik o~ 

(2ik)~ On , 

WO 
lira e~ ~--- 0 

ist. Dies ergiebt sich, wenn in 

dx 

fiir J~ der asymptotische Ausdruck gesetz~ wird. Ebenso finde~ man, 
d~ Jl dass ~-~ asymptotisch dargestellt wird durch die Reihe, welche man 

durch zweimalige Differentiation der Reihe fiir Jt  erhiilt. 
In ~ihnlicher Weise finder man 

2i~'(~,) @) + :~i~ + ' "  "--F 

dk~ [fo f,(a) + , .  , ( a ) +  + .  - -  -f ~ska~ (a) 2ik 
e--iktoOn 
(2ik)" 

wenn gesetzt wird: 
X 

f,,_ i(x) ] 

(~ik)"-U 
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Es ist 

Wi t  haben 

f~ (x) f, (a) e ~**~ 
q" "~-- -  2ik,~'(x) "4- 2ika)'(a) 

1 ikoa --$ika~ + fe f,~+~ (x) dx .  

X 

le ' ~ " (x)dxj 
tt 

gg 

< e - ~ ,  ~i~a / e~.~,si,~a.F,~+1 dx  ~ 2',,+1 (b--  a),  
a 

wobei za berfieksicht;igen ist;, dass e ~ ' ' ~ a  ffir die obere Grenze x 
gTSsser isl~ als an einer anderen S~elle des Integrafionsweges. Daher 
hat; auch jetz~ ~), die vorhin angegebene Eigensehaft. Wir sehreiben 

ao 

J2 cx) 2ika~" (x) (2ik)-----7 "-l-" 2i-k~" (a) ~ " 
~ 0  ~ 0  

Wie vorhin siehtl man, dass diese asympt~fisehe Gleiehung naeh x 
differentiirt; werden daft. 

w  

Vermittelsl des in w 3 entwickelten Hilfssatzes bilden wir asymp- 
totische Ausdriieke flit die Glieder u~ der in w 2 aufgestellten Reihe. 

Zuniichsl ist 
e--ikt~ ~p o e i k t ~  ~ 0  ~.  

~0 ~ 2 2 

Demnaeh wird 

a 

x x 

e-i~o.,ro f e~i~.,Q, eik,.Opo ['e-~i~., 9 
~f: . ]  d d x + 47 ~ J 2 d x 

a t~ 

~ -  2 i k e d ( a ) ~ ( a )  - -  2 i k d ( a ) ~ ( a ) -  - "  

Indem wir fiir das dritte und vierte Integral nachw 3 asymptotische 
Ausdriicke bilden, erhalten wir die asymptotische Gleichung 

ul = e i~' ~ "4- e - ' '  ~ FI" In 
�9 = x  ( ik)" ~ . ~  ( Z ~ ) ,  t- k~ , 

y - ~ - I  

wo Qx~ mit unendlieh wachsendem Ik[ gleichm~sig zur Grenze Null 
geht fiir 0 ~< arg k < ~ und fiir a g x __< b. 
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Nehmen wir an, es bestehe aueh die Gteiehung 

~m--1 ~ ei~~ ~ tPm-l'~ 
~=.~_~ (il~) ~ (-- iZ~)" 

wo 0,~-1,. die vorhin fiir ~ angegebene Eigensehaft besi~zt. 
a6 

2 ['O dx 
u~ = ~-~ , ,= , , - t  . . ]  Cik)" ~o" ,p 

as - j '  

Daraus folg~ 

d x  

cz 

e _ i ~ ,  ~ ~ 1 ~ ~ i ~ , , ~  ~, 

e ik~ 02 

a 

x 

f .~2ikwz'~-~ v ~d .t, m-I, 1, d x  

,,---~-,-~t ( - - i k ) "  o~'~ 2 i k  

#g 

2 i k n +  1 r 
a 

f ~2ikr eikC~ Vp e y qm--l,n dX . 
+ 2 i k n Jr'l" 03 ep 

a 

n n 

e-- ik~ qm n + 
k ~ 

WO O'~,' die wiederholt angegebene Eigensehaft; besit;zt;. 
Glieder mit; dem Nenner k"+ ~ in das Rest;glied einbezogem 

Fiir m ~> n setzen wir 
g-- ikw qm 

u~, = , lira 0~,, ~ O. 

Der Gleiehmiissigkeit halber sehreiben wit 

Uo = e' 'Fo + 

Dann ist 

Dabei sind die 
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Wir se~en 

On = #ln + #2U + "" ", 

D~nn ist 

Die Reihe 

(v = 1,2,...n), 

y = uo + u~ + u~ + .  - �9 

_ (--Y~>" ~ An 

e'~kn(~,+1 + U,+~. + . . . )  

oder, was dasseIbe ist, die Reihe 

0.+~,~ + 0 . + 2 , .  + �9 �9 - 

ist fiir lkl > / ~  > 0, 0 ~ arg k ~ ~ und fiir a ~ x <: b gleichm~ssig 
convergent. Man kann also nach Angabe einer beliebig kleinen 
positiven GrSsse ~ p ~ n so gross w.~hlen, dass fiir alle angegebenen 
Wer~he yon x und k 

is~. Ferner kann man 2~ so gross annehmen, dass 

iq l .  + q~. + . . -  + q~.t < -~ 

wird. Es ist demnach I Q- t < e ftir t k t ~ / ~ ,  0 ~ arg k ~ g, a < x < b; 
es besteht die asymptotische Gleiehung 

E,  F ,  

~=0 (ik)---~ -~- e - i ~ , = o  ( -  ik)~ ' 

wo •0, E t , /~ .2 , . . .  reelle Func~ionen yon x sin& Se~zen wit 

~ o  = ~ V o ,  ~ ,  = 2 ~' ,  , ~ = - ~ ~ ,  ~ = _ ~ F~ , . . . ,  

so haben wir die asymptotisehe Gleiehung 

+ +--.) + + +...); 
d. h. es is~ 

Y 

wo lira 0 , - - - 0  ist~ wenn k in der angegebenen Weise ins Unend- 
liehe geht. 

Fiir reelIe Wer~he yon k ist aueh das Restglied reeU. Se~zt man 
0~ -~- ~n -{- i~ , ,  so wird 

e'--i7r ~. cos/c~o -]- ~n sin ka~ 
/P /s 
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und man hat 
lira ~. ~- 0 ,  lira ~/~ ----- 0,  

wenn k als reelle GrSsse unendlich gross wird. 
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w  

Die soeben bewiesene asymptotische Gleiehung kann differenf~iirt 
werden. I m w  3 wurde gezeigt, dass die AbleiCungen der Functionen 
J l  und J2 nach x asymptotiseh dargestellt werden dutch die Reihen, 
welche man durch formale Differentiation der dortigen Reihen erhiilt. 
Dasselbe gilt also aueh ffir die mit d k~ bezw. e - ~  multiplicirLen 
Integrale, welche in dem in w 4 aufgestellten Ausdrack flit u~ auf- 

d ~m 
treten. Es wird demnaeh - ~ -  asymptofdsch daxgestellt dureh die Reih% 

welche man dutch formale Differentiation yon 

erhKlt, d. h. es ist 

d ~  m 
d x  

ao  a o  

e-" i~os q'mn 
"at" k" , lira O,,,'* = O.  

Ftir m ~ n q- 1 sehreiben wir 
_ ~ i k e o  �9 

g 

alum ~ 0~'* lira Ore,, ~ O, 
d x  k n ~ k = ~  

wiihrend 

ist. 

WO 

du'*+l ~--- ei~'~ r~ [ e-ike~ r~ 
d x (ik)" (--  ik)" 

e" ik~  qn.-}-i,n + 
k ~ 

Hieraus folgt 

d___y e~ l, ,o i k ro, .F ~ .q_ 

~ - - 0  

~ ' ~ + l  + e 04 + + + 
v.~---.O 

�9 f �9 

O~ ---- Oa~ + 0~,, q- "" " 
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ist. Wegen der gleichm~ssigen Convergenz der Reihe 

2 " 2  
n~herg sich q~, gleichm~issig der Grenze Null, wean k mit 0 ~ arg k ~ 
uuendlieh gross wird. Wit kSnnen schreiben: 

dy 
a--~ c,~ cos k ~  ((~o'A-~'~0~)  A- ~ ; + ' r  ~ + ' " )  

+ ~i. ~ ( -  ~'~o + ~"-~ + "  ")" k 

Aehnlich finder man die asymptoffische Gleichung 

d~Y k 2 r a-- ~ c,o cos ka,  ( - -  ~ o  q -  " " ") 

+ sin ~ ( -  ~(2~'~o'+~"~o+~'~o) + . . . ) .  
Nun 1Ksst sich zeigen, dass die fiir y gefundene asymptotische Reihe 

der Differentialgleichung (a) formell geniigt. Durch Einsetzen der 
Reihe flit y wird die linke Seite yon (a) 

+ ~  

wo H~ eine mit cos k eo oder sin k eo multiplicirte Function 
je nachdem v gerade oder angerade ist. Es ist 

+ ~ H~ ~ cos k~ -}- ~, sin ka~ 
A (y) = _ _  ~ k- ~ k ~ 

wenn k als reelle positive Gr5sse ins Unendliche geht, ist 

l i m ~ 0 ,  l i m ~ - - - 0 ,  

lira ( i ,  cos ka~ -{- 7, sin keo) ~- 0. 

Wenn H_s ~ 0, / / - 1  ~- 0 , . . .  ~r,_l ~- 0 ist, so erh~lt 
Multiplication der GIeiehung A ( y ) ~  0 mit k ~ 

H~ -{- i .  cos k to -J- ~/. sin k ca ~ 0 

und hieraus fiir lira k ~ - q - o o  

Ffir x - - a  bestehen die asymptotischen Gleichungen 
oo 

Iv-~.O 

% c,o~,~ ......... - ~  ----. 

yon x ist,  

man dureh 
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Dies ist aber nur mSglich, wenn 

(Po(a) ~-- ao, r (a) ~-- 0 (v-~- 1, 2 , . . . )  
tpa' (a) -1- to' (a) tp, (a) = ao', (p;,(a) + co' (a) (P~,+l (a) = 0 

(v -~- 1, 2 , . ,  .) 

ist. Dadurch, dass die asymptotische Reihe ftir y der Differential- 
gleichung (a) formell geniigen und dass die Funefionen 9o, ( jo t , . . .  
ftir x ~ a die soeben angegebenen Werthe annehmen sollen, ist diese 
Reihe vollst~ndig bes~immt; sie muss also mit der in w 1 berechneten 
Reihe (fl) fibereinstimmen. 

Als Hauptergebniss der bisherigen Entwicklungen haben wir den 
Satz: 

Das dutch die Anfangsbedingungen 

dy 

bestimmte Integral der ])ifferentialgleichung 

dx + (k2 .B+C)y=O 

in w 1 berechnete, der Differentialgleichung formell wird durch die 
geniigende Reihe 

y ~ cos k co (~o + ~ +. .  ) + + +...) 
fiir grosse Werthe des -parameters k ~ asymptotisch dargestellt; d. h. die 
t~eihe, welche man erhiilt, wenn man ~,+i, 9 ,+~. . . .* )  dutch 0 ersetzt, 
unterscheidet sich yon y um 

e-'-ikoaOn 

wo sich 0,+ gleichm~ssig der Grenze Null niihert, wenn der _Parameter k 
mit 0 ~ arg k ~ ~ ins Unendliche geht. 

w  
Wir  bezeichnen mit y das Integral 

mit den Anfangsbedingungen 
dy 

y-~-- 1, dx 

wo h e i n e  positive GrSsse ist. 
Gleichungen 

a o  

y C~ cos k eo ~ "  ~ + sin k e~ 
~---0 

der Differentialgleichung (a) 

- - h  fiir x - ~ - a ,  

Es bes~ehen dann die asympbotischen 

+) Dabei is~ n irgend eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . .  
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d y oo cos kco 
~0 

+ sin ko  ( - -  

k'z~ 

wenn in den in w 1 aufgestellten Formeln fiir ~00, ( P l , . - .  

%~---1, ~o~--h 

gesetzt wird; daraus folgt, wenn un~r  H wieder eine positive GrSsse 
verstanden wird, die asymptotische Gleichung 

d y  d-~ + H y cxo cos k co 

+ sin k o ( - -  

O0 g t 

~-~-0 

r  

kco'9o + 

Der Werth, welchen die Function 

~ ) q ~ , - 1  "+" e p ~ , _  1 - -  eo'cp~v . 

d y  
d x  + H y  

fiir x = b ~,nnimmt und welcher eine ganze transcendente Function 
yon k 2 ist, werde mit /~(k ~) bezeiclme~; es ist 

oo + + �9 

-I. sin k--a (7_,/r + ~'1 "/3 ) , ~ + ~ + - ' -  ; 

dabei ist 
b 

"~ ---- o ( b )  = X d x  , 
a 

und 7-1 ,  7 o , . - .  sind die Werthe, welehe die Functionen 
? 

- -  c~ 9o + H 9 o  + o ' 9 , , .  � 9  

in wetchen a o = 1, %'----h gesetzt ist, fiir x = b annehmen. 
Die Werthe yon k 2, ftir welehe die Differentialgleiehung (a) ein 

die Bedingungen 
d y  h y  ~'~ O ftir x -~  a ,  
d x  
dy  
d-~ -{.. B y ~--. O fiir x ~ -  b 

erfiillendes Integral besitzt, sind die Wurzeln der Gleiehmag 

Wit 15sen zuniichst diese Gleichung, nachdem f~r ~(k  ~) der asymp- 
to~.'sche Ausdruck gesef, zt ist, formal auf. Es ist 
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~ o + ~ + " "  
k ~  ~ arctg -- 

= - z  + ~ + " " "  + 2i~:, 
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wo 5~---- ,o u. s. w. ist ,  w~ihrend i eine ganze Zaht ist, welehe 

wir positiv annehmen. Setzt man �9 

k =  (i + ~)' 

so erhi~lt man zwischen ~ und i die Gleiehung 

~ ( ~ - " t - ~ )  ~ ' s ~ ( l ' + , O  ~ 

aus welcher man ua 

berechnet ~ wo 

ist. Demnach ist 

~2 ~4 

oder 
~-§ 

Dabei ist 

Um die Bedeutung der dutch formale Rechnung gefundenen 
I~eihenentwickeIung fib k zu erkennen, beachten wir, dass 

F ( ~ )  = cos 1 ~  7o + b + "  "" -t- L~._~ -J- k~_, 

( '2.--1 ~ ) 
= sin k~" 7-~ k + -~ %- - �9 �9 -{- k~._ I -{-/~2u 

ist, wo 

Nun 

l i m ~ 0 ,  l i m ~ - 0  

ist, wenn k als reelle positive GrSsse ins Unendliche geht*). 
schreibt sich die Gleichung F ( B ) ~  0 in der Form 

~'o �9 "" 4- ~ " 1 -  ke._ 1 ~ 
f(k) ~ - - - k ~  Jr- arctg . . . . . . .  ~-'~------1-.---~- / 

- ~ + i ~  + E + . . .  + l~,,_ ~ + k~,,_ ~ ~ 0 ,  

VgL den Schluss yon w 4. 

Mathematische A~$1en. LII. 
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WO 
lira $ = 0 

/~=+oo 
ist. Die Gleiehung 

~, & ~ - i  ~ 0 f,,(k) = - - ; ~  + i~  + ~--t- . - .  bk~._ ~ 

kann auf dem vorhin eingeschlagenen Wege gelSs~ werden, da jetz~ 
nut convergente Reihen auftreten. Ersetzt man in der oben aus- 
geffihrten formaIen Rechnung ~,+~, ~,_~_~,..- durch 0, so b|eiben 
die GrSssen el, ~ , . . .  e~,-i ungeinder~, und man erhiilt die ffir hin- 
reichend grosse Werthe yon i convergente Reihe 

g 

welehe, jedem grossen ganzen positliven I enbprechend, eine Wurzel 
der Gleichung f.  (k) -~- 0 darstellt. Wit  bezeichnen mit d eine beliebig 
kleine positive Zahl und zeigen, dass, wenn man ). hinreichend gross 

und K~ + # eine Wurzelk~ der Glei- nimmt, zwischen ~ i ~ _  1 z.~_---~ 

ehung f (k ) .~ .  0 Iieg~. Es is~ nEmlich 

8 f (Ka + id~_l)--~ f(.K~) + - -  

( ") f K~ ~ ,  = / ' ( x D -  

w o e  und 01 zwischen 0 und 1 liegen; wir haben 

~(trD lira ~(KD = 0, f(K~) K~=_ 1 , i=,, 

wihrend sich 

und 

+ 

f ' (K* -- e, 1~_I ) 
mit unendlich waehsendem ~1 dem 
folg~, dass 

f (K~ -t 12~_,), 
Grenzwerflt ~ ~ n~hern. Daraus 

ffir hinreichend grosse Werthe yon ~ verschiedene Vorzeichen besi~zen. 
Die Gleichung f(k) ~ 0 hat also eine Wurzel k~ welche die Bedingung 

oder 
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erfiillt. 

so ist 

Setzt man 

§  + l~_~ t- z~,,_~, 

lira Q~-i -- O, 

womit die asymptotische Gleichung 

bewiesen ist*). 
Das am Anfang des gegenwgrfigen Paragraphen eingefiihrb Inte- 

gral y steilt far /~ = k~ eine ausgezeiehnete LSsung Ya unserer Dif- 
ferentialgleichung dar, far welehe die asymptotische DarstetIung gilt: 

( ) Y~ ~ cos k~ ~ ~o A- k~ + "" " 

) + sin ~z~  ~' + k~ " - - X C +  " * ~ It 

welche dutch Einsetzen der asymptotischen Reihe ffir ka fibergeht in 

Y~ c,~ cos - -g -v"o  -t- ~ + "" ") 

-{- sin - - ~  "4- z--~ -b . . . .  

Dabei ist 

�9 o ~ 90o, d) l ~ ucP, ~ ~leO~po. 

Die Reihe, welche man erh~ilt, wenn man r  (P~+e, . .  �9 dutch Null 
ersetzt, unterscheidet sich yon Yz um 

w o  

ist. 

z- ~ ~,~ cos --d- t ~* sin 

lim ~,, ~ O, lim ~,, = 0 

Die Aenderungen, welche die bisherigen Entwicklungen erfahren, 
wenn h ~  ~ ,  H-~-r ist, wenn es sich also um ausgezeichnete 
L5sungen handelt, welche ffir x ~- a und fiir x ~ b verschwinden, sind 
leicht ersichtlich. 

Aus der asymptotischen Darstellung tier ganzen ~ranscendenbn 
Function 2'(k 2) l ~ s t  sich deren Geschlecht in ~hnlicher Weise ermiP~eln, 
wie ich im 49. Bd. der Math. Ann. (S. 485ff.) das Geschlecht der 

~) Man weiss, dass s~mmfliche Wurzeln k ~ der Gleichung :F(k 2) ~ 0 reelI 
sind und class sich darunter negative entweder gar nich~ oder nut in endlicher 
Anzahl befinden. Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd. L 

1 9 .  
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ganzen transcendenten Functionen bestimm~ habe, welehe bet der 
Integration einer linearen Differentialgleichung zwei~r Ordnung mit 
linearen Coefficienten auftreten. Zuni~chst sieht man aus der asymp- 
totischen Darstellung yon k~, class die Reihe 

1 

Z 

convergent ist. Daraus folgt die Convergenz des unendlichen Productes 

2 

welches dieselben Nullstellen besitzt wie die Function /~(k2). Dem- 
naeh ist 

/e(k ~-) ~ eg(e)P(k2), 
wo g(k e) eine ganze rationale oder transcendente Function ist. Es ist 

:F(k~) 
k ~--- 7 - i  sin k ~  -q- (~e - ~ u ,  

wo sich q gleichm~sig der Grenze Null niihert, wenn k mit 
0 ~ arg k ~ z 

ins Unendliehe geht. Wenn unter e eine beliebig kleine positive GrSsse 
verstanden wird, ist auf Grund der tetzten Formel 

1F(k2)l < et~l 1+~, 
wenn j k I hinreichend gross genommen wird, w~ihrend 0 ~ arg k ~ 
ist; da es sieh aber um eine eindeutige Function yon k 2 handelt, so 
gilt diese Ungleichung fiir alle Werthe yon arg k. Um den Nullpunkt 
der k-Ebene lassen sieh (Hadamaxd, Liouv. Journ. 1893~ S. 204) Kreise 
mit beliebig grossen Radien besehreiben, auf welehen 

I~(~2)! > e- l~l  ~+" 
ist. Demnaeh ist auf diesen Kreisen 

$'(k~) [ 1I+", 

weshalb (Hadamard, Liouv. Journ. 1893~ S. 187) g(k 2) yon k unab- 
h~ngig sein muss. Die Productentwieklung yon /~(k z) ist demnach 

so dass F (k  e) als Function yon k ~- vom Geschlecht 0 ist. 

C h a r l o t t e n b u r g ,  12. August 1898. 


