Ueber eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
einem willktrlichen Parameter.

Von
J. Horn in Charlottenburg.

In den Comptes rendus (17. Januar 1898) habe ich gezeigt, wie
man vermittelst einer Methode successiver Annidherungen¥) zur asymp-
totischen Darstellang der irreguléren Integrale einer linearen Diffe-
rentialgleichung durch die Thomé’schen Normalreihen gelangen kann *¥),
Ein dhnliches Verfahren kann man, wie ich im 51. Bd. der Math. Ann.
gezeigt habe, anwenden, um das Verhalten der Integrale einer nicht
linearen Differentialgleichung erster Ordnung bei der Anniherung der
Verinderlichen an eine Unbestimmtheitsstelle zu untersuchen **¥),

Ich betrachte jetzt ein Integral einer linearen Differentialgleichung
als Function eines in den Coefficienten enthaltenen Parameters und
leite vermittelst successiver Anniherungen eine asymptotische Dar-
stellung dieser Function durch eine der Differentialgleichung formell
genfigende Reihe her. Um die Methode zunichst in einem einfachen
Falle darzustellen, wihle ich eine Differentialgleichung, welche bei
verschiedenen Problemen der mathematischen Physik auftritt, nimlich
die lineare Differentialgleichung zweiter -Ordnung

(4 g2
() —a7— t #B+Cly=07);

*) Vgl. Fuchs, Annali di Matematica 1870.
¥*) Vgl. Poincaré, Am, Journ. Bd. 7, Act. math. Bd. 8.
#%) Vgl. meine Arbeit im 118. und 119, Bd. von Crelle’s Journ.
1) Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd.1, S.106 ff und 8. 373 ff., sowie in Betreff

der spezielleren Differentialgleichung %% + k2 By = 0 Picard, Traité d’Analyse

Bd. IIT, S.119 ff. In dem Buch von Pockels ,Ueber die partielle Differential-
gleichuang Aw -+ k% = 0 und deren Auftreten in der mathematischen Physik“ ist
auch auf diejenigen Fille hingewiesen, in welchen % nar von einer Verfinder-
lichen abhiingt. Als physikalische Aufgabe, welche auf eine nicht zu specielle
Differentialgleichung («) fiihrt, sei das Problem der -Wirmeleitung in einem
heterogenen Stab genannt,
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hierin ist % ein willkiirlicher Parameter, welcher auch complexe Werthe
annchmen kann; 4, B, C 8nd reelle Functionen der reellen Verinder-
lichen z, welche in dem Intervall ¢ < < b nebst ihren Ableitungen
jeder Ordnung stetig sein sollen; ausserdem sollen A und B fiir
a < 2 < b positiv sein. Ein Integral y von (), welches ebenso wie
d
iz
sitzt, ist bekanntlich eine ganze transcendente Function von %2

Aus der Entwicklung dieser ganzen Function nach positiven Po-
tenzen von £? lassen sich deren charakteristische Eigenschaften, ins-
besondere ihr Verhalten in der Nidhe der wesentlich singularen Stelle
k = oo, nicht oder nur schwer erkennen; unmittelbaren ~Aufschluss
dariiber giebt aber eine Entwicklung von der Form

8 y = cos ko (py+ 2 4. )
+ sin kw(%—i—%.{_...),

welche der Differentialgleichung (¢) formell gentigt und #hnlich ge-
bildet ist wie die Thomé’schen Normalreihen; darin sind o; ¢@,, @, ...
Functionen von z, welche in § 1 berechnet werden. Ich zeige, dass
die Reibe (B) die erwihnte ganze Function fiir grosse Werthe von k2
in einem ndher bezeichneten Sinne asymptotisch darstellt (§§ 2—5).

Aus dieser asymptotischen Darstellung lisst sich auf die Null-
stellen und das Geschlecht der ganzen Function schliessen®). Wir
wihlen jedoch eine etwas andere Fragestellung.

Bei den erwihnten Problemen der mathematischen Physik kommt
es auf solche Losungen der Differentialgleichung («) an, welche die
Bedingungen

seine Ableitung fiir = a einen von k*® unabhingigen Werth be-

d "
72%“ hy =0 fir z=a,

) L Hy—=0 fir x=b

erfilllen, worin % und H positive Grossen sind, welche auch gleich
Null oder unendlich gross sein kdnnen *¥).

Bekanntlich giebt es solche Losungen (ausgezeichnete Losungen)
nur, wenn %? Nullstelle einer gewissen ganzen transcendenten Function
F(k*) ist; man weiss, dass die Gleichung F(%?) = O unendlich viele
reelle positive Wurzeln %? (ausgezeichnete Werthe) besitzt; es ergiebt

¥) Vgl, den zweiten Theil meines Aufsatzes , Verwendung asymptotischer
Darstellungen zur Untersuchung der Integrale einer speciellen linearen Differential-
gleichung“ (Math. Ann. Bd, 49).

*¥) Im Falle b = o« geht die Bedingung —gg— — hy =0 in y = 0 tber,
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sich dies auch aus unserer asymptotischen Darstellung der grossen
ausgezeichneten Werthe, woran sich eine asymptotische Darstellung
der ausgezeichneten Losungen mit grossem Index anschliesst (§ 6).

Man wird von den gegenwirtigen Untersuchungen Gebrauch
machen konnen, um die fiir die Losung der erwdhnten physikalischen
Aufgaben erforderliche Entwickelung einer Function von z in eine
nach ausgezeichneten Losungen der Differentialgleichung («) fort-
schreitende Reihe zu beweisen ¥).

§ 1.

Wir bezeichnen mit y das Integral der Differentialgleichung («),
welches durch die Bedingungen

d s
Y=o, SL=ga fir z=a

fixirt ist, und beschrinken 2 auf das Intervall ¢ < 2 <b. Durch
formale Differentiation der Reihe

B y=eoskco(q>0+-%§-+...)+sinkw(i%‘+%-+...),

worin @, @y, @,, . .. vou z abhingen, erhdlt man
d R K
Y —cos ke E’ Tav T T2vil
dx k2v
y=0
2” ;5 o'
- ’ 21'—1— 2v
+Sln kCO (—*k&?@o—l- —*—-—-L'té—;_—l———),
y==1
@ 2 LW 4 ” 2
aty TN, ‘P2v+2‘°¢zv+1+‘° P2 +1"‘“’2‘P2 2
o = €08 kw(—-— BPo?p,+ E per z vt
v=0

+ sin ko (-— k@2o'p) + 0'py+ o?@,)

[+
74 L4 ’ 4 ’2
+ P2y 120y, —O @y, — O Py,
2v—1 )

y=1

Durch Einsetzen in ‘die Differentialgleichung (¢) und Nullsetzen der
Coetficienten von %? cos k@ und % sin k@ erhilt man
—w0*A+4+ B=0,
240'p) + (do"+ A'@) gy = 0;

*) Vgl. Sturm und Liouville, Liouv. Journ. Bd. 1 u. 2; Stekloff, Comptes

rendus 1898 (17. Jan.).
Mathematische Aunnalen. LIL 18
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durch Nullsetzen der Coefficienten von

sin ke cos ko
k‘hz—l’ k2n

erhilt man ferner
240'¢2, + (A" + A'®) P2y

— (Aqu;.'u—-l"‘l" A’lpén-—l + C(p.‘%'a—-l) =0 (% = 1, 2, .- .),
240 Pt + (do"+ 4'60) Prap
+ (A@sn+ AP2n + C2,) = 0 (n=0,1,...).

Hieraus berechnet man

e
z
co-—-J]/f dz

setzen kann, wo der positive Werth der Quadratwurzel genommen
werden modge. Ferner erhilt man

so dass man

@, == f/AB ’
&
1 A‘pgnu-l‘}"‘iq)?n« +09}>n——1 CZ
P2 = ==
2)/ AB VAB
@
Cy .
+ 4—_?.2‘::“ (%:},-)J,...)’
J/AB
x
1 ) Atpé’ﬂ-—{— 'A"pén'*“ 0q’2n
Popf1 = — = — dz
" o)/ AB ,/ VAB
@€
C2n41
P n=0,1,2,...),

worin die vierte Wurzel aus der positiven Grosse AB positiv ange-
nommen werden moge. Die Integrationsconstanten ¢,, ¢, ... bestimmen

wir so, dass bei formaler Rechnung y den Werth «,, g—y— den Werth o,
x

fir £ = o annimmt, welches auch der Werth von % sein mdge. Fiir
xZ=a ist

@27 (a)
]52 y 7

ll

21: (a)+ w'(a) Poyp1 (@) i
k?’)’ b

ay
dx

Il

-3
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es muss also sein

@, (a) = e,
@2.(a) =0 (n=1,2,...),
gi(a) = 200,
N P 5 (@)
Qont1(a) = — =@ r=12...).
Demnach wird
o}/ 4(a)B @)
Py = 3
- VaB
&
1 A‘Pa +A‘Pa+0‘;’ed
= z
1 QIA/ABt/ VaB
(e’ — @) (@) /4 1)
]4/2% % Bla)
1+ A9, +Cos,
P2n = 41——~/ 2n1 2 n—1 2 ld
2}/ AB V4B
n=12...),
@ 1 f A‘pgn’{—d‘ q’2n+("p2n d
anpl = — ——
"t 2J/AB. /4B
¥, (@) /A (aP

n==12...).

//AB VB (a) (=12

Wir werden zeigen, dass die Reihe (8) mit den soeben berechneten

Werthen von @ und ¢, ¢,, ... das durch die angegebenen Anfangs-

bedingungen bestimmte Integral y der Differentialgleichung fiir grosse
Werthe des Parameters & asymptotisch darstellt.

§ 2.

Wir bringen die Reihe (8) in Verbindung mit einer der Differen-
tialgleichung (@) geniigenden convergenten Reihe, welche man durch
ein Verfahren successiver Anniherungen erhilt.

Die Functionen

eikmq,, e—-ikmq),
wo
VA@B@

(p 4
/4B -
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gesetzt ist*), gentigen der Differentialgleichung

d*u dlog A du
da? + do dx

B
B, dlogA 1 d log 1/ 1 d2 log (A B)
+ e F+ (B2 L6 Yy =0,

da?

deren linke Seite mit D (u) bezeichnet werden moge. Setzt man

1 dloorA (‘“" I/A) 1 d@log(4B) C
vy e Ak S i &
so schreibt sich die Differentialgleichung («)
D (u) = Qu.
Wir ersetzen sie durch die Kette von Differentialgleichungen
D (uy) =0,

Dwp) = Qup—y (m=1,2...),
welehe wir so integriren, dass fiir 2z = a

Uy = &, Uy = &y @' (@)
uy =0, u =a) — a9 (a)
m:—:O, u,;:o (m=2,3,.-‘)

wird. Dann ist

" 6ikwa0‘p e—ikwaotp
0 2 2 3
. z . ik g .
” — ezkw(p /e——zkauo dx..._ P wq) ezkauo A
1 2k ©Q 2¢k o' @
a a
4+ (“ — @ (a')) pete (“o"“ 0‘047'(“)) pe e
2tk o’ (a)p(a) 2tk o (a)p(a) ?

z

" — ez‘]cqu e""kau -1 P
mTT 9k )

a

x
i ikw
e—-zkwlp e Qu’m—l
- f ot tde (m=2,3,...).

a

*) Mit Riicksicht darauf, dass der Factor o in @, = @@ verschwinden kann.
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Wir untersuchen die Convergenz der Reihe
Uy - %y + Up - - -
fir e <x<b. Wir setzen
== r(cos & - ¢ sin &)
und beschriinken uns, da es sich um eine eindeutige Function von %2
handelt, auf die obere Halbebene der complexen Verinderlichen %
0L <.
Fir a <2< b sel

ol <M, lagpl < M, |7 %%@ ol

o @@ 7
s
Dann ist
g, S ';‘ M, e-resind 4 -;- Myerosind < M erosind,
da

e—-—rwsin& _{ 1’ erwsin& Z 1
ist. Ferner ist

Me——rmsm&

| < f M,Ne2rosin® gy

rwgin g Z

M e——rwsin& M 6rwsin3‘

+ 127 + 127’ )

da ©® mit wachsendem 2 zunimmt, so ist

x
fgrwsin&dx g e”‘”sm*’(x — a),
a

also
MNerwsin& 2z — a) M erwsin&
;uill é M r ( + : r )
Wenn
M, (MN)m—lermsinv&(a;*_ a)m—l
a2
[t 1| < (m—1)t "1
+ M(MN)m——Zerwsinﬁ(x__a)m-%
(m — 2)1y™1

ist, so haben wir
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Me—rmsin& MON(MN)m-182rwsin3(x — a)m‘“ldx
= r (m — 1)1 9™
a

Me @i M NMNY*(x—a ldz
27 (m—1)1¢?1

-+

a
x
+ M Teosind M,N(MN)m_262rwSin3(a’7 a_a)m~—2 dz
2r (m — 2)! g™t
a
x

Mermsin.? MN(MN)m—Z(x_a)m—-,‘ldm

+ 2r . (m — 2)! g1
oder
MO(MN)merw sxin&(‘,‘c . a)m
;umg :<= m!r™
+ M‘CMN\}m—«lerwsin&(x_____a>m—1 .
(m — 1)1 7™
Es ist also
3 i ; ~ 1 (MN(@x — a)\y"
_S_, leiteu,, < M, 2 ] (—T—‘—)
m=0 m==0
MO 1 MN (2 — a)\n—1
+ 77;;: (m —1)! ( r ) ’
Die Reihe

e+ (uo 4wy 4ty 4 - - )
ist demnach fir alle Werthe von z im Intervall ¢ < 2 < b und fiir
alle Werthe von %, welche der Bedingung

k>R, 0<agh<z (B>0)
geniigen, unbedingt und gleichmissig convergent. Dasselbe gilt fiir
die Reihe

XLt (Uy - Unps F UngzF-+2) (m=1,2,...).
Aehnlich beweist man die gleichmissige und unbedingte Conver-

genz der Reihen

. [~
ezlcw dum

k dz ’
m=0
. du
gitof T (n=1,2,..))

m=n-}1
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in demselben Gebiete von z und k. Aus dem oben aufgestellten Aus-
druck fiir w, geht nimlich derjenige von u, hervor, wenn man ausser-
halb der Integralzeichen eti*®gp durch

etito(4 ik’ p + o)
ersetzt. Wenn fir a <2< b
el <L, gL
ist, so hat man
&S (L L TYM,NMNY* ( — @)™

| 4] "““<— m!r™
+ Fosn (re 4 TYMNMNY2(x — a1
(m— 1)t 1™ ’

woraus das Behauptete folgt. Die gleichmissige Convergenz der
Reihen

@
. .
L a*u,,

2 2 9
k dx
m=0

w

. d?u
gtko fn E —&—x—;n— (n==——l,0, 1,...)

m=n-+42

ergiebt sich daraus, dass .D(u,) = QUn_y oder
a*t,, dlog A du , B, 6 C
= T — P T+ 5+ Qunt Quans

ist. Es ist also

im D (uy 4 v, 4 - -+ + tm) = D (g + %0y + %6 + - ).

Durch Addition der Gleichungen

D(ug) =0, D(u) = Quty; .., D(thn) = Qim—1
erhilt man

D(ug+ 0y + -+ - thn) = Q(ug+ %0y + -+ - + thn 1)
und hieraus fir m = oo

D(uy 4wy +--) = Qo+ u + - );
d. h, die Reihe
Y=ty + g+ tp + - -

geniigt der Differentialgleichung (e).
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§ 3.
Zur Untersuchung des Verhaltens der Reihenglieder u,, fiir grosse
Werthe von % dient die folgende Hilfsbetrachtung.
Es sel f() eine nebst ihren Ableitungen fir a <z < b stetige
Function von z. Wir setzen

] d
fo=fr h=gsd h=i

8{:‘:

Dann ist
x

L o fv(x)eikw f;(a)e——ikw
e fe2 *ofh(@) de = 20k () 2k (@)

&

x
-

— e e"“wjez”‘“’fﬂ_l(x) dz (v=0,1,2,..).

a

Daraus folgt

Z

J, = g—-ikwfg%kwf(x) dx

a

gt file) |, h@ S @)]
2’&7600 (x} (:f()(x) %’f:k + (22,1:]5)2 e + (2?:75)7&»-—1

e~ ke fita) | fle)
"‘557?6"@[75(“)“‘ 2k T~

(“ 1)7& e——ikm

(“ i)n——l f;zml (a’)]
2k

€
’

+ (2¢k)"

wobel gesetzt ist:

on — J Qitof, () dz .
Es ist aber ¢

2
f,@e* [ () 1 [,
0= ko  zka@ ik ) O T (@) de.

a

Nun ist, wenn
k== r(cos & + 4 sin 9)

gesetzt und 0 < & < » angenommen wird,
!82”“"1 = g—2rwsind g 1,

x

%f@gikwfn-)-l (#) d2| < Fata(b—a),

wo Fyyy das Maximum von |f,y;(%)] fir ¢ < o < b bezeichnet. Der
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absolute Betrag von g, nihert sich demnach gleichmissig der Grenze
Null, wenn £ mit 0 < arg & < = ins Unendliche geht. Wir schreiben

EF N>y (— VY F, (@) e (', (@

I OO s — ST Ty
1 2tk w (:z:)v=0 @2ik)” 21k (“)w___o (2ik)

und sagen, die Function J, werde durch die angeschriebene Reihe
asymptotisch dargestellt,

In demselben Sinne wird %‘% asymptotisch dargestellt durch die

Reihe, welche man durch formale Differentiation der asymptotischen
Reihe fir J; erhilt:

ad, ( {
az “”[fﬁ () + gz?o) — (?ﬂf))z‘}‘ " }
—-—zicw
fil@ , fiae)
+ 7 2o (@) [fo(“) 2t T @imE ’]’

d. h 1 unterscheidet sich von dem Ausdruck, welchen man erhilt, wenn
man smh in jeder Klammer auf die » -1 ersten Glieder beschrinkt, um
e—-z‘km 9'

@ik 7

wo
lim g = 0
k=w
i1st, Dies ergiebt sich, wenn in
‘(zz'i‘ eérof(z) — ika' J|
fiir J, der asymptotische Ausdruck gesetzt wird. Ebenso findet man,
das welche man
durch zweimalige Differentiation der Reihe fiir J; erhilt.
In #hnlicher Weise findet man
o
e ikw
: fi(®) Fu- w]
2’&]6(0 (x) {fO(x)_" ;G.k + - T (24 k)n—-l
s fi(a) fai(@ )]
+ m[ﬂ(a)'{‘ ézls + == @ik
e—-z‘km 0
@ik

wenn gesetzt wird:

X

O == egikwfe~2ikmf” (w)dx .

&
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Es ist
. f (-’3) f (a') e?tkw
O = T STk (®) + 2tk o’ (a)
+me2zkwﬁ—2ikwfn+l(x) dz.
Wir haben ’

x
e2ilcm e-*?ikwfn_*_l(x) dx}
a

x

g 8«-—27‘0: sin#/ezrwsinaFn+1dx é Fn+1 (b__a),
G

wobei za beriicksichtigen ist, dass e?rosin? fiir die obere Grenze x

grosser ist als an einer anderen Stelle des Integrationsweges. Daher

hat auch jetzt ¢, die vorhin angegebene Eigenschaft. Wir schreiben

o ko f,(x) 1y (@)
Jy 00— Qikw'(a:) - (2F)" + 2%@ (@) 2 @2ik)"

Wie vorhin sieht man, dass dlese asymptotische Gleichung nach 2z
differentiirt werden darf.

§ 4.

Vermitielst des in § 3 entwickelten Hilfssatzes bilden wir asymp-
totische Ausdriicke fiir die Glieder u, der in § 2 aufgestellten Reihe.
Zunéchst ist

Demnach wird

. e-~~ikm€p 2ckadx + zlm(p 8——~2ikadw
44k 4@?5 ®
a

—ikw

(o0 — 009" (@) pei*® (e — a9 (@) pe
+ 2¢ko (a)p(a) - 21k e’ (a)p(a)

Indem wir fiir das dritte und vierte Integral nach § 3 asymptotische
Ausdriicke bilden, erhalten wir die asymptotische Gleichung

—tktw

b3 %
: Fl F, € 0y
U, = etkw v e-ikm v i
! sl (i)” + ;Z:l (— k) + w7

W0 @1, mit unendlich wachsendem |%| gleichmissig zur Grenze Null
geht fir 0 < arg s < und fir a <2 <0,
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Nehmen wir an, es bestehe auch die Gleichung

n r”

F
um__1=8ik‘” 2! ‘mwl,‘b‘_i_ e—itw 2’ Fm-—-l,v
(@k) (— ok}
Vo= —1 y=1—1
ikt
+ ¢ gm-—-i,'n
o

WO Qp—1,» die vorhin fiir g;, angegebene Eigenschaft besitzt. Dann ist

w ikw / Q m—1,v
m =
sz
w—-m~—-1 (2]5) m q)

. 7
___ ¢ ‘I‘w(p m»-I YT m—hy
2¢k 2 . (-—zk) o q)

== —1

. 2 2 k
e"‘kwgﬁ ¢ m@ m~1,v
ik e @z
v=m~1 @ / @ P

; fid -—21Lw
ez?cwq} Q T
25k T 0%
v=m—1 (—“zk) o'
:lw Qg’m»—l 23 d.ﬂ“
"@k""’l

+ ez‘kmm -~2zkciQ Qmjﬂ .
24 k1 o'@

a

Daraus folgt

n

F
U, == pikw m” e— ko my
" (k)" Te 2 (— iky”

Vv=m

— ik
€ Cmn

T
WO Qmn die wiederholt angegebene Eigenschaft besitzt. Dabei sind die

Glieder mit dem Nenner k*+! in das Restglied einbezogen.
Fiir m > n setzen wir

Bwikm@

mn .

%z-—«——;—————-—, llmemn&O-
k k=o

Der Gleichmdssigkeit halber schreiben wir
Uy = ¢toF) 4 e~ita [,
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Wir setzen
F,=F,+ Fyy 4 .-.4F, (v==1,2,...n),
0n = 01z + Q2n+ - -.

Y=y 4wy + sty - - -

bl —~ ik

r»
== gik® E’ ?"v + e—itw 2? F.v A+ € O
=0 (3k) =T (—?’k)v kﬂ

eikwkn(un_*.l + uﬂ+2 + .. -)
oder, was dasselbe ist, die Reihe
On-t1,% + Ont2,n + .
ist fiir (| >R >0, 0<argh <« und fir a <2 < b gleichmiissig
convergent. Man kann also nach Angabe einer behebzg kleinen

positiven Grosse ¢ p =% so gross wahlen dass fiir alle angegebenen
Werthe von z und &

&
| @pt1,0 -+ Opton+ + - < )

Dann ist

Die Reihe

ist. Ferner kann man R so gross annehmen, dass

01a + Qen - -+ @pa] <5

wird. Es ist demnach jo.| < ¢ fir [k| >R, 0Largb<z, a <2<b;
es bestebt die asymptotische Gleichung

e o] [ o]

F F
Y OO eikw v e—-—z‘kw v
4 Z (k) + Z (—ik)”’
p={) =0
wo F,, Fy, F,,... reelle Functionen von z sind. Setzen wir
@y =2F,, py=2F,, 9, =—2F,, 9= —2F,, ...,

so haben wir die asymptotische Gleichung

y(\)coskm(tpo—l- -+ - )—{—sxnl»m(%-}— + . )
d. h. es ist

--zkw

Yy ==cos ko -+ sin ko 2 %”’H—{— 9

2v+1
2v<n 2v+1<n

q’2v

wo lim @, =0 ist, wenn % in der angegebenen Weise ins Unend-
liche geht.
Fiir reelle Werthe von % ist auch das Restglied reell. Setzt man
0n = Eu + i1, 5O wird
ke, &, cosko -+, sin ke
L® - [ ’




Lineare Differentialgleichung 2. O, 285
und man hat
lim§, =0, limy, =0,
wenn k als reelle Grosse unendlich gross wird.

§ 5.

Die soeben bewiesene asymptotische Gleichung kann differentiirt
werden. Im § 3 wurde gezeigt, dass die Ableitungen der Functionen
J, und J, nach z asymptotisch dargestellt werden durch die Reihen,
welche man darch formale Differentiation der dortigen Reihen erhilt.
Dasselbe gilt also auch fir die mit ¢*® bezw. e~**¢ multiplicirten
Integrale, welche in dem in § 4 aufgestellten Ausdruck fiir w, auf-
treten. Es wird demnach %q% asymptotisch dargestellt durch die Reihe,

welche man durch formale Differentiation von

Z (k) 2 (—ik)”

. y=m y—=m
erhilt, d. h. es 1st
iu__m == g ko CO'me + S w’Fm,'H-l + Fmv
dz o 2 (R’
vy=m

—ikw mm m v+I+Fn’w
T ( zk)m"1+2 (—ik)Y )

v=m
e—-zka) 9;"” ] ,
t— kl_lﬁ@mn=0-

Fir m > »n -+ 1 schreiben wir

dum —_— 6—”“”9;')2% ].. ’ o 0

G = e =0,
wahrend ’

Ay iy — gito 2 Fo1,nt1 + e—ito o' Fot 1, nt1
dxz @E)™ (—2k)*
e-—zlcm 9;5+1
e

ist. Hieraus folgt
dy itw vq s X oF, ,+ F
7a =€ k (zkm F, 4 Zw@k)"

o F —ikw s
+ e ’“’(—-—zkmF—]—Z "+1+F)+e il

k)

y=0
WO

97';=9,1n+@:2n+"'
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ist. Wegen der gleichmissigen Convergenz der Reihe

oo’ du 0
grofr DI = Do,
m==n--2 m=n-+2

nihert sich ¢, gleichmissig der Grenze Null, wenn & mit 0 <arg k< =
unendlich gross wird. Wir kbnnen schreiben:

Y o cos ko (g4 'g) +EEER )

+ sin ko (— ko' g, _,_?1:]_6293.,_ )
Aehnlich findet man die asymptotische Gleichung

d*y

b o cos ko (—Ro' )40

+sin o (— 520 gy 40" g0 2gp) + - ) -

Nun lgsst sich zeigen, dass die fiir ¥ gefundene asymptotische Reihe
der Differentialgleichung (&) formell geniigt. Durch Einsetzen der
Reihe fiir y wird die linke Seite von («)

: iy
Alyy oo DN =2

ki =~

wo H, eine mit cos k@ oder sin ko multiplicirte Function von z ist,
je nachdem v gerade oder ungerade ist. Es ist

~+n . .
H £ cosko -+ 7, sinke
A= > =Rt

Y= e—3

wenn % als reelle positive Grosse ins Unendliche geht, ist

lim £, =0, limy, =0,

lim (€, cos ko - n, sin ka) = 0.
Wenn H =0, H_;=0,... H, ;=0 ist, so erhilt man durch
Multiplication der Gleichung A (y) = 0 mit %»

H, + &, coskw + g, sin ko =0
and hieraus fiir lim £ = -} oo

H, =0.
Fiir ¢ = a bestehen die asymptotischen Gleichungen

Pay (@)
%NZ ;’;y ,

y==()

& o Z%,(a) + 0;2(’6’3) Poups (@)

T
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Dies ist aber nur mdéglich, wenn

po(a) = a;, @2,(@)=0 (v=1,2,...)
@5 (@) + &' (a) @, (@) = ),  @2.(a) + @ (@) P2pa(a) =0
(r=12,.,.)

ist. Dadurch, dass die asymptotische Reihe fiir y der Differential-
gleichung (&) formell geniigen und dass die Functionen ¢,, ¢, .
fiir £ = a die soeben angegebenen Werthe annehmen sollen, ist diese
Reihe vollstindig bestimmt; sie muss also mit der in § 1 berechneten
Reihe (B) iibereinstimmen.

Als Hauptergebniss der bisherigen Entwicklungen haben wir den
Satz:

Das durch die Anfangsbedingungen

’

d .
y—a, Y fir s—a
bestimmie Integral der Differentialgleichung

d(A
—~~—-+ BB+ 0C)y

wird durch die in § 1 berechnete, der Differentialgleichung formell
gentigende Reihe

y-—-COSLco(q)o-}— : L. )+31nkm(fp1+¢s+ )

fir grosse Werthe des Parameters k* asymptotisch dargestellt; d. h. die
Reihe, welche man erhdlt, wenn man @ai1, Paye . ..*) durch O ersetst,
unterscheidet sich von y um
e-z']cwon
e’
wo sich @, gleichmdssig der Grenze Null nihert, wenn der Parameter k
mit 0 < arg k < z ins Unendliche geht.

§ 6.
Wir bezeichnen mit y das Integral der Differentialgleichung («)
mit den Anfangsbedingungen

y =1, gy =h fir z=a,

wo % eine positive Grosse ist. Hs bestehen dann die asymptotischen
Gleichungen

yovcosko E%”—i—smkm E‘pf:j,

=0 y==1

*) Dabei ist # irgend eine der Zahlen 0, 1,2,. ..
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a 95, + o
\ @ W Qg
1 cos b > P2 P

dx
y==0

+ sin o ( Bo' g, + 2 Bt 00 ‘}’)

wenn in den in § 1 aufgestellten Formeln fir @4, @y,

gesetzt wird; daraus folgt, wenn unter H wieder eine positive Grosse
verstanden wird, die asymptotische Gleichung

@0 ’
a 93y + Hog, + 0 09,14
—d—g+ﬂymcoskw E d Za;" i

v==0
> 9y +Ho w'p
. . ’ 2y—1 Qpl 2y
+ sin ko (-—» ko'g, - 4 P ) .

L2 8

Der Werth, welchen die Function
ay
7 T Hy

fir z = b annimmt und welcher eine ganze transcendente Funection
von k? ist, werde mit F'(k?) bezeichnet; es ist

P2 oo cohkm(% + 2 | )
+sinkw (poik 2424 )

b
'ar—-_:w(b)wf]/gdx,

und ¥_1, ¥4, ... sind die Werthe, welche die Functionen

— '@y, ¢+ Hopy+ o'y, .. .,
in welchen ¢, =1, &, = % gesetzt ist, fiir x = b annehmen,
Die Werthe von %2, fir welche die Differentialgleichung (&) ein
die Bedingungen

dabei ist

dy s .
72— hy=0 fir z==a,

‘—%—{-Ey-—:() fir =20

erfiillendes Integral besitzt, sind die Wurzeln der Gleichung

F?) = 0.
Wir l6sen zunichst diese Gleichung, nachdem fiir #(£%) der asymp-
totische Ausdruck gesetzt ist, formal auf. Es ist
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Yo -+ ]% + -
y_ b+ % s

é 8
m”]ci+f5%s“+"‘+2}'“;

k®w == arctg | —

wo 0 = — ;?'-—‘L u. 8. w. ist, wihrend A eine ganze Zahl ist, welche
-1
wir positiv annehmen. Setzt man -
2x
k=5 1+ =)’

so erhilt man zwischen » und 4 die Gleichung

()__»—:x.__x?.{a...+8‘ﬁ(1+”)+3@m+”)3+...,

1242 1int

aus welcher man
%o Ay

W = iE + I‘; + * ..

berechnet, wo

8@
K2 = T
ist. Demnach ist
A
k = %® x
2 4
(R 5
oder X
. AT &y &g
=% tatmToo
Dabel ist s
@ T TY_ .

Um die Bedeutung der durch formale Rechnung gefundenen
Reihenentwickelung fiir % zu erkennen, beachten wir, dass

PO —coska (y, 4+ B4+ 24 55)

— sin b (posk A+ 2 - g )
ist, wo
Im§==0, limy=0
ist, wenn k als reelle positive Grosse ins Unendliche geht®). Nun
schreibt sich die Gleichung F (%) = O in der Form

Yon—2
Yo+"'+zm+gm

f(k) = —Ek®& -+ arctg { — o
k?ﬂz——l

+ i

]62 n—1

Yyrk+ -+

) %01 T
m”kﬁ+;‘“+f+"'+k2:~1+k2n—1m03

Vgl. den Schluss von § 4.
Mathematische Annalen. LIL 19
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wo
limz=0
. ]cz—*-w
ist. Die Gleichung

fol) = — hm b dmp G 2l

kann anf dem vorhin eingeschlagenen Wege gel&‘)si; werden, da jetzt
nur convergente Reihen auftreten. Xrsetzt man in der oben aus-
gefiihrten formalen Rechnung 03,11, 02443, ..+ durch O, so bleiben
die Grossen &, &, ... &2,~1 ungedndert, und man erhilt die fir hin-
reichend grosse Werthe von 1 convergente Reihe

iz & fapm—1 8§n—§-x
Xl""‘:—ﬁ"‘i‘?—{“” '+zgw._;+22n.§_1 +"')

welche, jedem grossen ganzen positiven 4 entsprechend, eine Wurzel
der Gleichung f, (k) = O darstellt. Wir bezeichnen mit J eine beliebig
kleine positive Zahl und zeigen, dass, Wenn man A hinreichend gross
nimmt, zwischen K; — ;{22“1 und K; -+ —— ‘,” ; eine Wurzel k; der Glei-
chung f(k) = 0 liegt. Es ist nimlich

F (B mom) = 1K) + goml (K + 0 30),
f (Ko~ o) = (&) — s (Fa — @1 550

wo © und O, zwischen O und 1 liegen; wir haben

K, .
fE) =2, lime(K) =0,

wahrend sich

r (K 21 0 zz““‘)

f (KZ i 23—1)

mit unendlich wachsendem 4 dem Grenzwerth — & nihern. Daraus

folgt, dass
HEt gm), (B pm)

fiir hinreichend grosse Werthe von 4 verschiedene Vorzeichen besitzen.
Die Gleichung f(k) == 0 hat also eine Wurzel k;, welche die Bedingung

)
Kz*@%<kz<gx+£§;:}

und

oder
|21 (ki —K3)| < @
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erfiillt. Setzt man

ix £ Ern—1 02 n—1
k1=“53—+7[+" 12— 1+l2n-—-17

so ist

lim @2p—y =0,

womit die asymptotische Gleichung

heog+2+g+---
bewiesen ist*®).
Das am Anfang des gegenwirtigen Paragraphen eingefiihrte Inte-
gral y stellt fiir k — k; eine ausgezeichnete Losung Y, unserer Dif-
ferentialgleichung dar, fiir welche die asymptotische Darstellung gilt:

Y, oo cos L;m(goe—g— >4 )
+ sin B o %-;-%4.'“),
welche durch Einsetzen der asymptotischen Reihe fiir %; iibergeht in

Y; oo cos 222(0y - T2 4 - 1)

+ sin 222 Zazm Cbi + s )
Dabe1 ist

(o
Q)ﬁ——_-—q)o, (Dl_-“z—-——-—n —-—.gla)¢0_

Die Reihe, welche man erhilt, wenn man @, , ®pis, . . . durch Null
ersetzt, unterscheidet sich von Y, um

;1;;(&” cos&%‘—"-{— A SID %—"3) ,
wo
limé, =0, limgy,=0
A= d==oo
1st.

Die Aenderungen, welche die bisherigen Entwicklungen erfahren,
wenn b= oo, H= oo ist, wenn es sich also um ausgezeichnete
Losungen handelt, welche fiir £ = @ und fiir # = b verschwinden, sind
leicht ersichtlich.

Aus der asymptotischen Darstellung der ganzen transcendenten
Function F(k?) ldsst sich deren Geschlecht in ghnlicher Weise ermitteln,
wie ich im 49. Bd. der Math. Ann. (S. 485ff.) das Geschlecht der

*) Man weiss, dass simmtliche Wurzeln k2 der Gleichung F'(%?) = 0 reell
sind und dass sich darunter negative entweder gar nicht oder nur in endlicher

Anzah] befinden. Vgl. Sturm, Liouv. Journ. Bd. L
19¢#
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ganzen transcendenten Functionen bestimmt habe, welche bei der
Integration einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
linearen Coefficienten auftreten. Zun#chst sieht man aus der asymp-
totischen Darstellang von k;, dass die Reihe

2 1
it
convergent ist. Daraus folgt die Convergenz des unendlichen Productes

. R
ray=]] (1-.--% :
A

welches dieselben Nullstellen besitzt wie die Function F(4?). Dem-

nach ist
F(k?) = %) P(k?),

wo g(k*) eine ganze rationale oder franscendente Function ist. Es ist
F(%?)
k
wo sich ¢ gleichmissig der Grenze Null nihert, wenn % mit
0<Larghb< =

ins Unendliche geht. Wenn unter ¢ eine beliebig kleine positive Griosse
verstanden wird, ist auf Grund der letzten Formel

| F (k)] < e,
wenn |k| hinreichend gross genommen wird, wihrend 0 < argk < =
ist; da es sich aber um eine eindeutige Function von %2 handelt, so
gilt diese Ungleichung fiir alle Werthe von arg £. Um den Nullpunkt
der %-Ebene lassen sich (Hadamard, Liouv. Journ. 1893, 8. 204) Kreise
mit beliebig grossen Radien beschreiben, auf welchen

| P@)| > emar
ist. Demnach ist auf diesen Kreisen

= y_1sin k@ 4 g ¥*F,

)| — (igg{ < eleitte,

weshalb (Hadamard, Liouv. Journ. 1893, 8. 187) g(%*) von %k unab-
hingig sein muss. Die Productentwicklung von F'(%%) ist demnach

ey =FOf [ (1—%)
i

so dass F(k?) als Function von %? vom Geschlecht O ist.

Charlottenburg, 12. August 1898.



