
l['Tber~die Nullstellen der Zetafunktion. 

Von 

Harald Cram6r ~n Stockholm. 

I. Die yon R ioanann  angegebene, erst 46 Jahre sparer durch 
yon  M a n g o l d t  streng begriinde~e Formel 

,1) N(T)~-~,~ log - -  1 +R(T), 

wo in iibticher Bezeichnungsweise R ( T ) =  O ( l o g T )  ist, ist bekanntlieh 
in sehr eleganter Weise von B a e k l u n d  1) wieder abgeleitet worden. -- 
N ( T )  bezeichnet bier die Anzahl der Wurzeln yon $ ( s ) =  0, dmren Ordi- 
naten der Beziehtmg 0 < t ~ T geniigen. 

Unter Voraussetzung der Riehtigkeit der R i e m a n n s c h e n  Hypothese, 
dab alle diese Wurzeln den reellen Tell �89 haben, ist es nun B o h r  ~) vor 
einigefi Jahren gelungen zu beweisen, da~ sogar R(T)-----~o(logT)is~; ein 
Resulgat, dem flit u_v_sere Vorstellung yon der asymptotischen Verteflung 
der Nullstellen wegen der daraus entspringenden Formel 

l imN(T§ 1 
_, ~ log T 2 ~r 

eine gewisse .Bedeutung zukommt. -- Dutch eine geeignete Ab~inderung 
der BacklL~ndschen Beweisme~hode werde: ich nun im folgenden dieses 
Resultat und sogar etwas mehr in einfacher Weise ableiten, indem ich 
n~mlich beweisen ~erde: Die AbscJu~$zung R (T) = o (log T) bleibt richtig, 
wenn nur die Wahrhei~ der 8ogenan~en Lindel6/sche~ tty~othese vor- 
ausgese~z~ wird. - -  Es besagt diese Hypothese, da~ / ~ ( o ) =  0 ffir a > ,~ 

~) =~ber die NulIstellen der Zetafunktion ~, Dissertation, Helsingfors 1916 und 
~Sur ]es z~ros de la fonction ~'(s) de R i e m a n n  ~, Comptes rendus, Bd. 158 (191,~), 
S. t979. 

~) B o h r ,  L a n d a u ,  L i t t l e w o o d ,  ,Sur  la fonction $(s)  dans le voisinage de 
la droite ~ =  _4: ~, Bulletin de l'Aeademie Royale de Belgique, Bd. ]5 (191~), S. 1144 
bis 1175. 
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ist, oder mi~.anderen Worten, dab gleichm~Big flit a ~ z t >  l ,  
ist. Dieses Resultat enthiilt in der Tat  dasjeni'ge yon B o h r ,  da nach dem 
bekannten Satze yon L i t ; t l e w o o d  8) jene Vermutung eine Folge der 
R i e m a n n s c h e n  ist. Der Beweis yon B o h r  maeh~ in ersch5pfender Weise 
yon dem Niehfvers~chwinden yon ~ ( s ) f i i r  o > �89 Oebraueh. 

Es ist sehon lange bekannt,  dab in (1), T wurzelfrei vorausgesetzt, 

R ( T )  = �9 ~ a r g ~ ( � 8 9  

wenn man z. B. vom Punkte s---~ 2 mit  dem Argumente 0 von ~ (s) aus- 
geht und zun~chst geradlinig nach s - - 2  ~ i T  uncl yon bier aus gerad- 
linig weiter nach {~-, i T  fortschreitet. Der Kern der B a c k l u n d s c h e n  
Me~hode besteht nun in der Anwendung der teicht zu erkennenden Tatsache 

] arg ~ t ~ x 

we 1 die Anzahl der iunerhalb des K.reises i s -  2i--= ~ gelegenen Null- 
stellen yon 

ist. Es sei nun e eine beliebig kleine positive GrSBe, und es werde die 
L i n d e l 6 f s c h e  Vermu~ung als wahr angenommen. Alsdann gibt es be- 
kanntlich-ein t 0, so dal~ flit t. > t o 

ir  iir O<o<  
Ich wende nun den J ensensehen  Satz auf die Funktion f(8) und 

den Kreis s - - 2 [ = r = ~ ( l + s )  an. Hierbei wird e < � 8 9  und 
innerhalb 

gilt. 
auf 

T > t o + 2 vorausgesetzt. Indem ich nut  die l Nullstellen 
: s -- 2 1 ~ ~ beibehalte, erhalte ich 

2 ~  

l-tog'(1 + s )  < ~ tog t f ( 2  + re '~) id~ -- log t f ( 2 ) l ,  
0 

Da aber ,f(2)~ = - R [ $ ( 2  f i T ) ]  > ~ ist, so ergibt sich, hieraus fiir ein 
hinreichend kleines e 

2 ~  

(2) / < 2~log (1-..L ~) t o g i f ( 2 + r e ~ ' ) l d ~  ~ 
0 

Um nun das Integral abzuschg~zen, bemerken wit, dab tier aus dot 
Halbebene a > �89 herausragende Bogen des Kreises s -- 21 = ~(1 + ~) 

'~) Comptes rendus, Bd. 154 (]912), S. 263--266- 
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mi t  e unendlich klein wird, und zwar yon der Ordnung 1/~. Fiir die auf 
diesen Bogen beziigtiehen Werte yon ~ ist aber 

log ! f(2 + re'~) I < log(T + 2) ~-~ =< e(-~ + ~)log (T + 2). 

Daher ist 
l< ~[M~/~.e(~_+.e)+ 2ne.~]log(T_~ 2) + 2 

was fiir alle hinreichend gro~en Werte von T kteiner als MIV-~. log T 
ist, unter M uad M 1 absolute Kons~anten verstancten. Der Beweis des 
Satzes ist hiermit fiir jedes wurzetfreie T gehefert; fiir stetig wachsendes 
T karm er nunmehr unmitteibar gefolgert werden. 

II. Es wird sich jetzt ergebe~, da~ unter Voraussetzung der 
Riendannschen Hypothese eine noch bessere Absch~tzung yon ~ ( T )  er- 
halten werden kann.  

Wenn diese Hypothese wahr ist, so is~ ndmlich 4) 
flog~ T~ ~ [ ogr  j , .  

In der oben erwiihn~en Abhandlung gibt L i t t l e w o o d  ohne voIts~n- 
dige Angabe seines Beweises, der aber nicht schwer zu erg~nzen ist, die 
Abseh~$zung: 

" log t log~. ~ ~0 . -~ )  
log $ (a-~-- i ,)  = 0 [( ]o-~" ) l~ r 

gleichmg$ig fiir 
1 $ 
~ §  ~_< I,  t > 0 .  

Unter B e r i i ~ c h ~ u n g  bekannter S~tze sc~ieSt man hierans: es is~ 
^ loK~ f: flit alle o > ~ + ~ ~ ,  t > 0 gleiehm~ig 

1--4 t~ t 

(3) log r (o + it)-~ 0 [(log t ~ \  io~-/l~ t~,, ,og.t. rags t . i "  ~ = 

[ + '~ l r =:0 logt.log~t.e - ~ O L ~  j. 
log~ t Speziell auf der Kurve ~ : �89 -~- 2 ~ ist also Flit t > t o 

8 eK log t 
)1 < 

tog, t 
also nach der Funktionalgleiehung auf der K~ve o = - ~ -  2 ~0~-~' t > ~ 

_ I o g t  1t: l o g t - t O g s t  

( 5 )  : ~ ( ~ ) ! <  K ~ . t  � 8 9 1 7 6  ~ r  < e " ~ . 

~) Ieh setze log~ t = log log t, tog~ t -- log tog~ $. 
17" 
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Betrach~en wir nun die fiir groBe t o im Gebiete 

( 6 ) 1 2 log~ t x log, t ,  ~o~Q77~t=<--~ + 2  io--~ t > t 0  
regu];4re Funktion 

~ ( s )  = :(s)  
10~ ( - - i s ) * l o g  s ( - - i s )  ~ x, e log, ( - is)  

wo bei der Definition der vieldeutigen Funktionen jeclem Logarithmus 
sein Hauptwer~ zu erteilen ist. Man sieht nun ohne Sehwierigkeit, clal~ 
fiir t - ~ o o  

log (--'s)-loga ( - i s )  logt.log~t (I) 
loge (-- is) . . . .  log.~ t -~- O , 

gilt, und zwar in bezug auf ~ in jedem endlichen Intervall gleichms 

Auf dem Rande des Gebietes (6) ist also naeh ( 4 ) u n d  ( 5 ) d i e  
Funktion q0(s) beschr~nkt, und da sie im Innera des Gebietes jedenfalls 
nicht schneller als eine endhche Potenz yon t wKchst, so ist sie nach 
einem bekannten P h r a g m 6 n - L i n d e l 6 f s c h e n  Sa$ze auch ira Innern be- 
schr~nkt'~). 

Es ist also im Gebiete (6) 
K log t-log~ t 

(7)  l o g i C ( s ) ' <  8 g ~  �9 

Wir setzen nun in (2) 
log~ I' 
log s T" 

" i T ) ~  (s - - iT)]  ist and da fiber den Kreis Da f(s)=-~[~(s+ 
i s -- 2 1 ---- ~ ( 1 -~- e) integriert wird, so kommen bei der Integration fiir 
groSe Werte yon T nut solche Werte des t rgmnentes  in $(s-~ iT) in 
Betracht, die im Gebiete (6) oder rechts davon liegen. Ffir ~ ( s -  iT) 
gilt natiirlieh Entspreehendes in der unteren Halbebene. 

Zuemt wird derjenige Teil des Integrals in (2) abgesch~itzt, in dem 
entweder bei $(s -~ iT) oder bei $(s -- iT) ein Argumentwert auf~ritt, 
der im Gebiete (6) oder in dem hierzu symmetrisehen Gebiete der un- 
teren Halbebene Iiegt. Der diesbez'dgliche Tell des Kreisbogens wird 

wieder schlieBlieh unendlieh klein, und zwa~ yon der Ordnung \ lo~TJ  ; 

flit f ( s )  gilt abet bier nach (7) 
(log T. tog~ T) 

l ~  1og, T " 

Fiir den ganzen fibrigbleibenden TeLl des Kreise~q gilt nach (3)  

I l~ log! f i = o L ~ J ,  

~) Vgl. Landau,  Handbueh, II, S. 849. 
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so dab schlieNich 

1 f log: f (2+re~o) td~ ,+ 2 
0 

[log~T~(log~T~.logT.log~Tj. logT ] " IogaT -~ 
='O[log. TL\log. Tl : 1-o~g. T (log~ . ) '  @ IJ } ~--- O [l~ T ( ~ )  ] 

gilt. ttieraus kann nunmehr iilmlich wie oben die zu beweisende Ab- 
schatztmg flit R (T)  gefolgert werden. 

Stockholm, den 23. Februar 1918. 

(Eingc~ugen am 21. M ~  1918.) 


