
Zur Theorie der  a lgebraischen Flfi, chen. 

Von Rub. STuR~ in Darmstadt. 

1. Es sei eine algebraische Fliiehe F yon der Ordnung n, dem 
Range r ,  der Classe rn betrachtet; die Zahl der Wendetangenten in 
einer Ebene sei a, dutch einea Paakt ~. Der Torsus, welcher 
l~ngs eines ebenen Sehnittes C umschrieben ist, hat die Ordnung 
n--~ a*), die Classe r;  seine Polarcurve in Bezug auf den unendlich 
fernen imagin~ren Kreis C~ hat also die Classe n -]- ~ und die Ord- 
nu:ug r~ bringen wir die Tangenten dieser unendlich fernen Curve mit 
den Tangenfialebenen des Torsus zum Schnitt~ so erhalten wir eine 
Carve yon der 0rdnung n -~- r -1- a. Dieselbe wird yon den unendlich 
fernen Punkten der Tangenten yon F in den Punkten yon C gebildet, 
die je zu der in demselben Punkte beriihrenden Erzeugenden des' Tor- 
sus normal sind; (n-~-r--~ a)-mal F~llt diese Tangente in die Ebene 
yon C, bertihrt also C and ist deshalb zu Aer Torsus-Erzeugenden 
eonjugirt, folglieh Krfimmungslinien-Tangente. Es giebt deshalb in 
jeder Ebene n Jr- r -{- ~ Kriimmungslinien-Tangenten. 

2. Oder: die Flilehe der Normalen in den Punkten-von C ~at 
den Grad n - ~  r; es sei x die Ordnung der Cuspidaleurve yon F, so 
dass C x Riickkehrpunkte besitzt; in jedem derselben beriihren zwei 
unendlich nahe Tangentia]ebenen und stehen also zwei unendlich nahe 
Normalen auf der FIKehe senkrecht. Die ~ Rfickkehrpuakte liefern 
demnach Torsallinien der Normalenfl$che, deren Spi~zen aaf C liegea. 
Da C und diese Fl~che - -  deren Rang Q sei ~ gleiehes Geschlechg 
haben, so ha~ man: 

, . - -  + , ,  = - -  2 ( n + r - 1 )  ; 

also ,o ----- 3r  -{- a = 3n -~- ~, also gleich der Ordnung der Evolu~e des 
ebenen Schnitts. 

*) Man vergl, in Bez,g auf mehrere im Folgenden benutzte S~tze racine 
Aufs~tze Math. Aunaleu Bd. VI. S. 241, und Bd. VII~ S. 567. 
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Die Anzahl Aer TorsalliMen der Normalenfliiehe ist 

also gieb~ es ausser den obigen u noeh 2 (2 r - -n )  + ~ ~ ~ + r + a, 
deren Spitzen nicht auf C liegen. Demnach werden die Normalen 
yon ~ + r + cr Punkten 'auf C yon der Normale des Naehbarpunktes 
auf der Curve getroffen; d. h. in der Ebene yon C giebt es n - l - r + u  
Tangenfen yon Krfimmungslinien. 

3. Die Normalen der Fl~che F auf den durch einen Pankt 0 
gehenden Berfihrungsebenen bilden eine Fliiehe yore Grade m + r. 
Die Curve der Berfihrungspunkte dieser Ebenen wird in den Ber~hrungs- 
punkten der ~ dutch 0 gehenden stationgren Tangentiafebenen je yon 
der einzigeh dor~ osculirenden Wendetangente ber~ihrt~ well fiherhaupt 
die Tangente der Carve zur Kante des Berfihruffgskegels, in diesem 
b'alle abet diese einzige Wendetangente zu allen andern Tangenten 
conjugirt ist. Da aber in zwei consecutiven Punkten dieser Geraden and 
aach der Berfihrungscurve die Tangentialebene der F dieselhe bteibt~ 
so erhalten wit zwei paraltele benachbarte Erzeugende der obigen 
NormalenflYtche, demnach ~ Torsaltinien dersalben. 

Da wieder das Gesehleeht der Normalenffs deren Rang 0' s'ei~ 
und des Kegels aus 0 an E das niimliebe ist, so hat man: 

also 
O ' ~ - - - 3 r + t = 3 ~ n + a .  

Die Gesammtzahl der Torsallinien der Normalenfl~che ist 

2 (3r + t ' ~  (re+r)) ~ 2 (2r - -  m + ~) ; 

ziehen wir yon diesen die obigen Lab,  so hleiben 
2 ( 2 r - - m ) + t ~ - r + m + a .  

Diese beweisen, class sich unter den Tangenten der Beri~rungs- 
c~rve r "I-m--}-a solche befinden, welche eine Krfimmungslinie be- 
riihren, folglich thu~ dies auch die eonjugirte Tangente, da, s ist die 
Kante des Berfihrungskegels; es giebt also dutch jeden Punkt m + r - l - #  
Kriimmungsiinien-Tangenten. Die beiden Zahlen m -q-- r + a and 
n -{- r + a sind, wie auch zu erwarten war, dual. 1)as System der 
~riimmungslinien-Tangenten einer algebraischen Flh'chv ist demnach yon 
der Ordnung m + r + a and der Classe n + r + a; dieses System ist 
also ein algebraisehes, w~hrbnd die Krfimmungslinien selbst bei den 
Fl~ehen v~m hSherer als zweiter Qrdnung wahrseheinlieh im Allge- 
meinen transcendent sind. 

4. Be~rachten wir #we/E/~hen F~ ~", welche die Ordnung n, 
bez. ff und dbn Rang r~ hez. r" haben. 8ei ~ eine beliebige Gerade. 
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Von einem Punkte X 4erselben legen wit den Tangentialkegel an /~'; 
seine Beriihrungsgurve r ter  Ordnung trifft ~" in rn" Punkten, deren Be- 
riihrungsebenen die 1 in ebensovielen Punkten X '  schneiden. Jedem X" 
entsprechen umgekehrt r 'n Punkte X. Jeder'Coincidenzpunkt dieser 
Correspondenz lieg% aufzwei Berfihrungsebenen yon F, E', die denselben 
Contaetpunkt haben, also auf einer Tangente der Schnittcurve der bei- 
den Flii~hen; folglich ist die Ordnung des Tangententorsus dieser Schnitt- 
CU~rV~ ~r'  ~ ~'~'. 

Haben die beiden Fliichen einen Beriihrangsiaunkt /), so sei X o 
der Schnitt der gemeinsamen Berfihrungsebene mit l; die dem X o zu- 
gehSrige Beriihrungscurve auf F (oder F ' )  geht durch ~P und beriihrt 
dor~ die andere Fl~che, hat also mit ihr noch n'r ~ 2 Punkbe gemein: 
der Punkt X o repr~sentirt deshalb zwei Coincidenzen; es ist ja auch 
bekannt, dass jeder [~erfihrungspunkt die Ordnung des Tangenten- 
torsus der Schnittcurve um 2 vermindert. 

Ist die Berfihrung (in /~) stationer und X 0 der Schnittpunkt der 
gemeinsamen Beriihrungsebene ~lit l, so hat die zu X o gehSrige Be- 
riihrungscurve der einer~ Fi~che mit der Schnittcurve im Riicl~kehr- 
punkte P die Riickkehrtangente gemein~ also mit der andern Fl~che 
drei consecutive Punkte; X o stellt demnach 3 Coincidenzen dar) weil 
er nur noch n'r - -  3 yon ibm verschiedene entsprechende Punkte hat. 

5. Sind m, m' die Classen der beiden Fl~chen~ so ist die Ord- 
mmg des Torsus der gemeinsamen Tangentialebenen mr' -~- m'r .  

6. Aus dem Resultate in Nr. 4. folgt mittelst der bekannten For- 
meln, (lass die Classe des Tangententorsus der (ohne vielfache Punkte 
vorausgesetzten) Schnittcurve 3 ( n r ' + n ' r - - n n ' )  ist; ebenso aus dem 
in Nr. 5., dass die Ordnung der Riickkehr~urve des gemeinsamen um- 
schriebenen Torsus 3 (m r" + m' r - -  m m" ) ist. 

D a r m s t a d t ,  den 21. Decemlyer 1875. 


