
Sulle irrazionalit~ da cui pub farsi dipendere la risoluzione 
d'un' equazione algebrica f(xyz)== 0 con funzioni razionah di 

due parametri.*) 

Di 

FEDERIGO EI~R1QI_rES a Bologna.  

Intro(luzione. 

1. Nella teoria della rlsoluzione delle equazioni algebriehe con 
pifi variabili~ si presen~ano suttessivamente due problemi generali: 

1) data un' equazione 

/ ( x ,  x 2 . . .  x . )  ---- 0 

deeidere se e tome essa possa r i s o l v e r s i  ponendo x t x ~ . . .  x, funz~oni 
razionali di ~ -  1 parametrl e (eventualmente anehe) di determinate 
funzioni irrazionali di questi parametri; 

2) assegnare le irrazionalit~ numerithe che vengono a tomparire 
nei coefficienti delle anzidette funzioni razionali, eonsiderato tome 
tampo di razionulit~ (he1 senso di K r o n e c k e r )  quello defini~o dei 
coefficienti dell' equazione 

f ( x ,  x ~  . . . x ~ )  = O .  

Questo setondo problema si collega al primo, riferito ad equazioni 
ton an numero maggiore di variabiIi, perch~ se nell' equazioue f ~ 0  
si suppone che i coefficienti varino dipendendo razionalmente da pifl 
parametri, le nominate irrazionalit~ numeriche divengono irrazionalit~. 
algebriche, funzioni di questi parametri. 

In ordine al primo problema le equazioni algebriche 

f ( x ,  x 2  . . . x ~ )  = 0 

vengono distribuite in c l a s s i ,  ponendosi in una medesima classe due 
equazioni che si possono ~rasformare l'una nell' altra mediante una 
trasformazione birazionale sulle x I x 2 . . .  x~ 

In ordine al secondo problema si possono distribuire le equazioni 

f ( x ~  x 2  . . . x ~ )  ~ -  0 

*) I principali resul~ati con~enuti in questo lavoro sono s ~ t i  riassuntiva- 
mente enunciati in una no~;a inserita nei Rendiconti delle R. Aecademia dei 
IAncei, Dec. 1895. 
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di una data classe in pifi s o ~ - d a s s i ,  ponendo in aua medesima sotto- 
classe due equazioni che si possono frasformare t'una nell' alt~a mediante 
una r birazionale su x~ x 2 . . . x , ,  a c o e f f i c i e n t i  r a z i o n a H .  

Per  brevit~ diremo che due equazioni sono trasformabili l'una 
nell' altra se appartengono alta medesima classe, e che sono frasfor- 
mabili, l'una nell' al~a~ r a z i o n a t m e n t e ~  se appartengono aIle medesima 
sottoclasse i vale a dire b sottinteso che la parola ,trasformazione" 
denoti nel seguif~ ,trasformazione birazionale" e che l'aggettivo 
,razionale" ad essa aggiu~o,  si riferisca alla razionalits dei coefficienti 
della frasformazione. 

2. La pifi semplice risolnzione the un' equazione algebrica 

f(~ ~ . ,  . x j - - o  
pub amme~tere, b una risoluzione con funzioni razionali di n -  1 
parametri~ o~tenuta ponendo 

Jx~ ~- x 1 (u~. �9 r 

(1) l . x ~ 7  .~' !~' : " ] ~ '-- ' ! '  

~x~  ~-- x , ( u ,  . . . u, ,_~) , 

dove le espressioni del 2 0 membro sono razionali. 
Le formule (1) saranno i s  g e n e r a l e  i n v e r t i b i l i ,  ciob perme~teramo 

di esprimere inversamente i parametri u i . . . u , _ l  come funzioni razionali 
delle x 1 . . .  x= legate dalla relazlone f~---0: ma pub darsi invece che 
le formule (1) non sieno invertibiti univoeamente per modo che ad un 
gruppo di valori x 1 ...x= corrispendano pifi gruppi di valori u 1...u,,_,. 

Be le (1) sono invertibiti, esse sfabiliscono una trasformazione 
dell' equazione 

f ( x ,  . . .  x, ,)  = 0 
nell' equazione lineare 

' ~  ~ O .  

P e r  ~ ~ -  2 ( L i i r o t h )  e pe r  n ~ -  3 ( C a s t e t n u o v o )  ~ s tato dimostra to  
che se un' equazione f ~  0 ammette una risoluzione con funzioni 
razionali non inver~bili, essa amme/ste altresi una (alfra) risoluzione 
con funzioni razionali inverfibili; percib futte le equazioni 

f(z, . . .  x . )  = 0 ( n = 2  o n =  3) 

risolubfli con funzioni razionali, formano l'unica classe che ha per ripe 
l'equazione x~ = O. 

Dunque per n = 2 ,  n = 3~ it problema di determinate le equazioni 
f ( x i . . ,  x , , ) ~  0 risalubili con funzioni razionali si riduce al problema 
di carattexizzare la anzidetta dasse di equazioni. 

Tale problema ~ no~oriamente riso]ato: per n==  2 da C l e b s c h ~  
per ~ ~ $ dal aig r C a s r  si hanno infat~i, nel 1 ~ caso un 
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eara~ere (il g ~ r e ) ,  nel 2 0 caso ~re carat~eri (i l g ~ r e  geo~r@o e 
~ c o  ed i] bigen~re), e l'annullarsi de[ generi cosfituisce la eondizione 
carai~edstica della nominata c|asse di equazioni (risp. per n-~-2~ ~ - 3 ) .  

Sorge ora ]a quest[one: 
Da quali irrazionalit~ si pub far dipendere la risoluzione con funzioni 

razionali delle equazioni aventi i generi null[? 
E quindi: A quante sotta-classi o tip] di sotto-classi danno luogo 

le nominate equazioni? 
Riferiamo tale questione ai casi n ~---2, n ~ 3. 
I) Per ~ 2  la quest[one b stata posta e risolut~ dal sig r No ether*):  
Un' equazione 

f (xv) = 0 
risolubile con funzioni razionali d'un parametro (ossia di genere zero), 
pub essere risoluta in tal modo ra~ionalmente o coil' estra#i~ne eli un 
radicale quadratico (da aggiungersi al campo di razionalit~ de[ coefficienfi). 

Pertanto si hanno due tip[ di sotto-classi di equazioni 

f (xy)  = 0 
di genere zero (l'equazione lineare e l'equazione quadra~ica). 

Si not[ ehe seuna equazione f(xy)-~-0 ~ stata risoluta con funzioni 
razionali non invert[bill (di un parametro), si pub, razional~nte, 
ot~enere una (nuova) risoluzione di essa con funzioni razionali invert[bill. 

II) In questo lavoro ci proponiamo di trat~are il problema analogo 
a quello sopra enunciato, per le equazioni fra tre variabili: ,,da quail 
irrazionali~ si possa far dipendere la risoluzione di una equazione 

f(xy~) = 0 
con funzioni razionali invert[bill di due parametri (supposta possibile)": 
]a quest]one analoga che si riferisee alia risolnzione dell' equazione 
f (xyz) -~ .  0 con funzioni razionali non invert[bill, comporta in qaalche 
caso una soluzione pii~ semplic% come verr~ notato. 

I1 result~to a ca[ perveniamo pub essere riassunto nell' enunciato: 
Se un' equazione 

f ( x y z )  = 0 

risolubile con funzioni razionali di due parametri (ossia ha ~u~d i 
generi null[), si pub sempre fame dipendere la effettiva risoluzione 
con funzioni razionali invertibili, da operazioni razionali (di eliminazione), 
dull' es~razione di radicali quadratici e cubici, e datla risoluzione di 
una delle equazioni W l a  bise~ione degli argomenti: 

a) deUe funzioni abeliane di genere 3, 
h) o di funzioni abeliane di genere 4, 
c) o delle f ~ i o n i  iperellittiehe di genere p ( ~  1, 2, 3 . . . ) .  

*) ,,Ueber Fl~chen, welche Schaaren rationater Curven besi~zen", MaYhem. 
Aanalen Bd. HI, 

1" 
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Il procedimento su cui ~ fondato il presente studio conduce a 
distinguere le equazioni f ( z y z ) ~  O, risolubili con funzioni razionali, 
in 4 famiglie: quelle delia prima famiglia (due tipi di sotto-classi 
analoghe a quelle delle equazioni di genere zero tra due variabili) si 
risolvono toll' estrazione d'un radieale quadratico (al pih); quelle della 
seconda famiglia danno luogo a pih tipi di sot~o-classi e la loro riso- 
luzione si riattacca al caso a) deft enunciate o all' estrazione di 
radicali quadzatici e cubici; quelle delia terz_a e quarta famiglia dan 
luogo a due tipi di sotto-classi, e la loro risoluzione si riattaeea risp. 
ai casi b) e c) dell' enunciato. 

Si aggiunga ehe delle equazioni della 2 ~ famiglia pub sempre 
ottenersi una risoluzione con funzioni razionali, astrazione fatta dalla 
condizione d'inverfibilit~, colla sola estrazione di radicati quadratici 
e cubici. 

3. Nell' ultima parte del lavoro i resultati ottenuti vengono 
applicati alia studio della risoluzione dell' equazione in 4 variabili 

O) f (x ,x~3x ,4)  = O, 
e danno laogo alle seguenti conclusioni: 

a) Quando le equazioni 
f(xj x,2x3a) ~ O, 

ottenute dalla (1) col dare ad x, un valore costante, sono risolubfli 
con funzioni razionali~ l'equazione (1) pub sempre essere risoluta 
esprimendo x~ x~ x a x  4 come funzioni di tre parametri costruite con 
operazioni razionali e coll' estrazione di radicali quadratici e cubici. 

b) Quando sono risolubiti con funzioni razionali (di due parametri) 
tutte le equazioni 

f ( x  1, x~, ~ ,  ax3 + b) ~- 0 
(in x i x2xs ) ,  la (1)~ risolubile ponendo x I x~xax  4 funzioni di tre para- 
metri u v w e di un radicale quadratico che porfa sopra an polinomio 
(di particolar -forma) in u v w. 

�9 c) Quando sono risolubili con funzioni razionali (di due parametri) 
tutte le equazioni in x I x 2 xs 

f ( x l ,  x2, x~, a x  2 ..{- bx3 + c) ~ 0; 
ia (1) pus rlsolversi ponendo x l x 2 x a x  4 funzioni razionali di tre 
Fam~etri (astrazioa fatta dalla condizione d'invertibilitA), 

NeUa risotuzione della 
f(x~x~x3x~) =~ o ,  

nei casi larecedenti~ si ottengono sempl~ficazioni corrispondentemente 
al fatto the le equazioni in 3 variabili di cui Fenunciato discorre 
appar~w~ngono all' una piutosto the all' altra famiglia~ 

Del rea~ ~n, ~ ~ esr the della nominata eqaazione 
f (xix2x~x~) ~ O, nei casi sopra ennnciati, possa o~tenersi con diverso 



IrrasionaJJtA nella risoluzione di f(xyz)-~-O. 5 

procedimento una risoluzione pill semplice. Gli esempi in proposito 
che ho considerato provano soltanto quest% the: se tutte.le equa~ioni 
f(x i ~ x~ a)-~-0 sono risolubili con f-unzioni razionali, non si pub~ 
in alcuni casi, risolvere f(xlx~x3x~) ~ 0 pouendo x I x 2 x~ x 4 funzioni 
razionali di x 4 e di due altri parametri u v~ cone avverrebbe se l'anzidetta 
risoluzione delle equazioni f ( x  1 x~xaa ) ~ 0 si effettuasse razionalmente, 
o irrazionalmente in modo tale the le irrazionalit~ nnmeriche introdotte 
non venissero a dipendere dat parametro x 4. 

4. NeUa introduzione che precede Ie questioni formanti oggetto 
di questo lavoro sono state esposte diffusamente in una forma pura- 
me'hie algebrica: ~ infatti rinteresse algebrico the in esse sembra a 
noi prevalente. 

Nel corso del lavoro, dovendo ricorrere a procedimenti geometrici, 
faremo anche uso del linguaggio geometrico. Parleremo dunque della 
classe delle superficie razionali~ e di sotto-classi di questa classe; di 
irrazionalit~ da cui pub farsi dipendere la rappresentazioue piana d'una 
superficie razionale; diremo the una superticie razionale viene tras- 
fomata  razionalmente in un' altra data (o razionalmente rappresentata 
su di essa), ecc ecc in luogo di rfferire le anzidette locuzioni alle 
corrispondenti equazioni. 

Potremo aneora considerate indifferentemente, in luogo di super- 
ficie della spazio ordinario 33, superficie appartenenti ad iperspazi: 
ci6 corrisponde ad estendere le considcrazioni relative ad equazioni 
f ( x y z )  ~ - 0  a sistemi equivalenti di equazioni tra pifi variabili. 

Distinzione delle super~cie razionali in 4 famiglie. 

5. Sia ~' una superficie razionale, d'un certo ordine ~, in B3, o 
in uno spazio pi/t elevato S~ (r > 3). Si dice F ~ o  m ~ o  pr~prw 
(o ~o/a~o) per P, un punto 0 di essa tale che la sezione di • con an 
piano (o iperpiano) per 0 abbia un genere inferiore a quello della 
sezione generica. 

La superficie ~W' pub essere trasformata r ~ m a ~ h ~  in un' altra 
superfici% ad essa riferita punto per pun~o~ priva di panfi mu|tipli 
propri. 

I1 procedimento che pub servire ad effettuare una tale txasformaz~one 
quello ehe andiamo ad esperre ~ riservandoci a giustificare subito dope 

le affermazioni su cui esso ripesa. 
Ecco dunque il procedimento in parola. 
Si considerino tTutte ]e varieth V,~ di un ordine m assai elevato 

deno ~, (o $3) cui F apl~ene: i ~ ~ r ~  di F 
i~ ~ m a r o  f i ~ ,  le F~ passanti per essi formano un sistema lmeare 
ampio quanto si vuole (preso m assai gr~de)~  questo s i ~  si lascia 
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staceare razionalmente da quelto di tutte le Y~. Si riferiscano 
proiettivamente le sezioni di F colle indicatm V~ (considerate come 
e]ementi de] sis~ema lineare che esse formano) agli iperpiani di un 
conveniente Se~ e si trasformi cosl la F in una nuova superficie ]~" 
di cui te sezioni iperpiane rgppresentino quindi le nominate sezioni 
della F colle V~. 

Ad ogni punto mulfiplo proprio di F (punto base pel sistema 
delle It=) corrispotlde sopra ~ '  una curva (semplice o multipla) e in 
generale anche un cer~ numero di punti multipli propri su di esse. 

La F '  non possiede altri punti multipli propri che quelli provenienti 
nel detto modo dai punti muttip]i propri di /~. Applichiamo ora ad 
/7' Qua trasformazione analoga a quella fatta subire ad F,  cib che 
pub farsi pure razionalmente. 1)ozvo un ~umero l~ito d~ o~.ra~ioni i~ 
procedimento ha termine e si arriva ad una superficie trasformata di F 
priva di punti multipli propri. 

Dobbiamo giustificare le affermazioni sulle quali riposa la validi~ 
del procedimento indie~to. 

La cosa b molto facile posto che si ~ratfa d'una superficie F 
razionale. 

Rappresentiamola punto per punto sul piano e sia I Cl il sistema 
della immagini delle sue sezioni iperpiane: ad un punte multiplo 
proprio di F corrisponde sul piano una curva fomtamentale proFria 
di IC1, ossia una curva the presenta una condizioue alle C che debbono 
contenerla, e diminuisce il genere delle curve residue. Si pub escludere 
che qualcuna di ~li  curve sia ridotta all' intorno d'un punto base 
di ]Cl; basra per cib (eventualmente) frasformare tCI in guisa che esso 
abbia tutti i punti base distinti; cib ~ possibile per un noto teorema 
del sig ~ Noet~her*). Ora una curva fondamentale propria per 1(71 

egualmente eurva fondamentale propria del sistema Ira C] mul~iplo 
di IC] secondo un qualsiasi intero m, sistema rappresen~ativo del 
sistema delle sezioni di F con tutte le V~. 

I1 procedimenio di trasformazione fat~ subire alia superficie F si 
traduce suI piano rappresentativo nel modo seguente: 

1) si mol~plichi il sistema ~C t per un convenience intero m e si 
staechino da esso le curve fondamentali proprie di [C Ied lmC t: perch~ 
questo sia possibile, preso m assai grande, o~orre prorate che le defoe 
curve sono in n-mero fini~o~ 

2) una curva X fondamen*ale propria per IC i pub costi~uire una 
o pi~ curve fondamentali proprie per iI sistema innanzi costraite 

*) ,Ueber die siagulltxen Werthsydmme einer algebraischen Function .. " 
Mathem~ Anualen ~ IX e ,.R~tionale &uaffihrung tier 0perationen...", ibid. 
t. XXItL Cfr. anahe Bertini ,.Sopm atcuni teoremi fondamentv~li delle curve piaue 
~aebr~he,, Rendiv. lstitato lombardo 1888. 
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l C ' l - - - - t m C - -  X . . . .  { ;  

in tal caso ciascuna diJqueste curve fondamentali proprie deve essere 
staecata da un muttiplo conveniente (]el sis~ma I C'I: 
occorre prorate the ripetendo convenientemen~ queste operazioni si 
arriva ad un sistema privo di carve fondamentali proprie. 

In definitiva facto cib che basra prorate per la giusfificazione del 
procediment~ sopra indicato ~ contenuto ne]Ia affermazione seguente: 
si pub prendere un multiplo cosl elevato del sistema I C I, che, esh~atte 
da esso una o pii~ volte le carve fondamentali proprie di [C 1 o le sue 
parti irriducibili, si ottenga un sistema residuo per cui tall curve o 
patti irriducibili non sono pifi ibndamentali. 

Questa affermazione si giusfifica per assurdo con un semplice 
calcolo numerico. 

Si neghi l'affermazmne precedente. AUora da un sistema [mC I 
multiplo di ICI, si possono sempre estrarre curve Iondamentali (proprie) 
pel sis~ma, finch~ ta dimensione del sistema siesso lo permette. 
Ammettiamo dunque tale ipo~si. 

Indicato con s rordine delle curve piane C, e con hi, h 2 , . . ,  ho 
le molteplicit~ dei punti base di I C l, si ha the le dimensione del 
sist~ema [mC I mplo di [C t vale (almeno) 

, ~ s ( , ~ s + a )  ,V '~h,(~h,+ 1) 
2 2 

ossia 

dove 

s2 - 2~h~: 3 s - -  27h~ 
~b 2 - -  ~ m - -  

2 2 

s ~ > ~h~ ~- . 
A1 crescere d im il valore dell' espressione precedence dipende essenzial- 
mente dal 1 ~ termine, il quale diviene (da un cer~ punto in poi) 
maggiore di 3 s -  z~h i 

m ~ q - s m .  

Allora~ nella ipo~esi sopra enunci~a, si deve poter estrarre dal 
sistema ImC[ d'ordine sm~ sm curve fondamentali proprie; fl sis~ma 
residuo, per m assai alto, viene ad avere una dimensione qu~n~o si 
vuo]e elevata, mentre~ l'ordine di ciascuna curva fondamentale di I C] 
essendo ~ 1, l'ordine di tale sistema residuo sm-ebbe nullo (o nega~ivo). 

Tale assurdo prova cib the sopra ~ stato enunciato. E rimane 
quindi stabilit~ che: 

Og~i superfiaie rationale pu~ essere trasformata razionalmente in 
un" aZtra priva di tmnti multipli laro'pri. 

6. Sia ~ una superficie razionale priva di punti multipli propri, 
e iadiehiamone con n l'ordine: possiamo supporre the F sia (o sis 
s~a~a proie~ta~a" da punfi esterai) in S a. 



Supposto che le sezioni piane di ~ abblano il genere ~ ~ 1, 
consideriauo le c ~  -1 superficie 9~-s d'ordin~ ~ z -  3 aggiunte ad F :  
queste superfieie possono essere determinate raz'wnaZm6~zb~ data F~ 
poich~ la determiuazione di una di esse, passante per x ~ 1 punti 
generici dati, ~ a]gebriea e univoca (data ~'): il problema concreto 
di assegnare le equazioni delle 9=_~, con operazioni di eliminazione, 
a partite dall' equazione di F,  ~ analogo a quello che il sig ~ N o e t h e r  
ha risoluto per le curve algebriche plane*); questo problema a noi, 
non importa qui di frattare. 

Accade, in generale (:~ ~ 3), che le superficie ~ - s  segano su t~' 
(fuori della curva multipla) un sistema lineare di curve irriducibili~ 
senrpZ~e, cio~ tale che le curve di esso passanti per un pun~o generico 
di F non passano in conseguenza per altri punti variabili col primo; 
in tal caso questo sistema ~ anche privo di curve fbndamentali 
proprie**). 

Allora se riferiamo proiettivamente gli elementi (curve) de] sistema 
(o cib che ~ ]a stesso le ~__~) agli iperpiani S~_~ di un E~._x, si 
ottiene ra~o~alme~e una superficie ~" trasformata di /~, ancora priva 
di punti multipli propri. 

Noi proietteremo (eventualmente) la F ' i u  ~3, e applicheremo 
ad ~F" (se ~ possibile) una tr~formazione analo~a a quella operata su  
F,  costruendo una nuova superfieie F "  etc. 

Otteniamo razionalmente una serie di superficie, l'una trasformata 
della precedente col procedimento indicato, 

-~/~" F "  ~ ' " . . . :  

si tratta di decidere se il procedimento avr~ termine dopo un numero 
fini~o di operazioni, e a quale ul~ima superficie ci condurr~. 

Per esaminare la questione, supponiamo rappresentata la superficie 
razionale F sopra un piano, e sia [C t il sistema delle immagini delle 
sezioni piane di l V (immagini aventi un certo ordine ~z): vediamo di 
costruire sul piano i successivi sistemi I C'[ [ C ' [ . . .  rappresentativi 
(delle sezioni plane) risp. di ~ '  ~ " . . . .  

Tale cosi~'uzione si effettua subito, giacchb un teorema noto *~) 
ci avverte the [C'] non ~ altro che il sistema delle curve d'ordine 
~ z -  3 aggiunte alle C, spog|iato eventualmente di parti fiss% ossia 

*) ,,Rationale Aud~rung . . . "  L c. 
**) Castet~uovo ,,Sulle superficie di genere o", Memorie della Sor 

It~tlar~a delle Scienze, set. HI, ~. X, 1896. 
***) E nriques ,P,~cerche di Geometria suite superficie atgebriche- III, ~--,,, 

Memorie de]F Aecademia di Torin0, 189~ -- e ,Introduzione alla Geometri~ sopra 
1r s~per~cie ~gebriehe -- ~1 --", Mcmo~ detl~ Suciet~ Italiaua delte Scienze I896. 

Cfr. a~che Humbert~ Math. Auuale~ Bd. 45, 1895. 
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il s~/~m~ aggi~zto a [CI: analogamen~e I G"i  b il sistema aggiunto 
a lC' l  ecc .  

fili ordini delle carve di ~ l i  sis~emi decrescono dal]' uno all' a l ~  
di 3 (almeno), quindi il procedimento di aggiuazione si esaurLsce. 

L' ultimo sistema aggiun~o tuft  (o01 almeno) si compane di curve 
raziona|i o elli~fiche, o di gruppi di curve razionali o elli~tiche d'un 
fascio. 

Per conseguenza la serie della superficie 

FF'F"..., 

necessariamen~e si arresta. Perb ease pub aver termine o quando ha 
~ermine la serie dei successivi sis~emi aggiunfi a lCl ,  se questi sistemi 
sono tutti irriducibili e semplici, o pr ima Nel primo caso l'alfima 
superficie / ~  della serie b una superficie e sezioni razionali o elli~fiche. 
Per esaminare il secondo easo bisogna domandarci quand' b che il 
procedimen~o di aggiunzione applica~o nel piano, a parfire dal sistema 
C I irriducibile, semptice e privo di carve fondamentmli proprie, pub 

condurre ad un sistema lineare riducibi|e, o non setup|ice. La risposta 
a tale quesfione ~ la seguente *): 

Nel procedimento di aggiunzione applicat~a a f01 i| primo sistema 
non pi~ irriduciNle, setup|ice, che pub incon~rarsi b: 

a) un fascio di curve razionali o un sis~ema cos~i~ui~o con gruppi 
di carve di un tM fascio~ s e i l  penul~imo sistema aggiunte b cosfituito 
di curve iperellit~iche; 

b) oppure una re~e di curve ellit~iche (~ra~ormabile in una rate 
di cubiehe con 7 pun~i base); 

c) oppure un sis~ema lineare o0a di cure di genera due, h~asfor - 
mabile he! sis~ema della sesfiche con 8 puufi base doppi. 

Se ne ricava c h e s e  la serie della superficie 

FF'F"... 

non %ermine con una superficie a sezioni razionali o ellittiche, essa 
termina con una superficie a sezioni iperelli~fieh% oppure con una 
superficie la cui successive ~asformat~ (secondo il procedimen~o indica~) 

un piano doppio con quarfica limi~e rappresenta~ sul piano sempIice 
dalla ret~ di curve ellittich% o un cono quadrico doppio con sestica 
limi~e rappresenta~o sul piano semplice dal sis~ema c~ s della curve di 
ganere due. 

Possiamo dire che negli ul~imi due casi il piano o risp. il cono 
dop~io chiudono la serie della superficie F ~ "  ~ ' " . . . ,  e sono super- 
ficie (doppie) t~asformate di ~'~ ot~senu~ razionalmente. 

*) Cfr. l'aggiun~a de1 sig r Castelnuovo slla m~ memoris ,,$~ piani 
doppi di genere uno", Memorie della Socie~ I~l i_~ dollc Scienze~ 1896. 
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Anzi nel riassumere i resul~fi stabili~, possiamo eonsiderare i 
piani doppi con quartica limite come superfic~e a sezioni ellittiche 
(d'ordine 2), e perb possiamo enunciate che: 

Le superficie razionali wive di punti multipZi propri si di~tinguono 
i~ 4 famiglie secondoch~ i~ procedimento d~aggiunzione a partite daZle 
Zoro sezioni thane (o iperpiane) conduce a rappresentare la superficie, 
senza aggia~ta di irrazionati numerici: 

1) sopra una suWficie a sezioni ra~ionali; 
2) o sopra una superfwie a sezioni ellittiche (d'ordine n >  2) che~ 

per n > 2, ~ priva di punti doppi, 
3) o sopra una superficie a sezioni iperellittiche possedente un fascio 

razionale di coniehe, 
4) o sopra un cono quadrico doppio con sestiea di diramazione. 
1 4 r di superfieie qui enamerati possono dunqae rigaardarsi 

come fipi a cui si possono sempre ricondurre le superficie razionali 
con una trasformazione effettuata senza aggiunta di irrazionalit~. 

Procediamo ad esaminare partitamente le irrazionali~ da cui dipende 
la rappreseni~zione piana delle superficie delle 4 famiglie enumerate. 

Le irrazio~lits  da cui pub farsi dipendere la rappresentazione piana 
delle SUlmrlicie razionali delle 4 famiglie. 

7. 1 a fa~iglia. Tipo di ques~ famiglia sono le superfieie a sezioni 
razionali; dunque (in ~3) il piano, la quadrica, le rigate ra~ionali 
d'ordine > 2, e la superfwie romana di Steiner*) (del 4 0 ordine con 
un punto ~riplo ecc). 

Per rappresentare una quadrica sul piano basta la proiezione da 
un suo punto~ e la determinazione di un pnnto della quadrica esige 
l'estrazione d'uu radicale quadra~co. 

Una riga~a razionale d'ordine > 2 si pub rappresentare sul piano~ 
riferendo proiet~ivamente gli elementi (genera~a~ici) del suo fascio di 
rette alle retie d~un fascio he! piano, e proiettando da un qualsiasi 
asse eiaseuna genera~rice, sulla tetra corrisponden~ del detto piano. 
La prima operazione esige in sostanza ]a rappresent~zione punto per 
punto d'una sezione pinna della rigata sopra una retta~ ossia la 
rappresentazione sulla tetra d'una curva razionale; essa si effettua 
dunque razionalmente o estraendo ua radicale quadrafico**). 

Infine la superficie di Steiner si rappresen~a sul piano razionalmente 
con proiezione dat punto triplo. 

*) Cfr. Picard ,,Sur les surfaces don~ routes le~ sections planes son~ uni- 
eumalea", Ct.elh~'s Journal Bd. C, l ~ .  

~*) N~ether, I. c. Mathem. Ann~ten Bd. IF[. 
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In eonclusione, dnnque: 
Le superfwie razionali della 1~ famiglia si t~sono ra~rtrresentare 

sul ~iano estraendo (al pfft) un radica2e quadratico. 

8. 2 ~' famiglia. Tipo di questa famiglia sono le superiicie razionali 
a sezioni ellittiche: possiamo (razionalmente) renderle normali in uno 
spazio assai elevato; esse divenffono al|ora superficie (non figure) d'un 
certo ordine n in S~, dove 9 > n > 2. Tall superficie sono state 
s~udiate dal sig r De l  Pezzo*).  

Dobbiamo anaIizzarle pa~'titamente a seconda del loro ordine n. 
a) n ~ 2, ,,piano doppio con quartica di diramazione". 
La sun rappresentazione sul piano semplice ~ stata data dal 

Clebsch**).  L'equazione da cui tale rappresentazione dipende 
quella che serve a separare le tangen~i doppie della quartica, vale a 
dire ~ l'equazione per ta bisezione dell' argomento delle funzioni 
abeliane di genere 3. 

b) ~ ~ 3, ,,superficie cubic#'. 
Essa si rappresenta sul piano doppio con quartica limite per 

proiezione da un suo punto: la determinazione di un suo punto importa 
la risoluzione di un' equazione del 3 0 grado, ossia restrazione d'un 
radicale quadratieo e d'un radieale eubieo. 

Dopo ei5 la rappresentazione della supertlcie sul piano semptiee 
pub effettuarsi mediante la risoluzione dell' equazione delle tangenti 
doppie alia quartica hmite del piano doppio, semplificata per5 in 
questo easo perch~ della nominata equazione ~ data una radiee 
(~ data la tangente doppia della quarfiea sezione del piano tangente 
alla superfieie eubiea nel eentro di proiezione seel~)*~).  

e) n ~ 4, ,superficie del 4 0 ordine F 4 normale in $4, ehe, per 
proiezione da un punt~ esterno, d~ una superficie del 4 0 ordine di $3 
dotata di conica doppia". 

La superfieie viene rappresenf~ta sul piano doppio con quartica 
limite per proiezione da un punto della coniea doppia: la determinazione 
di un tat punk esige (al piii) l'estrazione d'un radieale quadratico; 
dopo ei5 la questione di rappresentare la supertieie sul piano semplice 

rieondotta al easo a), dove per5 la relativa equazione appare sempli- 
fieata essendo data una coppia di tangenti doppie .alla quarries limite; 

noto, anzi ehe la nominata equazione si riduce ad un' equazione di 

*) ,,8ulle superficie dello n o ordine immerse hello spazio ad ~ dimensioni", 
Circolo Matematico di Palermo, k I. Cfr. anche il mio lavore nei MaYhem. Annalen 
Bd: 46. 

*~) ,,Ueber den Znsammenhang...", Ma~em. Annalen Bd. IIL 
***} II conaueto modo di Schl~fli per rappresentare la superfieie cubiea Bul 

piano comluce a risolvere | '~tz~,r de~ 27 re~ della superfic~e, e~luazlone 
studiat~ dai sigi Klein ~ Burkhardt,  e da lore risolu~a. 
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5 0 grade e all' es~razione di 4 radicali quadra~id: infa~d r drcos~anza 
rappresenta~ geometcicamente dal faYco the la costruzione di due 

re~r sghembe soprs ann superllcie eubica F 3 di cui ~ data ann tetra r, 
dipende datla separazione dei 5 piani tritangenti alla F a passan~i 
per r ecc. 

d) ~ ~ 5 ,,superflcie z~' s del 5 0 ordine normale in ~5"- 
Ques~ snperficie ~ si pub rappresenfare sul piano raz/onalmen~e. 

Basin procedere nel seguente mode. 
Si proietti la ~'s da punti es~rni in $3: la superficie proiezione~ 

del 50 ordin% possiede una curva doppia del 50 ordine dof~a di punto 
griplo (triple per la superficie)*). A questo punto ~riplo corrisponde 
su ~'s una terna di punti ehe viene coal determinata razionalmente: 
si seghi era F 5 con un 83 passante per i 3 punti della terna nominata, 
costruiremo in fal mode razionalmente su F~ una coppia di punti. 
Proiettiamo E~ dalla coppia di punti in ~3: la superficie proiezione 
una superficie cubica su cui ~ da~a (razionalmen~e) una coppia di rette 
sghembe; era questa superficie cubica (e quindi F~) si rappresenta 
sul piano razionalmente, col nor proeedimento del sig r S c h l i i f l i ,  
usando della congruenza lineare di re~e ehe ha come direttrici le re~e 
della coppia nominaf~ 

e) ~ ~ 6, ,superficie ~'~ del 60 ordine in S~'. 
Per rappresenf~rla sul piano basra fissarne un punto 0, proiettarla 

dal piano f~ngen~e in esso sopra una quadrica, e quindi proieYcare la 
quadrica da un sue punto che pus essere fissa~o razionalmente come 
immagine di un punto infini~mente vicino ad 0 sulla superficie 
obietfiva 

gediamo~ da che si pub far dipendere Is de~erminazione di un 
pun~  della superficie F~ di S~. 

Basra evidentemen~e de~rminare su ~0 una recta. 
0ra  (e ci5 che si afferma qui vien subif~ verifioato esaminando 

la rappre~entazione pinna di ~ col sistema delle cubiche per 3 punti 
base) non in linen retry) sopra ~e vi sono 6 reRe le quali si distri- 
buiscono in due r quelle di una ~erna sono incidenti a quelte 
dell' altra e sghembe fra lore. Dunque Yequaz/one del 60 grade da 
cui dipende la separazione delle 6 re t~ su i~'~ si spezza in due equa'- 
zioni deI 30 grade (corrispondenti alle due f~rne) separabi|i coil' estrazione 
dun  radicale quadratico. 

Mediant~ la risohzione dl equazioni s i f fa~ si pus quindi ral~ 
presenf~re la Fo su| piano. 

f)  ~ ~ 7~ ,,superlide ~ del 7 0 ordine in ~'~. 

�9 ) efT. (~lebr Oromoaa e sopr~t~utgo Capora!i ,,SuRe supe~ficie del 
5* o~ai~ 4oto~a di una ourca doFpia del 50 ordiae, AanaIi di Matematica, s' II, t. 7. 
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La Fz (come risul~a dana sua rappresentazione piana) convene 3 
rettei due sghembe fra loro e l ' a l ~  incidente a~ esse: da quest' ultima 
tetra (the ~ costruibile razionalmente) la ~ vien proiettata in nna 
super~eie di V e r o n e s e  di ~qs, e quindi da punti esterni suIla superticie 
di S t e i n e r  in $3; dunque (v i a)), la F7 si pub rappresentare su! piano 
razionalmente. 

g) ~, ~ 8, ,,super~eie F8 dell' 8 0 ordine in ~8". 
u  sono due tipi di super~eie Fs: la snper~eie rappresentabile 

sul piano col sistema aelle eubiche eon un punto base, e quetla rap- 
presentabile col sistema aene quartiche con due punti base doppi: 
ambedue possono rappresentarsi sul piano razionalmente. 

Invero la/~8 di 1 a specie possiede una r a t a  da eui viene proiettata 
in una r i ~ t a  del 5 0 ordine di $5, la quale si rappresenta sul piano razional- 
mente. Inveee la .F s di 2 �9 specie possiede una fete di quarfiehe do~ta 
di~ an punto base sempliee, e aa questo pun~  v~ene proiettata nella 
�9 ~ di Ss ehe, come abbiam visto, si rappresenta sul piano razionaimen~e. 

h) ~ ~ 9, ,,supertieie ~'~ del 9o ordine in Sg'. 
' La rappresentazione piana della ~'9 pub farsi dipendere datla 
determinazione d/ un suo punto, dal quale le E~ vieu proiettats su 
una Fs di Ss. 

Yediamo come si pub determinsre un punto della /P9 risolvendo 
solt~nto un' eqnazione di 40 e nna di 30 grad% mentre a priori 
apparirebbe soltanto la possibilit~ di far dipendere la determinazione 
di un pnnto di F~ dalla risoluzione di un' equazione di 90 grado. 

Notiamo per questo ehe la relazione ira una eubica e la sua 
hessians nel piano (rappresentativo di/~s), si rispeeehia" in una relazione 
per la quale ad ogni sezione iperpiana di F 9 corrisponde un' altra sezione 
iperpiana~ razionalmente determinabil% ehe chiameremo la hessiana 
della prima. 

Ora fra le sezioni iperpiane di ~F~, che sono curve ellittiehe, si 
distinguono queUe equianarmoniche: le sezione hes~iana corrispondente 
ad una sezione equianarmonica di .F 9 si spezza in 3 cubiehe secanti~i 
due a due ' in  u~ punto. In un faseio di sezioni iperpiane di ~'~ ve 
ne sono 4 equianarmoniche: se ne pub determinate ~ risolvendo 
una equagione dal 4 o grade; dope cib si potranno separate i 3 punti 
doppi della sua curva he ~ssiana sn ~ (spezzata in 3 cubiche) risolvendo 
un ~ equazione del 3 ~ grade: dunque coUa risoluzione delle menzionate 
equazioni di 40*e 3 o grade (the importano l'estzazione ~ r~ical i  
quadratiei e cubici) si pub determinare un punto di ~'~ e quindi 
rappresentare la $'9 sul piano. 

Rias~umendo i resultati ottenuti avremo il seguente enunciate: 
Z~ ~ e r ~  r a ~  d e ~  2 �9 f~'~.~/,~ ~ ~ ~ a ~ , e ~ r ~  
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t) s ~ a  i~ ~ o  se ,rq~,  
2) o sol,fa il piano ~ con qua~tica d~ di~amazione, 
3) o sowa Za superfide cubica di B3, 
4) o sopra la $wt~rfwie del 4 0 ordine con conica dopl~ia di 2 a (o 

r the ~ lo st~sso, sulla superficie normale deI 4 0 ordine in S 4 di 
cui ques~ b proiezione), 

5) o sopra la superfivie del 6 0 ordine a sezioni ellittiche di $6, 
6) o sopra la sus dd 9 0 ordine a sezioni ellittiche di $9. 
La  ralDprezentazivne piana di quaste superficie ~azionali della 2~ 

famiglia si pu~ sempre ottenere estraendo radicali quadratizi e cubici e 
ri~olvendo un" equazione per la bisazione delle funzioni abeliane di genere 3. 

Osservazione. Sia da~ una supertlcie /? e sopra di esse una ret~ 
di curve etli~tiche. Allora (seguendo il sig �9 Cas~elnuovo)*)  si pub 
rappresentare la /7' sopra una involuzione del piano~ nel mode seguen~e. 

Si prenda su ~ un punto 0 e si considerino le curve (ellittiche) 
C della fete passanti per O: esse formano un fascio razionale. Indi- 
cando con n l'ordine detle nominate curve C, resta determinata su 
r C maa serie compteta g~: la serie segata sulla C dai plant 
(o iperpiani) (]el suo spazio, resa completa. ]I punto 0 contato n -  1 
vol~e d~ luogo ad un gruppo delia g~ che ha un punto residuo 0" 
Variando la C nel faseio, 0" descrive su F una curva razionale K 
coordinata ad O. 

Prendiano ora un punto 0' sulla K i  la eurva razionale K" ad 
esso coordinah~ su F~ descriver~ una serie razionale co i. Possiamo 
far corrispondere le curve della serie aUe retie d'un fascio nel piano, 
riferendo queste ret~ ai punti della K:  cib si effeYma razionalmente, 
perch~ la K (pel modo di costrazione) ~ gi~ rappresentata sopra il 
fascio delle curve C per O, e quindi sui faszio delle tangenti (ad 
e~se e) ad F in O. Dopo cib possiamo riferire pun$o per punto 
Oascuna X '  alia corrispondente tetra del fascio nel piano; anche ci5 
si e~ettma (in modo aaalogo) razionalmen~e. Ne risalta tma rappresen- 
tazione della 2' sopra una invotuzione dal piano, rappresen~azione 
cos~ruiia razionalmen~e appena ~ dato il punk) 0 di ~. 

Deduciamo: 
~na s u p e r ~  razionale della 2 a/amig~ia pu~ essere rappresentata 

sopra una i~volu~ivne piana toll' introdu~ione delve sole irrazionaIitd 
ovr a fissar~ u~ punto ; ossia cols estxa~ivne di radicali ~aadratici 

Vale a dire: 
~n' e~uaxh~ d d ~  2 ~ famiglia pu~ essere risotuta con fun~ioni 

raziwaa~ ~ m  i ~ v e r ~ i  med/iante la sola estrazione di radicali quadratici 

,,~ulie'~aperfieie algebriche the con~enguno una re*~e di carve ~]~erellittiche" " " ", 
Rendi~. Acid. aei Lia~ei, I ~ .  
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e c~3/c/: le irrazionalit~ superiori, di cui si b diseorso, compadscono solo 
quando si voglla una risoluzione di essa con funzioni razionali ~nvertibili. 

9. 3 �9 famigl/a. Tipo di questa famiglia sono le superficie, a 
sezioni iperellittiche, contenenti un fascio liueare di coniche. 

La rappresentazione piana di tall superficie b stata data dal 
sig r Noether*) il quale ha dimostrato resistenza di una curva uni- 
secante le coniche del fascio sopra la superficie, eurva da cut dipende 
(razionalmente) la menzionata rappresent~azioue. 

Per vedere da quail irrazionallt~ si possa far dipendere la costruzione 
della unisecante e quindi la rappresentazione della superficie baster~ 
estendere cib che Clebsch**)  ha fatto per la superficie del 4 0 ordine 
con retta doppia. Procediamo dunque nel modo seguente. Cominciamo 
dal riferire proiettivamente gli elementi (coniche) del fascio sulla super- 
flcie, alle rette di un fascio nel piano: tale riferimento di un ente 
raziona[e ad un fascio di rag~cd~ esige (al pi~) l'estrazione di un radicale 
quadratico. Dopo cib proiettiamo (da un punto del suo piano) ciascuna 
conica sulla corrispondente retta: con questa costruzione (effettuabile 
razionalmente) si rappresenta la data superficie sopra un piano doppio 
con curva di diramazione Cs~, d'un certo ordine 2n~ dotata di un 
pun~ (2n~2)plo O. 

Una curva~ sopra la superfieie, unisecan~e le couiche del fasc~o, d~ 
nel piano uua curva d'un certo ordine m~ avente il punto 0 come 
(m~l)plo, e tangente~ ovunque la ineontra, alla Cs~. 

Per ~ ~--2n- 2 possiamo risolvere il problema della determi- 
nazione di una E,~ siffatta, colla estrazione di radieali quadratici e 
la risoluzione di un' equazione per la bisezione delle funzioni iperelllttiche 
inerenti a C~,~. Supponiamo qui~ dapprima, che C~ sia irriducibile~ 
denotiamo con p il genere di essa eurva Si prendano su C~ n -  1 
punti generici che possono determinarsi (con altrettante estrazioni di 
radicali cluadratici ) sopra n -- 1 rette uscenti da 0. Allora (come 
noto) vi sono 2s~ curve Cs~_s~ d'ordine 2 n  ~ 2, aggiunte a C,s~ che 
toccano Cs~ negli n -  1 pun~ assegnati ed altrove in ,v punti: ht 
separazione di queste Cs~-~ dipende appuuto dalla risoluzione di un' 
equazioue per la bisezione degli argomenti delle funzioni abeliane 
(iperellittiche) ineren~i a C~***). 

*) L c. Mathem. A,nalen Bd. III. 
**) ,Ueber die Abbildung algebraischer Fl~chen ...", Mathem. A--~tten 

Bd. I; ,Ueber den Zusammenhang...", ibid. Bd.IH. 
***) Cfr. Clebsch e Gordan ,Theorie der Abel'schen Func~ionen, S. 265". 

L'equazione, come ~ noto, si riduce ad una equaz.ione di grado 2p-~ 2 e all' 
estrazione di radicali quadraticL Questo ratio fondamentale risale a Riemann. 
Cfr. a questo proposito vari lavori nei Mathemat~he Annalen~ di Weber (BcL 13)~ 
Noether (Bale. 14, 16)~ e~ per ~-~.2, di Burkhardt  (Bd. ~5). 
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Lievi modificazioui octorrono pel caso che C2~ sia riducibile. 
In tal easo lo spezzamento di Cs~ pub supporsi consistere soltanto 
hello staccarsi da essa di un certo numero h di rette distinte per O, 
in guisa che la residua curva Cs~_~ sia irriducibfle ad abbia 0 come 
punto ( 2 ~ - - h - - 2 ) p l o :  invero nella curva di diramazione d'un piano 
doppio si pub sempre contare una volta sola (al pill) Ie componenti 
multiple, e d'altra parte se da C2~ si st~mcasse una turva uaisecante 
le rette per 0 (fuori di 0) tale eurva fomirebbe gi~ sopra la data 
supertlcie una unisecante delle conithe del fascio ivi considerato. 

Denoteremo ora ton p il genere di C~-h.  Cib posto si prenda 
su r delle h retie per 0 faeenti par~e di 02~, una delle due 
in~ersezioni con C~_~; si hanno cosi h punti di C~_~: ulteriormente 
si fissino (come innanzi) su C~_~, n ~ 1 - -  h punti, e si eoasiderino 
le turve C~_~_~ d'ordine 2~ ~ h ~ 2 aggiunte a C~_h che passano 
per questi ~ -  1 ~ h punti e toccano ivi la C~-h,  e the passano 
inoltre (semplitemente) per gli h panel prima nominafi : queste C~ ~-~-~ 
segano su C~_~ una serie g ~ i  fra esse vi sono 2 ~ C~_~_~ the 
~ o  (fuori dei punti fissati) la C~_~ in p punti; ~ali curve toccano~ 
ovunque la incon~rano, la C~ di diramazione del piano doppio. La 
loro determinazione dipende dalla risolazione di un' equazione per la 
bisezione degli argomenfi delle funzioni iperelli~Sche inerenti a C~-~. 

Come abbiamo innanzi accenna~, una curva unisecan~e le rette 
per 0 (fuori di O) e tangente alia C~ di diramazione dal piano doppio 
ovunque la incon~ra, rappresenta due curve unisecanti le coniche del 
fascio sopra la data superficie ~, curve staccabili toll' estrazione di 
un raditale quadratico. Data una di queste curve unisetanti si pub 
rappresentare la superiltie F sul piano, proiet~ando ogni conica di 2 v 
sopra nna tetra del suo piano dal punim della nominata unisecante 
posto sopra la conita. 

Concludiamo che: 
superficie razionali della 3 ~ famiglia si possano ra4~'esentare 

sul ~iano col~ estrasione di radicali quadratici e la risoluzione di 
u~n' equazione 2er la bisezione degli argomenti delle fun~ioni i~erell#tiche 
di ger~re (qualsiasi) p. 

10. 4 4 f o ~ / ~ .  Tipo di questa famiglia ~ il cono quadrieo doppio 
con sesfica di diramazione (genere 4). 

Qaesto cono quadrico doppio si riduce (per proiezione da un suo 
punto) al piano doppio con sestica di diramazione do~ata di due punti 
tripti infmi~mente vioini: la rappresentazione di qaesto piano doppio 
sul piano semplice ~ dovuta al s i t  ~ N o e t h e r * )  the lqla ottenuta 

�9 ) ,Ueber die ein-zweideufigen Ebenen~,nsformafionen", Sigzungsberichte der 
phy~iL m ~  8oc. za Erlan~n, 1878, I4. Jauuar. 
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mediante la determinazione delle~ubiche aggiunte alia sestica, ehe la 
toccauo ovunclue la incontran% cubiche spezzate neUa tetra dei due 
punti tripli e in una conica per essL Veramente il sig ~ Noether (l. e. 
p. 85) nora soltanto come data u~a tal conica tritangente alia detta 
sestica fl piano doppio dato si riconduce al piano doppio con qnartica 
limite; ma se in luogo di una sola~ vengono date piil, ~ ~ 1~ convenienti 
coniche tritangenti, il piano dopplo si pub ricondurre (razionalmente) 
ad una superficie a sezioni eUittiche d'ordine t~ ~- 1, e quindi (p. e. per 
O ~ 4) rappresentarsi razionalmente sul piano semplice. Dunque la 
rappresentazione sul piano semplice del cono quadrico doppio con 
sestica di diramazione di genere 4~ si pub ottenere determinando i 
piani tritangenti alia nominata ses~ca. Percib ~ ~ r o b ~ a  delia ra_~- 
wesentazione ~iana delle su2~rf~-ie deZla 4* famiglia si pub ridurre alla 
risoluzione dell' equazione per la bisezione degli argomenti delle funz i~ i  
abeliane di genere 4 inerenti alla sestica, equazione da cui dipende 
la separazione dei 2a(2 4 -- 1) piani tritangenti alia sestica stessa*). 

II .  Riassumendo: 
La rap!gresenta#ione piana del~ swpe~ficie ra~iona~i si pu~ far 

dipendere, oltree]~ da operazioni razionali e dall" estrazdone di radizali 
quadratici e eubici, dalla rksoluzione di una ddle e~uazioni ~er la 
bise~ione degli argomenti 

delle fu~io~i  abeliane di genere 3 o 4, 
o delle f u n ~ n i  i~rell~iche di genere p (~-- 1 , 2 , . . . ) .  

Applicazioni sUe varlet& oon un sistema lineare di superflcie razionali. 

12. I resultati ottenuti innanzi permettono una applicazione im- 
mediata alle variet~ algebriche V (di ire dimensioni) che posseggono 
un fasc/o di superficie razionali, ciob un sistema di soperficie razionali 
siffatto che per ogni punto della variet~ passi una superficie del sistema. 

Ci ]imiteremo al caso pifl nolevole in cui il fascio (conmderato 
come un ente 0o I di cuile superl]eie sono gli elementi) sia razionale. 
Possiamo allora riferire proiettivamente gli elementi (superficie) del 
fascio su V agli iperpiani (S.~) passanti per un piano fisso di S~ (o 
agli iperpiani d'un fascio in uno spazio piil elevato) e rappresentare 
ciascuna superficie su una superficie del corrispondente iperpiano; ~rc/~ 
~luesta operaz~e si compia ra#~almente si otterr~ una trasformazione 
birazionale facente passare dalla data varie~ ad una variet~ avente 
come sezioni iperpiane di un fascio le superlicie costruite: ques~ tras- 
formazione risulterebbe inveee irraziosale ~' se nell' eseguire roperazione 
precedente comparissero delle irrazionalit~ numerich% giacch~, al 

*) CYr. Clebsch e Gordan, ,Theorie der Abel'achen Functionen" S. 264; 
Weber, Math. Ann. 18, Noether ibid. 28, ~ Sehottky~ Cr~e's Journal 10~ 
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variare della superficie net dat~ faseio su F,  queste irrazionalit~ 
verrebbero a dipendere da un pammetro. 

Ci5 posto esaminiamo partitamente i 4 easi che si ottengono 
eorrispondentemente alle 4 famiglie cui le superficie del fascio su 1 r 
possono appartenere. 

13. a) Se le dette superficie appartengono aIla 1 ~ famiglia, si 
pub anzitutf~ trasformare ]r in una varlet& W di S 4 le cui sozioni 
iperpiane d'un fascio sieno a sezioni razionali: ciascuna di quesf~ 
superficie F si pub rappresenfare r a z / o ~ / ~ t e  sul piano appena se 
ne sia de~ermina~o un punfo. Si ot~err~ dunque la rappresentazione 
di W sopra S~, rappresen~ando le dette superficie l~' risp. sopra i piani 
per una recta in ~s, purch~ si costruisca su ]~r una curva uni- 
secante le F.  

0ra una tale curva esiste sempre: infatti si seghi W con un 
iperpiano generico; questo iperpiano sega le /~  secondo curve razionali 
formanti an faseio razionale sulla superficie q~ sezione di W cell' iper- 
piano; come il sig �9 N o e t h e r * )  ha dimostxato esiste sempre una curva 
unisecante quelle del fascio su cp, questa curva sega in ~en punto le F .  
Risulta cosl provato che: 

Le v ~ i ~  (di tire d i ~ s i o ~ i )  eo~ter.enti un fasd~o rar di 
superfieie raziona~i della 1 ~ famiglia si posso~o ra~ioreset~re ~ t o  

~ n t o  su Ss, ratrprese~ta~do le nominate swlaerfieie sui ~ a n i  1mr 
una tetra i~ S 3. 

14. b) Si abbia una variet~ V con un fascio razionale di super- 
fide razionali della 2 ~ famiglia: si pub supporre c h e l a  variet~ sin 
in $4, e le superficie del fascio sieno le sezioai iperpiane per un piano 
tlsso, e siemo superficie t '  a sezioni ellittiche di an torte ordiue n < 9 
(induso il case n ~--2 in cui !a V si riduce ad un S~ .doppio con 
superficie limite d'un certo ordine 2m dotata di re t~  (2m ~ 4) pla). 
Per ~ ~ 5 o per n ~- 7, 8 la F si pub rappresentare su S 3 rappresen- 
r punto per pun~ le F sopra i piani d'un fascio. 

Per n ~ 4 si pub rappresentare ciascnna t '  sopra un piano doppio 
con qnartica limite, razionalmente, appena si sin determinate un punto 
della conica doppia di F :  era le coniche doppie delle superficie ~' 
formano una supertlcie su cui si pub eostruire una unisecante di quelle 
coniche ~ )  (se le dette coniche sono spezza~e la affermazione vale 
ancora) i dunque per n ~ 4 si pub sempre rappresen~are la variet~ 
1 r suUo ~s doppio-con superticie di diramazione d'un eerie ordine 2m 
do~a~a di re~a ( 2 r a -  4) pla. 

Concludiamo che: 

~') L r Mathe~ Aauateu ~ HI. 
~} B o e g h e r  L C, 
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U~a v a r i ~  V con un fascio di su/Zerfide ~,azionali 14" della 2~ 
famigZia si pub raplyresentare 

1) sopra le 3 3 in raodo che le F vengano rappresentate sui piani 
d" un fascio ; 

2) o sopra lo S a dot~io con superficie di diramazione ~un  eerto 
ordine 2m dotata di retta ( 2 m - - 4 )  pla, ra~resentando le JF sui piani 
doppi per questa tetra (dotati di quartica limite), 

3) o so~ra una variet~ di un certo ordine m in S , ,  dotata di 
piano (m ~ 3) plo, rapFresentando le F sulle superfwie cubiche sezioni 
della varietd cogli iperpiani pel detto piano; 

4) o sopra una varield di S 4 possedente un fascio di superficie 
sazioni dd 6 ~ ordine a curve sezioni eltittiehe, immagini ddle F;  

5) o sopra una varietd di S t possedente un fasc~o di su~erficie 
sezioni del 9 0 ordine a curve sezioni eUittiche, immagini deUe F.  

Se vi ~ su V una eurva unisecante le F ,  la V nei easi 4), 5) si 
pub rappresentare nel modo 1) sullo /Y3 semplice, e nel caso 3) si 
pub rappresentare nel modo 2) sopra uno S 3 doppio con superficie di 
diramazione d'un certo ordine 2m dotafi~ di retta ( 2 m -  4) pla. 

Infatti le superficie razionali a sezioni ellit~iche degli ordlni 6 e 9 
si possono rappresentare sopra un piano razionalmente dato un loro 
punto; mentxe, dato un pun~" di una superticie cubica~ questa vien 
proiettata da esso sul piano doppio con quartica limite. 

dubbio se tall riduzioni possono ot*~enersi in generale. Certo 
soltanto the i casi 2) e 3) dell' enunciato non possono sempre ridursi 

al easo 1). Per convincersene basta considerate il fascio generale di 
superficie cubiche di Sa, e riconoscere (come b facile) che non b possi- 
bile trasformarlo in un f~.scio di piani mediante tma trasformazione 
cremoniana~ 

15. e) Una varlet4 V ecra un fascio di superf~d,e razionali delZa 
3" famiglia ~i pu~ rappresentare sot~a una variet~ contenente u~a con- 
grue~a (d'i~dice 1) di coniche (eio~ an sistema ~ di coniche tale ehe 
per an punto ne passi ann): la congruenza sar~ razionale se ~ razionale 
il fascio delle superfieie eonsidera~. 

I~  dimostrazione dell' enuneiabo b immediata posto ehe gi~ sappiamo 
po~rsi txasformare ogni superfieie della 3 ~ famigtia, razionatmen~e, 
una superficie con an faseio di eoniehe; basra notate ehe tma serie di 
fasei di r appartenenti aUe superfieie d'an faseio d~ appnn~ 
laogo ad una congruenza (d'indiee 1). 

Come corollario'si ha subito: 
Una variet~ V co~ un fasdo razi~aale eli superficie r 

della 3~ famiglia s~ ~ raFtrresentare sopra lo Ss ~ t ~  io con 
di diramazionv dun  eerto ordine 2 n dotata di tmnto ( 2 n -  2) p/o. 

OmeWmmo ta ovvia dimostrazion~ 
$* 



D/gress~ne. Notiamo piuttosto uu' altra forma (alquanto piil 
comprensiva) che si pub dare facihnente ai resultati precedenti: 

Una variet~ V che can~ga  una congruenza (d'indice 1) di curve 
razianali, si 1 ~  ~asformare in una variet~ con una congruenza di 
coniehe. 

Questo teorema appare come una diretta estensione del teorema 
del sig" N o e t h e r  relative alle superficie con un fascio di curve 
razionali (1.. c.)~ e si pub dimostrare collo stesso proeedimento, gene- 
ralizzato. E da notarsi the le coniehe della congruenza su V possono 
essere rfferite alle retie d'un cono di $4 (o, in particolare d'maa stella 
di Sz) se esiste su V una superfitie che le seghi in un puato:  una 
tale superfieie esiste sempre se le dett~ curve sono d'ordine dispari 
(cfr. N o e t h e r  L c.); ma nel caso oppesto non esiste sempre,=neppure 
se la eongruenza ~ razionale: infat~i si hanno esempi in proposito 
relat id alle congruenze di tonithe di Sa, di cui il sig" M o n t e s a n o  
ha assegnato i tipi irriducibili per trasformazioni birazionali*). 

Un coroUario della precedente osserwazione ci permet~e di after- 
mare che: 

Una congrue~a (d'indice 1) di curve ra~ionali a~ordine dispari 
i~ S a si pub sempre ~rasformare birazianalmente in una stella di rette. 

16. d) Si abbia una vaxiet~ ]7 con un fastio razionale di super- 
ficie razionali ~ '  della 4 ~ famiglia: la V si pub trasformare in una 
vaxiet~ doppia W riferendo le F ai coni quadrici doppi con ses~ica 
limite, d'un fascio: siccome questo fascio ~ razionale si pub costraire 
una curva unisecante i detti toni qua~lrici (cfr. n o 13); si pub quindi 
proiettare ciaseun cono quadrico doppio dal punk) della curva unisecante 
the gli apparfiene~ sopra un piano doppio con sestica limite dotata 
di due punti tripli infinitamente vicini. Cosi si perviene al resultato: 

Una variet~ V can un fascio rationale di superfine ra~ionali della 
4 ~ famiglia si ~ub rappresentare sopra lo Sa doppio dotato di super- 
f ~ e  di diramaziane dun  eerto ordine 2n con due punti ( 2 n -  3) pli 
inf~itamente vici~i (congiunti da una tetra (2 n ~ 6) pla). 

17. Si abbia una variet~ V (algebrica, di ire dimensioni) conte- 
nente una fete di supertlcie razionali ~ ;  cio~ un sistema oo 2 di esse, 
tale e.he per due punti generici di V ne passi una (sistema necessaria- 
men~ razionale, essendo sottintesa la irridutibilfl~ delle F**)). Le /P 
passanti per un punto generico di V formano un fascio razionale: il 
punto base del fascio tien luogo di una curva unisecante le F. Per 

*) Monteaano ,,Sh i varii %ipi di congruenze lineari eli coniche dello 
apazio% Rendic. deIF Accad. eli Napoli 1895. 

**) Enriques ,,Una question_e suUa |inearit~ ec~", Rendic dell' Accad. dei 
IAn~i 18~. 
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eonseguenza ricordando i resultafi ottenuti per le variet~ con un faseio 
di superficie razionali, possedenti una tmisecante, si avr~: 

Una varietd F con una fete di superfwie ra~ionali pu~ sempre 
essere rapFresentata 

1) sotrra lo Ss se~/plice, 
2) o sopra lo S 3 do~io  cam superfie5e di dffamazione d'un certo 

ordine 2n con retta (2n  - -  4) 10/a, 
3) o sopra lo S 3 doPlrio con su~erficie di dffamazione d'un certo 

ordine 2n dotata di trunto (2n - -  2) plo, 
4) o sol,fa lo S 3 dotrtrio con swloerfi~'e di diramazwne d'un certo 

ordine 2n dotata di due punti ( 2 n -  3)p l i  (congiunti da una tetra 
(2n -- 6) pla). 

Nel caso 2) si pub rappresentare la V sopra una involuzione di ~a 
(cfr. n o 8) ossia risolvere con funzioni razionali non invertibili di tre 
parametri, l'equazione della F. 

Un resultato analogo si ottiene anche nei casi 3) e 4), col proce- 
dimento ehe andiamo ad indicate, sotto le condizioni che dat proce- 
dimento stesso appariranno necessarie. 

Ra~oJiiamo come se le superficie razionali/~' della fete su t r sieno 
tatte prive di punti multipli propri: non ~ questa una restrizione che 
introduciamo, perch,, se tale ipotesi non fosse verificata, sarebbe 
facile di mostrare come si possa trasformare V in modo che contempo- 
raneamente tutte le F della fete perdano i loro punti multipli prolari. 

Cib posto, col procedimento di aggiunzione esposto si pub (nei 
casi 3), 4) che sti'amo considerando) costruire razionalmente sopra 
ciascuna F un fascio (ultimo aggiunto) di curve C, faseio di curve 
raziona~ (3)), o fascio di curve e~t~iehe aggiunto al sistema o~ 3 di 
curve di genere due (4)). 

Poniamoci nel caso 3) e supponiamo ehe le intersezioni detle 
superficie /~ (due a due) non si compongano delle curve razionali C, 
sopra nominate. Allora le curve 0 su V sono oos: le C per un 
punto 0 di V formano una serie oo t razionale, essendovi una 0 sopra 
ogni F pel punto 0 ,  visto che le 1P per 0 formano un fascio razionale: 
tracciamo sopra una F una qualsiasi curva razionale K ;  le oo 2 C che 
si appoggiano a K in un punto formano una serie razionale ~2  e 
(essendo la K arbitraria) invadono ~ut~ la variet~ V: 

possiamo far corrispondere agli elementi C della detta serie razio- 
hale c~ 3, le rette d'una stella in S~, e rappresentare ciasctma C sulla 
corrispondente retta~ cib che si effettua razionalmente avendosi sopra 
ogai C u n  punto*), il punto in cui essa C si appoggia alla K.  Cosi 
si viene a far corrispondere ad ogni punto di ~ u~ punto di V 3. 

*)" N o e t h e r  L c. 
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Poniamoci invece nel easo 4) e supponiamo the }e in~ersezioni ~elle F 
due a due, non si compongano delte curve ellittiche C. Queste C sono 
dunque ~ 3  e le oo t C passanti per un punto 0 di V formano una 
serie razionale. Sopra ogni C per 0 si pub eostruire razionalmente 
un punto A residue di 0 centare n -  1 volte rispetto alle serie g~, 
determinata su C dagli iperpiani dello spazio cui essa appar~iene: 
variando C per 0 il punto A descrive una curva razionale K 0. 

Ad ogni punt~) A di K a corrisponde analogamente una eurva 
razionale K.t e l'insieme di queste curve costituisce una superficie ep 
su V, ehe si pub riferire, razionalmente, ad una involuzione sopra un 
piano. 

facile costruire nan serie ~ 1  razionale di superficie ~ su V; 
basta far variare fl p u n ~  0 sopra una curva razionale su V (p. e. 
appartenente ad ana F ) :  allora se si fan corrispondere gli elementi 
~p della serie ai piani d'un fascio in $3, e si rappresenta ciascnna tp 
sopra una involuzione appar~enente al piano omologo (operazione che 
si compie razionalmente), si sar~ in definitiva rappresentat~) V sopra 
una involuzione di B a. 

Concludiamo: 
una varietd V contiene una re#, di super~e razionali di cui 

te mutue intersezioni variabili nero si compongono di curve razionali 
o dlittiche, ta V y ~  essere rapl~resentata sal~ra una involuzione di S a, 
in mode che ad og~i Iron#" di S a corrisponda un 1mute di V. 

t8. II precedente teorema d~. luogo ad un eorollario relative alie 
variet~ V possedenti un sistema lineare oo 3 di superficie razionali F ,  
le cui intersezioni, due a due, sieno irridacibili. In questo case se le 
intersezioni di due t7 sono razionali o ellitfiche si ha sopra ciascuna F 
una fete di curve razionali o ellittiche (segata dalle atr F )  onde 
ciascuna F pub essere riferita, razionalmente, ad una superficie razio- 
hale delia 1 a o 2 a famiglia e quindi ad una involuzione pinna. 

hbhiamo dunque: 
Una varie~ corRenen#" un sistema lineare c~a di superfwie razionali 

ad i ~ # ' r s e ~ i  variabili irridudbili pu~ essere rappresen~ata sopra una 
i n v o ~  eli S 3. 

19. Tutti gli emmcia~i precedenfi possono essere tradotti sot~o 
form~, algebrica, come nell' introduzione. 

Per averne l'espressione pi~ semplice, giova supporre ta V in S 4, 
e supporre che le superficie razionali formanti il fascio, o Ia fete ~, o 
i |  sistema lineare ov 3, su V, sieno sezioni iperpiane di essa. A|lora si 
pub prendere risp. come fascio, rete, sistema co s degli iperpiani secanti, 
il fascio 

x~ ~ a ,  
o Ia rote 
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x~ ---- ax3 + b, 
o la stella 

x ,  ~ a x  I + bx~ + c 

dove a,  b, e sono parametri. ]~ inutile r~petere qul gli enuneia~i ehe 
si trovano nell' introduzione. Ci limitiamo a notare che, relativamente 
all" ultimo caso, si pub sopprimere in esso ]a condizione di irridueibilit~ 
delle mutue intersezioni delle or s superficie razionali (segate su V dagli 
iperpiani d'una s~ella), giacchb tali iutersezioni possono esser riducibili 
soltanto se ta V ~ un cono (razionale). Per~nto siamo eondotti ad 
enunciare il resultato: 

~i abbia una equa~hme 

f (x~,  x2, x3, x ,)  ~-  O, 

e sl supponga che tutte te equazioni 

f ( x ,  x~, x3, a x~ + b x2 + cx.~) = 0 

(dove a,  b, c sono parametri fissi) s/eno risolub~li ponendo x 1 x 2 x s 
fun~ioni razionali di due paramet~i; allora la equazione 

f ( x l ,  x2, x~, x4) ~-  0 

si pu~ risolvere ponendo x 1 x~ x~ x 4 funzioni ra~ionali di tre laarametri 
(fat~ astrazione dalla condizione di invertibilit~). 

Come caso part~colare desumeremo la possibiti~ di risolvere con 
funzioni razionali di 3 parametri: l'equazione g~nerale del 3 o grado 
in 4 variabili (resuttato cut il sig �9 N o e t h e r  ~ giun~ direttamente nel 
modo pifi semplice)i l'equazione 

x4 2 ---- f~ (x~ x~ x~) 
dove {'~ un polinomio generale del 4 o grado; l'equazione 

x~ 2 ~ - / ( x t  x2x3) 
dove f ~ an polinomio di 6 o grado ehe posto ~ - 0  rappresenta una 
superfieie del 6 o ordine~con due rette triple infinitamente vicine etc. 
M a l e  risoluzioni ot2enute di tall equazioni sono tutte risoluzioni con 
funzioni razionali (di 3 parametri) non invertibili. Se~ in altro modo, 
si possano risolvere le prede~h~ equazioni con ftmzioni razional~ inver. 
tibili (di 3 parametri), ~ una questione ehe rimane tuttora insoluta. 


