
Zur  Theorie der  endlichen G r u p ~ m  yon bira~ionalen 
Transformat ionen in der  Ebene. 

Von 

A. WI~A~t ~n Lund. 

Das ForsehungsgebieL, welches wir bier betreten wollen, ist, in 
neaerer Zeit durch mehrere wichfige Abhandlangen yon Hrn. S. K a n t o r  
bereieher~ worden. Dabei gedenken wir zuet~t seiner yon der Aeademie 
zu Neapel gekrSnten Preisschrift*), ia welcher er alle existirenden 
Typen yon eindeutigen ~eriodischen Transformationen in der Ebene 
bestimmt hat. Wurde bier die geometrische Construction tier Typen 
erst dutch die LSsung eines rein arighmetischen Problems vorbereitet~ 
welches sich in die Untersuchnngen der Herren H e r m i t e  und F r o -  
b e n i u s  fiber quadratisehe Formen einreih~, so skizzirte Hr. K a n t o r  
in einer spiiteren Arbeit**) eine neue yon jenen arithmetischen Ent- 
wicklungen unabh~agdge geometrische Theorie. Dutch diese letztere 
Abhandlung wur~le ich v~ranlass~ die allgemeinere Aufgabe der end- 
~ichen Grup2en yon biral;ionalen Transformationen in der Ebene in 
Angriff zu nehmen. Inzwischen erschien vor Kurzem eine Arbeit yon 
Hrn. K a n t o r tiber diesen Gegenstand**~), als deren Schlussergebniss 
eine Auf~hlung der s~mmtlicher~ Ty~e~ vollo~diger endlicher G r u ~  
birationa'ler Transformationen gegeben wird. Diese Aufziihlung stimmt 
abet nicht mit den yon mir erhalten~n Resultaten iiberein. In der 
That hat Hr. K an ~or sowohl verschiedene Typen iibersehen a!s auch 
andere mit fehlerhafter Ordnungszahl gegeben. In den folgenden Ent- 
wicklungen beab~ichtige ieh eine richfige Aufz~hlung der endlichen 
birationalen Transformationsgruppen in der Ebene zu liefern. 

*) ,,Premiers #red, meres p ~  uc~e ~'o~ie des ~rwa.sf~matio~ ~riod~u~ 
r Naples 1891. Ein Auszug ist im Journal f~r Ma~emat~k, Bd. 114, 
S. 50 exschienen uuter dem Till: ,,Theorie der ei~L~tige~ ~eriodir~hen Tra~- 
fo~uztier~ i~ det .Eb~e". 

**) ,,2r .~eor/, do" o;~'u.tig, r~ p~'iod~e~he~ Tr~forma~io~ i~ der 
iEbe~", Acre Mathematica, Bd. 19, S. 115. 

***) ,,1"a.o~ do" ou~i~e~ Gru~pr vo~ ~ g e ~  Trac~formatio~e~ i~ 
der ~ '  (Berlin~ Mayer & M~]ler, 1895). 
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Die Aequivalenztheoreme. 

In diesem Paragraphen s~ellen wit einige Theoreme zusammen, 
welehe s~mmflich aus Hrn. K a n t o r ' s  Arbeiten entlehnt sin& Als 
Ausgangspunkt w~hlen wir den folgenden Satz*): 

1. Jede endliche Gru~e yon Transformationen besitzt eine in- 
variante Czarve~ deren Geschlech~ jede willkiirIiche G-renze iiberschreiten 
kann ~ abet sicher > 2 ist. 

Nun werden bekanntlich bet ether birationalen Transformation die 
adjungirten Curven in die adjtmgirten Curven der entsprechenden Curve 
iibergeffihr~. Daraus folg~ dass bet einer endlichen Gruppe aueh das 
System der adjungigen Curven einer invarianten Curve in sich iiber- 
geht. In derselben Weise muss aueh das System der Curven repro- 
ducir~ werden~ welche sieh zu einem bet der Gruppe invarianten 
Curvensystem adjungir~ verhalten. Wit kSunen folglich den Satz 
aussprechen**): 

Wens eine endtiche Grippe birationaler Tra~formationert eine 
Curve reproducirt~ relaroducirt sie auch das System der adjungixten 
Curven, sowie jed~ tier successiven Systeme. 

2. Man kann also in der Reihe der successiven adjungirf~n Sys~eme 
forf~gehen, bis man zu Curven yore Geschleehte p-----1 oder p ~ - 0  
gelang~. Dabei ist jedoeh noch die MSgliehkeit zu beaehten~ dass alle 
Curvea des Endsystems zerfallem Hr. K a n t o r  hat aber bewiesen***)~ 
dass dies nut atff zwei Arden geschehen kann: entweder ist allen 
Curven des Systems eine feste Fundamentalcurve gemein~ wobei man 
abet die iibrigen Bestandtheile wie frtiher behandeln kann t oder es zer- 
f'aUt jede Curve des Systems in P l -  1 rationale Curven~ welehe 
siianmtheh demselben Bfisehel angeh5ren miissep~ wobei Pl das zum 
vorangehenden System gehSrige Geschlecht bezeichnet. Dieser B[isehel 
l~sst sich birational in eiuen Geradenbiisehel iibeffiihren. 

Dergleichen Gruppen, bet denen ein Geradenbiischel invaria~t 
bleibt, nennt Hr. K a n t o r  orthanallag~a~ische Gru~en oder G r ~ p ~  
vo~ Jonelu~res. Zu solchen Gruppen gelang~ man, falls in der Reihe 
der suecessiven adjungirten Systeme ein System hyperelliptischer Curven 
au2~tt ,  welches birational in C~ mit (~ ~ 2)-fachem Punk2e fiber- 
geffihrt werden kann. 

Wir nehmen nun an, die Curven des Endsystems seien yore 
Geschlechte $ ~--1. Die vorkommenden linearen Systeme elliptischer 

*) Mau aehe S. 40 der le~terwii~nten Arbeit. 
**) S. 41 de~ citir~en hrbeit. 

~ )  Ac~ Mathematica~ Bd~ 19, S. 119. 
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Curven sind nun nach einem Theorem yon Bertini-Martinetti*) 
entweder einem 0o 2, 0o3,... 0o 9 Systeme yon Cs oder einem Systeme 
yon C a mit zwei fesi~en DoppeIpunkten oder endlich, falls die Dimen- 
sion ~---i, einem B~ischel yon Carven C~, mi~ 9 s-faehen Punkten 
birational Rquivalent. Wreil die einzigen bestimmenden Elemente bei 
vollstiindigen Systemen yon adjungirtext Curven feste Basispunkte sind~ 
miissen die obigen Systeme yon 0o~, 0o3 ... 009 Cs beziehungsweise 
7, 6,..., 0 feste Pankte besitzen; die C4-Systeme dagegen keinen 
festen Punkt ausser den beiden 5, weil sie sonst C3-Systemen ~qui- 
valent w~ren. 

Wenn die Gruppe ein System yon 0o9 0os oder er mit bez. 
0, l ~ 2 Basispunkten in sich transformirt, kann sie nur eine Colli- 
neationsgruppe sein. Unter den C~ treten n~mlich in diesen F'dllen 
stets ausgezeichnete Systeme auf, welehe aus lauter Geraden gebildet 
sind: im ersten Falle das System der dreifach gez~ihlten Geraden, im 
zweiten und dritten das System der doppelten Gemden mit je einer 
Geraden dutch den Basispunkt bez. mit tier V~rbiaclungsgeraden der 
Basispunkte. 

Wenn die Gruppe das System der C a mit 25 rsproducirt, kann 
dieselbe nut aus Collineationen und quadratischen Transformationen 
bestehen. Unter den C4 befindet sich niimlich das ausgezeichnete 
System der doppelten Kegelschnitte dutch die beiden 5. Da ein 
solche~ Kegelschni~ in eine beliebige Geracle und die u 
gerade der beiden 5 zeffallen kann, so ersieht man hieraus, dass bei der 
Gruppe gerade Linien nut in Kegelschnitte fibergeffihrt werden kSnnen. 
Andere zeffallende Kegelschnitte erh~lt man aus js einsr Ger'~clen 
dutch jeden 5; man ersehliesst hieraus, dass d~e Strahlb~ischel dutch 
die beiden 5 gegeniiber der Gruppe zusammen sin iavariantes System 
bilden. 

Es bleibt noch fibrig zu ent~cheiden, in welchen F~llen ein 
Biischel C~ mit 9 s-faehen Punkten das vsllst~ndige System der ad- 
jungirten Curven sines Curvensystems mit p ~ 2 darstellen kann. 
Das ist jedenfalls ffir s ~ 1 mSglich, und zwar in der Weise dass 
8 Basispunkte d~s C~-Biischels Doppellmnkte yon C s sind, der neunte 
aber vernachliissigt wird; geht man so welter hinauf, so gelan~o~ man zu 
C9 mit 8 dreifachen Punkten, mithin yore t~eschleehte io-~-4. Allein 
auch flit s ~---2 existirt das gesuchte System mit p ~-2; wir werden 
n~imlich in w 6 zeigen, dass in diesem PaUe 8 Basispunkte dreifache 
Punkte und der neunte sinen Berfihrangsknoten (mit bestimmter 
Tangente) eines Biischels yon C 9 liefern. Hier kann man aber nicht 
zu einer invarianten Curve~ deren Geseh[echt is ~ 2, gelangsn. Letzterer 

*) Rendiconti Ist. Lomb. 1886. 
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Bfischel erweist sich n~mlich als adjungirt zu einer einzigen C,~ mit 
p ~ - 2 ,  wetche 8 vJeffache and cinch dreifaehen Punkt,  in welchem 
2 Zweige einander osculiren, besitzt. Fiir s > 2 l~s t  sich das frag- 
liehe System mit p ~ 2 nicht construiren. 

Es eriibrigt noch den Fall zu behandeln, class die Curven des 
Endsys~ems rational sind. Ist das betreffcnde System ein Biischel oder 
ein Netz, so kann man dasselbe biratJonal in einen Gcradenbfischel oder 
das Netz aller Geraden fiberffihren, mad die Gruppe ist folglich eine 
orthanallagma~ischc oder eine Collineat,:onsgruppe. 1st die Dimension 
des Systems > 2, so kann man dasselbe birational entweder in das System 
aUer Kegelschnitte (ohne Badspunkte) oder in ein System yon Cnrven 
C~ mit einem (@ - -  1)-faehen Punkte iiberffihrcn*); in letzterem Falle 
braucht man ersichtlich hSchstens einen weiteren einfachen Basispunkt 
zuzulassen. Das System aller Kegelschnitte bleibt nut bei Collineations- 
gruppen invariant; dasselbe enth~lt ja das System der doppelten Geraden 
ausgezeichnet. Ebenfalls geht das System aller C~ mit einem ( ~ -  1)- 
fachen Punkte ~ - I  nur bei einer Collineationsgruppe, welehe den 
Punkt ~ -1  invariant l~sst, in sieh fiber~ unter den G~ hal man n~mlich 
alas ausgezeichnete System, welches aus je e~aer beliebigen Geraden 
und je einer (@ - - 1 )  - fach gez~ihlten Geraden dutch ~_~ besteht. 
Besitzt aber das System ausser ~ -1  noch einen einfachen Basispun~ 
so erl~lt man ein ausgezeichnetes System yon Curven C~, welches aus 
je einer fleradea dutch den einfachen Bas~punkt und je einer (~ ~ 1)- 
fach gez~hlten Geraden dutch @~_~ besteht. Die Strahlbiischel durch 
diese beiden Punkte bleiben also bei der G ruppe invariant; doeh 
kSnnen dieselben, falls n ~--2, mit einander 'vertauseht werden. Die 
Gruppe besteht nut aus Collineationen and quadratischen Transfor- 
mationen. 

3. Fassen wir die vorangehenden Resultate znsammen , so erhalten 
wir das folgende Endtheorcm: 

Jede endliche GrulOe yon birationalen Transformationen ist 54ui- 
valent entweder 

1) einer Gru~pe van Co~ineationen oder 
2) drier arthanallagmatische.n Grulrpe oder 
3) einer Gruloe quadratischer Trans/'ormationenj bei welcher zwei 

2]trah~ischel zusammen ein invariantes System bitden, oder 
4), 5), 6), 7), 8) einer Gruly2e, bei wdcher ein System yon Curven 

3. Ordmung mit be~i~ungsweise 3, 4, 5, 6, 7 festen Punkten i~ sich 
iibergeht, oder 

*) Ye~-l. G. Jung, ,~ir~r 8ui sist~i Zinea~ di ~ e  a/geh~d~r Amnali 
di ~ ~  XVL 
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9) einer Gruppe, bei wdcher ein S y s ~  yon C,~rve~ Oe mif 
8 festen Doppdpunkten und mithin auch der ac~ungirte l~iischel 3. Or& 
hung invariant bleiben. 

Die hier aufgez~hltea CIassen 4, 5, . . .~ 9 bezeictmet man kurz 
als Gruppen mit bez~ 3, 4, . . . ,  8 s 

Handelt es sich nur am die einzelnen periodisehen TransformafJonen, 
so lassen sich die C[assea 3, 4, 5 auf Coll~neationen und die Classe 6 
auf orttaanallagmatische Transformationen reduciren. Darch die Glei- 
chungen der bezfiglichen Transformationen werden n~nlich feste Punkte 
bestimmr Im Falle 6 erh~lt man einen invarianten Biischel yon 
rationalen Cs darch die 4 Basispunkte mit d in einem solchen festen 
Punkte, und diesen Bfischel kann man in einen Geradenbfischel iiber- 
Fdhren. In gleicher Weise ermi~tel~ man in den anderen ecw~ihnten 
Fiillen invarian~e Netze, welche biraf, ional auf das Netz aller Gemden 
bezogen werden k5nnen. Als wesentlich verschiedene F~llle der perio- 
dischen birationalen Transformationen haben wit also nur die CoEi- 
neationen, die orthanallagmatischen T~ansformationen und die Trans- 
/'ormat,hmen mit 6, 7, 8 Punk~en. 

In den folgenden Entwicklungen wollen wir nun die soeben er- 
mittelten 9 Hauptclassen n~iher untersuchen. 

w  

Die endlichen Gruppen yon 0ol]ineationon und orthanallagmatischen 
Transformationen. 

1. Ueber die endlichen ColEneationsg~u~l~vn kSnnen wir uns bier 
kurz fassen; dieselben sind ja in l~ingeren Abhandlungen yon den 
Berren C. J o r d a n  und V a ] e n t i n e r  untersucht. Nat das mSchten 
wit bier wiederholen, dass die gewShnliche Auffassung*), dass Hr. 
Jordan die betreffende Aufgahe vo|lsf~tdig erledig~ hab% nich~ richtig 
ist, da ja Hr. u eine neue Grul?pe yon der Ordnung 360 
entdeck~ hat. Letztere Gruppe ist in der That eine sehr wichtige, 
weiI dieselbe, wie wir neuerdings bewiesen haben**), mit der Gruppe 
der geraden Vertauschungen yon 6 Dingen holoedrisch isomorph ist~ 

Wollen wir nun der Vollstgndigkeit halber eine Aufz~hlung der 
endlichen Collineafi0nsg~'uppen geben, so m5ge yon vornherein die 
folgende Verabredung getroffen ~erden~ dass solche Gruiy2:~ , welche, 
wo immer sie auftreten, als Untergruppen innerhatb h~herer Grup~e~ 

*) Auch Hr. Kantor kennt nut die yon Hrn. Jordan bahandelten Gruppen. 
Man sehe seine ,,T/~x~r der r162 G~rupp~", S. 44. 

**) Man sehe meinen in den Mathema~ischen h ~ a l e n  Bd. 47 ver6ffentlichten 
Aufsa~ mit dem Titel ,,Ueber dne einfa~ Gru~e yon 860 eb~ten Co~inea~ionen". 
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hMf~n dann: 
1) ~ine Classe yon trivia~en Grul~en, bei denen entweder drd 

t)unIzte unter einander vertauscht werden, oder ein Pun~t and eine 
nicht incidente Gerade invariant bleibe~. 

Sodann haben wit drei isolirte Gruppen: 
2) Die Hesse'sche Gruppe vo~ der Ordnu~g 216, welche das System 

d2r 9 Wende2aunkte einer ebenen Cs in sich transformirt. 
3) jo/e Gruppe yon der Ordnung 168, welche die 

C4, x3axl + x(~x~ + x23x~ ~. O, 
i~ sich ~berfiihrt; 

4) joie Gru~pe yon der Ordnung 360, dutch welche die 

C6, lOxt~x2a + 9xa(x~ + x25)- 45xa~x~" x2 ~ 135xa4xl x2 + 27 xz6~- O, 

in sich ~ansformirt wird. 
Hierzu kommen noch drei Gruppen, welche nicht der Classe 1 

angehSren. Dieselben sind: 
1) Die Collineationsgrappe der harmon~schen C a. Diese Gruppe 

yon der Ordnnng 36 ist Un~ergruppe sowohl der Hesse'schen Gruppe 
als der G:~o; 

2) Die mehr umfassende Grappe yon der Ordnung 72, bei welcher 
die harmonische C a anch mit ihrer ttesse'schen Curve vertaascht werden 
kann. Dieselbe ist Untergruppe der Hesse'schen Gruppe; 

3) Die tern~re Ikosaedergruppe, welehe einen Kegelschnit~ in sich 
iiberfiihrt. Diese G6o ist Unt~rgruppe der G36 o. 

2. Wit schreiC~n jetzt zur Behandlang der orthanaZlagmatischen 
Gruppen. Zuerst ist es einleuchtend, (lass die Strahlen des funda- 
mentalen invarianten Geradenbiisehels sich nach irgend einer linearen 
Gruppe vertauschen miissen. Die Gesammtgruppe entsteht dutch Com- 
bination dieser Gruppe rail einer anderen linearen Gruppe, bei welcher 
jede Gerade des Biischels invariant bleibt. 

Bei einer zur letzteren Gruppe gehSrigen Transformation miissen 
zwei Punkte auf jeder Geraden des Biischels lest bleiben. Man hat 
bier zwei Mbglichkeiten: en~weder erfiillen diese Punkte ~we/ rationale 
(3urven oder eine hyperelliptische Curve. 

Wit nehmen zuerst an, die fraglichen DoppelpunktsSr~er zerlegen 
sich bei jeder beztiglichen Transformation in je zwei rationale Curven. 
Hr. K a n t o r  hat dann hervorgehoben, dass man drei beliebige Curven 
C~ mit ( M ~  1)-fachem Punkte im Fundamentalpunkte: JOl, JOl", D~ 
herausnehmen kann, and sodann auf jeder Geraden des Btischels eine 
bestimmte bingre Gruppe erg~zen kann, bei welcher JO~, jO t' die 
Doppelpunk~ einer Transformation and/ )~  einen Doppelpunkt einer 



Endliche Gruppen birafi0naler Tra~formationen in der Ebene. ~01 

best~mmten anderen Transformatdon ausschneiden, wonadh die weit~ren 
DoppelpunktsSrl;er sich lsieht bes~immen lassen*). 

Diesen Ansatz wollen wir bier welter verfolgen. Zun~achs~ ist es 
einleuehtend, dass man keineswegs drei Curven mit gleicher Ordnung 
zu nehmen braucht. Es seien hi, n/,  n~ die Ordnungen der bezfig- 
lichen Curven /) i ,  D / ,  ]_)s. Wir nehmen an, dass ausser dem Funda- 
menfalpunkte ~ Schnittpunkte allen drei Curven gemein sind. Man 
ergiinzt nun jede Curve darch di~jenigen Geraden des fundamentalen 
Btischels, welche dutch die Schnittpunkte der beiden anderen gehem 
In dieser Weise gehSren die drei Curven zu einem Biischel yon der 
Ordnung n 1 - { - h i . J r  n z ~ 1 ~ ~, welahen wir dutch Successive 
quadratischen Transformationen in eJnen Geradeabiischel iiberfiihren 
kSnnen. Die ~ei~eren DoppelpunktsSrler gehSren ersichtlich zu dem- 
selben Biischel. W i t  erhalten demnach zw~i invariante Geradenbiiscltel~ 
und die fragliche o~hanallagmatische Gru~pe entstet~t dutch die Corn.. 
bination der beiden Grut~en , nacl~ wdchen die Geraden dieser Biischel 
permutirt werden. 

3. Man kann somi~ einen zweiten invarianten Geradenbiischel 
herstellen, falls jede Gerade durch den fundamentalen Punk~ 0 bei 
einer Diedergruppe, Te~aedergruppe~ Oktaedergrappe oder Ikosaeder- 
gruppe in sich fibergeht. Wir mfissen bier fragen~ ob dieser Sa~ 
noch giiltig bleibt~ falls jede Gerade des erw~hnten Biischels nut bei 
der Identit~ oder bei einer cyklisehen Gruppe mi~ zwei rationalen 
Doppelpunktscurven in sieh fibergeftihr~ wird. Um das zu entseheiden, 
brauehen wir nur den Inbegriff derjenigen Punk~e zu be~'achten, denen 
bei einer oder mehreren Transformationen nicht nur einzelne Punkte, 
sondern ganze Gera~len dutch O entsprechen. Es sei .A ein solcher 
Punkt and a seine V~rbindungsgerade mi~ O. Wir nehmen an~ 
dass die Gerade a durch die Transformafionsgruppe in die Geraden 
an, a.,~ . . .~ a~, a,~rl , . . . .  a~-i tibergefiihrt, werden kann. Dabei 
mSgen dem Punk~e A die (~esammflleit der Punk te der r Geraden 
a~, . . . ,  a~, abet nur einzelne Punkte A , + t , . . . ,  A~_~ auf den Geraxlen 
a,+a~ . . . ,  a~_~ en~sprechen, wobei ~reilieh zun~iehst vorausgese~z~ 
wird, dass e/me betiebige Gerade des Biischels nu t  bei der Identitiit 
invaxiant ble~7)t. In dieser Weise entsprechen den Punkten der Geraden 
a~ . . . .  , a~ die Ausgangsriehtungen yon den Punl~en A, A~+~ ~..., A~_~; 
man erschliesst abet aueh, dass andererseits den Punkten der Geraden 
a, a,%~, . . . ,  a,_.~ die Ausgangsriehtungen gewisser Punkte A~', . . . ,  A j  
auf den beziigliehen Geraden a~, . . . .  ar entspreehen. Wir haben also 
auf n bei der Gruppe sich geschlossen permu~irendeu Geraden zwei 
Systeme yon einfachen ~ u n d a m e n t a ~ k t e n  erhal~en: A,  A~+~, .... A~_~ 

*) Man ~he Kantor, ,,Th~orie der endlichen Gruppen"~ S. 46. 
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and ~s', . . . ,  A ' .  Solcherweise sind wir zu dem Resultate gekommen, 
dass einfache Fundamentalpunkte immer gleiclmeikig auf allen Geraden 
eines Systems auf~reten, welches sich bei der Gruppe geschlossen per- 
mutdr~, class aber dieselben stets in zwei zu einander conjugirte Systeme 
zerleg~ werden~ welche in dem be~rachteten Beispiel dutch die A und 
die .,4" geliefer~ werden. Die Gesamm~heit der einfachen Fundamental- 
punkte kSnnen wit also in eine Zahl yon je zwei solchen conjugirten 
Sys~nen zusammenstellen. Es erSffnet sich aber bier eine Methode, 
um die Zahl der einfachen Fundamentalpunkte zu vermindern. Leg~ 
man n~.mlich die drei Haupi~unk~e einer quadratischen Transformation: 

x l ' x  I ~ x ~ ' ~  ~ x.~" x~, 

�9 f p n in die Punkte O, 21j, A ~  so gehen ersichtlich die Punkte A~, 21~ 
nach der Transformation in Fundamentalpunkte yon derselben Art wie 
tier Punkt A fiber. Allgemeiner gilt es, dass, falls man die drei 
Hauptpunkte tier Transformation in 0 und in irgend zwei einfachen 
Fundamentalpunkten w~ihlt, letztere Punkte in Fundamentalpunkte der 
jedesmal conjugirten Art fibergehen. Hat man also auf diese Weise 
in dem gew~hlten Beispiel alle Punkte A' in Punkte A iibergeffihrt, 
so entsprechen einem Punkte 21 nur die anderen Pnn]r~e 21, aber 
keine gauze Gerade; die Punkte A haben somit ihre Eigenschaft als 
Fundamentalpunkte eingebiisst. .Nun scheint es einleuchtend, dass 
man in dieser WeJse durch successive quadratSsche Transformationen 
jede bei der Gruppe zusammengehSrige Reihe yon Fundamentalpunkten 
mit einer Ausnahme in solche derselhen Art ~iberffihren kann. Man 
wfirde also am Ende nur zwei Hauptf~lle zu untersuchen haben: 

1) Alte einfaehen Fundamentalpunkte sind verschwunden. Die 
Gruppe muss eine Coltineationsgrappe sein~ welche den Punkt 0 in- 
variant l~sst. 

2) Eine einzige Reihe yon einfachen Fundamen~lpunkten ist 
tibrig gebtieben, und ein einziger Punkt A dieser Reihe ist zu den 
tibrigen conjugir~. Bei einer Transformation der Gruppe kSnnen bier 
nur drei Hauptpunkte au~reten: O~ 21 and der Punkt, welcher in 
die Gerade OA tibergeffihrt wird. Hieraus folgt, class die Transfor- 
mationen der Gruppe aus lauter quadrat~schen Trausformationen be- 
stehen, und dass der Geradenbiischel dutch A invariant bleibt. 

Um einen etwaigen Einwand zu besei~gen~ sollen hier noch die 
folgenden ErSrterangen eingeschalte~ werden. Jede Reihe yon ein- 
faehen Fandamentalpunkten besteht aus zwei zu einander conjugirten 
Systemen. In der angewandten Methode nahmen wir aus jeder Reihe 
alas eine System heraus, und die so erhaltenen Punkte benutzten wir 
ats Hauptpunkte bei den successiven quadratischen Trausformationen. 
War die Zahl dieser Punkte gerade ~- 2 ~  so hatte man ~ Trausformationen 
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nSthig, tun den obigen Haupt~all 1 zu erreichen; war dagegen ihrr 
ZaM ungerade ~--2n ~- 1, so konnfe man (lurch ~ Transformationen 
zum Falle 2 gelangen. Der Inbegriff jener quadratischen Transforma.. 
tionen besitzt aber im Falle 1 die Bedeu~ung, dasa man das Curven- 
netz C~-I, welches dutch die 2n Fundamentalpunkte und einen 
n-fachen Punkt ~ in 0 bestimmt wird, in das lqetz der Geraden 
tiberfiihr~; im Falle 2 wird dagegen der Curvenbfischel C~-1 dutch die 
2n ~- 1 Fundamentalpunkte mit ~ in 0 in einen Geradenbiischel 
transformirt. Man kann abet noch andere gegeniiber der Gruppe in- 
varianten Netze oder B~ischel erhalten, indem man ausser den er.. 
w~ihnten Fundamen~alpuakten als Bastspunkte noch irgend welche be~ 
der Gruppe sich geschlossen permutirende Reihen hinzunimmt. Die 
Invarianz der fraglichen Netze bez. Biischel erschliesst man leicht 
daraus, dass dieselben bei jeder Transformation der Grappe in Netze 
bez. Bfischel mit denselben abet keinen anderen Basispunkten und (ira 
Falle eines Netzes) einem freien Schnit~unkte transfbrmb~ werden 
miissen, was, wie eine leichfe Abzr~hlung lehrt, bei keinem anderen 
Netze oder Biischel zutrifft. Man kann also auf unendlich vide Weisen 
die GruFpe in eine Collineationsy~q~e oder in eine GruFl~e mit dnem 
zweiten invarianten Geradenbiischd iiberfitT~ren. 

Es giebt natfirlich auch F~ille, wo die Basispunkte eines Netzes 
oder Bfischels in so specieller Lagesich befinden, dass darch dieselben 
kein eigentliches Netz bez. Biischel bestimmt wird, sondern n ~  dne 
einzige Curve, welehe vermittels~ beliebiger Geradea durch O erg~nzt 
wirdl dies trifft z. B. zu, wenn dieselben auf einer Geraden liegen, und 
die Zahl tier eintaehen Basispankte grSsser als die Ordnung der Curven 
ist. Jene einzige Carve ist natiirlich gegeniiber der Gruppe invanant, 
Hat man drei solche invariante Curven erhalten, so bestimmen diese, wie 
in der 2. Nummer dieses Paragraphen besehrieben wird, e/hen JBiisckel~ 
yon wdc~m jede C/~rve bei allen Transformationen der G.rulr~e invariant 
bleibt. Diesen Bfischel kann man selbstversi~indlich in einen Geraden- 
biischel iiberfiihren. 

4. Wir wollen jetzi besonders den Fall behandeln, dass jede 
Gerade des fundamentaZen Biischele dutch eine cyklische G r ~ e  in sich 
iibergeht , wobei die Doppelpunkte zwei rationale Curven erffillen. Diese 
beiden Doppelpunk-~scurven sind bei der Gruppe invariant, and man 
kann dieselbea dutch successive quadratisehe Transformationen, bei 
denen s~ets 0 einen Haupt-punkt abgiebt, in zwei Gerade, Z~ und L~, 
iibefftihren, dere- Schnittpankt wir mit P bezeiehnen wollen. Im 
Allgemeinen ist bier der dutch L~ und L~ bestimmte B~schel gegen- 
fiber der Gruppe ~/vM invariant. In der That brauchen wit aueh in 
diesem Falle nur die einfachen Fundamentalpunkte zu betrachten, um 
invariante Bfischel oder Netze he~stellen zu kSnnen. Als solche aind 
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zuerst einersei~s P und anderersei~s die der Geraden O P entspre.chenden 
Ponk~e zu nennenl lef~tere Punk~e liegen zu je ~ aaf jeder dem Punkt~ 
P enf~prechenden Geraden, wenn /~ die Ordnung der Gruppe be- 
zeichnet, bei weleher jeder Punkt der Geraden L lund  L 2 lest bleiht. 
Alle anderen Fundamenf~lpunIr~e mfissen auf Ltoder L 2 ]iegen. Punkt~ 
auf einer yon diesen Geraden werden ja immer in Pun]rt~ derselben 
Geraden transs sell (]ann eine dureh O gehende Gerade in einen 
Fundament~dpunkt iibergeftihrt werden, so muss ersiehtlich dieser Punkt 
entweder anf ]~i oder L~ belegen sein. Sagen wir auf L 1 ~ dann folgern 
wit sofor~ dass den anderen Punkten auf der Verhindungsgeraden des 
Fundamentalpunktes mit O ein einzelner Punkt, der Schnittpunkt der 
ersf~rw~hnten Geraden mit L2, entspricht. Man gelangt so zu dem 
Resul~te, dass die Fundamen~alt)unkte auf einer Reihe bei der Gruppe 
sich geschlossen permutirender Geraden in zwei zu einander eonjugirten 
Systemen auftreten, welche auf L l bez. L~ liegen, Wir kSnnen aber 
in vorhin heschriebener Weise diese Reihen yon Fundamenf~lpunkten 
mit einer Ausnahme dutch quadratisehe Transforma~ionen zerstSren. 
Man braucht also nur eine einzige Reihe zu betracht~n, deren Punkte 
auf Lt und L 2 beliebig vertheilt sein mSgen. 

Es erw~ehst nun die Aufgabe, invariante Bfisehel oder Netze C,+~ 
mit ~, in O auch in diesem Falle zu bes~-immen. Als Basispunkte 
m~ssen hier vor allem P und entweder die Fundament~lpunk~e auf L~ 
oder diejenigen auf L2 gew~htt werden. Die weit~ren Basispunkte 
miJssen bei der Gruppe zusammengehSrige Pnnl~systeme auf L~ und 
L~ hilden. Punkf.gruppen ausserhal5 dieser Geraden~ welche sich ge- 
sehlossen permutiren, kSnuen nieh~ als Basispunk~e benu~zt werden, 
weil yon denselben jedesmal ~ auf derselben Geraden dutch O auf- 
~eten, was der Bedingung eines Systems 0,4-I mit ~, in 0 wider- 
streit~. Man erh~lt nun einen Btischel der gesuch~en Art, falls ausser 
~P n Basispunkte auf jeder der erwi~hnten Geraden genommen werden 
k~nnen~ ein Netz dagegen, falls ~ Basispunlr~e auf der einen und nur 
n ~ 1 auf tier anderen gew~hlt werden. Es fra~ sich nun~ oh man 
auch bei jeder Vert~eilung der einfachen Fundament~lpankte entweder 
die gleiche oder nut um eine Einheit verschiedene Zahl yon Basis- 
punkten auf Lt und Le nehmen kann. Auf diese Frage kSnnen wit 
sofor~ eine bejahende An~wor~ geben. In der That brauchen wit bier 
nut einen yon Brn. Klein aufgestellten Satz zu benu~en, nach 
wetchem man aus den bei einer beliebigen bin~ren Gruppe invariant~n 
Formen immer einen rationalen Ausdruck veto sw~/ter~ Grade auf- 
bauen kann*). Man kann ja den Curven des gesuchten Systems die 
Bedingung einer Bertthrung mi~ L~ bez. Le yon beliebig hoher Ordnung 

"~) M~m sehe , , Y o c ~ g r  ~5r das Zk, osacd, e~', S. 64. 
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in den VerschwindungspunkCen des Z~Jalers bez. Nenners (les be- 
~effenden Ausdrueks auferlegen. Also schliessen wir, dass aueh in 
diesem Falle die Gruppe auf  unendlich vie~e Weisen in eine Collineations- 
grup~ oder in eine C:rruplae mit einem zweiten invarianten Geraden- 
biischel iibergefiihrt werden kann. Als allgemeines Resultat der voran- 
gehenden Nummern 2 - - 4  haben wir somit das folgende erhalten: 

Giebt es innerhalb einer orthanallagmatischen Gruppe keine Trans- 
formation, bei der jede Gerade des fundamentalen Biischels in der Weise 
in sich i~bergeht, dass der Oft der fest bleibenden l~unkte nicht ~erf~llt, 
so 15zst sich diesdbe birational entweder in eine Co~lineationsgruppe oder 
in eine Gruppe mit einem zweiten invarianten Strahlenbiischel trans- 
formiren. 

5. Wit wol[en jetzt noch diejenigen orthanallagmatischen Grappen 
betrachten, bei denen nicht zer/aZlende 1)oppelpun~tscurven auftreten. 
Den Strahlen des fundamentalen Biischels denken wir uns einen Para- 
meter x eindeutig zugeordnet. Immer kSnnen wir die Gleichung e/net 
Doppelpunktscurve in die Gestalt 

(1) v 2 --- ~ (x )  
bringen~ wo F(x)  eine ganze Function ohne doppelte Fach)ren be- 
zeichnet. Soll nun jeder Punkt dieser Curve bei einer Transformation 
yon der Periode n lest bleibe% so muss diese Transformation durch 
die Gleichung 

(2) u' + YF~ = ~ "~ + 

definir~ werden kSnnen~ wo e~---1. Nut ffir e ~ - - 1  wird aber 
bier y' rational durch x und y ausgedrfickt, and zwar in der Form 

(3) y , =  F(r y 

Dem widerspricht nicht, dass es aach, wie schon Hr. K a n t o r  hervor- 
gehoben hat, a2eriodische eindeutige Transformationen giebt, bei denen 
alle Punkte einer hyperellip~ischen Curve fes~ bleiben. Es ist ja ffir 
beliebiges /~(x) die Curve (1) Doppelp,mlc~cscurve bei jeder Trans- 
formation 
(4) y, ~ y/C(x) -t- ~v(x) 

y A- ~(x) 
Wit  sind soeben zum Resultate gekommen~ dass nicht ~erfaZlende 

floppelpunk~curven nut  bei involutorischen orthanaUagmatischen Trans- 
[ormationen auftreten. Aus der 2. Nummer dieses Paragraphen leuchtel 
abet hervor~ dass~ falls die Doppelptmk4sSrter bei mehr als einer 
Transformation zerfallen~ das bei allen die Geraden des F[auptbiischels 
nicht permu~irenden Transformationen der Fall sein muss. Man er- 
sieht hieraus, dass die bier zu behandelnden Transforma~_,ionen auf den 



206 A . W ~ .  

Geraden des fragtichen Bfischets keine andere Gruppen als D/e~r-  
g~ut~pe'a G~= hervorbringen kSnnen, wobei, falls ~ > 2~ die "zur aus- 
gezeichneten cyklischen Unf~rgruppe geh5rigen Doiopelpunk~e zwei 
rationale Curven erf~illen. 

Permu~iren sich die Pun]~e jener Geraden naeh einer V/ererg~uppe, 
so k~nnen also alle drei Doppelpunk~curven hyperellipf~sche Curven seth. 
Jede yon diesen Curven muss bekann~ermassen gegenfiber allen Opera- 
tionen der Vierergruppe invariant sein. Wit  suchen also die bet der 
Operation (3) unver~ndert bleibenden hyperelliptischen Curven, deren 
Specialschaar g2" durch den fundamentalen Strahlenbiischel ausgeschnW~en 
wird. Wit  erhalten unmit~e]bar 
(5) ~ ,  (x) y ~ + 2r~(~) y + ~ ( x )  ~(~) = 0, 
wobei die ganzen Funciionen ~'1 mid F 2 beliebig gewiihl~ werden 
k5nnen. Jeder Punkt einer Curve (5) bleibt hei einer Operation 

(6) F, (x) y" + F (x) + 

invariant. Die dritte Operation der Vierergruppe erh~il~ man durch 
Combination yon (3) und (6), und zwar in der Normalgestatt 

F,(x)y + 2'(x) { 2',(x) }~ 

Die zugehSrige Doppelpunktseurve besitzt die Gleichung 

Die drei Doppelpunktscurven (1), (5) und (8) stehen mit einander in 
einem leicht angebbaren Zusammenhange. Jeder Verzweigungs~un~ 
der einen muss niimlich auch ]rerzweigungspunBt ether anderen sein, 
und dutch denselbe~ muss die dritte Curve gehen. Kein Punkt kann 
abet als Verzweigungspun~ allen drei Curven gemein sein. Man kann 
umgekehr~ auch drei beliebige hyperelliptische Curven als Doppel- 
punktsSr~er w~hlen, wenn nur die obige Bedingung befriedig~ wird**). 

MSge jetzt die Gruppe auf den Geraden des fundamentalen Bfischels 
eine ~Diedergruloloe Gz~ (n ~ 2) erzeugen. Die beiden Doppelpunk~s- 
eurven bet tier zugehSrigen cyklischen~ G~ kSnnen wir in die Gerade 
y ~ 0 und in den Basispunkt des Bfischels iiberfiihren~ so dass die- 
selbe G~ dutch die Operation 
(9) y ' = ~ y  
erzeug~ wird, wo s e ine  primitive n t~ Einheitswur~.el bezeichne~. Die 
anderen 0perationen in,erhalb der Diedergruppe miissen diese beiden 
0el~er vertauschen. I)ieselben sind folglich yon der Gestalt 

~) Man muss annehmen, dass im Allgemeinen ~ und ~ gemein~chaff~che 
FacCoren en~hat~en. 

**) Mau ve~g~eiche Kant;or ,Theorie der e~dlichea Gruppen", S. 4(;. 
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(~0) .y'~- '~(~) (i ~, 2, n) 

womit aueh die weiteren Doppetpunktseurven 

(11) y2 ~ ~/~(x) 

gegeben sin& 
Bisher haben wit in dieser Nummer nur diejenigen Untergruppen 

der bezfigliehen orth~nallagmatischen Gruppen betraehte~, bei denen 
jede Gerade des fundamentalen Bfischels lest bleibt. Mara ersieht aber 
leichi, wie die bin~ren Gruppen, nach welchen die Geraden des Bfischels 
permuiAr~ werden, aus den Gruppen, welehe beziehungsweise die :Func- 
tionen /~ und /~ zulassen, bestimm~ werden kSnnen. 

w  

Die folgonilon vier OlasselL 

1. Die Gruppen~ bei denen die Kegelschnitte dutch zwei feste 
Punkte A und/~ ein inva)'iantes System bilden, oder, wie Hr. Kan~or 
sie nennt, die Grul~en M~ ~nd M 2" lassen s[ch leicht bestimmen. 
Diese Kegelschnitte liefern ja die Bilder der ebenen Schnittcm~en 
einer Fl~iche zweiten Grades bei der bekann~en eindeutigen Abbildung 
der Fl~ehe auf eine Ebene, welche vermittels~ s~ereographischer Pro. 
jection bewirkt werden kann. Die fraglichen ~rans['ormationsgru~oen 
der ~-rbene miissen also de~z Cotlineation~gru~pen einer ~-T&~he 2. Grades 
J~'~ entsprechen. Letztere Gruppen sind aber theils die Gruppen .2I/:, 
bei denen jedes System yon erzeugenden Geraden invariant, bleibt, 
theils die Gruppen M.~', bei denen die Systeme vertauscht werden; 
doch muss ersichr die H~lf~e der Operationen einer Gruppe M 2' 
eine ausgezeiehne~e Unter~,rruppe M 2 bilden. Die Gruppen M~ erzeugt 
man dutch die Combination zweier biniiren Gruppen, nach welchen 
die Geraden der Erzeugenden-Systeme sich permu~iren, wobei die 
einzelnen Operationen der beiden Gruppen auf irgend eine isomorphe 
Ar~ combinir~ werden miissen, Soil die M 2 Untergruppe einer M 2' 
bilden, so miissen jene b~o~ren Gruppen holoedrisch isomorph sein. 

Da die Erzeugenden-Sys~eme der ~'2 bei der Abbildung in die 
S~rahlenbiisehel dureh A und :B fibergehen~ so bilden die Gruppen M 2 
die im vorigen Paragraphen betrachteten Gruppen mit zwei invarianCen 
Strahlenbfischeln. Nur die Gruppen M 2" liefern also neue Typen. 

2. Wit wollen jetzt diejenigen Gruppen untersuchen, bei denen 
ein System yon C a mi~ bez. 3,  4, 5 festen Basispunkten invariant; 
bleibt, oder, nach Brn. K a n t o r ' s  Terminologie, die Gruppen Ms, 
M 4 und M~. Im ersten Falle erhglt man zwei I~e~ze, das Ne~z der 
Geraden und das l~etz der Kegelschni~e durch die drei Basisl)unkte ~ 
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welche die Eigenschaft besitzen, dass man aus jedem Netze elne be- 
]iebige Ctuwe herausnehmen ka~n, welche zusammen eine C 3 des 
Systems bilden. Die Hii~fte der Operationen ether Gruppe Ma, we~che 
]~eine C o ~ i n e a t i o n s ~  i~ ,  besteht aus ~uadratischen Transformationen, 
welche jene beide~ l~etze vertauschen, die andere und ausgezeichn~te Hh'lfte 
aus Col~ineationen, w e ~ e  dieselben invariant Zasse~. 

3. JDie G~ruppe M 4. Man hat bier 5 Ne~ze: das Netz der Geraden 
und 4 Netze yon Kegelsehnitten dureh je drei Basispunk~e; desgleichen 
5 Btisehet: 4 Biischel yon Geraden dureh je einen Basispunkt und den 
Bfischel der Kegelschnitte durch alle 4 Basispunlr~e. Diese Netze und 
Biischel sind in der Weise mit einander verbunden, dass eine beliebige 
Curve eines Ne~zes und eine beliebige Curve eines zugeordneten Biisehels 
eine C a des invarianten Systems zusammensetzen. Die Gruppe M 4 er- 
h~ilt man nun dutch den Inbegriff aller 120 Vertauschungen dieser 5 
Netze bez. BiischeZ. Diese Glz 0 besteht nur aus Collineafionen und 
quadratisehen Transforma~ionen, da ja das Ne~ der Geraden nut in 
sich selbst und in vier Netze yon Kegelsehnit~en tibergef(ihr~ werden 
kann *), 

Die 5 erwilhuten Biischel schneiden die Specialschaaren g4' einer 
bestimmten bei der G12 o invarianten Cs yore Geschlechte p ~ 6 aus. 
Wiihlt man die Doppelpunkte in den Coordinatenecken und im Punkte 
x 1 ~--x 2 -~ xa, so tauter die Gleichung diesar Curve: 

2~2(XI4X2X3 ~ X23X33) - -  2~X14X22 "~ ~X13X22X3 - -  6X12 J~22X32 ~ 0. 

4. 1)ie GruloPe~ M~. Under den C~ des invarian~en Systems 
treten hier 16 Nerve auf, welche etwa noch dutch einen fest~n Kegel- 
schnitt oder Gerade erg~nzt werden. Dieselben sind: das Netz der 
Geraden, 10 ~Net~e yon Kegelsehnitten dutch je 3 BasispunkCe und 5 
Ne~ze yon C a mit 8 in je einem Basispunkte. Nun hat Hr. K a n t o r  
gefunden, dass es bet einer allgemeinen Lage der Basispunkte stets 
eine Transformation giebt, welche das Netz der Geraden in ein be- 
]iebiges der anderen 15 iNetze transformir~, und dass diese 15 Trans- 
formationen 'involutorisch sind. So gehen z. B. das Netz der Geraden 
und ein Netz yon Kegelschnit~en bet einer quadratischen Transfor- 
mation in einander fiber~ bet welcher jede Ecke eines yon drei Basis- 
punkten gebildeten Dreiecks mit der gegeniiberliegenden Seite ver- 
tauseht wird~ und ausserdem die 2 tibrigen Basispunkte permutSxt 
werden. 

*) Die obigen Resultate bez6glich der Gruppen M~_, Ms', Ms und JI/4 sind 
schon yon Hrn. Kantor gegeben. Indess ist der Gegenstand dieses Paragraphen 
auch yon Hrn. Autonne behand~it. Hr. Kan~r hat das Verh~lt~i._~ seiner Theorie 
zu den yon diesem Forscher publieirten Noten in seiner ,,Theorie der endlichen" 
Grul>peu" , S. 52 besl~rochen, 
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Soll die Gruppe M~ andere Transforma/donen als die G16 ent- 
halten~ so mass es ersichtlich innerhalb derselben andere Operationen 
als die Iden~i~t geben, bei denen das Geradennetz invariaa~ bleib~. 
Damit die Gruppe M~ auf keine der friiherea Classen reducibel sei, 
diiffen yon den Basispunkten nich~ zwei zusammenfallen oder drei in 
gerader Linie liegen. Beriicksichtig~ man diese Beschr~nkung, so 
finder man mit Brn. K a n t o r ,  dass die einzigen C011ineatioasgruppen, 
welche die 5 Basispnnkte als geschlossenes System permutiren kSunen, 
die folgenden sind: 

1) Die 1dentiSt. 
2) _Eine G~. 
3) ~ine cyklische G 4. Hier kann maa die 5 Basispunkte als die 

4 Ecken eines Rechtecks und einen unendlich entfernten Kreispunkt 
betxachten. 

4) JOiedrische G 6. Als Basispunk~ kann man hier die Eeken 
eines gleiehsei~/gen Dreieeks und die beiden unendlich entfernten Kreis- 
punkte w~hlen. 

5) -Diedrise:he Glo. Die Basispunkte kann man aus den Ecken 
eines regul~ren Ffinfecks erhalten. 

-Die GesammtgruFpen M 5 er~lt  man dutch Combination der i~ 
jedem .Falle auftretenden ausgezeichneten r mit diesen Coltinea~ions- 
grul~en. .Die Ordnungen der Gru2pen in ~ n  erwiil~nten 5 2~illen sind 
somit: 16~ 32, 64, 96, 160"). 

Wit wollen indessen das Problem der Gruppen M 5 noch yon einer 
anderen Seite angreffem Wit w~hlen aus den Q des invarianten 
Systems irgend 5 linear-unabh~in&dge Curven: 

X , = 0 .  ( i =  * , . . . ,  5) 

Sodann betrachten wit die Relationen 2. Grades: 

~a~X~  Xk ~ 0, 

welche Carven 6. Ordnung mit 6 in den 5 Basispunk~en definiren. 
Nun lehrt eine leichte Abz~hlung, class eine solche C 6 durch 12 neue 
Bedin~o~ngen bestimmt wird. Die obige Gteichung ist aber erst dutch 
Festlegung der Verh~Itni~se der 15 Constan~en a~ bestimmt. Hiernach 
erschliessen wir~ dass zwei Rela~ianen: 

identiseh fiir die g~nze Ebene gelten mfissen. Man kann also die 
Ebene als das Bild der Schnit/dl~che zweier dreidimensionaten Gebilde 
zweiter Ordnung im vierdimension~len Raume betrachten. Es ist auch 
bekannt, class, beim Gebrauche yon pent~spt~rischen Coordinaten, die 

*) Hr. Kantor hat (8. 52 und 105 seluer ci~irten Arbeit) fiir die Ordnungen 
der betreffenden Gruppen die um4chtigen Zahlen: 15, 30, 60, 90, 150. gegeben. 
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Gteichungen (1) e/~e Cyklide bestdmmen. Man erkennt auch leicht, 
da~ jene Fl~che .ira vierdimensionalen Raume yon einem beliebigen 
Punk~e in eine Fl~ehe 2'  4 ira-dreidimensionalen Raume mit einem 
doppelten Kege]schnit~e projicirt werden kann. Es w~ire bier mSglich 
die bekannten FAgenschaften der Cykliden auf die Fl~chen (1) zu iiber- 
tragen. Indess begn~igen wir uns mit der 8emerkung, dass auch eine 
FiSh,he (1) sev/~dm Gerade e~th~ilt. Diese Geraden werden bei der 
Abbildung der F1Nche auf die Ebene in die 5 Basispunk~ die 10 
u dieser Punkte und den dieselben en~haltenden 
Kegelschnit~ fibergeffihr~. Den im Anfang dieser Nummer erw~hnten 
16 Netzen entsprechen im vierdimensionalen Raume~ 16 Netze yon 
dreidimensionalen l~umen~ welche je eine der 16 Geraden enthal~en. 
Die Abbfldung auf die Ebene kanna ls  Projection yon einer der 16 
Oeraden aufgefasst werden, and zwar yon derjenigen, welche in einen 
Kegelschnitt transformirt wirel; dabei en~sprechen den Basispunkten 
5 Gerade, welche jene Gerade schneiden. 

Nach der Bestimmung derjenigen ~.-Werthe, fiir ,welche die Diseri- 
minante A~(~) yon F 1 q- ~F~ verschwindet, kSnnen wit bekanntlich 
die Gleichungen (1) im Allgemeinen auf die folgende Normalges~lt 
bringen: 
(2)  ~ a i X ~  2 - ~  O, ~ b i X ~  2 ~ O. 

Es wgre hier eine grosse Menge F~lle zu discu~iren, wo die Gleichung 
A 5 ~ 0 zusammenfallende Wurzeln besitzt. Ohne abet in weitere 
Einzetheiten eingehen zu wollen, begn~igen wir uns mit der Bemerkung, 
class beim Auftre~en yon doppelten Wurzeln entweder zwei Basispunkte 
zusammenfallen, oder deren drei in gerader Linie liegen~ we]che F~lle 
lIbrigens ~quivalent sind. Wir brauchen also die fragliehen Special- 
i~lte wei~erhin nich~ zu berficksichtigen. 

Den Transforma~onsgwuppen ~ r  in der Ebene m~issen nun die 
Collinea~ionsgruppen entsl~rechen, welehe die Fr~he (2) in sich selbs~ 
/iberffihren. Durch Combination der Zeichenwechsel der X, erh~lt 
man sofor~ eine G~, welche aus lauter involutorischen Transforma- 
~ionen besteh~. Damit noch weitere Transformafionen vorkommen, 
mfissen die X, in irgend einer Weise mit einander vertauscht werden 
kSnnen. Man erlangt so jene 5 Gruppen wieder, welche oben dutch 
geome~rische Be~rach~ungen in der Ebene gefunden wurden. 

l) G~ im allgemeinen Falle. 
2) G~. Die Gleiehangen (2) lessen sigh schreiben: 

x ,  ~ + x d  + a ( G  ~ + x ~ )  + x ~  = o; 
X,~ - X ~  + b ( X / - -  X,~) =- O. 

Hier kSnnen g]eichzeitig X~ mit X a and X~ mat X~ vertauscht 
wel~ell. 



Endliche Gruppen birationa~er Transfo~ati(men in tier Ebeae. 2] 1 

3) ~ 4 -  
x ,~- -  x , ,  + x ~  - x ?  + X~l-- o; 
x d +  ~x~, - -  x ~ - -  ~ x 2 - -  o. 

Flier ist die eyklische Vertmusehung (X1 X2X~ X4) mBglieh. 

4) ~o.  

Die Reihe (X 1 X 2 Xz) kann bier sowohl cykliseh ver~ehoben werden 
als aueh in die inverse Reihe (XsX2XI) tibergehen; in letzterem Falle 
miissen aber X 4 und X 5 vertauscht werden. 

5) G16o. 
X,~-I- ~ X~2--]- t~Xs'.- [- ~sx,2-[- ~'X52~- O: (t  = e-V). 

Hier kann offenbar die Reihe (X i X2X s X4Xs)sowohl eykliseh in sich 
selbst verschoben als aaeh ia die inverse Reihe (X~X4XsX~X~) iiber- 
geflihr~ we~den. 

Es leuehte~ ein, dass die Gruppe der Vertauschungen der 5 Gr5ssen 
X, und diejenige der 5 Basispunlde in den entsprechenden F~illen 
isomorph sind. Dies erkl~rt sieh durch die Thatsaehe, dass auf Grand 
der Symmetrie die bei der Projection der Fl~ehe (2) auf die Ebene 
benu~te Gerade in jedem Raume .~. ~ 0 je eine der 5 Gexaden 
schneider, welche in die Basispunkte prqiieirt werden. 

Bei jedvr Grul~pe Ms existirt we~igstens ei~e invariante algebraische 
Curve yore Geschle~hte ~ - ~  5; bei der G~ giebt es abet deren oo ~ ~M 
5e/tier Gas co ~. In der Thai, ffigen wir den Relalionen (2) eine drit~e 

(~) ~ x,~ = o 

hinzu, so liefer~ ersiehtlich die Schni~tcurve ein gegenfiber der G~ 
invariantes Gebilde, und man kann dutch Benutzung der Relationen 
(2) zwei Constant~ aus (3) hinwegsehagen, so dass nut zwei Ver- 
hiiltnisse der e~ unbestimmt blelben. Naeh einem Sa~ze yon l=[errn 
W e b e r * )  wird nun dureh drei Relationen 2. Grades im vierdimensio- 
nalen Raume ein Gebilde yore Geschlech~e p =: 5 defmirt, es sei denn~ 
dass die beziigliche Schni~eurve Doppelpmak~ besitze, was aber hier 
keineswegs im Mlgemeinen zu~ifft. 

In den ]~"~llen yon G's~ , G~t, G~ ~nd G~ 0 kSnnen wit zweckmiissig 
der Relation (3) die fo]gende bezfigliehe Ges~lt geben: 

*) Mar, h, Ann, Bd. 13~ S. 85. 
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X, ~- q- X~ + e X~= = O; 
X~ = + ~,~ + X~ + X,~ = O; 

X, ' + X," + X~ + X~ + X~= = o. 

Die Formen links sind n~mlieh bei den bezfigliehan Gruppen invariant. 
tlei den dutch die l~e2ationen (2) und (3) definirten Gebilde~ existiren 

10 Systeme yon unendlich vielen Abe~schen Wurzelformen, welche den 
laieht zu ermii,~elndan 10 Relationen zwisehen nut 3 Ver'~nderliehen 
entspraehen. ~liermit beriehtigen wir einen Satz yon Hrn. Krans*),  
naeh weleham bei nieht-hyperelliptisehen Gabilden yore Geschleehte 
p ~ 5 hSchstens drei solehe Systeme vorkommen kSnnen. 

w  

Die Grapt~en M 6. 

Die noch zu behandelnden drei Classen, bei denen ein System yon 
C~ mi~ bez. 6, 7 oder 8 festen Punkten invariant bleibt, oder die 
Gruppen ~ ,  M 7 und Ms, wie wir diesetben naeh Hrn. K a n t o r  
bezeichnen wollen, liefern nach diesem u den schwierigeren 
Theil des Problems der Aufz~ihlung der Typen. Auch ist, wie wir 
weiterhin zeigen wotlen~ eine end~iltige Erledigung der betreffenden 
Aufgabe keineswegs yon Hrn. Kantor gegeben. Hiarbei seien jedoch 
mit vol!er Anerkennung Hrn. K a n t o r ' s  Verdiens~e um die einzelnen 
periodisehen Transformationen erw~ihnt. 

1. Bakanntlich bilde~ man eine Fl~che 3. Ordnung Fs in der 
Weise eindeu~ig auf eine Ebene ab, dass den c~ 3 Quarschni~ten der 
Fl~iehe die (x)aC~ dutch 6 festa Fundamen~lpunkte entsprechen. Bei 
einer Transformation M 6 werden also die Querschnitte tier zugehSrigen 
/~3 gaschlossen permutirt, was ersichtlich durch eine Collineation be- 
wirkt warden kann. Hierauf beruht die Methode des Hrn. Kan~or:  
er sucht n~mlich zuerst die Collineationsgruppen der Fliiehen ~3 za 
bestimmen und erh~lt sodann dureh Abbildung die zugehSrige Gruppe Ms. 

Wir erinnern hiar an die folganden Eigenschaften der soeben 
erw~hnten Abbildung. Den seehs Fundamentalpunkten al~ a~ , . . .~  a s 
entsprechen auf der ~3 sechs Gerade~ yon denen keine zwei sich 
schneiden ~ den seehs Kagelsehnitten a(, a~' , . . . ,  a~' durch je 5 Funda- 
men~lpunk~e enLspricht eine ~hnliche Gruppe yon 6 Geradan auf der 
Fl~che, wobei jede a~ yon allen a/~ ausganommen al  geschnitten wird; 

*) Math. Ann. Bd. 16. Man vergleiche hierzu meine ~ ,  ,,Ueber die 
algebr,~isehen Curven yon den Geschlechtern s = 4, 5 und 6, welche eindeu~ige 
Trmmformationeu in sich besitzen", Anh. r Abh. der KSnigl. Schw. Akad. der 
Wisaeauehafteu~ Bd, 21~ Abth. I, l~ro 3. 
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beide Gruppen bilden somit die !L~lf~en einer Seh~ffl i ' sehen Doppe/- 
sevhs. Die 15 ~brigen Geraden der Fl~che sind die Bilder der 15 Vex,- 
bindungsgeraden je zweier Fundamentalpankte; dieselben bezeiehnen 
wir in entspreehender Weise durch (a,.ae) oder (a[a~'), 

Dem System der Geraden entspricht auf der ~'s ein System ge- 
wundener Cs, deren jede keiner Geraden a~ begegnet, abet jeder 
Geraden as' zweimal und jeder (aea~) einmal. Zu jeder der 36 
Seh~ffl i 'sehen Doppelsechse gehSreu zwei solche Net,s.e, je nachdem 
die zugeb5rigen Curven die eine oder andere Hglf~e yon je 6 Gemden 
nicht sehneiden, und wir kSnnen leieht die Bilder dieser Netze in der 
Ebene angeben. So geht das System der Ca7 welehe keine Gerade a/ 
sehneiden~ in ein Netz yon C 5 mit $ in den 6 Fundamentalpunkten 
fiber. Von den anderen 35 Doppelsechsen ergeben sieh 20 auf analoge 
Weise mi~ der folgenden: 

al, a2, aa, (ata~), (a4as) , (a~a6); 
(a 2 aa) , (a, aa), (a 1 a~), a6", a~', a," 

Die Bilder der zugehSrigen C~-Sys~eme liefern das Netz der Kegel- 
sehnitte dureh a4, as~ und a~ und d~s Netz der C 4 , welche ~ in al, a2 
u~d a 3 besitzen und einfach dutch a4, a 5 und a 6 laufen. Die fibrigen 
15 Doppelsechse sind yon folgendem Typus: 

a~, at" , (a2az), (a~a4) , (a2a~), (a2as); 
a2, a~', (ala~), (a, a4), (aia~), (a, as). 

Die zugehSrigen C~-Systeme auf der ~ gehen bei der Abbildung in 
zwei Netze yon C a fiber, welche in a~ bez. a~ Doppelpunkte besilzen 
and dutch as, a~, aa und a~ einfach hindurchgehen. 

Jede Collineation der E s in sich bewirkt nun eine Vertausehung 
der Systeme yon je 6 eiaander nicht schneidenden Geraden; dem ent.- 
spreehend werden auch die 72 zugehSrigen Ca-Systeme permutir~. Die 
Ordnung der eatspreehenden Transformation M~ hiingt nun im All- 
gemeinen davon ab, welches System mar, bei der Abbilduug in die 
6 Fundameutalpunkte iibergeffihrt hat, und man kann oft dareh geeignete 
Wahl desselben diese Transfo~nation bedeui~nd vereiafachen; jedenfalls 
ersieht man leicht naah dem Ohigen, dass die Ordnuug hSehs~s  5 
sein kann, wobei dann die beiden Biilften der zu Grunde gelegt~n 
Doppelsechsgeraden vertauscht werden. Da abet Hr. K a n t o r  auf die 
typische Darsteltung tier verschiedenea Transformationen ausgedehnte 
Aufmexksamkei~ gerichte~ hat, wollen wit diesea Gedankengang nicht 
weitex verfolgen. Wit erinnern nut noch an die bekanute Grulape ~ s t 0  
der Gleiahung 27. Grades~ yon tier die 27 Geraden e iner /v  abh'~mgen; 
jede Gruppe M~ muss ja mit einer Untergruppe dieser Gruppe holoedrisch 
isomorph sein. 



214 h. W~aas. 

l~tr. K a n t o r hat auch bewiesen ~), d~ss die Transformationsgruplaen 
der gbene, welehe man aus den Collineationsgruppen einer ~'a mi~ 
DoppelpunkCen herlei~et~ s~ets auf eine der 6 schon behandel~ea Classen 
reducibet sin& 

2. Die wesentlich verschiedenen Typen der Collineationen, welche 
eino/?a ohne Doppelpunkte in sich iiberfiihren kSnnen, hal Hr. K a n t o r  
auch aufgestellt**). Dabei w~ihlt er bei der fraglichen Collineation 
invariante Ebenen als Coordinatenebenen und schreibt die Collineation 

x t : x~" : x a . x 4 ~--- ~tlx I : ~tzX ~ : aaxa : Z~x 4 
ganz einfach ~ ,  g:, g~, g4- Doch ist die Collineation yon der Periode 5 
oder der tblgende Fall 8 yon Firm K a n t o r  unbeachtet gelassen. Wit 
geben bier die Funcfionen, welche, gleich Null gesetz~, die bei den 
beziiglichen Collineationen anallagmatischen _.v'a darstellen, jedoch olme 
die Coefficienten aufzuschreiben: 

1. fa(oh,.~, ~)  + ~?f, (a:,, ~ ,  x~), 
2. f3(x,, x=) -Jr- x ,A(xa,  x,) .-~ x=q~=(x s, x,), 
a. faCx,, x2, xs) q- x4 a, 
4. fi (x,, ,~) + q,~Cx~, x,), 
5. g(x , ,  x.~) + xax, f,(x,,x2) + x~ + x2, 
6. f~(.~, o~) + xa~ f, (x,, x9 + x,~:e. 
7. x, a A- x22x, -f" x~xax, + x2xa~ -+- x~x,', 
8. x,~xa "}- xa'~x, q- x42x~. -l- x2"~x,, 
9. f3 (x, , x~) + x~ f~ (x, , x~) + x,~, 

10. x, 3 -Jr- x,x~ ~ + x, xax 4 + xa~ --{- x4 ~, 
11. X, a q- xlx= = q- fa(xa, x4) , 
12. xla--k X, Xa z -q- x.aa q- xax42, 

13. x, a .-~ x, xz ~ q- xzxa ~ -~ xax~= , 

14. x,~x= -{- xz:x a q- xs~x~ -~ x~ a, 
15. x,a-{-" x , x ~  + xa~x~--{- x~ a, 

Elr. K a n t o r  hat die Eige~schaften der aus 

1, 1, 1, - - 1 .  
1, 1~ - -  1, - -  1 .  
1, 1, 1, j .  ( j 3 =  1) 
1,1, j , j .  
1, 1, j,.~. 
1, 1, - -  1, i .  

1, - -  1, i ,  - - i .  
1, e,e ~,ea. (e ~ = 1 )  
i ,  1, - -  i ,  j .  

1, - -1 ,  j, f-. 
1, - -1 , j , j .  
1, - -1 ,  j, - - j .  

1 ,  - -  1~ i ,  1 - -  i .  

el, ,17, ~,4, 1. (e ,~  1) 

1 , - - 1 ,  i , j .  

diesen Collineationen 
bei der Abbildung hervorgehenden Transformationen der Ebene ngher 
besprochen. Bei einigen Collineationen existiren feste Gerade, bei anderen 
Systeme windsehiefer Geraden~ welohe sich geschlossen permutiren. 
Eine solche fesCe Gerade bez. Gruppe yon windschiefen Geraden kann 
man dann in das in die Fundamenfalpunkte abzubildende SextupeI 
nehmen. Die Transformaf;ion ist, wie Hr. Kantor sieh ausdr~ckt, 

*) ,,Theorie dot endlidaen Grappon", S. 68. 
**) Ac~a Maghemati~ Bd. 19, S. 148 odor die oben dtgrto Arboit, S. 04. 
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~quivalent einem Typus mit weniger als 6 Pankten in der Charakte~ 
ristik*) und li~sst sieh dem zufolge auf eine der frtiheren Classen 
redueiren. Nut die F~lle 3, 9, 10, 14, 15 lieferu also neue Typen. 
Hr. K a n t o r  identifieirt dieselhen tier Reihe nach roit den i[ypen 
As, Be, F~, Bz, B1._,**), welche er in seiner Preissehrift auf andere 
Weise abgeleitet und ausfiihrlich untersucht hat. Die eharakteriairende 
Eigensehaft der Transformation A3, welche Untergruppe yon Bs, B~ 
and B~z ist, ergiebt sich bier sehr leieht; bei der Collineatiou 3 bleiben 
ja auf der _Fs alle Punkte einer Curve yore Geschleehte io ~ 1 fast, 
welche dutch die Ebene x 4 ----0 ausgeschnitten wird. 

3. Wir wollen jetzt die vollst~ndigen Gruppen M e bestimmen. 
Flier erledigen sieh nach Hrn. K a n t o r  ~**) die l~lle 3, 4~ 9, t l ,  12, 
14, 15 der vorigen Nummer besonders leieht~ well in denselben die Glei- 
ehung tier -,v s in der Form~ 

(1) ~3 + f3(z,, x~, z3) = 0, 
gesehrieben werden kann. Als die Flesse'sehe Fliiehe der Fl~ehe (1) 
erh~lt man 

x4 , h3(xl ,  x~, x3) = O, 

wobei h 3 die Hesse'sche Form yon f~ bedeutet. Die Ebene x a ~ 0 
kann also mit keiner andeven Ebene bei der CotHnea~ionsgruppe der 
~7' a vertauseht werden, es sei denn, dass ]~s ~ 0 zerf~lt~, d. h. [s ~ 0 
eine iiquianharmonische Cm~e bedeutet. In letzterem Falle, weleher 
immer bei den Formen 4, 11, 12, 14 eintritt~ l~st sieh die Gleiehung 
(I) auf die Gestalt: 
(2) x~3 + x~.3 A- x3 ~ + ~'~ = 0 
bringen. Die Collineat$onsgruppe di~ser Fl~iehe ist yon der Ordnuag 
648. Dieselbe erhiilt man durch Combination der Gruppe der 24 
Vertauschungen tier x~ mit einer G27, welche dutch Substitutionen 
yon der Form x~" . = j x ,  j~x~ erzeugt wird. Ist f3 =~ 0 nieht iiqui- 
anhamoniseh, so erhiilt man die Gruppe dutch Combination der 
perspeetivisehen G~, bei weleher jeder Punkt der Ebene x 4 = 0 fast 
bleibt, mit der Collineafionsgruppe der Curve f~ = O. Dieselbe ist 
also im Allgemeinen yon tier Ordmmg 54:, jedoeh van tier Ordnung 
108, falls fz == 0 eine harmonische C 3 definirL wie z. B. im Falle 15. 
Drtiekt man die Collineationsgruppe einer allgemeinen bez. harmouisehen 
ebenen C~ dutch eine homogene Snbstitutionsgrappe mit der Deter- 

*) hls Charakteristik einer Transformation bezeichnet Hr. Kantor den 
Inbegriff der Verkettungen der bei ihr auftretenden Fundamenf~alpunkte. 

~*) Die Reihe der Griechischen Buchstaben B, I', A bezeichnet bei Hrn. 
Kantor die Ordaung tier erzeugenden Transformation. Somit lli~sr sich B s aus 
einer quadratischen, I's aus eiaer cubisdaen und ~ aus einer biquadratischen 
Transform~ation herlei~en. 

***) ,,Theorie der endliehen Gruppen", S. 65. 
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minante 1 aus, so erh~lt man eine Gs4 bez. Gtos, welche ersichtlich 
auf die obige Gs~ bez. Glo s holoedriseh isomorph bezogen werden kann. 

Ira allgemeinen Falle kSnnen wit bekanntlich die Gleichung einer 
/~'~ auf eine einzige Weise in tier Form 
(3) al xla -{ - a2x2 s -.~ aaxa~ -{ - a4xa3 -~ a~ xsa ~--- 0 

darstellen~ wobei die identische Relation s welche die 5 Ebenen xl ~ 0 
mit einander verbindet, in der Gestalt 

(4) xl + x~ "4- x3 -f- x4 + z~ ~ 0 
geschrieben werden kann. Kann man die z~' 3 in dieser Weise auf ein 
eigentliches /~entaeder beziehen, so liisst sich ihre Collineationsgruppe 
sehr leicht bestimmen. Es bildet ja  in tier That das Pentaeder ein 
gegeniiber der •3 invariantes Gebilde, und die zu ermittelnde Collinea- 
tionsgruppe muss dutch irgend eine Gruppe yon Vertauschungen der 
5 Pentaederebenen erzeugt werden. Damit die Gleichungen (3) und (4) 
bei einer solchen Gruppe invariant bleiben, miissen entweder einige al 
einander gleich sein, oder auch muss die Gleichung (3) die Form: 

xl s "4- ~x~ ~ + e"xa 3 + ~x43 + ~4x53 ~- 0, (~5 ~__ 1) 

besitzen. Letzteren Fall brauchen wir aber nicht zu berticksichtigen, 
well die ~'liiche dort Doppelpunkte enth~ilt; die Discriminante der dutch 
die Gleichungen (3) und (4) definirten Flgche isl niimlich 

1 I 1 1 1 

und verschwindet folglich in dem fraglichen Falle. 
Es seien nun 2a~ elnander gleich, etwa a4 ~ - a s .  Die Collinea- 

tion, welche die F 3 hier zul~sst: 

x(-~-- x i ,  x~'-~--.x~, xa'-~-- xa~ x4"~---.x~, xs"~-  x4, 

ist eine perspectivische; die Perspectivit~tsebeno ist x , - - x  s ~--0, und 
das Centrum xj ~--- x z ~ x 3 ~-- 0. Man ersieht sogleich, dass dieser 
Fall mit der Form 1 der 2. Nummer iibereinstimmt. Dutch das Per- 
spectivit~itscentxum gehen drei gerade Linien der ~'a, welche bei tier 
Collineation invariant bleiben. Der Ebenenbiischel dutch eine yon 
diesen Geraden schneider ein System vbn Kegelschnitten aus, welches 
man bei der Abbildung in einen Geradenbiischel fiberfiihren kann; die 
Transformation ist also yore or~hanallagmatischen Typus. Jede tier 
fibrigen 24 Geraden der Fa s~Ssst in tier Perspectivit~itsebene mit der 
ihr entsprechenden zusammen. 

Wir nehmen nun an~ es seien a 2~-~a s und a 4~--a~. Die (301- 
lineationsgruppe ist in diesem Falle eine ]7~rergru~oe. Dieselbe besteht 
aus zwei perspeetivischen ~2 und einer G~ .mit  Axen": 

Die Verbindungsgexade der beiden Perspectivit~tsceatra lieg~ auf der 
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F 3 und bleib~ ersichtlich bei der ganzen ~4 invariant. Folgtich liefer~ 
such dieser Fall eine orthanallagmatische (]ruppe in der ]~bene. 
Man erweist leich~ die Identit~t dieses Falles mit dem Falle 2 der 
2. Nummer. 

Es seien a3 ~---et4 ~ a ~ .  Die Co]lineationsgrulspe ist eine die~risehe 
G~ welche aus den Permu~ationen yon X~, w4 und x 6 resultirt. Die 
Untergruppen sind drei perspectivisc]~e G.~ und eine G~ yore Typus 5 
der 2. Nummer. ttr. K a n t o r  behauptet, dass diese G 6 immer als 
Untergruppe einer hSheren L~ruppe enthaiten sei*), was ersichtlich 
nicht richtig sein kann, da ja  im Atlgemeinen die Fl~ehe bei keiner 
anderen Permutation der Pentaederebenen in sich fibergehen kann. 
Keine Gerade bleibt bei dieser Gr invariant, da die Verbindangs- 
gerade der Perspectivit~tscentra nicht auf der ~ liege, aueh kein 
System yon windschiefen Geraden, da die bei jeder Untergruppe G., 
einander entsprechenden Geraden zusammentreffen. Die M 6 l~st  sich 
also auf keinen frfiheren Typus zur~ickftihren. 

Es mSgen jetzt die Bedingungen a~ ~- a2, a 3 ~ a t ~ a~ gelten, 
Die Gruppe is~ eine diedrische GI~, Die ausgezeichnete eyklische 
Untergrul~pe erzeugt man dutch die Collineation: 

x ( =  x2, x~" == x~, x ;  =- x4, x ;  -= x~, ~5"~- x~. 

Dieselbe ist yon deta Typus F6 oder der Form 10 der 2. Nummer. 
Wir behandeln jetzt den Fall~ dass a 2 ~- a~ ~- a t -~- a~. Die Gruppe 

ist bier eine Oktaed, ergru/l~pe , welche dutch die u yon 
x~, x~, x4 and x~ ents~eht. Die drei cyklischen Untergruppen ~ sind 
yore Typus 7 der 2. Nummer. Hr. K a n t o r  be~achtet die diedrisehen 
Untergruppen G s als besondere Typen ~/a**) abet mit Unreeht; die- 
selben treten ja einerseif~s immer als Untergruppen der Oktaedergruppe 
auf, anderseits exis~irt bei ihnen eine feste Gerade auf der 2'~, was 
far die ausgezeichnete (Tklische Un~ergruppe ~ unmit~elbar hervor- 
leuehtet, so dass man diese G s auf den orthanallagma~isehen Typus 
zurfickfiihren k;mn. 

Endlich seien a t -~-a~ == aa~--a~-~-a~. Die so definirte 2'  a i s t  
unter dem Namen tier 2)iago~alfl~he bekannt. Hier f~ihren alle 120 
Ver~ausehungen der Pen~aederebenen die Fl~che in sieh fiber. Die 
eyklischen Untergruppen G.~ sind yore Typus 8 der vorigen Nummer. 

Unter den in der 2. Nammer aufgeziihlten cyklischen Gruppen 
~reten somit nut 1~ 2, 5, 7, 8, 10 in denjenigen F~llen auf, wo das 
fundamentale Pentaeder der Fl~ehe eigenflieh ist. Wit haben such 
gefunden, dass die cyklischen Gruppen 2, 5, 7, I0 und 8 immer als 

*) Man sehe seine ,~Theorie tier eadliehen Gruppen% S. 55, Theorem VII 
und S. 70, Theorem LIV. 

**) Man sehe die eitirge Arb~it S. 68, Theorem XLLX und S. 70, Theorem LV. 
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Un~ergruppen innerhalb hSherer Gruppen auftze~en, nlimlich bez. einer 
Vierergruppe, diedrischen G6, Oktaedergruppe, diedrischen G'I~, G12 o. 

l~ehmen wir die in der 2. Nummer mit 6 und 13 bezeichneten 
cyklisehen G 4 und G s hinzu, so haben wir nun siimmtliche Collinea- 
tionsgruppen, welche eine /7:3 ohne Doppelpunkte in sich liberfiihren 
kSnnen, besfimmt. Die Vollst~ndigkeit dieser Aufzi~lung wollen wit 
in der n~hsten Nummer bes~tigen. 

4. Die einzigen F~lle, in denen man noch die MSglichkeit anderer 
Collineafionsgruppen annehmen kSnnte, sind diejenigen mit einem 
uneigenflichen fundamentalen Pentaeder. Jedenfalls kommen abet die 
verschiedenen cyklischen Gruppen nicht anders als innerhalb derjenigen 
Gruppen vor, welche in tier vorigen Nummer angegeben sin& Daraus 
folgt, dass bei keiner Gruppe eine perspectivische G~ fehl~, und dass 
mehrere solche G 2 auftreten miissen, falls andere cyklische Grupl0en 
ats G s oder ihre Untergruppen G~ und-G 2 vorkommen. 

Wit nehmen zuerst an, die soeben erw~hnten G 4 und Gs treten 
nich~ auf. Man kann yon einem bestimmten Perspectivit~tscentrum 0 
einer G~ ausgehen. Sollen andere Perspect~vitiitscenCra vorkommen, 
so miissen dieselben entweder zu je zweien in gerader Linie dureh 0 
liegen oder auch in der Perspectivit~itsebene belegen sein. Nun stossen 
in jedem Centrum drei Gerade zusammen, welche bei der G~ unver- 
tauscht bleiben; die Paare der sich vertauschenden Geraden treffen 
abet einander in der Perspectivi~tsebene. Die einzigen Punkte dieser 
Ebene, in denen drei Gerade zusammenstossen k5nnen, sind somit die 
Schnittpunkte mit den 3 (lurch 0 gehenden Geraden. Von diesen drei 
Punkten k5nnen keiner, einer oder auch alle drei neue Perspectivitii~s- 
centren sein; nich~ aber zwei, weft der dritte Punkt schon durch diese 
2 perspectivische G 2 mit den beiden anderen ver~auscht wird und so- 
mit dieselbe geometrische Bedeutung besitzen muss. Wir wollen diese 
drei F~lle in Reihe behandeln. 

a) Xei~ neuvz 2ers2ectivit~scentxum i~ der ~um Centrum O gehgrigen 
t)erspectivit~tsebene. Giebt es bier auch kein anderes Centrum, so haben 
wir die einzelne ~ers2ectivische G ~ .  Liegen abet zwei Centren in 
gerader IAnie yon 0 aus, so erhalten wir die diedrische G 6. Solten 
mehrere solehe Paare vorkommen, so miissen auch yon jedem dieser 
Centxa die iibrigen zu je zwei in gerader Linie liegen. Man ermittelt 
leicht die Bedingung, dass 9 Perspeetivit~itsceatl~ die Wendepunkts- 
configuration eiaer ebenen C a bilden sollen. Hier erhiilt man die Gs4. 

b) In  der l~erspectivitY2sebene liegt ein einziges 1)ers~ctixit~sce~um. 
Wenn keine anderen Centxa vorkommen~ haben wit die VierergruloIge. 
Lie~ abet ein einziges Paar in gerader Linie dutch O, so erlangea 
wit die d/ed~/sche Gt2; das Centamm in der erwr~n~en Ebene bleibt hier" 
5berhaupt unveztauschL Wenn mehrere solche Paare vorkommer~ 
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so mass, da drei in gerader Linie liegende Centra nothwendig bei der 
Gruppe mit einander vertauseht werden, aueh jedes dieser (~entr,~ 
(lurch eine auf der Fl~che liegende Gerade mit einem anderen verbunden 
sein, die iibrigen Perspectivit~itscentTa abet miissen yon demselben aus 
zu je zwei in gerader Linie tiegen. Diesen Bedingungen geniigeu wir 
nur in der Weis% dass insgesammt 6 Centra vorkommen~ welche die 
Ecken eines vollstiindigen Vierseits bilden~ wobei die drei Diagonalen 
der -~V' s angehSren. Wir gelangen also bier zur Oktaedergr~p~e. 

c) .Drei _Pers2~e~ivitgtscentra in der _Perspectivitiitsebene yon O. Giebt 
es keine anderen Centra, so erhalten wit bier abermals die diedrische G n. 
Sollen wit abet zu neuen Grappen gelangen, so miissen ersiehflich in der 
Perspectivitiitsebene jedes Centrums drei Centra belegen sein; wJr 
kSnnen ja irgend welches Centrum als O wiihlen. Bier giebt es nun 
zwei MSglichkeiten: entweder enthalten die Perspectivit~tsebenen der 
drei in derselben Perspectivit~tsebene liegenden Centren diesdben drei 
CenCra oder nicht. Marl erschliesst ohne Mfihe, dass in erst~rem Falle 
die Geraden dureh je drei Centra die 6 Kanf~n eines Tetraeders bilden; 
in letzterem Falle aber die 10 Kanten eines Pentaeders. Dieser Fall 
giebt die Gj~0~ jener die G~48. 

Wir betrachten nan die cyklische G4~ deren Un~ergruppe G~ per- 
specfiviseh ist. Die yore Centrum 0 dieser G2 ausgehenden Geraden 
der .F 3 k5nnen aus der zugehSrigen Perspec~ivit~tsebene keine neue 
Perspec~vitKtscentren ausschneiden. Dutch die fragliehen Sehni~tpunkte 
kSnnen nEmlich keine anderen Geradea der Fl~iche gehen~ weil solche 
bei der G 4 zu je vier vertaascht werden. Sollen also andere Centra 
existiren, in welche 0 bei der Gruppe iibergefiihrt werden kann, so 
miissen dieselben zu je 2 in Geraden dutch 0 liegen. Wir findea, wie 
vorhin, die MSgliehkeit, class 9 solche Centra die Configuration der 
Wendepunkte einer ebenen C 3 bilden. Die zugehSrige Gruppe ist 
die Glo s. 

In gleicher Weise beweisen wit, dass die cyMische G s in keiner 
hSheren Collineationsgruppe der 2' 3 enthalten sein kann. 

5. Aus den vorigen Entwicklungen erhalten wir das Resulfat, dass 
die typischen Gruppen M 6 die folgenden 7 sind: 

1) 1)iedrische Gs ; 
2) Diedr~he Gr~; 
3) Oktaedergrup2e G24 ; 
4) Die Gl~o~ welche dutch die Vertausehungen der 5 tYntaeder- 

ebenen entsteht; 
5) G~4; 
6) a~o~; 
7) G~s. 
Wie schon in der 3. Nummer angedeutet wurde, weicht Hrn. K a n tor ' s  
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Aufz~hlung*) yon der obigen in zwei Hinsichten ab, indem er n~mlich 
ffir den Fall 1 die Ordnung 12 start 6 giebt mad eine reducffible Gruppe 
yon der Ordnung 8 hinzunimm~, welche ohnehin immer als Unter- 
gruppe tier Okta~ergruppe auftritt. 

Bei den ersten 4 Typen kann die Abbildung in der Weise bewirkt 
werden, class eine ausgezeichnete H~lfte der ebenen Transformations~ 
gruppe aus Collineationen besteht. Das fmadamentale Sextupel bildet 
damn, wie schon yon Hrn. Kan to r  bemerkt, in den Fgllen 1 und 2 
zwei dreifaeh bez. vieffacb perspective Dreiecke, in den F~llen 3 mad 4 
ein sechsfach bez. zehnfach Briamchon'sches Sechseck. Hr. K a n t o r  
hat auch die charakteristischen Eigenschaften des fundamentalen Sex- 
tupels bei den drei tibriffen Typen angegeben. So kann man z. B. im 
Falle der G~s als Fmadamen~lpmak~ die Ecken zweier Wendepunl~- 
dreiecke einer C 3 also zweier sechsfach perspeetiven Dreieeke erhalten. 

Die diedrische G 8 tritt als Untergruppe bei den iibrigen 6 Gruppen 
auf. Desgleichen sind diedrische G,~ und Oktaedergruppen Unter- 
gruppen der G10s mad Gs4 s. Bei den weiteren innerhalb tier ver- 
sehiedenen Gruppen auftretenden Untergruppen wollen wir mas nieht 
aufhalten. 

w  

Die 6rappen M 7. 

1. Bei der im vorigen Paragraphen besprochenen eindeutigen 
Al~bildung einer Fl~che F~ auf eine Ebene wurde das System der 
Querschnit~ in das System der dutch die 6 Fundamentalpunkte hin- 
durchgehenden Cs iibergeflihrt. Hier betraehten wir das Netz der Cs, 
welche dureh noch einen 7. Basispunkt bestimmt sind. Diesem Netze 
entsprieht auf der F s das System tier Querschni~e durch den Bildpmakt. 
Den Gruppen yon birationalen Transformationen, welche ein System 
yon G3 durch 7 Punk~ invartant lassen, entsprechen also Gruppen 
yon birationalen Transformationen auf den Fl~chen F3, bei denen das 
Netz der Querschnitte durch einen bestimmten Pmakt der beztiglichen 
~ invariant bleibt. 

Die Beriihrungseurve des Tangentenkegels der ~'3 yon diesem 
Punkte P liefert ersichtlich eine bei der Gruppe invariamte Curve. 
Dieser Curve entsprieht in der Ebene die Jakobi'sche Curve des Netzes 
der C3. Projieirt man die Fa veto Pmakte 2 auf eine Ebene E, so 
ist diese Ebene zweideutig auf die 2~a, also aueh auf die Ebene E '  des 
Netzes der C a bezogen. Dabei ist die Projection jener Bertihrungs- 
curve eine Uebergangscurve, deren Pmakten zusammenfallende Pmak~ 
en~preehen. 

*) ,,Theorie 4~c r Gruppen"~ S. 79. 
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Die Berfihrungscurve ist die Schnittcurve der F 3 mit der ers~en 
Polare yon/a;  dieselbe ist somit yon der 6. Orelnung uad besitz~ einen 
Doppelpunkt in :P. Ihre projicirte Curve auf die Ebene 2~ ist folglich 
eine C 4. Die 28 Doppeltangeaten dieser C 4 ~ind die Spuren der 27 
Geraden der /v  3 und der Ber~ihrungsehene in /c: Die Jakobi'sche Curve 
des Q-Netzes in der E ~ n e  ~" ist eine C 6 mit Doppelpunkten in den 
7 Fundamentall)unkten; dieses :Resultat erhiilt man entweder direct 
oder auch dutch die Abbildung der Uebergangscurve. 

Den 28 Doppeltangenten entsprechend, kann eine ebene C 4 auf 
28 verschiedene Weisen aus dem Tangentenkegel yon einem Punkte 
einer /v s erzeugt werden. In der That, sei 

fi (xi, 0 
die Gleichung einer Doppeltangente, dann kann die Gleiehuag der C~ 
in der Form 

4 t i f f  - - -  o 

geschrieben werden, und man erh~lt sogleich als Gleichung der frag- 
lichen ~s: 

x4:f, + x4 f.~ + fa ~-~ 0 " ) .  
Le~tere Gleichung kann nat in der Weise geiindert werdea, dass 
a x  a ~- bx  s -~- cx: ~- d x  I start x 4 gesetzt wird, also ist dieselbe in 
projeetiver Hinsieht eine bestimm~e. Man hat bekanntlich aueh ovs 
projectivisch versehiedene C 4 und uur oo ~ F.a, abet yon den ov 2 Punkten 
einer /~'3 erzeugt man in der obigen Weise ex~ 2 C~. Man darf also 
sehon aus diesem Grunde erwarten, dass jeder C 4 nut eine endliche 
Zahl yon 2' a zugeordnet ist. 

Den geraden Linien der Doppelebene .E oder den dutch ~P gehen- 
den Quersehnitten der /~'a en~sprechen~ wie bemerkt, in der Ebene ~ '  
die C s dureh die 7 Fundamentalpunkte. Dabei en~spreehen abet den 
Geraden, welche die C a ber~ihren~ Ca mit (~, un(~ insbesondere den 
28 Doppeltangenten zerfallende C 3. Von den Doppeltangenten sind 
ja 27 sowohl die Bilder der 27 Geraden der F s als auch der Kegel- 
schnitte, welehe in den durch diese Geraden und/~ bestimmten Ebenen 
liegea, mad die 28. das Bild des Punktes P lind der in dessert Tan- 
gentenebene liegenden Curve. Man hat also in der Ebene 2~' 28 Paare 
zusammengehSriger Fundamentalcurven~ welche man unmittelbar aus 
der Abbildung der 27'3 aufziihlen kann, Dieselhen sind: die 7 ~'unda- 
mentalFu~kte at ( i -~  1, 2 , . . . ,  7) und die 7G~ a[, welehe je im zu- 
gehSrigen Punk~ a~ einen Doppelpunk~ besiizen und dutch die 6 iibrigen 
gehen; die 21 Geraden (a~a~), welche je 2 Fundamentalt)unkte a~ und 
a~ verbinden, und die 21 zugehSrigen Xegelschnitte (a~a~)', welche 
jedesmal dureh die 5 tibrigen Fundament~lt)unkte hindurehlaufen. 

*) Vgl. Kant~r, Acta Matheraatica XIX, S. 182. 



Das System der 7 Doppeltangenten, welches in die a~ und a~' 
abgebildet worden ist, nennt man ein Aro~l~olA'sches ~qeptupel. Es 
giebt 288 solche Septupel; jede Doppeltangente gehSrt n~mlich zu 72, 
da man ja die 6 iibrigen auf eben so viele Weisen wiihlen kann, wie 
es auf der E 3 Gruppen yon je 6 sich nicht sehneidenden Geraden ~ebt. 

Wir betrachten jetzt diejenige involutorische Transformation O~ 
der Ebene .N'~ welche aus der Vertauschung der beiden BlOtter der 
Doppelebene /~ herrfihr~. Dabei bleibt ersichflich jeder Punkt der 
Jakobi'sehen C 6 invarian~, und jede C~ des fundamentalen Netzes 
erleidet eine involut~rische Transformation in sich~ bei welcher ihre 4 
ausserlmlb der Fundamentalpunkte belegenen Schnittpankte mit jener 
C a lest bleiben. Jede zwei Fund~mentalcurven, welehe die Bilder 
derselben Doppeltangente sind, werden mit einander vertauschk Folglich 
gehen die Punhte al and die C 3 al  in einander fiber; dieselben liefern 
somi~ die ttauptpunkte und tlauptcurven der fraglichen Cremona-Trans- 
formation, welche yon der 8. OMnung sein muss. 

Man kann natiirlieh bei der Abbildung der Doppelebene/~ auf die 
einfache Ebene /~" ein beliebiges der 288 Aronhold'sehen Septupel als 
den 7 Fundament~]punk~en a~ entsprechend herausw~hlen; doeh iinder~ 
sich freilieh die gegenseitige Lage dleser Punkte nach dem zu Grnnde 
geteg~n Septupel. Dem Uebergange yon einem Flauptseptupel zu einem 
anderen entsprechen in /g" zwei birationale Transformationen, welche 
vermittelst der Transformation 02 aus einander hervorgehen; die Summe 
der Ordnungen clieser beiden Transformationen ist immer 9*). 

2. Bei den Transfbrma~ionsgruppen M~, welche ein durch 7 Pankte 
bestimmtes Ne~z yon Q in sieh tiberftthren, bleibt ersichtlieh die 
Jakobi'sche C~ invariant. Wit brauchen also nut diejenigen Grutopen 
aufzusuchen, welche diese Curve gestatten kann. Dieses Problem 
erledigen wit durch die Aufsuchung der miSglichen Collineations- 
gruppen der Uebergangseurve C 4 in der Doppelebene. In |etzterem 
Falle handelt es nur yon Collineationen, weft hier das System der 
adjungirten ~-Curven aus den Geraden besteht; die C 4 kann niimlieh 
keine Doppelpunkte besiLzen, ohne dass die Gruppe auf eine der 
frfiher behandetten Typen zurtickgeffihr~ werden kSnnte. 

Die C~ yore 13eschlechte p ~ 3, welche dutch cyklische Collinea- 
tionen in sich fibergehen, sind in der folgenden IJebersich~ en~halten**): 
I.  

*) Die bier besprochene rational eindeutige Abbildung einer Doppelebene 
auf sine einfache Ebene mit einer Uebergangseurve, welche dureh Cremona- 
Transformationen auf eine O~ des Gesehlechtes i~ ~- 3 gebrach~ wexden ~.~., is~ 
zuerst van C l e b s c h  (Match. Annalen Bd. III). sparer yon de Paolis und anderen 
behandel~ worden. 

**) Dieselbe wurde yon Hrn, Kantor gegeben, Aketa Math..IX, S. 157. 
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2. ,~f,(x~, x ~ ) + f d x , ,  ,~.,) ~, 1, j .  
3. x.~xl  ~ + x~x~x~ ~ + xs~x~ + x2~x~ + xt 4, 1, ,h 3 "~. 

4. x~+f4(x~,  xD, 1, 1, i .  
5. xa4+ xs~x~x.~ + x~4+ x~x~ + X~ 4, 1, ~1 ,  i. 

6. x3~xt + x~ ~ + x~x~ ~ + x2 ~, 1, - -  1, j .  

7. a~s3x2 + X23X i --~ XlaX3, e, e 2, e~. (,s7--~-t) 

8. x3*+  x~ax2 + x~x~ a, 1, - - ] ,  1 "-['~_. 

9. xsSxt "3 W X]3X2 -~- X2 4. 1, ?13, ~1" (*I 9= 1) 

10. x~ + x~ + x~x~ ~, 1, j, i. 

Jede solche Collineation liefert durch Vermittlung yon O~ zwei 
TransformatSonen in der Ebene 1~'. Hr. K a n t o r  hat d~ejenigen Typen 
seiner Preissehrift bestimmt, mit denen diese Transfbrmationen identisch 
sind. So erh~l~ man aus den Collineationen 2, 6, 9, 10 die schon bet 
den Gruppen Ms auf/re/enden Typea Aa, Bs, B0, B12 wieder. Dieselben 
Transformationen ]iefern durch Combination mi~ O 2 die neuen Typen 
F('~ A~. Bts , B~*). Die Col]ineationen 3 und 7 geben I'6 ~ und B14. 
Die eine aus 4 herrfihrende Transformation ist E4; dieselbe ist dureh 
die Invarianz aller Punkte des Bildes yon x~ ~ 0, also ether eIliptisehen 
Curve, charakterisii~. Die iibrige~ Transformationen ]assen sich auf 
Collineationen oder den orthanaUagmatischen Typus reduciren. Die 
Gruppen yon F~', F~", Bt4 und Bls enthalten O~ als Unt,er~m~appe. 

3. Hr. K a n t o r  ha~ in seiner spiiteren Arbeit ~'*) versucht, diese 
Transformai-ionen zu endlichen Grappen zu combiniren. Indessen 
stimmen seine Resultate beziiglieh der vollst~ndigen Collineakions- 
gruppen der ehenen C~ nieht mit denjenigen iiberein, welehe ich schon 
in einer friihe~ erschienenen Arbei~ gegeben habe***), Dabei zogen 
wir aug einer ~on Hrn. H u r w i t z  aufgesteUten Gleichung-~) diree~ den 
Schluss, class zu den eindeutigen Transformationen eines Gebildes 
yore Geschlechte p ~-- 3 in sich nur die Primzahlperioden 2, 3 und 7 
gehSren kSnnen. Wir wollen bier eine neue Ableitung der fraglichen 
Grappen gebem 

*) Bei den fraglichen 4 Collineat~onen exis~r~ eine fes~ Undulations- 
tangerine; diese oder j~ne Typeu erhalten wir, je nachdem die fiber einander 
liegenden BlOtter dieser Und~lationstangen~ vertauscht werden oder nieht. 

**) ,,Th. d. endl. Gruppen". S. 8-2. 
***) ,,Ue~er die ~r Curv~ ~ d  di~,~ige~ ~ra G~ch~r~e p----3, 

wd, ch~ ei~ige Transformation~ i~ sich ~uh~ssen." Anh. d. Abh. d. KSnigl. 
Schw. Akad. d. Wissenseh., Bd. ~I, Abth. I, Nr. I (1895). 

"]') Maf, IL Ann. ]M. X:~dI.  
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Aus der in der vorigen Nummer gegebenen Uebersiah~ ersieh~ 
man, dass eine altgemeine niche hyperelliptische Curve 

(2) 5 ( x , ,  x~, x~) ~- 0 
yore Gesehlechte lO ~ 3 dureh keine yon der Ide~titgt verschiedene 
Collineation in sieh tibergeht. 

Die symmetrische Curve 

(2) x~a + x32f~(x,, x~) + f4 (x,, *2) = 0 

gehr dutch eine harmonische 1)ers~ectivittit in sich iiber~ welche mit 
der Identit~it eine G~ bildet. Durch das Perspectivit~tscentrum x 1 ~x~ ~--0 
gehen 4 Doppeltangenten: 4fa --  f2 ~ ~ 0. Die bet der Transformation 
festen Punkte x a ~---f4 ~ 0 sind sextactische _Punkte~ in denen also ein 
Kegelschnitt 6 auf einazader folgende Sehnittpunkte mi~ der Ca hat. 
Soleher sex~actisehen Punk~e giebt es nach C a y l e y  auf einer ebenen 
C~ n(12n~27) ,  also auf einer Ca 84:. Kein Punk~ der C a kann auf 
zwei (oder mehr) Perspeetivitiitsaxen liegen i auf der Tangente wIirde 

�9 ja dureh Combination der be.ziigliehen Perspeetivit~ten eine nicht end- 
liehe bin~re Gruppe erzeagt werden. Die hSchste ZaM der m5glichen 
Perspeetivi~ten ist also 8 4 : 4  oder 21. Diese Zahl wird aueh erreieht, 
ni~mlieh bet der G16 s. 

Ist f2-----0 ein Paar in einer der drei durch die gegenseitige Zu- 
ordnung der Elemente yon fa bestimmten Involutionen~ so kSnnen wir 
die Gleiehung auf die Gestalt 

(3) -t - (ax,2 + b :) § x /  + c x /  + 0 

bringen. Hier treten drei Perspectivit~ten auf, und die Gruppe ist 
eine Vierergruloe. 

Wenn die Elemente yon fz ein zusammengeh5riges Paar in zwei 
der drei erwiihnten Involutionen bilden, wobei f~ einen der drei funda- 
mentalen quadratisehen Factoren der Jakobi'schen Covariante J6 yon f4 
abgiebt, so is?~ die Gruppe eine diedrische G s. Die Gleichung (3) 
nimm~ bier die Form 
(4) xaa-- [- axa2(xl~.-}-xe 2) --}- xl4--~ bxl~'x~--~ x~4----~ O, 
and man erh~il~ hieraus die Form 5 der vorigen Nummer, falls man 
die in x a ~ 0 liegenden Coordinatenecken in die Pankte x~ e -}- x~ -~ ~ 0 
verlegt. 

Hier biete~ sich yon selbst der Specialfall, dass a ~ b, also: 
(5) X34 "~ X24 --~ Xl 4 + a(x12x22-~x12x32.-~X22X32) = O. 

Die Gruppe is~ bier eine Gea ~ welehe dutch Combination der Zeichen- 
wechsel and der Vertauschungen der x~ erzeugt wird. Dieselbe ent- 
steht aueh durch die Permntafionen der 4 Gexaden x, ~ x~ ~__ x a ~ 0, 
welche Doptmltangenten der C a sind, und ist sonach mit der OMaeder- 
grup/ae hotoedrisch isomorph. 
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Hr. K a n t o r  hat die Gruppen der (~urveQ (4) und (5) unrichtig 
bestimm~*). Er behauptet n~mlich~ dass jen~ Cul~ve 7 involutorische 
Perspectivit~ten und diese deren 15 gestate. Diese Anzahl Per- 
spec~vit~ten tri~ dagegen bei den Curven auf, welche eine Collinea- 
tionsgruppe G~ bez. Gas besi~en, aber auch hier gehSren dieselben 
keiner Untergruppe G s bez. G24 an. 

Die einzigen GrQppen, bei denen keine anderen cyklisehen Gruppen 
als G~ und nich~ perspectivische G 4 vorkommen, sind die zu dell 
Cmwen (2), (3) und (4') gehSrigen. Die Ordnung ~n muss n~mlieh 
Theiler yon sowohl 24 als 56 sein, well die 24 W ende'punkte und die 
56 13eriihrungspunl~ tier Do~peltangenten sieh in Gruppen zu je ~ 
vertausehen; dieser Scbluss wird nieh~ dadurch beeintrKchtig~, dass 
etwa bei einer G~_ Undulationspuntds lest bl~iben kSnnen, well ein 
soteher mit zwei Punkten jedweder Art Kquivalent ist. Die Ordnung 
muss also entweder 2, 4 oder 8 sein. ]Nun haben wit soeben gefunden~ 
dass die eyklische G 4 stets als U~tergruplae einer diedr~sehen G s vor.- 
kommt. Aus lauter G 2 l~ss~ sich abet in der Ebene nut die Vierer- 
gruppe zusammensetzen ; denn die Aufeinandeffo]ge zweier harmonisehen 
Perspectivit~iten ]iefer~ nur dann eine eben solche Transformation, wenn 
jede Axe dutch das zur anderen gehSrige Cen~rum geht. 

Einer 04, welche bei einer nich~ perspectivisehen G3 invariant 
bleibt~ kann man die Gleichlmg 
(6) x~'~:~2-t - a x s ( x l ~ - x ~  ~) W bx~z~ x~ �9 x~ 4 ~ 0 

geben. Bei dieser Ga bleiben die Beriihrungspunkte der Dolo1~eltangente 
x~-~ 0 fest. Die G~ is~ stets Untergrup].~e eiuer diedeische~ G~ und 
in keinem Falle, wie Hr. K a n t o r  zu glauben scheint, die vollst-~ndig~ 
Collineationsgruppe der C a. Dies wird besonders einleuehtend, falls 
man x~ und x., durch x~ -J- ix~ bez. x~ ~ ix~ ersetzt. Die C~leichung 
erh~lt dann die Gestalt 

(6a) (x~--[-x~) ~ 3 V 2ax~x~(x~--3x~ ~) ~- bx~(x~-~-x~ ~) -[- x~ ~ -~ O. 

Man ersieht leicht, dass die Curve ~]rei perspectivische Transformationen 
in sich um die drei Axen x ~  0, x~-~-;r~ ~/3 ~ 0  besitzt, welche die Be- 
r~hrungspunkte der Doppeltangente xa ~ 0 vertauschem Entsprechend 
den 28 Doppeltangent~n, kann eine C~ hSchstens 28 solche diedrische 
Ga besitzen, welehe Zahl auch bei tier Gl~s en'eicht, wixd. 

Geht die C~ bei einer hSheren Gruppe, in welchcr die Diedergruppe 
Gs eine Untergruppe bildet, in sich iiber, ~o muss die Doppeltangen~ 
x~ ~ 0 mit wenigstens drei anderen vertausehbar sein, welche dutch 
die cyklische G~ sic, h permutiren. Wenn die Zahl der mi~ x~ ~ 0 
~quivalen~en Doppelt~ngenten n ist~ so ergieb~ sich nach bekannten 

*) a. a. O., S. 88, Theorem CI und Theorem CII: 12, 13. 
~ t h e m ~ t L ~ h e  ~ n ~ l c n ,  X L ~ X L  



S~tzen 6~ als Ordnung der Grupps. Ist ~---~4, so erh~l~ man die schon 
behandel~e Oktaedergruppe. Wenn n > 4, miissen in der Gruppe 
Collineationen vorkommen, bei denen Wendepank-~e lest bleiben, weil 
hier der Grad der Gruppe grSsser als die Zahl dieser Punkte ist. Alle 
Gruppen, in denen Col!ineationen mi~ festen Wendepunkten auftreten, 
leiten wit im Fo]genden ab. 

Bei der perspectivischen G~, welche die Carve 

(7) x 3f,(xl, + = 0 
besitzt~ sind die auf der Axe x 3 ~-0 liegenden Punkte Wendepunkte, deren 
Tangenten dutch das CenCrum gehen, und dieses ist ein Undulations2unkL 

Man frag~ sich, ob die so erhaltene Curve noch weitere Collinea- 
tionen in sich gestatten kann. Das geschieht, wenn die bin~re Form 
fa (xl, x:) eine yon der Identit~t verschiedene Gruppe yon Transforma- 
tionen in sieh besitzt, bei denen fi (xl, x~) ~ 0 einen Fixpunkt abgiebt. 
Oaffir is~ erforderlich, dass ]etzterer Punkt entweder der Jakobi'schen 
oder, falls n~mlich die quadratisehe ]nvariante yon f4 verschwinde~, 
der Hesse'schen Covariante yon f4 angehSrt. In jenem Falle erh~l~ 
man leiehr die Gleiehung 

(8) xa3xl -~- xi a + axi2x~ ~ + x~ 4 ~ 0 
and als Transformationsgruppe die cyklische G~. Der andere Fall abe~ 
gehSrt zur cyklischen Gg, wobei die Gleichung der ~ die i'olgende ist: 
(9) x3~x ~ + x~x2 + x: 4 ~ O. 

Sollen in der Gruppe andere perspeetivisehe G 3 auf~reten~ so miissen 
die zugehSrigen Centren und Axen dutch die gegebene Gs zu je drei 
in einander fibergehen. Allein es kSnnen auch hSehs~ens 4 solche G a 
vorkommen, denn die vier Undulationspunkte und 16 Wendepunkte, 
welche durch die Centren und Axen gegeben werden, liefern die Ge- 
sammtzahl yon 24 Inflexionen. Die bin~re Gruppe, welche auf der 
durch die 4 Uadulationspunkte gehenden Geraden erzeugt wird, enth~lt 
4 G  a and is~ die Tetraedergruppe. ~ehmen wir x: ~ 0 als Gleichung 
dieser Geraden und x t ~ x s ~ 0 als Schnittpunk~ der 4 Perspeetivit~ts- 
axen, so l~s t  sieh die Gleiehung der C 4 leicht auf die Gestalt 

bringen. Die Gruppe is~ eine G~s , we]ehe dutch Uombina~ion der 
Te~raedergruppe der Form xaax~ + x~* und der dutch die Substitution 
x;  -~- ix~ entstehenden G, erzeugt wird. Dieselbe enth~lt vier eyklische 
~ : .  Hr. K a n t o r  giebt 72 als die Ordnang dieser Gruppe; dabei 
begeht er den merkwtirdigen Fehler, dass er ausser den 48 erw~hnten 
Collineationen noch 24 hinzanimmt, ohne jedoch deutlich anzugeben, 
wie diesetben entstehen sollen*). 

*) a. a. O., S. 86, Theorem XC. Sowohl die G~s als dir folgeaden G~ trod Gm 
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Die Gruppe der Curve 
(11) x34 + f4(xi, x2) ~-- O, 

welehe eine perspectivische G 4 besitzt, entsteht als Combination dieser 
G4 mi~ der Vierergruppe, welche die bin~re Form f4 in sich fiberffihrt; 
dieselbe ist somit eine GI~. Nur in zwei F~llen besitzt f4 eine hShere 
Gruppe: wenn die quadratische Invariante versehwindet, is~ dieselbe die 
Tetraedergruppe, und wir erhalten die Curve (10) mit einer G4s; is~ da- 
gegen die eubische Invariante T == 0, so besteh~ jene bin~re Gruppe aus 
einer diedrischen Gs, und die Gleichung (11) l~iss~ sieh mff die ein- 
fache Form 
(12) x34 + x24 + x14 ~ 0 

bringen. Die Gruppe ist eine G96 , welehe dutch Corabina~on einer 
Gt~ , welche die Coordinatenaxen unvertauseht l~isst, mit der Gruppe 
ihrer 6 Vertauschungen entstehL Die G96 enthNt 6 eyklische Gs, bei 
denen je zwei der 12 Undulationspunkte invariant bleiben. 

Wir haben jetzt alle Collineationsgruppen der C 4 erhalten, in denen 
perspectivische Gs oder G 4 vorkommen kSnnen. Doch sollen ia den 
etwa noch fibrlgen Grut~pen Collineationen mi~ festen Wendepunkten 
anffa'eten, was noch nur bei den G~ zutriffk Es bleib~ also bloss eine 
Gruppe iibrig, diejenige der Curve 
(13) x33x2 + x~.3x~ + x~x3 = O. 

Von dieser in der neueren.Littemtur in ausgiebiger Weise behandelten 
Curve ist es abet bekannt~ dass dieselbe eine einfache Gruppe yon 168 
Cdlineationen in sich zul~sst. Unter anderen Untergruppen enth~lt 
die G~6 s zwei Systeme yon je sieben gleichbereehtigten Oktaedergrappen. 

4. Aus jeder der erhaltenen 13 CollineatioQsgruppen l~ss~ sieh nun 
dutch die Abbildung der Doppelebene auf eine einfa~he Ebene eine 
Gruppe yon doppelter Ordnung herleiten. Hier trit~ nun jedesmal 
eine einzige ausgezeichnete Transformation O~ auf. Anderseits existirt 
aber aueh eine ausgezeichnete Untergruppe, welche mi~ der Collinea- 
tionsgruppe der C~ holoedrisch isomorph ist. Dies ist in denjenigen 
F~illen besonders leicht zu bewejsen, wo bei der Collineationsgrappe 
ein nich~ auf der C, belegener Punkt fes~ bleibt; man braueht ja nur 
die Bedingung aufzuerlegen, dass die dort fiber einander liegenden 
Punkte der Doppelebene nieht permutir~ werden sollen. Auch in den 
fibrigen drei F~llen der G~4, ~ 6  und G~s l~isst sich jene mit der 
Collineationsgruppe isomorphe U~tergruppe nich~ schwer herstellen. 

Als Endergebniss folg~ bier eine Aufz~hlung der 13 Grappen M~. 
Dabei verweisen wit in jedem ]!'alle auf die in der vorigen Nummer 

samm~ den zugehSrigen U~ sind aus der Theorie der ellipgschen Modulfunc~ionen 
bekannt. Man sehe etwa K l e i n - F r i c k e ,  ,, Mod~dfunctionen I", S. 675, 678, 701. 

15" 



228 A. W I ~ .  

gegebene Gleichung der fundamen~len C 4. Auch wird jedesmal die 
Zahl ~3~ tier unabh~ngigen Moduln dieser Curve angegeben. 

a. M--~-- 6. 
1) G 2. H1. (1). Die Go wird dureh O~ erzeugt. 

b. M ~ 4 .  
~) a~. H1. (2). 

c. M~-~-3. 
3) G s. G1. (3). Die G 4 und G s bestehen aus lauter involuto- 

risehen Transformationen. 

4) G16. G]. (4). 
5) G,~. G1. (6). 
6) as. Gt. (7). 

7) G~. G~. (5) 
grul)pe isomorph. 

s) G,~. H~. (s). 
9) G32. H1. 01). 

d. M ~ 2 .  

Diese Gruppe ist yore Diedertypus. 
Die Gruppe ist die cyklische yon F~". 

e. M ~ I .  
Die Gruppe ist mit der ,,erweiterten" Oktaeder- 

f. M = 0 .  
Diese Gruppe ist die cyklische yon Bls. 10) G~s. HI. (9). 

11) Gg~. G1. 0o). 
12) a ,~ .  H1. (12). 
13) G~6. H1. (13). 
Da Hr. K a n t o r  die zu den Curven (4), (5) und (10) gehSHgen 

Collineationsgruppen unriehtig bestimm~ hatte, mfissen dureh diese 
Fehler auch diejenigen Gruppen in seiner Aufz~hlung*), welehe den 
obigen F~llen 4, 7 und 11 entsprechen, nicht mit den gebiihrenden 
Eigensehaften erhalt~n werden. Hr. K a n t o r  g~ebt aueh als viero 
zehnten Fall die cyklisehe Gruppe yon F6'. Dieselbe tritt abet immer 
als Untergrul~pe der GI~ unseres 5 Falles auf. Mil gleichem Rechte 
kSnnten also andere Untergruppen innerhalb der verschiedenen Gruppen 
mitgenommen werden, was abet die Uebersicht sehr erschweren wfirde. 

w 
Die Gruppen Ms. 

I. Auch diesen Fall, dass bei der Gruppe ein invarian~es System 
yon C~ mit 8 Doppelpun~en exis~irt, kSnnen wit dutch die Fliichen 

*) S. 91 der r ArbeiL 
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3. Ordnung F~ beleuehten. Dabei m5gen 6 yon jenen Punkten die 
Fundamentalpunkte bet der Abbildung der bezfiglichen /~s darstellen; 
die beiden iibrigen siad somit die Bilder zweier Punkte derselben Fl~che. 
Dutch jene 8 ~hndamen~alpunkte in der Ebene wird der 9. Basispunkt 
eines Btischels yon Q bestimmt. Dem entsprieht auf der 2'. 2 der dutch 
die Verbindungsger~de der erwiihnten beiden Punkte ausgeschnittene 
Punk~. 

3)as System dec ~a Cs mit den 8 festcn Dojo~ettmnI~.n erh~ilt man 
als Bild eines Systems yon Q,  welches auf der F~ dutch diejenigen _~ 
bestimmt wird, welche die t~. a in den heiden festen ~unktzn, 0 und 01, 
ber,iihren; insbesondere sehneidet der _F, benenbi~schel dutch 00~ aus der 
F. a ein System yon C~ aus, wdches dem ebenen C~.s entsl~richt. 
Unter den cx~ ~ /e 2 existirt eine endliche Anzahl, welche die /~'3 noch 
in 3 Punkten berilhren. Das Geschlecht der Schniltcu~ve ist im All- 
gemeinen 2, reducir~ sich aber um eine Einheit durch jede ~eue Be- 
riihrung. Dieselbe muss somit in den geduchten F~illea no~wendig 
zerfallen, und wir erhalten sofort durch Bet rachtungeu in der Ebene 
120 LSsungen. Die C s zerfallen niimtich bier auf 8 Weisen in einen 
Punkt und eine C 0 mit dreifachem Punk~e dortselbst; in gleieher Weise 
zerfallen 28 C~ in eine Gerade und eine Q ,  56 in einen Kegelschnitt 
und eine C 4 und 28 in zwei C s. . Die Bilder dieser 120 paare yon 
Fundamentaleurven auf der F 3 lassen sieh leicht bestimmen, 

Man erh~l~ nun leieht eine involuf~risehe Transformation 2~, 
welehe jede zwei so zusammengehSrige Fundanlentaleurven vertauseht. 
In der That, betraehten wir das System der Kegelsehnitte~ welehe in 
0 uud 01 die Fa berfihren~ so schneider jeder aus tier F.~ noeh zwei 
Punk~e aus. .Dutch die Vertauschung letzterer .Punk~e entsteht di~ 
Transformation ~2, Dieselbe definirt in der Ebene eine Cremona.- 
Transformation yon tier 17. Ordnung, bei welcher 8 Fundamental- 
puukte a~ mit 8 FundamentaIcurven ai' seehster Ordnung vertausehl 
werden, wobei die Curve a~' einen dreifachen Punkt in a~ und Doppel- 
punkte in den 7 a~derea Ft~ndament~lpunkten besitzt. 

Bet 22~ giebt es einen isolirten fasten J?unM,, den durch die Gerade 
00~ auf der F a bestimmten Punk~ oder den 9. Basispunkt des ebenen 
Cs-Biischels. Die iibrigen festen Punkte erf~illen eine Curve, in deren 
Punkten Kegelschni~te des erw~ihaten Systems die ~z berfihren. Jeder 
Quersehnitt dutch 00~ schneider drei Puukte dieser Curve aus, niimlieh 
diejenigen, welehe denselben Tangentialt)unkt wie der isolirte feste 
Punkt besitzen. Die entsprechende Curve in der Ebene erh~lt man 
als Jacobi'sehe Curve irgend einer C~ des 0r ~- Systems und zweier C s 
des Biisehels. Dieselbe ist eine C~ mit dreifachen Punkten in den 8 
Fundamentalpunkten und besitzt folglieh das Gesehleeht /9 ~ 4. 

Man kann die ~s in der Weise eindeutig auf eine Doppelebene 
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abbilden, dass die heiden dutch denselben Kegelschnitt des Systems 
ausgeschnitCenen Punkto fiber einander liegen. Hiermit ert~alten wit 
auch diejenige eindeutige Abbildung einer Doppelebene auf eine ein- 
fache Ebene~ bei welcher eine nicht-hyperelliptische Uebergangscurve 
veto Geschlech~e 10 ~ - 4  auf~ritL Dieselbe wurde zuerst yon Hrn. 
N o e S h e r  angegeben, die sloecielle Art der zugehSrigen Gebilde mifi 
~ - - 4  ist abet auch yon Hrn. S c h o t t k y  behandelt*). Doch ist es 
uns unbekannt, ob die bier gegebene Herleitung der Transformation 
dutch Vermittlung einer Fl~che 3. Ordnung friiher gegeben sei. 

2. Dutch den folgenden Satz erhellt sich die Beschaffenheit der 
ebenen C a- Biischel: 

Definirt die Gleichung 
(a) s + ~ r = o 
den ~iischel und erhiilt man fiir die Invarianten 4. und 6. Grades bez.: 

(b) ,9 = f~ (;,), 2 = f6 (~), 
dann t:ann man dem ]~iischd das System 

eindeu$ig zuordnen, wobei die Gleichung (c), [hlls man in derselben 
auch ~ als ver&Merlich betrachtet, elm au f  die ~Ebene des ]3iisehels ein- 
deutig bezogem Fliiche bedeutet **). JOiese ~Fliiche kann man auf  die 
~o2~elebene (z, ;~) zvrojiciren, wot)d 

(d)  4 z 3 - -  L (;~) z - f6 ( ; 0  ~ -  o 

als Uebergangseurve erhalten wird. Diese Curve besitzt zwei zusammen- 
fallende dreffache Punkte und is~ folglich im Allgemdnen vom Ge- 
schlechte /~ ~ 4. Den besprochenen Zusamme~bang wollen wir jetzt 
ngher darlegen. 

Wir denken uns den Biischel in das System der Querschnit~e einer 
-/~s iibergefiihr~ welches durch den Ebenenb~ischel 

(e )  x ,  ----- Zx~ 

ausgeschnitten wird. Dabei seien x 3 ~--0 und x4-~-0 die Berfihrungs- 
ebenen der P3 in den Punkten x,-~-x 2 ~ X a ~ 0  und x 1 ~ x o ~ - x  4 ~-O, 
welehe wit in der vorigen Nummer mit 0 und O~ bezeichneten. Die 
Gleichung der 2E a kann also auf die Gestalt 

(f) x~z~ix3 + x,) + x~x,L(x,, x~) + xas x~) + x~(x~,  x~) 
+ A(x,,x:) = o  

*) Man sehe Noether, ,,Ueber die ein-zweideutigen .Ebenentransforma- 
tionen", Sitzungsber. tier physik, medic. See. zu ErJangcn 1878, sowie ,,~reber eine 
Classe yon auf die 'einfache ~Ebene abbildbaren .Doppdebenen" and ,,Uebex die 
~'ationalen ElSchca vierter Ordnung", Math. Ann. XXXIII, und S chottky, ,,Ueber 
s2eciel~e Abe~'sche 27"unctivnen vierten Z~anges", Journal ffir Mathem~tik CIII. 

*') Man vergleiche hierzu Hrn. Kantor's ErSrterungen fiber die B~ischel yon 
Ca, Acta Math. XIX, S. 183. 
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gebracht werden. Jeder Kegelschnitt, weleher die Fliiehe in 0 und Oj 
beriihrt, kann dureh (e) und eine Gleiehung 

(g) x 3 x 4  = I~xl ~ 
definirt werden~ wobei Z und ~ veriinderliehe Parameter bedeuten. 
Nimm~ man dieselben als constant an, so erh-lilt man die zwei Schnitt- 
punkte, welehe ein bestimmter Kegelschnitt noch mit der /~a gemeln 
hat, und zwar dutch die Gleiehung 

(h) x3 2 (l~ -}- f2) "q- x J 1  (t~f~ -q- f3) + x~2~ (t~ + q~) ~ O, 
wobei in den Funetionen f~, f2, I~a und q0.~ x I und x 2 dutch Z bez. 1 
ersetzt werden. Wit setzen bier 

Xl 

und erhalten hieraus 

u ~" -= (Yf, -]- fS" - -  4/z(9 + f~) (u + ~%). 
Durch die Substitution 

4f~ + a ~  -- fC- 
Z ~ - - - - -  ~ ~ 19, 

ergiebt sich nun die bezweckte Endgleichung 

( e )  u -  ~ = 4za  - - f ~  - t ; ,  
wobei 

A = 2f~I'3 - -  4A~:  -t- (4f2 + 4q~2 - -  f,~? 
(k)  

/~  = _ f 2  + (f,s - espy) (~f~ + 4 ~  - t~ ~) + (45 + 4 ~  - /;~)~ 
6 216 

Setzt man hier u ~--0, so erhiilt man jene Uebergangseur~e 

(d)  4~3 _ f ~ ( Z ) z  - -  f~(Z)  = 0 ,  

welche aueh das Bild der Schaitteurve der Fl~ehe (f) mit der Flilche 

O) 9 x~ [x~ x~ + t~ (x~ , x~)] + x~ x~ A (x~, xD + t3 (x,, x~) = o 
definir& Ffir z = 0 ergiebt sich eine andere Curve mit ausgezeiehneten 
Eigensehaften: 

(m) ~ + s (z)  = 0. 

Dieselbe ist hyperelliptiseh yore Gesehlechte p = 2 und kann aueh als 
Bild der Sehnitteurve der t?l~iche (f) mit der Fl-~ehe 

erhalten werden. 
3. Jedes Paar durch die Transformation 2~ z einander zugeordneter 

Punkte in der einfaehen Ebene besitzt ersiehtlich die Eigensehaft, dass 
eine C~ des invarianten Systems mit B. in den 8 Fundamentalpnnkten 
immer gleiehzeitig dutch beide Punkte geht. Insbesondere bertihren 
die C~ einander in den Punkten der mehrfaeh erwi~hnten Ueberg~ngs- 
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curve. L e ~ e r e  Curve muss also gegenfiber dem System der C 6 lind 
somit auch der Gruppe M s yon invarianter Natur sein. Sollen also 
in dieser Gruppe weitere Transformationen enthalten sein, so muss die 
Curve bei denselben eindeutig in sieh iibergefiihr~ werden. Die Ebene 
hubert wit schon auf die Fliiehe 

(r u = - -  - A @ )  
ein-eindeafig abgebildet, we wir bier x stair A setzen. Durch 2~ 
gehen zwei Punkte mit denselben x und x aber entgegengesetzten u 
in einander fiber. Haben wir also diejenige Gruppe yon birationalen 
Transformationen der (zx)-Ebene erhalten, bei welcher die Curve 

(a) - s - s  = o 

invariant bleibt, so er~ebt sich sehr leicht ffir die Fl~ehe (c) eine 
Grnppe yon doppelter Ordnung, welehe man auf die urspriingliche ein- 
fache Ebene als die gesuchte Gruppe M s iibertragen kann. 

Die (zx)-Ebene kann man als die Projection eines quadratischen 
Kegels K.~ yon einem Punkte desselben betrachten. Schreiben wir die 
Gleichung (d) in homogener Form 

(dl) 4z3V 3 - - f4 (x ,  V)zV - -  f6(x, y) = O, 
und lassen wit die Gerade y ~ - 0  dem Projectionscentrum auf dem 
Kegel and den Punkt x ---- y ~ 0 der Erzeugend'en durch das Centrum 
entsprechen, so gewinnen wir den erheblichen Vor~heil~ dass die ad- 
jungirten Curven yon (dl) in die ebenen Querschnitte des Kegels iiber- 
gehen. Die birationalen Transformationen, welehe die Bildcurve yon 
(d~) auf dem K S in sich iiberfiihren, miissen also eine r~umliche 
Collineationsgrup2e bilden, bei weleher sowohl ein Punkt, die Kegel- 
spitze~ als auch die Ebene, welche der Geraden z ~ 0 entspricht, test 
bleiben *). 

Bei dieser Abbildung tier ursprtinglichen einfachen Ebene auf den 
doppelten KegeI entsprechen somit die Erzeugenden des Kegels den 
C~ des Bfischels und die Quersehnitte den C~ des fundamentalen Systems. 
Man kann auf dam Kegel viele Systeme yon Curven nachweisen, deren 
Existenz in der Ebeae nicht so leicht zu erschliessen ist. Um nut 
eia Beispiel zu geben, bemerken wir, dass man auf dem Kegel ein 
System yon C.~ eonstruiren kann, welche mit der Curve (dl) an einer 
be]iebigen Ste]le vier auf einander folgende Punkte gemein hat. Dem 
entspricht ersiehtlich in der Ebene ein Biiszhel yon C o mit dreifachen 
Punk~en in den 8 Fundamentalpunk~en und einem Bertihrungsknoten 
ant der Uebergangscurve. Hier trite nun die Eigenthtimlichkeit ein, 

") Hr. Kan~or ha~ zwar erwiiJan~, da~s bei jeder Gruppe M seine O 6 des 
fundamenf~len Systems fes~ bleiben" muss; doch seheint er die dareh diese C e 
bewirkte Verainfachung nicht bemerkt zu haben, class in tier Gleichung (all) alas 
O]ied ~Y*f2(x, y) beseitigt werden kann. 
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dass der zu diesem Bfisehel adjungirte B[isehel yon C 6 Doppetpu~kte 
nicht nur in den dreifachen Punk~en, sondern aueh in dem Beriihrungs- 
knote~ besitzt. 

Stellen wi~ die Gleichung 

mit der Differentialgleiehung 

~,2 ~_ 4~3 ~ g2P ~ g3 
zusammen, und ziehen wir die bekannte Theorie dieter ~-Func~ion 
heran~ so kSnnen wir auf dem Kegel eine Reihe Oerter bestimmen, 
welehe auf der dm'eh die jedesmalige Erzeugende dargesiellten ellip- 
tisehen Curve um gewisse Perioden-n-teln yon der Kegelspitze enf- 
legen sind. Insbesondere bezeiehnet p ' ~ - 0  oder die Curve (d) tier 
um halbe Perioden enffernte Oft*). 

Betreffend die Berfihrungseurven yon (d~) wollen wit auf die ei~iri,e 
Abhandlung yon Nrn. Noe~he r  verweisen. Hier sei nut an die 120 
einzelnen Beriihrungseurven ~ erinnerG welehe die fundamentalen 
Octupel bei der Abbildung liefern. 

4. Wit sollen also behufs der Bestimmung der Gruppen M s die- 
jenigen Collineationsg, ruppen aufsuehen, welehe die Normaleurve attf 
dem Kegel in sieh fiberftihren kSnnen. Die bei einer einzelnea riium- 
lichen Collinealion festea Erzeugenden des Kegels kann man ffir x ---~ 0 
und y = 0 w~hlen. Die 4 festea Punkte bei tier Collinea~ioa sind die 
Kegelspiize und 3 Punkte in der vorerw~hnten festen Ebene, yon 
denen 2 auf jenen festen Erzeugenden liegen, und der dritte der Pol ihrer 
Verbindungsgerade in Bezug auf den Quersehni~ des Kegels ist. Doeh 
giebt es F~lle, dass aueh a.lle Punkte einer Verbindungsliaie zweier 
voa diesen Punkten oder einer Ebene dutch drei yon ihnen lest bleiben. 
Da wir als Centrum bei der Projection des Kegels auf eine Ebene 
einen yon diesen festen Puukten gewghli haben, so ist aueh die ent- 
spreehende Transformation ia der Ebene eine Collineatioa uad zwar 
yon der Form 
(a) x' : y '  : z'  = ax  : BY : ~'Z- 
Wit  betraehten jetzt die invariaute Carve 

(d~) 4,zay ~ - -  f 4 (x ,  y ) z y  - -  f ~ @ ,  y) =- 0 

und nehmen an, dass dareh diese Substitution f6(x'~ y') in k .  f6(x, y) 
und f4 (x', y') in 1. f4 (x, y) tibergehen. Die eiazelnen Glieder yon (dl) 
sollen aber durch diese[be ZaM k vervielf~l~igt werden. Daraus er- 
hElL man die Bedingungen: 

*) Man vergleiche eine Abhandluug yon G. It. H a l p h e n ,  ,,~eehe~ches sur 
l~s cmt~'bes planes dst t,roisi~e deg~'d", M~t~. Ann. XV. 
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W ~ I ~  man als P ro j ec f ionscen~m den festen Punk~ auf der Erzeugenden 
x ~ O, so erh~lt man als Gleichung der invarianten Curve 

0,3 - / 4 ( x ,  y) x - -  s  y) o, 
und die Collineatioa wird in die folgende fibergefiihr~: 

(a') x : y ' : z ' ~ - ~ x : B y : 7 1 ~ ;  7 1 - ~ - ~ - - ' 7 -  
tta~ man in (a) a ~ / ] ,  so geht jede Erzeugende in sieh fiber; man 

erhiilt~ k ~ - a  6, l - ~ - a  4 und 7 ~ a. Die CollineaCion ist somit eine 
identisehe. Doch tretea andere Verh~iltnisse ein, falls f4 iden~isch ver- 
sehwindet, was jedocb zuJa~chs~ ausgeschlossen sei. 

Ist fl-~--7, so geht  jeder Punkt  der Erzeugenden x ~ 0  in sich tiber. 
Dasselbe gilt ffir die Erzeugende y ~ - 0 ,  falls a ~ 71- Getten beide 
Relationen gleiehzei~ig, so erhis man a2-~- /~  oder a ~ - - -  ft. Die 
riiumliche Collineation ist dann eine harmonische Perspectivit~it, eleren 
Perspectivit~itsebene die lessen Erzeugenden enth~l~. 

Nimmt man a-----7~ so ist auch fl ~ 7~. Eine Gerade mit laater 
festen Punkten bei der riiumlichen Collineation ist hier die Polgerade 
der Ebene durch die festen Erzeugenden. Ist ~ --- - - /~  oder 7 ~ - - 7 , ,  
so besitzt eine Gerade in der letzteren Ebene dieselbe Eigensehaft. 

1)ie Collineationsgruppe der Normaleurve erhgilt man also aus der 
gemeinschaftlichen Gruppe yon f4(x,  y) and f~(x,  y) ,  welehe tier _Be- 
dingung (fi) Iz ~ ---- 1 ~ geniigt; doch, falls f4 identisch verschwindet, ent- 
steht dieseZbe dutch Combination der Grulope yon ['~ n i t  einer G~, welche 
die 3 s  der Curve auf  derselbat Erzeugenden cyklisch vertausehc~t. 
Die Curve wird yea  den 12 Erzeugenden, 27fG ~ - - f a a ~  O~ bertihrt. 
Wenn 2 yon diesen Geraden zusammenfallen, besilbz~ die Curve einen 
Doppelpunkt" odor auch, falls n~mlich [~ und [~ einen gemeinschaffi- 
lichen Factor besitzen, eine stationiire Tangente.  Wenn aber Doppel- 
punkte vorkommen, und somit das GescMeeht redueirt wird, liisst sich 
die Gruppe M s auf eine der friiheren Typen zuriiekfiihren. 

5. Die s~mmtlichen cyklisehen Gruppen, welche die Normalcarve 
veto Geschlechte p ~ 4 in sich iiberfiihren kSnnen, hat Hr. K a n t o r  
gegeben v). Betreffend die volIsttindigen Co~lineationsgruloloe~ weichen 
aber seine Resultate yon denjeIAgen ab, welche ich in einem friiheren 
Aufsatze gegeben babe **), weshalb ich dieselben bier reproducire. 

1) Die Ydentit~t. 
2) t)ers2ectivische G.2: x" : y" : ~" ~ - x : y : z. 

4z~y ~ ~- z y ( a x  a -J;- bx~-y "-" -J- cy  ~) u t- d x  ~ -[- ex~y "- -~ fx'-' y ~ -~- gy~ ~ O. 

*) ,,Theorie der endlichen Ctruppen", S, 100. Wir bemerken aar, dass die 
dort gegebenen Gruppen 9 und I0 identisch sind. 

~*) ,,Ueb~r die algebraischen Cwrven yon den Geschlechtern ~o--~ 4, 5 and 6, 
we2che eindeutige T~-ansformationen in sich besitzen", S. 25, Anhang d. Abh. d. ~ 
KSnigL Schw. head. d. WLsuensch~ften, Bd. 21~ Ab~h. I, ~Nr. 3. 
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3) G 2 , ,m#  A x e n ' :  x '  : y" : z" := x ~ - -  y : z. 

4 z 3 j  ~" --~ z ( a x  4 -~ bx~'y ~ -~- cy  4) -{- x ( d x  4 -f- ex2y 2 -4:- f y 4 ) ~  O. 

Hier wird die Ordnung der Bildcurve reducirt, weil das Projections- 
eentrum ein Pnnkt der Curve i~t. Die Axen sind die Verbindungs- 
geraden zweier Punkte der Curve in der invarianten Ebene und deren 
Polgerade. 

4) Vierergruppe, welche zwel perspectivische G 2 und eine G2 m~t 
Axen  enthiilt. Die vorige Gieichaug muss hier in der Weise specialisirt 
seth, dass in derselben x und y vertauscht werden kSnnen, ohne dass 
/~ und f~ sich veriindern. 

4z~y  ~ - ._~ z[a(vi4 _[_ y4) .~_ bx2y'Z] q_. x [ c ( x  4 _~_ y4) .~_ dx2y:] = O. 

5) Vierergrut)2e, welche aUs lauter G~ mit Axen  besteht, Da 
bet jeder Substitution 2 Punkte yon f6 ~ 0 lest bleiben, muss [~ die 
Jacobi'sche Covariante yon fa sein. 

4z3y~. ~ z[a(x  ~ __~ g4) _1_ bx'~y2] __~ x ( x  4 _ y~) ~ O. 

6) Diedrizche Gs, welche je eine Vierergruppe der beiden vorher- 
gehenden Arten enthiilt. 

4z3y2 .-~ azx~y~ -{- x ( x  4 ~ y4) ~ O. 

Die ausgezeiehnete cyl~lische G, geht aus der Wiederholung der Operation, 
x ' : y ' : ~ ' - ~ - x : i y : ~ z ,  hervor. 

7) Cyklische G ~ : x" : y" : z" ~ i x  : y : z ,  welehe eine perspectivisehe 
G~ als Untergruppe enth~lt. 

4z3y 2 --~ z (x  4 -Jr- ay  ~) --~ y ( b x  4 -~- cy 4) ~ O. 

Jeder Punkt der Erzeugenden x ~ 0 bleibt bei dieser G4 lest. Zudem 
riickt in das Projectionscentrum auf y ~ 0 ein Punkt tier Ctlrve hinein~ 
was die Er~iedrigung der Ordnung der Bildcu'rve bewirkt. 

8) 1)iedrische G6, welche aus 3 perspectivischen G2 und ether 
G ~ : x ' : y ' : z ' ~ - - x : j y : z ,  bestehL 

4 z'~ y ~ -{- a z y~ x 2 ~ x 6 ~ b x3 y ~ --~ y~ ~-  O. 

Bet der G~ bleibt jeder Punk~ der gemeinschuftlicben Schnittgeraden 
der 3 Perspectivitiitsebenen lest. Die G~ werden dutch die Vertauschung 
yon x und y erhalten. 

9) Diedrische G ~ ,  weh:he die ~orige Gruppe a/s Untergruppe 
enth~l~. Von den 4 hinzutretenden involutorisehen Transformationen 
ist die ansgezeiehnete perspeetiviseh, und die 3 anderen sind G2 mit 
Axen. Die erzeugende Substitution der atlsgezeiehneten cyklischen G 6 
ist: x ' : y ' : z ' ~ - - x : j y : z .  

4z~y ~ -~ a z y ~ x  ~ -~- x ~ -{- y~ ~-  O. 

10) Cyklisd~e G~: x '  : y" : z '  - -~ jx  : y : z. 

4z~y a q- zy ' - (ax  ~ -Jr- by  ~) ~ x ~ ~ cx~y z -~- dy  ~ ~-  O. 
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Die Punkte der Erzeugenden x = 0 bleiben bier lest. Wean abet f~ 
die Jacobi'sche Covariante der .iquianharmonischen Form f4 Iiefert, so 
besteht die Gruppe aus 4 solchen G 3 und einer Vierergruppe yon der 
Ar~ (5),  welche zusammen eine 

11) Tetraedergru22e bilden. 
4~3y3 + azy2(x3  + yS) .{_. x 6 + 2 0 x 3 y ~  _ 8y~ ~__ O. 

12) Cyklische G6: x" : y" : ~' ~- - -  j x  : y : z,  welche die letz~- 
erw~hnte G:~ und die perspectivische G 2 a]s Untergruppen enth~l~. 

4z~y  ~ + a z y  5 + x ~ + b y  e - -  O. 

Auch bei dieser G 8 bleiben alle Punkte der Erzeugenden x ~--0 lest. 
13) CyIdische GI~: x" : ~j" : z '  -~  j x  : i y  : - -  i z ,  welche die vor- 

erwiihnte G 6 als Untergruppe enthiitt. 

4z3y  a + z y  ~ + x 6 ~-  O. 

14) G s : x ' : y ' : z ' ~ - - - e x : y : z .  

zay 2 + a z y  4 + x s + by  5 - ~  O. 

Die Punkte der Erzeugenden x ~ - 0  bleiben auch hier fesk Wenn 
b ~ - 0 ,  ist die G 5 Uniergrnppe einer 

15) cyklischen Glo : x" : y '  : z" ~ ex : - -  y : z. 

4 z3 y~ + r y4 + x 5 ~__ O. 

tI ier ha~ man als Untergruppe eine G 2 mit Axen. 
In den noch iibrigen F~llen verschwindet [a identisch. Damit die 

Normalcurve keine Doppelpunkte besitze~ daft f~ nunmehr keine doppelten 
FacCoren besitzen. Die linearen Gruppen, welche die bin~re Form [~ 
in sich iiberfiihren kSnnen, sind yon Hrn+ B o l z a  bestimm~*). Die- 
selben sind: G2, G~, Vierergrupl~e, diedrische G ~  diedrische Gt2 und 
Oktaedergruppe. Wir erhalten nun 7 neue Collineationsgruppen. 

16) JPerspectivische G~ : x" : y" : z" ~ x : y : j ~ ,  fiir welche die 
Kegelspitze das Perspectivit~tscentrum liefert: 

4 ~ y  3 --~ f~ ( x ,  y). 

In den folgenden F~llen erh~ll man die Coltineationsgruppen dutch 
Combination dieser G~ mi~ den erw~hn~en bin'~ren Gruppen. 

17) Cvklische G~ : x" : y" : z" ~ - -  x : y : j z  , deren Untergruppen 
und G a perspectivisch sind: 

4zay~ ~ x ~ + ax+y:  + bx~y  ~ + y~. 

18) CyMische ~ : x" : y" : z" ~ , x  : y : j z .  Von den Untergruppen 
G s mtd G~ ist jene perspectivisch und diese die schon behandelte 
Gruppe (14). 

4 za y ~ ~ x ~ + y~. 

*) Math. Ann. XXX. 
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19) G12 , welche drei cyklische G6 en~iilt. 
4zay~ ~ x ( x  a + ax~ y2 .4_ y4). 

Eine cyklische G 6 : x" : y" : z '  ~ x : - -  y : j z ,  hat als Untergruppen 
die porspectivische G a und eine G2 mit Axen; die beidea anderen sind 
yon der Ar~ (17). 

20) Gls, welche under anderen Untergruppen 3 cyklische G 6 yon 
der Art (17) enthKlt. 

4z3y3 ~ $6 + ax3y3 + y6. 

21) G36 , in welcher 4 Gj~ auftreten, yon denen die eine aus- 
gezeichnet ist. Le~ztere ist yon der Ar~ (9), die 3 fibrigen yon der 
Ar~ (19)o 

4z3y~ = x 6 + y6. 

22) G72. Hier treten 3 cyklische G1~ auf, deren Untergruppen 
G 6 wit schon im Falle (19) begebmeten. 

Die eine cyklische G~ wird durdh die Subs~itution~ 
x ' :  y ' : z ' - - ~ x :  i y : - -  j z ,  

erzeug~. 
6. Es ist nun ein Leichtes aus den GruPl~en der Curven 

4za - -  f4 (x) z - -  f6 (x) = 0 

die entsprechenden Gruppen yon doppelter Ordnung der Fl~chen 
(~) u~ = 4~3 _ f i ( x ) ~  - s (x)  

herzuleif~n, welche man sodann durch Abbildung auf die Ebene iiber~ 
tragen kann. Doch wollen wir zuersr nach F/rn. K a n t o r  die yon 
diesem Verfasser in seiner Preisschrift behandelten isolirten typischen 
Transforma~onen angeben, welche dutch die cyklischen Gruppen ge- 
liefert werden. Eine cyklische Gruppe bezeichnen wir hier mit der 
Nummer derjen]gen Collineationsgrappe, wo wit die Erzeugung der- 
selben gegeben haben. 

Von diesen Typen traten einige schon bei den Gruppen M 6 und 
M 7 auf, n~imlich: ~3, E4~ B6, F~ Bj~ und Bi~. A 3 erh~lt man aus 
der G3(10), E~ aus (7), B0 aus (12)~ Bl~ und BI'~ aus (13) und I- 6 
aus (9)*). Durch Combination mi~ 2~ entstehen aus A3 und B 6 die 
bezfiglichen Typen E~" und He'. Die Gruppe (17) liefer~ den Typus H6. 
i-~ und H6, mi~ 2," 2 znsammengesetzt, geben abermals mit F 6 und H~ 
iiquivalente Transformationen. Die cyklischen Gruppen yon ungerader 
Periode liefera (lurch Combination mit Zz cyklische Gruppen yon 
doppelter Ordnung, aber, wenn Z~ keine Untergruppe ist, Gruppen 
yon derselben Ordnung. So erh~ll man aus den Gruppen (14), (16) 
and (18) sowohl die Typen Z~, N~ und B~ als aueh die Typen F~o, E~ 

*) Hr. Kantor hut (1. c.) H~ a~att F~, was abet gewiss unrichtlg ist. 
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und B3o. Die einzige noch iibrige Collineation yon ungerader PeriMe, 
diejenige der Gruppe (8), lief'er~ den Typus Ks'; die Untergruppe yon 
der Ordnung 3 ist aber hier mit einer Collineation iiquivalent. Die 
noch nicht besprochenen cyklischen Gruppen yon gerader Ordnung 
besi~zen siimmtlich die G~ mit Axen als Untergruppe; bei dieser gilt 
die Eigen~hiimlichkeit, dass die beiden entslarechenden Transfbrmationen 
yon der Periode 4 (nicht 2) sind, was man leieh~ dutch Betraehtung 
der Fl~iehe (c) oder eler invarianten Carve u ~ -~f~(x)~--0 bestii~igen 
kann. Die fraglichen Collineationen, welche den Gruppen (3), (6), 
(15), (19) and (22) angehSren, sind bez. yon den Perioden 2, 4, 10, 
6 and 12 un~l liefern Typen yon doppelter Periode, niimlich: J4, 
&s, B2o, Fi~ und B24 , welche s~mm~lich 2:2 als Untergruppe enthal~en. 
Bei N~ bleibt jeder Pankt der Curve u 2 -]- f6 (x) = 0 yore Gesehleehte 
p ~ 2 lest; bei jeder der Transformationen A3, E4, H~' und Z 5 existirt 
eine eltiptische Doppelpunktscurve, welche der .bei der beziiglichen 
Collineation in jedem Puak~e festen Erzeugenden des Kegels enispricbt. 

Wir geben je~z~ als Endresu]~at eine Aufz';ihlung der Transfor- 
mationsgruppen M s u n d  wollen dabei diejenigen Punkte hervorheben, 
wo unsere Ergebnisse mi~ denjenigen des Hrn. K a n t o r * )  nieht iiber- 
eins~immen. Die Gruppen seien nach der Zahl M der unabhiiugigen 
Moduln angeordnet: doeh geben wir jeder Gruppe die Nummer, welcbe 
schon der Collineationsgruppe der zugeh5rigen Normalcurve zugetheilt ist. 

a. M = 8 .  

I) Die involutorische Transformation E,~. 

b. M ~ 5 .  
2) G~ vom Typus tier Vierergru21,e. 

c. M = 4 .  
3) Die cy~lische Grup~e yon g4. 

d. M ~ 3 .  
4) G s vom JD@dertyFus. Die cykl~sche Untergrulo~ve ist diejenige 

VO~ J4" 
10) Die cykliscl~e Gruy2e yon K6". Hr. K a n t o r  hat bier (Fall VIII) 

,die eyklische Gruppe yon K6" in der allgemeinsten Form nebst 6 
Invotutionen" also die Ordnung 12. Dafiir wiire erforderlich, dass 
die Curve (10) eine diedriselae G 6 in sich bes~sse, was abet schon aus 
dem Grunde nieht mSglich is~, weil eine biniire F o r e / 4  mit keinen 

*) Hr. K a n t o r  giebt keine eigentliche Aufz'~lung der Cothneationsgruppen 
tier l~ormaleurve; betreffend diejenige tier Gruppen mi~ 8 Punk~en sehe man 
S. 102 der dtirten hrbeik 
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doppelten Factoren nut die Vierergruppe, diedrisehe G 8 Qder Te~raeder- 
gruppe zulassen kann *). 

16) Die cyIdische Gru2~pe yon E~. 

e. .M-=: 2. 

5) Gs, welche 3 Gruppen yore Typus 3~4 cnthElt. Dieser Fall fehlt; 
bei Hrn. K a n t o r .  

7) Gs, welcl~e die Grup2e yon E 4 enthiilt. 
8) GI~ yore Diedcrtypus. .Die cyklische Untergruppe G~ ist die-. 

jenige yon E6". 
17) Gi2 , wdche die Gruppen yon E~ und H e e~tl~iilt~ Hr. ]~an tor  

ha~ bier (Fall XVI) die Ordnang 36. 

L ~ ] I ~ 1 .  

6) G~6, wetche die Gruppe yon A s enth~lt. Hr. K a n t o r  hat bier 
(Fall XIII) die Ordnuag 24. 

9) G24 , welche sowohl die Gr~ (8) als die G s (4) a~s Untergrup~en 
enthglt. Dieser Fall fehlt bei Hrn. K;~ntor. 

11) G24 , welche mit der homog~en bin~ren Tetraedergruppe isomorph 
isf. Auch dieser Fall fehlt bei Hrn. Kan to r .  

12) GI~ ~ welche die Grup~en yon B 6 und H 6" enthiiZt. 
14) Die cyklische Gru2pe yon Flo. 
19) G24 , welche sowohl die Gruppe yon FI~ - als auch die Gru2pen 

(4) und (17) ats Untergruppen entMilt. Dieser Fall wird yon Hrn, 
K a n t o r  zwel Male aufgez~hlt: einmal (Fall XII) als .die cyklische 
Gruppe yon I-1~ in der allgemeins~en Form" mit der Ordnung 12~ und 
dann (Fall XX) als die Gruppe IV (unsere Grappe (4)) mit E~" mit 
der Ordnung 24. 

20) G3G, welche, 3 [fntergru~oen (17) entldilt. Hr. K a n t o r  hat, 
hier (Fall XVII) die Ordnung 48. 

g. .M --- 0. 

13) G24 , welche sowohl die Gruppe (12) als die Grup~en yon B~e 
und B~ enth6lt. 

15) "Die cyk~ische Gru~vpe yon B~o. 
18) Die ey~dische Gruppe yon B~o. 
21) G~, unter deren Untergruppen die Gru!&ven (9), (19) und (20) 

auftreten. Hr. K a n t o r  hat hier (Fall XV) die Ordnang 54. 
22) Gu~ , unter deren Unterqruplpen sowoht 3 cyklisehe Gruppe~ 

yore Typus Be4 als auch die Crruppe~ (11), (19) und (20) auftreten. 

*) Es soll hier bemerkt werden, dass tit. Kantor bisweilen die Typen yon 
E~" und E~'" (dureh Druekfehler?) verweehsel~. Doeh giebt er fiir die zu jeder in 
ihrer allgemeinsf~a Form gehSrige Gruppe die Ordnung 12. 
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Hr. K a n t o r  hat also die 3 Gruppen (5), (9)und (1I) ganz iiber- 
sehen und die 5 Gruppen (6), (10), (17), (20) und (21-) mit~ unriehtSgen 
Ordnungen gegeben. Zudem betrachtet er die cyklisehe Untergruppe 
FI~ yon (19) als eine vollst~ndige Gruppe, obg|eich dieselbe, wie viele 
andere Gruppen, stets als Untergruppe hSherer endlichen Gruppen 
vorkommt. 

Wir schliessen hiermi~ die gegenw~rtige Dars~ellung. Unser Ziel 
war nicht die analytische Darstellung der Gruppen in der Ebene zu 
liefern. Wir wiinsehten in der That nur die Bestimmung derselben 
in einfacher Weise zu geben uud dabei die Fehler zu beseitigen, 
welehe Hr. K a n t o r  auf Grund seiner mehr complicirten Methoden 
begangen hat. Hierbei war es natfirlich nicht unser Zweck den grossen 
Verdiensten~ we]che sieh Hr. K a n t o r  um den vorliegenden Gegen- 
stand erworben hat, Abbruch zu thun. 

L u n d,  April 1896. 


