Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationalen
Transformationen in der Ebene.

Von
A, Wmmay in Lund.

Das Forschungsgebiet, welches wir hier betreten wollen, ist in
neuerer Zeit durch mehrere wichtige Abhandlungen von Hrp. 8. Kantor
bereichert worden. Dabei gedenken wir zuerst seiner von der Academie
zu Neapel gekronten Preisschrift®), in welcher er alle existirenden
Typen von eindeutigen periodischen Transformationen in der Ehene
bestimmt hat. Wurde hier die geometrische Construction der Typen
erst durch die Lpsung eines rein arithmetischen Problems vorbereitet,
welches sich in die Untersuchungen der Herren Hermite und Fro-
benius iber quadratische Formen einreiht, so skizzirte Hr. Kantor
in einer spiteren Arbeit**) eine neue von jenen arithmetischen Ent-
wicklungen unabhingige geometrische Theorie. Durch diese letztere
Abhandlung wurde ich veranlasst, die allgemeinere Aufgabe der end-
lichen Gruppen von birationalen Transformationen in der Ebene in
Angriff zu nehmen. Inzwischen erschien vor Kurzem eine Arbeit von
Hrn, Kantor iiber diesen Gegenstand**¥), als deren Schlussergebniss
eine Aufzihlung der simmilichen Typen vollstindiger endlicher Gruppen
birationaler Transformationen gegeben wird. Diese Aufzihlung stimms
aber nicht mit den von mir erhaltenen Resultaten iiberein. In der
That hat Hr. Kantor sowohl verschiedene Typen iibersehen als auch
andere mit fehlerhafter Ordnungszahl gegeben. In den folgenden Ent-
wicklungen beabsichtige ich eine richtige Aufzihlung der endlichen
birationalen Transformationsgruppen in der Ebepe zu liefern.

¥} ,,Premiers fondaments powr une théprie des tramsformations périodiques
univoques”, Niples 1891. Ein Auszng ist im Journal fiix Mathematik, Bd. 114,
8.50 erschienen unter dem Titel: ,,Theorie der eindeuwtigen periodischen Trans-
formationen in der Ebene*.
»%) Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der
Ebene, Acta Mathematica, Bd, 19, 8. 115.
#%%) | Theorie der endlichen Gruppem von eindewtigen Tramsformationen in
der Ebene (Berlin, Mayer & Miller, 1895).
13%
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§ 1.
Die Aequivalenztheoreme.

In diesem Paragraphen stellen wir einige Theoreme zusammen,
welche simmtlich aus Hrn. Kantor’s Arbeiten entlehnt sind. Als
Ausgangspunkt wihlen wir den folgenden Satz*):

1. Jede endliche Gruppe wvon Transformationen besitzt eine in-
variante Curve, deren Geschlecht jede willkiirliche Grenze iiberschreiten
kann , aber sicher > 2 ist.

Nun werden bekanntlich bei einer birationalen Transformation die
adjungirten Curven in die adjungirten Curven der entsprechenden Curve
iibergefithrt. Darans folgt, dass bei einer endlichen Gruppe auch das
System der adjungirten Curven einer invarianten Curve in sich fiber-
geht. In derselben Weise muss auch das System der Curven repro-
ducirt werden, welche sich zu einem bei der Gruppe invarianten
Curvensystem adjungirt verhalten. Wir konnen folglich den Satz
aussprechen**):

Wenn eine endliche Gruppe birationaler Transformationen eine
Curve reproducirt, reproducirt sie auch das System der adjungirten
Curven , sowie jedes der successiven Systeme. .

2. Man kann also in der Reihe der successiven adjungirten Systeme
fortgehen, bis man zu Curven vom Geschlechte p =1 oder p =0
gelangt. Dabei ist jedoch noch die Moglichkeit zn beachten, dass alle
Cuarven des Endsystems zerfallen. Hr. Kantor hat aber bewiesen®%),
dass dies nor auf zwei Arten geschehen kann: entweder ist allen
Curven des Systems eine feste Fundamentalcurve gemein, wobei man
aber die {ibrigen Bestandtheile wie frither behandeln kann, oder es zer-
falit jede Curve des Systems in p, — 1 rationale Curven, welche
sammtlich demselben Biischel angehdren miissen, wobei p, das zum
vorangehenden System gehirige Geschlecht bezeichnet. Dieser Biischel
lisst sich birational in einen Geradenbiischel iiberfiihren.

Dergleichen Gruppen, bei denen ein Geradenbiischel invariant
bleibt, nennt Hr. Kantor orthanallagmatische Gruppen oder Gruppen
von Jonguidres. Zun solchen Gruppen gelangt man, falls in der Reihe
der successiven adjungirten Systeme ein System hyperelliptischer Carven
auftritt, welches birational in C, mit (% — 2)-fachem Punkte iiber-
gefiihrt werden kann.

Wir nehmen nun an, die Curven des Endsystems seien vom
Geschlechte » = 1. Die vorkommenden linearen Systeme elliptischer

%) Man sehe S.40 der letzterwihnten Arbeit.
%) 8. 41 der citirten Arbeit.
¥3%) Acta Mathematica, Bd. 19, 8, 119,
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Curven sind nup nach einem Theorem von Bertini-Martinetti®)
entweder einem oo?, 00?, - - -, oo? Systeme von O; oder einem Systeme
von O, mit zwei festen Doppelpunkten oder endlich, falls die Dimen-
sion = 1, einem Biischel von Curven C;; mit 9 s-fachen Punkten
birational dquivalent. Weil die einzigen hestimmenden Elemente bei
vollstindigen Systemen von adjungirten Curven feste Basispunkte sind,
miissen die obigen Systeme von oo?, 003, - - -, 2% 0; beziehungsweise
7,6,...,0 feste Punkte besitzen; die C,-Systeme dagegen lkeinen
festen Punkt ausser den beiden 8, weil sie sonst C;-Systemen Zqui-
valent wiren.

Wenn die Gruppe ein System von oo?, oo® oder o’ C; mit bez.
0, 1, 2 Basispunkten in sich transformirt, kaon sie nur eine Colli-
neationsgruppe sein, Unter den (; treten ndmlich in diesen Fillen
stets ausgezeichnete Systeme auf, welche aus lauter Geraden gebildet
sind: im ersten Falle das System der dreifach gezéblten Geraden, im
zweiten und dritten das System der doppelten Geraden mit je einer
Geraden durch den Basispunkt bez. mit der Verbindungsgeraden der
Basispunkte.

Wenn die Gruppe das System der C, mit 20 reproducirt, kann
dieselbe nur aus Collineationen und quadratischen Transformationen
bestehen. Unter den C, befindet sich nimlich das ausgezeichnete
System der doppelten Kegelschritte durch die beiden 9. Da ein
solcher Kegelschnitt in eine beliebige Gerade und die Verbindungs-
gerade der beiden & zerfallen kann, so ersieht man hieraus, dass bei der
Gruppe gerade Linien nur in Kegelschnitte iibergefiihrt werden kénnen.
Andere zerfallende Kegelschnitte erhilt man aus je einer Geraden
durch jeden J; man erschliesst higraus, dass die Strahlbiischel durch
die beiden 0 gegeniiber der Gruppe zusammen ein invarjantes System
bilden.

Es bleibt noch iibrig zu entscheiden, in welchen Féllen ein
Biischel (s, mit 9 s-fachen Punkten das vollstindige System der ad-
jungirten Curven eines Curvensystems mit p = 2 darstellen kann.
Das ist jedenfalls fiir s==1 moglich, und zwar in der Weise dass
8 Basispunkte des C,- Biischels Doppelpunkie von C; sind, der neunte
aber vernachlissigt wird; geht man so weiter hinauf, so gelangt man zu
€, mit 8 dreifachen Punkten, mithin vom Geschlechte p = 4. Allein
auch fir s = 2 existirt das gesuchte System mit p = 2; wir werden
nimlich in § 6 zeigen, dass in diesem Falle 8 Basispunkte dreifache
Punkte und der neunte einen Berithrungsknoten (mit bestimmter
Tangente) eines Biischels von O, liefeyn. Hier kann man aber nicht
zu einer invarianten Curve, deren Geschlecht p>>2, gelangen. Letzterer

#) Rendiconti Ist. Lomb, 1886,
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Biischel erweist sich nfimlich als adjungirt zu einer einzigen O, mit
p =2, welche 8 vierfache und einen dreifachen Punkt, in welchem
2 Zweige einander osculiren, besitzt. Fiir s > 2 ldsst sich das frag-
liche Bystem mit p = 2 nicht construiren.

Es eriibrigt noch den Fall zu behandeln, dass die Curven des
Endsystems ratiopal sind. Ist das betreffende System ein Biischel oder
ein Netz, so kann man dasselbe birational in einen Geradenbiischel oder
das Netz aller Geraden iiberfiihren, und die Gruppe ist folglich eine
orthanallagmatisehe oder eine Collineationsgruppe. Ist die Dimension
des Systems > 2, so kann man dasselbe birational entweder in das System
aller Kegelschnitte (ohne Basispunkte) oder in ein System von Curven
C, mit einem (»n — 1)-fachen Punkte iiberfiihren®); in letzterem Falle
braucht man ersichtlich héchstens einen weiteren einfachen Basispunkt
znznlassen. Das System aller Kegelschuitte bleibt nur bei Collineations-
gruppen invariant; dasselbe enthiilt ja das System der doppelten Geraden
ausgezeichnet. KEbenfalls geht das System aller €, mit einem (% — 1)-
fachen Punkte J,; nur bei einer Collineationsgruppe, welche den
Pankt 8, invariant lisst, in sich iiber; unter den C, hat man nimlich
das ausgezeichnete System, welches aus je einer beliebigen Geraden
und je einer (n — 1)-fach gezihlfen Geraden durch J,-: bestent.
Besitzt aber das System ausser 8,—; noch einen einfachen Basispunkt,
so erhilt man ein ausgezeichnetes System von Curven (,, welches aus
je einer Geraden durch den einfachen Basispunkt und je einer (n — 1)-
fach gezihlten Geraden durch 9, ; besteht. Die Strahlbiischel durch
diese beiden Punkte bleiben also bei der Gruppe invariant; doch
kénnen dieselben, falls n = 2, mit einander vertauscht werden. Die
Gruppe bestebt nur aus Collmeatmnen und quadratischen Transfor-
mationen.

3. Fassen wir die vorangehenden Resultate zusammen, so erhalten
wir das folgende Endtheorem:

Jede endliche Gruppe von birationalen Transformationen ist dqui-
valent entweder

1) einer Gruppe von Collineationen oder

2) einer orthanallagmatischen Gruppe oder

3) eimer Gruppe guadratischer Transformationen, bei welcher zwei
Strahlbiischel zusammen ein invariantes System bilden, oder

4), 5), 6), 1), 8) einer Gruppe, bei welcher ein System von Curven
3. Ordnung mit bezichumgsweise 3, 4, 5, 6, T festen Punkien w sich
ibergeht, oder

%) Vergl, G. Jung, ,,Ricerche sui sistems linear: dz curve algebriche’, Annali ‘
di Matematica XVI.
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)y einer Gruppe, bei welcher ein System wvon Cuwrven C; mit

8 festen Doppelpunkiten und mithin auch der adjungirte Biischel 3. Ord-
nung nvariant bleiben.

Die hier aufgeziiblten Classen 4, 5, . . ., 9 bezeichnet man kurz
als Gruppen mit bes, 3, 4, . . ., 8 Punkien.

Handelt es sich nur um die einzelnen periodischen Transformationen,
so lassen sich die Classen 3, 4,5 auf Collineationen und die Classe 6
auf orthanallagmatische Transformationen reduciren. Durch die Glei-
chungen der beziiglichen Transformationen werden namlich feste Punkte
bestimmt. Im Falle 6 erhilt man einen invarianten Biischel von
rationalen C, durch die 4 Basispunkte mit 8 in einem golchen festen
Punkie, und diesen Biischel kann man in einen Geradenbiischel iiber-
fiihren. In gleicher Weise ermittelt man in den anderen erwibnten
Fillen invariante Netze, welche birational auf das Netz aller Geraden
bezogen werden konnen. Als wesentlich verschiedene Fille der perio-
dischen birationalen Trapsformationen haben wir also nur die Colli-
neationen, die orthavallagmatischen Transformabionen und die Trams-
formationen mit 6, 7, 8 Punkten.

In den folgenden Entwicklungen wollen wir nun die soeben er-
mittelten 9 Hauptclassen niher untersuchen.

§ 2.

Die endlichen Gruppen von Collineationen und orthanallagmatischen
Transformationen.

1. Ueber die endlichen Collineationsgruppen konnen wir uns hier
kurz fassen; dieselben sind ja in lingeren Abhandlungen von den
Herren C. Jordan und Valentiner untersucht. Nur das mochten
wir hier wiederholen, dass die gewohnliche Auffassung®), dass Hr.
Jordan die betreffende Aufgabe vollstindig erledigb habe, nicht rightig
ist, da ja Hr. Valentiner eine neue Gruppe von der Ordnung 360
entdeckt hat. Letztere Gruppe ist in der That eine sehr wichtige,
weil dieselbe, wie wir neuerdings bewiesen haben®*¥), mit der Gruppe
der geraden Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph ist.

Wollen wir nun der Vollstindigkeit halber eine Awofzihlung der
endlichen Collineatipnsgruppen geben, so moge von vornherein die
folgende Verabredung getroffen werden, dass solche Gruppen, welche,
wo tmmer sie aufireten, als Untergruppen innerhald hoherer Gruppen

#) Auch Hr, Kantor kennt nur die von Hrn. Jordan bahandelten Gruppen,
Man sehs seine ,,Theorie der endlichen Gruppen*, S. 44.

#%) Man sehe meinen in den Mathematischen Anmalen Bd. 47 verdffentlichten
Avufsatz mit dem Titel ,,Ueber cine einfache Gruppe von 360 ebenen Collineationen®.
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enthalien sind, niché als Houpttypen betrachict werden sollen. Wir er-
halten dann:

1) Eine Classe von trivialen Gruppen, bei denen entweder drei
Punkte unter einander vertauscht werden, oder ein Punkt und cine
nicht incidente Gerade invariant bleiben.

Sodann haben wir drei isolirte Gruppen:

2) Die Hess¢'sche Gruppe von der Ordnung 216, welche das System
der 9 Wendepunkte einer ebenen C, in sich transformirt.

3) Die Gruppe von der Ordnung 168, welche die
Gy, ada; + 2’2, + @,%2; =0,
in stch iberfiihrt;

4) Die Gruppe von der Ordnung 360, durch welche die
Cy, 103254 925(2, 5+ 2,%) — 4D 222 2,2 — 13D 2,42, 2, + 2T 2,8= 0,
in sich transformirt wird.

Hierzu kommen noch drel Gruppen, welche nicht der Classe 1
angehéren. Dieselben sind:

1) Die Collineationsgruppe der harmonischen (. Diese Gruppe
von der Ordnung 36 ist Untergruppe sowohl der Hesse'schen Gruppe
als der Gyg;

2) Die mebr umfassende Gruppe von der Ordnung 72, bei welcher
die harmonische €, anch mit ihrer Hesse’schen Curve vertauscht werden
kann, Dieselbe ist Untergruppe der Hesse'schen Gruppe;

3) Die ternire Ikosaedergrappe, welche einen Kegelschnitt in sich
tiberfihrt. Diese G, ist Untergruppe der Gy, .

2. Wir schreiten jetzt zur Behandlung der orthanallagmatischen
Gruppen. Zuerst ist es einleuchtend, dass die Strahlen des funda-
mentalen invarianten Geradenbiischels sich nach irgend einer linearen
Gruppe vertausechen miissen. Die Gesammigruppe entsteht durch Com-
bination dieser Gruppe mit einer anderen linearen Gruppe, bei welcher
jede Gerade des Biischels invariant bleibt.

Bei einer zur letzteren Gruppe gehdrigen Transformation miissen
zwei Punkte auf jeder Geraden des Biischels fest bleiben. Man hat
hier zwei Moglichkeiten: entweder erfiillen diese Punkte swei rationale
Curven oder eine hyperelliptische Curve.

Wir nehmen zuerst an, die fraglichen Doppelpunktsorter zerlegen
sich bei jeder beziiglichen Transformation in je zwei rationale Curven.
Hr. Kantor hat dann hervorgehoben, dass man drei beliebige Curven
Cy mit (M — 1)-fachem Punkte im Fundamentalpunkte: D,, D/, D,
herausnehmen kann, und sodann auf jeder Geraden des Biischels eine
bestimmte binire Gruppe ergdnzen kann, bei welcher D,, D, die
Doppelpunkte einer Transformation und D, einen Doppelpunkt einer
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bestimmten anderen Transformation ausschueiden, wonach die weiteren
Doppelpunktsorter sich leicht bestimmen lassen®).

Diesen "Ansatz wollen wir hier weiter verfolgen. Zunfchst ist es
einleuchtend, dass man keineswegs drei Curven mit gleicher Ordnung
zu nehmen brancht. Es seien #,, », n, die Ordnungen der beziig-
lichen Curven D,, D/, D,. Wir nehmen an, dass ausser dem Funda~
mentalpunkte ¢ Schnittpunkte allen drei Curven gemein sind. Man
erginzt nun jede Curve durch digjenigen Geraden des fundamentalen
Biischels, welche durch die Schunittpunkte der beiden anderen gehen,
In dieser Weise geh6ren die drei Curven zu einem Biische] von der
Ordnung =, 4 2, -+ %, — 1 — 9, welchen wir durch psuccessive
guadratischen Transformationen in einen Geradenbiischel tiberfiihren
koonen. Die weiteren Doppelpunktsorter gehbren ersichtlich zu dem-
selben Biischel. Wir erhalten demnach zwei invariante Geradenbiischel,
und die fragliche orthanallagmatische Gruppe entsteht durch die Com-
bination der beiden Gruppen, nach welchen die Geraden dieser Biischel
permutirt werden.

3. Man kann somit einen zweiten invarianten Geradenbiischel
herstellen, falls jede Gerade dureh den fundamentalen Puski O bel
einer Diedergruppe, Tetraedergruppe, Oktaedergruppe oder lkosaeder-
gruppe in sich fibergeht. Wir miissen hier fragen, ob dieser Satz
noch giiltig bleibt, falls jede Gerade des erwihnien Biischels nur bei
der Identitdt oder bei einer cyklischen Gruppe mit zwe: rationalen
Doppelpunktscurven in sich iibergefiihrt wird. Um das zu entscheiden,
brauchen wir nur den Inbegriff derjenigen Punkte zu betrachten, denen
bei einer oder mehreren Transformationen nicht nur einzelne Punkte,
sondern ganze Geraden durch O entsprechen. Hs sei 4 ein solcher
Punkt und a seine Verbindungsgerade mit O. Wir nehmen an,
dass die Gerade ¢ durch die Transformationsgruppe in die Geraden
Qgy Gyy o o oy Gy Orgr, + - o, Guoy lbergefithrt werden kann, Dabei
mogen dem Punkte 4 die Gesammtheit der Punkte der r Geraden
@y, . . ., Gy, aber nur einzelne Punkte 4,44, ..., 4,; auf den Geraden
@rity + « -5 Gu—y entsprechen, wobel freilich zunichst vorausgesetzt
wird, dass eine belichige Gerade des Biischels nur bei der Identitiit
invariant bleibt. In dieser Weise entsprechen den Punkten der Geraden
Gy, ..., G die Ausgangsrichtungen von den Punkten 4, 4,q4,..., 4,13
man erschliesst aber auch, dass andererseits den Punkten der Geraden
@y Gri1y - - 5 Guy die Ausgangsrichtungen gewisser Punkte 4., ..., 4
auf den beziiglichen Geraden a4, , .., a, entsprechen. Wir haben also
auf » bei der Gruppe sich geschlossen permutirenden Geraden zwei
Systeme von einfachen Fundamentalpunkien erhalten: 4, A,p4, ..., 4,

¥} Man sehe Kantor, ,,Theorie der endlichen Gruppen®, S. 46,
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mnd 4/, ..., 4, Solcherweise sind wir zu dem Resultate gekommen,
dass einfache Fundamentalpunkte immer gleichzeitig auf allen Geraden
eines Systems aufireten, welches sich bei der Gruppe geschlossen per-
mutirt, dass aber dieselben stets in zwei zu einander conjugirte Systeme
zerlegt werden, welche in dem betrachteten Beispiel durch die 4 und
die A’ geliefert werden. Die Gesammtheit der einfachen Fundamental-
punkte kdnnen wir also in eine Zahl von je zwei solchen conjugirten
Systemen zusammenstellen. Es ertffnet sich aber hier eine Methode,
um die Zahl der einfachen Fundamentalpunkte zu vermindern. Legt
man nimlich die drei Hanptpunkte einer quadratischen Transformation:

r 4 r
Ly By == Xy Xo = Ty X3,

in die Punkte O, 4,/, 4,, so gehen ersichtlich die Punkte 4, 4,
pach der Transformation in Fundamentalpunkte von derselben Art wie
der Punkt 4 iber. Allgemeiner gilt es, dass, falls man die drei
Hauptpunkte der Transformation in O und in irgend zwei einfachen
Fundamentalpunkten wihlt, letztere Punkte in Fundamentalpunkte der
jedesmal conjugirten Art iibergehen. Hat man also auf diese Weise
in dem gewahlten Beispiel alle Punkte 4" in Punkte 4 iibergefiihrt,
so entsprechen einem Punkte 4 nur die anderen Punkte A4, aber
keine ganze Gerade; die Punkte A haben somit ihre Kigenschaft als
Fundamentalpunkte eingebiisst. Nun scheint es einleuchiend, dass
man in dieser Weise durch successive quadratische Transformationen
jede bet der Gruppe zusammengehorige Reihe von Fundamentalpunkien
it einer Ausnahme in solche derselben Art iiberfiilhven kann. Man
wiirde also am Ende nur zwei Hauptfille zu untersuchen haben:

1) Alle einfachen Fundamentalpunkte sind verschwunden. Die
Gruppe muss eine Collineationsgruppe sein, welche den Punkt O in-
variant lisst.

2) FEine einzige Reihe von einfachen Fundamentalpunkten ist
tibrig geblieben, und ein einziger Punkt A dieser Reihe ist zu den
tibrigen conjugirt. Bei einer Transformation der Gruppe konnen hier
nur drei Hauptpunkte auftreten: O, 4 und der Punkt, welcher in
die Gerade 04 ubergefilhrt wird. Hieraus folgt, dass die Transfor-
mationen der Gruppe aus lauter quadratischen Transformationen be-
steben, und dass der Geradenbiischel durch A invariant bleibt.

Um einen etwaigen Einwand zu beseitigen, sollen hier noch die
folgenden Erdrterungen eingeschaltet werden. Jede Reihe von ein-
fachen Fundamentalpunkien besteht avs zwei zu einander conjugirten
Systemen. In der angewandten Methode nahmen wir aus jeder Reihe
das eine System heraus, und die so erhaltenen Punkte benutzten wir
als Hauptpunkte bei den successiven quadratischen Transformationen,
‘War die Zah] dieser Punkte gerade — 2, so hatte man » Transformationen
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nbthig, um den obigen Hauptfall 1 zu erreichen; war dagegen ihre
Zahl ungerade — 2% -} 1, so koante man duvch # Transformationen
zum Falle 2 gelangen. Der Inbegriff jener guadratischen Transforma-
tionen besitzt aber im Falle 1 dig Bedeutung, dass man das Curven-
netz C,y1, welches durch die 27 Fundamentalpunkte und einen
n-Ffachen Pupkt 8, in O bestimmt wird, in das Netz der Geraden
tiberfithrt; im Falle 2 wird dagegen der Curvenbiischel C,q; durch die
2% -4 1 Fundamentalpunkte mit 0, in O in einen Geradenbiischel
transformirt. Man kann aber noch andere gegeniiber der Gruppe in-
varianten Netze oder Biischel erhalten, indem man ausser den er-
wahnten Fundamentalpupkten als Basispunkte noch irgend welche bej
der Gruppe sich geschlossen permnutirende Reihen hinzunimmt. Die
Invarianz der fraglichen Netze bez. Biischel erschliesst man leicht
daraus, dass dieselben bei jeder Transformation der Gruppe in Netze
bez. Biischel mit denselben aber keinen anderen Basispunkten und (im
Falle eines Netzes) einem freien Schnittpunkte transformirt werden
miissen, was, wie eine leichte Abzihlung lehrt, bei keinem anderen
Netze oder Biischel zutrifft. Man ann also auf unendlich viele Weisen
die Gruppe in eme Collineationsgruppe oder in eine Gruppe mil einem
zweiten invarianten Geradenbiischel iiberfihren.

Es giebt natiirlich auch Fille, wo die Basispunkte eines Netzes
oder Biischels in so specieller Lage sich befinden, dass durch dieselben
kein eigentliches Netz bez. Biischel bestimmt wird, sondern nur eine
einsige Curve, welche vermittelst beliebiger Geraden durch O erginet
wird; dies trifft z. B. zu, wenn dieselben auf einer Geraden liegen, und
die Zahl der eintachen Basispunkte grosser als die Ordnung der Curven
ist. Jene einzige Cprve ist natiirlich gegeniiber der Gruppe invariant,
Hat man drei solche invariante Curven erhalten, so bestimmen diese, wie
in der 2. Nummer dieses Paragraphen beschrieben wird, einen Biischel,
von welchem jede Curve bei allen Transformationen der Gruppe invariant
blesbt. Diesen Biischel kann man selbstverstindlich in einen Geraden-
biischel iiberfiihren.

4, Wir wollen jetzt besonders den Fall behandeln, dass jede
Gerade des fundamentalen Biischels durch eine cyklische Gruppe in sich
iibergeht, wobei die Doppelpunkte zwes rationale Curven erfilllen. Diese
beiden Doppelpunktscurven sind bei der Gruppe invariant, ond man
kann dieselben durch snccessive quadratische Transformationen, bei
denen stets O einen Hauptpunkt abgiebt, in zwei Gerade, L, und L,
iberfithren, deren Schnittpunkt wir mit P bezeichnen wollen. Im
Allgemeinen ist hier der durch L, und L, bestimmte Biischel gegen-
iiber der Gruppe mickt invariant. In der That bravchen wir auch in
diesem Falle nur die einfachen Fundamentalpunkte zu betrachten, um
invariante Bischel oder Netze herstellen zu kdnnen. Als solche sind
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zuerst einerseits P und andererseits die der Geraden O P entsprechenden
Punkte zu nennen; letzstere Punkte liegen zu je g anf jeder dem Punkte
P enisprechenden Geraden, wenn u die Ordnung der Gruppe be-
zeichnet, bei welcher jeder Punkt der Geraden L, und L, fest bleibt.
Alle anderen Fundamentalpunkte miissen auf L, oder L, liegen. Punkte
auf einer von diesen Geraden werden ja immer in Punkte derselben
Geraden transformirt; soll dann eine durch O gehende Gerade in einen
Fundamentalpunkt fibergefiibrt werden, so muss ersichilich dieser Punkt
entweder auf I, oder L, belegen sein. Sagen wir auf L,, dann folgern
wir sofort, dass den anderen Punkten auf der Verbindungsgeraden des
Fundamentalpunktes mit O ein einzelner Punkt, der Schnittpunkt der
ersterwihnten Geraden mit L,, entspricht. Man gelangt so zu dem
Resultate, dass die Fundamentalpunkte auf einer Reibe bei der Gruppe
sich geschlossen permutirender Geraden in zwei zu einander conjugirten
Systemen auftreten, welche auf L, bez. L, liegen, Wir konnen aber
in vorhin beschriebener Weise diese Reihen von Fundamentalpunkten
mit einer Ausnahme durch quadratische Transformationen zerstoren,
Man braucht also nur eine einzige Reihe zu betrachten, deren Punkte
auf L, und L, beliebig vertheilt sein mogen.

Es erwichst nun die Aufgabe, invariante Biischel oder Netze C.i4
mit &, in O auch in diesem Falle zu bestimmen. Als Basispunkte
miissen hier vor allem P und entweder die Fundamentalpunkte auf L,
oder diejenigen auf L, gewshlt werden. Die weiteren Basispunkte
miissen bei der Gruppe zusammengehdrige Punktsysteme anf L, und
L, bilden. Punktgruppen ausserhalb dieser Geraden, welche sich ge-
schlossen permntiven, konnen nicht als Basispunkte benutzt werden,
weil von denselben jedesmal g auf derselben Geraden durch O ant-
treten, was der Bedingung eines Systems C,y; mit d, in O wider-
streitet. Man erhilt nun einen Biischel der gesuchten Art, falls ausser
P n Basispunkte auf jeder der erwihnten Geraden genommen werden
kénner, ein Netz dagegen, falls » Basispunkte auf der einen nnd nur
% — 1 auf der anderen gewihlt werden. Ws fragt sich nun, ob man
auch bei jeder Vertheilung der einfachen Fundamentalpunkte entweder
die gleiche oder pur um eine Einheit verschiedene Zahl von Basis.
punkten anf Z, und L, nehmen kann. Auf diese Frage kénnen wir
sofort eine bejahende Antwort geben. In der That brauchen wir hier
nur einen von Brn. Klein aufgestellten Satz zu benutzen, nach
welchem man auns den bei einer beliebigen bindren Gruppe invarianten
Formen immer einen rationalen Ausdruck vom zweiten Grade auf-
bauen kann*). Man kann ja den Curven des gesuchten Systems die
Bedingung einer Berithrung mit L, bez. L, von beliebig hoher Ordnung

*) Man sehe ,,Vorlesungen wber das Ikosmeder*, S. 64,
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in den Verschwindungspunkten des Zihlers bez. Neuners des be-
treffenden Ausdrucks auferlegen. Also schliessen wir, dass auch in
diesem Falle die Gruppe auf unendlich viele Weisen in eine Collineations-
gruppe oder in eine Gruppe mit eimem zweiten invarianten Geraden-
biischel tibergefiihyt werden kann. Als allgemeines Resultat der voran-
gehenden Nummern 2 —4 haben wir somit das folgende erhalten:

Gliebt es innerhalb einer orthanallagmatischen Gruwppe keine Trans-
formation, bei der jede Gerade des fundamentalen Biischels in der Weise
in sich iibergeht, dass der Ort der fest bleibenden Punkie nicht zerfdllt,
so lisst sich dieselbe birational entweder in eine Collineationsgruppe oder
in eine Gruppe mit einem zweiten invarianten Strahlenbiischel trans-
formiren-

5. Wir wollen jetzt noch diejenigen orthanallagmatischen Gruppen
betrachten, bei denen nichi zerfallende Doppelpunkiscurven auftreten.
Den Strahlen des fundamentalen Biischels denken wir uns einen Para-
meter z eindeutig zugeordnet. Immer kénnen wir die Gleichung einer
Doppelpunktscurve in die Gestalt
® y* = F(z)
bringen, wo F(z) eine ganze Function ohne doppeite Factoren be-
zeichnet. Soll nun jeder Punkt dieser Curve bei einer Transformation
von der Periode n fest bleiben, so muss diese Transformation darch
die Gleichung

® (VG 4= VTE
¥ +VF@) Y+ VF(x)
definirt werden kdnnen, wo &"==1. Nar fir ¢= — 1 wird aber
hier y' rational durch z ond y ausgedriickt, und zwar in der Form
o F@),
3 V==

Dem widerspricht nicht, dass es anch, wie schon Hr. Kantor hervor-
gehoben hat, aperiodische eindeutige Transformationen giebt, bei denen
alle Punkte einer hyperelliptischen Curve fest bleiben. Hs ist ja fiir
beliebiges R(z) die Curve (1) Doppelpunktseurve bei jeder Trans-
formation B + Fi@)
,__yRB(E z

@ Y="3+Fm

Wir sind soeben zum Resultate gekommen, dass nicht zerfallende
Doppelpunkiscurven nur bei involutorischen orthanallagmatischen Trans-
formationen auftveten. Aus der 2. Nummer dieses Paragraphen leuchtet
aber hervor, dass, falls die Doppelpunkisorter bei mehr als einer
Transformation zerfallen, das bei allen die Geraden des Hauptbiischels
nicht permutirenden Transformationen der Fall sein muss. Man er-
sieht hieraus, dass die hier zu behandelnden Transformationen aunf den
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Geraden des fraglichen Biischels keine apdere Gruppen als Dieder-
gruppen Gz, hervorbringen kdnnen, wobei, falls » > 2, die zur aus-
gezeichneten cyklischen Untergruppe gehorigen Doppelpunkie zwei
rationale Curven erfiillen.

Permutiren sich die Punkte jener Geraden nach einer Vierergruppe,
so knnen also alle drei Doppelpunktscurven hyperelliptische Curven sein.
Jede von diesen Curven muss bekanntermassen gegeniiber allen Opera-
tionen der Vierergruppe invariant sein. Wir suchen also die bei der
Operation (3) unverindert bleibenden hyperelliptischen Curven, deren
Specialschaar g,” durch den fundamentalen Strahlenbiischel ausgeschnitten
wird. Wir erhalten unmittelbar

® Fi(@)y + 2F,(@)y + Fi (@) Flz) =0,
wobei die ganzen Functionen F, und F, beliebig gewihlt werden
konnen. Jeder Punkt einer Curve (5) bleibt bei einer Operation

. { Folz) 2 — F(z){ F () }?
®) Fi@y + o) = gy

invariant. Die dritte Operation der Vierergruppe erhdlt man duorch
Combination von (3) und (6), und zwar in der Normalgestalt

(1) F,(z)y’ + F(z) F,(z) = F(@) [F2) { Fy(x) P~ { Fo(2) }2]

F(n)y + Fiw){ Fi2) )
Die zugehérige Doppelpunktscurve besitzt die Gleichung
(8) Fy(x)y* + 2F(x) Fi(x)y + Fo(2) F(x) = 0%).

Die drei Doppelpunktscurven (1), (5) und (8) stehen mit einander in
einem leicht angebbaren Zusammenhange. Jeder Versweigungspunlt
der einen muss nimlich auch Verzweigungspunkt einer anderen sein,
und durch denselben muss die dritte Curve gehen. Kein Punkt kann
aber als Verzweigungspunkt allen drei Curven gemein sein. Man kann
umgekehrt anch drei beliebige hyperelliptische Curven als Doppel-
punktsdrter wihlen, wenn nur die obige Bedingung befriedigt wird **¥).
Mbége jetst die Gruppe anf den Geraden des fundamentalen Biischels
eine Diedergruppe Gz, (n > 2) erzeugen. Die beiden Doppelpunkis-
curven bei der zugehbrigen cyklischen G, kbonnen wir in die Gerade
y ==0 und in den Basispunkt des Biischels iiberfiihren, so dass die-
sethe @, durch die Operation
() y =z¢y
erzeugt wird, wo & eine primitive n'* Einheitswurzel bezeichnet. Die
anderen Operationen innerhalb der Diedergruppe miissen diese beiden
Oerter vertauschen. Dieselben sind folglich von der Gestalt

*} Man muss annehmen, dass im Aligemeinen F, und F gemeinschaftliche
Factoren enthalten.
) Man vergleiche Kantor ,Theorie der endlichen Gruppen, S, 46,



Endliche Gruppen birationaler Transformationen in der Ebene. 207

£
(10) -y'_—_fl;@—, (=1,2,...,0)
womit auch die weiteren Doppelpunktscurven
a1 y? = & R(x)

gegeben sind.

Bisher haben wir in dieser Nummer nur diejenigen Untergruppen
der beziiglichen orthanallagmatischen Gruppen betrachiet, bei denen
jede Gerade des fundamentalen Biischels fest bleibt. Man ersieht aber
leicht, wie die bindren Gruppen, nach welchen die Geraden des Biischels
permutirt werden, aus den Gruppen, welche beziehungsweise die Func-
tionen F und B zulassen, bestimmt werden konnen.

§ 3.
Die folgenden vier Classen.

1. Die Gruppen, bei denen die Kegelschnitte durch zwel feste
Punkte 4 und B ein invariantes System bilden, oder, wie Hr. Kantor
sie nennt, die Gruppen M, und M, lassen sich leicht bestimmen.
Diese Kegelschnitte liefern ja die Bilder der ebenen Schnittcurven
einer Fliche zweiten Grades bei der bekaunten eindeutigen Abbildung
der Fliche auf eine Ebene, welche vermittelst stereographischer Pro-
jection bewirkt werden kann. Die fraglichen Transformationsgruppen
der Ebene miissen also den Collineationsgruppen einer Fliche 2. Grades
F, entsprechen. Letztere Gruppen sind aber theils die Gruppen B,
bei denen jedes System von erzengenden Geraden invariant bleibt,
theils die Gruppen M), bei denen die Systeme vertauscht werden;
doch muss ersichtlich die Hilfte der Operationen einer Gruppe M’
eine ausgezeichnete Untergruppe M, bilden. Die Gruppen M, erzeugt
man durch die Combination zweier bin#iren Gruppen, nach welchen
die Geraden der Erzeugenden-Systeme sich permutiren, wobei die
einzelnen Operationen der beiden Gruppen auf irgend eine isomorphe
Art combinirt werden miissen, Soll die 3, Untergruppe einer M,
bilden, so miissen jene biniiren Gruppen holoedrisch isomorph sein.

Da die Erzeugenden-Systeme der F, bei der Abbildung in die
Strahlenbiischel durch A und B ibergehen, so bilden die Gruppen M,
die im vorigen Paragraphen betrachteten Gruppen mit zwei invarianten
Strahlenbiischeln. Nur die Gruppen M, liefern also nene Typen.

2. Wir wollen jetzt diejenigen Gruppen untersuchen, bei denen
ein System von C, mit bez. 3, 4, 5 festen Basispunkten invariang
bleibt, oder, nach Hrn. Kantor’s Terminologie, die Gruppen M,
M, und M;. Im ersten Falle erhdlt man zwei Netze, das Netz der
Geraden und das Netz der Kegelsehnitte durch die drei Basispunkte,
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welche die Eigenschaft besitzen, dass man aus jedem Netze eine be-
liebige Curve herausnehmen kann, welche zusammen eine O des
Systems bilden. Die Hilfte der Operationen einer Gruppe M, welche
keime Collineationsgruppe ist, besteht aus quadratischen Transformationen,
welche jene beiden Netze vertauschen, die andere und ausgezeichnete Hiilfte
aus Collineationen , welche dieselben invariant lassen.

3. Die Gruppe M,. Man hat hier 5 Netze: das Netz der Geraden
und 4 Netze von Kegelschnitten durch je drei Basispunkte; desgleichen
5 Biischel: 4 Biischel von Geraden durch je einen Basispunkt und den
Biischel der Kegelschnitte durch alle 4 Basispunkte. Diese Netze und
Biischel sind in der Weise mit einander verbunden, dass eine beliebige
Curve eines Netzes und eine beliebige Curve eines zugeordneten Biischels
eine O, des invarianten Systems zusammensetzen. Die Gruppe M, er-
hilt man nun durch den Inbegriff aller 120 Vertauschungen dieser 5
Netze bes. Biischel. Diese G, besteht nur aus Collineationen und
quadratischen Transformationen, da ja das Netz der Geraden nur in
sich selbst upd in vier Netze von Kegelschnitten tbergefiihrt werden
kann ¥),

Die 5 erwihnten Biischel schneiden die Specialschaaren g,’ einer
bestimmten bei der G,,, invarianten C; vom Geschlechte p =6 ans.
Wihlt man die Doppelpunkte in den Coordinatenecken und im Punkte
&, = &, == &y, s0 lautet die Gleichung dieser Curve:

23z txy g + 2025 — 2 22 ta,? - D duwle, — 62,212,202 = 0.

4. Die Gruppen M. Unter den C, des invarianten Systems
treten hier 16 Netze auf, welche etwa noch durch einen festen Kegel-
schnitt oder Gerade ergiinzt werden. Dieselben sind: das Netz der
Geraden, 10 Netze von Kegelschnitten durch je 3 Basispunkte und 5
Netze von €, mit 0 in je einem Basispunkte. Nun hat Hr. Kantor
gefunden, dass es bei einer allgemeinen Lage der Basispunkte stets
eine Transformation giebt, welche das Netz der Geraden in ein be-
liebiges der anderen 15 Netze transformirt, und dass diese 15 Trans-
formationen involutorisch sind. So gehen z. B. das Netz der Geraden
und ein Netz von Kegelschnitten bei einer quadratischen Transfor-
mation in einander iiber, bei welcher jede Ecke eines von drei Basis-
punkten gebildeten Dreiecks mit der gegeniiberliegenden Seite ver-
tauscht wird, und ausserdem die 2 ibrigen Basispunkte permutirt
werden.

¥) Die obigen Resunltate beziiglich der Gruppen M,, M;, M, und M, sind
schon von Hrn. Eantor gegeben. Indess ist der Gegenstand dieses Paragraphen
auch von Hrn. Antonne behandelt. Hr. Kanfor hat das Verhiiltniss seiner Theorie
zu den von diesem Forscher publicirten Noten in seiner ,,Theorie der endlichen’
Gruppen®, 8. 52 besprochen,
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Soll die Gruppe M; andere Transformationen als die G, ent-
halten, so muss es ersichtlich innerhalb derselben andere Operationen
als die Identitit geben, bei denen das Geradennelz invariant bleibt.
Damit die Gruppe M, auf keine der friiheren Classen reducibel sei,
diirfen von den Basispunkten nicht zwei zusammenfallen oder drei in
gerader Linie liegen. Beriicksichtigh man diese Beschrinkung, so
findet man mit Hrn. Kantor, dass die einzigen Collineationsgrappen,
welche die b Basispnnkte als geschlossenes System permutiren kdnnen,
die folgenden sind:

1) Die Identitit.

2) Eine &,.

3) FEine cyklische G,. Hier kann man die 5 Basispunkte als die
4 Ecken eines Rechtecks und einen unendlich entfernten Kreispunkf
betrachten.

4) Diedrische Gy. Als Basispunkte kann man hier die Ecken
eines gleichseiﬁgen Dreiecks und die beiden nnendlich entfernten Kreis-
punkte wihlen.

5) Diedrische G,. Die Basispupkte kann man aus den Hcken
eines reguliren Fiinfecks erhalfen.

Die Gesammigruppen M, erhilt man durch Combination der in
Jjedem Falle auftretenden ausgezeichnelen G wit diesen Collineafions-
gruppen. Die Ordnungen der Gruppen in den erwilnten b Fillen sind
somit: 16, 32, 64, 96, 160¥).

Wir wollen indessen das Problem der Gruppen M noch von einer
anderen Seite angreifen, Wir wihlen aus den () des invarignten
Systems irgend 5 linear-unabhéngige Curven:

X;=0. (¢=1,...,9)

Sodann befrachten wir die Relationen 2. Grades:
Py Air Xi Xk =0 3

welche Curven 6. Ordnung mit ¢ in den 5 Basispunkien definiren.
Nun lehrt eine leichte Abziblung, dass eipe solche C; durch 12 neune
Bedingungen bestimmt wird. Die obige Gleichung ist aber erst durch
Festlegung der Verhiiltnisse der 15 Constanten a;; bestimmt. Hiernaeh
erschliessen wir, dass zwei Relafionen:
(1) F1 ———-Z’a,-kX,- Xk———- ) 1;"2== ZﬁikXi-Xk=0;
identisch fiir die ganze Ebene gelten miissen. Man kann also die
Ebene als das Bild der Schnittfiiche zweier dreidimensionalen Gebilde

zweiter Ordnung im vierdimensionalen Raume betrachten. Es ist auch
bekannt, dass, beim Gebrauche von pentasphirischen Coordinaten, die

* Hr, Kantor hat (S. 52 und 105 seiner citirfen Arbeit) fiir die Ordnungen
der betreffenden Gruppen die unrichtigen Zahlen: 15, 30, 60, 90, 150, gegeben.

Mathematische Annalen. XLVIIL 14
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Gleichungen (1) eine Cyklide bestimmen. Man erkennt auch leicht,
dass jene Fliche im vierdimensionalen Raume von einem beliebigen
Pupkte in eine Fiiche F, im  dreidimensionalen Raume mit einem
doppelten Kegelschnitte projicirt werden kann. Es wire hier moglich
die bekannten Eigenschaften der Cykliden auf die Flichen (1) zn #iber-
tragen. Indess begniigen wir uns mit der Bemerkung, dass auch eine
Flache (1) sechzehn Gerade enmthilt. Diese Geraden werden bei der
Abbildang der Fliche auf die Ebene in die 5 Basispunkte, die 10
Verbindungsgeraden dieser Punkte und den dieselben enthaltenden
Kegelschnitt tibergefithrt. Den im Anfang dieser Nummer erwihunten
16 Netzen entsprechen im vierdimensionalen Raume, 16 Netze von
dreidimensionalen Riumen, welche je eine der 16 Geraden enthalten.
Die Abbildung auf die Ebene kann als Projection von einer der 16
Geraden aufgefasst werden, und zwar von derjenigen, welche in einen
Kegelschnitt transformirt wird; dabei emtsprechen den Basispunkten
5 Gerade, welche jene Gerade schneiden.

Nach der Bestimmung derjenigen A-Werthe, fiir welche die Diseri-
minante Ag(4) von F, 4 4 F, verschwindet, konnen wir bekanntlich
die Gleichungen (1) im Allgemeinen auf die folgende Normalgestalt
bringen:

(2) Ea,,-Xf el 0, 2b;X,~2 == 0.

Es wire hier eine grosse Menge Fille zu discutiren, wo die Gleichung
A, = 0 zusammenfallende Wurzeln besitzt. Ohne aber in weitere
Einzelheiten eingehen zu wollen, begniigen wir uns mit der Bemerkung,
dass beim Auftreten von doppelten Wurzeln entweder zwei Basispunkte
zusammenfallen, oder deren drei in gerader Linie liegen, welche Falle
fibrigens fquivalent sind. Wir brauchen also die fraglichen Speeial-
falle weiterhin nicht zu beriicksichtigen.

Den Transformationsgruppen M, in der Ebene miissen nun die
Collineationsgruppen entsprechen, welche die Fliche (2) in sich selbst
fiberfiihren. Durch Combination der Zeichenwechsel der X, erhilt
man sofort eine G5, welche aus lauter involutorischen Transforma-
tionen besteht. Damit noch weitere Transformationen vorkommen,
miissen die X; in irgend einer Weise mit einander vertauscht werden
kénnen. Man erlangt so jene 5 Gruppen wieder, welche oben darch
geometrische Betrachtungen in der Ebene gefunden wurden.

1) @, im allgemeinen Falle.

2) G,,. Die Gleichungen (2) lassen sich schreiben:

X2+ X2 a(X,2 4 X2 + X2 =0;

X — X324 b(X— X)) =0.
Hier konnen gleichzeitig X, mit X; und X, mit X, vertauscht-
werden.
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3) Gy,
X X2 X2 X2 X =0

X4 iX2 — Xy — iX2=0.
Hier ist die cyklische Vertansechung (X, X, X, X} moglich.

X4 X4+ X+ Xp=0; (j=c7).
X12 -+ j2 -X22 _{_szz + st =0.

Die Reihe (X, X, X,) kann hier sowohl cyklisch verschoben werden
als auch in die inverse Reihe (X; X, X,) iibergehen; in letzterem Falle
miissen aber X, und X vertauscht werden.

5) Grar y
X2 e X2+ 2 X 8 X,2 4 4 X2=0: (s=== eT).
S#AX 24 S8X2 2 X324 e X2 X2=0,

Hier kann offenbar die Reihe (X X, X3 X, X, sowohl cyklisch in sich
selbst verschoben als auch in die inverse Reibe (X X, X; X, X)) tiber-
geftihrt werden.

Es leuchtet ein, dass die Gruppe der Vertauschungen der b Grossen
X; und diejenige der 5 Basispunkte in den entsprechenden Fillen
isomorph sind., Dies erklirt sich durch die Thatsache, dass auf Grund
der Symmetrie die bei der Projection der Fliche (2) auf die Ebene
benutzte Gerade in jedem Raume X;=-0 je eine der 5 Geraden
schneidet, welche in die Basispunkte projicirt werden.

Bei jeder Gruppe M, existirt wenigstens eine invarignie algebraische
Curve vom Geschlechte p <= D3 bei der Gy gicbt es aber deren oo und
bei der Gy, oo'. In der That, fiigen wir den Relationen (2) eine dritte

3 X =0

hinzu, so liefert ersiehtlich die Schnittcurve ein gegeniiber der Gy
invariantes Gebilde, und man kann durch Benutzung der Relationen
(2) zwei Constante aus (3) hinwegschaffen, so dass nur zwei Ver-
haltnisse der ¢; unbestimmt blefben, Nach einem Satze von Hermn
Weber*) wird nun durch drei Relationen 2. Grades im vierdimensio-
nalen Raume ein Gebilde vom Geschlechte p =5 definirf, es sei denn,
dass die besziigliche Schnittcurve Doppelpankte besitze, was aber hier
keineswegs im Allgemeinen zutrifft.

In den Fillen von Gy,, Gy, Ggs und Gg, kbnnen wir zweckmissiz
der Relation (3) die folgende beziigliche Gestalt geben:

%) Math. Ann, Bd. 13, S. 35.
14*
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X+ X? 4 e X? = 0

X2 X+ X2 4 X =0

X3P+ X+ X2 =0,

X2+ X4 X2+ X2+ X2 =0,
Die Formen links sind n#mlich bei den beziiglichen Gruppen invariant.

Bei den durch die Relationen (2) und (3) definirten Gebilden existiren

10 Systeme von unendlich vielen Abel'schen Wurzelformen, welche den
leicht zu ermiftelnden 10 Relationen zwischen nur 3 Veriinderlichen
entsprechen. Hiermit berichtigen wir einen Satz von Hrn. Krans®),
nach welchem bei nicht-hyperelliptischen Gebilden vom Gesehlechte
p == b hochstens drei solche Systeme vorkommen kdnnen.

§ 4.
Die Gruppen 3.

Die noch zu behandelnden drei Classen, bei denen ein System von
C, mit bez. 6, T oder 8 festen Punkten invariant bleibt, oder die
Gruppen My, M, und M,;, wie wir dieselben nach Hrn. Kantor
bezeichnen wollen, liefern nach diesem Verfasser den schwierigeren
Theil des Problems der Aufzihlung der Typen. Auch ist, wie wir
weiterhin zeigen wollen, eine endgiiltige Erledigung der betreffenden
Aufgabe keineswegs von Hrn. Kantor gegeben. Hierbei seien jedoch
mit voller Anerkennung Hrn. Kantor’s Verdienste um die einzelnen
periodischen Transformationen erwibnt.

1. Bekanntlich bildet man eine Fliche 3. Ordnung F, in der
Weise eindeutig auf eine Ebene ab, dass den oco® Querschnitten der
Fliche die oo®C,; durch 6 feste Fundamentalpunkte entsprechen. Bei
einer Transformation M; werden also die Querschnitte der zugehbrigen
F, geschlossen permutirt, was ersichtlich durch eine Collineation be-
wirkt werden kann. Hierauf beruht die Methode des Hrn. Kantor:
er sucht namlich zuerst die Collineationsgruppen der Flichen F, zu
bestimmen und erhilt sodann dureh Abbildung die zugehdrige Grappe 3.

Wir erinnern hier an die folgehden Eigenschaften der soeben
erwihnten Abbildung. Den sechs Fundamentalpunkten a,, a,, .. ., g,
entsprechen auf der Fj sechs Gerade, von denen keine zwei sich
schneiden; den sechs Kegelschnitten o/, @, . .., a; durch je 5 Funda-
mentalpunkie entspricht eine Zhnliche Gruppe von 6 Geraden auf der
Fliche, wobei jede g; von allen @/, ausgenommen g; geschnitten wird;

*} Math, Ann. Bd. 16. Man vergleiche hierzu meine Schrift, ,,Ueber die
algebraischen Curven von den Geschlechtern p =4, 5 und 6, welche eindeutige
Transformationen in sich besitzen*, Anh, d. Abh. der Konigl. Schw. Akad. der
‘Wissenschaften, Bd, 21, Abth, I, Nr. 3.
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beide Gruppen bilden somit die Hilften einer Sch#ffli’schen Doppel-
sechs. Die 15 iibrigen Geraden der Fliche sind die Bilder der 15 Ver-
bindungsgeraden je zweier Fundamentalponkte; dieselben bezeichnen
wir in entsprechender Weise durch (a;a;) oder (&),

Dem System der Geraden entspricht auf der F; ein System ge-
wundepner C,, deren jede keiner Geraden a; begegnet, aber jeder
Geraden a; zweimal und jeder (a;a;) einmal. Zu jeder der 36
Schiffli’schen Doppelsechse gehdren zwei solche Netge, je nachdem
die zugebbrigen Curven die eine oder andere Hilfte von je 6 Geraden
picht schueiden, und wir kinnen leicht die Bilder dieser Netze in der
Ebene angeben. So geht das System der C,, welche keine Gerade a/
schneiden, in ein Netz von C; mit § in den 6 Fundamentalpunkten
itber. Von den anderen 35 Doppelsechsen ergeben sich 20 auf analoge
Weise mit der folgenden:

Gy Gy as,  (4,8;), (a,a4), (%%);
(ayas), (ayas), (a1a,), ag, as’, ay

Die Bilder der zugehOrigen C;-Systeme liefern das Netz der Kegel-
schnitte durch @, a;, und ¢, und das Netz der C,, welche ¢ in ¢,, a,
und a, besitzen und einfach durch a,, @, und @ laufen. Die iibrigen
15 Doppelsechse sind von folgendem Typus:

ay, oy, (@ 04), (820,), (8205), (@, 5);
Ay a5 (G10y), (G10y), (a:85), (@, ag)-

Die zugehtrigen C,-Systeme auf der F, gehen bei der Abbildung in
zwei Netze von C, iiber, welche in @, bez. 4, Doppelpunkte besitzen
und durch a,, 4,, @, und ag einfach hindurchgehen.

Jede Collineation der F, in sich bewirkt nun eine Vertauschung
der Systeme von je 6 eipander nicht schneidenden Geraden; dem ent-
sprechend werden auch die 72 zugehbrigen C,-Bysteme permutirt. Die
Ordnung der entsprechenden Transformation M, hingt nun im All-
gemeinen davon ab, welches System man bei der Abbildung in die
6 Fundamentalpunkte fibergefithrt hat, und man kann oft dorch geeignete
Wahl desselben diese Transformation bedeutend vereinfachen; jedenfalls
ersieht man leicht nach dem Obigen, dass die Ordnung hdchstens 5
sein kann, wobei dann die beiden Bilften der zu Grunde gelegten
Doppelsechsgeraden vertauscht werden. Da aber Hr. Kantor auf die
typische Darstellung der verschiedenen Transformationen ausgedehnie
Aufmerksamkeit gerichtet hat, wollen wir diesen Gedankengang nicht
weiter verfolgen. Wir erinnern nur noch an die bekannte Gruppe G540
der Gleichung 27. Grades, von der die 27 Geraden einer F,; abhéngen;
jede Gruppe M, muss ja mit einer Untergruppe dieser Gruppe holoedrisch
isomorph sein.
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Hr. Kantor bat auch bewiesen®), dass die Transformationsgruppen
der Ebene, welche man aus den Collineationsgruppen einer F, mit
Doppelpunkten herleitet, stets auf eine der 6 schon behandelten Classen
reducibel sind.

2. Die wesentlich verschiedenen Typen der Collineationen, welche
eine F; ohne Doppelpunkte in sich iiberfiihren konnen, hat Hr. Kantor
auch aufgestellt**). Dabei wihlt er bei der fraglichen Collineation
invariante Ebenen als Coordinatenebenen und schreibt die Collineation

B 1@y &y ) == Ay Ayt Ayt Ay,
ganz einfach 2,, 4,, 45, 4,. Doch ist die Collineation von der Periode 5
oder der folgende Fall 8 von Hrn. Kantor unbeachtet gelassen. Wir
geben hier die Functionen, welche, gleich Null gesetzt, die bei den
beztiglichen Collineationen anallagmatischen ¥, darstellen, jedoch ohne
die Coefficienten aufzuschreiben:

L (@, %o, %) + 2211 (%), %2, 25), 1,1,1,—1.
2. (@, o)+ @ fo(ms, @) + Zga(2s, ), 1,1, —1,—1.
3. [fi(mwy, %y #) + 2 L5 (4°=1)
4' ﬁ‘(xl ? x2) + @3(x3? 'r4)) 17 1’ j’j'
5. K@y, )+ 22,1y (21, 29) + 2 + 25 1, 1,5, 7%
6. f3(wy, x) F 22 £y (21, @) + 2,725, 1,1, —1,d.
7. 2% 4 2%z, 2252, + 222 + 2,20, 1, —-1,4 —«.
8. zlz; + 2%z, - x2%, + 2,02, 1, 8% 8. (f=1)
9. film, )+ &2 fi(®, %) + x5 L1, -1,
10. 22+ 2?2 + @237, + 28 4 2,5, 1, —1,5 5%
11, 28 4 2,22 + fi (=g, 2, 1, —1,474.
12. xis + w1x22 + x33 + .2732?42, ]7 “lij) _]
13. x}s + % xzz + x2w32 '+' .‘23.’1}42, 17 - 1: i! 'I'_V_gi :
4. 2z, + 2ty + alia + 23 &y &7 5% 1. (5%=1)
1. 2+ 22,2+ a2, + 25 1, —1,4,j. '

Hr. Kantor hat die Eigenschaften der aus diesen Collineationen
hei der Abbildung hervorgehenden Transformationen der Ebene niher
besprochen. Bei einigen Collineationen existiren feste Gerade, bei anderen
Systeme windschiefer Geraden, welche sich geschlossen permutiren.
Eine solche feste Gerade bez. Gruppe von windschiefen Geraden kann
man dann in das in die Fundamentalpunkte abzubildende Sextupel
nehmen. Die Transformation ist, wie Hr. Kantor siech ausdriickt,

%) , Theorie der endlichen Gruppen®, S.68.
%) Acte Mathematica Bd. 19, S. 148 oder die oben citirte Arbeit, S, 94,
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aquivalent einem Typus mit weniger als 6 Punkten in der Charakte-
ristik*) und lisst sich dem zufolge aunf eine der fritheren Classen
reduciren. - Nur die Fille 3, 9, 10, 14, 15 liefern also nene Typen.
Hr. Kantor identificirt dieselben der Reihe nach mit den Typen
A;, By, Tgs By, Ba™), welche er in seiner Preisschrift auf andere
Weise abgeleitet und ausfithrlich untersucht bat. Die charakterisirende
Eigeuschaft der Transformation A;, welehe Untergruppe won By, By
und By, ist, ergiebt sich hier sebr leicht; bei der Collineation 3 bleiben
ja auf der F, alle Punkte einer Curve vom Geschlechte p =1 fest,
welche durch die Ebene z, == O ausgeschnitten wird.

3. Wir wollen jetzt die vollstindigen Gruppen M, bestimmen.
Hier erledigen sich nach Hrn. Kantor®:*) die Fille 3, 4, 9, 11, 12,
14, 15 der vorigen Nummer besonders leicht, weil in denselben die Glel-
chung der Fy in der Form;

(1) z2 -+ f3 (2, Zyy Zy) == 0,
geschrieben werden kann, Als die Hesse’sche Fliche der Fliche (1)
erhilt man

&y 5 by, By, @5) =0,
wobei h, die Hesse’'sche Form von f, bedeutet. Die Ebene z, =0
kann also mit keiner anderen Ebene bei der Collineationsgruppe der
F; vertauscht werden, es sei denn, dass hy; = 0 zerfillt, d h. f; =0
eine iquianharmonische Curve bedeutet. In letzterem Falle, welcher
immer bei den Formen 4, 11, 12, 14 einiritt, lisst sich die Gleichung
(1) auf die Gestalt:
@ 2+ x4 al=0
bringen. Die Collineationsgruppe dieser Fliche ist von der Ordnung
648, Dieselbe erhilt man durch Combination der Gruppe der 24
Vertauschungen der «; mit einer (,,, welche durch Substitutionen
von der Form z/ = jz;, j°2; erzeugt wird. Ist f; = O nicht &#qui-
anharmonisch, so erhiilt man die Gruppe durch Combination der
perspectivischen G, bei welcher jeder Punkt der Ebene x, = O fest
bleibt, mit der Collineationsgruppe der Curve f; == 0. Dieselbe ist
also im Allgemeinen von der Ordnung 54, jedoch von der Ordnung
108, falls f; = O eine harmonische € definirt, wie z. B. im Falle 15.
Driickt man die Collineationsgruppe einer aligemeinen bez. harmonischen
ebenen (, durch eine homogene Sabstitutionsgruppe mit der Deter-

% Als Charakteristik einer Transformation bezeichnet Hr. Kantor den
Inbegriff der Verkettungen der bei ibr auftretenden Fundamentalpunkte.

#¥) Die Reihe der Griechischen Buchstaben B, I, A bezeichnet bei Hrm.
Kantor die Orvdnung der erzeugenden Transformation. Somit lisst sick B, aums
einer quadratischen, I, aus einer cubischen und Af‘, ans einer biquadratischen
Transformation herleiten.

#*%%)  Theorie der endlichen Gruppen®, S, 65.
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minante 1 aus, so erbilt man eine @, bez. Gy, welche ersichtlich
auf die obige Gy, bez. G,y holoedrisch isomorph bezogen werdeén kann.

Im allgemeinen Falle kbnnen wir bekanuntlich die Gleichung einer
F, auf eine einzige Weise in der Form

3) &, 2%+ a,2.° + ayx;® + ay2,° 4 a; 23 =0
darstellen, wobei die identische Relation, welche die 5 Ebenen x; =0
mit einander verbindet, in der Gestalt

4 B+ 2t 2t x =0
geschrieben werden kann. Kann man die F, in dieser Weise auf ein
eigentliches Pentaeder beziehen, so ldsst sich ihre Collineationso'ruppe
sehr leicht bestimmen. Es bildet ja in der That das Pentaeder ein
gegeniiber der F, invariantes Gebilde, und die zu ermittelnde Coliinea-
tionsgruppe muss durch irgend eine Gruppe von Vertanschungen der
5 Pentaederebenen erzeugt werden. Damit die Gleichungen (3) und (4)
bei einer solchen Gruppe invariant bleiben, miissen entweder einige @;
einander gleich sein, oder auch muss die Gleichung (3) die Form:
28+ oo+ Sad 4+ Sud+ olni =0,  (F=
besitzen. Letzteren Fall brauchen wir aber nicht zu beriicksichiigen,
weil die Fliche dort Doppelpunkte enthilt; die Discriminante der durch
die Gleichungen (3) und (4) definirten Fliche ist nimlich

1 1
v T vat vt et e
und verschwindet folglich in dem fraglichen Falle.

Es seien nun 2q; einander gleich, etwa a, = a,. Die Collinea~
tion, welche die F, hier zuliisst:

Ty =y, By =y, @y = 2y, B =y, 2 =1y,

ist eine perspectivische; die Perspectivititsebene ist z; — #; = 0, und
das Centrunm 2, = 2, = 2, = 0. Man ersieht sogleich, dass dieser
Fall mit der Form 1 der 2, Nummer iibereinstimmé. Durch das Per-
spectivitidtscentrum gehen drei gerade Linien der F,, welche bei der
Collineation invariant bleiben. Der Ebenenbiischel durch eine von
diesen Geraden schuneidet ein System von Kegelschnitten aus, welches
man bei der Abbildung in einen Geradenbiischel iiberfithren kann; die
Transformation ist also vom orthanallagmatischen Typus. Jede der
tibrigen 24 Geraden der F stosst in der Perspectivititsebene mit der
ihr entsprechenden zusammen.

Wir nehmen nun an, es seien @, = 0; und a,=g,. Die Col-
lineationsgruppe ist in diesem Falle eine Vierergruppe. Dieselbe besteht
aus zwel perspeetivischen @, und einer @, ,,mit Axen“:

X =2y, By =2y, By =Xy B =X, Ty = Ly,
Die Verbindungsgerade der beiden Perspectivitiitscentra liegt auf der
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F, und bleibt ersichtlich bei der ganzen @, invariant. Folglich lefert
auch dieser Fall eine orthapallagmatische Gruppe in der Ebene.
Man erweist leicht die Identitit dieses Falles mif dem Falle 2 der
2. Nummer.

Es seien a4 = ¢, =«a,. Die Oollineationsgruppe ist eine diedrische
G4, welche auns dep Permutationen von z;, 2, und 2, resultivf. Die
Untergruppen sind drei perspectivische G, und eine G, vom Typus 5
der 2. Nummer. Hr. Kantor behauptet, dass diese G immer als
Untergruppe einer hoheren Gruppe enthalten sei®), was ersichtlich
nicht richtig sein kann, da ja im Allgemeinen die Fliche bei keiner
anderen Permutation der Pentaederebenen in sich iibergehen kann.
Keine Gerade bleibt bei dieser G invariant, da die Verbindungs-
gerade der Perspectivititscentra nicht auf der F, liegt, auch kein
System von windschiefen Geraden, da die bei jeder Untergruppe G,
einander entsprechenden Geraden zusammentreffen. Die M, ldsst sich
also auf keinen fritheren Typus zuriickfthren.

Es mogen jetzt die Bedingungen a, = a,, @; = a, = a5 gelten,
Die Gruppe ist eine diedrische G,, Die ausgezeichnete cyklische
Untergruppe erzeugh man durch die Collineation:

X =y, By =y, By =By, By = 0y, By = 5.
Dieselbe ist von dem Typus [y oder der Form 10 der 2. Nummer.

Wir behandeln jetzt den Fall, dass g, = a3 == a4, == a;. Die Gruppe
ist hier eine ORtaedergruppe, welche durch die Vertauschungen von
%y, %3, %, und z, entsteht. Die drei eyklischen Untergruppen &, sind
vom Typus 7 der 2, Nummer. Hr. Kantor betrachtet die diedrischen
Untergruppen G, als besondere Typen M **) aber mit Unrecht; die-
selben treten ja einerseits immer als Untergruppen der Oktaedergruppe
auf, anderseits existirt bei ihnen eine feste Gerade auf der Fj, was
fir die ausgezeichnete cyklische Untergruppe &, unmittelbar hervor-
leuchtet, so dass man diese G auf den orthanallagmatischen Typus
zuriickfiihren kann.

Endlich seien @, = @, ==a;=a,=¢a,. Die so definirte Fy ist
unter dem Namen der Diagonalflicke bekannt. Hier fihren alle 120
Vertauschungen der Pentaederebenen die Fliche in sich iiber. Die
cyklischen Untergruppen G sind vom Typus 8 der vorigen Nummer,

Unter den in der 2. Nummer aufgezihlten cyklischen Gruppen
treten somit nur 1, 2, 5, 7, 8, 10 in denjenigen Fillen auf, wo das
fundamentale Pentaeder der Fliche eigentlich ist. Wir haben auch
gefunden, dass die cyklischen Gruppen 2, 5, 7, 10 und 8 immer als

#) Man sehe seine ,,Theorie der endlichen Gruppen®, S. 55, Theorem VII
und 8. 70, Theorem LIV.
#¥) Man sehe die citirte Arbeit 8. 68, Theorem XLIX und B, 70, Theorem LV,
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Untergruppen innerhalb hdherer Gruppen auftreten, néimlich bez. eimer
Vierergruppe, diedrischen &;, Oktaedergruppe, diedrischen Gy, Gyy.

Nehmen wir die in der 2. Nummer mit 6 und 13 bezeichneten
eyklischen G, und G4 hinzn, so haben wir nun simmtliche Collinea-
tionsgruppen, welche eine ¥, ohne Doppelpunkte in sich tberfithren
kbnnen, bestimmt. Die Vollstdndigkeit dieser Aufzihlung wollen wir
in der pichsten Nummer bestitigen.

4. Die einzigen Fille, in denen man noch die Moglichkeit anderer
Collineationsgruppen annehmen kdnnte, sind diejenigen mit einem
uneigentlichen fundamentalen Pentacder. Jedenfalls kommen aber die
verschiedenen cyklischen Gruppen nicht anders als innerhalb derjenigen
Grappen vor, welche in der vorigen Nummer angegeben sind. Daraus
folgt, dass bei keiner Gruppe eine perspectivische G, fehlt, und dass
mehrere solche G, auftreten missen, falls andere cyklische Gruppen
als Gy oder ihre Untergruppen G, und -G, vorkommen.

Wir nehmen zuerst an, die soeben erwidhnten &, und Gy treten
nicht auf. Man kann von einem bestimmten Perspectivititscentram O
einer (, ausgehen. Sollen andere Perspectivititscentra vorkommen,
so miissen dieselben entweder zu je zweien in gerader Linie durch O
liegen oder auch in der Perspectivititsebene belegen sein, Nun stossen
in jedem Centrum drei Gerade zusammen, welche bei der G, unver-
tauscht bleiben; die Paare der sich vertauschenden Geraden treffen
aber einander in der Perspectivititsebene. Die einzigen Punkte dieser
Ebene, in denen drei Gerade zusammenstossen kénnen, sind somit die
Schnittpunkte mit den 3 durch O gehenden Geraden. Von diesen drei
Punkten konnen keiner, einer oder auch alle drei neue Perspectivitits-
centren sein; nicht aber zwei, weil der dritte Punkt schon durch diese
2 perspectivische &, mit den beiden anderen vertauscht wird und so-
mit dieselbe geometnsche Bedentung besitzen muss. Wir wollen diese
drei Fille in Reihe behandeln.

a) Kein neues Perspectivitiitscentrum in der zum Centrum O gehirigen
Perspectivitiitsebene. Giebt es hier auch kein anderes Centrum, so haben
wir die einzelne perspectivische G,. . Liegen aber zwei Centren In
gerader Linie von O aus, so erhalten wir die diedrische G. Sollen
mehrere solche Paare vorkommen, so miissen auch von jedem dieser
Centra die iibrigen zu je zwel in gerader Linie liegen. Man ermittelt
leicht die Bedingung, dass 9 Perspectivititscentra die Wendepunkts-
configuration einer ebenen C; bilden sollen. Hier erhilt man die G,.

b) In der Perspectivitiitsebene liegt ein einziges Perspectivitiitscentrum.
Wenn keine anderen Cenira vorkommen, haben wir die Vierergruppe.
Liegt aber ein einziges Paar in gerader Linie durch O, so erlangen
wir die diedrische Gy,; das Centrum in der erwihnten Ebene bleibt hier’
iberhaupt unvertauscht. Wenn mehrere solche Paare vorkommen,
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so muss, da drei in gerader Linie liegende Centra pothwendig bei der
Gruppe mit einander vertauscht werden, auch jedes dieser Centra
durch eine auf der Fliche liegende Gerade mit einem anderen verbunden
sein, die iibrigen Perspectivitiitscentra aber miissen von demselben aus
zu je zwel in gerader Linie liegen. Diesen Bedingungen gentigen wir
nur in der Weise, dass insgesammt 6 Centra vorkommen, welche die
Ecken eines vollstindigen Vierseits bilden, wobei die drei Diagonalen
der F, angehoren. Wir gelangen also hier zur Oktaedergruppe.

¢) Drei Perspectivitiitscentra in der Perspectivititscbene von 0. Gieht
es keine anderep Centra, so erhalten wir hier abermals die diedrische Gm'
Sollen wir aber zu neuen Gruppen gelangen, so miissen ersichtlich in der
Perspectivititsebene jedes Centrnms drei Centra belegen sein; wir
kbnnen ja irgend welches Centrum als O wihlen. Hier giebt es nun
zwei Moglichkeiten: entweder enthalten die Perspectivititsebenen der
drei in derselben Perspectivititsebene liegenden Centren dieselben drei
Centra oder nicht. Man erschliesst ohune Miihe, dass in ersterem Falle
die Geraden durch je drei Centra die 6 Kanten eines Tetraeders bilden;
in letzterem Falle aber die 10 Kanten eines Pentaeders. Dieser Fall
giebt die Gy, jener die Ggq.

Wir betrachten nun die cyklische G,, deren Untergruppe G, per-
spectivisch ist. Die vom Centrum O dieser &, ausgehenden Geraden
der F; konnen aus der zugehbrigen Perspectivititsebene keine neue
Perspectivititscentren ausschneiden. Durch die fraglichen Schnittpunkte
konnen nimlich keine anderen Geraden der Fliche gehen, weil solche
bei der G, zu je vier vertauscht werden. Sollen also andere Centra
existiren, in welche O bei der Gruppe iibergefiihrt werden kann, so
miissen dieselben zu je 2 in Geraden durch O liegen. Wir finden, wie
vorhin, die Moglichkeit, dass 9 solche Centra die Configuration der
Wendepunkte einer ebenen C; bilden. Die zugehtrige Gruppe ist
die Ggg-

In gleicher Weise beweisen wir, dass die cyklische Gy in keiner
hoheren Collineationsgruppe der F, enthalten sein kann.

5. Aus den vorigen Entwicklungen erhalten wir das Resultat, dass
die typischen Gruppen M die folgenden 7 sind:

1) Diedrische Gg;

2) Diedrische G,

3) Oktaedergruppe G,g;

4) Die Gy, welche durch die Vertauschungen der 5 Pentaeder-
ebenen entsteht;

5) Gyy3

6) G1s3

7) G-

Wie schonin der3. Nummer angedeutet warde, weicht Hrn. Kantor’s
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Aufzahlung *) von der obigen in zwei Hinsichten ab, indem er ndmlich
fitr den Fall 1 die Ordnung 12 statt 6 giebt und eine redactible Gruppe
von der Ordnung 8 hinzunimmt, welche ohnehin immer als Unter-
gruppe der Oktaedergruppe auftritt.

Bei den ersten 4 Typen kann die Abbildung in der Weise bewirkt
werden, dass eine ausgezeichnete Hilfte der ebenen Transformations-
gruppe aus Collineationen besteht. Das fundamentale Sextupel bildet
dann, wie schon von Hrn. Kantor bemerkt, in den Fillen 1 und 2
zwei dreifach bez. vierfach perspective Dreiecke, in den Fillen 3 und 4
ein sechsfach bez. zehnfach Brianchon’sches Sechseck. Hr. Kantor
hat auch die charakteristischen Kigenschaften des fundamentalen Sex-
tupels bei den drei iibrigen Typen angegeben. So kann man z. B. im
Falle der G, als Fundamentalpunkte die Kcken zweier Wendepunkts-
dreiecke einer (), also zweier sechsfach perspectiven Dreiecke erhalten.

Die diedrische G tritt als Untergrnppe bei den iibrigen 6 Gruppen
auf. Desgleichen sind diedrische &, und Oktaedergruppen Unter-
gruppen der G, und Gy, Bei den weiteren inperhalb der ver-
schiedenen Gruppen auftretenden Untergruppen wollen wir uns nicht
aufhalten.

§ 5.
Die Gruppen M,.

1. Bei der im vorigen Paragraphen besprochenen eindeutigen
Abbildung einer Fliche F, auf eine Ebene wurde das System der
Querschnitte in das System der durch die 6 Fundamentalpunkte hin-
durchgehenden C, tibergefiibrt. Hier betrachten wir das Netz der C,,
welche durch noch einen 7. Basispunkt bestimmt sind. Diesem Netze
entspricht auf der F, das System der Querschnitte durch den Bildpunkt.
Den Gruppen von birationalen Transformationen, welche ein System
von C, durch 7 Punkte invarfant lassen, entsprechen also Gruppen
von birationalen Transformationen auf den Flachen F;, bei denen das
Netz der Querschnitte durch einen bestimmten Punkt der bezliglichen
F, invariant bleibt.

Die Bertihrungscurve des Tangentenkegels der F; von diesem
Punkte P liefert ersichtlich eine bei der Gruppe invariante Curve.
Dieser Curve entspricht in der Ebene die Jakobi'sche Curve des Netzes
der C,. Projicirt man die F; vom Punkte P anf eine Ebene E, so
ist diese Ebene zweideutig auf die Fj, also auch auf die Ebene E’ des
Netzes der C, bezogen. Dabei ist die Projection jener Berlihrungs-
curve eine Uebergangscurve, deren Punkten zusammenfallende Punkte
entsprechen.

#) ,,Theorie der endlichen Gruppen®, 8. 79,
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Die Berithrungsecurve ist die Schnittcurve der F; mit der ersten
Polare von P; dieselbe ist somit von der 6. Ordnung und besitzt einen
Doppelpunkt in P. Ihre projicirte Curve auf die Ebene E ist folglich
eine C,. Die 28 Doppeltangenten dieser C, sind die Spuren der 27
Geraden der ¥, und der Berijhrungsebene in F. Die Jakobi’sche Curve
des C;-Netzes in der Ebene E’ ist eine C; mit Doppelpunkten in den
7 Fundamentalpunkten; dieses Resultat erbilt man entweder direct
oder auch-durch die Abbildung der Uebergangscurve.

Den 28 Doppeltangenten entsprechend, kann eine ebene C, auf
28 verschiedene Weisen aus dem Tangentenkegel von einem Punkte
einer F, erzeugt werden. In der That, sei

fi(®y, ®, 2g) =0
die Gleichung einer Doppeltangente, dann kann die Gleichung der C,

in der Form
4f;f3 — =0
geschrieben werden, und man erhilt sogleich als Gleichung der frag-

lichen F:
zlMy+ 2t = - 0%).

Letztere Gleichung kann nur in der Weise geéindert werden, dass
az, + by + ¢z, + dz, statt z, gesetzt wird, also ist dieselbe in
projectiver Hinsicht eine bestimmte. Man hat bekanntlich auch oo®
projectivisch verschiedene C, und nur oo F;, aber von den co® Punkten
einer F, erzeugt man in der obigen Weise oo* C,. Man darf also
schon aus diesem Grunde erwarten, dass jeder O, nur eine endliche
Zahl von F, zugeordnet ist.

Den geraden Linien der Doppelebene E oder den durch P gehen-
den Querschnitten der ¥, entsprechen, wie bemerkt, in der Ebene B’
die C, durch die 7 Fundamentalpunkte. Dabei entsprechen aber den
Geraden, welche die O, bertihren, O, wit &, und insbesondere den
28 Doppeltangenten zerfallende C;. Von den Doppeltangenten sind
ja 27 sowohl die Bilder der 27 Geraden der F; als auch der Kegel-
schnitte, welche in den durch diese Geraden und P bestimmten Ebenen
liegen, und die 28. das Bild des Punktes P und der in dessen Tan-
gentenebene liegenden Curve. Man hat also in der Ebene F' 28 Paare
zusammengehoriger Fundamentalenrven, welche man unmittelbar aus
der Abbildung der F, aufzihlen kann, Dieselben sind: die 7 Funda-
mentalpunlite a;(i=1,2,..., 7) und die 1C; a/, welche je im zu-
gehdrigen Punkt a; einen Doppelpunkt besitzen und durch die 6 dbrigen
gehen; die 21 Geraden (a;ax), welche je 2 Fundamentalpunkte g; und
@ verbinden, und die 21 zugehdrigen Kegelschnitte (@: ar), welche
jedesmal darch die D fibrigen Fundamentalpunkte hindurchlanfen,

*) Vgl Kantor, Acta Mathematica XIX, S, 182,
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Das System der 7 Doppeltangenten, welches in die @; und o
abgebildet worden ist, nennt man ein Aronholdsches Septupel. Es
giebt 288 solche Septupel; jede Doppeltangente gehdrt nimlich zu 72,
da man ja die 6 iibrigen auf eben so viele Weisen wihlen kann, wie
es auf der F, Gruppen von je 6 sich nicht schneidenden Geraden giebt.

Wir betrachten jetzt diejenige involutorische Transformation O,
der Ebene E', welche aus der Vertauschung der beiden Blitter der
Doppelebene E herriithrt. Dabei bleibt ersichtlich jeder Punkt der
Jakobi’schen C; invariant, und jede €, des fundamentalen Netzes
erleidet eine involutorische Transformation in sich, bei welcher ihre 4
ausserhalb der Fundamentalpunkte belegenen Schnittpunkte mit jener
C, fest bleiben. Jede zwel Fundamentalcurven, welche die Bilder
derselben Doppeltangente sind, werden mit einander vertanscht. Folglich
gehen die Punhte o; und die C; gy in einander fiber; dieselben liefern
somit die Hanptpunkte und Hanpteurven der fraglichen Cremona-Trans-
formation, welche von der 8. Ordnung sein muss.

Man kann natiirlich bei der Abbildung der Doppelebene E auf die
einfache Ebene E’ ein beliebiges der 288 Aronhold’schen Septupel als
den 7 Fundamentalpunkten a; entsprechend heravswihlen; doch #ndert
sich freilich die gegenseitige Lage dieser Punkte nach dem zu Grunde
gelegten Septupel. Dem Uebergange von einem Hauptseptupel zu einem
anderen entsprechen in E’ zwel birationale Transformationen, welche
vermittelst der Transformation ©, aus einander hervorgehen; die Summe
der Ordnungen dieser beiden Transformationen ist immer 9%).

2. Bei den Transformationsgruppen 2, welehe ein durch 7 Punkte
bestimmtes Netz von € in sich iberfiibren, bleibt ersichtlich die
Jakobi'sche C; invariant. Wir brauchen also nur digjenigen Gruppen
aufzusuchen, welche diese Curve gestatten kann. Dieses Problem
erledigen wir durch die Aufsuchung der mbglichen Cellineations-
gruppen der Uebergangscurve C, in der Doppelebene. In letzterem
Falle handelt es nur von Collineationen, weil hier das System der
adjungirten @-Curven aus den Geraden besteht; die C, kann nimlich
keine Doppelpunkte besitzen, ohne dass die Gruppe auf eine der
frither behandelten Typen zuriickgefiihrt werden kénnte.

Die C, vom Gesehlechte p = 3, welche durch cyklische Collinea-
tionen in sich iibergehen, sind in der folgenden Uebersicht enthalten®*):

Lzt 4 22 (2, %) + fi(21, %), 1,1, —

*) Die hier besprochene rational eindeutige Abbildung einer Doppelebene
auf eine einfache Ebene mit einer Uebergangscurve, welche durch Cremona-
Transformationen anf eine €, des Geschlechtes p = § gebracht werden kann, ist
zuerst von Clebsch (Math. Annalen Bd. 1IT), spiter von de Paolis und a.ndeten
bebandelt worden.

¥%) Dieselbe wurde von Hrn, Kantor gegeben, Aeta Math, XIX, S, 157,
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2. 21 (@, @) + fi(@y, ) 1, 1, 5.

3. @iz + mymya? - wldm + xlw 2, L, P

4. 9734—[-‘](;(33“ Zy), i, 1, 4.

5. it 2z z, + 2t 222, 4324,' 1, —1, 4.

6. ziz, + 2t 222+ 2, 1, —1, 4.

1. zdx, + vz, + w3z, g 8, & (F==1)

8. @l %, + 1,28 1, —1, %3-

9. =zl -+ 2z, + wt L &% &. (°=1)
10zt 4 2t + 22,5 1, 4, 4.

Jede solche Collineation liefert durch Vermittlung von O, zwei
Transformationen in der Ebene E’. Hr. Kantor hat diejenigen Typen
seiner Preisschrift bestimmt, mit denen diese Transformationen identisch
sind. So erhilt man avs den Collineationen 2, 6, 9, 10 die schon bei
den Gruppen My auftretenden Typen A,, By, By, B, wieder. Dieselben
Transformationen liefern durch Combination mit ©, die neuen Typen
Ig"y Ag. Byg, Bie¥). Die Collineationen 3 und 7 geben ' und B,,.
Die eine aus 4 herriihreade Transformation ist E,; dieselbe ist dureh
die Invarianz aller Punkte des Bildes von Zy = 0, algo einer elliptischen
Curve, charakterisirt. Die iibrigen Transformationen lassen sich auf
Collineationen oder den orthanallagmatischen Typus reduciren. Die
Gruppen von [y, I, B,, und B, enthalten ©, als Untergrappe.

3. Hr. Kantor hab in seiner spiteren Arbeit*¥) versucht, diese
Transformationen zu endlichen Gruppen zu combiniren. Indessen
stimmen seine Resultate beziiglich der vollstindigen Collineations-
gruppen der ebenen C, nicht mit denjenigen iiberein, welche ich schon
in einer frither erschienenen Arbeit gegeben habe*™), Dabei gogen
wir aus einer von Hrn. Hurwitz aufgesteilten Gleichung{) direct den
Schluss, dass zu den eindeutigen Transformationen eines Gebildes
vom Geschlechte p == 3 in sich nur die Primzahlperioden 2, 3 und 7
gehdren konnen. Wir wollen hier eine neue Ableitung der fraglichen
Grappen geben,

*) Bei den fraglichen 4 Collineationen existivt eine feste Undalations-
tangente; diese oder jene Typen erbalten wir, je nachdem die tiber einander
liegenden Blatter dieser Undualationstangente vertanscht werden oder nicht.

*#) »Th. d. endl. Gruppen®, 8. 82,

*¥%y | Ucber die hyperelitptischen Curven und digjenigen vom Geschlechie p =38,
welche eindeutige Transformationen in sich zulassen.’ Anbh. d. Abh. d. Konigl,
Schw. Akad. d. Wissensch., Bd. 21, Abth. I, Nr. 1 (1895).

1) Math. Apn. Bd. XXXII,
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Ans der in der vorigen Nummer gegebenen Uebersicht ersieht
man, dass eine allgemeine nicht hyperelliptische Curve
& fa(2y, 2y, 25) =0
vom Geschlechte p = 3 durch keine von der Idenfitit verschiedene
Collineation in sich iibergeht.

Die symmetrische Curve
(2) Zt + 25200 (%, o) + fo (2, %) = 0
geht durch eine harmonische Perspectivitit in sich iiber, welche mit
der Identitidt eine G, bildet. Durch das Perspectivitiitscentrum ; ==z, =0
gehen 4 Doppeltangenten: 4f; — f,* = 0. Die bei der Transformation
festen Punkte z; == f, = O sind sexfactische Punrkie, in denen also ein
Kegelschnitt 6 auf einander folgende Schnittpunkte mit der C, bat.
Solcher sextactischen Punkte giebt es nach Cayley auof einer ebenen
C, n(120n—27), also auf einer C, 84. Kein Punkt der C, kann auf
zwel (oder mehr) Perspectivititsaxen liegen; auf der Tangente wiirde
- ja durch Combination der beziiglichen Perspectivititen eine nicht end-
liche bindire Gruppe erzeugt werden. Die hichste Zahl der moglichen
Perspectivititen ist also 84 : 4 oder 21. Diese Zahl wird auch erreicht,
namlich bei der Gyg.

Ist f, = 0 ein Paar in einer der drei durch die gegenseitige Zu-
ordnung der Elemente von f, bestimmten Involutionen, so konnen wir
die Gleichung auf die Gestalt
3 2t + 2% (@22 402, + ot + et ay? + 2,0 =0
bringen. Hier treten drei Perspectivititen auf, und die Gruppe ist
eine Vierergruppe.

Wenn die Elemente von f, ein zusammengehbriges Paar in zwei
der drei erwihnten Involutionen bilden, wobei f, einen der drei funda-
mentalen quadratischen Factoren der Jakobi’schen Covariante J; von f,
abgiebt, so ist die Gruppe eine diedrische Gg. Die Gleichung (3)
nimmt hier die Form
4 2yt ax? (@2 + 2.7 + 2+ ba e 4 40 =0,
und man erhilt hieraus die Form 5 der vorigen Nummer, falls man
die in z, == 0 liegenden Coordinatenecken in die Punkte 2,2 + 2,* =
verlegt.

Hier bietet sich von selbst der Specialfall, dass a = b, also:

®) zt 2t A 2t - el n 2w o vt = 0.
Die Gruppe ist hier eine G,,, welche durch Combination der Zeichen-
wechsel und der Vertauschungen der x; erzeugt wird. Dieselbe ent-
steht auch durch die Permutationen der 4 Geraden z, -+ z, 4 2, =0,
welche Doppeltangenten der C, sind, und ist sonach mit der Okfaeder-
gruppe holoedrisch isomorph.
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Hr. Kantor hat die Gruppen der Curven (4) und (5) unrichiig
bestimmt*)., Exr behauptet nimlich, dass jene Curve 7 involutorische
Perspectivitiiten und diese deren 15 gestatte. Diese Anzahl Per-
spectivititen tritt dagegen bei den Curven auf, welche eine Collinea-
tionsgruppe Gy, bez. Gy besitzen, aber auch hier gehdren dieselben
keiner Untergruppe G bez. G,, an.

Die einzigen Gruppen, bei denen keine anderen cyklischen Gruppen
als G, und nicht perspectivische &, vorkommen, sind die zu den
Curven (2), (3) und (4) gehorigen. Die Ordnung m muss nimlich
Theiler von sowohl 24 als 56 sein, weil die 24 Wendepunkie und dig
56 Beriihrungspunkie der Doppeltongenten sich in Gruppen zu je m
vertauschen; dieser Schluss wird nicht dadurch beeintrichtigt, dass
etwa bei einer G, Undulationspunkte fest bleiben konnen, weil ein
solcher mit zwei Punkten jedweder Art Zquivalent ist. Die Ordnung
muss also entweder 2, 4 oder 8 sein. Nun haben wir soeben gefunden,
dass die eyklische G, stets als Untergruppe einer diedrischep Gy vor-
kommt. Aus lauter G, lisst sich aber in der Ebene nur die Vierer-
gruppe zusammensetzen; denn die Aufeinanderfolge zweier harmonischen
Perspectivititen liefert nur dann eine eben solehe Transformation, wenn
jede Axe durch das zur anderen gehdrige Centrum geht.

Einer C,, welche bei einer nicht perspectivischen G; invariant
bleibt, kann man die Gleichung
(6) 2222+ azg(@ P42, + bala 2y - 2yt =
geben. Bei dieser G, bleiben die Berithrungspunkte der Doppellangente
zy =0 fest. Die G, ist stets Untergruppe einer diedrischen G und
in keinem Falle, wie Hr. Kantor zu glauben scheint, die vollstindige
Collineationsgruppe der C,. Dies wird besonders einleuchtend, falls
man z, und z, durch =z, -+ ¢, bez. 2, — iz, ersetzt. Die Gleichung
erbilt dann die Gestalt

(6a) (22,2 + 2azyz, (%7 —32,%) + bag* (2 +z%) + 45t = 0.
Man ersieht leicht, dass die Curve drei perspectivische Transformationen
in sich um die drei Axen z,==0, , + x,¥/3=0 besitst, welche die Be-
rithrungspunkte der Doppeltangente z; == O vertauschen. Entsprechend
den 28 Doppeltangenten, kann eine C, hichstens 23 solche diedrische
G, besitzen, welche Zahl auch bei der Gg erreicht wird,

Geht die C, bei einer htoheren Gruppe, in welcher die Diedergruppe
G, eine Untergruppe bildet, in sich iiber, so muss die Doppeltangente
%, =0 mit wenigstens drei anderen vertauschbar sein, welche durch
die cyklische G, sich permutiren. Wenn die Zahl der mit z; =0
iquivalenten Doppeltangenten n ist, so ergiebt sich nach bekannten

* a. a. 0., S.88, Theorem CI und Theorem CII: 12, 13,
Mathematische Annalen, XLVIIL 15



226 A, Woaan,

Sitzen 67 als Ordnung der Gruppe. Ist n==4, so erhilt man die schon
behandelte Oktaedergruppe. Wenn % > 4, miissen in der Gruppe
Collineationen vorkommen, bei denen Wendepunkie fest bleiben, weil
hier der Grad der Gruppe grisser als die Zahl dieser Punkte ist. Alle
Gruppen, in denen Collineationen mit festen Wendepunkten auftreten,
leiten wir im Folgenden ab.

Bei der perspectivischen G, welehe die Curve

O] 23 f1 (2, @) + fi(, %) = 0
besitzt, sind die auf der Axe z,=0 liegenden Punkte Wendepunkte, deren
Tangenten durch das Centrum gehen, und dieses ist ein Undulationspunkt.

Man fragt sich, ob die so erhaltene Curve noch weitere Collinea-
tionen in sich gestatten kann. Das geschieht, wenn die biniire Form
fi(%;, @,) eine von der Identitit verschiedene Gruppe von Transforma-
tionen in sich besitzt, bel denen fj (#,, #,) = O einen Fixpunkt abgiebt.
Dafiir ist erforderlich, dass letzterer Punkt entweder der Jakobi'schen
oder, falls niimlich die quadratische Invariante von f, verschwindet,
der Hesse’schen Covariante von f, angehtrt. In jenem Falle erhilt
man leicht die Gleichung
(8) 232, + 2t 4 azla? + 2t =0
md als Transformationsgroppe die eyklische G. Der andere Fall aber
gehtrt zur eyklischen G, wobel die Gleichuung der C, die folgende ist:
® 23z, + 2z, + 2,0 = 0.

Sollen in der Gruppe andere perspectivische G, auftreten, so miissen
die zugehdrigen Centren nnd Axen durch die gegebene (F; zu Je drei
in einander tibergehen. Allein es kinnen auch hichstens 4 solche G,
vorkommen, denn die vier Undulationspunkte und 16 Wendepunkte,
welche durch die Centren und Axen gegeben werden, liefern die Ge-
sammizahl von 24 Inflexionen. Die binfire Gruppe, welche auf der
durch die 4 Undulationspunkte gehenden Geraden erzeugt wird, enthilt
4G, und ist die Tetraedergruppe. Nehmen wir z, == 0 als Gleichung
dieser Geraden und x, == 3 = O als Schnittpunkt der 4 Perspectivitits-
axen, so kisst sich die Gleichung der C, leicht auf die Gestalt
(10) 272y 4 2t 2yt =0
bringen. Die Gruppe ist eine &, welche durch Combination der
Tetraedergruppe der Form z,°#, 4 2,* und der durch die Substitution
%, = iz, entstehenden G, erzeugt wird. Dieselbe enthilt vier cyklische
G,,. Hr. Kantor giebt 72 als die Ordnung dieser Gruppe; dabei
begeht er den merkwiirdigen Fehler, dass er ausser den 48 erwihnten
Collineationen nock 24 hinzunimmt, ohne jedoch deutlich anzugeben,
wie dieselben entstehen sollen®).

*} a. a. 0., 8. 86, Theorem XC. Sowohl die Gy als dic folgenden Gy und G4
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Die Gruppe der Curve
(11) 2t + fi (2, %) = 0,
welche eine perspectivische @, besitzt, entsteht als Combination dieser
G, mit der Vierergruppe, welche die bindre Form f, in sich éiberfihrt;
dieselbe ist somit eine &,,. Nur in zwei Fillen besitzt f; eine hbhere
Gruppe: wenn die guadratische Invariante verschwindet, ist dieselbe die
Tetraedergruppe, und wir erhalten die Curve (10) mit einer Gg; ist da-
gegen die cubische Invariante 7' == 0, so besteht jene bindre Gruppe aus
einer diedrischen G, uynd die Gleichung (11) ldsst sich auf die ein-
fache Form ‘ :

(12) ayt + 2t o+ 2yt =

bringen. Die Gruppe ist eine Gy, welche durch Combination einer
G, welche die Coordinatenaxen unvertauscht ldsst, mit der Gruppe
ihrer 6 Vertauschungen entsteht. Die Gy enthilt 6 cyklische G, bei
denen je zwei der 12 Undulationspunkte invariant bleiben.

Wir haben jetzt alle Collineationsgruppen der O, erhalten, in denen
perspectivische G oder G, vorkommen konnen. Doch sollen in den
etwa noch iibrigen Gruppen Collineationen mit festen Wendepunkten
auftreten, was noch nur bei den G, putrifft. Es bleibt also bloss eine
Gruppe tibrig, diejenige der Curve
(13) 232, + 222 + 232, = 0.

Von dieser in der neueren. Litteratar in ausgiebiger Weise behandelten
Curve ist es aber bekannt, dass dieselbe eine einfache Gruppe von 163
Collineationen in sich zuliisst. Unter anderen Untergruppen enthilt
die G4 zwel Systeme von je sieben gleichberechtigten Oktaedergruppen.

4. Aus jeder der erhaltenen 13 Collineationsgruppen lisst sich nun
durch die Abbildung der Doppelebene auf eine einfache Ebene eine
Gruppe von doppelter Ordnung herleiten. Hier tritf nun jedesmal
eine einzige ausgezeichnete Transformation ©, auf. Anderseits existirt
aber auch eine ausgezeichnete Untergruppe, welche mit dey Collinea-
tionsgruppe der C, holoedrisch isomorph ist. Dies ist in denjenigen
Fillen hesonders leicht zu bewejsen, wo bei der Collineationsgruppe
ein nicht auf der O, belegener Punkt fest bleibt; man braucht ja nur
die Bedingung aufzuerlegen, dass die dort tiber einander liegenden
Punkte der Doppelebene nicht permutirt werden sollen. Auch in den
tibrigen drei Fillen der Gy, Gys und G4 ldsst sich jene mit der
Collineationsgruppe isomorphe Untergruppe nicht schwer herstellen.

Als Endergebniss folgt hier eine Aufzihlung der 13 Gruppen M.
Dabei verweisen wir in jedem Falle auf die in der vorigen Nummer

sammt den zugehdrigen C, sind aus der Theorie der elliptischen Modulfunctionen
bekannt., Man sebe etwa Klein-Fricke, ,, Modulfunctionen 1%, 8. 675, 678, 701.

15*
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gegebene Gleichung der fundamentalen C,. Auch wird jedesmal die
Zahl M der unabhingigen Moduln dieser Curve angegeben.

a. M==6.

1) G,. Gl (1). Die G, wird durch ©, erzeugt.
h, M=4

2) G,. Gl (2).
c. M=3.

3) G5. GL (3). Die G, und Gy bestehen aus launter involuto-
rischen Transformationen.

d. M=2.
4) G- GL ().
5) Gy,. Gl (6). Diese Gruppe ist vom Diedertypus.
6) G4. Gl (7). Die Gruppe ist die cyklische von [y".

e, M=1.
7) G,. GL (5) Die Gruoppe ist mit der ,erweiterten Oktaeder-
gruppe isomorph,
8) Gy,. GL (8).
9 Gy,. GL (11).
f. M==0.
10) Gy. GL (9). Diese Gruppe ist die cyklische von Big.
11) Gg. GL (10).
12) Gy GL (12).
13) Gyy. Gl (13).

Da Hr. Kantor die zu den Curven (4), (5) und (10) gehbrigen
Collineationsgruppen unrichtig bestimmt hatte, milssen durch diese
Fehler auch diejenigen Gruppen in seiner Aufzihlung®), welche den
obigen Fillen 4, 7 und 11 enfsprechen, nicht mit den gebiihrenden
Eigenschaften erhalten werden. Hr. Kantor giebt auch als vier-
zebnten Fall die eyklische Gruppe von . Dieselbe tritt aber immer
als Untergruppe der G, unseres b Kalles anf. Mit gleichem Rechte
konnten also andere Untergruppen innerhalb der verschiedenen Gruppen
mitgenommen werden, was aber die Uebersicht sehr erschweren wiirde.

§ 6.
Die Gruppen M.

1. Auch diesen Fall, dass hei der Gruppe ein invariantes System
von C, mit 8 Doppelpunkten existirt, konnen wir durch die Flichen

*) S. 91 der citirten Arbeit.
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S

3. Ordnung F; beleuchten. Dabei mbgen 6 von jenen Punkten die
Fundamentalpunkte bei der Abbildung der beziiglichen F; darstellen;
die beiden tibrigen sind somit die Bilder zweier Punkte derselben Fliche,
Durch jene 8 Fundamentalpunkte in der Ebens wird der 9. Basispunkt
eines Biischels von C, bestimmt. Dem entspricht auf der F, der durch
die Verbindungsgerade der erwihnten beiden Punkte ausgeschnittene
Punkt.

Das System der oo® Gy mit den 8 festen Doppelpunkten erhdlt map
als Bild eines Systems von Cy, welches auf der Fy durch diejenigen F,
bestimmi wird, welche die Fy in den beiden festen Punkien, O und O,
beriihren; insbesondere schuneidet der Fbenenbiischel durch O O, aus der
F, ein System von C, aus, welches dem ebenen C,- Biischel entsprichi.
Unter den oo® F, existirt eine endliche Anzahl, welche die F; noch
in 3 Punkten berithren. Das Geschlecht der Schnittcurve ist im All-
gemeinen 2, redueirt sich aber um eine Einheit dureh jede neue Be-
rihrung. Dieselbe muss somit in den gedachten Fillen nothwendig
zerfallen, und wir erhalten sofort durch Betrachtungen in der Ebene
120 Losungen. Die C; zerfallen nimlich hier auf 8 Weisen in einen
Punkt und eine C; mit dreifachem Punkte dortselbst; in gleicher Weise
zerfallen 28 C; in eine Gerade und eine C;, 56 in einen Kegelschnitt
und eine C, und 28 in zwei C;. . Die Bilder dieser 120 Paare von
Fundamentalcurven auf der F), lassen sich leicht bestimmen,

Man erhilt nun leicht eine involutorische Transformation X,
welche jede zwei so zusammengehorige Fundamentalecurven vertanscht.
In der That, betrachten wir das System der Kegelschnitte, welche in
O und O, die F, beriihren, so schneidet jeder aus der ¥, noch zwei
Punkte aus. Durch die Verfauschung leteterer Punkle entsteht die
Transformation Z,, Dieselbe definirt in der Ebene eine Cremona-
Transformation von der 17. Ordnung, bei welcher 8 Fundamental-
punkte @; mit 8 Fundamentalcurven @ sechster Ordnung vertauscht
werden, wobei die Curve a; einen dreifachen Punkt in @; und Doppel-
punkte in den 7 anderen Fundamentalpunkten besitzt.

Bei Z, giebt es einen isolirten festen Punki, den durch die Gerade
00, auf der F; bestimmten Punkt oder den 9. Basispunkt des ebenen
C,-Biischels. Die iibrigen festen Punkte erfiillen eine Curve, in deren
Punkten Kegelschnitte des erwiihnten Systems die 7, beriihren. Jeder
Querschnitt durch OO, schneidet drei Punkte dieser Curve aus, nimlich
diejenigen, welche denselben Tangentialpunkt wie der isolirte feste
Punkt besitzen. Die entsprechende Curve in der Ebene erhilt man
als Jacobi'sche Curve irgend einer C; des oo®- Systems und zweier C;
des Biischels. Dieselbe ist eine (, mit dreifachen Punkten in den 8
Fundamentalpunkten und begitzt folglich das Geschlecht p == 4,

Man kann die ¥, in der Weise eindeutig auf eine Doppelebene
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abbilden, dass die beiden durch denselben Kegelschnitt des Systems
ansgeschnittenen Punkte iiber einander liegen. Hiermit erhalten wir
anch diejenige eindeutige Abbildung einer Doppelebene auf eine ein-
fache Ebene, bei welcher eine nicht-hyperelliptische Uebergangscurve
vom Geschlechte p = 4 auftritt. Dieselbe wurde zuerst von Hrn.
Noether angegeben, die specielle Art der zugehdrigen Gebilde mit
p==4 ist aber auch von Hrn. Schottky bebandelt*). Doch ist es
uns unbekannt, ob die hier gegebene Herleitung der Transformation
dorch Vermittlung einer Fliche 3. Ordnung frither gegeben sei.

2. Durch den folgenden Satz erhellt sich die Beschaffenheit der
ebenen ;- Biischel:

Definirt die Gleichung
(a) fs+ig; =0
den Biischel und erhilt man fir die Invarianten 4. wnd 6. Grades bez.:

(b) S=1f), T=f@),

danm kann man dem DBiischel das System

(© w=42 — [z — 1

eindeutiy cuordnen, wobei die Qleichung (c), falls man in derselben
auch A als verdmderlich betrachiet, eine auf die Ebene des Biischels ein-
deutig bezogene Fliche bedeutet**). Diese Fliche kann man auf die
Doppelebene (2, 2) projiciren, wobei

(d) 42 —fi(He — f(A) =0

als Uebergangscurve erhalten wird. Diese Curve besitzt zwel znsammen-
fallende dreifache Punkte und ist folglich im Allgemeinen vom Ge-
sehlechte p — 4. Den besprochenen Zusammenhang wollen wir jetat
niher darlegen,

Wir denken uns den Biischel in das System der Querschnitte einer
F, tubergefilhrt, welches durch den Ebenenbiischel
(e) Z,=21x,
ausgeschnitten wird. Dabei seien z; = 0 und z, == O die Beriihrungs-
ebenen der F; in den Punkten #, =2, —=2,=0 und 2, =z,=2,=0,
welcke wir in der vorigen Nummer mit O und O, bezeichneten. Die
Gleichung der ¥, kann also anf die Gestalt

() @@y 4 ) F 232, [1(2), 2) + 23 f2(2y, ) + 2,0, (24, 25)
+ 3@, %) =0

%) Man sehe Noether, ,Uecber die ein-zweideutigen Ebenentransforma-
tionen*’, Sitzungsber. der physik. medic. Soc, zu Erlangen 1878, sowie ,,Ueber eine
Classe von auf die einfache Ebene abbildbaren Doppelebenens wnd , Ueber die
rationalen Flichen vierter Ordnung®, Math. Ann. XXXI[1, und Schottky, ,,Ueber
specielle Abelsche Functionen vierten Ranges®, Journal fiir Mathematik CII.

*¥y Man vergleiche hierzn Hrn, Kantor’s ErSrterangen {iber die Biischel von
C;, Acta Math, XIX, S, 183
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gebracht werden. Jeder Kegelschnitt, welcher die Fliche in O und O,
berithrt, kann durck (e) und eine Gleichung

®) T3%y = B,

definirt werden, wobei 2 und g veriinderliche Parameter bedeuten.
Nimmt man dleselben als constant an, so erhilt man die zwei Schnitt-
punkte, welche ein bestimmter Kevelschmtt noch mit der F, gemein
hat, und zwar durch die Gleichung

(b) 22w + fo) + w0, (0f) + f) + 270 (@ 4 ;) =0,
wobei in den Functionen 7,, 75, /5 und @, 2z, und #, durech 1 bez. 1
ersetzt werden. Wir setzen hier

=22+ tefi 46

und erhalten hieraus
u? = (ufy + ;) — dua(e 4 1) (¢ + @,).
Durch die Substitution
htie,—f2
13

Fe=—p —
ergiebt sich nun die bezweckte Endgleichung
(© P=42 —fi5 — [
wobel
/'1 J— 2f‘1}03 . 4f2¢P + (4f2+4§02"f12)2
K 2 12
k
&) = — 2 (s — 2fa9a) (4fz + 49, — 1% + 4+ 4)‘;?; (A

Setzt man hier % == 0, so erhilt man jene Uebergangscurve

@ 48 — [,(Ds—F,(1) =0,

welche auch das Bild der Schnitteurve der Fliche (f) mit der Fliche
M 2a, [232, + f2(215 B)] + 252,71 (%1, %) + [3(2, #;) =0
definirt. Fiir 2 = O ergiebt sich eine andere Curve mit ausgezeichneten
Eigenschaften:

(m) W+ f,(2) = 0.

Dieselbe ist hyperelliptisch vom Geschlechte p = 2 und kann auch als
Bild der Schnitteurve der Fliche (f) mit der Fliche

(n) 12,3, + 4£5(%, @) + 49,2, 2,) — (i@, 2)}* =0
erhalten werden.

3. Jedes Paar durch die Transformation X, einander zugeordneter
Punkte in der einfachen Ebene besitzt ersichtlich die Eigenschaft, dass
eine C; des invarianten Systems mit J.in den 8 Fundamentalpunkten
immer gleichzeitig durch beide Punkte geht. Insbesondere beriihren
die C, einander in den Punkten der mehrfach erwihnten Uebergangs-
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curve, Letztere Curve muss also gegeniiber dem System der C; und
somit auch der Gruppe M, von invarianter Natur sein. Sollen also
in dieser Gruppe weitere Transformationen enthalten sein, so muss die
Curve bei denselben eindeutig in sich tibergefiihrt werden, Die Ebene
haben wir schon auf die Fliche

(e) u? =42 — fi(2)s — [ (2)

ein -eindentig abgebildet, wo wir hier x statt 2 setzen. Durch X,
gehen zwei Punkte mit denselben 2 und 2 aber entgegengesetzten u
in einander iiber. Haben wir also diejenige Gruppe von birationalen
Transformationen der (2z)-Ebene erhalten, bei welcher die Curve

@ 45 — £, (a)z — fo(@) = 0
invariant bleibt, so ergiebt sich sehr leicht fiir die Fliche (¢) eine
Gruppe von doppelter Ordnung, welche man auf die urspriingliche ein-
fache Ebene als die gesuchte Gruppe M iibertragen kann.

Die (#2)-Ebene kann wman als die Projection eines quadratischen
Kegels K, von einem Punkte desselben betrachten, Schreiben wir die
Gleichung (d) in bomogener Form

(d) 48y — fi(z, y) 2y — fi(z,9) =0,

vnd lassen wir die Gerade y = 0 dem Projectionscentrum aunf dem
Kegel und den Punkt = y = O der Erzeugenden durch das Centrum
entsprechen, so gewinnen wir den erheblichen Vortheil, dass die ad-
Jjungirten Curven von (d,) in die ebenen Querschnitte des Kegels iiber-
gehen. Die birationalen Transformationen, welche die Bildeurve von
(d,) auf dem K, in sich iiberfiihren, miissen also eine riiumliche
Collireationsgruppe bilden, bei welcher sowohl ein Punkt, die Kegel-
spitze, als auch die Ebene, welche der Geraden 2z == O entspricht, fest
bleiben *).

Bei dieser Abbildung der urspriinglichen einfachen Ebene auf den
doppelten Kegel entsprechen somit die Erzengenden des Kegels den
C, des Biischels und die Querschnitte den C; des fundamentalen Systems.
Man kann auf dem Kegel viele Systeme von Curven nachweisen, deren
Existenz in der Ebene nicht so leicht zu erschliessen ist. Um nur
ein Beispiel zu geben, bemerken wir, dass man auf dem Kegel ein
System von C; construiren kann, welche mit der Curve (d,) an einer
beliebigen Stelle vier anf einander folgende Punkte gemein hat. Dem
entspricht ersichtlich in der Ebene ein Biischel von C, mit dreifachen
Punkten in den 8 Fundamentalpunkten und einem Beriihrungsknoten
auf der Uebergangscurve. Hier tritt nun die Eigenthiimlichkeit ein,

¥} Hr. Kanfor hat zwar erwihnt, dass bei jeder Gruppe M, eine C, des
fundamentalen Systems fest bleiben muss; doch scheint er die dorch diese O
bewirkte Vereinfachung nicht bemerkt zu haben, dase in der Gleichung (d,) das
Glied 24*f;(x,y) beseitigt werden kann.
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dass der zp diesem Biischel adjungirte Biischel von C; Doppelpuukte
nicht nur in den dreifachen Punkien, sondern auch in dem Berihrungs-
knoten besitzt.

Stellen wir die Gleichung
© Wt = 4e8 — f,(2)z — fu(2)
mit der Differentialgleichung

P2 =40 — g0 — 9y
zusammen, und zichen wir die bekannte Theorie dieser g-Function
heran, so kbnnen wir auf dem Kegel eine Reihe Oerter bestimmen,
welche auf der durch die jedesmalige Erzeugende dargestellten ellip-
tischen Curve um gewisse Perioden-n-teln von der Kegelspitze ent-
legen sind. Insbesondere bezeichnet @’ == 0 oder die Curve (d) der
um halbe Perioden entfernte Ort®).

Betreffend die Berithrungseurven von (d,) wollen wir auf die eitirte
Abhandlung von Nrn. Noether verweisen. Hier sel nur an die 120
einzelnen Berithrungscurven ¢ erinnert, welche die fundamentalen
Octupel bei der Abbildung liefern.

4. Wir sollen also behufs der Bestimmung der Gruppen M die-
jenigen Collineationsgruppen aufsuchen, welche die Normalcurve auf
dem Kegel in sich iiberfiihren kdnnen. Die bei einer einzelnen rium-
lichen Collineation festen Erzeugenden des Kegels kann man fir =0
und y = O wihlen. Die 4 festen Punkte bei der Collineation sind die
Kegelspitze und 3 Punkie in der vorerwihnten festen Xbene, von
denen 2 auf jenen festen Erzeugenden liegen, und der dritte der Pol ihrer
Verbindungsgerade in Bezug auf den Querschnitt des Kegels ist. Doch
giebt es Fille, dass auch alle Punkte einer Verbindupgslinie zweier
von diesen Punkten oder einer Ebene durch drei von ihnen fest bleiben.
Da wir als Centrum bei der Projection des Kegels anf eine Ebene
einen von diesen festen Punkten gewihlt haben, so ist auch die ent-
sprechende Transfoymation in der Ebene eine Collineation und zwar
von der Form

() 2 iy 12 =ax:Py:ye
Wir betrachten jetzt die invariante Curve
(dy) 425y — fy(@, y) 2y — (%, ) = 0

und nehmen an, dass durch diese Substitution fi(2', ") in k. fe(z, ¥)
und f,(2’, 4") in 1. f,(z,y) tbergehen. Die einzelnen Glieder von (d,)
sollen aber durch dieselbe Zahl % vervielfiltigt werden. Daraus er-
halt man die Bedingungen:

(8) Bpd=Byl=1F y=‘_;”_l; 12— IS,

*) Man vergleiche eine Abhandlong von G.H. Halphen, ,,Recherches sur
les courbes plames du troisitme degré', Math. Ann, XV,



234 A, Wiman.

Wahlt man als Projectionscentrum den festen Punkt auf der Erzeugenden
=0, so erhilt man als Gleichung der invarianten Curve

(/) 4222® — fy(w, y)ze — fs (2, y) = 0,
und die Collineation wird in die folgende iibergefiihrt:

!’ 14 s 7 k
(@) By s —awiBying p—b—L.g

Hat man in (&) & = §, so geht jede Erzeugende in sich iiber; man
erhilt % == &b, I =a* und y = a. Die Collineation ist somit eine
identische. Doch treten andere Verhéltnisse ein, falls f, identisch ver-
sehwindet, was jedoch zun#chst ausgeschlossen sei.

Ist B==y, so geht jeder Punkt der Erzengenden z==0 in sich tiber.
Dasselbe gilt fiir die Erzeugende y = 0, falls a==¢,. Gelten beide
Relationen gleichzeitig, so erbilt man 2= * oder « = — f. Die
rdumliche Collineation ist dann eine harmonische Perspectivitiit, deren
Perspectivititsebene die festen Erzeugenden enthilt,

Nimmt man o = ¢, so ist auch 8 = p,. Eine Gerade mit lanter
festen Punkten bei der rdumlichen Collineation ist hier die Polgerade
der Ebene durch die festen Erzeugenden. Ist ¢ = — § oder y = —y,,
so besitzt eine Gerade in der letzteren Ebene dieselbe Eigenschaft.

Die Collineationsgruppe der Normalcurve erhdlt man also aus der
gemeinschaftlichen Gruppe wvon f,(x,y) und fi(x,y), welche der Be-
dingung (B) §* =1 gendigt; doch, falls f, identisch verschwindet, ent-
steht dieselbe durch Combination der Gruppe von fg mit einer Gy, welche
die 3 Punkie der Curve auf derselben Erzeugenden cyklisch vertauschen.
Die Curve wird von den 12 Erzeugenden, 27f* — f,3 = 0, beriibrt.
Wenn 2 von diesen Geraden zusammenfallen, hesitzt die Curve einen
Doppelpunkt’ oder auch, falls nimlich f; und f; einen gemeinschaft-
lichen Factor besitzen, eine stationire Tangente. Wenn aber Doppel-
punkte vorkommen, und somit das Geschleeht reducirt wird, ldsst sich
die Gruppe M auf eine der fritheren Typen zuriickfithren,

5, Die simmtlichen cyklischen Gruppen, welche die Normalenrve
vom Geschlechte p = 4 in sich iiberfilhren konnen, hat Hr. Kantor
gegeben *). Betreffend die wollstindigen Collincationsgruppen weichen
aber seine Resultate von denjenigen ab, welche ich in einem fritheren
Aufsatze gegeben habe **), weshalb ich dieselben hier reproducire.

1) Die Identitiit.

2) Perspectivische G,: x' 1y 18" = —z:1y:a.
422y + 2y (ax + baty® 4 cy!) + do® + exty* + faryt - gyt = 0.

#) | Theorie der endlichen Gruppen'', S, 100. Wir bemerken nur, dass die
dort gegebenen Gruppen 9 und 10 identisch sind.

w5y Ueber dic algebraischen Cwrven von den Geschlechiern p =4, 5 und 6,
welche eindeutige Transformationen in sich besitzen, 8. 25, Anbang d, Abh. d.
Eonigl. Schw, Acad. d. Wissenschaften, Bd. 21, Abth I, Nr. 3.
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3) G, ,mit Azen®: 2" :y 18 =2x; — y:2

453y + zlaxt + b2*y? + cy?) -+ x(dzt -+ e’y 4 fyh) = 0.
Hier wird die Ordnung der Bildcurve reducirt, weil das Projections-
centrum ein Punkt der Curve ist. Die Axen sind die Verbindungs-
geraden zweier Punkte der Curve in der invarianten Ebene und deren
Polgerade.

4) Vierergruppe, welche zwei perspectivische G, und eine G, mit
Awen enthilt. Die vorige Gleichung muss hier in der Weise specialisirt
sein, dass in derselben 2 und y vertauscht werden konnen, ohne dass
fi und f; sich verindern.

4%y + 2la (@ + y') + b2°y°] + 2le(@ £y + d2’y*) = 0.

5) Vierergruppe, welche aus lauter G, mit Axen besteht, Da
bei jeder Substitution 2 Punkte yon f; =0 fest bleiben, muss f; die
Jacobi'sche Covariante von f, sein.

4%y + 2la(a' + y*) + 02°9*] + 2(xt — ) = 0.

6) Diedrische Gg, welche je eine Vierergruppe der beiden vorher-

gehenden Arten enthilt.

4239 - azx*y -+ x(zt -+ yt)y = 0.
Die ausgezeichnete cyklische G, geht aus der Wiederholung der Operation,
2’ sy 18 =x:iy:— 2z, hervor.

1) Cyklische Gy:x":y 12" =4z :y: 2z, welche eine perspectivische

G, als Untergruppe enthilt.

483y* + 2(z* + ay') + y(bat 4 cy?) = 0.
Jeder Punkt der Brzeugenden z = O bleibt bej dieser G, fest. Zudem
rtickt in das Projectiouscentram guf y =0 ein Punkt der Curve hinein,
was die Erpiedrigung der Ordnung der Bildcurve bewirkt.

8) Diedrische Gy, welche aus 3 perspeclivischen &, und einer
G,:2":9y' 2 ==z :jy:&, besteht.

428y + azyPa? - a8 + b2ty + 4t = 0.
Bei der G bleibt jeder Punkt der gemeinschaftlichen Schnittgeraden
der 3 Perspectivititsebenen fest. Die G, werden durch die Vertauschung
von z und y erhalten.

9) Diedrische (,, welche die vorige Gruppe als Untergruppe
enthilt. Von den 4 hinzutretenden involutorischen Transformationen
ist die ausgezeichnete perspectivisch, und die 3 anderen sind G, mit
Axen. Die erzeugende Substitution der apsgezeichneten cyklischen Gy
ist: 2’1y 12 = — iy

47y + azy*s* + &' + y* = 0.
10) Cyhlische Gy: w' 1y’ 12" =ja:y: 2
423y + 2yt (ax® 4 by®) -+ 28 + caPy® + dy® = 0.
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Die Punkte der Erzeugenden z =0 bleiben hier fest. Wenn aber f
die Jacobi’sche Covariante der fquianharmonischen Form f, Hefert, so
besteht die Gruppe aus 4 solchen G, und einer Vierergruppe von der
Art (B), welche zusammen eine
11) Tetraedergruppe bilden.
4289% + azy*(z® + o) -+ 28 - 202%y° — 8yt = 0.

12y Cyklische Gg: 2«1y 18" == — jr:y:z, welche die letzt-

erwihnte G, und die perspectivische &, als Untergruppen enthilt.
45%y° + azy® + 2° -+ byt = 0.
Aunch bei dieser G, bleiben alle Punkte der Erzeugenden & ==0 fest.

13) Cyllische Gyt & 1y 18" = jx tiy:— iz, welche die vor-
erwihnte &, als Untergruppe enthilt,

45895 + 2y® 4 28 = 0.
M) Gy 2”1y 18 =sx:1y:2
Byt -+ azyt + 2° 4 bys = 0.
Die Punkte der Erzeugenden z =0 bleiben auch hier fest. Wenn
b =0, ist die G, Untergruppe einer
15) cyklischen Ga:2 1y 18 = s2:—y: 2.
425y + 2yt 4 a5 = 0.
Hier hat man als Untergruppe eine G, mit Axen.

In den noch tibrigen Fillen wverschwindet f, identisch. Damit die
Normaleurve keine Doppelpunkte besitze, darf f; nunmehr keine doppelten
Factoren besitzen. Die linearen Gruppen, welche die bingre Form f;
in sich itherfiihren kidnnen, sind von Hrn. Bolza bestimmt*). Die-
selben sind: @,, Gy, Vierergruppe, diedrische Gq, diedrische G, und
Oltaedergruppe. Wir erhalten nun 7 neue Collineationsgruppen.

16) Perspectivische Gy :a’ 1y : 2" = 2z :y:jg, flir welche die
Kegelspitze das Perspectivititscentrum liefert:

422y’ =1, (2, y)-
In den folgenden Féllen erhéilt man die Collineationsgruppen durch
Combination dieser G; mit den erwihnten binfiren Gruppen.
17) Cyklische Gy:x' 1y : %" = — x:y:jz, deren Untergruppen
@, und G, perspectivisch sind:
423y% = 2% + axty® 4 batyt 4 oS
18) Cyklische Gy 2"y 12" =¢x:y:jz. Vou den Untergruppen
G, uud G, ist jene perspectivisch und diese die sechon behandelte
Gruppe (14).
453y = 25 + 1.

# Math. Ann, XXX,
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19) G,,, welche drei cyklische G enthalt.
48y = z(a* + a2’y* + y*).
Eine cyklische Gg:2":y 12" = x:—y:jz, hat als Untergruppen
die perspectivische G, upd eine G, mit Azen; die beiden anderen sind
von der Arf (17).

20) Gy, welche unter anderen Untergruppen 3 cyklische G4 von

der Art (17) enthilt.
4239P == 25 4~ gadep - o5,

21) Gy, in welcher 4 G, auftreten, von denen die eine aus-
gezeichnet ist, Letetere ist von der Art (9), die 3 iibrigen von der
Art (19).

4289 = 26 - 4P,
22) G,,. Hier treten 3 cyklische G, aunf, deren Untergruppen
G wir schon im Falle (19) begegneten.
42%y? = z(x* - ).
Die eine cyklische G, wird durch die Substitution,
iy 12 =ziiy:— js,
erzeugt.
6. Es ist nun ein Leichtes aus den Gruppen der Curven

42’ — f,(@) 2 — [ (@) =0
die entsprechenden Gruppen von doppelter Ordnung der Flichen

() W =45 — f,(@)s — [ (%)
herzuleiten, welche man sodann durch Abbildung auf die Ebene iiber-
tragen kann. Doch wollen wir zuerst mach Hrn. Kantor die von
diesem Verfasser in seiner Preisschrift behandelten isolirten typischen
Transformationen angeben, welche durch die cyklischen Gruppen ge-
liefert werden. Eine cyklische Gruppe bezeichnen wir hier mit der
Nummer derjenigen Collineationsgrappe, wo wir die Erzeugung der-
selben gegeben haben.

Von diesen Typen traten einige schon bei den Gruppen M, und
M, aof, nimlich: 4, E,, B;, [y, By, und Bj. A, erhiilt man aus
der G4(10), E,; aus (7), By ans (12), B,, und Bjy aus (13) und Iy
aus (9)*). Durch Combination mit X, entstehen aus A; und B, die
beziiglichen Typen E;” und Hg. Die Gruppe (17) liefert den Typus H;.
I'g und Hg, mit X, zusammengesetzt, geben abermals mit [y und Hg
fiquivalente Transformationen. Die cyklischen Gruppen von ungerader
Periode liefern durch Combination mit £, cyklische Gruppen von
doppelter Ordrung, aber, wenn X, keine Untergruppe ist, Gruppen
von derselben Ordrung., So erhilt man aus den Gruppen (14), (16)
und (18) sowohl die Typen Z;, N; und B als auch die Typen T,,, E;

*y Hr. Kantor hat (1. ¢.) Hy staté I';, was aber gewiss unrichtig ist.
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und B,,. Die einzige noch iibrige Collineation von ungerader Periode,
diejenige der Gruppe (8), liefert den Typus E;'; die Untergruppe von
der Ordnung 3 ist aber hier wit einer Collineation Hquivalent. Die
noch nicht besprochenen cyklischen Gruppen von gerader Ordnung
besitzen simmtlich die G, mit Axen als Untergruppe; bel dieser gilt
die Bigenthiimlichkeit, dass die beiden entsprechenden Transformationen
von der Periode 4 (nicht 2) sind, was man leicht durch Betrachtung
der Fliche (¢) oder der invarianten Curve #® - f (%) == 0 bestitigen
kann, Die fraglichen Collineationen, welche den Gruppen (3), (6),
(15), (19) und (22) angehbren, sind bez. von den Perioden 2, 4, 10,
6 und 12 und liefern Typen von doppelter Periode, nimlich: J,
Ag, By, I, und B,,, welche simmtlich X, als Untergruppe enthalten.
Be1 N, bleibt jeder Punkt der Curve w® - fe(:c) = 0 vom Geschlechte
== 2 fest; bei jeder der Transformationen A;, E,, H," and Z; existirt
eine eliiptische Doppelpunktscurve, welche der -bei der beziiglichen
Collineation in jedem Punkte festen Erzeugenden des Kegels entspricht.
Wir geben jetzt als Endresultat eine Aufzihlung der Transfor-
mationsgruppen M, und wollen dabei diejenigen Punkte hervorheben,
wo unsere Ergebnisse mit denjenigen des Hrn. Kantor*) nicht iiber-
einstimmen. Die Grappen seien nach der Zahl M der unabhiingigen
Moduln angeordnet: doch geben wir jeder Gruppe die Nummer, welche
schon der Collineationsgruppe der zugehdrigen Normaleurve zngetheilt ist.

a. M =28
1) Die inwolutorische Transformation =,.
b. M==5.
2) G, vom Typus der Vierergruppe.
c. M=4.
3) Die cyklische Gruppe von J,.
d. M ==3.

4) G, vom Diedertypus. Die cyhlische Untergruppe ist diejenige
von J,.

10) Die eyklische Gruppe von E;”. Hr. Kantor hat hier (Fall VIII)
,die cyklische Gruppe von E;” in der allgemeinsten Form nebst 6
Involotionen* also die Ordnung 12. Dafiir wire erforderlich, dass
die Curve (10) eine diedrische ¥, in sich besfisse, was aber schon aus
dem Grunde nicht mbglich ist, weil eine bindre Form f, mit keinen

# Hr. Kantor giebt keine eigentliche Aufzihlung der Collineationsgruppen
der Normaleurve; betreffend diejenige der Gruppen mit 8§ Punkten sehe man
S. 102 dey citivten Arbeit,
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doppelten Factoren nur die Vierergruppe, diedrische Gy oder Tetraeder-
gruppe zulassen kann ¥).
16) Die cyklische Gruppe von Eg.

e. M==2.

5) Gy, welche 3 Gruppen vom Typus oJ, enthdlf. Dieser Fall fehlt
bei Hrn. Kantor.

1) Gy, welche die Gruppe von E, enthill.

8y Gy, vom Diedertypus. Die cyklische Untergruppe G ist die-
Jenige von E;.

17) Gy, welche die Gruppen von Eg und Hy enthilf, Hr. Kantor
hat hier (Fall XVI) die Ordnung 36.

f. M=1.

6) G5, welche dic Gruppe von A, enthdll. Hr. Kantov hat hier
(Fall XIIT) die Ordnung 24,

9 G,,, welche sowoll die Gy, (8) als die (g (4) als Untergruppen
enthill. Dieser Fall fehlt bei Hrn. Kantor.

11) G,,, welche mit der homogenen bindren Tetracdergruppe isomorph
ist. Auch dieser Fall fehit bei Hrn. Kantor.

12) Gy,, welche die Gruppen von Bg und H, enthdll.

14) Die cyklische Gruppe von [y,

19) G,,, welche sowohl die Gruppe von Ty als auch die Gruppen
4 und (A7) als Untergruppen enthilt. Dieser Fall wird von Hrn.
Kantor zwei Male anfgezéihlt: einmal (Fall XII) als ,die cyklische
Gruppe von [, in der allgemeinsten Form* mit der Ordnung 12, und
dann (Fall XX) als die Gruppe IV (unsere Gruppe (4)) mit E;” mit
der Ordnung 24.

20) Gy, welche 3 Untergruppen (17) enthdlt. Hr. Kantor hat
hier (Fall XVII) die Ordnung 48.

g M=0.

13) G,,, welche sowohl die Gruppe (12) als die Gruppen wvon B,
und Bz enthdll.

15) Die cyklische Gruppe von B,,.

18) Die cyklische Gruppe von By, .

21) G,,, unter deren Untergruppen die Gryppen (9), (19) und (20)
auftreten. Hr. Kantor hat hier (Fall XV) die Ordnung 54.

22) Gy, unter deren Untergruppen sowohl 3 cyklische Gruppen
vom Typus B,y als auch die Gruppen (11), (19) und (20) auftreten.

*) Es soll hier bemerkt werden, dass Hr. Kantor bisweilen die Typen von
Es und E;” (durch Druckfehler?) verwechself. Doch giebt er fiir die zn jeder in
ihrer allgemeinsten Form gehdrige Gruppe die Ordnung 12.
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Hr. Kantor hat also die 3 Gruppen (8), (9) und (11) ganz iiber-
sehen und die 5 Gruppen (6), (10), (17), (20) und (21) mit unrichtigen
Ordnungen gegeben. Zndem betrachtet er die cyklische Untergrappe
[, von (19) als eine vollstindige Gruppe, obgleich dieselbe, wie viele
andere Gruppen, stets als Untergruppe hoherer endlichen Gruppen
vorkommt.

Wir schliessen hiermit die gegenwirtige Darstellung. Unser Ziel
war nicht die analytische Darstellang der Gruppen in der Ebene zu
liefern. Wir wiinschbten in der That nur die Bestimmung derselben
in einfacher Weise zu geben und dabei die Fehler zu beseitigen,
welehe Hr. Kantor auf Grund seiner mehr complicirten Methoden
begangen hat. Hierbei war es natiirlich nicht unser Zweck den grossen
Verdiensten, weliche sich Hr. Kantor um den vorliegenden Gegen-
stand erworben hat, Abbruch zu thun.

Lund, April 1896.



